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CHAPITRE | : NOMBRES COMPLEXES

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé (0, u, v)

l. ETUDE ALGEBRIQUE

1. Forme algébrique
L’¢criture z = a + ib,a € R, b € R est appelée forme algébrique du nombre complexe z.
a est la partie réelle de z noté Re(z) et b est la partie imaginaire de z noté Im(z).

Propriétés
Soient z et z” deux nombres complexes.
e zestréel ©Im(z) =0 et zestimaginaire pur & Re(z) = 0.
e z=17© Re(z) =Re(z') et Im(z)=Im(z").
En particulier z = 0 & Re(z) = 0 etIm(z) = 0.
2. Conjugué d’un nombre complexe.
le conjugué du nombre complexez = a+ ib,a € R,b € RestZ = a — ib.
Propriétés
Soit z un nombre réel telquez =a + ib.On a:

e 7=z .z+Z=2Re(z) .z—2z=2iIm(z) zzZ=a*+b>

e zestréel sietseulementsi z = z;

e zestimaginaire pur sietseulementsiz = —z etz # 0.

Propriétés
Vz,z' € CetVne z
o z+z =zZ+7. =Z=-Z zz' =27
1 1 z V4 — —_

e (3)=; =0 (2)==2 @=0) ZT=2(z%0)

3. Module d’un nombre complexe
Le module de z = a + ib,a € R, b € R est le réel positif : |z| = v/zxZ = va? + b2.

Propriétés
vz,z' € CetVn €z
e =0oz=0 - lzxzl=lixz| . =1 e 2 =l
o 1 1 z z e |z +7'| <|z| + |z'|(inégalité triangulaire)
. S|z¢0,|—,=— = =|=
z |z1| z! z!

1. ETUDE TRIGONOMETRIQUE
1. Forme triconométrique d’un nombre complexe
e Argument d’un nombre complexe non nul

Soit z un nombre complexe non nul et M son point image dans le plan complexe.
On appelle argument de z toutes mesures de 1’angle orienté (ﬁ, OM).
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(ﬁ, W) = 0, on note arg(z) = 0 + 2km,k €z

O esttel que : cosB = RTT(IZ)et sin@ = Inllz(lz)

Exemple 1 : soitz = 1 — i, déterminer un argument de z.

e Interpretation geométrique
Si z est I’affixe du vecteur w, arg(z) est une mesure de ’angle orienté (U, w).
A(z,) et B(zg) deux points du plan alors
arg(zg — z») est une mesure de I'angle orienté ( G, AB)
si A, B et C sont des points d'affixes respectives z, , zg et zc avec A # B, A # C alors

arg est une mesure de l'angle orienté (AB, AC)
Zg —Zp

Propriétés
Soient z et z” deux nombres complexes, d'arguments respectifs 6 et 6’
e z=17 © |z| =|z'|etarg(z) = arg(z’) + 2km,k € Z;
o arg(z) = —arg(z) + 2km,k € Z;
e arg(zxz') =arg(z) + arg(z') + 2km,k € Z;
e arg(z") =narg(z) + 2kmk€Z;n €Z;z+ 0
arg (i) = —arg(z') + 2km,k € Zetarg (5) = arg(z) — arg(z') + 2Kkm,
ke Z z'#0.

e Formule de MOIVRE : VO € R,n € Z, (cos(0) + isin(0))™ = cos(nb) + isin(nb)

2. Forme géométrique :

z € C,etr = |z|, 0 un argument z. la forme trigonométrique de z est I’ écriture
z = r(cos(0) + isin(0))

s b
/ r= az + bz’ COS(G) - % et Sln(s) = F \

Forme algébrique Forme trigonométrique
z=a+1ib Z = r(cos(8) +isin(0);r > 0

\ a =rcos(f) et b =rsin(0) /
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Remarque :

Forme exponentielle d’un nombre complexe : z = re
Forme polaire d’un nombre complexe : z = [r, 6]

i0

Formule de EULER :

i9+ —if . i6_ ,—ib L,
cos @ = ——et sin @ = =—— et de facon générale
in9+ —in6 . in6_ ,—in6

cosnf = %et sinn0 = %

Ces formules sont utilisées pour linéariser cos™ Oet sin™ 0
Exemple 2 : linéariser sin3 0

3. Racines n-iémes d’un nombre complexe
Soit z un nombre non nul et n entier naturel (n> 2)
On appelle racine n-iéme de z tout nombre complexe u tel que u™ = z
z = reiet u = pe'*, on a donc :
u" =z & (pel?)” = rel

W=z e 0 2km
O(:H-FT;I(E{O,L...,D—].}

i 1 (842K
Donc les racines n'**™€ de z sont les nombres complexes z, = rne'(n+ n ) ke{0,1,..,n—1}

Les points images de ces racines sont les sommets d’un polygone régulier a n cotés inscrits dans

1
le cercle de centre O et de rayon rn
Exemple 3 : Déterminer les racines cubiques de 1.

Il. UTILISATION DES NOMBRES COMPLEXES
1. Résolution d’équations dans C
e Racines carrées d’un nombre complexe
Soit a déterminer les racines carrées du nombre complexe 3 — 4i

Ona:z? = (x2 —y?) + 2xyiet|z?| =x2+y?% |3 —4i| =5

x2 —y?2=3 x? =4 Xx=2o0ux=—2
z2=3-4ie{x?4+y2=5ey’=1 ojy=1louy=-1
2xy = —4 Xy = —2 Xy = —2

(S) : a deux solution (2,-1) et (-2, 1), les racines carrées de 3 —4isont2 —iet—2 +1i

e Equation du 2™ degré
Soit I’équation (E) : az? +bz+c=0 a€ C'etb,c€ C
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On pose A= b? — 4ac et on désigne par & et — & les racines carrées dans C de A

e Si A= 0 alors(E) a une solution double — 2%

) . . ~b+8
e Si A+ 0 alors (E) a deux solution distinctes 2—: et

Exemple :

e Résoudre dans C, (E{): z>+z+1=0,
e Résoudre dans C, (E,) : iz2 —iz—3—i=0.

e Eguations se ramenant au 2™ddeqré

Soit I’équation (E):z3 + (4 — 5i)z% + (8 — 20i)z — 40i = 0
1. Démontrer que z; = 5i est solution de (E).
2. Résoudre dans C I’équation (E).

Géométrie et nombres complexes

e Configuration du plan et nombres complexes

-b-§8
2a

Configuration Caractérisation géométrique Caractérisation complexe

; AB=ACetmesA =106 ZC_ZA—eieouZC_ZA=e_ie
Triangle ABC - - Zg — Zp ZR — Zp
isocele en A

0<b<m 0 #kmk€Z
Triangle AB - T Zc — Z in zc—1z _im
. ?g,e ¢ AB =ACetmesA =— ¢ A=esouC A=e 3
équilatéral 3 Zg — Zp Zg — Zp
Triangle ABC n e —7Zn | Zc—7a |
rectangle et AB=ACetmesA == =iou = —i
. \ 2 Zg — Zp Zg — Za
isocéleen A
Triangle ABC mes A& = T zc:zA — bi (b € RY)
rectangle en A 2 ZB—ZA
POintS A, B, C —~ — —— ZC —Zp %
I mes A = mes(AB,AC) = 0 + ki, k € Z €R

alignés Zp —Zp

Exemple : Dans le plan complexe muni du repere orthonorme (O, I, J), on donne les points
A(1+1),B(—1 + 4i),C(3 +1)

1. Placer les points A, B, C

2. Donner la nature du triangle ABC

3. Déterminer I’affixe du point D tel que le quadrilatére ABDC est un triangle.

e Les lieux geométriques et nombres complexes
Soient A(z,) et B(zg) deux nombres complexes et R un nombre réel positif
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L’ensemble des points M (z) vérifiant :
v' |z — z4| = R est le cercle de centre A et de rayon R
v (x — x4)%+(y — y4)?=R? est le cercle de centre A(x, ,y,) et de rayon R
v’ |z — 24| = |z — zp| est la médiatrice du segment [AB]

Exercice d’application
Déterminer le lieu des points M(z) vérifiant: |z — 1 + 2i| =3

IV. TRANSFORMATIONS PONCTUELLES DANS LE PLAN COMPLEXE :

Le plan P est muni du repére orthonormé(0, 01, 0J).
Une transformation du plan est une application.

F:P— P

M- M
Si z désigne I’affixe du point M et z’ celle du point M’, la transformation complexe
correspondant a F est une application f de C dans C. Le tableau ci-dessous résume quelques-
unes d’entre elles.

F:P->P fizeo 7'

Translation de vecteur u d’affixe a 7 =z+a

z' = az = (cos 0 + isin 0)z = el®z

Rotation de centre O et d’angle 0 e(a) Im(a)
la| = 1,cos B = et sin@ =
|al |al
Homothétie de centre O et de rapport k z'=kz (KER;k+1)

Homothétie de centre Q d’affixe

) z' =kz+Db,(KkER; k # 1)
w=_—et de rapportk (ke R; k # 1)

Symétrie orthogonal d’axe (OI) z' =7
Symétrie orthogonal d’axe (OJ) 7' =—-%Z
Similitude direct de rapport z' = az = k(cos 8 + isin 8)z = kel®z

k> 0,d’angle 6, de centre O

z' =az+b =Kk(cos0 +isin0)z+ b

Similitude direct de rapport = ke'®z + b
k> 0,d’angle 6, de centre w d' affixe —— Re(a) ) Im(a)
1-a la| = k,cos 0 = ] et sin@ = ]

Exemple :
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f: C—C
Soit
z— (1—-i)z+2-3i
1. Soit f associé a la similitude directe S. Caractériser la similitude S.

N

Trouver I’image de la droite (D) d’équationx —2y +1 =0
3. Trouver I’image de la droite C={M € P/ |z—1+i| = 3}

V. INVERSION COMPLEXE
Définition
La transformation du plan associée a la transformation complexe f:z i (z# 0) est appelée
inversion complexe

Expression analytique
Soit M(z) et M’(z’) ’image de M par I’inversion complexe (z non nul).

On pose z=x+iy et z’=x"+1y’. On a :
1] X

x2+y2
_ 7y

T x2+y?

4

1, . N
z' =~ équivaut a

Propriété
L’inversion complexe est involutive c'est-a-dire si M’est ’image de M alors M est I’'image de

M’ par ’inversion complexe.
x/

T xi24yr?

y=—=

- x12+y'2

1, . X
z=— équivaut a

NB : I’image d’une droite ne passant pas par 1’origine est un cercle.

Exercice résolu
Quelle est I’image par I’inversion complexe de :
v Ladroite (D1) : -2x +y = 0 privée de O
v Ladroite (D2) : 2x -3y +2=0
v' Ladroite (D3) : x=3
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TRAVAUX DIRIGES

EXERCICE 1:
Déterminer les formes trigonométriques, exponentielles et polaires des
complexes :

. 4 .
2= —202,=-5; z3=—2+iV6 z, = BB

EXERCICE 2 :
Soit le nombre complexe Z = (1 + iv3)(1 — i)

1) Ecrire sous forme trigonometrique le nombre complexe Z

2) Ecrire sous forme algébrique le nombre complexe Z

3) Déduire des resultats précédents les valeurs exactes de cosl’T—2 et sinln—z

EXERCICE 3:
a. On considére le nombre complexe z=1-i/3

Mettre z sous trigonométrique. Calculer z2 et z3. En déduire 7192 et z1%9%,

b. Résoudre dans C I’équation z3 + 8 = 0 (On remarquera que cette
équation a une racine évidente réelle).
En déduire les solutions dans C de I’équation (iz—1)° +8=0

EXERCICE 4 :

Calculer le module et I’argument des nombres complexes suivants :

Q) z; =e** +e72X x € [O; g] b) z, = e?* —e 2% x € [—E; ﬂ

C) z3 = e** 4+ 2% x € [0; 7] d) z,=1-¢9,0 € [-mm]

EXERCICE 5 :
cRésoudre dans C les équations suivantes. Utiliser les résultats pour factoriser

dans C les pol nomes de la variable Z, en déduire la factorlsatlon dans R des
mémes polyn pg’+1=0; (Ez):z° + 8 = 0; (E5):z° — 1 = 0;
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EXERCICEG6 :
Le plan est muni d’un repére orthonormé direct (O ; U; V) d’unité 1 cm.

On considéere dans C I’équation
(E):z3+(-8+1i)z?2+ (17 -8i)z+ 17i =0.
1) Démontrer que (E ) admet une solution imaginaire pure z, que I’on précisera.
2) Déterminer les nombres complexes a et b tels que
z3 4+ (—8+1i)z2+ (17 —8i)z+ 17i = (z — zy)(z* + az + b)
3) Résoudre 1’équation (E).
4) Soit A , B et C les points d’affixes respectives 4 +i, 4 —i et-1.
a) Placer ces points dans le repére (0; U; V)

b) Q est le point d’affixe 2. Calculer I’affixe du point S tel que QAS soit un

triangle isocele et rectangle en € de sens direct.

c¢) Démontrer que les points B, A, S et C appartiennent a un méme cercle (I' )

dont on précisera le centre et le rayon.

EXERCICE N°7

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé direct (O ; €7 ; €;) d’unité
2 cm. A est le point d’affixe —2 — i. On considére 1’application f du plan P

privé de A dans P, qui a tout point M du plan distinct de A associe le point M’

zZ—i
zZ+2+1

d’affixe z' = .Onpose =x + iy, avec x ety réels.

1. Exprimer la partie réelle et la partie imaginaire de z’ en fonction de x et y.
2. Déterminer I’ensemble (I" ) des points M du plan d’affixe z tels que z’

soit un nombre imaginaire pur .
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3. Déterminer I’ensemble ( E ) des points M du plan d’affixe z tels que z
soit un nombre réel.

4. Construire les ensembles (T') et ( E ) dans le repére (O ; €5 ; €;)

EXERCICE N°8

Dans chacun des cas suivants, déterminer la nature et les éléments
caracteéristiques de la transformation du plan F qui a pour écriture complexe :

a. z'=z+3i b. z2=2z4+3i ¢ z'=-2iz+4+i
dz' =—iz—6i e. z'=iz+5 f. zZ/=0+iz—-1i.

EXERCICE N°9

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé direct (0, 1, ]).
Soit M(z) et M'(z") deux points du plan.
Posons:z=x+iyetz =x"+iy ,ou (x;y) € R*et (x';y') € R?.

M' est ’image de M par la transformation du plan F définie
x'=x—-y+1

par:{y,=x+y_1.

1. Déterminer I’écriture complexe de F.
2. En déduire la nature et les éléments caractéristiques de F.

EXERCICE 10:
Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé direct (O, u, V)

1. On considére les points A, B et C d’affixes respectifsz, =2+2i, z, =2i et

z. =2ainsi que le cercle T de centre A et de rayon 2

La droite (OA) coupe le cercle ren deux points H et K tels que OH < OK,

On note z,, et z, les affixes respectives des points H et K.

a. Faire une figure en prenant 1 cm comme unité graphique
b. Calculer la longueur OA. En déduire les longueurs OK et OH.

c. Justifier que z, =(2\/§+2)ei% et z, :(gﬁ_z)e‘%
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Dans toute la suite, on considere I’application f du plan qui a tout M d’affixe z

différent de 0 associe le point M’ d’affixe z’ telle que : z'= -

a. Déterminer et placer les points images de B et C par f.
b. Déterminer les points invariants par f.

a. Montrer que pour tout point M distinct de O, ona: OM xOM'=4
b. Déterminer arg(z’) en fonction de arg(z)

4. Soient K’ et H’ les images respectives de K et H par f.
a. Calculer OK’ et OH’.

b. Démontrer que z,. =(2\/§—2)ei3: et z,, =(2\/§+2)e‘3f

Probléme
On considere le filtre ci-contre.

A I’entrée de ce filtre, on applique une tension sinusoidale e, de pulsatim
A la sortie, on recueille une tension sinusoidale e, de pulsation w.

On désigne par T la fonction de transfert définie par w — T(w). —
L’application des lois de I’¢lectricité permet d’écrire : €

1 _pa L =t
T(w) = —”ZEZ; avec Z;(w) = R + o © Z(w) = Iijcw E'_‘F}z

R et C sont des constantes réelles strictement positives.

1
3+j(RCw—$)'

2. On se propose d’étudier ’ensemble (E) du plan décrit par le point M d’affixe
T(w) lorsque w parcourt ]0; +oof.

1. Démontrer que : T(w) =

a) On considere la fonction h: w — RCw — ﬁ , W€E]|0; +oo.

Etudier les variations de la fonction h et préciser ses limites en 0 et en +co.

b) Quel est I’ensemble (D) décrit par m d’affixe z = 3 + jh(w).

c) Quel transformation associe au point m d’affixe z = 3 + jh(w) le point M
d’affixe Z = T(w)?
En déduire I’ensemble (E) d’écrit par le point M.

d) Tracer sur une méme figure les ensembles (D) et (E). On prendra pour unite
graphique :6 cm.
On représentera le point m, d’affixe 3+ et son image M, par la transformation
déterminée plus haut.



