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- Exercices d'application du cours
- Exercices de transferts

- Sujets types Examens

- Exercices d'approfondissement

ACTIVITE D’ENTRAINEMENT N°10

Durée de I'activité : 14 Heures

Précisions sur le comportement attendu (objets de formation)
L’activité vise a
E. Maitriser les statistiques appliquées et le calcul de probabilités

Matériel requis :
- Calculatrice + ordinateur avec logiciel mathématiques

Description de l'activité :
La tache consiste a :
- Connaitre les notions de statistiques descriptives
- Maitriser la fonction exponentielle
- Maitriser le calcul d'intégrales
- Avoir quelques notions de dénombrement

Etapes de déroulement :
- Exercices de découverte
- Exercices d'application du cours
- Exercices de transferts
- Sujets types Examens
- Exercices d'approfondissement

9. SECTION DES NOTES TECHNIQUES ET DES MOYENS MEDIA

Pour les éléments de contenu, des notes techniques sont fournies et des moyens multimédias identifiés et présentés dans
cette section selon I'ordre établi dans le plan du module.

Egalement, chacune des sections des notes techniques et moyens multimédia est identifiée au plan de module, aux préalables
et/ou a la précision sur le comportement.

Les notes de cours annexées a ce guide fournissent les précisions utiles pour les différents supports

Objets de formation

Le recueil des cours de ce module est joint en annexe.
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OBJET DE FORMATION A : ETUDIER LES FONCTIONS REELLES

AcTIVITE A1

Chapitre 2
Généralités sur les fonctions - Notion de limites

Fonctions usuelles

1. Fonctions en escalier

Définition 1
Une fonction en escalier est une fonction constpatentervalles

Exemple 1
-2 si —8<x<-2
. e 6 si-2<x<0 . :
La fonction définie sur [-8 ; H[ parf (x) = 3si 0<x<4 est une fonction en escalier.
1sid<x

2. Fonctions affines

Définition 2
Soienta etb sont deux réels donnés. La fonction définiesparf (X) = ax + b est appelée
fonction affine. Sa représentation graphique est la droite d’égugit=ax + b, ou :

- le réel a est le coefficient directeur de cette droite.

- leréel b est 'ordonnée a l'origine.

Une fonction affine est dérivable dade dérivéd ‘(x) = a.

Exemple 2
Le graphique ci-contre représente les droites @iégn :
di:y=x+1
d:y=2 ds ds ds
d3:y=-3x-2 A
da:x= ;1 " 3
ds:y= ZX -3 \ ,

1

ds
0
4 3 2 1 0 1 2 3/>4
T
//
3
@A

Technicien Spécialisé en Gros ceuvres 18/142
OFPPT M02



3. Fonction logarithme

Définition 3
La fonction logarithme népérien, notée In, esblaction définie pour tout € ]0 ; +[, telle
qgue I(1) =0 et sa dérivée est la fonction inverse.

&fm:mmmmﬁvpi

Propriété 1
Soient a et b deux réels strictement positifis @t un entier naturel, alors :
- In(ab) =In (a) + In(b)

i m@=4mm

- m@=m@—m@
- In@")=nlin(a)
-IM@F%MM

- In(e)=1

En résumé, le logarithme népérien a la particdaté transformer les produits en sommes, les qustie
en différences et les puissances en multiplications
Tableau de variations et courbe

3
N\
X 0 +0
2 |
1 ,/
y =1In(x) L~
0 ~
-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 ‘|9
-1
A/
-3
-4
-5
Technicien Spécialisé en Gros ceuvres 19/142

OFPPT M02



Définition 4
Soita un réel strictement positif différent deOn définit la fonction dogarithme de base

a»:
_In(¥)
l0ga (X) n @

Si a=10, on I'appellefonction logarithme décimalet on la note log.

4. Fonction exponentielle

Définition 5
La fonction exponentielle est la fonction définie sl parf (X) = €, oue* étant 'unique
nombre réel positif telle que (&) = x.

La fonction exponentielle est la fonction récipreqie la fonction logarithme, ce qui signifie que
graphiquement, les courbes sont symétriques pporag la premiére bissectricg= x) dans un repére
orthonormal.

[ 1)
4
I
/
|/
L—
1 ]
=
/ 0 ~
5 4 T 1 0 1 2 3 4 5
-1
Il
|
3
-4
5
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- exp(X)>0
- exp(l)=el=e=2718
- In(e¥)=x

- e™x=xpourx>0

Propriété 2
Soienta etb deux réels et est un entier relatif, alors :
- eatb=pgaxegb

- i = e—a
ea
ed _ a-b

- E = e

- (ea)n et ean

En résumeé I'exponentielle a la particularité desfarmer les sommes en produits, les différences en
quotients et les multiplications en puissancesgfisement au logarithme !)

Propriété 3
La fonction exponentielle est dérivable ule dérivéde’)’ = &

Tableau de variations et courbe

| )

\ 4
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5. Fonction puissance

Définition 6

Soita un nombre réel, la fonction puissance (d’exposantjotéefa , est la fonction qui, a

tout nombrex € PF associe

fu () = x7 = g

Poura :%,On afl/Z (X) :Xl/2:e]12|nX:_\/;(

Propriété 4

Pour touta, la fonctionfa est dérivable sup¥ de dérivéd 'a (x) = ax a1

Tableau de variation et courbe

. \

Technicien Spécialisé en Gros ceuvres
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(poura = 0, la fonction est constante égale & 1F)ir

a>0

0

+0

fa
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Il. Notion de limites

1. Interprétation graphique

* Limite en un point

7\

\ 4

\ 4

\V/

Technicien Spécialisé en Gros ceuvres
OFPPT

« _I>Im—3 f(x)=1

Il n'y a pas d'asymptote.

. _.
im o f0g=+0

La courbe admet une asymptote
verticale d’équatiomx = 2.

lim f(x)=-0

X > 2

La courbe admet une asymptote
verticale d’équatiox = - 2.

M02
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e Limite en +00

A

lim f(x)=2
m ()
\ La courbe admet une asymptote
4 verticale d’équatiory = 2.
[—

\ 4

H

\ / Xlinlmf(x):+D

Il N’y a pas d’asymptote.

4 3 2 1 0 1 2 3 >
N\ .
lim f(x)=-0
X - +0
< Il N’y a pas d’asymptote.
4 |3 |2 /1 2 (37
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e Limite en - O

4\ XEFTJZ f(X):l

La courbe admet une asymptote
horizontale d’équatiog =1

\ 1 / IimZ f(x)=+0

X o -
\ / Il 'y a pas d’asymptote.

\ 4

Xllrgmf(x):—D

Il N’y a pas d’asymptote.

\ 4
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Définition 7

Soit f une fonction et d la droite d’équatips ax + b tel que :

Xlim+Z [f(X)—(ax+Db)] =0

On dit alors que la droite d est une asymptotecalabe représentativeen +[1.

Exemple 5
Soit f la fonction suP” parf (x) = % + ix +1
/\\ /z/’
Pl . 3 . 1_
NG 4// ) llm+l [f (X) —(0,5x + 1)] ) Ilm+l x 0.
b - La courbe admet une asymptote
6 |5 i;&u’ﬁ\l o |1 [2 [3 |a > oblique d'équatiory = 0,5x + 1
-1~
e \
2. Limite des fonctions usuelles
Voici un tableau qui résume les différentes limies fonctions de référencee N
XN 1
f (X) X" Inx | eX | cosx | sinx
n pair | nimpair | n pair | n impair
7 7.
lim Z1‘ x) | +O -0 0" o)
X = =
Iimo_ f(x)| O 0] +0 -0 r iy 0]
X =
Iim0+ f(x)| O 0* +0 +0 o|1 ] 1 0]
X —
2 7
lim _fx)| +0 +0 0" 0" +0 | +0 //
X > + % .
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3. Opérations sur les Limites

La notationFl désigne un&orme Indéterminég c'est-a-dire qu’on ne sait pas calculer par yegation
élémentaire. La notation*> signifie qu’il faut applique la regle des signes »

¢ Limite d’'une somme

e Limite d’un produit

e Limite d'un quotient

lim f A | A |+0| -0 -0
limg uo|x0|+0| -0 | +0
X
limf+g|A+p| 0| +0 \\‘i
I [T - “\
.
lim f A [A£0| 0| O
lim g Il 00 | +0| z0
N
imfxg|Axp| *0O | *O §\‘\§
\
.
lim f A A A 20 |20 0
img |p#£0(x0| O
jim | A | 0|0
9| M
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4. Compositions

Propriété 5
Soient deux fonctionsf:définie del dans] etg deJ dansP.

lim f(x) =b
Si {X*a

x”mb 000 =c alors ) Hn;g o f (X) = Xlljna g(f(x)=c

Calculer la limite de la fonctioa(™*3 en -0

lim -x+3=+0 et Ilim eX=+Jdonc lim e(~**3=+[.
X - = X - +C X > —C

5. Calcul de limites dans les cas de formes indéterminées

En présence d’'une forme indéterminée, toutes featgins sont a priori possibles : existence dlimée
finie, nulle ou non, existence d’une limite infinebsence de limite. Seule une étude permet de leve
l'indétermination.

Tableau des indéterminations des limites

lim f (x) | lim g (x) | Limite indéterminée Type d’indéterminatior
+0 -0 f(X)+g(x 0-od
0 +[] f(x) xg (X 0x[
0 0 f(x) 0
g (x) 0
+[ +0 f(x) 4
9 (¥ ¢

Exemple 7  Indétermination du typelk—0O» f(X)=3x2-x

e |lim_ 3x2=+0
X > +(

lim_3x2 - x est undorme indéterminée du type «J - 0 »

X - +(
e lim —x=-0
X > +(
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:> Mettre en facteur le terme de plus haut degré x2 f(x)=3x2—-x=x%3 —:;L)

. N\
e lim x2=+0
X - +(

lim f(x)=+0
X - +(

>
e Iim 3-1=3
X > +( X
J
Remarque 2

Le comportement d’une fonction polynomiale dn ast dictée par le comportement de son
terme de plus en degré en .+

X2+ 2x +1

f(x) =2 EeX22

.................. 2X2_3

o lim X2+ 2x+1=+0)
X - +(

lim X2 2x+l

X - +Z 2X2_3

Y~

est undorme indéterminée du type «% »

e lim 2x?-3=-0J

X - +(

J

[ On factorise par la puissance d& maximale et on simplifie.

2.1 2.1

21+=+=) 1+=5+=
f(x)‘xz+2X+1—X( ) _Txhe
Co2@-3 3, 3
X2(2—)? 2—?

e lim 1+2+1 =40
X > +( X X2

im f(x)=+0
X —» +(
3

e |im 2—722
X - +( X

Remargue 3

Le comportement d’'une fraction rationnelle én est dicté par le comportement du quotient
des deux termes de plus haut degrélén +
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Exemple 9 Indétermination du type «Xe » f(x) = %(x2 +1)

X - +( X

v lim = (x2 + 1) est undorme indéterminée du type « & »

X > + X

e lim x2+1=+0
X > +(

. 7 1 1
:> On développe : f(X) = ;(x2+ 1) =x+;

o |lim x=+0 A

X - +(
lim_ f(x)=+0
X » +(
e lim =0 ¢
X - +( X
-y o 0 _x2-1
Exemple 10 Indétermination du type <(<)— » f(x) = =1
e lim x*-1=0 -~
X —
lim —1 est undorme indéterminée du type JUN

°|ImX10
1

2 -
:> On factorise’: f(x):X 1_(x 1)()(Jr1)=x+1donc lim f(x)=2
x-1 x-1 X - 1

6. Théoréme des gendarmes

Théoréme des gendarmes
Soit f, g eth définies suP telle quef (X) < g (x) <h (X) avec IirﬂZ f(x)= Iim+Z h(x) =A.
X - X —

Alors : lim_g(x)=A
X - +(
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7. Croissance comparée de I'exponentielle, du logarithme et des fonctions

puissances
Propriété 6
Pour tout nombre réel strictement positif :
. lim 1NX_g - 1im £=0
X > + X9 X +( X0

= |dée aretenir
Au voisinage de H, les fonctions In, puissance et exponentielle peahdes valeurs qui se classent dans
cet ordre de la plus petite a la plus grande.
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ACTIVITES A2 & A3

Chapitre 3
Etude de fonctions

Dérivation

1. Nombre dérivé

Quelques rappels
e Déterminer I'équation d’'une droite y=ax+b

On choisit deux pointa etB sur la droite de fagon a avoir des coordonnéeplesnOn repére leurs
coordonnées respectives :

A (Xa ; ya) etB (Xs ; yB)

Le coefficient directeura s’obtient par a = %
—AB

L'ordonnée a l'origine b s’obtient en écrivant que les coordonnées da deB vérifient I'équation ce
qui entraine :

b=yr—axaoub=ys—axs

* Tangente a une courbe en un point

La courbe c est la courbe représentative d’unetimm€définie sur un intervalle
A est le point de la courbe ¢ d’abscigse

- Au voisinage du point A, on peut approcher la courbe c par une droite. Cette droite est la
tangente T en A & la courbe c.

Erreur
" commise]
) » M

Tangente| | <—
& 1 '
a€enAl:
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* Nombre dérivé

La courbe c est la courbe représentative d'unetimm€ définie sur un intervalle
Soitxa un nombre de l'intervalleetA le point de ¢ d’abscisse.
La droiteT est la tangente eha la courbe c.
- On appelle nombre dérivé de la fonction f en xa le coefficient directeur de la tangente

T a c en son point d’abscisse Xa.

- On note ce nombre f * (xa).

T':tangente en A a6
f(x,) : coefficient directeur de T

Définition 1
Soit f une fonction dérivable en tout point x d’un imate I, alors la fonction qui &
associe le nombre dérivée(x) est appelé fonction dérivée desurl.
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Tableau de dérivation

fonction | fonction Commentaires
f dériveef *
k 0 k réel
NG axo-1 a est un nombre réel.
Cette formule est utilisée pour avecauentier positif dans I'étude des
polynébme. Lorsque que est entier négatif, on retrouve les formules pesir
fonctions du typr% .... Poura :% , on retrouve la formule dé?( .
Elle est a la base de nombreuses formules.
X 1 x=xt =X =Ix1t=x0=1
X X2 X X X2
1 -2 1_,- 1) _ 2y = —oy2-1 = _py3 = =2
X2 X3 ?—X_ :)(?j —(X_) 2X 2X ;
A[x 1

X =305 = (4X) = (005 = 0,505 1= %X—os -1

In x 1
X
ex e
sin X COSX
COSX - sinx
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Exemple 1Calcul de dérivées

- fX)=m f'x)=0
- f)=x28 f(x) = % X3

- f(X)=x5 f'(x) =6x°

- 1= 09 =55

3. Opérations sur les fonctions dérivées

Opération Fonction Dérivée
addition u+v u+v’
multiplication par un nombre kxu kxu’
multiplication uxv U’ xXv + uxv’
division u uv-—uv
Y v?2
puissance u" nxu xu™t
inverse 1 _u’
u u?
exponentielle e! u‘xe!
logarithme In (u) u’
u
sinus sin (u) u ' x cos(u)
cosinus cos(u) —u '’ xsin(u)
fonction composée uov vixu‘ov
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Exemple 2Calcul de dérivées

f(x)=x3+x+3

f (x) =3(x? + 4)

f(x) =(-2x + 3)(bx — 3)

f(x) = (2x = 7)?
_3&x-4
1‘(x)—x2+3
_ 1
1t(x)_—\?.x+1
f(X)=€3X+l

f(xX)=In(-2x +5)

f(x)=cos (2x + 1)

f'x)=3x?+1

f'(x) = 6x

f'(x) =-20x + 21

f'(x) = 4(2x -7)

oy _ —3X2+8Xx+9
==
oy 3
P = vy

f'(x) =3e 1

_ =2
-2X+5

f(%)

f'(x) =-2sin (2x + 1)

4. Equation de la tangente

Propriété 1
Soit f une fonction numérique définie sur un intervdllet dérivable ea [ 1.
La tangentd, en a a la courbe @ pour coefficient directedr (a).

Méthode de détermination de I'équation de la tangee

La tangente a pour équatigiFf ‘(a) X + b.
Elle passe par le point de coordonngesf (a)).
Ces coordonnées vérifient I'équationdonc :
f(@=f'(a) xa+b = b=1f(a) - f'(a) xa
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Exemple 3

Soit f (X) =x? + 2. Les équations des
tangentesefleten-1sont: y=2 ety=
-2x+1.

Il. Etude des variations d’'une fonction

1. Lien entre dérivation et sens de variation

L'idée est qu'il y a un lien entre le signe du dméént directeur de la tangente de la courbe db séns
de variation de la fonctior. [geogebrh

Propriété 2
On suppose qué est dérivable sut

* f estcroissante sur | = f'(x)>0pourtoutx Ol
 f estdécroissante surl = f‘(x) <0 pour tout x (I
» f estconstante sur | = f‘(x) =0 pour tout x [J |

= Il est donc possible de déterminer les variatis d’'une fonction a partir du signe de sa dérivée.
Etude d’'une fonction polynomiale

Soit f (x) = 2x® —3x2 -12x -1
- f{(x) =6x%—6x — 12 =6(x*>— X -2)

- On détermine le signe de f‘(x) en cherchant ses racines. On obtient -1 et 2.
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- On peut déterminer le signe de la dérivée et en déduire le tableau de variations de la
fonction f. On compléte le tableau en calculant les limites de f .

X -0 -1 2 + 0
signe def * (x) + 0 - 0
6 +]
variations dd
-0 / \ 21 /

Etude d’une fonction logarithme
Soit g(X) =2x*+ 1 —Inx
- Domaine de définition : P¥

- Domaine de dérivation : P+
) = ax L
g '(X) = 4x x

- On détermine le signe de g'. Pour cela, on réduit on méme dénominateur :

X X X

- On peut déterminer le signe de la dérivée et en déduire le tableau de variations de la
fonction g . On compléte le tableau en calculant les limites de g.
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X 0 0,5 + 0

2x+1 + | +
2x-1 - 0 +
X + |
signe deg ‘(x) - 0 +

+0 il
variations dey \
15+In: /

Etude d’une fonction exponentielle
Soit h(x)=(x+2)e~*

- h'X)=(—~x-21e~x

- On peut déterminer le signe de la dérivée et en déduire le tableau de variations de la
fonction h. On compléte le tableau en calculant les limites de h.

X -0 - -1 - + 0
-x-1 - 0 -
e + |
signe deh ‘(x) + 0 -
e
variations dey /
- EI \ O

2. Extremum d’une fonction

Propriété 3

Soit f une fonction dérivable sur un intervallle

Si f admet un extremum (minimum ou maximum) en arisiles extrémités dealorsf
‘() =0.
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Remarque 1
60
Attention, la réciproque n’est pas vraie :

f ‘(@) =0 n'implique pas forcément qu’il existe un .
extremum en a.

204
La fonction f (x) = 2x® — 3x? —12x —1 admet pour
dérivée f'(X)= 6(x°> —x-2).

Ilci f'(-1)=0 etf’(2)=0maisf n'admet ni -20-
minimum ni maximum.
En revanche la fonctioh admet unminimum 404

local enx =2 et unmaximum local enx=-1

Théoreme des valeurs intermédiaires (TVI)

Soit f une fonctiorcontinue, dérivable etstrictement croissante(resp. décroissante) sur
un intervalle & ; b].

Pour toutc Dﬂf @ ;f(b) , (resp. d] ]f (b) ;f(@) ), I'équationf (x) = c admetune unigue
solution sur I'intervalle p ; b].

404
f (b)

20

f (a)

L T S —
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Exemple 4
Soit f(x) =x3+x+1=0. Résoudre I'équatioh(x) = 0 & 10 prés

La fonction f est continue sur P (fonction polynomiale)

Calcul de la dérivée :
f'x)=3x?+1

Variation de la fonction f :
f* est strictement positive sur P, on en déduit que f est strictement croissante sur P

D'apres le théoreme des valeurs intermédiaires :
o0 ]f -1 ;f(Q) = l-1:3. L’équation f (x) = 0 admet une unique solution dans [-1; 1]

A T'aide de la calculatrice, on cherche la valeur de x tel que f (x) =0a 10 prés
f (-0,7) =-0,043 et f(-0,6) =0,184
La racine vaut x = -0,7
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lll.  Fonctions trigonométriques inverses

1. Rappel sur les fonctions sinus et cosinus

Définition 2
Soit ¢ un cercle de cent@et de rayon 1.
Soit x un réel, il lui correspond un unique politde c tel que soit une mesure en radians
9
de I'angle ( (5)A, (ﬂ\/l ).
. . : . 00
* Le cosinus de x, noté cos X, est I'abscisse de M dans le repere (0, 1, | )
: . . R 00
* Le sinus de x, noté sin x, est 'ordonnée de M dans le repere (0, 1, | )
Propriété 4
e cos?x+sin?x=1
e -1<cosx<l et -1<sinx<1
» Valeurs remarguables
amf2
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X A S S
6 4 3 2
2 2 2
3 2 1
= 0 1
COSX > > 5

* Fonction sinus

- Parité : sin(-x) =-sin(x) = IMPAIRE

- Périodicité : sin(x + 2m) = sin(x) = Périodique de période 2 TT

- Dérivée : (sin(u)) =u’ x cos (u)

- Graphique :
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e Fonction cosinus

- Parité : cos(—x) =-cos(x) = PAIRE

- Périodicité : cos(x + 2m) = cos(x) = Périodique de période 2 Tt

- Dérivée : (cos (u)) =—u’ xsin(u)

- Graphique :

-2+

2. Fonction Arcsinus

e Construction

-5 0] 00 - [-1;1]
Considérons la fonctio définie par : 2
x 00 - sin(x)

La fonction f est une fonction strictement croissante et dbk&vaOn peut en déduire que pour tout eéel
de [-1; 1], il existe un unique rédd 0 [—g ; g] vérifiant : sinp) =a.

On définit ainsib = Arcsin(a)
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» Interprétation geométrique ™

Le cercle c est le cercle trigonométrighest la

mesure en radians de I’ang[gI(OOM) mais aussi

la longueur de I'arc de cercll&l (ce qui
explique la notation Arcsin). On a donc : Arcsin

a= |B| « Définition et proprietés
Définition 3
S|nx=¥[ n ot seul (s {Arcsiny:x
XD[_E’E si et seulement si yO[-1. 1]

La fonctionArc sinusest dérivable et croissante. Sa représentatigphigrae s’obtient a partir de celle de
f par symétrique orthogonale par rapport a la dmdéquationy = x.

Dérivée :
(Arcsin x)' = 1 Pourx
\ 1-x2
O]-1;1]

+ Tableau de variation

X -1 1

n
2

N
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* Représentation graphigue

-2

3. Fonction arc cosinus

e Construction

4
smn

14
)

asin(x)

-2

f:0;m] DD—»[—l'l]

Considérons la fonctiof définie par :
La fonction f est une fonction strlcterE
réelade [-1; 1], il existe un unique re
On définit ainsi b = Arccoy(a)

¢ Interprétation
géomeétrigue

Soit c le cercle trigonométrique.

Comme précédemment : Arccﬂ)sIBI
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coslf) = a.

0 ; 1t] vérifiant :

0
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« Définition et propriétés

Définition 4

Arccosy = x

{cosx:y
yO[-1.1]

x[0 , 7 si et seulement si {

La fonctionArc cosinusest dérivable et décroissante. Sa représentataphmue s’obtient a partir de
celle def par symétrique orthogonale par rapport a la drbi¢équationy = x.

Dérivée:

(Arccosx) =

\ 1-x2

+ Tableau de variation

X -1 1
T
Arc cosx \
0
» Représentation graphigue
34 :
acos(x) /
#
/
5 /
/
/
/
7
1 -
co
/
0]’ ‘
2 ;o 2
/
/
/ 14
/
/
/
/ 24
X
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4. Fonction Arc tangente

« Définition et propriétés

Définition 5 f:[0;m OO - [-1;1]
Considérons la fonctiom définie par : x00O -~  tan(x)

Cette fonction est dérivable et strictement craigseelle admet donc une fonction
réciprogue notéArc tan.

tanx =
y ) Arctany = x
_nm si et seulement si
xOb]-7, yOP
2 2
Dérivée:
1
Arctan x) = ——
( ) T
 Tableau de variation
X -0 H
n
Arc tan x / 2
It
2
* Représentation graphigue
34 o
/7
/
2] /
V&
/
&
1 //
/4
0
2 0 2
7
/ 1
¥
atan(x) 4
/7
/ ) 2
tan(x)
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OBJET DE FORMATION B : MAITRISER LE CALCUL DES PRIMITIVES ET DES INTEGRALES

ACTIVITES B4 & B5

Chapitre 4
Calcul intégral

1-1.1.1. «En mathématiques, on ne comprend pas les choses, on s’y habitue. »
John Von Neumann
Mathématicien américain d’origine hongroise

l. Primitives

1. Définition

Définition 1
Soit f une fonction définie sur un intervalleOn appellgrimitive de f surl toute
fonction F définie et dérivable sur vérifiant :

F'x)=f(x)

Exemplel
Considérons la fonctio définie surP parf (x) = 3x2.
- Lafonction F définie sur P par F(x) = x3 est une primitive de f sur P puisque

F'(x) =f (x).

- La fonction G définie sur P par G(x) = x3 +2 est une primitive de f sur P puisque
G ‘(x) =f (x).

Application

Soit f(x) = X_ Montrer que la fonctiorF définie suP parF (x) = \/x2 + 3 + 11 est une primitive
\X2+3

de f.

Propriété 1
Soit f une fonction dérivable sur un intervalledeP, k un réelxo O 1 etyo [0 P fixés.

- Toute fonction f dérivable sur | possede des primitives sur 1.
- Si f admet une primitive F sur |:

Les primitives de f sont les fonctions du type  F (x) +k
- Il existe une unique primitive F de f sur | telle que F(xo) =Yo.
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Exemple2
Soit f (x) = x3.

Les fonctiond=o (X) =%rx4 ;F1(X) =%x4+ 1; F2(X) :%rx4+ 2;...;Fk(¥ =%x4+ k aveck [J P sont
toutes des primitives dé Cependanil n’existe qu’une unique primitive F de f vérifiant F (0)=1:

il s’agit de F1.

2. Primitives usuelles

La lecture du tableau des primitives se fait en lent celui des dérivées « a I'envers ».
Les fonctionsf suivantes sont définies, dérivables sur un iafé.
L’'entier n est un entier relatif différent dd.

Remarque
Pour obtenir toutes les primitives d’'une fonctibrdonnée, il suffit de rajouter une constante.

Exercice 1
Déterminer une primitive pour chacune des foncteuigantes définies par :
a) f(x)=x?5

b) g (x) =+/x

0 h() =5

d) k(x) =3
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Tableau des primitives

f(x) F(X) Condition
kOP kx P
x" 1 P sin>0
n+1 PP sin<o0
1 In || P
X
sinx — COSX P
COSX sinx P
e e P
1
AJ1=x2 arc sinx 1-1;1]
_ 1
1_x2 arc cosx 1-1; 1
1 arc tanx P
1+ x2
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3. Opérations sur les primitives

On noteu etv les fonctions de primitiveld etV sur un intervalle.

Rappel - Fonctions composés
Soit une fonction composée du tyf@). Alors la dérivée est de la formef ' (u).

Propriété 2 (Fonctions composés)
Si la fonctionf s’écrit sous la formar g(u), une primitive def est alorsG(u).
G étant une primitive deg.

Exercice 2
Donner une primitive de chacune des fonctions suesdéfinies par :
a) f(x)=3sin(2x +1)

_ X
b) g (X) - X2 +1
0 h(x)= —2—
\J1—x2
_ 2
d) k(x)= 21
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Tableau des opérations sur les primitives

Forme de la fonction Primitive Conditions
u+v Uu+V
kxu kxU
u'xu" un”;; nON
u’ _ 1 n 0N
un (n—1un-1?
u’ 27Ju u( >0

u’'x cosu sinu
u'x sinu — cosu
ue! el
u Inu u(x) > 0
u
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Il. Intégrale d’'une fonction

1. Définition

Définition 2
Soit f définie, dérivable sural[; b]. Soit F une primitive quelconque de
Le nombreF(b) —F(a), indépendant du choix de est appeléntégrale dea ab def . Il est

note :
be(x) dx=F (b) —F (a)
a
Exercice 3
Calculer les intégrales suivantes :
- _ (Vs 1
= et IZ_L St
JLLS TT 1 2
3= ]3 coq 2u+-)du l4 :f X € dx
0 3 0
Exercice 4

Calculer a, b pour quex -0 0 - (ax+ b )e* soit une primitive de&x-00 -~ (x+1) e?.
En déduiriz (x+1)edx

2. Linéarité de l'intégrale

Linéarité de l'intégrale

S @ +Bg ) dx=a ["f(dx + B [ g0 dx

Exercice 5
Calculer I'intégrale suivante : | = f ' e cogxdx + f " & sir? x dx
0 0
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1. Relation de Chasles pour les intégrales

Relation de Chasles

fabf(x)dx +fb°f(x)dx:facf(x)dx

Exercice 6

On considere la fonctio définie sur + 1T; 21 par :
) =sinx sixO[0; 2r
xX)=1 sinon

Calculer | :J 2T ) dx
—Tt

2. Positivité de l'intégrale

Positivité
Sia<betf >0surfa;b] anrsfb f (x) dx> 0.

Si a<betsi f < gsurfa;b] alorsfbf(x)dx < fbg(x)dx
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1. Inégalité de la moyenne

Soit f une fonction définie et dérivable sar;[b] et deux réelsmet M tels que :
m< f(x) <M
En intégrant et en utilisant la propriété de I'iakg on obtient :

b b b
fa mo|x<fa f(x) dx < fa M dx
En calculant, il vient :
m(b - a) <fbf(x)dx <M (b-a)
a

On en déduit alors la propriété suivante :

Propriété 3

Sia< betsim< f(x) < M, alors :
m(b—-a) < J b f(x)dx < M(b-a)
a

La double inégalité obtenue est appelérégalité de la moyenne ».

2. Inégalité des accroissements finis

Une conséquence de l'inégalité de la moyenne gsblariété suivante :

Propriété 4
Sia<b et si|f(x)| < k alors:

J b f(x) dx <J b [f ()] dx<k(b—-a).
a a

On en déduit alors le théoreme de I'inégalité desassements finis

Inégalité des accroissements finis :
Si aetb quelconqueset si |f ‘()| <k alors |f (b) —f ()| < k|b-a|
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lll.  Méthodes d’intégrations

1. Intégrations par parties

Soitu etv deux fonctions sura[; b] et telles quer et v’ soient aussi définies siir

Formule d’intégration par parties (IPP)

Jab U (x) V(X) dx = Ju(x)v(¥) Z—Lb u(xX) v (x) dx

Exercice 7
Calculer les intégrales suivantes :
2
I1=J2xlnxdx Iz=f2Inxdx I3=J (3x+ D)In x dx
1 1 1

I4=J1 (2x+ Defdx Is= Jl (x+7)e*dx
0 0

2. Intégrations par changement de variable

* Changement de variable dutype u=x+a

Si f dérivable surd+a;b+aqa]:

be(x+a) dx :Jb” f (u) du
a

ata

Exercice 8

Calculer 'intégralel = f_l 3

ot ax7E dx en posantl =X + 2.
-2
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* Changement de variable du type u =ax

Si f dérivable surda; ab] :

be (@) dx= = [®° ¢ ) du
a a

aa

Exercice 9

e
Calculerl =] 3 M;%l dx en posant = 3x.
1
3

3. Intégration des fonctions rationnelles

Soit f(X) =%E—(XL) ou P etQ sont deux fonctions polynémes.
a) deg P<deg Q

P(X)
(x-a)(x—-b)(x—c)
la forme :

Si f(x)= (@, b, c, ... distincts deux a deux). On montre qug) peut s’écrire sous

__a B y
M=% " &b -9

Le calcul de l'intégrale devient « réalisable ».

Exercice 10

1  3x-1
Calculer| = |7 ——F———dx
JO (X—2)(x—-3)
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b) deg P <deg Q

On réalise la division euclidienne BegparQ puis on proceéde comme précédemment.
Exercice 11

3_Xx+
Calculer J3 Xox+1

dx
> x2—1

c) Conclusion

Dans la plupart des exercices pour lesquels vousraa a faire une décomposition de ce
type, I'énoncé donnera la forme du résultat a obtan

Une telle décomposition est appelée décompositiom &@éments simples.

4. Intégrale d’'une fonction paire, impaire ou périodique

» Intégrale d’une fonction paire

Soit f une fonction paire dérivable surg[;a] (a>0):

f‘a f(x) dx=2 Joaf (%) dx

* Intégrale d’'une fonction impaire

Soit f une fonction impaire dérivable sutrd[; a] (a>0) :

Ja fO)dx = 0
—a
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» Intégrale d'une fonction périodique

Soit f une fonction de périodé définie surP et un réeh:

T

a+T p
f)dt=| f()ydt=| 2 f(t)dt
Ja ® for (® J_I ®
2

V. Applications du calcul intégral

1. Calcul d'aire

Calcul de I'aire comprise entre c, 'axe des absa@ss et les droiteg =aetx=b

Si f(X) >0sur[a;b] alors A:be(x) dx.
a

Si f(X) <Osur[a;b] alorsA :—be(x) dx.
a
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Exercice 12

On consideére la fonctiof définie parf (X) = x> —x— 2.

On note a l'aire du domaine compris entre la coaldé, I'axe des abscisses, et les droites d’équation
=-letx=3.

Calculer a.

Aire comprise entre deux courbes

Si f(X)>g(x)sur [a;b] alors A=Jb[f(x)—g(x)]dx
a

Exercice 13
Calculer l'aire du domaine d compris entre lesxdeaurbes représentatives des fonctidnst g

définies par :
f(x):xzetg(x)zi pour x 0 [0,5; 2]

Technicien Spécialisé en Gros ceuvres 61/142

OFPPT M02



2. Calcul de volumes

Solide de révolution autour de I'axe des
abscisses

v:njb [f(X)]2dx.

a

Exercice 14

Le plan est rapporté a un repere orthonorme?,(%).
oTl

Soit la fonctionf définie sui|0 ;3 parf(x) =2+ cos(x - gj et ¢ la courbe représentative.

Soit d le domaine plan limité par c, 'axe des@$ses et les droites= 0 etx =

Calculer la valeur exacte, en unités de volumejalume engendré par la rotation de d autour deel'a

des abscisses.

3. Valeur moyenne et valeur efficace

Soit f une fonction continue sua | b].

e Valeur moyenne sur [ a; b]
m=—L (P9 dx
b-a/g

e Valeur efficace sur [ a; b]

fe=\/ﬁfab [0 ]2 dx

Exercice 15

Soit la fonctionf définie sur}O ;5—%

Calculer la valeur moyenne et la valeur efficacef.de
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OBJET DE FORMATION E : MAITRISER LES STATISTIQUES APPLIQUEES ET LE CALCUL DE PROBABILITES

AcTIvVITES E9, E10, E11 ET E12

SEQUENCE 1/4. STATISTIQUES A UNE ET A DEUX VARIABLES

Chapitre 7

Statistiques a une et a deux variables

« |l existe trois sortes de mensonges : les mersohes affreux mensonges et les statistiques »
Benjamin Disraeli

l. Statistiques a une variable

Dans cette partie, nous travaillerons sur 3 sétasstiques afin d’illustrer les notions.
» Série ANotes obtenues a un contrdle dans une classe émdants :
0-0-1-1-1-2-3-3-3-3-4-5656-6-6-6-9-9-9-9-9-13-13-14-
17-17-17

« Série BSalaires en euros des employés d’'une entreprise :

Salaires| [800 ; 1200[| [1200 ; 1400[| [1400; 1700[ [1700;2000[ [2000408[ | [2400 ; 3000] Total

Effectif 5C 20 7C 7C 5C 4C 30C

« Série CProportions d’adhérents a un club sportif danfeidhtes sections
- 7 % jouent a la Pétanque

3 % jouent aux fléechettes

2 % jouent au curling

82 % jouent au football

- 6 % pratiquent la lutte Gréco-romaine

1. Méthodes de représentation

Vocabulaire
La population est I'ensemble des individus sur lesquels potténtde statistigue dont chaque élément
est appeléndividu .
Un échantillon est une partie de la population considérée.
Le caractere (ou variable)d’'une série statistique est une propriété étusliéehaque individu :
- Lorsque le caractere ne prend que des valeurs (ou modalités) numériques, il est

quantitatif :

« discret s'il ne prend que des valeurs isolées.
e continu dans le cas contraire. On effectue alors un regroupement des valeurs par
classes.

- Sinon, on dit que le caractere est qualitatif : les modalités ne sont pas des nombres.
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A chaque valeur (ou classe) est assogigeffectif n : c’est le nombre d’individus associés a cettewal
Faire des statistiquesc’est recueillir, organiser, synthétiser, repnéseet exploiter des données,
numérigues ou non, dans le but de comparaisormédésipn, de constat...

Les plus gros consommateurs de statistigues seaskurances, les médecins, les démographes, les
économistes, les météorologues...

Définition 1
On considere une série statistigdea caractere quantitatif dont Igs valeurs sont données
par Xxi, X, ...,% deffectifs associees, nz, ...,npavecni+n2+ ... +np = N.

- A chaque valeur (ou classe) est associée une fréquence fi, c’estla
proportion d’individus associés a cette valeur.

- fi =% est un nombre compris entre 0 et 1, que I'on peut écrire sous forme de
pourcentage.

- L’ensemble des fréquences de toutes les valeurs du caractére s’appelle la
distribution des fréquences de la série statistique.

On peut représenter $grie A par un tableau d’effectifs et le compléter padiribution des fréquences
Notes ol1] 2] 3| 4| 5] 6] 9| 13 14 ¥

Efff. | 2| 3| 1| 4| 1| 2| 5| 5| 2] 2 4
Frégen % | 66| 10| 3,3] 133 33 65 16/6 166 66 66 |10

On peut vérifier que la somme des fréquences edt @gl ou a 100 si on les exprime en pourcentages
(sans prendre en compte les possibles arrondis)

On peut aussi faire un regroupement par classgyiaend I'étude moins précise, mais qui permet
d’avoir une vision plus globale. Pourdérie A en regroupant par classes d’amplitude 5 poimts, o
obtient :

Notes [0;5[|[5;10]]|[10; 15] | [15; 20] | total
Effectif 11 12 4 3 30
Fréquenc | 0,3€ 0,4 0,12 0,1C 1

Définition 2
Lorsque le caractere étudié gsiantitatif et discret, on peut représenter la série statistique
étudiée paun diagramme en batons la hauteur de chaque baton est alors proporitena
I'effectif (ou a la fréquence) associé a chaquewal
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Voici le diagramme en batons représentastiae A

Effectifs

5
AN

4

Notes

Définition 4

Lorsque le caractere étudié gsiantitatif et continu, et lorsque les modalités sont
regroupées en classes, on peut représenter lgpaéuer histogramme: I'aire de chaque
rectangle est alors proportionnelle a I'effectii @la fréquence) associée a chaque class
Lorsque les classes ont la méameplitude, c’est la hauteur qui proportionnelle a I'effectif

o

Exemple 4 .
L’histogramme pour laérie B : Effectifs
4
1Q effectifs
>
800 12001400 1700 2000 2400 3000 Salaires
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Définition 5
Lorsque le caractere egptialitatif , on peut représenter la série par :
- Un diagramme circulaire (« camemberts »)
La mesure de chaque secteur angulaire est proportionnelle a I'effectif associé
- Un diagramme en batons
Chaque classe est représentée par un rectangle de méme largeur et de
longueur proportionnelle a I'effectif, donc la fréquence.
- Un diagramme en bandes
Chaque classe est représentée par un rectangle de méme largeur et de
longueur proportionnelle a I'effectif, donc la fréquence.

Diagrammes de Iaérie C

Effectifs

80

A

60

40

20

0_-__— Emm

Pétanque Fléchettes Curling Football Lutte

2. Caractéristiques de position

L’objectif est de synthétiser davantage l'inforroatpour les caractéres quantitatifs en cherchant
guelques nombres permettant de décrire au miepagdalation observée.

Définition 6
Soit une série statistique a caractére quantdatit lesp valeurs sont données pat, xz, ... ,
Xp d’effectifs associeass, nz, ...,npavecni+m+ ... +np=N.
La moyenne de cette sériest le nombre noté qui vaut :
NiXt+ M2Xe + ... + N 18
— NiXa + exe pXp _ 1 3 nix
n+m+...+np N. 5

X

Lorsque la série est regroupée en classes, onedcmoyenne en prenant pour valexilg centre de
chaque classe
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211 _

Dans lasérie A la moyenne du contrfle est égale = 0 7.

Dans lasérie B, une estimation du salaire moyen est donne& pa?% = 1773.

Définition 7
Soit une série statistique ordonnée donnlealeurs sonki1 <Xz < ... < Xn.
La médianeest un nombre notdedqui permet de diviser cette série en deux SOUSPE®
de méme effectif.
- Sinestimpair , Med est la valeur de cette série qui est situé au milieu, a
. +
savoir la valeur dont le rang est nTl
- Sinestpair , Med est le centre de l'intervalle médian , qui est l'intervalle
formé par les deux nombres situés « au milieu » de la série.

- Lamédianedelasérie«2-3-6-9-10-11-13 » est 9.
- Lamédianedelasérie«2-3-6-9-10-11 » est7,5.

- Lamédianedelasérie«2-3-6-6—-10—-11-13 » est 6.

On calcule la médiane de la série A.
Pour cela, on commence par remplir le tableau flestiés cumulés croissants
Notes|O| 1] 2| 3| 4| 5| 6| 9 13 14 17

Eff. 2131 4| 1| 2| 5 5 27 2 3
ECC |2|5| 6| 10| 11] 13 18 28 25 27 30

L’effectif étant de 30 notes, on choisit la moyemmére la 15" et 16™note. On obtientM = 6.
Ce qui signifie que la moitié des notes est infétiee ou égale a 6 et que I'autre moitié est supériez
ou égale a 6.
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Dans le cas de répartition par classes, la mégianeétre évaluée soit graphiquement, soit par
interpolation affine a I'aide d’un polygone deseetifs cumulés.

Répartition par classes dedérie A.On crée le tableau des fréquences cumulées crigssatncelui des
fréquences cumulées décroissantes.

Notes |[0;5[|[5;10[|[10;15]]|[15; 20]
Fréqen9| 36 4C 14 10

F.c.c 36 76 9C 10C

F.c.d 64 24 1C 0

On place les points correspondants aux extrém@é&hdque classe sur un graphique.

FCD
100 FCC

N —

80

70

60

50

40

30

20

N

10

T~

0 5 10 15 20
6,7

- On détermine le point du polygone d’ordonnée 50 %, soit 6,7.

~
L

- On peut aussi lire I'abscisse du point de concours des deux polygones, soit 6,7.

Définition 8
Soit une série statistique.
- On appelle quartiles de la série un triplet de réels (Q1, Q2, Q3) qui sépare la
série en quatre groupes de méme effectif.
- On appelle déciles de la série un 9 _uplet de réels (D1, D2, ... , Do) qui sépare
la série en dix groupes de méme effectif.
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Par définition, siX est une série statistiqu@z = Ds = Med.
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Le calcul des valeurs des quartiles ou des desddait en général a partir des graphiques destié$fe
(ou des fréquences) cumulés croissantes, par otéign linéaire.
Pour lasérie A la calculatrice nous doni@@ = 3, Med= 6 etQs = 9. Graphiquement, on trouve:B 1,4
et Dy = 15.

1. Caractéristiques de dispersion

Définition 9
Soit X une série statistique. On appedtendue de la séride réel défini par :

e(X) = max(X) — min(X)

Il s’agit de la premiere mesure de la dispersiamd’série statistique. Son principal mérite a lengts
été d'exister, et de fournir une information sudispersion trés simple a obtenir.

L'étendue de |lsérie Aest del7 —0=17.

Définition 10
On appellantervalle interquartile , I'intervalle [ Q1 ; Qs ]. L'amplitude de cet intervalle est
appeld’écart interquartile .

Dans lasérie A l'intervalle interquartile est I'intervalle [39] dont I'écart vaut 10 — 7 = 3.
Cet intervalle comprend donc la moitié des notelde@rie située au centre de celle-ci.

Définition 11
La variance d’'une série statistiqu&X est le nombre noté(X) obtenu comme moyenne des
carrés des écarts constatés par rapport a la meygEnia série :

p P

_ny(x1 —X)? + m(x® =X)?+ ... + Np(X% —X)? _ 1 VI | vz o2
V(X) = ——E ni (X —X ——Enx.—x
(X) n+n+..+n N =3 (X =%) N '

i=1

« La variance est égale a la moyenne des carréssie carré de la moyenne »

L’écart-type de laérie Bvaut :0(X) =+/273637 = 523.

Propriété 1
La variance et I'écart-type présentent les pro@siétivantes
- Lavariance et I'écart-type sont des nombres positifs ou nuls.
- Une variance nulle ou un écart-type nul signifient que toutes les valeurs de la
série sont égales a sa moyenne.
- Plus la variance (ou I'écart-type) d’'une série est  grande, plus cette série
est dispersée autour de sa moyenne.
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ll.  Statistiques a deux variables
Dans cette partie, nous travaillerons sur la stagstique suivante afin d’illustrer les notions.

Evolution du nombre d’adhérents a un club de golf.
Année 200¢€ | 2007 | 200¢ | 200¢ | 201C | 2011
Rangxi 1 2 3 4 5 6
Nbre d’adhérenty; | 3 5 11 12 14 24
Le but est d’étudier cette série statistique a deudables (le rang et le nombre d’adhérents) @din
prévoir I'évolution du nombre d’adhérents pourdesées suivantes.

1. Position du probléme — Vocabulaire

La premiére étape consiste a réaliser un graphjgugaduise les deux séries statistiques ci-dessus

Définition 13
Soit X etY deux variables statistiques numeériques obserwasiadividus.

. 0 . .
Dans un repere orthogonal (?); ), 'ensemble dea points de coordonnéés ; yi) formele
nuage de points associé a cette série statistique

Dans notre exemple, si on place le rang en absgiss&e nombre d’adhérents en ordonnées, on peut
représenter par un point chaque valeur. On obdiisi une succession de points dont les coordonnées
(1;3),(2;5),..., (6;14) forment un nuage denf

Adhérents

2

20

16

12

0 1 2 3 4 5 6 Année

Touche STA]
Menu

Entrer les valeurs; danslLi

Le coin calculatrice

EXAS
INSTROMENTS Entrer les valeurs; glansL>
Régler les valeurs du repére avec la touche WINDOWS
Appuyer sur la touc E
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Menu

CASIO. Entrer les valeurs dansListl
Entrer les valeurs; ylansList2

Choisit| GRPH

Régler les paramétres ayec SET

ChoisirGRPHIL

2. Ajustements

Le nuage de points associé a une série statisdigeex variables donne donc immédiatement des
informations de nature qualitatives.
Pour en tirer des informations plus quantitativiesous faut posele probléme de I'ajustement

Définition 14
Soit une série statistique a deux variabke®tY, dont les valeurs sont des couppes V).
On appelle point moyen de la série le p&nde coordonnées :

_X1t+tXet+ ...+t Xn

XG =
n
Vo = y1+y2-l:...+yn

Dans notre exemple, on peut déterminer les cookkmdes points moyens suivants :
- Gides années de 2006 a 2008 : G1(2; 6,3)

- Gzdes années allant de 2009 a 2011 : G2 (5; 16,3)

- G point moyen du nuage de points tout entier : G ( 3,5; 11,5)

Méthode de Mayer
Cet ajustement consiste a déterminer la droitegodgmr deux points moyens du nuage d
points.

11

La droite d’ajustement passant @aret Gz de notre exemple a pour équationax + b.
Comme les coordonnées @e et G2 sont respectivemef ; 6,3) et(5 ; 13,3), on obtient :
3 30
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Adhérents

2\
20 G ] —
D /
16 ]
G1 //
12 //
]
8
4 //
/ -
0 / N
0 1 2 3 2 5 6 - Année

Méthode des moindres carrés

Il s’agit d’obtenir une droite équidistante desmisisitués de part et d’autre d’elle-méme.

Pour réaliser ceci, on cherche a minimiser la somesedistances des points a la droite au carré.

On considere une série statistique deux variabl@®sentée par un nuage justifiant un ajusteméneaf

Définition 15

Dans le plan muni d’'un repere orthonormal, on abérg un nuage de points de
coordonnées

(% ; ¥i).

La droite d d’équatioy = ax+ b est appelédroite de régression dey enx de la série
statistique ssi la quantité suivante est minimale :

Y (MQF= Y I (@x+ b2

i=1

Vi
ax+b
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..................... )

Il serait tout aussi judicieux de s’intéresser driaite d’ qui minimise la quantit®_ [x —(ay + b)]2
i=1

Cette droite est appeléeoite de régression de x en.y

Définition 16
On appelle covariance de la série statistique @odblvariableg ety le nombre réel
p p
1 o o 1 oo
COMX,Y) = Gy = 2, (6 R)(¥i¥) =x 2 X ¥i XY
i=1

i=1

On a : coyx, X) = V(X) = a3(X).

Théoréme 1
La droite de régression d gl&nx a pour équatiog =ax+ b ou
cov(X,

0%(X)

b=y-ax

Les réelsa etb sont donnés par la calculatrice.

EXAS
INSTRUMENTS

LinReg L1, L2

CASIO.  \1ony[STA]
Item[CALQ

Régler les paramétres ayec SET

ltem|REG

Choisir| X
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Propriété 2
Le point moyer(G du nuage appartient toujours a la droite de régresley enx.

Dans notre exemple, I'équation de la droite d’agostnt d dey enx obtenue par la méthode des
moindres carrées est :

Adhérents y=38x-18

24p— g a2

20 e

=

16 ]

—
//

\

12

| /,//
0 //

0 1 2 3 4 5 6 - Année

y

Ajustement Exponentiel

On remarque gqu’un ajustement linéaire ne semblérpaspproprié pour ce nuage de points a partir de
2011, on se propose de déterminer un ajustemesnjyste.

Dans notre exemple, on pase Iny. On obtient le tableau suivant en arrondissanvéteurs; au
millieme.

Xi 1 2 3 4 5 6
z|1,09¢ | 1,60¢|2,39¢| 2,48¢| 2,63¢| 3,17¢

Par la méme manipulation de la calculatrice, enifiaod les parameétres, on obtient une droite
d’ajustement gld’équation :z=0,388x + 0,877.
Comme z =Iny, on obtient alors :
Iny=0,388x + 0,877
exp( Iny) = exp(0,388x + 0,877) = exp(0,388x)xexp(0,8777)
On en déduit y = 2,4exp(0,388x).
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Adhérents ds
d

=

20 L
16 /% —

12

=

A\

-
=

| =]
-
0 //

0 1 2 3 4 5 6 Années

Comparaison
Grace aux trois ajustements, on peut évaluer ceggpassera pour 'année 2012, c'est-a-dire aufrang

- Laméthode de Mayer :y =10, 7 —% = 22,9 soit 23 adhérents

3

\ 4

- La méthode des moindres carrés : y = 3,8 x 7 — 1,8 = 24,8 soit 24 adhérents

- Ajustement exponentiel : y = 2,4exp(0,388x7) = 36,2 soit 32 adhérents

Le dernier ajustement semble le plus pertinentéxolution en 2011.

3. Coefficient de corrélation linéaire

Définition 17

Le coefficient de corrélation linéaired’une série statistique de variablesty est le nombre
r défini par :

= —LO-X

a(X)xa(y)

Ce coefficient sert a mesurer la qualité d’'un ajonsnt.

Interprétation graphique

Plus le coefficient de régression linéaire est peate 1 en valeur absolue, meilleur est I'ajustemen
linéaire. Lorsquer = £ 1, la droite de régression passe par tous les pdintsiage, qui sont donc alignés.

Dans notre exemple, le coefficient de corrélatisihd®nné par la calculatrice avec les
coefficients des équations.

On trouver2 = 0,95 et r3 =0,96. Ce qui permet d’affirmer qu&justement exponentiel est
le plus fiable

Propriété 4
Le coefficient de corrélation linéaire vérifie —1< r <1.
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SEQUENCE 2/4. PROBABILITES
Chapitre 8 — Probabilités

« Nécessairement, le hasard a beaucoup de pouwoitais puisque c’est par hasard que nous vivons »
Léopold Sédar Senghor

Langage probabiliste

1. Vocabulaire

Définition 1

4+ Chaque résultat possible et prévisible d’'arpérience aléatoireest appeléssue(ou
éeventualité) liees a I'expérience aléatoire.

4+ L’ensemble formé par les issues est appel@ers, trés souvent not@.

4+ Un événementd’'une expérience aléatoire est une partie quelcoxgu’univers.

4+ Un événement ne comprenant qu’'une seule issusmésenement €lémentaire

4+ L’événement qui ne contient aucune issud’@senement impossible, notél.

4+ L’événement composé de toutes les éventualitésppsieevénement certain

2. Opérations d’événements

On retrouve un vocabulaire et des notations enssiedl:
- l'univers est I'ensemble

- lissue est un élément de 'ensemble

- I'événement est une partie de 'ensemble

Opérations Exemple
Q={12,34,5,6
L'événement contraire deA, notéA , est I'événement A={13}
qui contient toutes les issues qui ne sont pas Aans A ={2,4,5, 6}

La réunion de deux événementa etB, notéeAlB, est I'événement | A={1, 3, 5}

qui contient toutes les issuesAleu deB. B={1, 2, 3, 4}
ACB={1, 2, 3, 4,
S}

L’intersection de deux événementé etB, notéeAn B, est A={1, 3,5}

'événement B={1, 2, 3, 4}

gui contient les issues communeA ét a B. AnB={1, 3}

SiAnB =10, on dit que les événememietB sont degvénements | A={2, 3, 4}

incompatibles ou disjoints B = {6}
AnB=10
A={2, 4, 6}
On dit queA est inclus dansB, notéA [ B siA est réalisé aloB est | B={1, 2, 4, 6}
réalisé AOB
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1. Représentation des événements

Diagrammes « patatoides »

s

Arbres
On lance une piece de monnaie trois de suite, ohgehiématiser cette expérience par un arbre.
pile
pile
face
pile
pile
fac
face
pile
pile
face
face
plle
face
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Il. Notion d’équiprobabilité

Définition 2
SoitQ un univers fini, et @) 'ensemble des parties @k
Dans une épreuve, on appgii®babilité définie sur Q, toute applicatio® de pQ) dans D
, 1] qui vérifie :
- PQ=1
- Si A et B sont des événements disjoints AnB=[ alors P(ALIB) = P(A) + P(B)

Propriété 1
P P(A)=1-P(A)
P2 P(O)=0

Ps 0<PA)<1

Pa P(A) = P(AnB) + P(An E) formule des probabilités totales
Ps  P(AOB)=P(A) + P(B) — P(AnB)

Ps  P(An B)=P(AOB)

Définition 3

SoitQ un univers fini.

On dit qu’il y aéquiprobabilité quand tous les événements élémentaires ont la méme
probabilite.

SiQ ={w, e, ws,...,oxn} alors P w}) =% pour toui € [1, n].

Propriété fondamentale
SoitA un événement d@ dans une situation d’équiprobabilité, on a :

Nomlbre decasfavorables
Nomlyes decaspossibles

P(A) =

Technicien Spécialisé en Gros ceuvres
OFPPT Mo02

79142



lll.  Probabilités conditionnelles et indépendance

Définition 4
On suppose que(B)=0.

4+ On appellgrobabilité conditionnelle de A sachant B(ou de A relativement a B) la
probabilité que I'événement A se réalise sachaatRjest réalisé.

4+ Cette probabilité vautPg (A) = P(AnB)

P(B)
Remarque 1
Il existe une autre notation pour la probabilit@ditionnelleP(A/B).
Exemple 1

On considere I'expérience aléatoire consistanhédiaun dé a 6 faces, equilibré. On suppose quesou
les faces sont équiprobables, et on définit leséwents :

B : « La face obtenue porte un numeéro pair »

A : « La face obtenue porte un numéro multiple 3 »

Déterminons la probabilité d’obtenir un numéro nmiét de 3 sachant qu’on a un numeéro pair.

1°" méthode

L’événementd/B correspond a I'événement « obtenir un numéro plaltie 3 » parmi les issues Be
c'est-a-dire parmi {2 ; 4 ; 6}. Il n'y a donc quessue « obtenir 6 » qui correspond.

Comme nous sommes en situation d’équiprobabiliiéglmientPs (A) :%.

2¢Meméthode
1
Par le calcul, on B(B) = 3 et P(AnB) = 1 donc d’'apres la formulePs (A) _P(AnB) _6_1 .
6 6 PB) 1 3
2
Propriété 2
Pour tous événememtset B de probabilités non nulle, on a :
P(AnB) = P(B)Ps (A) = P(A)Pa(B)
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Propriété 3
SoitSun événement de probabilité non nulle, on a :

- 0<Ps(A)<1
- Ps(Q)=1
- Ps(d)=0

- Ps(A)=1-Ps(A)

- Ps(AOB) =Ps(A) + Ps(B) — Ps(AnB)
- Si A et B sont des événements disjoints, alors Ps (ALB) = Ps(A) + Ps (B)

- Ps(AnB)=Ps(AOB)=1-Ps(AOB)

On remarque ainsi que la probabilité conditionnedlative a un événemesia les mémes propriétés
habituelles du calcul des probabilités.

Formule des Probabilités Totales
Pour tousA etB de probabilités non nulle

P(A) = P(A/B)P(B) + P(A/ B )P( B)

Définition 5
On dit queA et B sont de®vénements indépendantsi et seulement $(AnB) =
P(A).P(B).

On consideére le tirage au hasard d’'une carte durdg 32 cartes. Etudions les événements suivant :
A: «Tirerun7 »

B : « Tirer un tréfle »

C : « Tirer un noir »

Etudions lindépendanck, B etC.

P(A) = @ = % P(B) = % P(C) = %

P(ANB) = P(ANC) =2 P(BNC) =2

P(A)P(B) —% % = 3—12 =P(AnB) les événementa etB sont indépendants.

P(A)P(C) —% % = 1_16 =P(AnC) les événement& etC sont indépendants.

P(B)P(C) —% % % P(BNnC) les événemen® etC ne sont pas indépendants.
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Conséquence : @i etB sont indépendants de probabilité non nulle alors
Pa(B) = P(B) etPs(A) = P(A)

Propriété 4
Si A etB sont des événements indépendants @d@isB ; A etB; A et B sont
également des événements indépendants.

V. Dénombrement

Le probléeme du calcul de probabilités se réduiveatia un probléme de dénombrement (nombre des
issues possibles, nombre de cas favorables...). diférentes méthode de dénombrement.
1. Utilisation de tableaux

Résultats d’'un sondage effectué au début de 'aR068 aupres de 1 000 personnes, a propos de la vie
politique.
- 40 % des personnes interrogées déclarent étre intéressées par la politique.

- 35 % des personnes interrogées ont moins de 25 ans et parmi celles-ci, 80 % déclarent
étre intéresseées par la politique.

- 30 % des personnes interrogées ont plus de 50 ans et, parmi celles-ci, 85 % ne sont pas
intéressées par la politique.

a) Reproduire et compléter le tableau suivant :

Intéresseés par Interr | Non intéressés par Inter | Total
Moins de 25 ar 70
De 25 a 50 ar
Plus de 50 a1
Total

b) On choisi au hasard une personne parmi les 1 000 interrogées. On suppose que toutes
les personnes ont la méme probabilité d’étre choisies. On considere les événements :

A « La personne interrogée est intéressée palitlgpe »
B : « La personne interrogée a moins de 25 ans »
Calculer les probabilités P(A) et P(B).

Définir par une phrase I'événement contraire de B, puis calculer sa probabilité.

Définir par une phrase I'événement AnB, puis calculer P(AnB). En déduire P(AOB).

On sait maintenant que la personne interrogée n’est pas intéressee par la politique.
Quelle est la probabilité gu’elle ait moins de 50 ans ?
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Solution

a)
Intéressés par Internet| Non intéressés par Internet] Total
Moins de 25 ans 28C 7C 35C
De 25 a 50 ans 75 27¢ 35C
Plus de 50 ans 45 25E 30C
Total 40C 60C 100(
b)
- ) =20 —2-ggetpE)=2L=L =035
1000 5 1000 20
= - N =y _ _13_

- B :«Lapersonne choisie a25ansouplus»et P(B)=1-P(B) = =0,65

20 20
- AnB: «la personne interrogée est intéressée par la politique ET a moins de 25 ans »

P(ANB) =220 =105

1000 4

1000 1000 1000 1000

=1
2

0+275_345_23_
600 600 40

- P= =0,575

2. Utilisation d’arbres

Benjamin sait que le congélateur de la cuisineerané quatre batons de creme glacée, de quatrensarfu
différents (vanille, chocolat, pistache, fraise).

Gourmand et insomniaque, il décide de se levelda@ngnuit, sans allumer la lumiére, et de prendre,
tatons et successivement, deux batons dans lelatege

Tous les choix sont équiprobables.
1. ATlaide d’'un arbre, déterminer le nombre de couples différents de batons qu’il peut ainsi

obtenir.
2. Ses parfums préférés sont vanille et fraise. Calculer les probabilités gu'il obtienne :
- le baton a la vanille, puis le baton au chocolat.
- les batons de ses parfums préférés dans un ordre quelconque.
- un seul de ses parfums préféres.

- aucun de ses parfums préférés.
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Solution

i Cho% \PW Fraise

On obtient3 x 4 = 12 possibilités.
2) Toutes les situations étant équiprobables, on a

_L
12
p=2_1
12 6
p=8_2
12 3
12 6
1. Permutations
Définition 6

On realisaune permutation si on écrit tous les éléments d’'un ensemble darwdre
déterminé.

On considere 4 pions de couleurs, respectivemetd (), rouge (R), bleue (B) et noire (N). On
souhaite aligner les pions les uns derriére lagaubDe combien de manieres différentes (par loddrs

couleurs) peut-on le faire ?
Solution

Pour la premiere position, il y a 4 couleurs pdssibPour la seconde, il n'y en a plus que 3. Rour
troisieme position, il ne reste plus que deux ks de couleur et pour la derniére positiomal

restera qu'une couleur, la derniére. Un arbre peda@écrire complétement ce schéma.

On obtientdonc: 4 3x2x1=24
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Définition 7
Soitn € N. On appelldactorielle n le nombre noté@ ! qui vautn!'=nx(n—1) x ... x2x 1,
Par conventio® ! = 1.

Pour toun € N°, on a(n +1) | = (n+ 1)xn !

Propriété 5
Le nombre de permutations de&léments est !

« On dit aussi qu’il y an ! facons de ranger n objets dane cases, de maniére a placer tous les
objets dans une et une seule case. »
Faire un emploi du temps consiste (grossieremepigcer 16 blocs de 2 heures dans un planning
hebdomadaire vierge, qui compte 16 créneaux dei2seOn peut ainsi déterminer le nombre d’emplois
du temps différents que I'on peut constituer, soit
16 ! = 20922789890000 21000 milliards....

3. Combinaisons

Définition 8
Soientn etp deux entiers naturels.
- On appelle combinaison de p €léments parmi n le fait de prélever p
élément parmi n, de maniéere a constituer un groupe dans lequel I'ordre n'a
pas d’'importance.
- ce nombre de combinaisons vaut :
n!

p!M—-p)!

Si p<n

(5) =

0 sinon

Si I'on s’intéresse a la constitution d’'un groupdanné, on parle drrangement, au lieu de
combinaison.
On trouve encore I'ancienne notation de la combrai, ...
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On tire 5 cartes au hasard dans un jeu de 32,qumgtituer une main (sans tenir compte de l'ordre
d’arrivée des cartes).

- Ilya (%) = 201376 mains possibles

- llya (g)x(228) = 4x378 = 1512 mains contenant 3 rois exactement

Propriété 6
Soientn etp des entiers naturels tels que n, alors

L)=()=
+ (B) = (nr] p) (symétrie)
+ () +(p%) =(p:1) relation de Pascal

Triangle de Pascal
()
(c) (1)
() () ()
() () @) )
0) (2) (: € ()

N [E]
+
INY
=

Formule du Binbme de Newton
Pour tous réela etb et tout entier naturel, on a

(a+ b)n - i (E)akb” -k
k=0

Développongx + 2)*

- (x+2*= 24: (If)xk24—k
k=0

- Le triangle de Pascal nous donne les coefficients : pour n = 4, on obtient respectivement
1,4,6,4etl.
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- Cequidonne:
(X +2)* =16 + 32x + 24x° + 8x3 + x*

SEQUENCE 3/4. VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES

Chapitre 9
Variables aléatoires discretes

l. Variable aléatoire discrete
1. Notion de variable aléatoire discréte

Exemple 1

Un jeu de hasard consiste a lancer un dé équilibré a 6 faces.

Le lanceur gagne le double de la somme de la valeur de la face obtenue si celle-ci est paire, sinon, il perd
le double de la valeur indiquée par le dé.

On appelle X le gain, positif ou négatif, du joueur apreés un lancer.

L’ensemble des issues possibles est Q = {1; 2; 3; 4; 5; 6. X défini ainsi une variable aléatoire réelle.

X(1)=-2, X(2)=4, X(3)=-6, X(4) =8, X(5)=-10et X (6) = 12

Définition 1
Soit Q un univers fini an issuesQ = {w, we, ...,wn} (NEN)
Une variable aléatoire est une applicatiorfdegansP telle que
XQoo-P
ux 00 - % ouke{l,2,...,n}

Xi est appelé valeur de la variable aléatXire

Remarque 1
- Lavariable aléatoire X peut toujours étre définie de maniere a avoir :
X1<X2<...<Xn
- X(Q)={X1, X2, ey Xn }

Notations

L’ensemble des antécédents de X; par X se note { X=X }.
L’ensemble des antécédents des valeurs de X inférieur ou égal a un réglse notg X <x}.

Exemple 1 (suite)
¢ ’ensemble des antécédents de 4 par X se note { X =4 } est vaut {2}
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e L’ensemble des antécédents des valeurs de X inférieur ou égales a un ré&te note
{X <8}estvaut{1;2;3;4;5}

1. Loi d’une variable aléatoire

Définition 2
Soiti €{1;2;..;n}. L'ensemble des coupl€s , P(X = x)) constituda loi de probabilité
de la variable aléatoireX.

Remarque 2
En général, on présente la loi d'une variable aléatX sous la forme d’un tableau, qui récapitule les
valeurs prises paf ainsi que les probabilités associées.

On pose : pi = P(X = x)

valeursde X | X1 | X2 | «o. | Xi | ... | Xn
P(X=x) |[pr|pz]|..|Ri|..|Pn

On peut également représenter la loi de probabilité de X par un diagramme en batons.

Xn

.—_...I.-
x1 x2 x3

Exemple 1 (suite)
La loi de X est donnée par :

Valeursde X |-10 [-6 |-2 |4 |8 |12
i 1 (1 111
P(X =xi) 6 6 |6 6|66
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Exemple 2
On dispose d’un jeu de 32 cartes. On tire une carte dans ce jeu, et on attribue a ce tirage la valeur X
calculée suivant la regle suivante :

- silacarte est un Roi, X vaut 4 points

- sila carte est une Dame, X vaut 3 points
- silacarte est un Valet, X vaut 1 point

- toutes les autres cartes valent O point.

e La loi de X est donnée par:

Xi 0O(1(3 1|4
5|11,/1/1
P(X =x) 88|88

2. Fonction de répartition

Soit X un nombre réel. L'événement { X< x } est la réunion des événementX £ x; } pour des valeurs;
inférieures ou égalesxa

Définition 3
On appelldonction de répartition de la variable aléatoire X , I'application F définie par :
F:POoD-[0;1]
XdO0o-P(X<X
F (X) est la probabilité de I'événement « obtenir unewade X inférieure ou égale»a»

Propriété 1

Soient Xet ydeux réels.

e P(X>X)=1-P(X<x)=1-F (X)

¢ P(x<X<y)=P(X<y)-P(X<x)=F(y) —F (x)
* La fonctionF est croissante

* Six<x alorsF (x) =0

* Six>xn alorsF (x,) =1
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Exemple 1(suite)
Soit F la fonction de répartition d€.
F (X) est la probabilité que le gain issu du jeu sdérieure ou €gale &

Soit x=1. CalculerF (1).

F(l):P(X<1):P(X=—2)+P(X=—6)+P(X:—10):%

Le tableau suivant définit la fonction de répaotiti

X -0 -10
0

ol
ol

1
Wik |®
Wl
N = [N
NI
WIN |
wIN
[e2R[6)
[e2R[6)
'_\

P(X<X)

Représentation graphique de la fonction F :

1. Valeurs caractéristiques : espérance, variance et écart-type

e Espérance d’une variable aléatoire X

Définition 4
Soit X une variable aléatoire discréte, on appelle espérance de la variable aléatoire X
le réel noté E(X) qui vaut :

n
E(X) = pixy + p2X2 + ... + PriXn= . PiXi

i=1

Remarque 3
Ce nombre représente la valeur moyenne de la Vaddatoirex.
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Exemple 2 (suite)
On reprend le jeu de cartes étudié précédemment. On rappelle que la loi de X est donnée par :

Xi 01|34
S|1]1]1
P(X=xi) |8/8|8|8
e Calcul de I'espérance :
5 1 1 1
E(X)=0x=+1x=+3x=+4x==1
) 8 8 8 8
Cela signifie : "en moyenne", le joueur gagne 1 point.
Propriété 2
Soit k une constante
E(XX+k)=E(X)+k E(kX) = kE(X)

e Variance et écart-type d’une variable aléatoire X

La variance et I’écart-type permettent d’estimer la dispersion des valeurs de X autour de |'espérance
mathématique.

Définition 5
Soit Xune variable aléatoire discréte.
On appelle variance de la variable aléatoire X le réel noté V (X)) défini par :

V(X) = E(X?) - (EX))?

On appelle écart-type de X le réel noté o( X ) défini par :

o( X) =AV(X)

Exemple 2 (suite)
Calcul de la variance pour le jeu de cartes :
V(X) = E(X?) = (E(X))2= 02 + 12x2 + Tt + 4xs ~ 1222,25
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Calcul de I'écart-type :

o(X)=4V(X)=+/225=15

Propriété 3
Soit k une constante
V(X+K)=V(X) V(X) =kaV( X) o( kX) = |k|o( X)

[I. Lois fondamentales
1. Loi de Bernoulli

Définition 6
Une expérience de Bernoulli est une expérience qui n’a que deux issues possibles, 'une
appelée « succes » qui a pour probabilité p, I'autre appelée « échec » qui a pour probabilité

g=1-p.

Définir une loi de Bernoulli de parameétre p, c’est associer une loi de probabilité discrete a
cette expérience aléatoire en faisant correspondre la valeur 1 a I'apparition d’un succes et O
a celle d’un échec.

P(X=xi) p 1-p

Exemple 3

Si on lance un dé et qu’on nomme « succés » |I'apparition de la face 6, on obtient la loi de Bernoulli

suivante :

Xi 1 0

P(X=xi)

QI
SO
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Propriété 4

Soit X une variable aléatoire suivant une loi de Bernoh(lp), alors :
L’espérance d&X vautE(X) =p.

La variance d&X vautV (X) = pg.

Exemple 3 (suite)
Dans I'exemple précédent, on obtient :

E(X):% et V(X):3—56

2. Loi Binomiale

Définition 7

La loi Binomiale de paramétres n et p, notée b (n; p) est la loi de probabilité du nombre de
succes dans la répétition de n expériences de Bernoulli de parameétre p identiques et
indépendantes.

Elle est définie par:

P(X=k) = (p) * P**x (1-p) 00<k<n

Exemple 4

On lance 2 fois un dé équilibré.

On s’intéresse a |'apparition de la face 6. Chaque lancer est une expérience de Bernoulli de paramétre
1/6. On obtient donc une loi binomiale b(2 ; 1/6).

nombre de succes 0 1 2

probabilité 25/36 | 10/36 | 1/36

Propriété 5
Soit X une variable aléatoire suivant une loi Binomigle }p), alors :

- L’espérance d&X vautE(X ) =np
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- Lavariance dX vautV (X ) =np(Zp)

- Lécart-type vaut o (X ) =/np(Zp)

Exemple 4 (suite)
Dans I'exemple précédent, on obtient :

E(X)=13 et V (X) =5/18.
1. Loi de Poisson

La Loi de Poisson modélise des situations ou I'onié&sesse amombre de foisou apparait un
événement dans un laps de temps déterminé ou danggion donnée.

Par exemple :

» nombre d’appels téléphoniques qui arrivent atandard erx minutes,

* nombre de clients qui attendent a la caisse giagasin,

» nombre de défauts de peinture parsur la carrosserie d’un véhicule . . .

Définition 8
La variable aléatoire X suit une loi de Poisson de paramétre A, notée p(A) avec A >0
lorsque sa loi de probabilité vérifie :

)\k

K OkON

P(X=k) = e

Le formulaire donne pour certaines valeurs du pateeries probabilitéB(X = k), k € N. Les valeurs non
écrites sont négligeables. On peut aussi tapertaule directement sur la calculatrice.

Exemple 5

On considere la variable aléatoire X mesurant le nombre de clients se présentant au guichet numéro 1
d’un bureau de poste par intervalle de temps de durée 10 minutes entre 14h30 et 16h30.

On suppose que X suit la loi de Poisson de paramétre A = 5.

En utilisant la table de la loi de Poisson avec A = 5, calculer :
e La probabilité qu’entre 14h30 et 14h40, 10 personnes exactement se présentent a ce guichet :

P(X=10) =0, 0181
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e La probabilité qu’entre 15h20 et 15h30, au maximum 3 personnes se présentent a ce guichet :
P(X<3)=P(X=0)+P(X=1) + P(X=2) + P(X=23)
=0,0067 + 0,0337 + 0,0842 + 0,1404 = 0,265

e La probabilité qu’entre 16h00 et 16h10, 8 personnes au moins se présentent a ce guichet :

P(X>8)=1-P(X <8 =1-[P(X=0)+P(X=1)+... + P(X=8)] =1 -0, 867 =0, 133.

Propriété 6
Soit X une variable aléatoire suivant une loi de Poissbpatamétr@, alors I'espérance et
la variance sont égales et valdeX ) =V (X) = A

Exemple 5 (suite)
Dans I'exemple précédent, on obtient :

E(X)=5 et V(X)=5

l. Approximation d’une loi Binomiale par une loi de Passon

Exemple 6
Dans une usine, 3 % des pieces sont défectueusgsél@ve une piece, on examine si elle est
défectueuse et on la replace parmi les autres.

On répete 200 fois I'expérience.
On désigne paX la variable aléatoire qui a chaque tirage de adssocie le nombre de pieces
défectueuses.

La variable aléatoirex mesure le nombre de piéces défectueuses.
Pour chaque tirage, on a deux résultats possibles :
- ou bien la piece est défectueuse, la probabilit@lessp = 0,03

- ou bien elle ne 'est pas, la probabilité est atteg =1 —p = 0,97

On effectue 200 tirages de maniéere indépendant@e@ndonc en conclure giXesuit la loi Binomiale
b(200 ; 0,03).

Comme X suit la loi Binomiale de parametre n =200 et p=0,03, on a
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P(X=7) = (%)x0,08™x0,97'% = ...

Le résultat peut étre obtenu plus rapidement avec une loi de Poisson qui en donne une bonne
approximation.

Théoreme 1
Soit n « assez grand » (N> 30) et pvoisinde 0 ( p<0,1) tels quenp(1 —) < 10.
On peut approcher la loi Binomidbgn ; p) par la loi de Poissop(A), oUA =np.

Exemple 6 (suite)
a. Montrer gu’une approximation de la loi Binomiale par une loi de Poisson convient.
b. Calculer P (X=5) a I'aide de I'approximation.
c. Comparer pour apprécier la qualité de I'approximation

a. Comme n > 30, p < 01 et np(l —p) = 1,4125 l'approximation de la loi Binomiale
b(120 ; 0,05) par la loi de Poisson p (6) convient.

b. Le résultat se lit directement dans la tabl&adei de Poissoi = 6 etk = 5.
P(X=5) ~0,161

c. La formule dP?( X =5) = (1§°)>< 0,05°x0,95'1° donne0,163 a 'aide de la calculatrice. La loi de Poisson
donne une bonne approximationf(ex = 5).

lll.  Indépendance de deux variables aléatoires

Définition 9
Soient Xet Y deux variables aléatoires discrétes de valeurs respectives (X1, X2, ..., Xn) et
(Y1,Y2, ..., Yp)
Les variables aléatoires X et Y sont indépendantes si pour tous i et telsque 1 <i<net
1<j<p

PX=x,Y=y) =PX=x)P(Y=Yy).

Exemple 7

On lance deux dés équilibrés a six faces (un rouge, et un bleu). On appelle X le numéro de la face du dé
bleu, et Y le numéro de la face du dé rouge.

On appelle S la somme des faces obtenues.

Les variables X et Y sont indépendantes.
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Les variables X et Sne sont pas indépendantes.
Les variables Y et Sne sont pas indépendantes.

Exemple 8
On donne deux variables aléatoires discrétes X et Y vérifiant

P(X=-1) = %,P(X:O): %,P(le): %
Y=Xx2,

e loideY:

ol | O
ol -

P(Y =)

e Loi du couple (X;Y)
On calcule la probabilité obtenue pour chaque couple.

X [-1]0 [1]PY=y)
Y
0 010 1
6 6
1 |1]o0|1] s
3 2 6
1111
PX=x) | 3|62
P(X=-1)n (Y=0))=0
PX=-1) xP(Y=0)=1x1=L 9
376 18

X et Y ne sont donc pas indépendantes.

(Ce résultat était prévisible puisque, par construction, la variable Y est dépendante de la variable X).
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SEQUENCE 4/4. VARIABLES ALEATOIRES CONTINUES

Chapitre 10
Variables aléatoires continues

Variable aléatoire continue

1. Notion de variable aléatoire continue

Définition 1
Une variable aléatoire continue est une variableorgnd ses valeurs dans un intervalld’de

Exemple 1

Le jeu consiste a trouver un nombre compris enge1DO.

1* cas

On considere la variable aléatoire discietégale a un nombre entier compris entre 1 et 100.
Soit xo le nombre choisi. La probabilité de trouver ce bagrestP( X = Xo) ZF%O' Le nombre de valeurs
de X estfini. L'étude d’'une telle variable aléatoire a étéefaians le chapitre 9.

2°Mecas

On considere la variable aléatoiXe égale a un nombre réel compris entre 1 et 100.

Soit Xo le nombre choisi. La probabilité de trouver cenboe estP( X = xo) = 0.

L’ensemble des valeurs deestun intervalle : ensemble infini non dénombrable deéels

On ne peut pas définir de loi de probabiliteXdelu typeP( X = x;).

2. Fonction de répartition d’une variable aléatoire continue

Définition 2
Soit X une variable aléatoire, on appelle fonction de répartition de X la fonction définie sur
Ppar:

F(X)=P(X<X

Propriété 1
Soit X ety deux réels sur un intervalle | de P.

- P(X>x)=1-P(X<x)=1-F(x)
- P(x<X<y)=P(X<y)-P(X<x)=F(y)-F ()

- F est croissante, continue sur P
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- im F(X)=0
X - =T

- Iim F(Xx)=1
X > +(

- 0<F(x) <1
Remarque 1

On admet que pour une variable aléatoire contipoer; toutadP: P(X=a)=0.
On adonc:

e Pla<X)=P(a< X)

* P(X>b)=P(X > b)
e P(la<X<b)=P(a<X< b)=P(a< X<b)=P(a< X< b)

3. Densité et loi de probabilité

Définition 3
Lorsqu’ une fonction de répartitidghest dérivable, la fonctiohdérivée dd- est appelée
densité de probabilité deX et pour toutx O P, F ‘(X) =f (X).

Conséquences
» F étant une fonction croissanteest positive

.P(a<X<b):F(b)—F(a):fbf(x)dx PN

oY
// \ \

Technicien Spécialisé en Gros ceuvres 99/142
OFPPT M02



‘P(X<a@)=F@= lIm (F@-FK)= lm fxaf(t)dt =f_jf(t)dt

« L’aire entre la courbe dé& qui est une fonction positive, et 'axe des atmses vaut 1. Ce qui s'écrit :

f_:‘f(x)dx

Exemple 2
Densités de probabilités et courbes représentatives

0 si x<0 T 7
fix=9 1 si 0<x<l1
0 si x>1 : ;

0 si x<1 1
god XT1 si —1<x<0 /T\
2(¥) = -Xx+1 si O<x<l1 | . "

0 si x>1

‘ _{O si x<0 \
3(9 = 26 si x>0 L\
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4. Espérance mathématique, variance et écart-type

Définition 4
» L’espérance mathématique d’'une variable aléatoire continue X est le nombre
réel,

noté E (X), défini par :
E(X)=f+zxf(x)dx *
=

» On appelle variance de X, le nombre réel noté V (X), défini par :
V(X)=E(X2) - [EX)2=] (9 dx— [E (X))

» L’écart-type de X, note o (X), est la racine carrée de la variance :

a(X) =V (X)

* On suppose que l'intégrale existe.

Exemple 2 (suite)
Calcul de I'espérance, la variance et I'écart-tgpar la fonctiorfz.

o E(X):f_;Z x f2 (X) dx :L‘lxdex+f_l° x(x+1)dx+f01x(—x+1)dx+ fl‘ x x 0 dx
:f0x2+xdx+f1—x2+xdx
- 0

1

-1

# V) =[ ;‘ Xf2 (alx — [E (0912 = [ 1° x2(x + 1) dx + fo " 2(-x + 1) dx

0 1
=f x3+x2dx+f —x3 + x2dx
-1 0

0 1
:F+X—3 + _X4+X—3 ==
473 1 Ja"3 o b

#0 (X) =A/V(X) =+[U6

[EEN
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Propriété 2
Soient X, Ydeux variables aléatoire continues admettant unérasce et une variance.
Soienta, b OP.

- E(@X+b)=aE(X)+b

-V (aX+b)=a?vV(X)
- o (aX+b)=|a| o(X)

. E(X+Y)=E(X)+E(Y)

- E(X=-Y)=EX)-E(Y)

Si de plusX etY sont indépendantes :
- VX+Y)=VX)+V(Y)

- V(X=Y)=VX)+V(Y)

. La loi normale ou Loi de Laplace — Gauss

1. Définition

Définition 5
En probabilité, on dit qu'une variable aléatoirglle2 X suit une loi normale (ou loi normale
gaussienne, loi de Laplace-Gauss) d'espénareted'écart type strictement positif (donc
de variancer?) si cette variable aléatoire réelle admet poudensité de probabilitéla
fonctionf (x) définie, pour tout nombre réel] P, par :

2
1 1/Xx—m
f(x) = ex“——( )
(x) o P57

Une telle variable aléatoire est alors ditgiable gaussienneOn note habituellement cela
de la maniere suivante :

XO0O-n(m;o)
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La loi normale est une des principales distribigide probabilité. Elle a été introduite par le
mathématicien Abraham de Moivre en 1733 et utilig@elui afin d'approcher des probabilités assaciée
a des variables aléatoires binomiales possédamanametran tres grand. Cette loi a été mise en évidence
par Gauss au XlXsiécle et permet de modéliser de nombreuses éhimagtriques. Sa densité de
probabilité dessine une courbe dite courbe en elechcourbe de Gauss.

1.0
B [=0, 02=0.2, = ]
- f\ P=0, O02=1.0, m—
08 H=0, 02=50, ==
= P=-2, 02=0.5, ==—|

0.6

0.0 | — </
1 | 1 1 I 1 1 | 1 1

LN S

Conséquence
Soit X une variable aléatoire qui suit la loi normalenn@).
La fonction de répartitior deX est donnée par I'intégrale :

F()=P(X<x) = fz f(t) dt

Propriété 3
Si une variable aléatoirX suit la loi normale mf ; o) alors :

E(X)=m V(X)=0? oc(X)=0
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2. Loi normale centrée réduite

Définition 6
Si les paramétres d’une loi normale sont respetigvd O et 1, alors on dit que la loi normz
estcentrée réduite On lanote {0 ; 1) .

La densité de probabilité associée a la loi normdle; 1) est la fonctionf définie par :

f(x)= %ﬁex;{— Xzzj

51

Propriété 4
- T est une fonction paire sur P: f (=x) =f (X)
- La représentation graphique de f notée cr, est symétrique par rapport a I'axe
des ordonnées

0.45
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Théoreme 1
Soit X une variable aléatoire qui suit la loi Normalgm; o ).
En effectuant le changement de variable suivant :

_ X—m
o

T

On obtient une nouvelle variable aléatoire, ndtégui suit la loi normale centrée réduite n
(0;1).

Conséquence

La loi normale nifh; 0) a deux parametres (comme la loi Binomiale) maishangement de variable=
X—m

permet de travailler avec la loi normale centeghuite n (0 ; 1) dont la table est fournie.

Définition 7
Soit T une variable aléatoire qui suit la loi normalatoge et réduite.
La fonction de répartition d€, notéell est donnée par :

I'I(t):P(T<t):Ltf(x)dx

avecf (x) = %ﬂ ex;{— Xg)

Propriété 5
Soit T une variable aléatoire de loin (0 ; 1)

e P(T>t)=1-1()
e Ot>0,N(=t)=1-N()
e Ha,b0dOPaveca<b,P(a<T<b)=T(b)-T(a)

e Ot>0,P(-t<T<t)=2M-1

Technicien Spécialisé en Gros ceuvres 105/142
OFPPT M02



3. Utilisation de la table de la loi Normale n (0 ; 1)

Le formulaire ne donne que des valeurs de la lonate centrée réduite et pour des valeurs positives

Extrait :

t 1005 |006 |[007

11|0,8749 | 0,87/0 | 0,8790
1,2 | 0,8944 | 0,8962 | 0,8980

1,3|0,9115 | 0,913 | 0,9147

e Calculde P(T <1,36)

Le nombre situé a l'intersection de la colonne 0,06 et de la ligne 1,3 est la valeur de la
fonction de répartition de T pourt=1,3 + 0,006 = 1,36
Ainsi M (1,36) =M (T <1,36) =0,9131

» Calcul de P(T >1,25)
P(T>125=1-1(125) =1-0,8944 = 0,1056

e Calculde P(T < -1,17)
P(T<-1,17) =1-N(1,17) = 1-0,8790 = 0,121

Calculde P(1,15<T<1,37)
P(1,15<T<1,37) =N(1,37) - MN(1,15) = 0,0398

Exercice 1
Soit X la variable aléatoire qui suit la loi normalenm( o) oum=25eto =0,17.
CalculerP (X< 2,35) etP( 1,8 <X <2,6).
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lll.  Approximation de la loi Binomiale par la loi Norma  le

Exercice 2

On lance 700 fois une piéce de monnaie pipée. tlagmilité d’obtenir face est de 2/3

On désigne paiX la variable aléatoire qui a chaque partie asdea@embre de « face » obtenus.
1. Justifier que X suit une loi binomiale, en préciser les parametres.

2. Peut-on calculer P (X > 450) ?

Solution

1.

La variable aléatoireX mesure le nombre de « face » obtenus. Pour cheagum a deux résultats
possibles. Soit un succés avec une probabilitd3ies@it un échec avec une probabilité de 1/3.
Les 700 lancers sont indépendants. On peut dorduwergueX suit la loi Binomiale kn ; p) avec
n=700etp=2/3

2.
CommeX suit la loi Binomiale b (700 ; 2/3),on a:
P(X>450)=1-P(X<449) =1—[P(X=0) +P(X=1) + ... + P(X=449)] = ........

Théoreme 2
Pour n « assez grand & 50) et pourp ni voisin de0 ni voisin del, tels quenp(1 —p) >
10, on peut approcher la loi binomialgny p) par la loi normale nnf; o) ou

m=npeto= \/np(l—p)

Exercice 2(suite)
1. Montrer qu’'une approximation de la loi Binomiale par une loi normale se justifie.
Donner les parametres de la loi normale.

2. Calculer P (X >450) al'aide de I'approximation.
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Solution
1.
n>50etp=2/3
np(1—-p) = 700x(2/9) = 155,5> 10
L’approximation de la loi Binomiale b (700 ; 2/8r une loi normale m{; o) convient. les parameétres
meto sont :
- m =700 x (2/3) = 466,6

- 0=11555 = 12,46

2.
. . X—m
On utilise le changement de variable= pa—

La variable aléatoirel’ suit la loi normala (0 ; 1).
P (X>450)=1-P (6T + m <450)
=1-P(T< 450—0‘”‘) =1-P(T<-1,33)=1—(1-(133)) = M(1,33) = 0,9082

IV. Testdu x? (Khi-deux)

Principe

Le test dux? confirme ou infirme I'approximation par une loi meale d’une distribution expérimentale.
Méthode

Il s’agit de comparer les frequencégl’'un échantillon de taill&l aux probabilitéspcalculées a partir de
la loi normale. Pour cela, on calcule :

xe=N 3 (=02
i P
On dispose de la table de distributionydeonnant les valeurs théoriques notégen fonction de deux

paramétres eta.
- v:nombre de degrés de liberté

Pour la loi normale, on définit v = p =3 ou p est le nombre de valeurs testées.

- o : seuil de signification ou seuil de risque
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Lorsque x2< Xo? , on dit que la série statistique observéest assimilable a une loi
normale au seuil de significatiorn.

Exercice d’application
Une entreprise a relevé le diametre en centimedee$00 piéces fabriquées :

Diametre (cm | Effectifs
[8; 10[ 8
[10; 12] 18
[12; 14] 48
[14 ; 16] 16
[16 ; 18] 10

Peut-on assimiler la série a une loi normale au deuisque 1 % ?
- moyenne de la série : m =13

- écart-type de la série : 0 = 2,06
- Seuil de risque : a = 0,01
- Nombre de degré de liberté :v=5-3=2

- Lecture de la valeur théorique x«?=9,21

Le but de I'exercice est de savoir si, au seuil agggnification de 0,05, la variable aléatoire X qua
chaque piéce associe son diamétre suit une loi ncatta N(13 ; 2,06).
Pour cela il faut calculer et comparer la valeury?a la valeur théoriquexq?. Il faut donc calculer
toutes les probabilités pet les fréquences; .
On poseT = X-13
2,06
La variable aléatoirel suit la loi normale centrée réduite.
e P1=P(8<X<10)=P(-2,43 <T <-1,46) =M(-1,46) — N(-2,43)
= 1-T(1,46) - [1 - 1(2,43)]
=1(2,43) — M(1,46) = 0,0646

e P,=P(10<X<12) =P(-1,46 < T < -0,49) = [(L,46) — 11(0,49) = 0,24

e P3=P(12<X<14)=P(-0,49 < T < 0,49) = [1(0,49) — I1(~0,49)
= 11(0,49) — [1 - M(0,49)]
= 211(0,49) - 1 = 0,3758
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Remarque

Pa=P(14 <X <16) =P(0,49< T < 1,46) =
= M(1,46) — M(0,49) = 0,24

Ps=P(16 <X<18)=P(1,46<T<243) =
= M(2,43) — M(1,46) = 0,00646

1

La somme desiBonne 0,985. On peut proposer de multiplier chagseltat pa% afin d’avoir une

somme des probabilités égale a 1

fi —
Pi

2

Calcul dex?=N >’

Diamétre en cm fi P X
[8; 10[ 0,08 0,066 0,297
[10; 12[ 0,18 0,244 1,679
[12; 14] 0,48 0,382 2,514
[14 ; 16] 0,16 0,244 2,892
[16; 18] 0,1 0,066 1,751
Totaux 1 1 9,133

On obtientx? = 9,133 <xs2=9,21.

On peut conclure que la longueur des diamétres suyiau seuil de signification 1 % , la

loi normale n(13 ; 2,06).
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V. Lois limites

1. Loi faible des grands nombres ou théoréme de Bernouilli

Théoreme 3

Soit nvariables aléatoires indépendantesXz, ... , Xn ayant méme espéranceet méme
ecart-typeo.

Soit Xn = X1+X2; - X , alors :

X o +

Ds>o,nmzp(§ﬁ—ﬂ<e)=1

Exemple :« Interpétation » du Théoréme
On lance un dé. Si on obtient 6, on gagne 1 peimtdes) sinon on n’obtient aucun point (échec).

Soit X; la variable aléatoire correspondant au nombreodd pbtenu lors du lancer
On a alors :

WN=®=§
P(Xizl):%
y=1

E(X|)—6

On répéte fois cette méme expérience. Les variables al&stol, X2, ... ,Xn ont méme loi de
probabilite.
Pour connaitre le nombre de succes, on étudieriabla aléatoire :

Xn = nombre de succes / nombre d’expérience aléatoires

X1+t Xo+ ... +Xn
n

e Pourn=3,ilyapeude chance pour obtenir X3 = %

e Pour n =30, la probabilité d’obtenir Xso =% augmente sans étre forte

e Pour n=1000, on se rapproche de la valeur de% :

Le théoréme confirme cette observation. Plus est grand, plusX, se rapproche de la valeur

moyenne théorique% . Intuitivement, ce résultat semble simple.
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2. Théoréme de la limite centrée

Théoréme 4

Soit nvariables aléatoires indépendantesXz, ... , Xn ayant méme espéranceet méme
écart-typeo.

Soit Xn = X1+X2; - X , alors :

Pourn suffisamment grancm suit approximativemena loi normale n (m ,i)

A\

3. Lois déchantillonnage

En statistique, il est en général impossible d’i€iudn caractére sur toute une population de tille
élevée.

Avant d’aborder le probleme de I'estimation de uadecaractéristiques inconnues dans la population,
est indispensable de commencer par I'étude deétaithde I'échantillonnage :

Question ?
En supposant connus les parametres statistiquaspd@ulation, que peut-on en déduire sur les
échantillons prélevés dans la population ?

On suppose que ces échantillons sont prélevéssaunchet que le tirage de ces échantillons esttafiec
avec remise.
L’ensemble de ces échantillons de taillest appel€&chantillonnage de taillen.

» Loi d’échantillonnage des moyennes

Etant donné une population de talet X une variable aléatoire telle q&éX) = meto (X) = o.
Pour prélever les échantillons de tailleon a procédé @aépreuves indépendantes de variables aléatoires
X1, X2, . . .,Xn de méme loi qu&.

. L, . o + + + . p . .
La variable aléatoirex, = Xa+ X T] TR X associe a tout échantillon de taillea moyenne de cet

échantillon. D’aprés le théoréme de la limite céatipoun assez grand, on a :

Propriété 5
La loi d’échantillonnage de taillede la moyenneX, quandn devient grand (n> 30), peut

étre approchée par la loi normalem (i ).

Jn
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Exemple 4

Une machine fabrique des piéces en grande série.

A chaque piece tirée au hasard, on associe sa longueur exprimée en millimetres. On définit ainsi une
variable aléatoire X. On suppose que X suit la loi normale n(28,2 ; 0,027).

Soit My la variable aléatoire qui a tout échantillon aléatoire de taille nassocie la moyenne des
longueurs des n piéces de I’échantillon.

La propriété nous dit alors que pour nassez grand, Mn suit la loi normale n(28,2 ; O’\(/)_27 ).
n

Supposons que les échantillons soient de taille 100 alors Mioo suit la loi n(28, 2 ; 0, 0027).

» Loi d’échantillonnage de la fréquence

On étudie, dans une population de tallaun caractér& suivant une loi de Bernoulli p), c’est-a-dire
que les éléments possedent une certaine propadtéguence.

Dans un échantillon de taille on répeten fois la méme épreuve de facon indépendante. Oaruti
variables aléatoireXi, Xz, . . .,Xn de méme loi qu.

X1+ Xo+% ¥ ¥ + X,
n

La variable aléatoirg = associe a tout échantillon de tailléa fréquence de succes

sur cet échantillon.

Propriété 6
La loi d’échantillonnage de tailiede la frequencé pourn « assez grand » peut étre
approchée par

la loi normale n (p A /}XlT‘El ).

Remarque
Ce résultat est un cas particulier du précédefiappliguant an=petoc =\/p(1 -p)

Exemple
Une urne contient 100boules numérotées de 1 a 100 indiscernables au toucher. Lors d’un tirage
aléatoire d’une boule, la probabilité d’obtenir un nombre inférieur ou égal a 37 est p=0, 37.

On appelle succés I'’événement qui consiste a tirer une boule numérotée de 1 a 37.

Un échantillon de taille 50 est obtenu par un tirage aléatoire, avec remise, de 50 boules. On s’intéresse a
la fréquence d’apparition d’un succés lors du tirage de ces 50 boules.
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Soit fso la variable aléatoire qui a chaque échantillon de taille 50 associe sa fréquence de succeés.

Xi est la variable aléatoire qui a chaque échantillon associe 1 silai— iéme boule apporte un succes, O
sinon.
Les Xi sont des variables aléatoires indépendantes et suivent la méme loi de Bernoulli de parametre p=

0, 37 d’espérance E(Xi) =0, 37 et d’écart-type o(X) =\/p(1 —p) =0, 48.

La loi d’échantillonnage ddso = XitXe+% % % +Xoo peut étre approché par la loi normale de

50
paramétre®,37 et\/p(1 —p) =0, 48.
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