AVANT-PROPOS

Fondée sur la pratique du programme de mathématiques actuellement en vigueur en Terminale D en
Cote d’lvoire, la collection Séances de Prépa Maths (SPM) propose un ouvrage clair et concis. Elle est
I’ceuvre des conseils d’enseignement de mathématiques(C.E ) et de ’association des professeurs de
mathématiques de la région du Gbéké (APMGB).

Dans I’élaboration de ce manuel, notre souci a été de respecter strictement le programme défini par
les instructions officielles et précisé dans le document Enseignement mathématique.

Les chapitres de ce manuel ont la méme structure :

¢ des prérequis
Les exercices proposés visent a consolider les acquis des classes antérieures.
¢ le cours
Il est bref mais complet. Nous avons respecté strictement les limites du programme, évité tout
débordement qui impacte négativement les progressions.
¢ des exercices d’applications
Ces exercices corrigés visent a I’acquisition des définitions et propriétés. Nous avons beaucoup mis
I’accent sur la rédaction afin d’aider nos éléves a rédiger avec clarté et précision.
¢ des exercices et des problemes
Nombreux et variés, ces exercices et problemes permettent aux éléves de s’entrainer efficacement et
aborder ainsi les devoirs dans les meilleures dispositions.
A la fin de cet ouvrage, on trouvera :
— les corrections des exercices dont les numéros sont encadrés par le triple trait.
— des sujets des BAC 2008, 2009, 2010, 2011, 2012, 2013, 2014, 2015, 2016
—les corrigés des sujets des BAC2011, 2012, 2013 et 2016
Nous espérons, par ce manuel, améliorer I’enseignement des Mathématiques en Céte d’lvoire et
lutter efficacement contre I’échec scolaire.
Pour la rédaction de ce manuel, nous remercions tous les C.E et U.P de la vallée du Bandama ainsi que
les professeurs dont les noms suivent qui par leur contribution ont rendu possible la réalisation de cet
ouvrage.
- SIAKA TRAORE Professeur au Lycée Classique 1 de Bouaké
- KONAN KOUAME GREGOIRE Professeur au Lycée municipal Djibo de Bouaké
- KONAN STANISLAS YAO Professeur au lycée Classique 1 de Bouaké
- SOROH HOUAMEBA Professeur au Lycée moderne 2 de Bouaké
- YEO NGOLO Professeur au Lycée moderne Belleville de Bouaké
- KONE DAHIRI Professeur au Lycée moderne Nimbo de Bouaké
- BAKAYOKO LASSINE Professeur au Lycée Classique 1 de Bouaké
- SORO DONIKPOHO Professeur au Lycée Classique 1 de Bouaké
- ANSELME ADOHOUKE Professeur au colleége catholique Saint Viateur de Bouaké
- KARAMOKO MAMADOU Professeur au Lycée municipal Djibo de Bouaké
- YAO KOFFI BLAISE Professeur au Lycée municipal Djibo de Bouaké
- LAMIDI SALIMANOU Professeur au Lycée moderne Belleville de Bouaké
- DOUMBIA LOSSENI Professeur au Lycée classiquel de Bouaké
- KOUAKOU RODOLPHE Professeur au Lycée Martin Luther King de Bouaké
- KOFFI KOUAME GERMAIN Professeur au Lycée moderne Nimbo de Bouaké
- KONE MOUSSA Professeur au Lycée classiquel de Bouaké
-SEKONGO ZIE Professeur au collége la performance de Bouaké.
Les Auteurs
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LIMITES ET CONTINUITE

COURS ..o 5
TRAVAUX PRATIQUES ... 15
EXERCICES ... 18

COMMENTAIRES

e Ce chapitre vise a :

» Compléter 1’étude de la limite d’une fonction engagée en classe de premiére par I’introduction de la
limite d’une fonction composée ;

P Introduire la continuité d’une fonction sur un intervalle et utiliser quelques théorémes usuels liés a la
continuité de cette fonction.

e La plupart des propriétés ont été abordées en classe de premiere. Ces propriétés, tout comme les
techniques de calculs pour lever une indétermination, ne doivent pas faire I’objet d’un traitement
théorique. Elles seront mises assez rapidement en ceuvre dans des exercices dont le niveau de technicité et
I’abondance doivent rester trés raisonnable car elles seront réinvesties tout au long de I’année dans les
études de fonctions.

e | es asymptotes a une courbe (horizontale, verticale et oblique) ont été abordées en premiere. L’étude
générale des branches infinies est hors programme. Les branches paraboliques selon les axes de
coordonnées sont les seules directions asymptotiques a connaitre. Dans le cas d’une asymptote oblique
une équation est fournie a I’¢éléve.

e On introduira la continuité d’une fonction sur un intervalle. Cette définition permet 1’usage de deux

théorémes importants concernant I’existence d’une bijection réciproque et la propriété des ‘’valeurs
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intermédiaires’’.

e Notons que la forme générale de cette derniere propriété est hors programme. On se limitera au cas
d’une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle.

e Les propriétés concernant les opérations sur les fonctions continues sur un intervalle sont admises. On
n’exigera pas de 1’¢léve la justification de la continuité sur un intervalle lors d’une évaluation.

On fera admettre les propriétés sur les opérations et la composée de fonction continues.

e Dans la détermination des limites, on veillera a ce que 1’éléve sache identifier une forme indéterminée

sans forcément en faire état par écrit.

Pour déterminer la limite d’une fonction composée on peut utiliser un changement de variable.
e On n’abusera pas des fonctions définies par raccordement.
e Pour déterminer I’image d’un intervalle par une fonction continue, on privilégiera I’utilisation du

tableau de variation.

La détermination de I’image d’un intervalle par une fonction continue avec une méthode algébrique ne

sera proposée qu’a travers des exercices guidés.

e On peut avec profit vérifier le prérequis de la classe de premiére et les théorémes concernant la

continuité a travers des études de fonctions.

CONTENUS

CAPACITES ATTENDUES

1. limites
limites d’une fonction composée
2. Continué sur un intervalle :
-Opération, composeée (propriété admises)
- Image d’un intervalle
3. Branche parabolique de direction (Ol) ou (OJ)
dans un repére (O, 1, J)
4. Fonction continue et strictement monotone sur
un intervalle :
Théoreme : Si f est une fonction continue et
strictement monotone sur un intervalle I alors f
réalise une bijection de I sur f(I) .
Sa bijection réciproque f ™ est une fonction
continue sur f(I) et de méme sens de variation
que la fonction f.
Théoréme 2 : si f est une fonction continue et
strictement monotone sur un intervalle I alors
pour tout m de f(I),
[’équation : f (x) = m ,admet une unique
solution dans 1.
Corollaire :
Soit fune fonction continue et strictement
monotone sur [a,b].
Si f(a) et f(b) sont de signe contraires alors
[’équation f(x) = 0 admet une unique solution
dans lintervalle ouvert | a, b [.
5. Prolongement par continuité
6.fonction du type :

x->43x, MeEN)x->x" (r€Qx€R+"
Définition ;
Notation x?/4 :
Propriété des puissances d’exposants rationnels.

<= Déterminer la limite d’une fonction :

- en utilisant les limites de référence ou une
expression conjuguée ;

- en ayant recours a la définition d’un nombre
dérivé.

= Déterminer la limite d’une fonction
composeée.

= Déterminer I’image d’un intervalle part une
fonction continue :

- en utilisant le tableau de variation ;

- en utilisant une méthode algébrique.

= Interpréter graphiquement :

lim 22 = 0et lim £ =400 (—);
X—+o0 X xX—>+o00 X
lim 29=0et lim 22 = 400 (—o0).
X—>—oo X X—>—oo X

= Démontrer qu’une courbe admet une
branche paraboligue de direction (Ol)

(resp. (QJ)).

= Démontrer qu’une fonction réalise une
bijection d’un intervalle I sur un intervalle J
dans le cas ou f es continue et strictement
monotone sur .

En outre dans des cas simples ou f est donnée
par une formule explicite, déterminer f *1(x).
<= Prouver I’existence d’une unique solution
de I’équation f(x) =m sur un intervalle I .

< Prolongement par continuité d’une fonction
en un point.
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COURS

I. LIMITE D’UNE FONCTION COMPOSEE

Théoréme

Soit g o f la composée de la fonction f par la fonction g .
a désigne soit un nombre réel, soit + oo, soit — oo,
On suppose que g o f est définie sur un intervalle | et que a est un élément ou une borne de I.
Si limf(x) =b et limg(x) =4 alors limgof(x)=+*
x—-a x—b x-a
(b, £ des nombres réels ou infinis).

Exemples
1. Calculer la limite en +oo de la fonction f définie sur IR par : f(x) = fﬁ .
sin2x

2. Calculer la limite en 0 de la fonction f définie sur IR* par : f(x) = .
3. Calculer la limite en —co et en +oo de la fonction f définie sur ]—oo; —1] U [2; +oo[ par :

f)=vVx?2—x—-2+x-2.

Solution

2 2
li = [ =0 y
() = 2 (5) =0 par composée
LimVX =0 = X

2. Effectuons un changement de variable, en posant: X = 2x doncx = ; ;

quand x — 0,alors X — 0.

., sin2 , inX

Nous avons: limZ2 = [im2 22
x—-0 X X-0

=2x1=2 Donc lir(r)zf(x)=2.
X—

3. a) Pour calculer la limite de f en —oo, transformons f(x) a [’aide de I’expression conjuguée.
V2 —x—2+ (- D|[VaZ—x =2 - (x - 2)]
Vx2—x—-2 —(x—2)
X (3 — 9) x(3 — é)

X

f(x) = =

Vx €] —oo;—1], f(x) =

f(x) = = -
_hioz gz
X b X

o [im(3)=3et lim (_76 = 0 donc par somme lim (3 - g) =3. (1)

X——00 X——00 X——00

1 2 1 2
e lim (——) = lim (— ;) =0et lim (1) =1doncpar somme lim (1 —— ——) =1

X—>—00 X X—>—00 X—>—00 X—>—0 X xZ
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2
{ lim 1 -7 x_z) =1 par composée . 1 2

X—>—o lim - 1--= =]=-1
llm( \/_)— = X=m® x X
lim (— 1)—3 )
X—>—00
par s:o>mme lim (—1 + —) =-1

llm X—==©

X—>— oo
(l' 1 ! 2 1

im | — |[l=->— S |=~ 1 2 2
!x X X par somme iml - 112 = = o1+ =2
= X——00 X X X

De (1)et (2), on conclut par quotient: lim f(x) = —;.
X——00

b)
o 2
. xl—fﬁo(x X 2) = llm (x ) = 400 par somme lim xz —x—2=+400
ln+nx/_ = +o0 = o
X—+ow

o lim(x—-2)= llm (x) = +oo

x—>+oo
D'ou par somme: llm f(x) = 4.
X—+0

Exercices

Calculer :

a) lim Jx?2+2x+5; b) lim(\/3x2+2x+5—x+4)
X—>—0 X—+o0

c) lim (\/3x2+2x+5—x+4); d) lim (\/x2+2x+5—x+2)
X——00 X—+o0

II. LIMITE D’UNE FONCTION MONOTONE SUR UN

INTERVALLE OUVERT

Théoreme

a et b des nombres réels ou infinis.
e Sif est croissante et majorée sur Ja, b[ alors f admet une limite finie en b.
e Si f est décroissante et minorée sur Ja, b[ alors f admet une limite finie en b.
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111. BRANCHES PARABOLIQUES DE DIRECTION
(Ol) ET (0J)

Le plan est muni d’un repére orthogonal (O, 1, J)

Définition
Soit f une fonction numérique et (C) sa courbe représentative dans le repere (O, I, J)
= On dit que (C) admet en +co une branche parabolique de direction (OI)
Si ligrn f(x) = 4+oo(ou—o0) et lim @ _ o,
X—>+ 00

X—>+o0o X
= On dit que (C) admet en +ocoune branche parabolique de direction (OJ)

f&)

si lim f(x) = +oo(ou— ) et lim —— = 4+oo(ou — ).
X—+00 x—+o00 X

NB : La définition se reconduit si ’on remplace x — +oo0 par x - —oo.

Exemple
Soit f la fonction définie sur ]1;+oo[ par : f(x) = ﬁ —+/x + 1 et (C) sa courbe représentative dans un
repére orthonormé (O, I, J).

Calculer llm f (x) et llm 1) ( puis interpréter graphiquement les résultats.
Solution

. 2\ _ g (2) _
Nous avons.xilmo (E) = xilmo (x) = 0.

lim \/Y = 400 = x—+00
X—+o00

lim (x+1) =+ ,
{X—WOO par composee lim \/)T = +oo
Donc par somme: lim f(x) = —o0

f(x) 2 Vx+1 _ 2 -1-2
x2-x x x2-x  x+1°

2 _ 2
Nous avons: lim (xz — x) = lim (x_z) =0 (D.

X—+00 X—+00

o Vx €]1;+],

1 1
Nous avons: lim (=1)=1 et lim (— —) = 0 donc par somme lim ( 1- —) =-1.
Xx—+00 XxX—+co X x—+00
1

De plus lim+x+ 1 = +oco donc par quotient: lzm

Jim m =0 (2.

De (1) et (2), par somme : lzm @ _ g,

400 X
llln f(x) =—co et liJrrn %) = 0, donc (C) admet en +oo une branche parabolique de direction (Ol).
X—>+o00 -4 00
Exercice 1

Soit f la fonction définie sur IR par : f(x) = 2x3 — x? + 5 et (C) sa courbe représentative dans un repére
orthogonal (O,1,J).

Calculer llm f(x) et llm puls interpréter graphiquement les résultats.
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Exercice 2
x2x-1
Vx+1

Soit f la fonction définie sur [0; +oo[ par : f(x) =

orthogonal (O, 1, J).
Démontrer que (C) admet en +co une branche parabolique de direction (OJ).

et (C) sa courbe représentative dans un repere

V. PROLONGEMENT PAR CONTINUITE

Propriété et définition
Soit f une fonction d’ensemble de définition Dy et a un nombre réel n’appartenant pas a Dy.

gla)=*¢

Si f admet une limite finie € en a alors la fonction g définie sur D U {a} par : {
f g rUtalpar dyre pf g = f@)

est continue en a et est appelée le prolongement par continuité de f en a.

Exemple
Soit f la fonction de IR vers IR définie par : f(x) = \/%9_2 .

Démontrer que f admet en 9 un prolongement par continuité et définir le prolongement continu ¢.

Solution

D;={x€IRIx—5 > 0et vx—5-2%0}
x—-5=20&ex =5

Vx—-5-2=0&x >5etx—5=4x=09.
Donc : Dy =[5 ;9[U]9 ,+oof .

_ (=9 x-5+2) _ (x-9)(Vx-5+2) _ —
Vx €Dy, f(x)—(F_z)(m+2)— powrs = Jx—-5+ 2.

Nous avons: J%i_?glf(x) = Jgl_r>¢r91(\/3m+ 2) =4

Ainsi, 9 ¢ Dy et f admet une limite finie en 9 donc f est prolongeable par continuite en 9.
o est définie sur D U {9} =[5, +oof par : ¢(9) =4 et Vx €Df, p(x) = f(x).
Remarque: ¢ est définie sur [5 ; +oof par: o(x) = Vx =5+ 2.

Exercice 1
Soit f: IR — IR

x%+x

X —
x|

f est-elle prolongeable par continuité en 0 ?

Exercice 2
Soit f:IR — IR
x341
X — —
2x2-3x-5

Démontrer que f admet un prolongement par continuité g en -1.
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V. CONTINUITE SUR UN INTERVALLE

1. Continuité sur un intervalle
Définition

On dit qu’une fonction f est continue sur un intervalle | si elle est continue en tout nombre réel de |.

2. Opérations

Propriété

m Les fonctions polyndmes, rationnelles, sinus, cosinus et tangente sont continues sur tout intervalle
inclus dans leur ensemble de définition.

m Si f et g sont deux fonctions continues sur un intervalle I, alors :
e f+g,fgetlf |sontcontinuessurl;

® si g ne s’annule pas sur I alors g est continue sur | ;

e si f est positive sur | alors \/f est continue sur .
m Si f est continue sur un intervalle | et g continue sur f(1), alors gof est continue sur I.

3. Fonction continue et strictement monotone sur un intervalle

Propriété 1
Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I. a et b des nombres réels .

f est continue et f est continue et strictement décroissante sur |

I . .
strictement croissante sur |

[a; b] £ = [f (@ fB)] () =) f(@)]
[a; B FO = [f(a); lim £ £ =] lim £(0); £(@)]

Ja; b fO=1lim fC;im fEIL | fO) =1lim £ Jim GO

@+l Fm = 1@ lim F@1 =1 lim £ f (@]

Jreoitel @ = qim £G); lim fOOL | FO) = Nlim fG); lim @I

X—>—00 X—+00
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Exemple
La fonction f est continue et strictement monotone sur J-co,-1], sur [-1 ;0[ et sur J0; +xof et a pour
tableau de variation:

x “o0 1 0 oo
f@ ¥ 0 - -
Fx) 5 oo
2 -1 1

Déterminer les images des intervalles ]-o ;-1], ]0 ;+oo[ et [-1 ;0[ par f.

f est continue et strictement croissante sur ]J-co ;-1] donc : f(]-» ;-1]) =]-2 ; 5].

f est continue et strictement décroissante sur 0 ; +oo/ donc : f(]0 ;+oof) = ]1 ;+oof.
f est continue et strictement décroissante sur [-1 ;0[ donc : f([-1 ;0[) =]1;5].

Exercice 1
x+1

2x—1"
1. Calculer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.
2. Dresser le tableau de variation de f.

3. Déterminer f(]—oo; %D et f([2;5]).

Soit f la fonction de IR vers IR définie par : f(x) =

Exercice 2

Soit f la fonction définie sur | —oo0; 0[ U ]0; +oo[ par: f(x) =x — 3 + % .
1. Calculer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.

2. Dresser le tableau de variation de f.

3. Déterminer f (]—oo; 0]), f(J—o0; —1D), £(10; 2]) et f([2; +oo]).

Propriété 2

Si | est un intervalle et si f est continue sur I alors f(1) est un intervalle.

Propriéte 3
Si f est une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I alors :

m f réalise une bijection de I sur f(I).
m la bijection réciproque £~ de f est continue et strictement monotone ( de méme sens de variation que

f)sur £(1).

Exemple
x2
1422
1. Démontrer que f est une bijection de [0; +oo[ sur un intervalle K que 1’on précisera.
2. Déterminer la bijection réciproque f~1. Quel est le sens de variation de £~ ?

Soit f la fonction définie sur [0; +oo[ par: f(x) =
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. , x? ,
1. Nous avons:xilmof(x) = xilmo (;) = xillréol =1. 2 2
f est dérivable sur [0; +oo[ et pour tout x € [0; +oo[, f'(x) = 2x(1-2—1x+9)6;)22x(x ) = (15;)2 :
Pour tout x € ]0; +oo[ , f’(x) > 0car Vx €]0; +oo[,2x > 0et(1+x%)2>0.
f est donc continue et strictement croissante sur [0 ;+oo[; par suite f réalise une bijection de [0; +oo[
sur f([0; 4+oo[ ) = [0;1[.

2.50ity € [0;1[. x € [0; +oof, f(x) = y& x?2=y+x’y &x = 1i’_y

f~1 estdonc définie sur [0 ;1[ par : f~1(x) = /lf_x _
£~ ale méme sens de variation que f , donc £~ est strictement croissante sur [0;1[.
Exercice 1

Soitf:]-1;+0[ = ]—=3;+0]
2-3x

X
x+1

Démontrer que f est une bijection et déterminer sa bijection réciproque f~1.

Exercice 2

Soit f la fonction définie sur [1 ;2] par : f(x) = %xz —x.

a) Démontrer que f admet une bijection réciproque f~* dont on précisera le sens de variation.
b) Démontrer que : Vx € [—%; 0] M) =1+V1+ 2x .

Propriéte 4
Si f est une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle 1 alors pour tout mef (1),
I’équation : f(x) = m admet une solution unique dans I.

Exemple
On donne ci-dessous le tableau de variation d’une fonction f continue et strictement décroissante sur [-
1;+oof :
X -1 +00
) -

165 T

Justifier que 1’équation : f(x) = —10 admet une unique solution dans [-1;+oo] .
f est continue et strictement décroissante sur [-1;+oo/,f([—1; +o[) =] — ;5] et

-10 €]- ;5] donc ’équation : f(x) = —10 admet une solution unique dans [-1 ,+oo/ .
Corollaire

Si f est continue et strictement monotone sur un intervalle [a; b] etsi f(a) X f(b) < 0 alors
I’équation : f(x) = 0 admet une solution unique dans ]a ; b[.
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Exemple

1. Démontrer que I’équation : x €]0;1[,2x3 + 3x — 1 = 0 admet une unique solution a.
2. Donner une valeur approchée de o.a 10~ prés.

1. Soit f la fonction définie sur [0;1] par: f(x) = 2x3 + 3x — 1. f est dérivable sur [0;1].

Pourtoutx € [0;1],f’(x) = 6x2 + 3. Par suite, pour tout x €[0;1], f’(x) > 0, donc f est
strictement croissante sur [0;1]. f(0) = —1letf(1) =

f est continue et strictement croissante sur [0;1] et f(0) X f(1) < 0, donc [’équation f(x) = 0 admet
une unique solution a dans J0 ;1.

20na: f(0,3) X f(0,4) < 0donc 0,3 <a<04. Unevaleur approchee de o.a 1071 présest 0,3.

Exercice 1

Soit f la fonction définie sur ]0; +oo[ par f(x) = xv/x —3x — 1.

1. Calculer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.
2. a) Démontrer V € ]0; +oo[, f'(x) = %(\/E -2).

b) Etudier les variations de f et dresser son tableau de variation.
3. a) Démontrer que I’équation : x € IR, f(x) = 0 admet une unique solution a.
b) Justifier que 9 < a < 10.

¢) Donner une valeur approchée de a a 10~ pres.

4. Justifier que :

Vx€e|0;al,f(x) <O0;

V x € Ja;+oo[, f(x) > 0.

Exercice 2

2
Soit f la fonction définie sur ]—co; 0] U 10; +oo[ par f(x) = -+ 2+~ .
1. Calculer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.

2.a) Démontrer vV € IR*, f'(x) = %ﬁ”m

b) Etudier les variations de f et dresser son tableau de variation.

3. a) Démontrer que I’équation : x € IR, f(x) = 0 admet une unique solution a.
b) Justifier que —0,8 < a < —0,7.

4. Justifierque: Vx € |—o0; a[ U ]0; +oo[, f(x) >0 et V x € ]a; 0[, f(x) <O.
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VII. FONCTION RACINE N-IEME, PUISSANCE
D’EXPOSANT RATIONNEL

1. Fonction racine n-ieme

Définition

Soit n un nombre entier naturel tel que n > 2.

e La fonction racine n-iéme est la bijection réciprogue de la fonction
f:10; +oo[ — [0; +oof

x — x"

1
e L’image d’un nombre réel positif par la fonction racine n-ieme est notée Vx ou x= .

1
Vx ou xn est la racine n-iéme de x .

Exemple
Soit f:]0; +oo[ — [0; +oo|
x — x3

La fonction racine 3 — iéme estla fonction f~1:[0; 4+0o[ — [0; +oo[

x — x

Les courbes représentatives de f et de £~ sont symétriques par rapport a la droite d’équation y = x :

(Cy)

5

44

34

2 (Cr)

1_

0

of 1 2 3 4 5 H

Conséquences :
. {xElR*’ o {yEIR'*

y="Vx x=y"

1
e Vx € IRY, (’W)n =x ou (xn)" =xet Vx" =x.

Exemples
A)x€IR"x}*=5=x=135; .
b) V16 = 2; 1205 =120.
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2. Puissance d’exposant rationnel d’un nombre réel strictement
positif

Définition

Soit p un nombre entier relatif non nul et g un nombre entier naturel tel que g > 2.

Pour tout nombre réel a strictement positif, on pose :

ai = (a1)? = (Yay = YaP

Propriétés
Pour tous nombres rationnels r et 7’ non nuls et pour tous nombres réels strictement positifsaetbona:
!
.arXar’:ar+r' _lr:a—r . %:ar'—r: 1,
a a aT—T'
C (@) = a™ ca”xbT = (ab)” + &= (2)
b \b

Exercices
Soit a un nombre réel strictement positif. Mettre sous la forme a® ou « est un nombre rationnel, les

3
W‘%;%XW.

nombres réels suivants : [V Va;

10
Justifier que : 2B = 2y7 |
Y256

Justifier que pour tous nombres réels a et b strictement positifs : i/ asb x \/3\/ab5 = ab.
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TRAVAUX PRATIQUES

Exercice résolu 1

Soit la fonction g : [1;3] = [0;4]
x+— —x?+2x+3

1. Démontrer que g est une bijection.

2. Déterminer la bijection réciproque g~* de g.

Solution
1. g estdérivable sur [1;3]. Vx € [1;3],9'(x) =- 2x + 2.
gx)=0=x=1.DoncVx €]1;3],9'(x) < 0.

La fonction g est continue et strictement décroissante sur [1;3] et g([1;3]) = [g(3);9(1)] = [0;4] donc g

est une bijection.

2. Soity € [0 ;4]. Pour tout nombre réel x de l'intervalle [1 ; 3] nous avons les équivalences suivantes :

f@=y & @-12—4+y=0
©x—1=,/4—y car x—1=0 pourx € [1;3]

ox=1+,4-y.

Dol la bijection g~1 est définie sur [0;4 ] par g~ 1(x) =1+V4 —x .

Exercice résolu 2

Partie A

g est la fonction définie sur IR par g(x) = 2x3 - 3x2 — 1. 1.
Calculer les limites de g en -co et en +co.

2. Etudier les variations de g et dresser son tableau de variation.

3. Démontrer que I’équation : x € IR, g(x) = 0, admet une solution unique ez etque 1.6 < a < 1,7.

4. Démontrer que : Vx € |—oo;af, g(x) <0 et Vx € |Ja; +o[,g(x) > 0.
Partie B

Soit f Ia fonction définie sur ]—1:+o0 [ par: f(x) = ——.
On note (C) sa courbe représentative dans un repere orthonormé (O,1,J). L unité graphique est 2 cm.
1. Calculer les limites de f en -1 et en +oo puis interpréter graphiquement les résultats.

9x)
(1+x3)2 °

2.a) Démontrerque:Vx €] —1; +oo [, f'(x) =

b) Etudier les variations de f et dresser son tableau de variation.

¢) Donner une équation de la tangente (T) a (C) au point d’abscisse 0.
d) Etudier la position de (C) par rapport a (T).

3. Tracer (T) et (C).
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Solution

Partie A Soit g la fonction définie sur IR par g(x) = 2x3 — 3x% — 1.

1. Lim g(x)= lim(2x3—3x?-1)= [im2x3 = —oo.
X——00 X——00 X—>—00

Limg(x)=  lim (2x3—3x? —1)= lim 2x3 = +oo,
x—+00 x—+00 x—>+00

2. g est dérivable sur IR. Vx € IR, g'(x) = 6x% — 6x.

gx)=0x = 0oux = 1.

Vx €] —oo; 0[U]L;+00[,g'(x) >0

vx €]0;1[,g'(x) <0

On en déduitque : g est strictement croissante sur ] -oo ; O] etsur [1,+o /, g est strictement
décroissante sur [0;1].

Tableau de variation de g.

X -00 0 1 +00
g'(x) + 0 - 0 +
1 +0o0
g(x)
_CD _2

3. e Lafonction g est dérivable ] -0 ; 1], et g’ s annule en 0.

Par ailleurs, pour tout x € |—o0; 0[, g'(x) > 0 et pour tout x € 10;1[,g'(x) <0

Par suite g(0) est le maximum de g sur ] - ; 1].

D’ou:Vx €] -0;1], g(x) < g(0) et comme g(0) < 0,alorsvVx €] -»;1], g(x) < 0.
e La fonction g est continue et strictement croissante sur [1 ;+oo/; g([1;+of) = [-2;+x/,
Or 0 € [-2;+x/, donc [’équation g(x) = 0 admet une unique solution a dans [1,+o/.
Conclusion: I’équation x € IR, g(x) = 0 admet une solution unique a.

1,6 et 1,7 appartiennent a [1,+of ; g(1,6) = -0,49 et g(1,7) =0,16 ;

g(1,6)x g(1,7) <0donc 1,6 <a< 1,7.

4. e || a été démontré a la question 3) que Vx € ] -» ;1], g(x) < 0.

e La fonction g est continue et strictement croissante sur [1; a [ et sur] a ;+wo/, d’oti :
g(L; a[) = [-2;0[etg(] a;+oo[) =]0; +oo[ donc :

Vx€ [1; al,g(x) < Oet Vx €]a,+x/, g(x) > 0.

Onconclut: Vx €] -o;a[, g(x) < 0 et Vx €] a,;+of, g(x) > 0.

Partie B
1. @ Pour tout x > -1, f(x) = % = Tlxs(l —X)
Pour x > —1,ona x3 > —1,so0it x3+1>0 ,par suite xl£m11 T +00
et comme xlirlll(l —x) =2, xlirzllf(x) = 400. Donc la droite Zl’équation x = —1estasymptote a (C).
>
° xiimof(x) = xilmo 11;::3 = xiilrolo;—x = xiimo;—zl = 0 donc la droite d’équation y = 0 est
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asymptote a (Cf) en +co.
2.a) f estdérivable sur] —1; +o /.

'y ) _ —(1+x3)-3x2(1-x) _ —1-x3-3x2 +3x3 _ 2x3-3x%-1 _ g(x)
Vx E] 1, +OO[, f (X) - (1+x3)2 - (1+x3)2 - (1+x3)2 - (1+x3)2

b) Vx €] —1; +oo /,(1 + x3)2 > 0 donc le signe de f’(x) est celui de g(x) déterminé a la fin de la
partie A, par suite : Vx € |—1; a[,f'(x) <0 ; Vx€la; +oo[,f'(x) >0 et f'(a) = 0.

On en déduit que f est strictement décroissante sur ] -1;a] et strictement croissante sur [a , +oo/.
Tableau de variation de f,

X -1 a +o0
S ] - 0 +
f 00 0
) Z +
- \
= f(a)

¢) Une équation de la tangente (T) a (C) au point d’abscisse 0 est iy = f'(0)(x —0) + f(0).
Ainsi une équation de la tangente (T)est:y = —x + 1.

-x  x3(x-1)
d) Pourtout x > — 1, f(x) — (—x +1)—m: P
Vx €] —1; +0 /,1+ x> > 0 donc le signe de f(x) — (—x + 1) est celui de x(x — 1).
f)—(—x +1)=0ex = 0oux = 1.

X -1 0 1 + o0

x3 - 0 + +

x—1 - - 0 +

3(x—1)mmmmmmm -0 +

Vx €] —1; 0[U]L;+o[f(x)—(—x +1)>0et Vx €]0;1[, f(x)—(—x +1) <0
Onen dedun X
(C) est au-dessus de (T) sur ] -1; O[ U]1;+ [/ ;(C) est au-dessous de (T) sur ]0 ;1] ;
(C) et (T) se coupent aux points d’abscisses 0 et 1.
3. Représentation graphique de (T) et (C).

N

y
or 8
B
'l 'l I I
- 0 i 3 4 %
14
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EXERCICES

Le plan est muni d'un repére orthogonal (O,1,J).

Dans chacun des cas suivants, f est une
fonction de IR vers IR.

Déterminer les limites de f aux bornes de son
ensemble de définition.

a)s f(x) = T

b) * f(x) =VxZ+x—2 +x—1;

Q) *fx)=V2xZ+1-x+3;

d)f(x) =vVxZ2+1-vx+2;

&) f(x) = ==
D Fw = e

On considére la fonction f de IR vers IR
définiepar:f(x) = Vx2+x+1 —x.

1. Calculer la limite de f en + oo puis interpréter
graphiquement le résultat.

2. Démontrer que la droite (D) d’équation

y = —2x — % est asymptote a la courbe
représentative (Cr) de fen - oo,

3. Etudier la position de (C¢) par rapport a (D).

On considére les fonctions f et g de IR vers
IR définies par :

f() =7z et g(x) =VxZ +1-3x7.

On note (Cf) et (Cy) les courbes représentatives
defetg.

1. Démontrer que (Cr) admet en + oo une
branche parabolique de direction 1’axe des
abscisses.

2. Calculer les limites de g(x) et de

lorsque x tend vers —oo etinterpréter
graphiquement les résultats.

9
X

Etudier la nature de la branche
parabolique a la courbe représentative ( Cy) de f
en+oco dans chacun des cas suivants :

AF) = 250 DG = - VEF L

x+2 "’

) f(x) = 2x2—3vx;d) f(x) = Vx3+8.

Etudier la limite de f en a dans chacun des

cas suivants
a)f() = *Fia =0,
tanx

Dfe) = =25 a = 0

Cosx Vs
Of)=—=;a=73;
2

sin2x

d) fx) = , a=0;

sin3x

/6] 7 est une fonction de IR vers IR.
Dans chacun des cas suivants, démontrer que f
admet en a un prolongement par continuité et
définir ce prolongement .

_ Vx-3 —_q-
W) = =5 0 =9

sinx .

b)f(x) = = ,a =0

Of(x) =% a=-2 .

lx+1]-1"

Soit P la fonction définie et dérivable sur IR
dont le tableau de variation est le suivant :

x -00 -2 2 400
P’(x) -0+ O -
P(x) |-5 3
\8 /' \_4

Démontrer que 1’équation : x € IR, P(x) = 0
admet exactement deux solutions.

Soit f la fonction définie sur IR par :
flx) =—x3 —3x + 1.
1. Etudier les variations de f et dresser son
tableau de variation.
2. Démontrer que 1’équation f(x) = 3
admet une solution unique a dans IR.
2. Justifier que -1<a <0.
3. Donner une valeur approchée de a a 10 pres.
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@ Soit f la fonction définie sur IR par :
3
f) =-F+x*+3.
1.a) Calculer les limites de f en -co et en +oo.
b) Etudier les variations de f et dresser son
tableau de variation.
2.a)Démontrer que 1’équation x € IR,
f(x) = 0 admet une solution unique a.
b) Justifierque 3 < a < 4.
c) Donner une valeur approchée de a a 10 pres.

[0/ Soit f:] -0 - 5[ = 15 s¥eo [
x—3
X

2x+1

(Cr) sa représentation graphique dans un repere
orthonormé.

1. Démontrer que f est une bijection et
déterminer sa bijection réciproque f 1.

2. Tracer la représentation graphique de f, puis
en déduire celle de 1.

Partie A
Soit g la fonction définie sur IR par

gx) = x3 + 2x —2.

1.a) Démontrer que 1’équation :

x €1IR, g(x) = 0 admet une solution
unique a.

b) démontrer: 0,77 < a < 0,78.

2. Démontrer que :
Vx€e]-wo;al,gx)<0;
Vx€e]a;+o[g(x) >0.

Partie B
Soit f la fonction définie sur ] -c0; 0 [U] 0;+o0 [

par :f(x) = x —§+i

x2’
On note (C) sa courbe représentative dans un
repere orthonormé (O,1,J). Unité : 2 cm.

1. Calculer les limites de f aux bornes de son
ensemble de définition.

2.a) Démontrer que la droite (D) d’équation
y = x estasymptote a (C).

b) Etudier la position de (C) par rapport a(D).

3.a) Démontrer que :
ey — 9(X)
vV x ElR*,‘f(X)-f;r
b) Dresser le tableau de variation de f .

c) Donner une équation de la tangente (T) a (C)

au point d’abscisse 1.
4. Tracer (T), (D) et (C).

On considére la fonction f définie

_ x3+2x?

sur R{-1;1} par f(x) =——,

de courbe

représentative (Cr).

1. Soit g la fonction définie sur IR par :

g(x) = x3-3x- 4.

a)Etudier le sens de variation de g et

et calculer ses limites en + oo et en - 0.

b) Démontrer que I’équation g(x) = 0 admet sur IR
une unique solution notée a.

c) Justifierque : 2 < a < 3.

d) Donner une valeur approchée de o a 0,1 pres.

e) En déduire le signe de g(x) selon les valeurs de x.
2. a)Déterminer les limites de f en + o eten - 0.

b) Déterminer les limites de f & gauche et a
droiteen -1 eten 1.

Interpréter graphiquement les résultats obtenus
c)Démontrer que pour tout x €IR\{-1;1},

vy xg(x)
flx) = GZ-1)?
d) En déduire les variations de f et dresser son
tableau de variation.
3.a) Démontrer qu’il existe des nombres réels a, b, ¢ et d

tels que pour tout x €R\{-1 ;1},

cx+d
flx) = ax+b+m.

b) Démontrer que (Cr ) admet une asymptote

oblique (D) d’équation y = x + 2.

¢) Etudier la position relative de (Cr ) et (D).

d) Démontrer que les abscisses des points B et B’ ou

(C¢) admet une tangente paralléle a (D) sont -2+ A3
et -2-4/3.

4. Donner une équation de la tangente (T) a (C¢) au point

d’abscisse 2.

5. Déterminer les points d’intersection de (Cr ) avec la

droite (Ol).

6. Tracer (Cr ) et la tangente (T).
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DERIVEES ET PRIMITIVES
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COMMENTAIRES

DERIVEES

e Ce chapitre vise a :

-consolider les notions abordées en classe de premiére tels que la détermination du sens de variations
d’une fonction et la recherche de tangentes a une courbe en des points donnés ;

- consolider la notion de dérivée et I’étendre a la composée de deux fonctions dérivables ;

- compléter les théorémes concernant la dérivabilité par les notions de dérivabilité a gauche et de
dérivabilité a droite ;

- utiliser des propriétés des fonctions dérivables pour démontrer des inégalités ou établir des
encadrements.

e La définition d’une fonction dérivable en un nombre réel ou sur un intervalle reste la méme que celle
introduire en premiére. On la compléte par la dérivabilité d’une fonction sur un intervalle fermé et par la
dérivabilité a droite et la dérivabilité a gauche.

On définira la notion de demi-tangente a une courbe.

e Le vocabulaire « point d’inflexion » est hors programme, de méme que 1’approximation affine d’une
fonction.

e La dérivée d’une fonction composée et la dérivée d’une fonction réciproque sont des compléments
apportés en terminale. Ces notions doivent garder une place raisonnable et étre considérées comme des
outils pour I’étude de fonction nouvelles ; des fonctions avec radicaux et des fonctions racines n-ieme, les
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fonctions logarithmes et exponentielles.

Dans les cas ou une fonction est définie par raccordement, on se ramene alors a une étude portant sur
chacun des intervalles. 1l est bien entendu que ces cas doivent étre considérés comme exceptionnels et
leur étude doit étre largement guidée.

Les fonctions qu’on peut étudier dans ce chapitre sont en nombre infini, il sera bon de bien sélectionner
celles qui seront étudiées pour obtenir un éventail aussi complet que possible de situations différentes.
L’¢étude des familles de fonctions n’est pas au programme.

e Dans la premiere partie du chapitre consacré a la dérivation, deux themes sont abordés : la dérivabilité
d’une fonction en x et la dérivabilité d’une fonction sur un intervalle quelconque de R.

On ne demandera pas de justifier la dérivabilité d une fonction sur un intervalle lors d’une évaluation.
La dérivée d’une fonction de la forme un (n € Z*) doit étre traitée comme application de la dérivée d’une
fonction composée.

Les dérivées de la forme u® (a € R*)seront abordées dans les chapitres sur les fonctions puissances. Le
programme signale que I’existence de la dérivée d’une fonction réciproque doit étre admise. On se
limitera a 1’utilisation de la formule donnant la dérivée d’une fonction réciproque uniquement en un
nombre réel X, et cela pour des exemples ne présentant pas de difficulté particuliére.

e Pour une bonne mémorisation par les éléves de la propriété donnant la dérivée de la bijection
réciprogue, on donnera 1’énoncé suivant :

Si f est une fonction dérivable, strictement monotone sur un intervalle K. telle que f* ne s’annule pas sur
K. alors f réalise une bijection et sa bijection réciproque f - est dérivable sur f(K) et on a : pour tout

élément a de f(K) : (f 1) (a) = ——

CAPACITES ATTENDUES

CONTENUS
1. Dérivées successives ; nouvelles
notations %; % .

2.Si une fonction est dérivable sur un
intervalle, alors elle est continue sur cet
intervalle.

3.Dérivée d’une fonction composée
(admis) ; application a la dérivation des
fonctions de la forme : u" (n € Z*) et Vu .
4. Existence de la dérivée d’une fonction
réciproque (admise), formule de la dérivée
de la fonction réciproque.

5. Dérivée des fonctions puissances
d’exposants rationnels.

6. Nombre dérivé a droite et nombre dérivé
a gauche d’une fonction en un réel.
Demi-tangentes.

& Démontrer qu’une fonction composée est
dérivable en un nombre réel x, et savoir calculer
le nombre dérivé en x,.

@& Préciser I’ensemble des éléments ou la
fonction réciproque d’une fonction donnée est
dérivable.

<« Déterminer le nombre dérivé de la fonction
réciproque en un nombre réel x, .

<& Etudier la dérivabilité d’une fonction définie
par intervalles en un point de raccordement.

< Interpréter graphiquement la dérivabilité a
droite (resp. a gauche) d’une fonction en un
nombre réel Xo.

PRIMITIVES

e Ce chapitre vise a :
- mettre en place les notions de primitives ;

- initier les éléves au calcul de primitives a partir des formules de dérivation.

e La notion de primitive servira a définir la fonction logarithme népérien qui sera réinvestie dans le

calcul intégral.
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CONTENUS

CAPACITES ATTENDUES

1.Définition d’une primitive

2. Existence de primitive d’une
fonction sur un intervalle (admis)

3. Ensemble des primitives d’une
fonction continue

4.Unicité de la primitive d’une
fonction prenant une valeur donnée en
un point donné

5. Primitives des fonctions de
référence

Primitives de u+v, Au (1 € R),

v' X (u'ov), u'u™(meQ-{-1})

< Déterminer les primitives d’une fonction en
utilisant les primitives des fonctions de référence.
& Déterminer la primitive qui prend une valeur
donnée en un point donné, d’une fonction.

& Déterminer les primitives d’une fonction du
type :

au + v, (a; B) € R%; v’ x (u'ov); uw'u™(m €

Q—{-1}).
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COURS

|. DERIVEES
1. Dérivabilité a gauche - dérivabilité a droite

Activité

Soit la fonction f définie sur IR par f(x) = x|x — 2|.
a) Exprimer f(x) sans le symbole valeur absolue.

f (X) f (2) f&)-f(2)

b) Calculer lzm et lz
xX—2

< >

Définition

Soit f une fonction définie sur un intervalle K et x5 un nombre réel de K.
On note (Cr) la courbe représentative de la fonction f dans le plan muni d’un repére.

m Onditque f estdérivable a gaucheen x, si Jim w
0 —4X0
<

Dans ce cas, cette limite est appelée nombre dérive de f a gauche en x, et se note £, (x,).

fg (xo) est le coefficient directeur de la demi-tangente a gauche a (Cr) au point M(x,, f (x,)) .
FO0)—f(x0)

X—Xo

existe et est finie .

m Ondit que f esttdérivable adroiteen x, si lim existe et est finie .
0

>
Dans ce cas, cette limite est appelée nombre dérivé de f a droite en x, et se note f;(x,) -

fa(xo) est le coefficient directeur de la demi-tangente a droite a (Cr) au point M(xo, f (xo)) -

Exemple

Soit f la fonction de IR vers IR définie par f(x) = (4 —x?)v2 —x . Onnote (C;) sa courbe
représentative dans le plan muni du repere orthonormé (O,1,J) .

1. Déterminer 1’ensemble de définition de f.

2. Etudier la dérivabilité de f a gauche en 2 puis interpréter graphiquement le résultat.

1.D;={x€IR/ 2—x 20}
2—-x=20e x<2.Donc Dy = ]-o0;2].
2. 1im 9T @ _ iy (4x)2x—llm( —x—=2)W2—-x=0.

xX—-2 x—=2 xX—-2 xX—2
< <

Donc f est dérivable a gauche en 2 car hm f(X) ( ) est finie; f5(2) = 0.
<
(Cr) admet au point d’abscisse 2 une demi-tangente horizontale.

Théoréeme

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert K et x, un nombre réel de K.
f est dérivable en x, si et seulement si f;(xo) = fy(xo) .
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Exemple 1

fx) = —5—% , six<-—1

f(x) = -3x%+x,six> -1

et (Cr) sa courbe représentative dans le plan muni d’un repére orthonormé (O, 1, J).

Etudier la dérivabilité de f a gauche en -1 et a droite en -1. f est-elle dérivable en -1 ?
Interpréter graphiquement les résultats obtenus.

Soit f la fonction définie sur IR par {

Solution
f(-1) = -4
1+Xx.
*ona lim 29D =y 25— gy o
x--1 x+1 x--1 x+1 x--1 x
< < <
[QTED ot finie; f,(—1) = 1.

Donc f est dérivable a gauche en -1 car lim
x--1 x+1

FOOFCY) _ gy Z3x24ate

* Ona lim = lim (-3x+4)=7.
x--1 x+1 x—--1 x+1 X—--1
> > >
. N . . fx)-f(-1) s g _
Donc f est dérivable a droite en -1 car xlirle est finie; fy;(=1) =7.

>

f n’est donc par dérivable en -1 car fg(—1) # f3(=1).
(Cr) admet au point d’abscisse -1 deux demi-tangentes de coefficients directeurs respectifs 1 et 7.

Exemple 2
Soit la fonction f définie sur IR par f(x) = 2x|x| —3x + 1.
Etudier la dérivabilité de f en 0.

fO)=1
— —2x2_
*0ona lim OO _ i 2 T3 i oy — 3 = -3,
x—0 X x-0 X X—0
< < <
Donc f est dérivable a gauche en 0 car iﬁw est finie; f7(0) = —3.
<
— 2_
* onalim X9 — i 2273 i (25 — 3) = 3
x—-0 X x-0 X X—0
> > >
Donc f est dérivable a droite en O car iﬁ%w est finie; f;(0) = —3.
>

Conclusion : f est dérivable en 0 car f;(0) = f4(0).

Remarque
Il peut arriver que la représentation graphique (Cr) de la fonction f dans un repere orthogonal admette au

point M(x,, f (x0)) une tangente sans que f soit dérivable en x, .
Ainsi si lim Z977&0) oot infinie ou lim L0
X—>Xg X—Xo X—>Xg —
> <
une demi-tangente verticale.

est infinie, on dit que (Cr) au point d’abscisse x,

0

Exemple

Soit f la fonction définie sur [0; +oo[ par f(x) = vx .
Etudier la dérivabilité de f a droite en O puis interpréter graphiquement le résultat.
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Solution

f() - f(0) v _ o1
mi2 )

li =lim—=Ilim—=+4o.
x—0 X x-0 x x=0/x
> > >

Donc f n’est pas dérivable a droite en 0 car chi_%w n’est pas finie.Cependant (C)admet au point

>
O une demi-tangente verticale.lim Z2~/© _ limﬂ = lim— = 4o

x50 x x50 x  x-0Vx
> > >

Donc f n’est pas dérivable a droite en 0 car ,l}_r)% M n’est pas finie.

>
Exericice 1
Soit la fonction f définie sur IR — {0; 2} par f(x) = 1;'1‘;' et (C) sa courbe représentative donnée

ci-dessous dans le plan muni d’un repére orthonormé (O, I, J).
Etudier la dérivabilité de f en 1 puis interpréter graphiquement les résultats.

Exercice 2

flx) = L six#0

X
1

f0) =3

Soit f la fonction définie sur [—1; +oo[ par

1. Démontrer que f est continue en 0.
2. Etudier la dérivabilité de f aen 0.

Exercice 3

Soit la fonction f définie sur IR*par : f(x) =vx — x .

On note (C) la représentation graphique de f dans le plan muni du repére orthonormé (O, 1, J).
Etudier la dérivabilité de f en O puis interpréter graphiquement le résultat obtenu.

2. Dérivabilité sur un intervalle
Définition

m Une fonction numérique f est dérivable sur un intervalle ouvert K si f est dérivable en tout nombre réel
de K.

m Une fonction numérique f est dérivable sur un intervalle fermé [a ; b] si f est dérivable sur I’intervalle
ouvert |a ; b[, dérivable a droite en a et dérivable a gauche en b.

Propriéte

Une fonction numérique f dérivable sur un intervalle K est continue sur cet intervalle.

3. Dérivabilité d’une fonction composée
Théoreme

Soit f et g deux fonctions numériques telles que fog est définie sur un intervalle ouvert K; x, € K. Si
g est dérivable en x, et f dérivable en g(x,) alors la fonction f o g est dérivable en x; et :

(f 2 9) (x0) = g'(x0) X (f" 2 9)(x0) = g'(x0) X f'[g(x0)] -
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Exemple

Soit la fonction f définie sur IR par: f(x) =v3x?2+1 .
Soit x, un nombre réel.
Démontrer que f est dérivable en x, et calculer f'(x, ) .

Solution

Pour tout x de IR, f(x) = uov(x) avec v(x) = 3x2 + 1 et u(x) =x .
v est dérivable en x ; V(x) = 3x,2 + 1. Comme 3x,2 + 1 > 0 alors u est dérivable en 3x,2 + 1 donc

uov est dérivable en x; .

Pour tout x de IR, v’(x) = 6x . Donc v’(xy) = 6x, .
1

Pour tout x > 0, u’(x) = NG Donc u’(v(xy)) = u’(3xy% + 1) = .

V! 3xy2+1°
’ _ 1 _ 6X _ 3xg
Ona  f'(xo) = 6xo X 23x02+1  2/3x02+1  \/3xg2+1
Conséquences
u est une fonction dérivable sur un intervalle K.
FONCTIONS DERIVEES CONDITION
u™ (n€ZY) nu'u™1 u#z0sin<0
u’ u>0surK
Vu -
2vu
cos(u) —u'sin(u)
sin(u) u'cos(u)
Vi
, ' u(x) # -+ kn (k € Z) pour
tan(u) u' x [1+tan®*(w)] ou CO;(u) ) #3 ( P
tout x e K
Exemples

Dans chacun des cas suivants, f est une fonction dérivable sur IR. Calculer sa dérivée.

a) f(x)=(x?—3x+1)°; b)f(x)=Vx2+3x+5; c)f(x) = cos(x?)

1 .
(2x2+3)%’

X

&) f(x) ==

d) f(x) =

Solution
a)Vx € IR, f’(x) =502x —3)(x? —3x + D*

rroN . 2x+3
b) vx€eIR, f (x)——zm.
OVx € IR, f'(x) = —2xsin(x?).
dVx € IR f'(x) = Jox

IV EIRFN) =~ a 38

X2+ 1—x X —
) _ 2Vx2+1_ 1

&) Vx € IR f(x) = —— 2= e
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4. Dérivabilité d’une bijection réciproque
Theoréme

Soit f une fonction numérique dérivable et strictement monotone sur un intervalle K ;

yo € f(K) et x, € Ktel que yy = f(xg).
Si f'(x,) # 0 alors la bijection réciproque £~ de f est dérivableeny, etona:

—1\7 _ 1 1
(f 1) (Yo) - f'(f_l()’o)) - f’(xo) .

Point méthode

Pour calculer le nombre dérivé de £~ en y, on procéde comme suit :
e On détermine x, € K, tel que f(xy) = yo ;
e Oncalcule f'(xy) eton Vérifie que f'(xy) #0;
e On conclut alors que £~ est dérivable en yy ;
e On détermine enfin (1) (y,) = %xo) .
Exemple
Soit la fonction f définie sur]—oo;%] par: f(x) = x? — x.

1. Démontrer que f réalise une bijection de ]—oo;%] sur [—%; +oo[.
2. a) Calculer f(-1).
b) Démontrer que la bijection réciproque £~ de f est dérivable en 2 et calculer (f~1)'(2).

Solution
10na: Ilim f(x)= lim (x?—x)= limx?= +oo.
X——00 xX——00

X——00
f est dérivable sur ]—oo; %] et pour tout x € ]—oo;%] f(x) =2x—1.
) =0 x =31 Vxel—o [, f(x) <0
Ainsi,f est continue et strictement décroissante sur ]—oo; %] donc f réalise une bijection de ]—oo; %] sur
1 1
£ (J=ooi]) = [ 40].
2a)f(-1)=2.
b)Ona: f(—1) = 2; f(=1) = =3 ;comme f’(—1) # 0 donc la bijection réciproque f~* de f est
dérivable en 2 etona: (f~1)(2) =— !

ey -3

Exercice

Soit la fonction f dérivable et définie sur IR par: f(x) = Vx? + 2x + 3.

1. Calculer les limites de f en -co et en +co.

2. Etudier les variations de f et dresser son tableau de variation.

3. Soit ¢ larestriction de f a [—1; +oo[.

a) Démontrer que ¢ réalise une bijection de [—1; +oo[sur un intervalle I que 1’on précisera.

b) Calculer ¢(0).

b) Démontrer que la bijection réciproque ¢~ de ¢ est dérivable en v/3 et calculer (¢ ~1)'(v/3).
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5. Dérivées successives

Définition

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle K .

Si f " est dérivable sur K, on dit que f est deux fois dérivable sur K ; on appelle dérivée seconde de f et
on note f"" ou @ la dérivée de f' .

Par itération, la dérivée n-ieme de f se note £ = (F(»=1Dy"

Notation différentielle :f’ est notée souvent Z—£ et £(™ est notée % :

Exemple
Soit la fonction f définie sur IR par: f(x) = x3 —2x2+3.
Ona:Vx €IR, f'(x) =3x%2—4x; Vx €IR, f"(x) =6x— 4; VEIR, f®(x) =6.

1. PRIMITIVES
Activité
Soit g la fonction définie sur IR par : g(x) = x + 1.

2
1. Veérifier que g est la dérivee de la fonction f : x+— % +x—-5.
2. Trouver deux autres fonctions ayant g pour dérivée.

1. Définition
Définition

f et F sont deux fonctions définies sur un intervalle I.

F est une primitive de f sur | si F est dérivable sur l et vx € I, F'(x) = f(x).

Exemple 1

3
Soit F:xl—>%+2x+3et fixox*+2
Démontrer que F est une primitive de f sur IR.

Solution
2
F est dérivable sur IR.V x € IR, F'(x) = 3% + 2 =x?+2 = f(x) donc F est une primitive de f sur IR.

Exemple 2

. 1

Déterminer deux primitives de f sur ]0; +ool.

Soit g la fonction définie sur ]0; +oo[ par g(x) = 2vx .

g est dérivable sur ]0; +[. V x € ]0; +oo[, g’ (x) = y

1
2Vx  VE fE.
Donc g est une primitive de f sur ]0; +oo].

Soit h la fonction définie sur ]0; +-oo[ par h(x) = 2v/x — 5 .

On montre de méme que h est aussi une primitive de f sur ]0; +oo.
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2. Propriétés

Propriété 1
Toute fonction continue sur un intervalle | possede des primitives sur I.

Propriété 2
Soit f une fonction continue sur un intervalle | et F une primitive de f sur I.
Toute primitive de fsur Il est de laforme F+couc € IR.

Exemple

Soit f: x = cosx .
Les primitives de f sur IR sont les fonctions x +~ sinx + kot k € IR.

Exercice
Soitf:xH>x—4.
Déterminer les primitives de f sur IR.

Propriéte 3
Soit f une fonction continue sur un intervalle I, y, un nombre réel quelconque et

X est un nombre réel de I.
Il existe une unique primitive de f sur | qui prend la valeur y, en x.

Exemple
Soit f définie sur IR* par f(x) = iz .

X

Déterminer la primitive F de f sur J—o ; O[ qui s’annule en — %

Solution

Les primitives de f sur /—oo ; O[ sont les fonctions : x +— —i +c ouc€IR

F étant la primitive de f sur J—oo ; O[ qui s’annule en — % , F estdelaforme: x +— —% + c avec
F(— %):0 , par suite 2+ ¢ =0soitc =-2.

D’ou F est la fonction définie sur |—oo; 0[ par: F(x) = —% - 2.

Exercice
Soit f définie sur ]0; +oo[ par f(x) = % —-1.

Déterminer la primitive F de f sur ]O ;+oo[ qui prend la valeur % en 4.

Association des Professeurs de Mathématiques de la Région de Gbéké DERIVEES ET PRIMITIVES

29



3. Détermination d’une primitive

Tableau des primitives usuelles
¢ est une constante réelle.

1
x P ——x" 4
n+1

Fonction f Primitives F de f Sur Pintervalle
xXwa (a € IR) xmax+c IR
x = x" (n€lIN) IR

x o= (n€IN\{1}) N ]—o0; 0[0u]0; +oo]
(n—1)xn1
T _ 1 . .
xex” (reQ\{-1}) R S ] 00,0[s!r20
r+1 ]0; +oo[sir<0
x-—>i x e 2Vx+c 10; +oo[
Vx
X > COSX x = sinx +c¢ IR
X — sinx X P —CoSx+c¢ IR
S - x—tanx +c¢ T T
(cos x)? u ]—§+kﬂ,§+kn’[,
x 1+ (tanx)? ke
1
x> cos(ax +b), az0 xHasin(ax+b)+c IR
i 1
x = sin(ax +b) xH—acos(ax+b)+c IR
a+0
Exemples

Dans chacun des cas suivants, F est une primitive de f sur l’intervalle indiqué :

a)f:x»3, F:x»>3x ,surlR
b) f:xm x, F:)Cl—>%x2 ,sur IR
c) fix o x2, F:xv—>§x3 ,sur IR

d) f:x - cosx, F:x - sinx ,surlR.

e):x > x, F:xl—>§x\/§ , sur [0; +oo[

f)f:xr—>x—15, F:xH% ,sur ]0; +oo[
7

9) f:1x - x%V/x, F:x l—>§x§ ,sur [0; +oof
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Primitives et opérations
u et v sont deux fonctions dérivables sur un intervalle | de dérivées respectives
u'et v'continues sur [; <€ IR*.

Fonctions f Une primitive de f sur | Conditions

o u' < u

u' + v u+v

u'u™ (n € IN) L untt

n+1
' 1
u_n (n € IN\{1}) _ u(x) # 0,pour tout x de I
u (n—Dun1?
1
Wit (r e Q\{=1}) uTH u>0surl
r+1

u u>0surl

— 2vVu

‘\/ﬂ \/_

u' cosu sinu

u' sinu —Ccosu

u' X [1+ tan?(u)] x€l

, tanu -
v etu(x) #-+km, k €IR
cos?(u) 2
Exemples
Déterminer les primitives sur I’intervalle I de chacune des fonctions suivantes définies sur I :
A)f (x) =—4Vx , 1=[0; +oo[; b) g(x) =x3+3x%—4x |=R;
1 2, 3 1Al _ 2 _ 10 _

C)h(X) = ;—;-l'm s |—] 00,0[, d)k(X) =% | ]0, +00[,
e) l(x) = 2cos(—=5x + 3), I =R.
Solution

. . g 3 N .
a) Les primitives de f sur [0; +oo[ sont les fonctionsx + —3¥2+c,ouc est une constante réelle.

.l . 1 N ,
b) Les primitives de g sur IR sont les fonctionsx ~ Zx4 + x3 — 2x? + ¢, ol ¢ est une constante réelle.

e . 1 2 1 N
c) Les primitives de h sur ]—oo; 0[ sont les fonctions x—» — — + = — o3 teouc est une constante

2x2  x
réelle.

d) Les primitives de k sur ]0; +oo[sont les fonctionsx = 4+/x + ¢, ol ¢ est une constante réelle.
e) Les primitives de [ sur IR sont les fonctionsx + — %sin(—Sx + 3) + ¢, ou c est une constant réelle.
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TRAVAUX PRATIQUES

Exercice résolu 1
Soit la fonction f est définie sur [ +oo[par f(x) = (4x —1)Vix —
On note (C) la représentation graphique de f dans le plan muni du repére orthonormé (O, 1, J).

f()

1. Calculer llm f(x) et llm puis interpréter graphiquement les résultats.

2. Etudier la dérivabilité de f en - .
3. On admet que f est dérivable sur] +oo[

a) Calculer f'(x) pour tout x de ]Z; +oo[.
b) Etudier le sens de variation de f et dresser son tableau de variation.

. .1
4. Tracer (C) et sa tangente au point d’abscisse T

Solution
1.
lim (4x —1) = llm (4x) =+o00 .

X—+00

x—>+c.>o par Composee lim /4x —1=+40.
lim (\/;) = 400 = X—>+00

Donc par produit, llT f(x) = +oo.
X—>400
o x E[i,-{-oo[, fg(x)z (4x-1)V4x-1 =4xx—1m.

X

4x —1 4x
Nous avons: lim ( ) = lim (—) = lim(4)=4

X—+00 X X—=>+0o \ X X—+00

Deplus limvi4x—1 =+

X—+00
donc par produit: _lim E{x) =+
llln f(x) =40 et lim EC) = 400, donc (C) admet en 400 une branche parabolique de direction
X—+00 X—>+0o0

(QJ).

fe-1(3) N

2.lim =i = lim(4v4x — 1) =0
1 1 1 1 1
x—>Z X — Z x—>Z X — Z X—)Z
1
. 1 _ f(x)—f(z) o 1
donc f est dérivable en 1 car llrrll—lestfmle;f’ (Z) =0.
x—q X — Z

3.a)f est dérivable sur]l- +oo[ etvx e] +oo[ () =4Vax =1+ (4x — 1) ——
Vxe] +oo[ £(x) = 6vax — 1.
b)Vxe] +oo[ £(x) = 6vax — 1.

2vVax—
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VxE€ E; +oo[, f’(x) > 0. Donc f est strictement croissante sur E; +oo[.

Des résultats précédents, on obtient le tableau de variation :

B oo
flx) | 0 +
T
fx)
0

4, Re_présentation graphique de f.

©

Exercice résolu 2

fxX)=x?>+xsix<0

f(x)=vx—xsix=0

On note (C) la représentation graphique de f dans le plan muni du repére orthonormé (O, 1, J).
1. Etudier la continuité de f en 0.

2. Etudier la dérivabilité de f en O puis interpréter graphiquement les résultats obtenus.

3. Calculer les limites de f en —oo et en +oo.

4. On admet que f est dérivable sur |—oo; O et sur ]0; +oof.

Etudier les variations de f et dresser son tableau de variation.

5. Tracer (C) et les demi-tangentes obtenues dans la question b).

Soit la fonction f définie sur IR par{

Solution
1.f(0)=0

. — . 2 —
Ui o) = limx* +2) = 0
i/ = (e =x) =0

>

f est continue en 0 car :fci_% fx)= gclli% f(x)=1(0)
< >
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f&) - f(O) o xP+x

2.91(1_)0 o I;TO(T) = l}ltr_r)lo(x +1)=1
< < <

donc dérivabl b 1f()f() iy
f est donc dérivable a gauche en 0 car lim e — est finie; fy(0) =
. f(x) = f(0) Vx — Vx
l = =g =m0 =l T T PT 1;‘30(_ D

> >

f n'est pas dérivable a droite en 0 car )1€im % est infinie

Conclusion : f n’est pas dérivable en 0

Interprétation graphique : (C) admet au point d’abscisse 0 une demi-tangente a gauche de coefficient
directeur 1 et une demi-tangente verticale.

3. Limites de f en —oo et + oo

xl_l;moof(x) = xl_l;moo(xz + x) =xl_1;moo(x2) =+

. . . A, (VR = e
g £ =l (V=) = i (L= VR) = —encar oy

4.f est dérivable sur ]—oo; 0 et sur J0 ; +oof

Vx € |—0; 0, f'(x) =2x + 1
1 1_1—2\/§
2Wx . 2vx

o x€]-00[ f () =0 &x=—7

Vx € 10; +oof, f'(x) =

f'x)>0 ®x€ ]—% ;0[ et f'(x)<0 &x€ ]—oo; —%[ Ainsi, f est strictement croissante sur

[—% ; 0] et f est strictement décroissante sur] —oo; —%].

e Pourtout x € ]0; +oo[, 2v/x > 0 donc f'(x) a le signe de 1 — 2+/x .

Flx)=0 @1—2\/§=0=>x=%

fl)>0e1-2Vx>0 ©0<x<;.

Ainsi, f est strictement croissante sur[0 ;i] et f est strictement décroissante sur[%; +oo [.

x —0o0 -3 0 % +coo
(%) - 0+ ||+ o -
0 1
£ \ / \
1
-4 o
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Exercices résolu 3
f est la fonction de IR vers IR définie par : f(x) = % On note (C) sa courbe représentative dans le

plan muni du repére orthonormé (O,1,J). L unité graphique est 4 cm.

1. Déterminer 1’ensemble de définition de f.

. Etudier la dérivabilité de f en 1 puis interpréter graphiquement le résultat.

. Calculer la limite de f en -1 puis interpréter graphiquement le résultat.

. Etudier les variations de f et dresser son tableau de variation.

. Tracer la courbe (C).

. Démontrer que f réalise une bijection de ]- 1 ; 1] sur[0; +oo[ .

. Justifier que la bijection réciproque f~* de f est dérivable en 1 et calculer (f ~1)'(1).
. Tracer la courbe représentative (C’) de f~sur le méme graphique que (C).

ONOOT A WN

Solution
_ 1-x
1Dy={x€IR/ 1+x+#0et —2>0 }.

X - 00 -1 1
+00
1-x + + 0 -
1+x - 0 + +
1-—x - + 0 B
1+x

Donc: Dy =] — 1;1].

2. Dérivabilité de f en 1.

1—x 1—-x |[1—x
fGO-fQ) _ . T+x_ . J1+x41+x _ -1

lim————==1Iim =um =llm—=—00
x-1 x—1 x—>1 x—1 x—1 X x—1 —x
< < @-1 < @+ T

Carllm(x+1)’ —0 et (x+1) ’r>0pourxe] 1;1]
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fe) - f@

Ainsi f n’est pas dérivable en 1 car im} 1
- X —

n'est pas finie.

Interprétation graphique
(C) admet une demi-tangente verticale au point d’abscisse 1.

3. Limiteen -1
1—x
lim —— = +owet lim(1—x) =2 donc lim = +oo.
x>-114x x->-1 =114+ x
> >
lim ~— % = 4
im, T = oo : 1-x
x> 114+ x par Co;nposee lim1 1+x - +oo
x——
lim Vx = +o >
X—+00
Ainsi xl_i}r_raf(x) = +o00,
>
Donc la droite (D) d’équation x = —1 est asymptote a (C).
—(x+1)-(1—-x)
4. f est dérivable sur ] — 1; 1[.Pour tout x€ ] — 1;1[ f/(x) = —&= = 1

2\/% (1+x)2\/%
vx €] - 1;1[,—1 < Oet (x + 1)? /i—i > 0.Doncvx €] — 1; 1], f'(x) < 0.festdonc strictement

décroissante sur | — 1; 1],

X 1 1

f'(x) - WWW

+00

f@) T

5. Courbe représentative de f.

(4)

©)

6.f est continue et strictement décroissante sur | — 1; 1] donc f réalise une bijection de ] — 1; 1] sur

f(—11]) = [0;+oo].
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7.0na: f(0) = 1.0na: f(0) = —1 ; comme f’(0) # 0 donc la bijection réciproque f~!de f

est dérivableen 1etona: (f~1)'(1)= f,to) =

8. Les courbes représentatives (C’) et (C) sont symétriques par rapport a la droite (A) d’équation
y = Xx.
Voir figure.

Exercice résolu 4

Le plan est rapporté a un repere orthonormé (O, I, J) (I’'unité graphique est 2 cm).
Soitf la fonction définie sur ]—oo; —1] U [1; +oo[ par: f(x) =x+Vx2 —1.
On note (C) la courbe représentative de f .

1. Démontrer que (C) admet aux points d’abscisses respectives —1 et 1 une demi-tangente paralléele a
(0J).

2. Démontrer que la droite (OI) est une asymptote a (C) en —oo.

3.a) Calculer la limite de f en +oo .

b) Démontrer que la droite (D) d’équation y = 2x est asymptote a (C) en +oo .
c) Etudier la position de (C) par rapport a (D).

4. On admet que f est dérivable sur]—oo; —1[ et sur ]1; +oo.

Etudier les variations de f et dresser son tableau de variation.

5. Tracer (C) et (D).

6. soit h la restriction de f a ]—o0; —1].

a) Justifier que h est une bijection de |—co ; —1] sur [-1;0][.

b) Calculer h(—v2).

¢) Soit ™1 la bijection réciproque de h.

Démontrer que h~! est dérivable en 1 —+/2 et calculer(h=1)'(1 — v2).

1.Dérivabilité de f agaucheen-1:

 f)—=f(=1) x4 Vxr—-1+4+1 _ Vx2 -1 ) x—1
lim —————= lim = lim |1+ =lim 14+ ——
x—><—1 x+1 x—><—1 x+1 x—><—1 +1 x—><—1 Vx2 -1

lim(x—1)=-2

x—->-1

) d quit: lim ——

1 onc par produit: lim = —o00
liylll > = 400 ool Vx? -1
o Vxe -1

Deplus, lim 1 =1
x--1

<
Donc par somme : lim 1+ —— = —oo
x->—1 x2-1
<
_ f) - f(=1) ) - X
Donc xlgfﬁ B —oo,donc f n'est pas dérivable a gauche en — 1 car

<
) —f(=1)
lim ——————
x—><-1 x+1
Par conséquent, (C) admet une demi-tangente verticale au point d’abscisse -1.

n'est pas finie.

Dérivabilité de f a droiteen1:

O fo-f1 . ox+Vxz-1-1 ) x?2 -1 _ x+1
lim———=1Ilim = 1+ (1+ )
x—1 x—1 x—1 x—1 x—1 x—1 x— x2 —1

lim = lim
1
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limx+1)=2
x—-1
{ > x+1

1 donc par produit: lim —— = 4o
lim———= 4w 2lx?2 -1
kx—»l X2 — 1 >
>
Deplus, lim1 =1
x—-1
>
. X+l
Donc par somme : gcl_rg (1 + m) = 4o
>
Donc llm}% = +oo donc f n'est pas dérivable a droite en 1 car
mw n'est pas finie.
x—-1 x+1
>

Par conséquent, (C) admet une demi-tangente verticale au point d’abscisse 1.
2.

_ [x+Vx2-1][x—vx2-1] _ 1
vx <-1Lf()= x—Vx?-1 T ox—VxZ-1

lim (x2—1) = Lim (xz) =+
X—>—00 y .

donc par composée lim x2—1 = 4o
lim \/_— +o0 P p x—>—00

X—+00

Donc lim (—Vx?—-1)=—
xX——00

lim(—yx?—-1)=—wet lim x = —oo doncpar somme lim (x —/x% - 1) = —o0,

X—>—00 X—>—00 X——00

1
Par suite, par quotient lim ————=0.
xo-oy —xZ2 —1
Ainsi, lim f(x) =0
X—>—00

D’ou la droite (Ol) est asymptote a (C) en —

3.a)
llT x*-1)= llm (xz) =+
X—>+ 00
donc par composée lim x%2—1 = 4o
lim \Jy =400 p pos¢ x—l>+oo
y—+o0o

Comme lim /x? —1 = 4w et lim x = 4+ alors par somme llm (x ++/x? — 1) = 4o

X—>+00 X—>+00

Ainsi, lim f(x) = 4o
X—+00

b) Calculons liT [f (x) — 2x]
X—+00

o T T [VxZ- x][\/xz—l +x] __ -1
vV x>1, f(X) 2x X l-x= x+Vx2- x+\/x2 1
. 2 _ 1=
Ona: xg;r_noox +Vx = 400 d’ou par quotient xl_f+moo o~ ,_xz =0.

Ainsi, ll+m [f(x) —2x] = 0.

X—+ oo
D’out la droite (D) d’équation y = 2x est asymptote & (C) en +co.
¢) Etudions le signe de f(x) — 2x

Pourtoutx € Deona: f(x) —2x=vx2—1—x.

® Pour tout x €] — 00; —1],Vx2 —1 > 0et —x > 0 doncvx €] — o0; —1], Vx?2 —1—x > 0.
Donc : pour toutx €] — oo; —1], f(x) —2x > 0.
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® Pour toutx € [1;+o[0Ona:

S oo e A€ it S d | A i e d B
f@) —2x=Vx* -1 —x = —— s e
Pour toutx € [1;+oo[, VX2 —1>0etx > 0donc VXx€ [1;+oo[,VxZ—1+x

Par suite, pour tout x € [1; +oo[, f(x) —2x < O.

Ainsi :Vx €] —o0; —1], f(x) —2x > 0etVx € [1;+o[, f(x) —2x < 0.
On en déduit : (C) est au-dessus de (D) sur] — oo; —1] et (C) est au-dessous de (D) sur[1; +oo.

’ _ 2x _ x
4.Vx €] —00; =1[U]1; +oo[,f'(x) =1 + m_1_|_ﬁ

eV X €]1;4oo[, f'(x) > 0donc f est strictement croissante sur[1; +oo|.

oV x €] — oo~ f/(x) = .

Vx €] — o0; —1[,Vx% — 1 > 0 donc le signe de f'(x)est celui de Vx? — 1 + x.

00 —1[/x2 — -1
Vx €] —oo; —1[[Vx? —1+x N

OrVx €] —oo; —1[, Vx2 —1—x > 0donc Vx €] —o0; —1[, f'(x) < 0.
f est donc strictement décroissante sur]—oo; —1].
Tableau des variations de f

X —0 -1 ;¢;1 + oo
e = — ¥
0 / 400
]
—
fx)
-1 1

5. Représentation graphique

TR RS JOUUR JUUUR JUUUS RO N P SOUUS TS JOUUES0/1% SORRR-SOUUE JOURS JUUUS SRS VU JORE SR SR

6.a)f est continue et strictement décroissante sur |—oco ; —1]. h étant la restriction de fa |—oo; —1]
donc h est continue et strictement décroissante sur |—oo; —1].
D’ou h est une bijection de |—oo; —1] sur h(]—c0; —1]) = [-1;0].
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b) A(—V2)=1-+2
¢) h(—V2)=1- \/f eth'(—J/2)=1—+/2,comme h’(—v/2) # 0 donc h~* est dérivable en 1 — /2.
(h™)'(1-V2) = —%=-1-+2.

Exercice résolu 5
Dans chacun des cas suivants, déterminer une primitive de la fonction donnée sur ’intervalle 1.

a)fx-—>\/_ I=IR ; b) g:x~2Q2x+ D™, I1=IR;
c) hix - % =10; [ d) k:x - x%sin(x®), I=IR.

. 1 1.1 . 2 _
e).xl—>(2x_1)3, I=] oo,z[ f) mxHxy1+x* , I=IR.
Solution

1 u'(x)
2. Ju(
par F(x) = % x2V1+x2 = 1+ x2 estune primitive de f sur IR.
b) Posons u(x) = 2x + 1 donc u'(x) = 2.0n obtient :g(x) = u'(x)[u(x)]** donc la fonction G
définie sur IR par G(x) = 115 (2x + 1)5est une primitive de g sur IR.

a) Posons u(x) = 1 + x2 donc u’(x) = 2x. On obtient : f(x) = donc la fonction F définiesur IR

c) Posons u(x) =1 + cos x donc u'(x) = —sinx.0On obtient : h(x) = — (Z(S; , donc la fonction

H définie sur ]0; [ par H(x) = est une primitive de h sur ]0; |.

1
2(1+cos x)?

d)Posons u(x) = x3 donc u’(x) = 3x2.0n obtient : k(x) = %u’(x)sin(u(x)) donc la fonction K

définie sur IR par K(x) = —%cos(x3) est une primitive de k sur IR.

e) En posant u(x) = 2x — 1doncu’(x) = 2.O0nobtient:I(x) = %%
. s = . _ l -1 _ -1 A . B ' l
La fonction L définie par : L(x) = > X T est une primitive de [ sur | —oo; > [.

f) En posant u(x) = x%+ 1doncu’'(x) = 2x. On obtient : m(x) = %u'(x)u(x)%.

3
La fonction M définie par M(x) = %x %u(x)i = %,/(x2 +1)3 =§ (x? + 1)Vx2Z + 1 est une primitive

de msur IR.

Exercice résolu 6
f est définie sur ]-o0; O[ par: f(x) =

—4x+1
(Zx2 x)2

1. Déterminer les nombres réels a et b tels que :Vx €] — oo; 0[, f(x) == +

(Zx 1)2°
2. Déterminer la primitive F de f sur ]-oo0; O[ qui s’annule en -1.
Solution
Lvx e or L. b a(2x — 1)? + bx? (4a+b)x* —4ax +a
: —0;0[,— = =
* €] [ x2  (2x —1)2 x2(2x — 1)2 (2x2%2 — x)2
vxe] o FGo) N b 3x2—4x+1 (4a+b)x*—4ax+a
—00:" = — Pt =
¥ LI =t a2 © e —a (2x% — x)?
© 3x%2 —4x + 1 = (4a+b)x? —4ax + a
D’ou par identification . 4a+b = 3; —4a = —4 et a = 1,soita=1eth=—1.
1
Ainsi Vx €] — oo; 0[,f(X) =— —m

2. Enposant u(x) =2x—1,0na u'(x) =2etf(x) = x—t—%zz—i’g
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Les primitives de f sur | — oo; 0[ sont les fonctions x — ——+
X

1 1

m+k,kE1R

F étant la primitive de f sur | — oo; O[ qui s ‘annule en —1, 0n a:

F(x) = _; + 2(2x 1)

Donc F est définie sur |—o; 0[ par F(x) = SE

+k et F(—1) =0. Delacondition F(—1) = 0ontirek = —g.

1 5

2(2x-1) 6

EXERCICES

f est une fonction dérivable sur I’intervalle L.
Dans chacun des cas suivants , calculer f'(x)
pour tout x de I.

a) f(x) =-3x3+4x2—-7x+2, I=IR;

f® =2 +Z 4+ —x+1, 1=IR
Q) f(x) = 3x — =+ —— 1 =]0;+oo[;
d) f(x) = 2x2v/x,I =10; +oo[;

&) f(x) === I = ]—o0; —1[;

f)* f(x)—(x -3x+1)°, I=IR;

0)* F)=Vax—1,1=|z;+oo;
i) f) = 5o of = 11 ool
j)f(x)=\/W I=IR;
) fO) = 4 = |55+
) f(x)=cos2x, I=IR;

m) * f(x)=(1ﬁ,l=]—oo;§[;
N* f)= 2= IR

0 f(x) =x31-x)?%, I=IR;
p) f(x) = sinxcos3x, I=IR;

N f@=3+1- g d =1l

f est la fonction définie sur IR par :
fx) = 1—x2 si x € ]—o0;—1]
f)=—"

1. Etudier Ia continuité de fen -1.
2. Etudier la dérivabilité de f en —1.

si x € [—1;4+oo[

f est la fonction définie sur
]—00; =2] U [1; 4o par: f(x) = Vx2 + x — 2
Etudier la dérivabilité de f en -2 eten 1.

Dans les exercices qui suivent, On note (C) la
courbe représentative de f dans le plan muni
d’un repére orthonormé (0,1,J).
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Soit f est la fonction définie sur IR par :
f(x)= x|x =3+ 2.

1. Etudier la continuité de f en 3.

2. Etudier la dérivabilité de f en 3. Interpréter
graphiquement le résultat.

3. Etudier les variations de f et dresser son
tableau de variation.

4. Tracer (C).

f est la fonction définie sur

[0; +oo[par :f (x) = x? — 2+/x.

1. Etudier la dérivabilité de f en O puis
interpréter graphiquement le résultat.

f()

2. Calculer les limites de f(x) et ——

lorsque x tend vers +oo puis 1nterpreter
graphiquement les résultats.

3. Etudier les variations de f et dresser son
tableau de variation.

4. Tracer (C).

@ fest Iafonction de IR vers IR definie

1. Préciser I’ensemble de définition de f

2. Etudier la continuité de f en 0.

3. Démontrer que (C) admet au point d’abscisse
0 une tangente dont on précisera une équation.
4. Etudier la parité de f et en donner une
conséquence graphique.

5. Calculer la limite de f en +oo. Interpréter
graphiquement le résultat.

6. Etudier les variations de f sur [0; +oo[ et
dresser le tableau de variation de f.

7. Tracer la courbe (C).

f est la fonction définie sur IR-{-1} par:
f( ) _x +|x 2|

x+1
1. Etudier la continuité de fen 2.

2. Etudier la dérivabilité de f en 2.
Interpréter graphiquement les résultats.

3. Calculer les limites de f aux bornes de son
ensemble de définition.

4. Etudier les variations de f et dresser son
tableau de variation.
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5.a) Démontrer que les droites (D1) et (D2)
d’équations respectives y = x — 2 et

y = x sont asymptotes a (C) respectivement en
-ooeten+ .

b) Etudier la position de (C) par rapport a (D1)
sur | — oo; —1[U] — 1; 2].

c) Etudier la position de (C) par rapport a

(D2) sur [2; 4oo.

6. Tracer (D1), (D) et (C).

f est la fonction de IR vers IR définie par :
f(x)= Vx%?+3x+ 2.
Partie A
1. Justifier que I’ensemble de définition de
fest] — oo; —2]U[—1; +o0].
2.Etudier la dérivabilité de f en —1 eten —2
puis interpréter graphiquement les résultats.
3. Calculer les limites de f en — oo et en +oo.
4. Etudier les variations de f et dresser son
tableau de variation.

3

5. Démontrer que les droites (D1) 1y = —x — >

et(Dy):y=x+ % sont asymptotes a (C)
respectivement en —oco eten + oo .
6. Démontrer que la droite (A) d’équation

X = — %est un axe de symétrie de (C).
7. Donner une équation de la tangente
(T) a (C) au point d’abscisse 0.

8. Tracer (D), (D2),(T) et (C).

Partie B

Soit g larestrictionde f a[-1; +oo[.

1. Démontrer que g est une bijection de

[-1; +oo [sur [0 ; +oo [.

2. Justifier que la bijection réciproque g~ de
g est dérivable en /2 et calculer

(971 (V2).

9] f est la fonction sur définie sur IR par
X
f(x) =1+ \/ﬁ
1. Démontrer que f est une bijection de IR sur
un intervalle K que 1’on précisera.
2. Justifier que la bijection réciproque f~*
de f est dérivable en 1 et calculer (f~1)'(1).
3. a)Tracer (C).
b)Tracer (C’) la courbe représentative de f 1.

[1q] f est la fonction définie sur [0 ; 1] par :
flx) =x—2vx +1.

On prendra pour unité graphiquel0 cm.
1. Etudier la dérivabilité de f en 0.
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Interpréter graphiquement le résultat.

2. Démontrer que f est une bijection de [0 ;1]
sur [0 ; 1]

3. Démontrer que pour tout x € [0; 1],
feof()=x

En déduire la bijection réciproque de f.

4. Construire (C).

f est la fonction de IR vers IR définie par :
f(x)=Q2-x)V4d—x2.

L’unité graphique est 2cm.

1. Etudier la dérivabilité de f en -2 et en 2 puis
interpréter graphiquement les résultats.

2. Etudier les variations de f et dresser son
tableau de variation.

3. Donner une équation de la tangente (T) a (C)
au point d’abscisse 0.

4. Tracer (T) et (C).

f est la fonction définie sur IR par :
f(x) = Vx?2+1—x.

1. Calculer la limite de f en +oo.

Interpréter graphiquement le résultat.

2. Calculer la limite de f en —oco.

3.a) Démontrer que la droite (D) d’équation
y = —2x est asymptote a (C) en —oo .

b) Etudier la position de (C) par rapport a (D).
4. Etudier les variations de f et dresser son
tableau de variation.

5. Tracer (D) et (C).

£ est la fonction définie sur

] = o0; =1] U [1; +oo[ par:

) = x+Vx2—1
fx) = 2 x
Partie A

g est la fonction définie sur ]1; 4+oo| par :
gx) = 2-x%Vx2 -1
1. Calculer la limite de g en +co .
2. Etudier les variations de g et dresser son
tableau de variation.
3.a)Démontrer que I’équation
x €]1; 4+oo[, g(x) = 0 admet une solution
unique a et que 1< a < 2.
b) Donner une valeur approchée de a a 107 pres.
4. Justifier que :

Vx €]1;a[,g(x) >0
{Vx €]a; +oo[,g(x) <0

Partie B

1. Etudier la parité de f.

2.a) Calculer la limite de f en +oo.

b) Démontrer que la droite (D) d’équation
y=— §+1 est asymptote & (C) en +co .

c) Etudier la position de (C) par rapport a (D)
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sur |1; +oo.

3. Etudier la dérivabilité de f en 1 puis
interpréter graphiquement le résultat.
4.a) Démontrer que : V x €]1; +oo],

, g(x)
) =r—r—=
2x2Vx?% —1
b) Dresser le tableau de variation de f.
5. Démontrer que : f(a) = — 2+ %

6. Tracer (C) et (D).

Dans chacun des cas suivants déterminer
une primitive de f sur I’intervalle 1.
a)f(x) =%3+4x2—x+3, I=1IR;

2 6 3

1
b) f(x)zp—x—3+g—ﬁ,
I =]0; +oo[;

o) f(x) = (x = 1D)(x + 2)%, I =IR;

d)f (x )—

=]0; +oo[;
e) f(x) = +\/_ I =]0; +oo[;
f) f(x) = —2sinx + cosx,l = IR;

0)f (x) = tan’x ,I =]0;Z[.

Dans chacun des cas suivants, démontrer
gue F est une primitive de f sur ’intervalle I.
a)f(x) = 3x? —1 ;
F(x)=(x—2)(x*+2x +3), I=IR.

b) f(x) =x(5Vx +4);

F(x) = 2x*(Vx + 1), 1 =]0; +oo[.

Dans chacun des cas suivants, déterminer

une primitive de f sur I’intervalle considéré.
a) * f(x) = 3x%(x3 — 1)*%, surlR;

b)* f(x) =
o) f(x) =

1
a=n sur |1; +oo[ ;
(4x +1)3, surlR;
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d) * f(x)— 2)4, sur | —1;1[;

e)* f(x) = m )
f)* f(x) = 3sin2x + cos(x — 1),sur IR;
g)* f(x) = )ZC+1’ surIR;
Nf(x)=x—1+——, sur]—o; 1[;

sur ]0; +oo[ ;

(1- )3 ’
i) * f(x) = cosxsin?x , surlR;
i) * f(x) = xsin(x?),sur IR ;
k)= f(x) = \/ﬂ , surlR;
D flx)= (:;nz)z , sur [0;7] ;
mf(x) = xVx?2+1 ,surlIR;

n)f(x) = 3cos(2x — 3), sur IR.

[17) Soit f définie sur 11 ;+oo[ par :
X +2x
f( ) - (X 1)2 .
1. Justifier que : ¥ x €]1 ;+oo],
1

fx)=1- e

2. Déterminer les primitives de f sur ]1 ;+ool.

Soit £ définie sur ]0;+co par :
Flx) = -2x%-1

x(x3+x)2 "
1. Déterminer les nombres réels a et b tels que :
Vv x €]0 '+oo[
b
fx) = (x2+1)2 T

2. Déterminer les primitives de f sur ]0 ;+oo.

Soit f la fonction définie sur ]-co ;1] par :
f(X)= xvV1—x.

Déterminer les nombres réels a, b et ¢ tels que la
fonction F: x = (ax? + bx + c)v1 —x

soit une primitive de f sur ]-co ;1[.

DERIVEES ET PRIMITIVES



FONCTION LOGARITHME NEPERIEN
ETUDE DE FONCTIONS FAISANT

INTERVENIR In

COURS ..o 44
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EXERCICES ... 66

COMMENTAIRES

e Ce théme vise & :
- définir et étudier la fonction logarithme népérien;

- mettre en place les primitives des fonctions de la forme % .

e La fonction logarithme est nouvelle en terminale, son introduction vient compléter et enrichir les
fonctions étudiées a ce niveau.

La maniére d’introduire la fonction logarithme népérien n’est pas imposée.

11 y’a plusieurs approches possibles :

- approche historique ;

- approche avec la calculatrice ;

- approche avec |’utilisation des propriétés des primitives.

L’usage de la calculatrice renforce les possibilités d’étude de cette notion aussi bien pour effecteur des
calculs que pour permettre de conjecturer des résultats.
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e La représentation graphique de la fonction logarithme népérien doit &tre connue des €éléves car elle
permet de retrouver de nombreux résultats (ensemble de définition, signe, limites, valeurs particuliéres,
branches paraboliques).

e La bijectivité de la fonction logarithme népérien permet d’introduire le nombre e.

e Aucune étude des propriétés de la fonction logarithme décimal ne sera faite mais on 1’utilisera dans les
exercices.

e | a croissance “’lente’’ de la fonction logarithme (illustration de la branche parabolique) pourra étre
étayée avec les calculs numériques.

Ce résultat sera réinvesti lors de 1’étude des croissances comparées des fonctions logarithme népérien,
exponentielles et puissances.

CONTENUS CAPACITES ATTENDUES

1. Fonction logarithme @ Résoudre des équations ou inéquation faisant intervenir la
népérien fonction logarithme népérien.

- Définition , notation @ Déterminer les primitives d’une fonction du type % :
propriétes, < Etant donnée une fonction f faisant intervenir la fonction

représentation graphique
- Limites de référence
2. Dérivée du type

logarithme :

-trouver les limites de f aux bornes de son ensemble de définition ;
- étudier les variations de f

Inu et Inful , - représenter graphiquement f.

3. Primitives de "7

4. Logarithme décimal
Définition
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ACTIVITES

Decouvrir la fonction In avec une calculatrice.

La calculatrice possede une touche | In | qui correspond & une fonction inconnue dans les classes antérieures

a la Terminale et appelée fonction logarithme népérien du nom de son inventeur 1’écossais John Napier ou
Neper (1550-1617).

Le but de cette activité est de découvrir quelques-unes des propriétés de cette fonction.

1. Essayer de calculer In x pour les valeurs suivantes de x :
-5;-2;-0,7;0;0,001;0,2;05;1;1,3;2;7;10;100 ;990 ; 100000 ; 10° .

2. Conjecturer :

- ’ensemble de définition de la fonction In ;

- le sens de variation de la fonction In ;

- les solutions des inéquations: Inx <0; Inx>0;
- la limite de la fonction In en +oo et en 0.

3.a) A I’aide de la calculatrice, comparer In5 et Iné .

Que peut-on conjecturer ?

b) A I’aide de la calculatrice, comparer In2 + Inv/3 et In2+v/3.
Que peut-on conjecturer ?

Une primitive de la fonction x + i

1. Justifier que la fonction x — % admet une seule primitive F sur ]0; +oo[ et qui s’annule en 1.

2. Soit la fonction ¢ définie sur ]0; +oo[ par ¢p(x) = F(ax) — F(x) — F(a) ou a est un nombre réel
strictement positif.

a) Démontrer que la fonction ¢ est constante.
b) En déduire que Vx € ]0; +oo[, F(ax) = F(a) + F(x) .
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COURS

I. DEFINITION ET PROPRIETES

1. Définition et notation

On appelle fonction logarithme népérien, la primitive sur ]0 ; +oo[ de la fonction

1
x +— — qui s’annule en 1.
x

Elle est notée In.

2. Conséquences

m [’ensemble de définition de In est ]0 ; +00[ etlnl=0.

m In est dérivable sur ]0; +oo[ et pour toutx € ]0; +oo[,In'(x) = i :

In est strictement croissante sur ]0; +oo].
mV(a;b) €IRy XIR}, Ina=Inb&ea=b
mV(a;b) IR, XxIR}, Ina<Ilnb&ea<b
mVx €]0;1[, Inx <0 etVx €]1; +oo[,lnx >0 .

Exemple

Résoudre dans IR

a) I’équation In(x2 —1) =0 (E)
b) I’inéquation In(—2x) < 0 (I).

a) Soit D I’ensemble de validité de [’équation (E).
xeD &x?2—-1>0.
On en déduit que D = ]—oo; —=1[ U |1; +oo].
(E) @xeDet In(x2—-1)=0

e xeDet In(x?2 —1) = Inl

exeDet x2—-1=1

exeDet x2 =2

exeDet x=—V/2o0ux=+2
L ensemble des solutions de (E) est S = DN {—v2;v2} ={—V2;v2}.
b) Soit V I’ensemble de validite de l’équation (I).
X eV & —2x>0.
On en déduit que V = |- ;0].
() @xeVet In(—2x) <0

&x €Vet In(—2x) < Inl

exeVet —2x <1

X EVet x>—%

L ’ensemble des solutions de (I) est S = Vn]—%; +oo[ :]—%; O[.
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3. Propriéteés algébriques

Proprieté fondamentale

Pour tous nombres réels strictement positifs a et b, Inab = Ina + In b

Conséquences de la propriété fondamentale

Pour tous nombres réels strictement positifs a et b et tout nombre rationnel , on a :
1 a
ln<5)=—lnb ; ln(3)=lna—lnb ; In(a"™) =rlna

Remarques : Si a et b sont deux nombres réels non nuls tels que ab > 0, alors :
e In(ab) =In|al +In|b|;

e In (%) = In|a| — In|b|.

Exemple 1

Exprimer chacun des nombres suivants en fonction de In3 etln5:

In15 ; In45 ; InZ ; In(75V5).

IN15=1In(3x5) =In3 +1In5;
In45 = In(32 x5) = In(32) + In(5) = 2In3 + In5;

25
ln? = In25 — In3 = 2In5 — In3;

1

In(75V5) = In(75)+ In(V5) = IN(3x52) + In(52) = In3 +>In5.
Exemple 2
Résoudre dans IR I'équation (E) : In(2x) - In(3-x) = 2In(3x-4) .

Soit D I'ensemble de validité de (E).
D={x€lIR, 2x> 0et3—x>0et3x—4>0}.

Donch]i; 3[.

3

(E) & x €D etin(2x) - In(3-x) = 2In(3x-4)
2

(E) ©®x €D et]n(i) =In(3x — 4)*

(B) > x €D et(X) = (3x — 4)?

(E) =x €D et-9x3 + 51x2 — 90x + 48 = 0

On vérifie que 1 est une solution dex € IR, —9x3 + 51x? — 90x + 48 = 0.
On trouve aprés factorisation que les solution de I'équation x € IR, —9x3 + 51x?> — 90x + 48 = 0

sont:1,;2; g.
1€Det2€eDet > ED.
Finalement I'ensemble des solution de (E) est{Z ; g}
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Exercices

. . . 1
1. Soita>0et b> 0. Exprimer en fonction de Ina etlnb le nombre In(ﬁ).
2. Démontrer que In(2 +v3) +In(2 —v3) =0
3. Dans chacun des cas suivants , comparer sans calculatrice les nombres x ety
ax=In3ety=In2; Db)x=In5ety=In2+1In3; c)x=2In3et y=3In2
4. Soit a et b les nombres réels définis par :

7 1

a=In567 —In72 —Inz+In—eth = InV135 + InV75 — In V15 — Inv27

Montrer que a = —In3etque b =Inb5.

Exercice

Résoudre dans IR

a) 'équation (E) : In(2x-3) + In(x+1) =In(x%? +9) .
b) I'inéquation (I) : In(2 x) - In(3- x) < 2In(3 x -4) .

. LIMITES DE REFERENCE

Propriétes

i) lim Inx = 400 ii)limlnx = —o0
X—+00 x>0
>
Lo g Inx : :
iii) lim —=0 iv) limxlnx=0
xX-too X x;O
~ Inx .. In(1+x)
v) lim =1 vi)lim——==1
x->1Xx — 1 x—0 X
Exercice

Calculer les limites :

a)lim(x —Inx) ; b) lim(x — In x);
xX—+00 x-0
>

1
) xl_i)r_Poo(; + Inx );

e) lim In(x? —3x +5);

Inx

g)}cl—rgxz —1’

x+1

) Jim_atn

);

1
d) }Cl_r}?)(;+ Inx);
f)  Jim In(x?>+1)—In(Bx% + x — 1);
X—+00

~ In(1+x?)
h) lim ———;
x-0 X
x+1

).

D) L‘L’%xl”( .
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I11. REPRESENTATION GRAPHIQUE DE LA

FONCTION: x— Inx

Le plan est muni d’un repére orthonormé (O, LJ ). On note (C) la courbe représentative de la fonction In

dans le plan muni du repere (O,1,J).

1. Tableau de variation

X 0 +o0
(In)'(x) +
+o00
In(x) /

2. Asymptote et branche parabolique
Ona Li_t}(l) Inx = —oo donc la droite (0])est asymptote a(C).
>

lim Inx = 4+ooet lim X =0 donc (C) admet en + oo une branche parabolique de direction (Ol).

X—+00 x—+00 X

3. Bijectivité — Nombre réel e
Propriété 1

La fonction In est une bijection de ]0 ;+oo[ sur IR.

Propriéte 2

Il existe un unique nombre réel noté e tel que Ine = 1.

Une valeur approchée de e a 107 preés est 2,718.

4. Représentation graphique

m Tangentes particulicres
Une équation de la tangente (T) a (C) au point d’abscisse 1 est 1y =X — 1.

Une équation de la tangente (T”) a (C) au point d’abscisse e est: y = g .
m Représentation graphique
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Exercice 1

Soit f la fonction définie sur [0; +oo] par : {]}((?) __)(C)(l Inx), six > 0.
1. Etudier la continuité de f en 0.

2. Etudier la dérivabilité de f en 0.

Interpréter graphiguement ce résultat.

3. Calculer la limite de f en +co.

4. Etudier les variations de f et dresser son tableau de variation.

5. Tracer la courbe représentative (C) de f dans le plan muni d’un repére orthonormé (O,1,J).

Exercice 2
Soit f la fonction de IR vers IR définie par : f(x) =

1. Déterminer 1’ensemble de définition de f.

2. Calculer les limites de f en 0 et en +co.

Interpréter graphiquement ces résultats.

3. Etudier les variations de f et dresser son tableau de variation.

4. Tracer la courbe représentative (C) de f dans le plan muni d’un repére orthonormé (O,LJ) d’unité
graphique 2 cm.

—1+2Iinx
x2

IV. EXEMPLES D’EQUATIONS ET D’INEQUATIONS

Remarque : Pour tout nombre rationnel r ona: r = Ine” .

1. Exemples d’équations
Résoudre dans IR les équations suivantes :
(E)):2Inx—=3=0 ; (Ey): (Inx)>—5lnx—6=10

Solution
Résolution de (E1) : L ensemble de validité Dy de [’équation (E;) est D; = ]0 ; +00[

3 3 3
Soith]O; +00[, Zlnx—3=0@lnx=§@lnx=lne5®x=65. Et comme ez €

3
10; +oo[ ,alors l'ensemble des solutions de (E;) est {eE} )

Résolution de (E,) : L’ensemble de validité D, de [’équation (E,) est D, = ]0; +ool.

Association des Professeurs de Mathématiques de la Région de Gbéké ~ FONCTION In 51



Vu la forme de [’équation, il convient d’effectuer le changement de variable X= In x ; On obtient alors

X?—-5X—-6=0,50it X = —1ouX = 6. Parsuite [’équation (E,) équivaut a :
Inx=—-1oulnx=6 ,s0it x=e 1oux=e®.

Et comme e~!et e® appartiennenta 10; +oo[, alors I’ensemble des solutions de (E») est {e~1 ; e®}

2. Exemples d’inéquations
Résoudre dans IR chacune des inéquations suivantes :
(l)Inx+1<0 ; (1):@B-Inx)(nx+2)<0 ; (ls):(Inx)2—-5lnx—6>0

Solution
Résolutionde (1) : Inx+1 <0
L’ensemble de validité D; de (l1) est D;=1]0; +oo[
Soitx €]0; +oof,
mx+1<0 eohx<-1ohx<heloeld<x<el
L ensemble des solutions de (1) estdonc ]0; e 1[.
Résolutionde (1) :(3 —Inx)(Inx+2) <0
L’ensemble de validité D, de (12) est D,={x € IR/ x > 0}=]0; +ool.
Soit X € ]0; +oof.
B-Inx)(Inx+2)=0 @lnx=3oulnx=-2ex=e3oux=e"
Soit x€ ]0; +oo[,
3-lnx<0 e —-nx<-3
©lnx >3
o x>ed

2

Soit x€ ]0; +oof,

Inx+2<0ehx< -2
e0<x<e?

D’ou le tableau suivant

x 0 e ? e3 +00
3—Inx + + 0 -
Inx+2 — 0 + +

B—-—Inx)(Inx + 2) - 0 + 0 —

Donc [’ensemble des solutions de l'inéquation (I)) est 10; e 2] U [e3; +oo[

NB : Il est important de noter que dans cette méthode, ’omission de I’étude locale des signes des
différents facteurs invalide le tableau de signe.

Résolution de (1) : (Inx)? —5lnx—6 > 0 :

L’ensemble de validité D4 de (13) est D;={ Xx€IR/ x>0} =]0; +oo[

Vu la forme de l'inéquation, il convient d’effectuer le changement de variable X = In x , alors on obtient

l’inéquation

X€IR, X*-5X—-6>0.

Le polynéme du second degré X2 — 5X — 6 ayant pour racines —1 et 6 , il vient :

X2-5X—-6>0oX€]|—w; —1[U]6; +oo| (régle du signe d’un polynéme du second dedré)

Par suite, pour tout x € ]0; +oo[, (Inx)?> —5lnx—6> 0 Inx € |—o0; —1[U]6; +oo[
Shx<-lou Inx>6
o0<x<elou x>eb
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D ou, I’ensemble des solutions de I’inéquation (I3) est 10;e~1[ U ]e®; +oo[

3. Exemples de systemes
Résoudre dans R x R chacun des systémes suivants :

2Inx-2Iny=-2 ) X+y =7
" |3Inx+Iny =5 “|Inx+Iny =12

Solution

_ 2Inx-2Iny=-2
1. Résolution de
3Inx+Iny =5

Ensemble de validité Ev :
Ev={(x;y)eRxR/x > 0ety > 0}
Ev =]0; 40 [x]0; +oo [

Pour tout (x; y) €]0; 4o [X]0; +oo [,enposantX = InxetY = Ilny, t{

{2X—2Y=—2(:){X:1(:){lnx=1 (:){x=e
3X+Y =5 Y=2 lny=2 y = e?

.|

(Inx)(Iny) =11
In(xy) =-12

2Inx —2Iny =-2
3lnx+Iny =5

€10, +w [ete®€]0; +oo [ alors I’ensemble des solutions du systéme est Sgx r = {(€ ; €°)}.

Remarque : Le systeme peut étre résolu sans changement de variable

X+y =7
Inx+Iny =12
Ensemble de validité

2. Résolution de {

Ev={(x; y) eRxR/x > 0ety > 0}=]0, +o0o [X]0, to [

X +y =7 X+y=7 X+y=7
= S
Inx+Iny =In12 Inxy =In12 xy =12

Si x et y existent alors ils sont les solutions de I'équation : X €10 ; +oo [, X*-TX +12=0

X elo; 40, X*—-7X+12=0oX=40uX=3

Les couples solutions du systeme sont donc (4 ; 3) et (3; 4). Skxx={(4;3); (3; 4)}.

(Inx)(Iny) =11

In(xy) =-12
Ensemble de validité

3. Résolution de {

Ev ={(x;y)eRXR/x >0ety > 0etxy > 0}=]0; +o0[X]0; +oo[

(Inx)(Iny)=11 (Inx)(Iny)=11
{In(xy) —12 Q{Inxﬂny —12

Si Inx et Iny existent alors ils sont les solutions de I'équation : X€ R, X*>+12X +11=0

-1 et -11 sont les solutions de I’équation X* +12X +11 =10
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Le systéme équivaut a {lnx ~ 7 ou {lnx =-11 soit{x =e ou {x =e”
y q ln_’y:—ll lny:—]_ ! y:e—ll y=e"

Les couples solutions sont (™ ; ey et (6™ ; eh) . Srxr={(€*; ™) ; (e ; eM}.

11
1

V. FONCTIONS DU TYPE Incu ou Ine |ul

1. Dérivées
Propriéte

i) Si u est une fonction dérivable sur un intervalle 1, telle que pour tout x € I, u(x) > 0, alors la
fonction In o uest dérivable sur I. Dans ce cas,ona: (Inou) = u;’

ii) Si u est une fonction dérivable sur un intervalle |, telle que pour tout x € I, u(x) # 0, alors
!

In o |ulest dérivable sur I. Dans ce cas,ona: (Ino |u|)' = ”

NB : La formule de la dérivee est la méme pour Inou et Ine |u|, seul I'ensemble de définition est
eventuellement différent de ['une des fonctions a I’autre.

Exemple

Dans chacun des cas suivants, on admet que la fonction f de IR vers IR est dérivable sur chaque
intervalle de son ensemble de définition.

Déterminer 1’ensemble Dy de définition de f et calculer la dérivée f' de f :

a) f(x)=In(6—-2x); b)f(x)=In|(x—-2)Bx+1)]|.

Solution
a) Dy ={ x€IR/ 6 — 2x > 0}
6-2x>0 © —2x>—-6 © x<3 ,douDs=]-o0; 3[

Pour tout x € |—o0; 3[, f'(x) = 6:;: %
b) Dy ={x€IR/(x —2)(3x + 1) # 0} = IR\{Z; _%}

L1 , _1Bx+1)+3(x—-2) __ 6x—5
Pour tout x & IR \ {2 ’ 3} S0 = (x-2)(3x+1)  (x—2)(3x+1)

Exercice
Dans chacun des cas suivants, on admet que la fonction f de IR vers IR est dérivable sur chaque
intervalle de son ensemble de définition.

Déterminer 1’ensemble D de définition de f et calculer la dérivée f' de f :

2x—1
@) f) =In(=x);  b) f() =Inf2x +5]; ) f@) =In(T-—);
d) f(x) =X+1—%; e)fx)=—DIn2x+1); ) f(x) =In(2x—1) —In(1+x).
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2. Primitives
Propriété
Si u est une fonction dérivable sur un intervalle I, telle que pour tout x € I, u(x) # 0,et si u’ est continue

i
sur | alors une primitive sur I de la fonction ”; est la fonction In o |u| .

Exemple
Dans chacun des cas suivants, déterminer une primitive de f sur I’intervalle .

8) f(x) = 1=]-00;0]
D) F0) = grg i 1= | =55
0 f() =i 1=IR

a) En posant u(x) = x = u'(x) = 1. Donc f(x) = u((;f))

La fonction F définie sur ]—oo; O[ par : F(x) = In|x| est une primitive de f sur ]—oo; 0[.

b) En posant u(x) = 2x + 1 = u’(x) = 2. Donc f(x) = (u—("))

u(x)
La fonction F définie sur ]_E; +oo[ par : F(x) = —Eln|2x + 1| est une primitive de f sur ]—%; +oo[.

d) En posant u(x) = x* + 1 = u’(x) = 4x3. Donc f(x) = (u_("))

u(x)
La fonction F définie sur IR par : F(x) = Zln(x + 1) estune primitive de f sur IR.

Exercice
Dans chacun des cas suivants, déterminer une primitive de f sur I’intervalle L.

2x+1 |

Q) () = 571 1=10; o] d) () = 73 1= 1111
b =2 i 1=]-w;2
S @f()—m“x)l-]wﬂ{
©) f(x) =x2+2x+3;|: IR

0 f() = gzt 1=10; o]

xInx ’

VI. LOGARITHME DECIMAL
1. Définition

On appelle fonction logarithme décimal la fonction notée log définie sur ]0 ; +oo[ par :
Inx

In10

logx =

NB. Ona log10 = 1etlogl = 0

2. Propriétes

Pour tous nombres réels strictement positifs a et b et pour tout nombre rationnel r, on a:

1
M log(ab) =loga +logh | logE = —logh

a
M log (E) =loga —logh | loga” =rloga

Bloga=r&a=10"
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TRAVAUX PRATIQUES

Exercice résolu 1

Résoudre dans IR les équations proposeées :
(Ex): In(x —2) +In(x + 2) = In(x + 8)
(E2): In(x?—4)=1In(x+8).

Solution

mRésolution de (E1): In(x —2) +In(x+ 2) =In(x + 8)
L’ensemble de validité de (E1)estD; ={x €IR/x—2>0,x+2>0etx+8> 0}=]2;+00[
Soitx € |2;+oo[,ona:
In(x —2)+In(x+2) =In(x +8) & In[(x — 2)(x + 2)] = In(x + 8)
ox-2)(x+2)=x+8
©x?-x—-12=0©ox=-3o0ux=4%
—3 & ]2;4+ [ et 4 € |2; + [ donc [’ensemble des solutions de ( E1) est {4} .

mRésolution de (Ez) : In(x? —4) =In(x + 8)

L’ensemble de validité de (E; ) est D, = {x EIR | x> —4 > 0 et x + 8 > 0}
x2—4>0 © x €]—00;—2[U]2; +00[

x+8>0 ©x>-8 ©x€]-8; +0[

Dy =(]-o;—2[U]2;4o[)N]-8; +oo =]-8;-2[U]2; 4|

Soitx € D,,

In(x2—4)=In(x+8) e x?—4=x+8 ©x>—x—-12=0 ©x=-3oux=4
—3 € D, et 4 € D, donc l’ensemble des solutions de ( E») est {—3; 4} .

Exercice résolu 2

Résoudre dans IR les inéquations suivantes.
a) In(2—-3x)<0

b) In(5—x)+1In3>In(x—1)

c) A—x)In(x—1)>0

a)Soit(;): x€IR,In(2—-3x)<0.
2

L’ensemble de validité de (1) estD = {x €IR/2-3x >0} = ]_00;5[
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Soitx € D,
In(2—-3x) <0 In(2—-3x) <In(1)
2-3x<1
e x 2§
, . 2 1 1 2
Donc I’ensemble des solutions de (1) est]—oo;g[n [5 ; +oo[ = [E ; 5[.
b) Soit (I;): x € IR, In(5—x)+1In3 >In(x — 1)
L’ensemble de validité de (1,)estD = {x EIR/5—x >0 etx—1>0}=]1;5[
Soitx € D,
In(5—-x)+In3=>In(x—1) ©In[(5—x) x3] >In(x —1)
©15-3x=2x—-1 © —-4x>-16 ©x<4
Donc |’ensemble des solutions de (I,)est]1;5[N]—o0; 4] = ]1; 4].

c)Soit(I3): x€IR, B—x)In(x—1)>0
L’ensemble de validité de (1) estD = {x € IR/ x—1>0} = ]1; +ool.
Soitx € D,
e3—x=0x=3.
eln(x —1) =0 ©In(x —1) =1n(1)
eox—1=1

ox=2.
eln(x —1) >0 ©In(x —1) >1In(1)
eox—-1>1
ox>2.
x 1 2 3 +o00
3—x + + 0 -
In(x — 1) - 0 + +
B —-x)In(x—-1) - 0 + 0 -

Donc | ’ensemble des solutions de ( I3) est ]2; 3[.

Exercice résolu 3
Dans chacun des cas suivants, calculer les limites de f au bornes de son ensemble de définition Dy .

a) f(x) =In(2x — 6) by F(x) = 1-2Inx c)f(x) = 2x+3—Inx
1-1

nx

a) D ={x€IR/2x—6>0}=]3; +ool.

® Posons X =2x —6;0na: lim f(x) = lim InX = —oco.
xX—3 X—0

> >

® Posons X =2x—6;0na: lim f(x)= lim InX = +oo.
X—+oo X—+00

by Df ={x€IR/x>0et 1—Inx #0}.

Soit x €]0; +oo.

l-lnx=0=Inx=1

Sx=e.
Donc Dy =10;e[ U Je; +ool.
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e Posons X=Inx;ona: lim f(x) = lim 2= lim —= = lim 2=2.
x—0 X -X X X X
>

e Posons X=Inx;ona: lim f(x) = lim —= = lim == = lim 2 =2
Xx— 400 X—+4 1-X X—+ -X X—+
e Soitx €]0; +ool.
l-lnx >0 ©lnx <1
S0<x<e.
X 0 e + oo
1—Inx + 0 -
y _ 1 1—21nx_l_ (1-21 )( 1 )
xlgéf(x)_x%% 1 —Inx _x%’ne X 1—Inx

}i_mw(l —2Ilnx) = -1

> ) ) 1
( 1 ) . donc par produit : lim (1 —2Inx) (1 — lnx) = 4o0.

lim ¢
xe 1—Inx >
Ainsi, lim f(x) =+

<
1 donc par produit: lim f(x) = —oo.
lim ( ) = 400 <
2\l —Inx

c)Df={x€IR/x>0}=1]0;+oo[.
OOna:;i:mOf(x)=;i§r})(2x+3—lnx).

lim In(2x +3) =3

>
lim Inx = —oo donc lim (—Inx) = +oo
x—0 x—0
> >
%m) In(2x+3) =3 et}i_m}o(—lnx) = +oo donc par somme }i_m}o(Zx +3—1Inx) = +oo.
> > >
Ainsi, }}ir})f(x) = +00,
>
i _ i 3 _Inx
eOna: xl_lgrloof(x) = xl_l)r}rloox(Z to— )
lim x = 400,
X—+00
lim (2)=2; lim 2=0.
X—+00 x—+o00 X
lim 2% = 0= lim (—ln—x) =
x—+oco X X—>+ 00 X
Donc par somme, lim (2 + 3_ ln_x) = 2.
X—+00 X X
Ona: lim x =+4ocoet lim (2 +3—ln—x) = 2 donc par produit, lim x(z +§—ln—x) = +o0.
X—+0o X—+ 00 X X X—+0o X X

Ainsi, lim f(x) = 4oco.
X—+00
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Exercice résolu 4
Partie A
On considére la fonction g dérivable sur JO ; +oo [ et définie par : g(x) = 4x2 — Inx + 1.

1. Calculer les limites de g en 0 et en + oo.
8x2%-1
—-

2.a) Montrer que V X ¢]0; +oo [, g’(x) =
b) Etudier le signe de g’(x) sur 0 ; +oo [.
3. Etudier le sens de variation de g puis dresser son tableau de variation.
4. Démontrer que : V x €]0; +oo [, g(x) > 0.

Partie B

On considére la fonction f dérivable sur ]O ; +oo [et définie par : f(x) = me +4x—2.
On désigne par (C) la courbe représentative de f dans le plan muni d’un repére orthonormé
(O, 1, J) unité graphique : 2 cm.
1.a) Calculer lim f (x) puis interpréter graphiquement le résultat obtenu.
x—0

b) Calculer lim f(x).

2. a) Démontrer que la droite (D) d’équation y = 4x — 2 est une asymptote oblique a (C) en +oo.
b) Etudier la position relative de (C) et (D).
9(x)

3. a) Vérifierque : vV x €]0; +oo [,f'(x) = ~—~.
X

b) En déduire les variations de f, puis dresser son tableau de variation.

4. a) Démontrer que 1’équation x €]0 ; +oo [f(x) = 0 admet une unique solution a.
b) Justifier 0,65 < a < 0.66.

5. Donner une équation de la tangente (T) a la courbe (C) au point d’abscisse 1.

6. Tracer (T)et(C).

7.a) Démontrer que f est une bijection de ]0; +oof sur IR.

On désigne par f~1 la bijection réciproque de f et (C’) sa courbe représentative dans le plan muni du
repére (O, 1,J).

b) Quel est le sens de variation de f~1? Justifier.

Calculer f(1).

c) Démontrer que le nombre dérivé de £~ en 2 existe puis le calculer.

d) Construire la courbe (C’) et sa tangente (A) au point d’abscisse 2.

Solution
Partie A
1.
lim g(x) = +oo car Iing(4x2 +1) =let lim(=Inx) = +oo
X—> X—> X—>
lim g(x) = lim x(ax—"X ;1)
X—>+00 X—>+00 X X
. Inx .1 i . Inx 1
lim — =0, lim ==0et lim 4x =+ocodonc lim (4x———+=) =+
X—+0 X X—+0 X X—>+00 X—>+00 X X
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De plus, lim X =+

X—>+0

Donc par produit des limites on obtient lim g(X) =+
X—>+00

2_
2.a) ¥x €]0; +o [, g’(x) :8x—1:8X 1_
X X

8x2X—1= (\/§x+1)x(\/§x—1) _ (\/§>;+1)(\/§x—1).

b) ¥x €]0, +eo [, g'(x) =

x €]0; +oo[,m>0,donc 0’(x) a le méme signe que (/8 x—1)sur]0, +o /.
X

Ainsi :

1
9'(+=)=0,

8
xe]0; + [Lg'(x)<Oet I7’xe]i ;4o /[ ,9°(x)>0.

V8 8

3. D’apres le signe de Q’ étudié dans la question précédente,

et strictement croissante sur [i +oo|.

L
o 1]

g est strictement décroissante sur ]

Tableau de variation de g

x 0 i +o0
V8
g'(x) - 0 +
400 00
" \ 1 /
:(5)

g(%) = g +%In8.

. . 1
4. D’apres [’étude des variations de g, g admet sur ]0; +oo[ un minimum atteinten —

8

Ainsi: ¥x €]0; +o /[, g(x) zg(i) > 0.

V8
Donc ¥x €]0; +wo [, g(x) > 0.
Partie B

1. a) Iirrg) f(X)=|iI’T(1)(E><|nX+4X—2):—oo car |im£=+oo liminx=—c et lim(4x-2)=-2
X— x=0 " X

x—0 X x—0 x>0
> > S 2

Interprétation graphique : Iirrg f (X) =—o donc la droite (OJ) est une asymptote verticale a (C).
X—>

>
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b) lim f(x) =00 car fim 12X 20 et fim (4x—2)=-+o

X—>+0 X—>+0 X X—>+00

2.a)Vxel0; +oo [ f(x)- (4x —2) = "”TX

In x

lim[f(x)—(4x—2)]= lim — =0 donc la droite (D) est une asymptote a (C) en + .

X

b)vx €]0; +oo [ f(x)- (4x —2) = IHTX

Pour toutx €]0; 4+oo [, x> 0donc f(x) - (4x — 2) a le méme signe que Inx.
Ainsi :

x €]0; 1[,f(x)- (4x — 2)< 0 donc (C) est au-dessous de (D) sur]0; 1 [.
x €]l; +o [,f(x)- (4x — 2)> 0 donc (C) est au-dessus de (D) sur ]J1, +oo /.
(C) coupe (D) au point d’abscisse 1.

1
“xx—Inx C1-lnx+4x2 4xX —Inx+1_ g(x)

3.a vxel0; +o/f(x)=2—s—+4= g . )
X X X X

b) D’apres la partie A, ¥V x €]0; +oo [,g(x) > 0 par suite,
x €]0; +o /, f'(x) > 0. Donc f est strictement croissante sur J0 ,; +oo /.
Tableau de variation de f.

X 0 400

f'(® +

f)

4. ) « fest continue et strictement croissante sur |0 ; +o [ donc fréalise une bijection de |0 ; +oo [ sur

fJQOo; 4o /) = R.
Comme 0€ R, I'équation f(x) = 0 admet une solution unique o dans 10 ; +ool.

b) £(0,65) ~ —0,06 et £(0,66) ~ 0,01. Comme £(0,65) x £(0,66) < 0 alors 0,65 < a < 0,66.

5. Une équation de (T) est .y =f(1)(x— 1) + f(1) ,avec /(1) =5 et f(1) = 2.
Ainsi, (T) :y=5(x-1) + 2
(T) :y=5x-3.

6. Constructions (voir graphique)

7a) < fest continue et strictement croissante sur 10 ; +ool.

S0+ [) = R.
Donc f est une bijection de J0 ; +oo [ sur R
b) f* et f ont le méme sens de variation. Donc f 7 est strictement croissante sur R.
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c)f(1) =2.
d) f'(1) = 5; comme f'(1) # 0 alors (f ~1)'(2) existe et (f "1)'(2) = %
e) (C)et (C)sont symétriques par rapport a la droite d’équation y = x.

(T ) est la droite passant par le point A(i) et de vecteur directeur v (i)
5

Exercice résolu 5

Partie A

On donne la fonction g dérivable sur |—oo; O[et sur]0; +oo[ et définie par

g(x) =x%—1+In|x|.

1. Etudier les variations de g et dresser son tableau de variation (On ne calculera pas les limites).
2.a) Calculer g(—1)et g(1).

b)Justifier que : Vx € |—o0; —1[ U ]1;+o[ g(x) > 0et Vx € |-1;0[ U ]0; 1[ g(x) < 0.

Partie B

In|X

On considére la fonction f définie sur ]—oo; 0[ U ]0; +oo[par f(X)=x+1——— et (C)sa

représentation graphique dans le plan muni d’un repére orthogonal (O, 1,7J).
Unité 2 cmsur (Ol) et L cm sur ( OJ).

1. Calculer les limites de f aux bornes de ]—oo; 0[ U ]0; +oo].
2. Sachant que f est dérivable sur]—oo; 0[et sur]0; +oo[, Vérifier que pour tout x de IR*, f '(x) = w
X

3. Dresser le tableau de variation de f .
4.a) Démontrer que la droite (D) d’¢quation : Y = X +Lest une asymptote a (C).
b) Etudier la position de (C) par rapport a la droite (D).

c) Deémontrer que le point J est un centre de symétrie de (C)
d) Tracer (C) et (D).

Solution

Partie A
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2
1. Pour tout x € IR* ,g'(x) = Zxx+1 .

Pour tout x € IR", 2x% + 1> 0 donc le signe de g'(x) est celui de x

Ainsi :Vx € ]—o0; 0[,g'(x) < 0 etVx € ]0; +oo[,g'(x) >0

Donc g est strictement décroissante sur ]—oo; 0[ et strictement croissante sur ]0; +oo[.

X —o0 -1 0 1 +c0
g'(x) - +
g(x) 0
: 0

2.a) g(—1)=0etg(1) =0.
b) D apreés [’étude des variations de g , g est strictement décroissante sur |— ; 0[ et

g(-1)=0:

x< -1 =gx)>g-1)
=gx)>0

—-1<x<0 =gkx)<gl-1

=gx) <0
Par ailleurs g est strictement croissante sur ]0 ; +oofet g(1) =0
0<x<1 =gl <g
=gx)<0

x>1 =glx)>g)
=g(x) >0
Enrésuméona: Vx € |—o0; —1[ U |1; +oo[,g(x) > 0etVx € |[-1;0[ U ]0; 1[,g(x) <O.

Partie B
| In(-
1. lim f (x) = lim {x+1—ﬂ}: lim {XH_M}
X— -0 X—> -00 X X—> -00 X

Faisons un changement de variable en posant X = —x. Donc x = —X
Quandx » —o0,X - 400

InX In X
lim f(x) = lim [—X+ 1 +—] =—oocar lim (-X+1)=—wet lim — =0
x——00 x—>+00 X x—>+00 x—+00
li = li 1 11
xlzl’)r(l) flx) = xlg(l) [x +1- o n(—x)]

On alim(x+1)=1
x—-0
<

1 1 1
Ona lim [——ln(—x)] = lim [)—{ln(X)] = —oocar lim—=+4wet limlnX = —o
x—=0 X X-0 X-0X X-0
<' > >
Donc Jl(l_r)r(l)f(x) = —©0
<

. : 1
)lclz)r(l)f(x) = }Cl_g(l) [x +1 —;lnx]

> >
On alim(x+1)=1
x—-0
>
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1 1
On a lim [——lnx] = +4oo car lim (——) =—oet limlnx = —
x—-0 X x—0 x x>0
>

Donc )lci_r)r(1)f(x) =+

>
lim (x+1) =+
. : In|x| | . In x x>+
lim f(x)=lim|x+1-——|=lim | x+1-— | =+ oo car In x
X—>+ oo X—>+00 X X—> +oo X Iim _:0
X—> 4o Y
. o1 %x—lnlxl x2=1+Inlx|  g(x)
2.Pour toutx €IR", f'(x) =1 -*——=——7——==37
3.Pour tout x € IR*, x? > 0,donc f'(x) a le signe de g(x)
Ainsi d’apres la question 3-b de la partie A , il vient :
Vx € ]—o0; —1[ U ]1; 4+oo[, f'(x) > 0etVx € ]-1;0[ U ]O; 1[, f'(x) < 0
Dressons le tableau de variation
x |—oo -1 0 1 +oo
f'(x) + 0 - - 0 +
0 + o0 400
f(x) 2
—00 —00
4a)
: . Injx}_ . InX
lim [ (x)—(x+1)]= lim -j: lim —= =0avec X =—x
X—> =00 X—> -0 X X— +o0
. . Inx
lim| f(x)-(x+1)|=lim-—=0
tim [ £(6)- (x+2)] = i -
D’oil la droite (D) est une asymptote oblique a (C).
In[x In|x
b) Pour tout x € IR*,ona f(x)—(x+1l)j=———=——.
X —X
Inlx| =0 © |x]|=1ex=—-1oux=1
Injx| <0 © x+#0et|x|]<1 ©@x#0et —1<x<1
D’ou le tableau de signe suivant :
x —00 -1 0 1 +o0
—X + + - -
In|x| + 0 - - 0 +
fG) = (x+1) + 0 -  + 0 :

On en déduit :
® (C)est au- dessus de (D) sur ]—oo; —1[ U ]0; 1[.
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e (C)est au-dessous de (D)sur ]—1;0[ U ]1; +ool.
o( C) et (D) se coupent aux points d’abscisses — 1 et 1.
¢) Un point 2(a ; b) est centre de symétrie de ( C) si et seulement si :

Pourtoutx € Df,ona2a—x € Dy et f(x) + f(2a—x) =2b
Pour le point J(0;1),ona: a=0eth=1

2a—x = —Xx.
x€EIR*>x+0
=>—x%0
= —x € IR* (3)
In|—x]| In|x|
Pour tout x € IR", f(—x) + f(x) = (—x) + 1 — (—x) +1-

In|x| In|x]|
+

X X
=2=2x1 (4)
De (3)et(4) ondéduit que J est centre de symétrie de (C).

d) Représentation graphique de (C), (D)
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EXERCICES

Dans chacun des cas suivants, déterminer
I’ensemble de définition de la fonction f de IR
vers IR définie par :

a) f(x)=In(x—-2)

b) f(x) = In(x — 2) +In(9 — 2x)

¢) f(x) = In[(x —2)(2x — 9)]

d) f(x) =In(x—=2)+In(2x —-9)

e) f(x) =In|x — 2|

f) f(x) = In(=2)

0) f() =In (32

h) £(x) = In |§
i)f(X)=1_lnx
) flx) = 1+2x—:%.

Résoudre dans IR, chacune des équations
proposees.

a)ln(1-3x)=0

b) In(x2+x+1)=0

¢) In(x? + 3x) = In(2x + 2)

d) In(—3x) = In(x? — 4)

e)In(2x?2 —3) =2 +In(x — 1)

f) 2Inx = In(2x? + 8x)

g) 2In(x+1)=In(x—1) + In(x + 3)
h) Inx —2In(x+2)=0

. 2x-3

i) ln: =In(x + 2)

j) “In|[x+1|=0.

Résoudre dans IR chacune des inéquations
proposeées :
a)In(—x) =0
b) —2In(2x + 1) < 0
c) lni—j <0
d) In(x —2) <In(2x - 1)
e) In(—=3x) =1In(x? —4)
f) Inx <In(x?—2x)
g)In(x>-9) <0
2
h) 1n(1 +;) >Inx
i) In(3x2 —x) <Inx +1In2
Dinjx—-3]<0
K)In(2x —1) —In(1+x) <1In3
)ZIn(3x — 1) <In(1 +2x).

Résoudre dans IR chacune des équations

suivantes :
a)lnx =2

b)2Inx+1=0

0B—Inx)lInx=0
2

1
d) (—1+1n;) (Inx-5)=0
e) Inx)?2 —3lnx—4=0
f)—3(Inx)3 - 2(Inx)>+7Inx -2 =10
g) In2—x)=-3
h)In(5 —2x) =1
i) In(1-2)=2
DIn(x?—-8)=0
K) In(x +1) —In(x —2) = 1.

Résoudre dans IR chacune des inéquations
suivantes :

a)lnx—2<0

b)1—-2Inx <0

c)-lInx+3<0

d) (Inx)? + 2Inx+3 >0
e)2—Inx)(1+Inx) >0
f)—3(Inx)3-2(Inx)>+7Inx -2 <0
9) Inx)? —3lnx—4<0
h)(1-2Inx)(3+1nx) <0

i) 3(lnx)?2 —2Inx—16<0.

|§| Résoudre dans IR X IR les systemes
suivants :
2Inx+1lny =1
3) {51nx +3lny=4
b) {(lnx)(lny) = —15
In(xy) = -2
{ x2+y%2=10
) Inx+Iny=1In3 "~

Dans chacun des cas suivants, résoudre dans
I’ensemble IN des entiers naturels, 1’inéquation
d’inconnue n proposée :

)2™ < 100

b) (g)n < 1072
c) (1 + %)n >2.

Dans chacun des cas suivants, calculer les
limites de f en 0 et en + oo,

8) f(x) = =
b) F(x) = x—Inx
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o) f(x)=x—Inx
In x
d) f(x) = x+1+7
e)f(x)z%—lnx
f)f(x)z xln x

x+1

g2 fx) = xln(l +%>

9 Dans chacun des cas suivants calculer les

limites de f aux bornes de ’intervalle
1

a) f(x) = —; I=11; +oof

b) f(x) =x(1—Inx); I = ]0; +oo[

0 f@) =tn(S20)i 1= Jmen; -1

d) f(x) = %(lnx—l): I=1]0; +oof
) f) = St 1= 115 ool

Inx
f) f(x)=x+In(x+1)—Inx ;
I=1]0; 4oo[.

Dans chacun des cas suivants on admet que
la fonction f est dérivable sur ’intervalle | ;
calculer la fonction dérivée f' de f .
a)f(x)=In(1+x?) ; I=IR

-1
b)) =tn(i5) 5 1=11; el
Of(x)=In(x—1) —Inx;
I=1]1; +oo[

D) =1 —n(141);1=10; +oo]
= =10,
e)f(x)=ln(lnx) ; I:]e; -|-OO[
0f00) =250 1= ]1; toof

Inx
Déterminer une primitive de la fonction f
sur I’intervalle | dans chacun des cas suivants :

R f(x)=1+x2 ’ IntRn
b) f(x) =tanx; 1=]7;§
x+1
C)f(x)=le+2—x+3; I =1IR
d)f(x)=m; [=1]1; +oo[
f@="75  1=10; +ool.

Dans les exercices qui suivent le plan est
rapporté a un repére orthogonal (O,l, J)eton
désigne par ( C) la courbe représentative de f.

Soit la fonction f définie sur
J=o0; =1[ U1; +oolpar f(x) = In(35).

x—1
1. Calculer les limites de fen -1 et en 1.

2. Démontrer que la fonction f est impaire.
3. Etudier les variations de f et dresser son
tableau de variation

4. Tracer la courbe (C).

Soit f la fonction dérivable sur]0; +oo[ et
défini =x—4+1 .
éfinie par f(x) =x + n(x n 1)

On note (C) la courbe représentative de f dans le
plan muni d’un repére orthonormé (O ; I;J).

1.a) Déterminer la limite de f a droite en 0.

b) Interpréter graphiquement le résultat
précéedent.

2.a) Déterminer la limite de f & droite en +oo.

b) Démontrer que la droite (D) d’équation

y = x — 4 est asymptote a (C).

¢) Etudier la position relative de (C) par rapport
a la droite (D).

3. Etudier les variations de f et dresser son
tableau de variation.

4. Construire (C) et (D).

D’APRES BAC D SESSION 1993

A) On considere g la fonction de IR vers IR,
définie par: g(x) = (x+ 1)? —In(1 + x) .
1.Etudier les variations de g.

2. Déterminer le signe de g(x) sur I’intervalle
]-1; 4oo[.

B) On considere f la fonction de IR vers IR,

L . _ .4 1+In(1+x)
definie par : f(x) =x + ——<

Le repére est orthonormé et I’unité est 2 cm.

1.a)Déterminer I’ensemble de définition Dy de f.
b) Calculer xl_i)rr_llf(x).

>
Interpréter graphiquement ce résultat.
c) Calculer lir£1 f(x).
X—+00

d) Démontrer que la droite (D) d’équation y = x
est asymptote a (C) en +oo.

e) Etudier la position de (C) par rapport a (D).
2. a) Démontrer que : Vx € Dg¢,

fl(x) — g(x)

(x+1)2°
b) Etudier les variations de f et dresser son
tableau de variations .

1 1
c) Calculer f(0); f (— 5) o f (g - 1).
3.a) Démontrer qu’il existe un unique nombre
réel a appartenant a |—1; 0[ tel que f(a) = 0.
b) Donner une valeur approchée de a2 1071
pres.
4. Déterminer le point A de (C) ou la tangente
(T) & (C) est paralléle & (D).
5.Tracer (D), (T) et (C).
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6.a) Démontrer que f admet une bijection
réciprogue f~* dont on précisera I’ensemble de
définition et ’ensemble d’arrivée.

b) Démontrer que f 1 est dérivable en 1 et
calculer (f71)'(1).

¢) Tracer la courbe (C”) de £~ dans le méme
repére que (C).

D’APRES BAC D SESSION 2000

Partie A

On considére la fonction numérique g définie sur
]0; too[ par:g(x)=x —1— 2Inx .

1. Calculer les limites respectives de g a droite
en0eten+oo.

2. On admet que la fonction g est dérivable sur
]0; +oo[ et on note g’ sa dérivée.

a) Déterminer g’ et étudier son signe.

b) En déduire le sens de variation de g et dresser
son tableau de variation.

3. Vérifier que : g(1) = 0.

4. Démontrer qu’il existe un unique réel a tel
queoe]3;4[etg(a)=0.

5. Démontrer que :

vx €]0;1[ U]a; +oof, g(x) >0

vx € ]1;af, gx) <O0.

Partie B
On considere la fonction f définie sur
[0; +oo[ par:
XZ
flx) = 7+x — 2xInx,six >0

£(0)=0
Le repére (O, I, J) est orthonormé.
1. Démontrer que la fonction f est continue a
droite en 0.
2. La fonction f est-elle dérivable & droite en 0 ?
Justifier.
En donner une interprétation graphique.
4. Calculer la limite de f en +oo.

5. Calculer la limite de % quand x tend vers

+o0, puis interpréter graphiquement ce résultat.
6. On admet que la fonction f est dérivable sur
]0; +oo[ et on note f’ sa dérivée.

a) Demontrer que : v x €]0; +oo[,f'(x) = g(x).
b) En utilisant les résultats de la partie A,
déterminer le signe de f" .

c) Dresser le tableau de variation de f.

7. Tracer la courbe (C).

L’objet de ce probleme est I’étude de la
fonction f dérivable sur ]0; +oo [ et définie sur

[0; +oo[ par:
3

0= -2 422 =% nx + 2,5ix>0
flx) = e tx"—5 -xlnx + 2, six

2
fO) =z

Le repére est orthonormé et I’unité graphique est
3cm.

Partie A

On considére la fonction numérique g définie sur
10; +oo[ par: g(x) = —x;+2x— %—lnx.

1. Calculer les limites de g a en 0 et en +o.

2. On admet que la fonction g est dérivable sur
]0; +oo et on note g’ sa dérivée.

a) Déterminer g’ et étudier son signe.

b) En déduire le sens de variation de g et dresser
son tableau de variation.

3. Calculer g(1) .

4. Démontrer que :

vx€]0;1[,g(x) >0

Vx € ]1; 4+, g(x)<0.

Partie B

1. Démontrer que f est continue en 0.

2. a) f est-elle dérivable a droite en 0 ? Justifier.
En donner une interprétation graphique.

3. Calculer la limite de f en +o.

4. Calculer la limite de % guand x tend vers

+o0, puis interpréter graphiquement ce résultat.
5. a) Démontrer que f est une primitive de la
fonctiong sur J0; +oof .

b) Dresser le tableau de variation de f.

6. Tracer la courbe (C).

7. Soit h la restriction de f a [1; +oo[.

a) Démontrer que h admet une bijection
réciprogue h=! dont on précisera I’ensemble de
définition et ’ensemble d’arrivée.

b) Calculer h(e).

c¢) Démontrer que h™* est dérivable en

e? 2 3e
e +ec — > et
2
calculer (h~1)’ (—% +e? — —).

¢) Tracer la courbe (C”) de h~1 dans le méme
repére que (C).
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A) Etude d’une fonction auxiliaire

Soit la fonction g dérivable et définie sur
2

[0; +oo[par: g(x) = T In(1 + x2) .
1.a) Déterminer la limite de g en +oo

b) Etudier les variations de g et dresser son
tableau de variation.

¢) Démontrer que sur I’intervalle [1; +oo[
I’équation g(x) = 0 admet une solution unique
aetquel9<a<?2.

2. Déterminer le signe de g sur I’intervalle

[0; +oo[ .

B) Etude d’une fonction
f est la fonction définie sur I = [0 ; +oo par :

2
f(x):@si x>0

f(0)=0

1. Etudier la dérivabilité de f en 0. En déduire
une interprétation graphique.
2. Déterminer la limite de f en +oo
3. On admet que f est dérivable sur ]0; +oo[
a) Démontrer que pour tout nombre
réel x strictement positif,

X
=22
b) En déduire les variations de f et dresser son
tableau de variations.
¢) Tracer (C) et sa demi-tangente au point
d’abscisse 0.

Soit f la fonction définie sur [0; +oo[ par :

{f(x) =x72(lnx—§) six€]0; +oof
0)=0

1.a) Démontrer que f est continue en 0.

b) Etudier la dérivabilité de f en 0.

2. Calculer la limite de f en +oo

3. On admet que f est dérivable sur ]0; +oof .
a) Démontrer que pour tout

x€]0; +oof,f'(x) =x(Inx —1).

b) En déduire les variations de f et dresser son
tableau de variations.

4. Déterminer une équation de la tangente
(T)a(C) au point d’abscisse 1.

et on prendra a = 3,5.

Partie C
Soit la fonction g définie sur ]0 ; +oo[ par :

1
9@ = fG) +x—7
1. Etudier les variations de la fonction dérivée

g’ degsur]0; +oof et dresser son tableau de
variation (on ne calculera pas les limites ).

2. En déduire le signe de g’ sur ]0; +oo[ , puis
le sens de variation de g .

3.a) Calculer g(1) puis déduire de la question
précédente le signe de g(x) suivant les valeurs
de x.

b) En déduire la position relative de (T) et (C)
4. Construire (T) et (C).

Unité : 2 cm sur (Ol )et 1 cmsur (OJ).

Partie A
Soit g la fonction de IR vers IR définie par

g(0)=-1

g(x) = —>

(In x)2
1. @) Déterminer I’ensemble de définition de la

fonction g.
b) Calculer les limites de genleten+oo.

2. a) Démontrer gque g est continue en 0.
b) Etudier la dérivabilité de g en 0.

3. On admet que g est dérivable sur
10; 1[et sur]1; +ool.

a) Démontrer que Vx € ]0; 1[ U ]1; +oo],

s _ (Inx)(Inx-2)
g (X) - (Inx)*

b) Déterminer le sens de variation de g puis
dresser son tableau de variation.

4. a) Démontrer que 1’équation :

x € IR, g(x) = 0 admet une unique solution &
dans [0;1] -

b) Vérifier que 0,4 < a < 0,5

¢) En déduire que :

vx €]0;af, g(x) <0et

Vx € |la;1[ U ]1; +oo[,g(x) > 0

Partie B

Soit f la fonction définie sur ]0; 1[ U

J1; +oof par s f(x) = = = —

x Inx’
1.a) Calculer les limitesde f en0, en +,a
gauche et a droite en 1.
b) Interpréter graphiquement ces résultats.
2. On admet que f est dérivable sur
10; 1[et sur]1; +oo.
Démontrer que Vx € ]0; 1[ U |1; + oo,

f'(x) = gx) puis dresser le tableau de

x2 '
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variation de f .

3.a) Démontrer que. f(a) = 1+Va .

a
b) En déduire le signe de f(X)sur]0;1[ U
11; +ool.
4. Construire (C). On prendra @ = 0,5.
Partie C
Soit h larestriction de f a]1;-+oo .

1. Démontrer que h est une bijection de ]1; -+oo|

sur un intervalle K que I'on précisera.

2.0n note h~1 la bijection réciproque de h et
(') sa représentation graphique.

a) Préciser le sens de variation de h™1.

b) Calculer h(e).

c) Justifier que h™1 est dérivable en % et

calculer (1)’ (%)

Partie A

On note h la fonction définie sur J0;+oc[ par
h(xX)=x?—1+Inx .
1.a) Calculer les limites de h aux bornes de son
ensemble de définition.
b) Etudier les variations de h et dresser son
tableau de variation.
¢) Calculer h(1).
2. Justifier que :

Vx €]0; 1[, h(x) < 0; Vx €]1; +oo[, h(x) > 0.

Partie B
Soit f la fonction définie sur |0;+oc| par
fxX)=x—-1- lnTx

1.a) Calculer les limites de f aux bornes de son
ensemble de définition.

b) Démontrer la droite (A) d’équationy = x — 1
esta (C) en +oo..

c) Etudier les positions relatives de (C) et (A).

2.a) Démontrer que pour tout X € ]0;+oo[,
h(x)

fe) = >

b) En déduire les variations de f et dresser son
tableau de variation .

3. Construire dans le plan muni du repére
orthonormé (O,1,J) d’unité 2 cm la courbe (C)
et (A).

BAC D SESSION 2005

Partie A
Soit la fonction g dérivable et définie sur

2
10; 4oo[par: g(x) = §x3 +1-2lnx.

1.a) Démontrer que :

—1)(x2
Vx €10; +oo[, g’(x) = w i

b) Déterminer le signe de g’(x) suivant les
valeurs de x.

¢) En déduire les variations de g.

2. a) Dresser le tableau de variation de g .

b) Démontrer que : Vx € ]0; +oo[, g(x) > 0.
Partie A

Soit f la fonction dérivable sur ]0; +oof et

définie par: f(x) =2x —1+2%.
1.a) Déterminer les limites de f en O et en +co.
b) En déduire que (C) admet une asymptote

verticale.
2. a) Démontrer que la droite (D) d’équation

y = gx — 1 est une asymptote oblique a (C).
b) Etudier la position de (C) par rapport a (D).
3. a) Démontrer que pour tout nombre

Vx €10; +oof, f'(x) = %.

b) Déterminer les variations de f.

4. a) Démontrer que 1’équation : x € ]0; +oof,
f(x) = 0 admet une solution unique «a.

b) Démontrer que : 1,15 < a < 1,3.

c) Construire (D) et (C) dans le méme repére.
(On prendra a = 1,2).
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4

FONCTION EXPONENTIELLE
NEPERIENNE

ETUDE DE FONCTIONS FAISANT
INTERVENIR exp

COURS oo
TRAVAUX PRATIQUES

EXERCICES

COMMENTAIRES

Ce theme vise a ;

- définir et étudier la fonction exponentielle ;
- mettre en place les primitives de fonction de la forme u'e* .

CONTENUS

CAPACITES ATTENDUES

1. Fonction exponentielle
népérienne :

- définitions ;

- notation ;

- propriété ;

- représentation graphique .
2. Limites de référence
3.Dérivées de fonctions du
type e* .

4. Primitives de u'e

& Etant donnée une fonction faisant intervenir la fonction

exponentielle népérienne, 1’étudier et la représenter.

@ Résoudre des équations ou inéquations faisant intervenir la

fonction exponentielle.

@ Déterminer les primitives d’une fonction du type : u'e*

Association des Professeurs de Mathématiques de la Région de Gbéké FONCTION exp

71



Association des Professeurs de Mathématiques de la Région de Gbéké FONCTION exp

72



ACTIVITE

1. Rappeler pourquoi la fonction In est une bijection de ]0; +oof sur IR.

Cette bijection réciprogue est appelée la fonction exponentielle et notée exp .

2. Le plan est muni d’un repére orthonormé (O,LJ).
Tracer la courbe représentative (I') de la fonction In.
En déduire le tracé de la courbe (C) de la fonction exp.
3. Compléter les lignes suivantes :
e [ a fonction exp est définie sur .........................
e Pour tout x de IR, le signe de exp(x) est ............
e La fonction exp est strictement ........................
e Pour tout x de IR et pour tout y de ]0; +oo[ :

eXP(X) =Y © X = oottt
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COURS

I. LA FONCTION EXPONENTIELLE NEPERIENNE

1. Définition
On appelle fonction exponentielle népérienne, la bijection réciproque de la fonction logarithme
népérien. On la note exp .

2. Conséquences

(1) exp est définie et dérivable sur IR.
(2) Pour tout nombre réel x : exp(x) > 0.
(3) Pour tout nombre réel x et tout nombre réel strictement positif y, on a:
exp(x) =y ©x=Iny.
(4) exp(0) =1 etexp(l)=e .
Pour tout nombre réel x et tout nombre réel strictement positif y, on a:
exp(x) =y ©x=Iny.
(5) Pour tout x €IR, In(exp(x)) = x .
Pour tout x > 0, exp(lnx) = x .

Exemple
Résoudre dans IR :

a) exp(x) =5;b) exp(x) = —5.

Solution
a) exp(x) =5 © x = In5. Donc [’ensemble des solutions est : S = {In5}.
b) L’équation exp(x) = —5 n’admet pas de solution car exp(x) > 0 et-5<0.

3. Représentation graphique
La courbe représentative de la fonction exp se déduit de la courbe représentative de la fonction In
par la symétrie orthogonale d’axe (D) d’équation y = x.

y=exp(x]

=]

%
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4. Propriétés algebriques

Propriétés

Pour tous nombres réels a et b et pour tout nombre rationnel r, ona:
(1) exp(a+b) =exp(a).exp(b) ;

_exp(a) .
(2) exp(@a—b)= @ ;
@) exp(b)=

(4) exp(ra) = [exp(a)]" .

Exemples
x étant un nombre réel quelconque, simplifier les écritures suivantes :
a) exp(5 +1n2); b) exp(—1) ; c) exp(10) X (exp(—4))3 ; d) %

Solution :
a) Ona exp(5 +1In2); = exp(5).exp(In2) = 2exp(5) ;
b)Onaexp(-1) = ——=1;
c) exp(12) x (exp(—4))3 = exp(12) x exp(—12) = exp(0) = 1

exp(1) e
) %ﬁg =exp(3x + 6 — 3x + 1) = exp(7).

5. La notation e*
On a: exp(1) = e donc pour tout nombre rationnel r, ona: exp(r) = exp(rx1) = (exp(1))" =e".

Nous poserons donc par convention : Vx €IR, exp(x) =e*.
Propriétés

Pour tous nombres réels a et b et pour tout nombre rationnel r, ona:
(1) e*tP=e2eb; (2) e P= :—b; (3) eP= eib 1 (4) e =(e?)r.

Il. ETUDE DE LA FONCTION EXPONENTIELLE

Le plan est muni d’un repére orthonormé (O, 1, J). On désigne par (C) la courbe représentative de la

fonction exp .

1. Dérivée
Propriété
La fonction exponentielle est dérivable sur IR. Pour tout x €IR , exp’ (x) = exp(x).

Association des Professeurs de Mathématiques de la Région de Gbéké FONCTION exp 75




2. Variation
Propriété
La fonction exp est strictement croissante sur IR.

Conséquences

Pour tous nombres réelsaetb, ona:
(1) exp(@) =exp(b) & a=b;

(2) exp(a) >exp(b) @a>b.

3. Asymptote et branche parabolique

Propriéte
(1) lim e*=0; (2) lim e*=+c; (3) lim e _ 400
X——00 xX—+00 xX—+00 X
Remarques
° xlir_n e* = 0 donc la droite (OI) est asymptote a (C) en — co.

X
e lim e* = +o0 et lim & = +oo donc (C) admet en + oo une branche parabolique de
X—+00 x>+ X

direction (OJ).

4. Repreésentation graphique

X —00 + oo

exp’(x) +

+00

exp(x)
0

e Une équation de la tangente (T) a ( C ) au point d’abscisse 0 est y = x + 1.
® Tragons (T) et (C).

: FRE. S
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I1l. LIMITES DE REFERENCE

Propriétes

e
(1) lim e*=0 ; (2) lim e* =400 ;0 (3) lim — =+
X—>—00 x—>+oox X—>+0 X
e [—
: X — . =
4) xl_l)r_noo xe* = ; (5 }Cl_r% Z 1.
Exemples
Calculer les limites suivantes :
a) lim (x% +e%); b) lim(—2x+3 —4e*); ¢) lim (bx—1-2e%);
X—+o00 Xo—00 X—+00
@) tim &1 lim(x + 3 + x e* lim 227 *1
) lim x 2 xl—glgox xe)i [ Jim, x+e*’
Solution

@)0na lim x? =40 et lim (e*) = +oo donc lim (x?+e*) =+
b) Ona lim(—2x + 3) = lim(—2x) = 4+ etlim(—4e*) = 0 donc:

X—>—00 X—>—00 X—>—00
lim(—2x+3 —4e*) = +oo.
X—>—00

X

1
—1—2e%)= 9
c)Ona xgmoo(Sx 1-2e%)= xl_l)r_zloox(S p 2 . ) )

. 1 e* e
lim (——)—Oet lim (— 2—)——00 car lim — = +oo

X—+00 X X—+00 xX—+oo X
1 X
donc lim (5———2—) =—
X—+00 X
ex
De plus lim x = +oo, onadonc lim x(5———2—) = —o00,
X—+00 X—+00 X
Ainsi lim (Sx -1-2 ex) = —
X—+00
-1 -1

= hm

> X
X x=0 X

d)Ona lim
x—0

x2 X_ . .
En posant x* = X, on obtient lin?)e > :}l(inée L = 1.Et comme lirr(l)x = 0, il enrésulte que :
x— - x—
x* _1
lim = 0.
x—0 X
e)Ona lim (x+3) = —o0 et lim (xe*) =0donc lim (x+3+xe*) = —o0
X——00 X——00 X——00
1

2e%+1 . 2+

f) On axl—l>r4¥1w x+e* - xl—l>r—POO £+1
X
) 1 1 _ e* ) e*
lim (—) = 0donc lim (2 +—> =2; et lim (—)=+odonc lim (—+1) =+,
X—+o00 \X X—+00 X X—=>+o0o X X—+o00 X
1
L2ty o 2eF+1
Donc lim — = 0.Ainsi lim =
x—)+oo_+ 1 x—>+00 X + eX
X

Association des Professeurs de Mathématiques de la Région de Gbéké FONCTION exp 77



IV. FONCTIONS DU TYPE : x +— e*®
1. Dériveée
Propriété

Si u est une fonction dérivable sur un intervalle 1, alors la fonction e* est dérivable sur | et
(e™) =u'e"

Exemples
Dans chacun des cas suivants, on admet que la fonction f est dérivable sur I’intervalle I. Calculer la

dérivée de f :

a) fix— e‘x2+x,sur [=IR; b) fix+— eﬁ J=1240[, o)f:x— xe?*,1=1IR.
Solution

a) Pour toutx € IR, f'(x) = (—2x + 1)e—x2+x _

b) Pour tout x € IR, f'(x) = ﬁeﬁ _
C) Pour tout x € IR, f'(x) = e?* + 2xe?* = (1 + 2x)e?* .

2. Primitives
Propriéte

Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I telle que sa dérivée u’ soit continue sur |.
Une primitive sur | de la fonction u'e™ est la fonction e .

Exemple 1

Une primitive de la fonction exp est elle-méme.

Exemple 2
Dans chacun des cas suivants, on admet que la fonction f est continue sur I’intervalle I. Déterminer

une primitive de f sur I:
eVx

THI=IR O b) fix o e 2 =R ¢)fix > <= ;1 =]0 ;+oo].

12
a) f:x — xez* =

Solution

. Le2_ 1
a) La fonctionf: x +— xe2* ' est de la forme x — u’(x)e*® avec u(x) = %% =1, donc une

1
primitive sur IR de f est la fonction F:x — ez* ™.

b)La fonctionf: x +— e~2**1 est de la forme x +— —%u’(x)eu(x) avec (x) = —2x + 1, donc une
primitive sur IR de f est la fonction F: x +— —%e‘z"“.

X Dlon 1) =2u’(x)et®

s .D’ou f(x) =2u’(x)e™'*/.

Donc une primitive de f sur ]O ;+oo] est la fonction F :x +— 2eVx,

¢) En posant u(x) =vx, onau’(x) =

Remarque
a et b étant deux nombres réels tels que a # 0, une primitive sur IR de la fonction x +— e®**b est

. 1
la fonction x — ;eax“’.
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TRAVAUX PRATIQUES

[ EXERCICE RESOLU 1
Résoudre dans IR ’équation (E) : e?* +e* —12 = 0.

L’ensemble de validité de I’équation ( E) est IR.

Vu la forme de [’équation, il convient d effectuer le changement de variable X = e*. Alors on
obtient I’équation X € 10; +oo[ , X2 +X —12 = 0.

La résolution dans IR de ['équation X* + X — 12 = 0 donne pour solutions —4 et 3.

Par suite ’équation X € 10 ; +oo[,X? + X — 12 = 0 a pour solution X = 3.

Ainsi, [’équation (E) équivauta x € IR ,e* = 3 , soit x = In 3.

Donc S = {In3}.

EXERCICE RESOLU 2

Résoudre dans IR chacune des inéquations suivantes
(l):e*=2<0;

):e*+1<0 ;

() e*+3>0;

(la): (e*=3)(e*+4)=>0;

(Is): (e* —1)(—2e*+3)>0;

(lo): 2e?* —5e*+2 > 0.

Solution:

#Résolutionde (1)::e*—2<0

e*—2<0ee*<2 ©x<in2.

D’ou ’ensemble des solutions de ['inéquation (1) est |—oo; In 2[.

#Résolutionde (I2): e™*+1<0
Pour tout nombre réel x, le nombre réel e™ + 1 est strictement positif- Par suite ['inéquation ( I>)
n’admet pas de solution dans IR.

#Résolutionde (13): :e*+3>0
Pour tout nombre réel x, le nombre réel e* + 3 est strictement positif.
Par suite, I’ensemble des solutions de (I3) est IR.

#Résolution de (14): (e* —3)(e*+4) =0
Ici, on gagne en simplicité en remarquant que | 'un des facteurs du premier membre est strictement
positif sur [’ensemble de validité. Ainsi, on peut adopter la rédaction suivante .
(e*=3)(e*+4)=20 e¥—3=>0 carpourtout xEIRe*+4>0
©e*>3
S x>In3.
D’ou I’ensemble des solutions de l'inéquation (I3) est S = [In 3 ; +oo|.

#Résolution de (Is):(e* —1)(—2e*+3) >0
e —1<0oe*<l ©ox<0
o—2ex+3<0<:)—Zex<—3(:>ex>g<:>x>ln;

D’ou le tableau de signe suivant :
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x —00 0 n> +o0
2
e*—1 — 0 + +
—2e*+3 + + 0 -
(e*—1)(—2e*+3) - 0 + 0 -

D’apres le tableau de signe, [’ensemble des solutions de [’inéquation (Is) est ]0 ; ln%[

#Résolution de (l¢):2e?* —5e* +2 >0
Vu la forme de l’inéquation, il convient d’effectuer le changement de variable X = e* , alors on
obtient 'inéquationX € ]0; +oo[, 2X? —5X +2 > 0.
Le polyndme du second degré 2X2? — 5X + 2 ayant pour zéros % et 2, ilvient:
X €]0;+o[, 2X2—-5X+2<0eX€E ]0; %] U[2; 4o (régledu signe d’un polynéme du
second degreé)

2e%* —5e*+2>0 @e"E]O; %]U[Z; +oo[ <:>0<e"5% oue* =2

@xSlnE oux=>1In2

D’ou, I’ensemble des solutions de (Is) est S= ]—00; In %] U [In2; +ool.

EXERCICE RESOLU 3

Résoudre dans IR chacune des équations suivantes :
2x+1 2x+1

(El) tex-2 =1 ; (EZ) . ex2—3x+1 =e ; (E3)€W — ex+4

Solution
. 2x41
Résolutionde (E{) : ex2 =1
L’ensemble de validité D; de (Eq) est D; = {x € IR/ x —2 # 0} = IR \ {2}

Soit x € IR \ {2},

2x+1

2x+1
ex—2 =1 &

x—2

S2x+1=0 ®x=—%.

Et comme — % appartient a D, alors [’ensemble des solutions de (E;)est {— %}

Résolution de (E,) : eX 3%l = ¢
L’ensemble de validité D, de (E)est D, = IR.
XT3Nl —p o ¥ BNl ol 32 _3x4+1=1ox2-3x=0 ©x=0 oux =3.

D’oui I’ensemble des solutions de (E,) est {0 ; 3}.

2x+1
Résolution de (E3): exz = e***
L’ensemble de validité D de (E3) est D3 = {x € IR/ x — 2 # 0} = IR \ {2}.
Soit x € IR \ {2},

2x+1
2x+1
e x-2 =ex+4<:>E=x+4 ©x=-3o0ux=23.

Comme —3 et 3 appartiennent & D5 alors [’ensemble des solutions de (E3) est {—3;3}.
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EXERCICE RESOLU 4
Résoudre dans IR chacune des inéguations suivantes :

2l 2 2x41
(I):ex2 <1 ; (1) e¥ 3l <e 5 (I3): ex2z >e¥t4,

Solution
. 2w+l
#Résolutionde (I7) : ex2 <1
L’ensemble de validité D, de (I)estD; = {x € IR/ x — 2 # 0} = IR \ {2}.

2x+1

Pourtoutx € IR\ {2}, ex2<1 & 2t

x—2

<0.

2x+1
x—2

L’etude du signe de % permet d’obtenir : <0 eoxe€ ]—% ;2[.

D'ou l'ensemble des solutions de (I,) est ]—% ;2[ NnD, = ]—% ;2[.

#Résolution de (I) : e* 3%+l < ¢
L’ensemble de validité D, de (I,) est D, = IR.
eX Bt < o o XXl <ol 42 _3x+1<1 ©x2—-3x<0 o x€[0;3].
Dot I’ensemble des solutions de (I,)est [0 ; 3].
2x+1
Résolution de (I3) : ex2 > e*t*
L’ensemble de validité D3 de (I3)est D; = {x € IR/ x — 2 # 0} = IR \ {2}.
Soit x € IR\ {2},

2x+1 2
2x+1 -x“+9
exz > -">x+4 o
xX—2 x—2

>0.

—-X

2;9 donne:S= ]—o;-3[U]2;3].

x—

L’étude du signe de

EXERCICE RESOLU 5

On considére la fonction f de R vers R définie par f(x) = set-1

eX+1
représentative dans le plan muni d’un repére orthonormé (O, I, J) d’unité graphique 2 cm.

Partie A

1. a) Déterminer ’ensemble de définition Ds de f.

b) Démontrer que le point A( 0 ; 1) est centre de symétrie de la courbe (C).

2. Déterminer les limites de f en +oo et en -0, puis interpréter graphiquement chacun des résultats
obtenus.

3. Démontrer que f est strictement croissante sur IR et dresser son tableau de variation.

4. a) Déterminer une équation de la tangente (T) a (C) au point A.

b) On consideére la fonction h définie par h(x) = f(x) — (x + 1).

. On note (C) sa courbe

_ 2
Démontrer que pour tout x de IR, h’(x) = — (ex 1) . En déduire le sens de variation de h.

eX+1
c) Calculer h(0), puis déterminer le signe de h(x) suivant les valeurs de x.
d) En déduire la position de (C) par rapport a (T).

5. Tracer la droite (T), la courbe (C) et ses asymptotes.

Partie B
1. Démontrer que pour tout x de IR, f(x) = te”

eX+1

1.

2. En déduire une primitive F de f sur R.

Partie C
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1. Démontrer que f est une bijection de IR sur un intervalle J que I’on précisera.
2. f~1 désigne la bijection réciproque de f.

a) Calculer f(In3).

b) Justifier que f 1 est dérivable en 2 et calculer (f ~1)’(2).

c) Démontrer que : Vx €] — 1;3[, f "1 (x) = In (1+x).

3—x

3. (C’) désigne la courbe représentative de £~ dans le plan muni du repére (O, 1, J). Construire
().

Solution

Partie A

1)a. Pour tout x €IR, e* + 1 # 0 car Vx € IR,e* + 1. Par suite Dy =IR.
Un point A(a; b) est centre de symétrie de (C ) si et seulement si :
pourtout x € Dy, 2a—x € Dy et f(2a—x) + f(x) =2b
Pour le point A(0;1),0ona:a=0, b=1et2a—x=—x.

) _3e™¥*-1  3e¥-1 3-e*  3e*-1
Pourtoutx € IR, —x €IRetona: f(-0) + f(X) =T+ 7 =7 T ooy

_ 2e*+2

f(=x)+f(x) = ;. —2=2%x1.D'ou le point A(0 ; 1) est le centre de symétrie de (C).
. g 3e-1\ . 3—3%
2 xl—’;?-;-noof(x) B xl—’;Too ( eX+1 ) - xETw <1+eix>
Ona lim e* =4+ donc lim ix =0.Dou lim f(x)=3.
X—+00 xX—+oo e X—+ 00
Interprétation graphique : La droite d équation y = 3 est asymptote a (C) en +co.

X_
lenwf(x) - xl—’;lnoo (3eex+11
Donc la droite d équation y = —1 est asymptote a (C ) en —oo.

3.a)Vx € IR, f'(x) = 3e"(ex-€;)c:;‘2(3ex—1) _ 3ezx+(3€exx:13)ezzx+ex _ (e:i)z .

b) Pour tout x€ IR ,4e* > 0 et (e* + 1) > 0 alors pour tout x € IR f'(x) > 0.
Par conséquent f est strictement croissante sur IR.

Tableau de variation

)=—1 car lim e*=0.

X——00

X —00 + o
IS m
F) /
-1

4.2)f'(0) =1 et f(0) =1, par suite, une équation de la tangente (T) au point d abscisse 0 est :
y=x+1

b) Pour tout x € IR, 1 (x) = f'(x) =1 == 22t EDE (Zi:)z
hA(x) =0 x=0;

Pour tout x € IR\ {0}, h'(x) < 0. La fonction h est donc strictement décroissante sur IR.
¢) Signe de h

h est strictement décroissante sur IR et h(0)=0, par suite on a :
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Vx € |—o0;0[ ,h(x)>0; Vx€]0;+[ ,h(x)<O.

d) Position relative de (C)et (T)

La position relative de (C) et (T ) reléve du signe de h: x — f(x) — (x + 1).

D’aprés c.), ¥V x € ]—o0; 0[,h(x) > 0 etV x € ]0; +o[, h(x) < 0.

On en déduit que (C ) est au-dessus de ( T ') sur ]—oo; O[ et que ( C ) est au-dessous de ( T ) sur ]0; +oo.
5. Représentations graphiques ( C ) et ( T) et les asymptotes ( voir figure ci-apres )

Partie B
1. Pour tout x € IR, f (x) = ?:—:11
Par ailleurs,pour tout x € IR, de? —1= bl Gl = e 1
e* + 1 eXx +1 ex+1
d’ou, pour tout x € IR, f(x) = ;{ejl -
2. La fonction x +— eil est de la forme x — %(xx)) avecu(x) =e* +1.
x

Par suite, une primitive sur IR de la fonction f : x — — 1 est la fonction

e*+1
Fixv+— 4In(e*+1)—x.

Partie C
1. La fonction f est continue et strictement croissante sur IR, elle est donc une bijection de IR sur
f(IR) =1-1;3[.

n3_ _ n3
2.a) f(ln 3) — 3e 1 _ 9-1 4e 12 3

i — 3 = 2 Ona: f (ln3)=m=1—6=z-
f'(In3) # 0donc f~1 est dérivableen2etona: (f~1)'(2) =

_t _*
f'in3) 3
4. Représentation graphique (C’) de f~1 (voir figure ci — aprés)

(C) et (C’) sont symétriques par rapport a la droite d’équation y = x.

/ y
y=3

Exercice resolu 6

On considére la fonction f dérivable sur IR et définie par f(x) = (1 —x?)el™.

On note (C) sa courbe représentative dans le plan muni d’un repére orthonormé (O, I, J) d’unité graphique
2 cm.

1.a) Calculer xETmf(x).

b) Interpréter graphiquement ce résultat.
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2.3) Calculer lim f(x)et_lim )

xX——00 X

b) Interpréter graphlquement ces résultats.

3.a) Démontrer que : Vx € IR, f'(x) = (x? — 2x — 1)el™™

b) Etudier les variations de f et dresser le tableau de variation de f.

4. Déterminer une équation des tangentes (T) et (T”) a (C) aux points d’abscisses respectives -1 et 1.
5. Tracer (T), (T’) et (C).

Ondonne f(1—+2)~341etf(1+v2)=~-1,17.

6. Soit g la restriction de f a [1-V2; 1+V2].

a) Démontrer que g est une bijection de [1-v2 ; 1+v2 ] sur [g(1+v2); 9(1-v2) ]

b) Démontrer que la bijection réciproque g~ de g est dérivable en 0 et calculer (g=1)’(0).

¢) Construire la courbe représentative (C’) de g1

1.a) lim f(x)= lim (1—x?)el™*
X—+00 X—+00
Posons X=1—x, ona: lim (1—x2?)el™ = Xlim (—=X? +2X)eX = Xlim (—=X?%eX + 2Xxe%)

X—+00

Xllm X?eX=0= llm ( —X2eX) =0;
Xllm XeX =0= llm (2XeX)—O

Donc par somme, Xlzm ( —X2%eX 4+ 2XeX) = 0. Ainsi, lirJrrl f(x) =0.
——00 X—+©
b) li‘rJrrl f(x) = 0 donc la droite d’équation (OI) est asymptote a (C) en + co.
X—+00
2.a) lim f(x) = lim . (1- x2)el™™

lim (1 - xz) = llm ( —x?) = —oo,
X——00
Posons X—1—x ona: lim el™ =Xli1Jrrz eX = +oo.
X——00 —+ 00
Ona; lzm (1 —x%) = —oet lim el™ = +oo donc par produit, lim (1—x%)et™ = —oo.
X——00 —>—00

Ainsi, llm f(x) = —
X——00

2V pl—x .2
lim L9 = g 820 7 — iy 0290 p1x
x——00 X X——00 X X——00 X
_ .2 _ .2
lim &9 = gy &9 = lim (—x) =+ oo.
X——00 X xX——oo X X——00

De plus, lim e'™ = +oo (d’aprés la question ci-dessus).
X——00

.2
Finalement, par produit, lim S e17* = 4oo. Ainsi, lim 12 = +oo

X——00 X X——00

b) lim f(x)=—ocet lim @ = 400 donc (C) admet en -co une branche parabolique de
X——00 X——00
direction (OJ).

3.a) Vx €IR, f'(x) = (—2x)el™ — (1 — x¥)el™ = (x? — 2x — Del™.

b) Vx € IR, e™* > 0 donc f'(x) a le signe de x? — 2x — 1.

Les zéros de x2 — 2x — 1sont 1 —v2 et 1+ V2. x? — 2x — 1 a le signe de a a I'extérieur des zéros.
Par suite :

Vx € ]—oo; 1 —\/E[U]l +/2; +00[,f’(x) >0etVx €]1—v2;1+V2 [ f'(x) > 0.

Par conséquent,

f est strictement croissante sur |—oco; 1 — 2 | et sur [1 + v/2; +oo[ ;

f est strictement décroissante sur [1 —+/2; 1 + 2 ].

D ’ou le tableau de variation suivant :
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x |- 1-v2 1++2 +oo
[0 + 0 - 0 +
f1-v2) \ 0
f() e D) /

4. Une équation de latangente (T)est: y = f'(—1)(x + 1) + f(—1).
Soit (T) : y = 2e2x + 2e2.
Une équation de la tangente (T’) est © y = f'(1)(x — 1) + f(1). Soit (T) : y = —2x + 2.

5. Représentations graphiques de (T), (T’) et (C).

6.a) La fonction f est continue et strictement décroissante sur [1-v2 ; 1+v2 ].

Comme g est la restriction de f a [1-v/2 ; 1+v/2 ] donc g est continue et strictement décroissante sur
[1-V2; 1+V2 ].

Donc g une bijection de [1-v2 ; 1+v2 I sur g([1 — v2; 1 +v2])= [9(1+V2); g(1-V2) ].

b) 1€[1-V2; 1+V2 ] et g(1) = 0.

Ona: g'(1)=-2.

Ainsi, g'(1) # 0donc g~! est dérivableenOetona: (g71)'(0) = L L

g 2z
c) Représentation graphique (C’) de g=* (voir figure ci — apreés )

( C’ ) est le symétrique de la représentation graphique de g par rapport a la droite d’équationy = x .

Association des Professeurs de Mathématiques de la Région de Gbéké FONCTION exp 85



EXERCICES

Simplifier les expressions suivantes pour f) ei‘; >0
. e
tous nombres réels x ety :

g) 2e* —3e7%* > 0.
a) (e*)’e?;

x-1
b) ) -
o3 |§| Les polyndmes P et Q sont définies par
C) o=
) eoer P(x) =X +x* —10x +8 et
e*e
) - Q(X)=x*+x>—7x* —x+6.
Soit g et h les fonctions définies sur IR 1.a) Justifier que : P(X) =(x-1)(x+4)(x-2).
Xpe—x X_gx b)Résoudre dans IR 1’équation :
par :g(x) =< +: et h(x) =2 23 - )3x 2x x _q
e~ +e” -10e" +8=0.

1. Etudier la parité des fonctions g et h. o
2. Démontrer que [g(x)]? — [A(x)]? = 1. 2. a) Calculer Q(1) et Q(—1) et en déduire une

3. Démontrer que g(2x) = 2[g(x)]? — 1 et factorisation de Q(X).
que h(2x) = 2g(x) X h(x). b) Résoudre dans IR 1’équation :

6e ™ —e -7 +e*+1=0.
Soit f la fonction définie sur IR par :

flx) = Z:Z: , Résoudre dans IR? les systémes suivants :
1. Etudier la parité de la fonction f. Inx-2Iny=1In2
.2.Démontrer que pour tout réel , (1) 1\

__2fx® D
F(2) = ror e’ (ey]
Resoudre dans IR chacune des équations 2N ) In(x+4)+In(y +1) =In2
Proposées : e —e?" =0
a) e3—x =1; ex+|n2 +ey+|n5 =16
b) er2+3 =e’* ; (3) ex-¢—|n3 +ey+|n3 :15
C)2-e*=0;
d) exx'i' 7= 0_?x f est une fonction de IR vers IR.
€) (j — 27+ =0; Calculer les limites de f aux bornes de son
fle* —2¢*-3=0; ensemble de définition :
g)2e*—2e*-3=0; _e*-1

L2 a) f(x) =—

h)exe = ex, b)f(x)=62x—€x+1

c) f(x) =2xe™*

Résoudre dans IR les inéquations suivantes :
d f(x)=2x+e7*

a) e*=3>0

b)e™* —4>0 &) f(x) =
c) el™+2>0 f) f(x) =2(e? - 1)
d)2e?* —3e*—-2<0 T
e) (e*—3)(5—-e¥) <0 9 fl) =~
h) £(x) = 22,
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|§| Dans chacun des cas suivants, on admet que la
fonction f est dérivable sur I’intervalle 1.
Calculer la dérivée de f .

a) f(x) =e ¥t I=IR;

b) f(x) = e*’, 1= IR;

) f(x) =e*Inx, [ =]0 ;+oo[;

d)f(x) = (1 —x)el"‘ +x1=IR;

e) f(x)— _x,I—IR
f) f(x) = xze‘x, I=IR.

1. Dans chacun des cas suivants determiner
une primitive de la fonction f sur ’intervalle IR
a) f(x) = e~

b) f(x) = xexz

0) f(x) =~z

d) f(x) = x-5 +3e~2%*1

2. Soit les fonctions geth définies sur IR par :

gx) = = Tiox

a) Determlner une primitive de g sur IR.

b) Déterminer une primitive de g + h sur IR.
c) En déduire une primitive de h sur IR.

Soit la fonction f : x— (x2 — 3x)e™*.
Déterminer les nombres réels a, b, ¢ tels que la
fonction F : x — (ax? + bx + c)e™* soit une
primitive de f sur IR.

Dans les exercices ci-dessous, le plan est muni
d’un repére orthonormé (O,1,J).

(C) désigne la courbe représentative de la
fonction f.

Partie A

Soit la fonction h dérivable sur IR et définie
par: h(x) =3+ (x — De™.

1. Déterminer les limites de h en +oo et

en — oo

2. a) Démontrer que

pour toutx € IR,h'(x) = (2 —x)e ™

b) En déduire les variations de h et dresser son
tableau de variations.

3. Démontrer que sur I’intervalle |—oo ; 2]
I’équation h(x) = 0 admet une solution unique
aetque-1<a<0.

4. En déduire que :
Vx€]—o; al,h(x) <O0;

V xx € |la; +oo[,h(x) > 0.

Partie B

Soit la fonction numérique f définie sur
IRpar: f(x) =3x+1—xe ™.

1. Déterminer les limites de f en +oo et

en — oo

2. Démontrer que pour tout nombre réel x

ona f'(x) = h(x).

3. En déduire les variations de f et dresser son
tableau de variations.

4. Démontrer que la droite (A) d’équation

y = 3x + 1 est asymptote & (C)en + co.

5. Etudier la position relative de (C) et (4) .
6. Démontrer que (C) admet en —oo une branche
parabolique de direction (OJ).

7. Déterminer une équation de la tangente

(T) & (€) au point d’abscisse 0.

8. Tracer (Cs) , (A) et (T).

On prendra a« = —0,6 et f(a) = 0,3.

D’APRES BAC D SESION 1998

Le plan est muni d’un repere orthonormé
(0,1,]) (unitt2cm).

Partie A

On considére la fonction g dérivable sur IR et
définie par g(x) = x + 1 —e*.

1. Calculer les limites de g en + 0 eten — oo
2. Calculer g’ (x)pour tout x € IR.

3. Etudier suivant les valeurs de x le signe de
g' (x) puis dresser le tableau de variation de g.
En déduire le signe de g(x)suivant les
valeurs de x.

Partie B
On considére la fonction f dérivable sur IR et
définie par : f(x) = 3(x% + x)e™*.
1.a) Calculer la limite de f en + oo.
b) Calculer les limites de f(x) et f(x)

tend vers —oo

c) Interpréter graphiquement les résultats des
questions a) et b).

2.a) Démontrer que : Vx € IR,

f'(x) =3(—x?>+x+1)e ™.

b) Etudier suivant les valeurs de x le signe de
f'(x) et dresser le tableau de variation de f.

quand x

On ne cherchera pas a calculer f (%g) et
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f(1+2\/§).

3.a) Déterminer une équation de la tangente (T)
a (C) au point d’abscisse 0.

b) Démontrer que :V x € IR,

f(x) —3x = 3xe *g(x).

c. Déduire de la partie A la position relative de
(C) parrapporta (T).

4. Tracer la tangente (T) et la courbe (C).

Onprendra V5 = 2,2 ; f (%g) ~-13 et

()~ 28,

5. Soit la fonction F définie sur IR par

F(x) = (ax? + bx + c)e " ol a, b et ¢ sont des
nombres réels.

Déterminer a, b et ¢ pour que la fonction F soit
une primitive de f sur IR.

Partie A

Soit g la fonction de IR vers IR définie par :
ex

g(x) =1+ ——.

1. Déterminer I’ensemble de définition D, de g
et calculer les limites aux bornes de Dy.

2. Résoudre dans IR 1’équation : g(x) = 0.

3. Etudier les variations de g et dresser son
tableau de variation.

4. En déduire le signe de g(x) suivant les
valeurs de x.

Partie B
On considére la fonction f de IR vers IR définie
par f(x) = x + In(4|1 — e*)).
1.a) Déterminer I’ensemble de définition D de f.
b) Déterminer les limites de f aux bornes de Dy.
2.a) Justifier que

Vx €]—00;0[f(x) =x+In4+In(1—e%)
{Vx €]0; 4o, f(x) =2x+In4 +1In(1 —e™%)
b) Justifier que les droites (D,) et (D3)
d’équations respectives : y = x + In 4 et
y = 2x + In4 sont asymptotes obliques a
(C)respectivement en — o et + o .
c) Calculer les coordonnées du point
d’intersection A de (C)et (D,).
d) Etudier la position de (Cy)par rapport a (D,)
sur]0; +oof.

3.a) On admet que f est dérivable sur Dy.
Vérifier que Vx € Df, f'(x) = g(x).

b) En déduire le sens de variation de f et dresser
son tableau de variation.

4. Soit h la restriction de f a I’intervalle

10; +ool.

a) Justifier que I’équation h(x) = 0 admet dans
10 ; +oo[ une solution unique « et que

0,18 < ¢ < 0,19.

b) Calculer les valeurs exactes de h(In 2) et
(h"1)’'(In8) ol h~1 est la bijection réciproque
de h.

5. Prouver que la courbe (C) coupe (Ol ) en
deux points P et Q dont on déterminera les
coordonnees. On prendra xp < xg .

6. Tracer la courbe (C) et toutes ses asymptotes
et la courbe (T') de h™1 et ses asymptotes.

Partie A

1. Résoudre dans IR,

2x
¢ 9.0
e* -5
2. Démontrer que :
e” —10e* +9> 0 < x & |-0;0[ U |In9;+oo]
Partie B
Soit f la fonction numérique définie sur

]-o0;In3[ U ]In5; +oo[ par:
e” 9
f(x):|n[ex_5j.

1. a) Déterminer les limites de f aux bornes de

son ensemble de définition.
b) Démontrer que la droite (D) d’équation

y = x est une asymptote oblique & (C).
c) Préciser les autres asymptotes.

2. a) Démontrer que :
e* (e¥ —10e* +9)

e 8o )

b) Déduire du A-2) le signe de f '(X) suivant les

vxe Dy, f'(x) =

valeurs de x et donner le sens de variation de f .

c) Dresser le tableau de variation de f .
3. a) Donner la position de la courbe (C)
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relativement & son asymptote oblique ( D) .
b) Déterminer le point A d’intersection de la
courbe (C) avec (OI )

4. Construire la courbe (C) et ses asymptotes.

Le plan muni d’un repére orthonormé

(O, I, J).L’unité graphique est 2 cm.

Partie A

On considére la fonction g dérivable et définie
surlRpar: g(x) =1+ (x—1)e*

1.a) Calculer xl_l)I_"{loo g(x).

b) Calculer xlirp g(x) puis donner

une interprétation graphique du résultat.
2. Etudier les variations de g et dresser son
tableau de variation.

3. Déterminer le signe de g(x) suivant les
valeurs de x.

Partie B
On considére la fonction f dérivable et définie

sur ]0; +oo[ par :f(x) = # + Inx .
On note (C) la courbe représentative de f.

1.a) Calculer lim f(x).
X—+00

f)
b) Calculer lim Tpuls donner une

X—+00

une interprétation graphique du résultat.

c) Calculer la limite de f a droite en 0 puis
donner une interprétation graphique du résultat.
2.a) Démontrer que pour nombre réel x de

10; ool 1 () = L2+ 1.

b) Dresser le tableau de variation de f.

3.a) Démontrer que 1’équation :

(E): x €]0; +f, f(x) = 0 admet une solution
unique a.

b) Justifier que: 0,3 < a < 0,4.

4. Construire (C) .

Le plan muni d’un repére orthonormé
(O, 1, J).L’unité graphique est 4 cm.
On considére la fonction f dérivable et définie

sur IR par: f(x) = &Her

1+xex "’
On note (C) la courbe représentative de f.

Partie A

On considére la fonction g dérivable et définie

surlRpar: g(x) =x+2—¢*

1.a) Calculer xl_1>r+noo gx).

b) Calculer xl_i)mm gx)

2. Etudier les variations de g et dresser son

tableau de variation.

3.a) Démontrer que I’équation (E) : x € IR,

g (x) =0 admet exactement deux solutions.

On note respectivement a et 8 la plus grande et

la plus petite de ces deux solutions.

b) Justifier que 1,14 < a < 1,15 et que
-185< B < —1,84.

4. Démontrer que :

Vx €] — 0; a[U]B; +oof, g(x) <0

Vx €]a; B[, g(x) > 0.

Partie B
On admet que Vx € IR, 1+ xe* > 0.
1.a) Calculer xl_i)r_noo f(x) et xl_i)r_Poo f(x)
puis donner une interprétation graphique des
résultats.

oc+2

2.a) Justifier que f(a) = — .

b) En déduire de la question 3-b) un
encadrement de f(a) a 1072 prés.
3.a) Démontrer que pour nombre réel x :
P x)e*
£l = 225
b) Dresser le tableau de variation de f.
4. Démontrer qu’une équation de la tangente (T)
a (C) au point d’abscisse O esty =x + 1.
5. Soit la fonction u dérivable et définie sur IR
par u(x) = e* — xe* — 1.
a) Etudier le sens de variation de u.
b) En déduire le signe de u(x).
¢) Démontrer que pour tout nombre réel x :

f(x)—(x+1)=%
d) En déduire la position de (C) par rapport a
(T).

6. Tracer (T) et (C).

Une application de I’exponentielle en
économie

Pour suivre et décrire 1’évolution de

« population a croissance limité », on utilise les

. . . . a
fonctions logistiques f du type : t — TrpekE
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ou a, b, k sont des constantes positives.
Elles servent par exemple a I’étude
d’équipement d’un ménage en automobile, en
récepteur TV etc. et ceci en fonction du temps.
1. Justifier que cette fonction est définie sur IR.
2. Etudier la limite de f en +oc0 eten — co.

3. Etudier f et tracer sa courbe représentative
poura=8;b=2etk=1.

Partie A

Soit g la fonction définie sur ]0 ; +oo par :

o(x) = = -

On désigne par (T') la courbe représentative de g
dans le plan muni du repére orthogonal (O,1,J).

Unités graphiques : 1 cm sur I’axe des abscisses
et 4 cm sur I’axe des ordonnées.

1. Déterminer les limites de g en 0 et en +co.
Interpréter graphiguement les résultats.

2. Etudier le sens de variation de g puis dresser
son tableau de variations.

3. Tracer (T).

Partie B
On considére la fonction h définie sur ]0 ; 4+oo[
par: h(x) = 2x[a(lnx)? + blnx + 2],
ou a et b désignent des nombres réels.
1. Exprimer pour tout x de]0; +oo],
h'(x) en fonction de a et b.

2. Sachant que h' G) =0eth'(e) = 4,
déterminer a et b.

Partie C
On considére la fonction f définie sur [0 ; +oo[
par :
{f 0 =0

f(x) = 2x[2(Inx)? = 3Inx + 2], six>0"
On désigne par (C) la courbe représentative de f
dans le plan muni du repére orthogonal (O,1,J).
1. Etudier la continuité de f en 0.

f) .
2.Calculer lim —— puis interpréter

x—0

graphiquement le résultat.
3. Déterminer la limite de f en +oo.

4. Démontrer pour tout x de]0; +oo],
f'(x) =21+ Inx)(2Inx — 1) .

5. Etudier le signe de f'(x) et dresser le
tableau de variations de f .

6. Soit ¢ la fonction définie sur [0,1; 0,3] par :
o(x) = f(x)— g(x).

a. Démontrer que, pour tout x appartenant
a[0,1;0,3],ona: ¢’(x)>0.

b. Démontrer que 1’équation f(x) = g(x)
possede une solution unique a sur [0,1; 0,3].

On admet que (C) est au-dessous de (I") sur
10 ;] et est au-dessus de (I") sur [a; +oo].
7. Tracer (C) dans le méme repére que (I).
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FONCTIONS EXPONENTIELLES,
FONCTIONS PUISSANCES

COURS 93
TRAVAUX PRATIQUES o8
EXERCICES oo 99

COMMENTAIRES

e Ce théme vise a :

- définir et étudier les fonctions exponentielles et puissances ;

- mettre en place les primitives de fonction de la forme u'u® (a € R\{—1}).

e Les fonctions exponentielles et les fonctions puissances complétent les fonctions étudiées en terminale.
Leur champ d’application est vaste et on les retrouve aussi bien en biologie qu’en sciences physiques
notamment pour résoudre des équations différentielles.

e L’étude des fonctions exponentielles de base a et des fonctions puissances découlent directement de
’étude de la fonction exponentielle népérienne.

On habituera les éléves a retrouver les limites et les dérivees des fonctions exp, et puissances a partir des
définitions de ces fonctions.

e L’étude générale des fonctions exp, n’est pas a traiter de maniére théorique mais pourra étre abordée
sur quelques exemples (0 <a<leta>1).

Il en est de méme pour les fonctions x — x*. ce sera I’occasion d’étudier des cas correspondant a des

valeurs variées de « et de faire le lien avec les notationsi/x et xP/4.
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e Les fonctions puissances x — x%

J . . 1 A
sont définies sur ]0; +oo[ mais, pour certaines valeurs de a (¢ € Z, a = > etc. ), elles peuvent étre

définies sur un ensemble contenant ]0; 4+co[ par exemple R, R*ou [0; +oo]).

CONTENUS

CAPACITES ATTENDUES

1. Définition de la fonction exponentielle de
base a

(a € R\ {-1})

2. Définition de la fonction puissance
d’exposant réel non nul

3.Primitives de u’u™

(meR—-{-1})

4.Croissance comparée des fonctions
logarithme népérien, exponentielle
népérienne et puissances

5.Dérivées de fonctions du type u®*(a € R*)

& Résoudre des équations ou inéquations
faisant intervenir des fonctions exponentielles.
& Déterminer les primitives d’une fonction du
type : u'u™(m € R\ {—1}).

< Utiliser les limites sur la croissance
comparée pour calculer d’autres limites.
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COURS

I. PUISSANCE D’UN NOMBRE REEL STRICTEMENT
POSITIF

1. Définition

Pour tout nombre réel strictement positif a et pour tout nombre réel b, On appelle puissance d’exposant b
du nombre réel a, le nombre réel noté a° et défini par aP = ePna,

Remarques
e Pour tout nombre réel a > 0 et tout nombre réel b, ab > 0.
e Pour tout nombre réel strictement positif a et pour tout nombre réel b : Ina® = blna .

Exemples 1

2

4
(5)—\/5 — e~V3In5 . q3m — emin13 . 23 _g . (E)E — eglng
)] ) ) 3 .
N.B : la touche permet d’obtenir des valeurs approchées de aP .

Exemple 2

Donner ’arrondi d’ordre 3 de 2V3 .

2. Proprieteés

Pour tous nombres réels strictement positifs a et a’ et pour tous nombres réelsb etb’, ona:

1P =1 ;abab’ =abt’ . (aa)P = aPa;
b\P' _ _bb . a® _ p-b coa% _(a)P
@) =" F=a = (3)
Exemples
121V x 127202 = 1271 o= (8 =203,
4° 4
2,15 2 NA V2 V2
(75) =737 71 =7 ; Poura >0 ,(3aa\/)§ = 3(;5 =32,
Exercice
Simplifier les écritures suivantes
5—-a
4 V10 41)32
52—\/§ X 52+\/§ : (\/i)n % (2\/5)” ; (9_1,25)5 (% '(a (= IR) ; %
(V10) (2m)*

1. FONCTION EXPONENTIELLE DE BASE a

1. Définition
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Soit a un nombre réel strictement positif différent de 1
On appelle fonction exponentielle de base a la fonction notée exp, et définie sur IR par
exp,(x) = a¥ = eXIna

Exemples
- La fonction f :x +— 2* est la fonction exponentielle de base 2.

- La fonction f :x +— \/gx est la fonction exponentielle de base v/5.

Remarque
La fonction exponentielle de base e est la fonction exponentielle népérienne.

Exercice 1

Résoudre dans IR les équations proposées :

a)3*=5; b)) 2001)*1=5; ¢)3*=3"; d)4*—5x2"+6=0.
Exercice 2

Résoudre dans IR les inéquations proposées :
X
Q) (3) >005 b)3* <53, )4 —5x27+6<0.

2. Derivée

Propriéte

Pour tout nombre réel a strictement positif différent de 1, la fonction exp, : x — a* est dérivable sur
IR et pour tout x € IR, (exp,)’(x) = (Ina)e*'? = (In a)a”.

Exemple
. . L 4\~
Déterminer la dérivée de f: x - (E) .

f peut s’écrire : Vx €IR, f(x) = exn(3)
f est dérivable sur IR. Vx € IR, f'(x) = (ln (%)) e*n(3)

3. Limites

Théoréeme

Soit a un nombre réel strictement positif différent de 1.
HSio<ax<1, lim a* = 4+ et lim a* = 0.

X——00 X—+00
H Sia>1, lim a* =0 et lim a* = +oo.
X—>—00 X—+00

Exemple
Calculer lirp (0,3)*et liIIl (m)*
X—+00 X—>+00
lim (0,3)* =0 car 0,3 €]0; 1]. ]ilzl (m)* = 400 car ™ > 1.
X—>+00

X—+00
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II1. FONCTION PUISSANCE D’EXPOSANT REEL NON
NUL, CROISSANCES COMPAREES

1. Définition

Soit a un nombre réel non nul . On appelle fonction puissance d’exposant «, la fonction x — x%.
Vx €]0; +oo[ , x* = e*Inx

2. Derivée
Propriété

La fonction f: x — x® est dérivable sur ]0; +oo[ et pour tout x € ]0; +oo[ona:
f(x) = ax* 1,

Exercice

Etudier le sens de variation de chacune des fonctions suivantes sur ]0 ; +oof :
a) f:xl—>x‘/E ; b) g:x— x7T.

3. Limites

Theoreme

Soit a un nombre réel strictement positif différent de 1.

HMSia>0, limx®*=0 et lim x%=+4w
x—0 X—+00
>

HmSia<0, limx% =400 et lim x*=0
x-0 X—+00
>

Exercice

Dans chacun des cas suivants :

1.Calculer les limites en —co et en + oo de la fonction f.

2. Etudier le sens de variation de f et dresser son tableau de variation.
3. Tracer la représentation graphique de f dans un repére orthonormé.

a) fix—x%1  ; b) fixr—xTT .

4. Croissances comparées des fonctions x — Inx ;x — e* ; x —
x*(a > 0)
Propriéte

Pour tout nombre réel strictement positif « on a :

~ Inx o ex ~ Inx

lim — =0 ;0 lim — =40 ; lim —=0.
x—+o00 x& x—+00 eX
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Exemples

Calculer
a) lim (x= —e* ; .
) Jim Ge* —e%) b) lim
. _ . o x
c) xl_l}gfﬂ()()(ﬁ - lnx) ; d) xl_l)rfloo(lnx eX)

a) llm (x2 —e¥) = llTx (1—%)
+ o0 X—>+00

x X
On a: lim e—z = o0 (croissance comparée) donc : lim (— e—z) = —00,

X—+0o X xX—+00

lim (— —Z) = — x
Ona{x=+xt X donc par somme : lim (1 — —2) = —oo,
liT 1=1 x—+00 x
X—>+00

liT x% =40 )

X—>+00 i . 2 _e_ - _

Ona im (1 B ﬁ) o donc par produit : xliToox (1 x2) 0,
X—+00

Ainsi : lim (x%? — e*) = —oo.
x—>400

e g, € g€ 1
b) lim _xEwaz(iz s = hm (& )
X

Ona lim xi =0 et lim (—1) = —1 donc parsomme : lim (—— 1) —1.

X—+o00 2 x—>+oo X—+ 0o x2
Par suite : llm( ) = 1.

X—+00
1

Donc:xl_lanOO (%2 1) == 1.

T,

Ona donc par produit : llm %— = +o0.

lim (%) = +o0 ro (G 1)

x—+00 \X

c) xl_l)trnoo(\/f —Inx) = lim (1 - ln—x) Vx

X—+00 x2

1 . ) . !
Ona: lim =5 = 0 (croissance comparée) donc : lim (— lf) =0.
X—+00 x2 X—>+00

lim (— m—x) =0
Ona{x~t® X2 donc par somme : lim (1 —m—x) =
liT 1=1 Xt x2
X—>+00

liT Vx = +o0
X—>+00
Ona ( lnx) donc par produit : lim (1 - ’”_x)\/; — oo,

lim |[1-—) =1 xX—+oo x2
X—+00 X2

Ainsi : lim (\/_— lnx) = 400,

X—+00

d) lim (lnx —e*)= lim (ln—x — 1)

X—+00 X—+00

Ona: lim —x = 0 (croissance comparée).

x—+oo €
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inx

lim —==0
Ona{ x—~+w e donc par somme : lim (l”—;‘ — 1) -1
llT _1 == —1 x—>+oco \ e
X—+ 00

liT e* =+
onaj * (1) =1 donc par produit : lim (45— 1)e* = —oo.

llm —_— 1 x—>+oco \ e
x—+o00 \ e¥
Ainsi : lim (Inx — e*) = —oo0,
X—+00
Exercice
Calculer

a) x1—1>I-Poo(\/§ - ex) ’ b) xl—i>Too(x2 tx- el_x) ; C) xl—i}-;-noo((lnx)z - ex) ; d) lim (n? .

X—+00 x3

Conséguences

Pour tout nombre réel strictement positif a et tout entier naturel non nul nona:
limx%lnx =0 ; lim x% e *=0 ; lim x"e* =0

x-0 X—+00 X——00

>0

Exercice 1

Soit f la fonction définie sur IR par : f(x) = (3x2 —x + 1)e ™.
Calculer xliwa(x)'

Exercice 2

Calculer lim x2 (Inx)3 .
x—-0
>0

5. Fonction u? ou u est une fonction et &« un nombre réel non nul
Théoreme 1

Soit @ un nombre réel non nul.
Si u est une fonction dérivable et strictement positive sur un intervalle | alors la fonction u“ est dérivable
sur | et a pour dérivée la fonction au'u®"1.

Exemple

Soit f la fonction dérivable sur J1 ;+oo[ par : f(x) = 3/ (Inx)? .
Déterminer la dérivée de f.

Pour tout x de ]1 ;+od[, f(x) = (Inx)3 .
Pour tout x de 1 ;+od[, f'(x) = %i (lnx)s ' = 32—x (Inx)s .

Théoreme 2

Soit @ un nombre réel non nul et différent de —1.
Si u est une fonction dérivable et strictement positive sur un intervalle | tel que u' soit continue sur I,

L. . 1
alors une primitive sur | de la fonction u'u® est E”aﬂ .

Exemple
Déterminer une primitive sur IR de la fonction f définie par: f(x) = e *. Y1 +e*.

1 1
Pour toutx de IR, f(x) = e ™*(1+ e *)s.Posonsu(x) =1+e™*. u'(x) = —e™*, donc f = —u'us.

4
Une primitive sur IR de f estdonc F:x - —%(1 +e¥)s.

Association des Professeurs de Mathématiques de la Région de Gbéké FONCTIONS EXPONENTIELLES ,
FONCTIONS PUISSANCES 97




TRAVAUX PRATIQUES

Exercice résolu
X
Soit f la fonction définie sur IR par : f(x) = (é) .
1. Calculer les limites en —co et en + oo de la fonction f.

2. Etudier le sens de variation de f et dresser son tableau de variation.
3. Tracer la courbe représentative (C) de f dans le plan muni d’un repére orthonormé (O,LJ).

Solution

Vx € IR, f(x) = (E)x = exl"@_

2
1 lim f(x) = lim ¢"6)
X—>—00 X——00

2 2

lim xIn (—) = +oo car ln (—) <0

On a < x->-o 5 5 donc lim f(x) = +oo.
X——00

lim eX = 4o
X—>+o0

lim Q) = lim ()
X—+00 X—+00

2 2

lim xIn (—) = —oo car In (—) <0 ]

On a{x—+w 5 5 donc lim f(x) = 0.
lim eX =0 Xk

X—>—00
2Vx €IR,f'(x) = In (g) exn(3),

2 xln(g)
Vx € IR, f'(x) < 0 car ln(§> <0et Vx €IR,e”"\5/ > 0.

D’ou f est strictement décroissante sur IR.

x |- + 00
f') +

T  »
f() 0

3. Tracons (C).
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EXERCICES

Dans chacun des cas suivants, calculer la
limite de f en + oo.
X
a X — .
) f N
x3+1

ex

b) fix—

c)fix— e*—Inx .
d) fix— (x +x%—3)e™™,

e) fix+— e*—x3.

1

f)fix— 5x .

er

9 fixr— —.
h) fix — Vxe ¥ .
Inx

) fix— x -

Nfix—x—e *lnx.

Dans chacun des cas suivants, calculer la
limitede fenO.

a) f:x —+xInx.

b) f:x — x3(Inx)2.

C) fix— x*.

3X_oX
df:ix— —.

1
e)fix— e xlnx.

) fix S

2x

e )

h) fix — x2e™* .
D) fix— 2x +x%e %%,

[u=

Dans chacun des cas suivants, calculer la
dérivée de la fonction f sur I’intervalle I
indiqué. On admet que f est dérivable sur 1.
2
a)f:xv—>3—x, I =IR.
1
b) fix — ex, [ =]0; +oof.
Ofix— (x2+1)V2, I =IR.
ex
d)f:x HE' I =IR.
e)fix—x* ,[1=]0; +ool.
Dans chacun des cas suivants, déterminer une
primitive de f sur ’intervalle I :

2
a)f:x-—>¥, I =IR.
b)f:x+— 272%, [ =R,
) fix — (x+1Vx2+2x, 1=[0; +[.

d)f:x— x(x?+1)V2, [ = IR,
X

e
X — —,[ =IR.
e (2e* +1)3
(Inx)™
Hfix— 1 =11; 4ool.

Dans chacun des cas ci-dessous, étudier la
fonction f de IR vers IR.

S’inspirer du plan suivant :

a) ensemble de définition Dy;

b) limites aux bornes Dy ;

c) préciser les asymptotes paralléles aux axes
lorsqu’elles existent ;

d) représentation graphique.

a)f:xl—>§
b)f:x — (1,8)*
O)fix—m*.
A)f:x — x*.
e)f:xr— e?* —x3.

f)f:xl—n/i?—ex.
gfixr—ex,

Soit la fonction f dérivable sur IR et définie
par: f(x) = x x 2*.

On note (C) sa courbe représentative dans le
plan muni d’un repére orthonormé ( O ,1.J)
d’unité graphique 2 cm.

1.a) Calculer lim f(x).
X—>—00
Interpréter graphiguement le résultat.
b) Calculer lim f(x) et lim 1)
X—+00 X

—>+400 X
Interpréter graphiquement les résultats.
2. Etudier les variations de f et dresser son
tableau de variations.
3. Déterminer une équation de la tangente (T) a
(C) au point d’abscisse 0.
4. Tracer (C) et (T).
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CALCUL INTEGRAL

COURS ... oo 102
TRAVAUX PRATIQUES 108
EXERCICES . oo 114

COMMENTAIRES

e Ce thémevise a:

» calculer des intégrale a I’aide de techniques particuliéres (utilisation des primitives, intégration par
parties) ;

P réinvestir dans les calculs d’aires les techniques du calcul intégral.

e La notion de calcul intégral est nouvelle en terminale.

Elle est introduire a partir de celle de primitive. Aussi, le professeur veillera a ce que cette derniére notion
soit acquise par les éléves. Le calcul intégral est un outil qui permettra de nouveau de déterminer des
primitives de fonctions. Il permettra en outre de calculer les aires des surfaces planes ou d’en donner une
valeur approchée. Cet outil sera réinvesti en physique (volume, moment d’inertie d’un solide, etc.).
Toutes les fonctions considérées sont continues sur leur intervalle d’intégration.

Il faut faire le lien entre intégrales et aire dés I’introduction des intégrales ou tout de suite aprés la
définition. Cela permet alors d’illustrer graphiquement les propriétés de I’intégrale.

e Lors d’une évaluation, si le calcul d’une intégrale utilise une intégration par parties, I’énoncé devra
I’indiquer.

e A I’occasion d’un calcul d’aire, 1’unité attendue doit étre précisée dans 1’énoncé.

e On pourra calculer, sur des exemples, une valeur approchée d’une intégrale par la méthode des
rectangles. La méthode des rectangles n’est pas a évaluer.

e [’inégalité de la moyenne et la valeur moyenne d’une fonction sont hors programme.
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CONTENUS

CAPACITES ATTENDUES

1. Définition de I’intégrale d’une fonction
continue f

b
f f(©)dt = F(b) - F(a)

ou F est une primitive de f

2. La fonction

x> f; f(Hdt
3. Interprétation graphique de I’intégrale d’une
fonction continue positive
4. Propriétés :
- linéarité ;
- relation de Chasles ;
- positivité ;
- si f < gsur[a,b]
b b
alors [ f(t)dt < [ g(t)dt
5.Techniques de calcul d’une intégrale :
- utilisation des primitives ;
- intégration par parties .6.Application : calcul
d’aire

= Calculer une intégrale en utilisant :

- les primitives des fonctions usuelles ;
- une intégration par parties.

= Utiliser la relation de Chasles pour

simplifier un calcul intégral.

<= Connaissant un encadrement d’une
fonction fsur [a; b], trouver un

encadrement de f: f()dt.

= Calculer I’aire d’une partie du plan
limitée par :

- la courbe représentative d’une fonction,
I’axe des abscisses et les droites
d’équations respectives

x=aetx=D>b,

- les courbes représentatives de deux
fonctions et les droites d’équation x=a et
X=Db.
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COURS

. INTEGRALE D’UNE FONCTION CONTINUE
Activité

Soit f une fonction continue sur un intervalle I, a et b deux nombres rééels de 1.

Soit F et G deux primitives de f sur I.

Démontrer que F(b) — F(a) = G(b) — G(a).

Le nombre F(b) — F(a) est donc indépendant de la primitive choisie.

1. Définition

Soit f une fonction continue sur un intervalle | contenant deux nombres réels a et b, F une primitive

quelconque de f surl.
Le nombre réel F(b) —F(a) est appelé intégrale de a a b de f.

Notation : F(b) — F( a) se note j:f (t)dt

Remarques

-Ibf (t)dt se lit aussi intégrale (ou somme) de aabdef(t)dt

m « et b sont appelés les bornes de I’intégrale.
m le nombre réel F(b) - F(a) se note aussi [F(t)]% [ etse lit F (t) pris entre a etb

m On peut remplacer la variable t par toute autre lettre alphabétique sauf par les lettres désignant les

bornes : On dit que t est une variable muette.
.. b b b
ainsi jaf(t)dt=jaf(u)du=jaf(x)dx...

Exemple 1
Soit la fonction f définie sur IR par f(x) =3x2 + 3.
Calculer I’intégrale de 0 a 1 de f.

Solution

[Jf0dx = [ (3x2+3)dx =[x3+3x]::(13+3><1)-(03+3><0):4

Exemple 2

Soit f définie sur IR, par f(x) = ——~ Calculer [* f (x)dx et [ f (x)d
oit f définie sur IR, par (x)-m. acuerJ‘_l (x)dx e L (x)dx
Solution

. 2 Fron __1d'

Soitu(x) =x*+2.ona u'(x)=2x.f(x)= 2 o)

1
2(x2+2)

La fonction F définie sur IR par : F(x) =
fl()d _[ 1 ]1_1 1_0
J@dx= 262+2))_, 6 6
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[ N
J@dx= 262 +2)], 2(22+2) 2(42+2) 18

Exercice 1

1. Justifier que la fonction h définie sur ]0; +oo[ , par : h(x) =§x3 X est une primitive de la fonction g
définie sur ]0; +oo[ par g(x) = X2/ .

2. Calculer I:g(x)dx :

Exercice 2

In x
Calculer I’intégrale 1= Le—dx.
X

2. Interprétation graphique de ’intégrale d’une fonction continue

Propriéte

(O, 1, J) est un repére orthogonal du plan.
Soit @ et b deux nombres réels tels que a < b et f une fonction continue sur [a, b]

(C) la courbe représentative de f , A la partie du plan limitée par (C), (OI) et les droites d’équations

respectives x = a et Xx=0.
L’unité d’aire notée u.a est égale a OIxOJ.

Si f = 0sur [a;b] alors ’aire de A en unité d’aire (u.a) est f;f(x)dx .

Si f < 0 sur [a; b] alors I’aire de A en unité d’aire (u.a) est f;[—f(x)]dx :

Exemple

On considére le plan rapporté au repére orthogonal ( O,1, J) tel que Ol =1cmet OJ =2 cm

Soit la fonction f définie sur ] 0 ; +oo[ par: f (X) = % + 2 et (C) sa courbe représentative.
X

Calculer I’aire A en u.a et en cm? de la partie du plan délimitée par (C), la droite (Ol) et les droites
d’équations respectives x = 1 et x = 4.
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Solution
f est une fonction continue et positive sur [1 ; 4]donc ['aire en unité d’aire est :

4 2 4
A= —+2dx=[4\/;+2x] =10u.a
J,+2 1
u.aencmzest2xlcm?. Dot A = 20 cm?.

Exercice

Le plan est muni d’un repére orthonormé (O, I, J ). L’unité graphique est 2 cm.

Dans chacun des exercices 1 a 3, calculer en u.a puis en cm?, I’aire de la partie du plan limitée par la

courbe représentative de la fonction f, la droite (OI) et les droites d’équations respectives x =a et x = b.
X

[ f X o a=0etb=1

VX241
fix>-x(x*+1) ;a=-1etx=0.
f:x-—>1n(x+1); a=e—1leth=e%—-1.

x+1

1. PROPRIETES

1. Propriétés
fet g sont des fonctions continues sur un intervalle I et a, b, c des nombres réels de 1.

jaf(x)dx = 0.

fbaf(x)dx =— f; f(x)dx.

[Tfodx + ["fe)dx = [ (x)dx (relation de Chasles).
[CF o0+ g0oydc=["f(gdx + ["g(xydx  (linéarite)

k étant un nombre réel quelconque : [ kf (x)dx = k [ f(x)dx ( linéarité)

Exemple
Calculer I:|x +3ldx

Solution
vxe[—4; =3], [x+3=—x—-3 etvx e[-3; 4], [x+3 =x+3.

[*perdax= [Cx-ax+ [Lcradx =[-2x2—3x] " +[Ex2 43 =16,
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2. Intégrale et primitive
Soit f est une fonction continue sur un intervalle | et a un nombre réel de I.

Propriété

La fonction F: x +— f;f(t)dt est la primitive de fsur I qui s’annule en a.

Conséquence
Si F est définie sur | par F(x) = [ f(0)dt alors vx € I, F' (x) = f(x).

Exemple 1

Pour tout nombre réel x, strictement positif, Inx = flx %dt.
Exemple 2

Soit F la fonction définie sur ]0; +oo[ par : F(x) = flx ;fttz dt .

Etudier le sens de variation de F.

F est la primitive de la fonction x +—

Inx .
, [00]
oz Sur 10; +oo], qui s ’annule en 1.

Donc vx € ]0; +oo[ : F'(x) = 11:; :

¥x € ]0; +oo[, 1 + x2 > 0, donc F'(x) a le signe de Inx .

Par suite :

Vx €]0;1[F'(x) <0 et ¥x € ]1;4oo[, F'(x) > 0.

Donc F est strictement décroissante sur ]0; 1] et strictement croissante sur [1; +oo].

Exercice
Soit F la fonction définie sur IR par : F(x) = fox(t2 — e ?dt .
Etudier le sens de variation de F.

3. Intégrales et inégalités
fet g sont des fonctions continues sur un intervalle fermé [a; b]

Sif =0surl[a;b] alorsjb f (x)dx>0.
Sif <Osur[a;b] alors Ib f(x)dx<0.

. b b
Sif <gsur[a;Dh] anrsL f(x)dst g(x)dx .

Exemple
2
1. Démontrer que : V x € [0; 1],0 < % < x?.

2
2. En déduire un encadrement de I’intégrale fol ~_dx .

1+x
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2

1. ¥x €[0;1],14x > 0 et x2 > 0 donc Vx € [0;1], —

Z >0 (1
1+x
Soit x € [0; 1].

3
Ona:l+x>0et—x*<0 donc—2-<0 (2

2
D’apreés (1) et (2),ona Vx €[0;1],0 < ;—x < x2,
2. En intégrant l'inégalité ci-dessus,ona 0 < < folxzdx .
Uz = €] =1
Jo x dx—[3]0—3.

Hvient 0<I <

W

I11. INTEGRATION PAR PARTIES

Théoreme

Soitu et v deux fonctions dérivables sur un intervalle I, tels que u et v’ soient continues sur .
Pour tous nombres réelsaetbdel,ona:

[P uv' () dx = [u@vo)ls - [Fu' ()v(x) dx .

Exemples
Calculer les intégrales suivantes a I’aide d’une intégration par parties.

a) IOH(X +1)cos xdx ; b)fft:2 Int dt.

Solution
u(x) =x+1 ona:{ u'(x)=1

T T
Par suite f (x + 1) cosxdx = [(x + 1)sinx]§ — f sinxdx = 0 — [—cosx]§ = —2.
0 0
l u'(t) =+
t) = Int ==
b) En posant :{u(,) " 5 : Lt
vi(t) =t v(t) =3t°
Par suite [ t?Intdt = [lt3 In t]e - feltzdt =2 [ﬁ] _ 2e%41
1 3 1 ‘13 3 9y 9
Exercice
A I’aide de deux intégrations par parties, calculer les intégrales suivantes :
— z _ 2 . _ 1, o _ 1—
I=[2(=3x*)cosxdx ; J= [ (x*—x+1)e'*dt.
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IV. CALCUL D’AIRE

Le plan est rapporté a un repere orthogonal (O, 1, J).
Propriété

Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle
fermé [a ; b] telles que f = g sur [a; b].

Cr et C4 sont les courbes respective de et g .

L’aire en u.a de la partie du plan limitée par

Cr, Cg4 et les droites d’équations respectives
x=aetx=b

est f;(f(x) — g(x))dx.

Conséquence

Soit f une fonction continue sur [a; b] et Y
c un élément de [a ; b] tel que : b
f=0sur[a;clet f <Osur|c;b]

L’aire en u.a de la partie du plan limitée par (Cy), e A
la droite (OI) et les droites d’équations respectives I N T
x=aetx=>b est SaE

5 f)dx — [ f(x)dx.

Exemple

Soit f la fonction dérivable sur ]0; +oo et définie par f(x) = g -1- 21% . On note (C) sa courbe
représentative dans le plan muni d’un repére orthonormé (O, I, J) Unité graphique : 2 cm.

Sot (D) la droite d’équation y = ;—C -1

Calculer I’aire en A en cmz? de la partie du plan délimitée par (C), la droite (D) et les droites d’équations
respectives x =1 et x =e.

2Inx

vx €10; +oo f(0) - (5 1) = - 2=
vxelLel fx)-(3-1)<0.

On peut donc conclure que (C) est au-dessous de (D) sur [1; e].
A=4 ( (% - 1) - f(x)> dx = 4ff”%dx =[4(Inx)2]¢ = 4e.

Exercices

Le plan est muni d’un repére orthogonal (O, I, J).

Dans les exercices 1 a 3, calculer I'aire de la partie du plan limitée par les courbes représentatives
(Cf) et (Cg) des fonctions f et g et les droites d’équations x = a et x = b.

f:xr—>x3+1; gix—x?t—1;a=-letb=1.

fixp x%lnx; g:xe xlnx;a= é etb = 1. ( On pourra utiliser une intégration par parties)

B fixme2¥; gixo2e*;a=-1letb=0.
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TRAVAUX PRATIQUES

Exercice résolu 1
Calculer les intégrales suivantes

a)_[ (\/_+—)dx ,
b) fl e? ln(1 x)d

©) flz xln(Zx) dx ;
d) f01 x2el=%" dx :
e) folnz 2e2%1 + e?X dx .

Solution

9
a)Ona J'g%dx = [2\/_]1—4et I—dx { 1} :g.
LIx

Xl
48 1 . a0l 1ol gy = 1,.8)_112
Donc J'l (ﬁ+§)dx—3jlﬁdx +5L;dx —(3x4)+(2x9)— 5

b) fl e? ln(l x)d

En posant u(x) = [n(1 — x), nous avons u'(x) = — donc ln(l x) —u' (x)u(x).
_Eu est une primitive de —u'u.

.. 1-e?in(1- 1-e2 In(1- ) 3
Ainsi: [, : ni xx)d [ln (1-x0)iz¢, soit [, e n( —dx ==,
) [2——dx

1 xin(2x)
1
N 1 _ %
Pour tout x € [1,2],xm(2x) = Tor
' 1 1 u'(x)
En posant u(x) = In(2x), nous avons u'(x) = < donc SRR
In|u| est une primitive de ((x))
Ainsi : fz — (Zx) dx = [ln(anx)] , soit fle rew )dx = —In(In2).

d) flxze”"3 dx
En posant u(x) = 1 + x3, nous avons u’(x) = 3x2 donc x2el**’ = %u’(x)e“(x).
geu est une primitive de ;u’e“.

L 1 3 1 311 .ol 3 e?
Ainsi : [ x%e!™* dx = g[xze”x ]0, soit [ x%e!** dx = .
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e) f01 2e%*1 + e?* dx
1
En posant u(x) = 1 + e?*, nous avons u'(x) = 2e%* donc 2e?*vV1 + e2* = u'(x) (u(x))z.
3

2 =2 Lo 1
5 uz est une primitive de u'uz.

3-.In2
ainsi : [} 2T e dx =3 [(1+ 60| - soit [ 262V T e dx = 2222,
0

Exercice résolu 2
Calculer chaque intégrale a 1’aide d’une intégration par parties.

a) ffl:—:dx ;
b) fol(x —1Del™™dx;
c) f23 In(2x + 1) dx .

Solution
elnx
a) fl ey dx

\ 1
u(x) =Inx , dou u'(x) ==
Posons{ 1 )
v(x)—; ,d’ ol v(x)——z—x2
Toutes ces fonctions étant continues sur [1; e], nous avons ;
e Inx lnx 1 11¢ 1 1 1
fimde =]z 1§d _EJ’[_H =t (i)
l
Finalement, [ Xdx = ——++
4e

1 1—
b) J, (x — De' ™ dx
u(x)=x—-—1 , d'ou u'(x)=1
v'(x)=el™ ,dou  v(x)=—el™*¥
Toutes ces fonctions étant continues sur [0; 1], nous avons ;
fol(x —Del™ dx =[(1—x)el™]} + fol el dx=—e+ [-el™¥)i=—e+ (-1+e).

Finalement, fol(x —Del™ dx=-1.

Posons {

c) f; In(2x + 1) dx

u(x) =Imm2x+1) , d'ou u'(x) =

Posons 241 o

v'(x) =1 ,d'ou v(x) =x+ E
Toutes ces fonctions étant continues sur [2; 3], nous avons ;
3
S m(2x +1)dx = [(x + )in(2x + 1)]2 — J, dx=1In7—2n5 - [x]§ =ZIn7 - 25— (1-0).

Finalement, [ In(2x + 1) dx =2 In7 —2In5 — 1.

Exercice résolu 3
Soit | = fotx(x + 1)e?* dx ou t est un nombre réel strictement positif .
Calculer Tal’aide d’intégrations par parties SUCCESSIVES.
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Solution
u(x)=x(x+1) , dou u'(x)=2x+1

Posons { o

v'(x) =e?* ,d'ou v(x) = %e
Toutes ces fonctions étant continues sur [0; t], nous avons :

_ [t 2]t _ ot 1\ 2x g, =1 2t _ (¢ 1) ox
I—[zx(x+1)e ]0 fo(x+2)e dx =Zt(t+ 1)e fo(x+2)e dx .
Effectuons une nouvelle intégration par parties pour calculer fot (x + %) e?*dx .
u(x) =x +% , d'ol u'(x)=1
v'(x) =e?* ,d'ou v(x)= %ezx
Ces fonctions étant continues sur [0 ;t], on obtient :

fot (x + %) e?*dx = E (x + %)ezx]

Finalement, | = %t(t + 1)e?t —%(t + %)eZt +%e2t , soit | =

Posons

1

t
0 02 4 0_ E
tzezt

t
—ftlezxdx=%(t+%)62t—%+[—lezx] = (t+%)e2t—%

e?t

Exercice résolu 4
A I’aide d’une intégration par parties, déterminer une primitive de la fonction In .

Solution

La fonction F définie sur ]0; +oo[ par F(x) = flx Intdt est une primitive de In.
u(t) =Int , d'ou u'(t) =%

v't)=1 ,d'ou v(t) =t

Toutes ces fonctions étant continues sur ]0; +oo[, nous avons ;

J{ it dt = [tint]f — [ dt = xInx — [t]§ .

Finalement, F(x) = xlnx — x + 1.

Posons {

Exercice résolu 5
1. Etablir que pour tout nombreréel x >1,0na : x<+vVx?2+1<x+ %

2
2. En déduire un encadrement de L X2 +1dx .
Solution
1.Pour toutx = l,ona: x?><x?+1,parsuite x<Vx2+1 (1)
Pour tout x = 1,ona:

(VEZ+1) = (x+2) = —0r — 5 <0done (Va2 +1) = (x + %) <0

T ax?’

Par suite, Vx?2+1< x+ % (2)
On déduitde (1) et (2) que: Vx = 1,ona: <Vx?+1< x+%.

2.Vx>1lona: <VaZ+1l<x+— donc [*xdx < [*Vx?+1ldx < [’(x+-)dx
2x 1 1 1 2x

Soit lx;Jj < flzmdx < lx;+%lnij.
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Finalement, vx > 1,0n a: % < fz VxZ +1dx < % +

Exercice résolu 6
Soit f la fonction dérivable sur IR et définie par f(x) = (x - %) e?x +% . On note (C) sa courbe
représentative dans le plan muni d’un repére orthonormé (O, 1, J) Unité graphique : 2 cm

1. Démontrer que la droite (D) d’équation y = % est asymptote a (C) en —oo.

()

2. Calculer les limites de f(x) etde ——= lorsque x tend vers +oo.

Interpréter graphiguement les résultats.

3. Pour tout nombre réel x, calculer f'(x)

4.Etudier les variations de f, puis dresser son tableau de variation
5. Etudier la position de (C) par rapport a (D).

6. Construire (C) et (D).

7. Soit un nombre réel t tel que t < 0

On désigne par A(t) I’aire en cm?de la partie du plan limitée par (C), la droite d’équation
y = E et les droites d’équations respectives x =t et x = 0.

a) Calculer A(t) a I’aide d’une intégration par parties .
b) Calculertlir_n A(t).

Solution
1. Démontrons la droite ( D ) d’équation 'y = % est asymptote a (C ) en —oo.

lim (f(x) —E) = lim (x _§> e2* = lim xe?* _Eezx

X——00 X——00 X——00
Ona:
lim 2x = —wet lim e* =0 donc lim e** =0 .
X——00 X——00 X—>—00
1
lim xe?* = lim —XeX =0 avec le changement de variable X = 2x.
X—>—00 X——00 2

En faisant la somme des limites précédentes, on obtient :

llm (f(x) — —) =0
Par conséquent, la droite (D) est asymptote a (C) en -oo.

()

2. Limites de f (x) etde ——= lorsque x tend vers +oo.

tim £ = tim ( 1)2’f+1
x_L)trnoofx—lmx 2e >

1
Jdim (2 =3) =+

lim e** = 4+ car lim 2x = +oet lim e* = +oo.

X—>—00 X—+00 X——00

En faisant le produit des limites précédentes, on obtient :
lim f(x) =+

X—+00
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f(x)

lim —~% = lim (l—i)e2X =
X+ X X—>+00 2X 2X

Ona: lim 1 =0.
x>+ 2X

lim [1—ij =1let lim e* =400 donc par produit des limites, on a:

X—>+0 2X X—>+00

1
lim (x _E) e%* = 4oo.

X——00

En faisant la somme des limites précédentes, on obtient :
. f(x

lim Q = +00

X—>+0 X

Interprétation graphique
(C) admet en +oo une branche parabolique de direction ( OJ)
3.Calcul de f'(x)

Pour tout nombre réel x, f'(x) = e* + 2 (x — %) e = 2xe™.

4. Etude des variations de f

vx € IR, 2e?*> 0 alors le signe de f’(x) est celui dex .D’oti :¥x €] — ;0[, f'(x) < 0 etVx €

10; +oo[, f1(x) > 0.

Par conséquent, f est strictement croissante sur [ 0 ; +oo/ et strictement décroissante sur

] —o0; 0].
Tableau de variations de f
X —00 0 + o0
f'(x) - 0 +
: o
0

5. Position relative de (C ) et (D)

Pour tout nombre réel x,on a f(x) — 5= ( — E) e?x

. 1 . 1
Pour tout nombre réel x, e?* > 0 donc f(x) — ; a le signe de x — >
1

Ainsi, Pour tout x e]—oo; —[ ,f(x)—%< 0 et pour tout x EE; +oo[ ,f(x)—%> 0

2

Par ailleurs, f(x) —% = 0 pour x = % .
1l s’en suit que :

(C) est au-dessous de ( D) sur ]—oo; %[ et (C)estau-dessusde (D) surE ; +oo[
( C) et (D) se coupent au point d’abscisse %
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6-Construction de (C)

7.a) Calcul de A(t) a [’aide d’une intégration par parties

Ona A(t)=4£0<%—f(x)>dx=4ft0[—(x—%)]e2"

u(x) == —(x —%) ona: {u’(x) =-1

En posant : 1
P { vl(x) — er U(X) = Eezx

Ona 9[- (e~ D= [4e— e - 0 e)

0 0
=[-3(r-g)e], + e,

Soi 0_ _1 2xd _l l -1 2t

OltL[ (x 2)]e x—2+2(t e

Dou A(t) =2+ 2(t —1)e?cm?

b) tlii'}n A(t) = tl_fznoo(Z +2(t —1De?) = tl_zznoo(Z + 2te?t — 2e?H)

Ona: lim 2t = —wet lim et =0donc lim e?t =0

t—>—o0 t—>—o0 t->—o

lim 2te** = lim TeT =0 (par le changement de variable T = 2t)

t—>—c0 T——oc0

D’ou tlim A(t) = 2 cm?.
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EXERCICES

I Vérifier les calculs suivants

a)j —dt b)_[ —dt =1;

c)j edt—— d)jeldt =1;

e)J.O%(—sint)dt =-1.

Calculer les intégrales suivantes

a) E(tlz—s)dt . b) Jj(%—%)dt

o).t -3ndt ; d)f"cos(@at

uv-vu
V2

F orme u'v + uv' ou

Calculer les intégrales suivantes :

a)j:(sintthcost)dt ;
b)jle(zxm X+ X)dX ;

1
c)'fo(2xeX + x2e*)dx

d)jgcostthsmtdt;
0 cost?

e)jle(—|ﬂx)2(+l)d
0 ;(S%ﬁtmt ;
)J‘ (l 2X)dX

Calculer les intégrales suivantes

*a) [ -2 dt
W
* 1 1
b)[, =
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IZ t2+1

Vt® +3
d)Lﬂdt

*h)J- Inx

)J.03+ 4x

-1 2 .
|)j_21_5x dx ;

J'l X+2

3 X .
n)J.Zl_ XZ dX !

11+ ¢'

)fl x2+1

t)J‘l( X+3

) [[3x2(x* +1)dx
f) jlz x3(x* +1)dx

~g)[ (x4 D)X + 2%)%dx

N (ln;) dx ;
Dfe(er +3)ax ;

dx ;

0x2+4x+4

o -3
P, (3—3x)? ax
1
q)-[O (3+4x)° dx
1(x® +3x+1)°

0(X2+6X+7)°

u)I:B\/SX +1dx ;
V)J'le/x+1dx ;
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W)f:(x + 1)/ X2 + 2xdX ;
z)flx\/ x2—1dx.

En utilisant la propriété de Chasles , calculer
les intégrales suivantes.

_[1 (3x2—|x))dx ; J‘42—|x—3|dx ;
-1 0
f3\/x2+4x+4dx : _[:|In x|dx.

2

|§| Soit f la fonction définie sur

4 1
11;+o[par:f(x) = —————.
X xInx
2
1. Justifier que : [ ——dx =In2.

e2

2 .En déduire 1’intégrale J. f (x)dx .

Soit f la fonction définie sur

o _ _ 3x+1
[Li+oolpar: f(x) = ==

1.Vérifier que pourtoutx > 1,
2

4
2. Calculer J; f (x)dx.

Soit h la fonction définie sur]—% ; +oo[ par

2
h(x) = 6X +13x+4.
3X+2

1. Déterminer les nombres réels a , b et ¢ tels

pour tout x > —=, h(x) =ax+b+ .
3 3x+2

2
2. Calculer J; h(x)dx .

1
El 1. Calculer I’intégrale Lﬁ- X
X“+4axX+

2.a) Déterminer les nombres réels a, b tels

1
pour tout X # —5
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2x+5  a N b
Ax2+4x+1 2x+1 (2x+1)?*°

b) Calculer .f;%zf“

Soit fla fonction définie sur IR par :
f@) =5

x2+1°
1. Démontrer que pour tout

1 1
xell;2] , =< f(x) <.
2. En déduire un encadrement de LZ f (x)dx.

Soit g la fonction définie sur ]0 ;+ oo par :
g(x) =e XInx .

1. Démontrer que pour tout x € [1;2]
0<g(x)<e ™ In2 .

2 . En déduire un encadrement de J.jg(x)dx .

1. Soit x un nombre réel.
Linéariser cos*(x)et sin®(2x).
2.Calculer les intégrales suivantes

| = rcos“ xdx etJ = J‘Xsin32xdx .
0 0

On considére les fonctions f et F définies
sur IR par f(x) = (x + 1)% et

F(x) = (ax*+bx+c)e ™ avec

a, b et c trois nombres réels.

1. Déterminer a, b et ¢ pour que F soit une
primitive de f sur IR.

2. Soit t un nombre réel tel que t > 0.

Calculer J.t (x+1)%e “dx.

Calculer a I’aide d’une intégration par
parties, les intégrales suivantes

* a)jo1 X~/ X +1dX ;
b) jol(t +1)V/3t+1dt ;

0 X )
C)L x+ldx’
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*d) jo”xcoszxdx
f) fln XX ;
*g)f|n(x+1)dx :
h)Lex3Inxdx ;
i) _[;(3x2+2x)ln(x +1)dx ;
i) f'%‘dx :
K[ " (x +1)edx;
) j:(x +1)e Pdx;

m)|[ (3x+ e Vdx .

Calculer a I’aide de deux intégrations par
parties les intégrales suivantes :

0 X2 .
a)L x+1dX’

b) J: X2/ X +1dX ;

c)_[: x2cos(2x)dx;

d)joz(x +1)2sin xdx
“)f f x(In x)2dx ;
9) j;(x +1)2e*dx

h) J'O? e 2*sin(3x)dx..

L’objectif est de calculer les intégrales :

1 dx 1 x?
=) 1=l e et

K= f01\/x2 + 2dx.
1. Soit f la fonction définie sur [0 ; 1] par
fx)=nx+Vx2+2).
a) Calculer la dérivée f' de f .
b) En déduire la valeur de 1.
2.a) Sans calculer explicitement J et K, vérifier
que] + 21 = K.
b) A I’aide d’une intégration par parties portant
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sur K, prouver que K =+3 —7J.
¢) En déduire les valeurs de | et K.

BAC D SESION 2001

On considére la fonction f dérivable sur IR et
définie par : f(x) = x(x + 2)e**2,

Soit (C) la représentation graphique de f dans le
plan muni du repére orthonormé (0,1,]).
(unité 1cm)

1. Calculer xlirfmf(x) et lim L&

X—>+c0 X

Interpréter graphiquement ces résultats.
2. Calculer lim f(x) puis interpréter
X——00

graphiquement ce résultat.

3. Démontrer que :

Vx €IR, f'(x) = (x? + 4x + 2)e**2,

4. a) Etudier le sens de variation de f.

b) Dresser le tableau de variation de f.

En déduire le signe de g(x)suivant les
valeurs de x.

5.a) Déterminer une équation de chacune des
tangentes (T) et (T”) a la courbe (C) au points
d’abscisses respectives -2 et 0.

b)Tracer (T), (T”) et (C).

6. A est un nombre réel strictement inférieur a -2.
A, désigne ’aire de la partie du plan délimitée
par (OI), (C) et les droites d’équations x = —2
etx = A

a) A I’aide de deux intégrations par parties,
démontrer que A, = 4 — A%2e**2

b) Déterminer Al_i)r_noo A, .

7. a) Déterminer les nombres réels u et v tels que
la fonction F définie sur IR par

F(x) = (x? + ux + v)e**2 0

soit une primitive de f sur IR.

b) Retrouver le résultat de la question 6.a).

Soit f la fonction définie sur |—oo ; 0] par
{ fx)=x[1-In(—x)]six <0

f(0)=0
et (C) sa courbe représentative dans le plan muni
d’un repére orthonormé (O,1,J) d’unité
graphique 2 cm.

1. Etudier la continuité de f en 0.

2. Etudier la dérivabilité de f en 0 et interpréter
graphiquement le résultat.
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3. Calculer les limites quand x tend vers —oo de
f(x)et % .

Interpréter graphiquement les résultats.

4. Etudier les variations de f et dresser son
tableau de variations.

5. Déterminer les coordonnées des points
d’intersection de (C) avec I’axe des abscisses.

6. Tracer (C).

7.Soitt € [—e;0[.

a) A I’aide d’une intégration par parties, calculer
aire A(t) en cm? de la partie du plan limitée
par (C), I’axe (OI) et les droites d’équations
respectives x = —eetx = t.

b) Calculer %1—133 A(t).

BAC D REMPLACEMENT 1998

On considére la fonction f dérivable sur IR par :
f(x) =x+2 -xe*.

On note (C) sa courbe représentative dans un
repére orthonormé (O ;I;J). L’unité graphique

est 1 cm.

Partie A

Soit g la fonction définie et dérivable sur IR et
définie par : g(x) = 1-(1+x)e*.

1.a) Calculer la limite de g en —oo et en +co.
b) Etudier les variations de g et dresser son
tableau de variation.

2.a) Calculer g(0).

b) Justifier que :

V x €] —o0;0[,g(x)>0

Vx €]0; +oo[, g(x) < O.

Partie B

1.a) Calculer les limites de f en —oo et en +co.
b) Etudier les variations de f en utilisant la
guestion A.2) et dresser son tableau de variation.
2.a) Démontrer que la droite ( D) d’équation

y =x + 2 est asymptote & (C) en —oo.

b) Etudier la position de (D) par rapport & (C).

3.a) Calculer lim T ot donner une

X—>+0c0 X
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interprétation graphique du résultat.

b) Tracer (C).

4.a) Démontrer que (C) coupe (Ol) en deux
points A et B, A désignant le point d’abscisse
négative a.

b) Démontrer que a € |—2,3; —2,2[.

c) Démontrer que : e*=1+ %

5. Soit h la restriction de f a ] — oo; 0].

a) Démontrer que h est une bijection de

] — o0; 0] sur un intervalle K que I’on précisra.
b) Soit (T) la courbe représentative de h~* dans
le repére (O,1,J).

Tracer la demi-tangente a (I") au point
d’abscisse 2.

c) Tracer (I').

Partie C

Soit t €]—; a].

1. Calculer a I’aide d’une intégration par parties
’aire A(t) en cm?de la partie du plan limitée
par (C), la droite (D) et les droites d’équations
x=tet x =a.

2. Calculer tl_i)r_nc>o A(t) .

BAC D SESSION 1997
Partie A
Soit g la fonction définie et dérivable sur IR et

définie par : g(x) = —x + e‘g.

1.Calculer les limites respectives de g en —oo et
en +oo,

2. Etudier les variations de g et dresser son
tableau de variation.

3.a) Démontrer que 1’équation g(x) = 0 admet
une solution unique o dans IR.

b) Justifier que : 0,7 < a < 0,71.

4. En déduire que:

Vx €] — oo; af, g(x) > 0

Vx €la; +oo[, g(x) < 0.

Partie B
On considére la fonction f dérivable sur IR par :

f(x) = x -2 + (4-2%) e2.

On note (C) sa courbe représentative dans un
repére orthonormé (O ;I;J). L’unité graphique
est 2 cm.
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1.a) Calculer les limites respectives de f en —oo
et en +oo.

b) Calculer lim ) ot en donner une

x—+00
interprétation graphique .
¢) Démontrer que la droite ( D) d’équation
y =x -2 estasymptote a (C) en —oo.
d) Etudier la position de (C) par rapport a (D).

2.a) Démontrer que : V x € IR, f'(x) = g(x)eg
b) Etudier les variations de f et dresser son
tableau de variation.

3.a) Démontrer que : f(a) = —4+a —%.

b) En déduire une valeur approchée de f (o) a
1071 pres.

4.a) Déterminer une équation de tangente a (T) a
(C) point d’abscisse 0.

b) Tracer (T), (D) et (C).

('On utilisera comme valeur approchée de f(a)
le nombre 2,4).

5. Calculer a I’aide d’une intégration par parties
I’aire A de la partie du plan limitée par (C), la
droite (D) et les droites d’équations x = 0 et

x =2

BAC D REMPLACEMENT 1997
Soit f la fonction définie sur [0; +oo[ par
{f(x) =3x%—2x%In(2x)six >0

f(0)=0
et (C) sa courbe représentative dans le plan muni
d’un repére orthonormé (O,1,J) d’unité
graphique 5cm.

. . f(x

1.Calculer xllrfoo f(x)et xl—l>l:|-noo % :
Interpréter graphiguement ces résultats.

f(x)—-f(0)
X

2. Calculer lim et en donner une
x—0

>
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interprétation graphique.

3.Etudier le signe de f'(x) et dresser le tableau
de variations de f.

4. Déterminer les coordonnées du point
d’intersection de (C) avec I’axe des abscisses.
Partie B

Soit I’équation (E) : x €]0; +oo, f(x) = x .

1. Démontrer que (E) est équivalente a
I’équation (E’): x €]0; +oo[,In(2x) — 3;:
2. Soit g la fonction définie et dérivable sur
10; +ool, et définie par : g(x) =In(2x) — ==,

2x

1

=0.

a) Calculer 3lci_r}(1) g(x).
>

b) Calculer g’ (x) pour tout x de ]0; +oo].

c) Etudier le signe de g’ (x) puis dresser le
tableau de variation de g.

3. Démontrer que g s’annule une seule fois sur

]0;%] en o tel que : 0,2 < a <0,25.

On admet que g s’annule une seule fois sur

E; +oo[ enptelque: 1,65<B<1,7.

4. Déduire de tout ce qui précede le nombre de
points d’intersection de (C) et de la droite (D)
d’équation y = x.

5. Tracer (D) et (C).

Partie C
Soit t un nombre réel tel que : 0 <t< 1.
1. A I’aide d’une intégration par parties, calculer
I’aire A(t) de la partie du plan limitée par (C),
I’axe des abscisses et les droites d’équations
respectives x = tetx = 1.
2. Calculer %i_r)%A(t) .

>
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SUITES NUMERIQUES

COURS ..o 121
TRAVAUX PRATIQUES ... 131
EXERCICES ... 137

COMMENTAIRES

e Ce théme vise a:

P étudier le comportement global d’une suite numérique (majoration, convergence, variation) ;

» mettre en ceuvre le raisonnement par récurrence ;

» donner des outils pour traiter des problémes d’approximation.

e En premiére, la notion de limite de fonction a été introduire de fagon intuitive. De méme ici on pourra
s’appuyer sur ’utilisation de la calculatrice et des graphiques pour introduire la notion de convergence
d’une suite.

On peut faire comprendre a I’¢éleve :

P que pour certaines suites, tous les termes a partir d’un certain rang, sont aussi proches que 1’on veut
d’un nombre réel a ;

» que pour d’autre suites, les termes a partir d’un certain rang, prennent des valeurs aussi grandes que
I’on veut ;

P qu’il existe des suites qui ont des comportements irréguliers.

e On apprendra a I’éléve a mettre en ceuvre un raisonnement par récurrence. Ce type de raisonnement
sera suggéré dans 1’énoncé des exercices et des évaluations, lorsque son utilisation est indispensable.

e L’étude des suites est volontairement réduite. On s’attachera surtout a la résolution de problémes
concrets se ramenant principalement a 1’étude des suites arithmétiques et géométriques.

P> Les suites géométriques permettront d’établir la convergence des suites définies par récurrence. Toute
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étude de ce type de suites devra comporter des indications sur la méthode a suivre.

» [’étude des suites sera étroitement liée a celle des fonctions. Le sens de variation ou les propriétés
asymptotiques de certaines fonctions permettront de conclure sur le comportement des suites.

e Le calcul d’une valeur approchée d’une intégrale sera aussi un moyen de mettre en ceuvre des suites.
» Le programme de premiére a pour objectif de permettre aux éléves de se familiariser avec le concept
de suite numérique. Il n’en reste pas moins vrai que I’acquisition de ces notions reste a consolider, en
particulier, les notions de suites arithmétiques et géométriques.

» On doit considérer qu’en classe de terminale, il est utile, voire indispensable, de retravailler les notions
de base.

» On s’assurera que les éléves ont bien assimilé le fonctionnement d’une suite arithmétique ou
géométrique ainsi que ses propriétés essentielles.

e Dans I’étude d’une suite récurrente, on pourra s’appuyer, quand le contexte le permettra, sur la
représentation graphique pour conjecturer le comportement de la suite.

e Les notions de suite majorée ou minorée sont définies essentiellement dans le but de donner des outils
complémentaires pour la convergence des suites. Ainsi, il ne sera pas nécessaire de multiplier les
exercices et les méthodes autour de ces notions.

e L’étude du sens de variation d’une suite numérique pourrait se réduire au cas ou la suite est monotone
sur son ensemble de définition.

e |a comparaison de deux suites numériques n’est nécessaire que dans la recherche de la limite d’une
suite a I’aide des théorémes de comparaison. Cela est hors programme.

De méme on ne traitera pas les propriétés fondamentales sur les inégalités et la limite d’une suite .

Le théoréme du point fixe et les théorémes sur les limites par comparaison sont hors programme.

e Les suites arithmétiques et géométriques ont été étudiées en classe de premiére. Il sera cependant utile
de mener a nouveau une étude relativement détaillée de ces suites. Et de les associer a des situations
concretes. Pour le sens de variation d’une suite géométrique , il est préférable d’apprendre aux éléves a
retrouver les résultats qui ne sont pas simples a mémoriser.

CONTENUS CAPACITES ATTENDUES

1.Suites monotones & Démontrer qu’une suite est monotone par :

2.Suites convergentes - une comparaison de deux termes généraux consécutifs
3.Notion de convergence quelconques ;

4.Unicité de la limite (admise) - I’étude des variations d’une fonction ;

5.Si f est une fonction numérique telle que | - un raisonnement par récurrence.
lim f(x) =1 alors la limite de la suite | ® Démontrer qu’une suite est convergente ou divergente
x—+0o HH
u définie par u, = f(n) est!. en utilisant - o
- les opérations sur les limites ;

6.Suites majorées, minorées . S

_ Toute suite croissante et majorée - une SL,ute\geometrlque ou arithmétique ;

converge (admis). - les 'fheoremes sur la c\onvergence - o -
& Reésoudre des problemes concrets (biologie, économie),

- Toute suite décroissante et minorée o Al ) AT
converge (admis). utllllsa/nt_prmupalement les suites arithmétiques ou
géométriques.

7.Convergence des suites géométriques et
arithmétiques
8.Suites divergentes.

Association des Professeurs de Mathématiques de la Région de Gbéké SUITES NUMEMERIQUES
120



COURS

I. RAISONNEMENT PAR RECURRENCE

Le raisonnement par récurrence permet de justifier qu’une proposition P(n) dépendant d’un entier
naturel n est vraie pour tout entier n > n, ou n, est un entier naturel donné. Elle se résume en deux
étapes :

mInitialisation : Vérifier que P(n,) est vraie.

m Hérédité : Etablir que pour un entier k donné, k > n, , si P(k) est vraie alors P(k+1) est vraie.

Une fois que les deux étapes précédentes sont établies, on conclut que P(n) est vraie pour tout n > n,

Exemple

C s . P Uy =2
On consideére la suite u définie par : :
vn=0,u,,, =2u,-3

Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n, u, =3 —2".

n+l

Solution

Notons P(n) la proposition « u, =3 — 2™
- Vérifions que P(0) est vraie :  u, =2 et 3-2°=3-1=2 donc u, =3-2°.
Donc P(0) est vraie.

- Soit k un entier naturel, supposons que P(k) est vraie c est- a- dire u, = 3 - 2% ot démontrons que

P(k+1) est vraie c'est-a-dire Ug+1 =3 — k1

Par définition de la suiteuona:u,,, = 2u, -3.

Par hypothése de récurrence, u, = 3 - 2.

Ainsi,u,,, =2[3 -2%]1-3 =6-2""-3 = 3- 2" donc P(k + 1) est vraie.
Conclusion : pour toutn € IN,u,, = 3 — 2™,

Exercices
U, =1

Soit la suite u définie par u
P Yn=0,u

n

nl

u,+1

Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n , u,, > 0.
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II. SENS DE VARIATIONS D’UNE SUITE NUMERIQUE

Définition

Soit (u,) une suite numérique dont I’ensemble de définition est E.
m (u,,) est croissante si Ups1 = U, pourtoutn deE.

m (u,) est décroissante si  u,,; <u, pourtoutn deE.

m (u,,) est constante si Upe1 = U,  pourtoutn de E.
Remarques :

e Une suite (u,,) numérigue est dite monotone si elle est soit croissante, soit décroissante.
e Une suite constante est une suite monotone.

Exemple 1

Démontrer que la suite u définie pour tout entier naturel n par :u,, = In(n + 1) est croissante

Solution

Pour tout entier naturel n, u, =In(n+ 1) et u,y; =In[(n+1) + 1] = In(n + 2)

Upsr — Uy = In(n+2) —In(n + 1).

Pour tout entier naturel n, n+2 >n+ 1doncIn(n + 2) > In(n + 1).

Ainsi pour tout entier naturel n,ona : u,,; —u, > 0. Il en résulte que la suite u est croissante.

Point méthode
Pour étudier le sens de variation d une suite numérique (u ) , On pourra

¢ étudier le signe de u, 41 —u, .

u
¢ si la suite est a termes strictement positifs, comparer le quotientun—+1 et l.
n

¢ étudier le sens de variation de la fonction f si (u,,) est définie par u, = f(n).
¢ faire un raisonnement par récurrence.

Exemple 2
. . PP . 1
Soit la suite (u,,)définie pour tout entier naturel n par : u, = = .
Démontrer que la suite (u,,) est décroissante.
Solution
Pour tout entier naturel n, u, > 0.
_ 1 _ 1 Uppr 1 23t g
Ona vn €N, U1 = S5arnm = Jamrs - ONa vn €N, W, X T T
Un+1

Ainsi, pour tout n € IN, < 1et commeu, > 0alors u,,,; < u,. Par conséquent, la suite (u,)

Un

est décroissante.
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Exemple 3

Soit la suite v définie pour tout entier naturel n non nul par : v, = \/; .
Justifier que la suite v est décroissante.

Solution

Considérons la fonction f définiesur [ 1, + o/ par f(x) = 92?"' 1.

Pour tout entier naturel n,ona: v, = f(n).

X2 g+1
\ x

sur [ 1, +oof. Il en résulte que, la suite v est décroissante.

Vx € [1;4, f'(x) = .Vx € [1; 4], f'(x) < 0donc f est strictement décroissante

Exemple 4
V, =95
Soit la suite v définie par
P vn>0,v,,, =4V, +12

1. Démontrer par récurrence que : Vn € IN, v, > 0.
2. Démontrer par récurrence que la suite v est décroissante.

Solution

1. Notons P(n) la proposition « v,, > 0 y .

- Vérifions que P(0) est vraie :

vy = 5 donc vy > 0.Ainsi, P(0) est vraie .

- Soit k un entier naturel, supposons que P(k) est vraie c'est-a-dire v > 0 et démontrons que P(k+1)
est vraie c'est-a-dire Vk+1 > 0.

Par définition de la suite von a : vy = /v, +12.

D’aprés I’hypothése de récurrence, v, > 0. Par suite,v, + 12 > 0, donc \/m >0

D’oir Vk+1 > 0. Ainsi, P(k+1) est vraie.

Conclusion : pour toutn € IN, v, > 0.

2. Notons P(n) la proposition « v,,1 < vy, » .

- Vérifions que P(0) est vraie :

vy = 5 et v; =17 donc v; < v,. Ainsi, P(0) est vraie .

- Soit k& un entier naturel, supposons que P(k) est vraie c'est-a-dire « vi4; < vy » et démontrons que
P(k+1) est vraie c'est-a-dire Vk+2 < Vk+1 -

ONa: vy, =V + 12 et vy = [vpyq + 12.

D’apres ’hypothese de récurrence, Viiq < vy .

Par suite : vyyq + 12 < vy + 12, donc \/vgyq + 12 < Jvy + 12, S0it vgyp < Vgeyq.

D ou P(k+1) est vraie.

Conclusion : pour tout n € IN, v,,,, < v,. Ainsi, la suite v est décroissante.
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Exercice

1
On considére la suite V définie par B E .
vnz0\V,, =V, -V,?
Soit la fonction f définie sur IR par: f(x) = x — x*

1.a) Démontrer que f est strictement croissante sur [0%]
. 1 1
b) Justifier quef ([O;ED c [0;5].
2. Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n, V, € [0; %]
3. Démontrer que la suite V est décroissante.

n+l

I1l. SUITES MAJOREES, SUITES MINOREES

Définition

Soit (u,) une suite numérique dont I’ensemble de définition est E.

m (u,) est majoreée s’il existe un nombre réel M tel que u,, < M pour tout n de E.
m (u,) est minorée s’il existe un nombre réel m tel que u,, = m pour tout n de E.
m (u,) est bornée si (u,) est majorée et minorée.

Exemple 1
3n2+n

Soit la suite v définie sur IN" par v, = :
n2+1

Démontrer que v est minorée par 2.

Solution
2 2 _ _
Pour toutne IN* v, -2= S tn_, _M+n=2_ (n+2)(n-1)
nz+1 n+1 n+1
. n+2)(n-1 -
Pour tout entier naturel n> 1, L(l) >0,doncv,-2>0. C'est-a-dire v, > 2.
n+
Donc la suite v est minorée par 2.
Exemple 2
. . e 1
Soit la suite u définie sur IN par: u, = /95—
nz+1

Démontrer que pour tout n € IN ,2 < u,, < 5.

Solution
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Pour tout entier naturel n,ona: n*+1> 1.

<1 -1< - L <0 &4<5- ! <5

n+1>1 0< <
nZ+1 nz+1 nz+1

e2< [5——— <5,

nZz+1 —

Ainsi, pour tout entier naturel n,2 < U,, < V5.

Exemple 3
I i . 2n-3
Soit suite (u,,) définie pour toutentiern > 1par: u,= B 1’
n J—
Démontrer que : Vn €IN*, —i <u, < %
Solution
. . . 2x—-3
Considérons la fonction f définie sur [1; +oo[ par :f(x) = e 1’
X J—
vn €IN* u,, = f(n).
f estdérivable sur [1, +oof et f'(x) = 3
' (5x—1)2

Pour tout x € [1; +oo[, f'(x) > 0 donc f est strictement croissante sur [1; +oo|.

f est continue et strictement croissante sur [1; +oo[, donc f([1;+[) = [f(l); li7;n f(x)[ = [—% g[
X—>+ 00

On a donc pour tout x € [1; +00[,—% <flx)< %

- * 1 2
Par suite, pour tout n €IN’, 3 <u, < S

Exercice
Soit (a,,) la suite définie par: a, = —1etvn€IN, a,., = /2a, + 3.
Démontrer par récurrence que : V n €IN, -1 < a,, < 3.

IV. LIMITE D’UNE SUITE NUMERIQUE

1. Notion de limite d’une suite

v, =1
Activité : Soit la suite v définie par 2
P vn=0,v , =1+—
\Y;

n
La représentation graphique de la fonction f définie sur ]0; + o[ par f(x) =1 +§ et la droite (D) : y =
x sont données :
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1. Construire sur I’axe des abscisses les 5 premiers termes de la suite (vy,).
2. Vers quelle valeur les termes de la suite se rapprochent — ils pour les indices n de plus en plus grands ?

Notion de limite

m Pour certaines suites numériques (u,,) tous les termes a partir d’un certain rang sont aussi proches que
I’on veut d’un nombre réel £. Dans ce cas on dit que la suite (u,) a pour limite £ et on écrit :

lir_El u, = ¢ ousimplement lim(w,) = 2.
n-+o

m Pour certaines suites numériques (u,,) tous les termes a partir d’un certain rang sont aussi grand que
I’on veut. Dans ce cas on dit que la suite (u,,) a pour limite +co et on écrit :
lim u, = 4o ousimplement lim(u,) = +co.

n-+o

m On dit que la suite (u,,) a pour limite —oo lorsque la suite (—u,,)a pour limite +oo et on écrit
liIP u, = —oo ou simplement lim(u,) = —oo.

n—>+0oo

2. Définition

m Une suite numérique (u,,) est convergente si elle admet une limite finie.
m Une suite non convergente est dite divergente.

3. Propriétés
Propriété 1

| Si une suite numérique admet une limite alors cette limite est unique. |

Propriété 2

Soit (u,,) la suite numérique de terme général u, = f(n), ou f est une fonction définie sur un intervalle de
la forme [a ; +oo[.
Si lim f(x) = [ (réel ou infini) alors lim u, =L

X—+00 n—+0o
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Exemples

Etudier la convergence de chacune des suites (uy), (vy), (ty).

a)VneIN*,un:3n2—%;

3n?-n

b) vneIN-{1}, vy = T—;
c) VnelIN, t, =3(-1D" .

Solution
a) Soit f la fonction définie sur 10 ; +oo/ par : f(x) = 3x2 — i ¥n €IN*, u, = f(n).

1 1
. s 2 7y — ; 2y — 1 —) =
Jim, ) = i (327 =) = 4o car lim, (35%) = +wmet lim (-9 = 0
Donc lim u, = +o.

n—-+oo

Donc la suite (u,,) est divergente.

b) Soit g la fonction définie sur ]1 ;+oof par : g(x) = 3196_2;2x :
vn en>1, v, = g(n).

' . 3x%?—x 2 .
xl—l]lloog(x) - xl—l>Too 1 — X B XETOOI - xETw(_B) - _3'

donc lim(v,) =-3. Lasuite (v,) converge vers -3.
¢) Si n est pair alors t,, = 3 et si n est impair alors t,, = -3. Donc la suite (t,,) est divergente.

Exercice
Etudier la convergence des suites (a,,), (b,), (cn), (d,), (uy).

—n 1 Tn2—4
a,=n>—4n+1; b, =4+ (D" ; cn=ze+1, Uy, = (1+Z)“;un=ﬁ.

Remarque : Une suite numérique étant une fonction, les opérations sur les limites de fonctions restent
également valables sur les suites numériques.

4. Convergence d’une suite monotone

Propriétes
m Une suite croissante et majorée est convergente.
m Une suite décroissante et minorée est convergente.

Exemple

On considére la fonction numérique f définie et dérivable sur ]0 ;+oo[ par :

f(x) = =Inx + x.

1. Démontrerque :Vx € [1;2],f(x) € [1;2].

2. On considere la suite numérique (w,,) définie par: wy = 2etvn € IN, wy,q = —In(w,) +w,, .
a) Démontrer par récurrence que : Vn € IN, 1 <w, <2.
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b) Démontrer que la suite (w,,) est décroissante.
c) En déduire suite (w;,) est convergente.

Solution

x—1

1. f est dérivable sur 0 ;+co[. Ona: ¥'x €10 ;+oof, f/(x) =—= +1 ="+
Doncvx €]1; 2], f'(x) > 0. Donc fest continue et strictement croissante sur [1,;2].

Onadonc f([1;2]) =[f(1); f(2)].

f(1) = 1 doncf(1) € [1;2]; f(2) =1,306donc f(2) € [1;2].

Dou: Vx € [1;2],f(x) € [1;2].

2.a) SOitP, s I1<w, <2 .

Pourn=0,wy =2 et 1 <2<2donc P, estvraie.

Supposons que pour un entier k > 0, P, soit vraie c-a-d que : 1 <wy, <2 et démontrons que Py, €St vraie
c’est-a-dire : 1 <wypyq <2.

Ona:wy € [1;2],donc f(wy) € [1;2] d’aprés la question précédente. Comme wy, 1= f(wy), donc
Wii1 € [1;2]. Donc Py, 4 est vraie.

Conclusion: ¥n €IN, 1 <w, <2.

b) ¥n €IN, wyy1 —w, = —Iln(w,) .

Comme 1 <wy, <2 donc In(wy,) = 0, par suite —In(w,) <0.

Onen déduitque : ¥'n €IN, wy.1 —w, < 0. Donc la suite (w,) est decroissante.

c) La suite (w;,) est décroissante et minorée par 1, donc elle est convergente.

Exercice
On considére la suite numérique (U,,) définie par :
UO == 2
4U, -3
vn€IN,Upy = ——
Un

4x-3

On considére la fonction numérique f définie et dérivable sur ]0 ;+oo[ par :f (x) = .

1. a) Démontrer que f est strictement croissante sur [2 ; 3].
b) Démontrer que : £([2;3]) < [2;3]

2. Démontrer par récurrence que: Vn € IN, 2<U, <3.
3. Démontrer que la suite (U,,) est croissante.

4. En déduire suite (U,,) est converge.
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V. SUITES ARITHMETIQUES, SUITES
GEOMETRIQUES

1. Rappels
Suite arithmétique de raison r | Suite géométrique de raison g
Définition Upyp = Uy +T1 Up41 = qQUp
Relation entre u, et u, u, =u, +(m—p)r u, =up X q"P

Somme de termes consécutifs

=u, + +...+ 1—-gN~P*ly |
SSUp +Upyy Un g = (V=P DEptuN) s = et lq_q ) si q+1
(P<N) 2 S=(N—p+Dup,sig=1

N- p + 1 termes

Exercices

. . P 3
80|t la suite (u,,) définie sur IN par : u,,q = =
a) Démontrer que u est une suite géométrique dont on précisera la raison et le premier terme.

b) On pose pour tout entier naturel , S, = uy + uy+ ...+ u, .

, . 3e? 1
Démontrer que pour tout entier naturel , S,, = [1 —]

e2—-1 e2n+2

Soit la suite (t,,) définie sur IN par : t,,; =4 —7n .
a) Démontrer que t est une suite arithmétique dont on précisera la raison et le premier terme.
b) On pose pour tout entier naturel , S, =ty + t;+ ...+ t, .

Calculer S, en fonction en fonction de n.

Dans tout ce qui suit, (u,) est une suite arithmétique de raison r et de 1*" terme u,, .
a)uy = —1etr = 2. Calculer us,u;, et lasomme des 11 premiers termes. Exprimer u,, en fonction de n.
b) u, = —17 etr = —3. Calculer uy, u;, et lasomme S, = uy +uy+ ...+ uy,.

C) uz = 2 etuy, = 20. Calculer u, en fonction de n et lasomme S, = u; + uy+ ...+ uy,.

@ Dans tout ce qui suit, (u,) est une suite géométrique de raison q et de 1% terme u, .

a)uy, = 4 etq = 2. Calculer ug, u; o et la somme des 11 premiers termes. Exprimer u,, en fonction de n.
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1
b)u, =1letus = o Calculer g etug et lasomme S, = uy +uy+ ...+ uy,.

C) uz = —108 etu; = —12. Calculer q sachant que q < 0, caluler u;.

Calculer u,, en fonction de n et lasomme S, = u; + u;+ ...+ up.

Exercices
1
2n-=

¥ n € IN*, on pose S,, :1+%+i+ et
Déterminer une expression de S,, en fonction de n.
2vnelIN,onpose Ty =1+2++n.

Déterminer une expression de T, en fonction de n.

2. Convergence des suites géométriques

Propriéte

Soit (u,) une suite géométrique de raison g.
m Si g =1, alors la suite (u,) converge vers son premier terme.
m Si g € ]-1;1], alors la suite (u,,) converge vers 0.

m Dans tous les autres cas, la suite (u,,) est divergente.

Remarque

Soit (uy,) la suite définie sur IN par : u, = g™ ou g est nombre réel non nul.
Siq €]-1;1], alors la suite (u,) converge vers 0.

Sig>1, nl—iHlooun =400,

Sig < -1, lasuite (u,) n’admet pas de limite.

Exemple

Dans chacun des cas ci-dessous, étudier la convergence de la suite (uy,) la suite définie sur IN par :

) u=52"1 Du=0):0u=c2m

2 .
a) Comme £ € ]—1; 1[, on peut conclure que la suite u converge vers 0.

b) Comme g > 1, on peut conclure que la suite u est divergente. lim u, = +oo.

n—-+oo

c) Comme —2 < —1, on peut conclure que la suite u est divergente. La suite u n’admet pas de limite.
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TRAVAUX PRATIQUES

Exercice résolu 1
UO = O

Soit (v,) la suite définie sur IN par :{Vn €IN, v, = _%Un 412

n
1. Démontrer par récurrence que: Vn€ IN, v, = 8 —8 (— %) .

2. Etudier la convergence de la suite (vy,).

Solution

1.Soit P, la proposition : « v, =8 — 8(— %)" ».

Pourn =0, v =06t 8- 8(—3)°=8-8=0donc v, =8- 8(—3)° . Ainsi, P, est vraie.

Supposons que pour un entier k > 0, Py soit vraie ¢ est-a-dire : v;,;= 8 - 8(— %)k et démontrons que Py,
est vraie c¢’est-a-dire: v, = 8- 8(— %)k“.

ona: v, = —%vk +12 orv,=8- 8(—%)", donc :

Vw1 = =5V +12 = —2(8- 8(—3)) +12=-4-8(—)(—)* +12=8-8(—5)*** . Donc Py,
est vraie.

Onconclut: ¥n €IN, v, =8 - 8(—%)”.

1 1
2.0n a — 5 €]—1;1[ donc liT (- E)” = 0, parconséquent,
n—>+oo

lim(vy) = lim [8- 8 (-] =s.

Exercice résolu 2
uo - —1

9
Un+1 =m ,Vn € IN

Dans le plan rapporté au repére orthonormé (O,l,J), la courbe (C) ci-dessous représente la fonction
f définie sur ] — oo; 6[ par :

fa)==— .

1.a) A I’aide de (C) et de la droite (D) d’équation y = X, placer les termesug, uq, u, et u; de la suite (u,,)
sur I’axe (OI).

b) Quelle conjecture peut-on faire quant a la convergence de la suite (u,, ) ?

2. Démontrer par récurrence que : Vn € 1IN, u, < 3.

3. On considere la suite (v,, ) définiesur INpar: v, = 4

up,—3"°
a)Démontrer que la suite (v, ) est une suite arithmétique dont on précisera le premier terme et la raison.
b) Exprimer v, et u,, en fonction de n.
c) Calculer la limite de la suite (v,, ) puis celle de la suite (u,, ).

Soit (uy,) la suite définie par :{

Association des Professeurs de Mathématiques de la Région de Gbéké SUITES NUMEMERIQUES
131



Graphique

Solution

la

b) Conjecture : La suite (u,,) semble converger vers 3.
2.50itPB, : u, <3
Pourn=0,uy, = —1 et -1 <3 donc P, est vraie.
Supposons que pour un entier k> 0, Py est vraie c¢’est-a-dire u;, < 3 et démontrons que Py, est vraie
c¢’est-a-dire up,q <3
Pour cela, étudions le signe de u,,; — 3 :
9 _ —9+43uy

Ona.uk+1—3=6_uk—3— .

Association des Professeurs de Mathématiques de la Région de Gbéké SUITES NUMEMERIQUES
132



Ona:u, <3,donc: —u;, > —3donc: 6 —u, >3>0.(1)
Ona:u, <3,donc: 3u, <9,donc:-9+3u, <0.(2)

Donc d’apres (1) et (2), on déduit que 223Uk

— <0 donc uy 41 — 3 < 0 .Donc Py, est vraie.
- Uk

Conclusion : ¥n €IN, u, <3
1 1 1 1 6-u, 1 _ 3-uy

3.a) ¥n €INvy 1 — vy, = - = — = =
) Y+l T up-3 up=3 0 28Un 37 943w, up—3  —9+3u,

6—un
1

Vnt1— Un = —3-

. . - " . 1 . 1 1
Donc la suite (v,) est une suite arithmétique de raison — S et de premier terme v, = —= -3
o

b) Comme (v,,) est une suite arithmétique de raison —% et de premier terme v, .

1 1
Doncvn €INv, = vy +nr= -3

1 1 . 1

Ona:v, —m,doncun—3—vn,501t.un—3+f.
Donc ¥n €INu,, =3 + 111.
T2 3"

c)lim(v,) = lim [—l —ln]——oo donclim(i)—o

n _n—>+oo 4 3 - ’ Un - '

L _ BRI
Par suite, nlﬂlw[un] = lim [3 t o ] =3.

i
—+0

Exercice résolu 3
On considére les suites (Un) et (Vn) définies par :

U0=§

5 et
vne IN,Upyy = 5 (Uy)?

Vih =In G Un) (In désigne la fonction logarithme népérien).

1. Calculer V,.

2. Démontrer que (Vn) est une suite géométrique de raison 2 .

3. Exprimer V, en fonction de n.

4. Calculer la limite de (V).

5. Exprimer U,, en fonction de V,, et en déduire la limite de la suite (Uy) .
6. Pour tout entier naturel non nul n, on pose :

Sn=Vo+ Vi + -+ V,q et Th=UoU; ... Up_q.

a) Démontrer que : Vn € IN*,S,, = (1 — 2™)In2.

b) Justifier que : ¥ n € IN*,T,, = (g)n eSn

2n+1

c) En déduire que : Vn € IN*,T,, =

T gny g2

L Vo=In(3U) =In(3) = —In2.
2.¥vn€ IN,V,,; = In (%Unﬂ).Comme Upsr = %(Un)z, il vient :
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2
Varr = (G202 = (W?)=mn(v,) =2n(v,) =204
3. Comme (Vn) est une suite géométrique de raison 2 et de premier terme V, = —In2 , on peut écrire :
vne IN, V, =-2"In2.
4. Comme 2>1,alors lim 2™ = 4o . Deplus, —In2 < 0, il vient: lim V, = —.

n-+oo n-+oo

5. Pour tout entier naturel n, V, =1In (g Un).
3 3
Vh = 11’1(5Un) = e'n = EUn
= U, = %eVn :

lim V, =—wet lim e*=0 donc lim e"» =0.
n—+oo X—>—o00 n—-+oo
Par suite, lim U, = 0.
n-+oo
6.a) Sn est la somme des termes d’une suite géométrique de raison 2, donc
_ Vo[1-2"] _

vnelIN'S,=——=(1-2"In2.
n 1-2

¥ 2 2 2 2\" 2\"
b)Vn € IN*, T, =UyU; ..Up_q = geVO gevl ...EeVn—l = (5) eVotVit - +Vnq =(5) esn
n n n
Comme S, = (1 —2M)In2, ilvient: vV n € IN*, T, = (g) e(1-2Mn2 — G) eln2g(-2Mnz

n n n 1 Ln n
vneIN, T, = (2) 222 = (2)7x2e"m = (2) x 2 x

2n+1

TSR

Exercice résolu 4

uO =2
Soit (un) la suite définie par : {v neIN,u,, = 4—u17—3
n

1. Soit f la fonction définie sur ]0; +oo[ par : f(x) = 2=

Sa courbe représentative (C) est tracée ci-dessous dans le plan muni d’un repére orthonormé (O,LJ).
a) Tracer la droite (D) d’équation y = x.

b) Utiliser (C) et (D) pour construire ugy, uq, U, et us sur ’axe (OI).

¢) Conjecturer la limite de la suite (un).

2.a) Démontrer que : f([2;3]) < [2;3].

b) Démontrer par récurrence que: Vn €IN, 2<u, <3.

c) Démontrer que la suite u est croissante.

d) En déduire que la suite u converge.
-3+ u,
-1+ uy

3. On consideére la suite (v,, ) définie sur IN par : v, =

. . . , o . 1
a)Demontrer que la suite (v,, ) est une suite géometrique de raison 3

b) Calculer la limite de la suite (v,,).

c) En deduire la limite de la suite (uy,).

d) Démontrerque: Vn €IN, v, = —Bin :

e) Exprimer u,, en fonction de n, pour tout entier naturel n.
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Solution

a) Voir graphique ci-dessous.

b) Voir graphique ci-dessous.

¢) La suite (un) semble converger vers 3.

2.a) f est dérivable sur ]0; +oo[. Pour tout x de ]0; +oo[, f'(x) =
Pour tout x de ]0; +oo[, f'(x) > 0 donc f est strictement croissante sur ]0; 4+oo].
Comme f est continue et strictement croissante sur [2; 3], f([2;3]) = [f(2); f(3)]= E 3].

3
x2°

De plus g et 3 appartiennent a [2; 3], donc f([2;3]) < [2; 3].
b) Démontrons par récurrence que : Vn €IN, 2 <u, <3.
Notons P(n) la proposition « 2 <u, <3».
Initialisation : up=2;, 2 <2 < 3donc P(0) est vraie.
Hérédité : Soit k € IN, supposons P(k) vraie.
P(k) vraie =2 <ux <3

=uy €[2;3]

= f(we) € f([2;3D)
Comme f ([2;3]) c [2;3] doncf(uy) €[2;3], soit ui,, € [2;3].
On a donc :P(K) vraie = P(k+1) vraie.
On peut donc conclure :¥ n €IN, 2 <u, <3.

4un—3 —(up-1 -3
C)V‘n EIN, Upy1 — Uy = Un —u, = (up—1)(up—3) .
Un Un

Onsaitque:vVne€IN, 2 <u, <3 doncl<u,—-1<2e -1<u,—3<0.

—(un—1)(un=-3) >0

n

Ainsi : Vn €IN, u,,; —u, = 0. Donc la suite u est croissante.

Il vient : V n €IN,
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d) D’apres ce qui précede, la suite u est croissante et majorée par 3 donc la suite u est convergente.

-3+ u 4uny—3
3a) VneEIN, vy, =—2 et up,y; =—2—.
1+ upyq Un
4up-3
Uun—3 1 (un—3 1
Donc VvV n €IN, v = o= =—(" )=—v
y Yn+1 _1+4uun—3 3u,—3 3 \u,—1 3'n .
n

. . . fas . 1
Donc la suite (v, ) est une suite géométrique de raison 3

b) La suite (v,,) est une suite géométrique de raison % .Comme % € ]-1;1[ donc lim v, = 0.

n-+oo
-3+ u
v, =—&—v,+vu, =-3+u,
-1+ up
Su,(v,—1) =-34+v,
-3+ vy
= =—7"
Un vp—1
. , , -3+ vy
Comme lim v, =0donc lim u, = lim —*=3.
n—+oo n—+oo n-+o Vp-1

d) La suite (v,) est une suite géométrique de raison % et de premier terme vy = —1

1\ 1
donc: VneEIN, v, =—1(_) =L
3 3n
3+ 1 3+ =
P o 1
e) Comme u,, =—>c¢tv, =-——,ilvient:vneIN, u,=—23"
vn=1 3n 1+ 7
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EXERCICES

Démontrer par récurrence les propriétés
suivantes :
ayvne IN,5">1+4n.

b)Vn € IN, 12+ 22+, + 2 = HtDE@HD

6

Etudier le sens de variation de la suite (u,,)
définie sur IN.
au, = —2n®> +3n + 5
b)u,=n3>+2n + 1
n

C)un - m 1 1
du, =1+ st tm-n
u,=¢e "+ n

7 n
Ny =3(2).
On considére la suite (u,,) définie par :

ud+uZ+1

U= letvne IN,u,.q = 1_“1‘%
Démontrer que la suite (u,,) est croissante.

On considére la suite (un) définie par :
Up=1let Vn € IN, Ui =+/u, + 2

1. Démontrer par récurrence que :

vne IN,1 < u, <2

2. Démontrer que la suite (un) est croissante.

Soit f la fonction definie sur | — 2; 4o par :

_2x+1

f(X) - x+2°

1. Démontrer que :

vx € [0;2],f(x) € [0;2].
2. Soit (uy,) la suite définie par :

Ug =2
{un+1 = f(u,),Vn €IN
a) Démontrer par récurrence que :
vnelN, 0<u,<2.
3. Démontrer que suite (u,,) est décroissante.

Iﬂ Etudier la convergence de la suite (un)
Au, = 2n?-5n+1
n T n243

L1 1
b) u,=1+ z +e—21.....+e—n .
Quy =1+ (=2)" duy,=;—
e)u, = In(n?+1) — In(n3+3)

Soit (un) la suite définie par :

qul

1
Upiq =§un+2,‘v’n€ IN

1.Placer dans le plan muni d’un repére
orthonormé (O,1,J) les 4 premiers de la suite (un)
sur (Ol) .

2. Démontrer par récurrence que :

vVneée IN,u<3.

3. Démontrer que la suite (un) est convergente.
4.0npose: Vvn € IN, vy, =u,-3.
a)Démontrer que la suite (vn ) est une suite
géométrique dont on précisera le premier terme
et la raison.

b) Calculer v, puis u, en fonction de n.

Calculer la limite de la suite (un).

5.a) Calculer lasomme S, = Up+ Us + ... +unen
fonction de n.

b) Calculer la limite de S, lorsque n tend

vers +oo,

On considére la suite (uy) définie par :
Up=1let Vne IN, un+1=%un-3 .

1. Déterminer le nombre réel a pour que la suite
(vn) définie sur IN par : v, = u, — a soitune
suite géométrique.

2. Exprimer v, puis u,, en fonction de n

3. Calculer les limites des suites (vy,) et (uy) .
4. Déterminer un entier naturel p tel que :
Vn>p,|u, +4| <1077,

5. Pour tout entier naturel n, on pose

Sh=vy + vy vy et
Thi=u; +up; +--+uy,.

Déterminer une expression de Spen fonction ,
puis de T, en fonction de n.

BAC D 2F SESSION 2006

Ci-dessous est représentée la courbe

représentative (C) de la fonction f définie sur
2+ x

10; +oof par: f(x) =—.

1. Calculer les coordonnées du point

d’intersection A de la courbe (C) et de la droite

(D) d’équation y = x.

2. On considere la suite (U,,) la suite définie
UO = 1

pa“{um =221 vne IN

n
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a) Utiliser la courbe (C) pour représenter Uy, U,,

U; et U, sur I’axe des abscisses (on laissera les

traits de construction en pointillés sur le

graphique).

b) A partir du graphique, conjecturer la limite de

la suite (U,,).

c) Démontrer par récurrence que :

vn€lN, U, >0.

3. On consideére la suite (V,, ) définie sur IN par :
-2 +U,

Vo = 1+ Uy

a)Démontrer que (V,,) est une suite géométrique

dont on précisera le premier terme et la raison.

3 1 n+1
b) Démontrer que : Vn € IN,V,, = (— E) :

¢) En déduire une expression de U,, en fonction
de n.
d) Calculer la limite de la suite (Uy,).

On consideére les suites (Un) et (V) définies par
Uo = 4 et Vo = 9 et pour tout entier naturel n :

2U,V.

1
Un+1 =— et Vn+1 = E (Un + Vn)

1. Démontrer par récurrence que pour tout entier
naturel n, U, >0 et V, > 0.
2. a) Démontrer que :

(Vn _Un)2
2U, +V,)
b) En déduire que: ¥V n €N,

Y n EN, Vii1 = Unir =

Un<Vhetque Vo — Unia £ % (Va—Un).
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c) Endéduireque: v n eN, V,—-U, < i.

3. a) Démontrer que la suite (Un) est croissante
et que la suite (V) est décroissante.

b) En déduire que les suites (Uy) et (Vy)
convergent.

¢) Démontrer que les suites (Un) et (Vn) ont la
méme limite /.

4. a) Démontrer que pour tout entier naturel n,
Vns1Un+e1 = ViUn.

b) En déduire la valeur exacte de /.

Soit a un nombre réel différent de O et de 1.
La suite (u,,) est définiepar: uy =0,u; =1
etvn € IN,Uny2 = QUpyr — (a— Du,
1. Pour quelle valeur de a la suite (u,,) est-elle
arithmétique ?

Dans la suite de I’exercice, on suppose a # 2.
2. Pour toutn € IN, on posev,, = u,4q — Uy,
a)Démontrer que (v, ) est une suite
géométrique dont on précisera la raison et le
premier terme.

b) Calculer v, en fonction de n eta.

3.a) Démontrer que :V n €IN*,

Uy = VgtV +. AV,

b) Calculer u,, en fonction de n et de a.

¢) Pour quelle valeurs de a la suite u est-elle
convergente ? Préciser alors la limite de la suite
u en fonction de a.

BAC D SESSION 1998
On considére les suites (an) et (bn) définies sur
INpar:ay, =1et by =8
2an, + by an+ 3by
Anpr = — 5 elbpyy =————

1.Calculer a, et b,.

2. Soit la suite (d,, ) définie sur IN par :

d, =b,— a,

a)Démontrer que la suite (d,, ) est suite
géométrique .

b) Calculer d,, en fonction de n puis démontrer
que:V n € IN, d.>0.

c) Calculer la limite de la suite (d,, ).

3.a) Démontrer que :

vne IN: apyq—a, = d?" et
dn
bn+1 - bn = _T
b)En déduire les variations des suites (a,) et

(br).
c) Démontrer que : V n €IN*,
ay < a, <b, <b,
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d) En déduire que les suites (a,,) et (b,) sont
convergentes.

4.a) Déduire de la question 3)a) que :¥V n €IN*,
ay —ag =3 (do +dy +...4dn_1).

b) En déduire la limite de la suite (a,,) et (by,).

BAC

Soit a un nombre réel donné. On considére les
suites (u) et (v) définies respectivement par :
uO = 3 et VO = 5

1
vn € IN,uy ., = > (@a+ D%upyq +up

vn € IN,v, = upyq —uy,

1.0npose:a=1.

a) Démontrer que la suite (v) est constante et
donner sa valeur.

b) En déduire que la suite (u) est une suite
arithmétique dont la raison est égale a 2.

c) Onpose Sh=ugt u;t... tuy,.
Exprimer u,, puis S, en fonction de n.

2.0n pose : a = -5.

a) Démontrer que la suite (v) est suite
géométrique dont la raison est égale a 7.

b) Exprimer v, en fonction de n.

c) Pour tout entier n supérieur ou égal a 1,
exprimer en fonction de n la somme T, ol
Th=vot+tvy+..+Vv,.

d) Exprimer u, en fonction de Th.

e) En déduire que la suite (u) est divergente.

On considére la suite (uy) définie par :
ui=1et Vn € IN*, (Un1)? = 4u,

1. Calculer uy, uy ,us et us et donner les résultats
sous la forme 2¢.

2. On considere la suite (vi) définie par :

Vo= In(2).

a)Démontrer que la suite (vq ) est une suite
géomeétrique .

b) Calculer v, et u, en fonction de n . Préciser
alors la limite de la suite u .

3. Déterminer le plus petit entier n tel que

Un = 3,99

BAC D 4F SESSION 2003

Soit a un nombre réel strictement positif.

On consideére la suite géométrique (U,,) ey de
raison g et de premier terme U, non nul telle
que :
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27Ug = a3Us.
1. Exprimer g en fonction de a.
2. Pour quelles valeurs de a la suite (U,,) est-elle
convergente ? Justifier.
3. On pose, pour tout entier naturel n :
Sp=Ug+U; +-+U,.
Exprimer S,, en fonction de a, Uy et n .
4. Dans cette partie, on prend a tel que :
O<a<3.
a) Calculer la limite de la suite (U,,).
b) Sachant que U, = 81 et limS,, = 243,
calculer a et q.
c) Calculer I’arrondi d’ordre 2 de Sq .

BAC D SESSION 2002
On considére la suite numérique U définie par :

U0:1
{Vne INUpyy =222

1. Soit f la fonction définie sur ]0; +oo[ par :

f(x) = Zxx+3 et dont la représentation

graphique (C) est donnée ci-dessous.
a) Représenter sur I’axe (OI) les termes Uy, Uy,
U,, U; et U, de la suite U a I’aide de la courbe
(C) et de la droite (D) d’équation y = x.
b) Que peut-on conjecturer quant a la
convergence de la suite U ?
2. a) Démontrer que f([1;5]) < [1;5].
b) En déduire au moyen d’un raisonnement
récurrence que :
vneElN, 1<U, <5.
3. On consideére la suite numeérique V définie
. _ Un—3
par: ¥n € IN, Vi, =
a)Démontrer que V est une suite géométrique de
raison —% .
b) Démontrer que :
vn € IN,V, = (-1)™ ().
4. a) Exprimer U,, en fonction de V,, puis en
fonctionde n .
b) En déduire la limite de la suite U.
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¢ ()

Une entreprise propose a Mr SORO deux
contrats de travail a partir du 1 Janvier 2011.
Contrat A

La premiére année, il percoit 100000F.
Chaque 1°" Janvier son employeur décide de
I’augmenter de10000F.

On désigne par ao le salaire mensuel au 1%
Janvier 2011.

Pour tout entier naturel n, on désigne par a, le
salaire mensuel au 1°" Janvier (2011 +n) .
Contrat B

La premiére année, il pergoit 100000F.
Chaque 1¢" Janvier son employeur décide de
I’augmenter de 8%.

On désigne par b le salaire mensuel au 1¢
Janvier 2011.

Pour tout entier naturel n, on désigne par b, le
salaire mensuel au 1*" Janvier (2011 +n) .

1. Calculer pour chaque contrat, le salaire
mensuel durant les 3 premiéres années de
travail.

2. Calculer a, et b, en fonction de n .

3. Quel sera le salaire mensuel de Mr SORO a la

7¢ année de travail pour chaque contrat ?
4. On pose :

S=12(ag +a; + -+ ay) et

S =12(by + by + ==+ byq) .

a) Que représente S et S* ?
b) Calculer S et S’. Quel est le contrat le plus
avantageux pour Mr SORO ?

Le salaire mensuel d’un technicien s’¢levait
au 1°" Janvier 2011 & 150000F.

Chaque 1¢" Janvier son employeur décide de
I’augmenter de 2% et de lui allouer en plus
5000F.

On désigne par So le salaire mensuel au 1*
Janvier 2011. Pour tout entier naturel n, on
désigne par Sy le salaire mensuel au 1 Janvier
(2011 +n).

1. Calculer S,.

2. On consideére la suite (Un) définie par :

vn € IN, Uy = S, +250000.

a) Démontrer que la suite (Un) est une suite
géométrique.

b) Calculer u, en fonctionde n .

3. A partir de quelle année le salaire de ce
technicien aura-t-il doublé ?

On pose:

vn€eIN* I, = ffxz(lnx)”dx

1. A l’aide d’une intégration par parties, calculer
1.

2. a) A I’aide d’une intégration par parties,

. 3 +1
démontrer que : Vn € IN*, I,,1= % - "3

b) Calculer I, et I5.

In

On pose: I = fole‘3xdx et

vne€ IN*I, = f01 x"e 3% dx

1. Calculer I,.

2. a) A I’aide d’une intégration par parties,
exprimer I, ,en fonction de I,, pourn > 1.
b) Calculer I5 .

3. Etudier le sens de variation de la suite (I,) .
4. En déduire que la suite (I,,) est convergente
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES

COURS ..o 141
TRAVAUX PRATIQUES ... 147
EXERCICES ... 148

COMMENTAIRES

e Cethéeme vise a:
» étudier la forme des solutions de certaines équations différentielles ;
» modéliser quelques problémes a 1’aide d’une équation différentielle et en déduire une solution.

e La notion d’équation différentielle est nouvelle pour les éléves en cours de mathématiques. Cette
théorie ne sera donc appréhendée que sur quelques exemples parmi les plus simples.

Les ¢leéves de terminale rencontrent en cours de sciences physiques ces équations a travers I’étude de
systeme physiques ou chimique. Des exemples importants sont :

-les oscillateurs libres (en particulier harmoniques) en mécanique ou en électricité (oscillateur
mécaniques, systeme LC ou RLC) ; la loi de décroissance radioactive.

e Ce théme correspond donc a une initiation a une théorie extrémement importante en analyse et en
géométrie. Il n’y a donc pas lieu de développer exagérément cette initiation, mais plutét de montrer
I’importance de ces équations a 1’aide de quelques problémes qui se modélisent sous cette forme. Un des
intéréts immédiats du cours de mathématiques sera donc la justification de la nature des solutions de ces
équations différentielles.

e La résolution des équations différentielles du type af’’ + bf' + cf = goua, b, et ¢ sont des
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nombres réels non nuls et la théorie qui I’accompagne sont hors programme.

e Ce theme comprend deux parties :

P I’établissement des solutions des équations différentielles.

Les trois types d’équation peuvent faire I’objet d’une étude assez poussée en classe.

Ces démonstrations présentent un intérét incontestable pour les €léves ; recherche des solutions, preuve
de I’exhaustivité de cette recherche.

A P’issue de cette mise en place, la forme des solutions doit étre utilisée comme un résultat que les ¢léves

n’auront plus alors a justifier. Ces résultats doivent donc étre connus des éleves.

» la résolution de problémes.

Les éleves devront étre confrontés a 3 types de problémes :

- des applications immédiates du cours.

- des équations différentielles qui dépassent leur compétence immédiate, et qu’ils sauront résoudre grace a
un guidage important de 1’énoncé (exemple : équation linéaires avec second membre ; recherche d’une
solution particuliere) ;

- des problémes géométriques, ou tirés de sciences expérimentales qui se modélisent a 1’aide d’équations
différentielles au programme. Les exemples choisis devront rester particuliérement simples, n’entrainant
pas en particulier de recherche de validité de solutions.

e La résolution des équations différentielles n’est pas abordée en détail. Les propriétés présentant les
solutions des diverses équations sont admises (sauf peut-étre celle du premier ordre qui semble faire
I’objet d’une démonstration).

CONTENUS CAPACITES ATTENDUES

1.Equation différentielle du type <& Résoudre une équation différentielle du type

f'=kf f'=kf.

2. Equation différentielle du f'' = 0 @ Résoudre une équation différentielle du type

3. Equation différentielle du type f"=0.

f'" =kf @ Résoudre une équation différentielle du type
f"=kf.
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ACTIVITES

On se propose de résoudre I’équation différentielle (E) : y' + ay = 0 oua€lR.

1. Démontrer que quel que soit le nombre réel k, la fonction f définie sur IR par f(x) = ke™2* est
une solution de (E).

2. Nous allons prouver que toute solution de (E) est de la forme x — Ce™%*, ou C est une
constante.

Soit g une solution de (E) et ¢ une fonction dérivable sur IR telle que Vx €IR, ¢(x) = g(x)e** .
a) Démontrer que ¢ est constante.

b) En déduire toutes les solutions de (E).

On se propose de résoudre I’équation différentielle (E) : y”' — w?y = 0 ol w €EIR*,

1. Démontrer que quels que soient les nombres réel a et b, la fonction f définie sur IR par
f(x) = ae®* + be™®* est une solution de (E).

2. Nous allons prouver que toute solution de (E) est de la forme x +— 1e“* + ue~“*, ou A et u
sont des constantes.

Soit g une solution de (E) et ¢ une fonction deux fois dérivable sur IR telle que Vx €IR,

p(x) = g(x)e®*.

a) Démontrer que ¢*’(x) — 2we'(x) = 0.

b) En déduire qu’il existe un nombre réel k, ¢’ (x) = ke?®*

b) En déduire toutes les solutions de (E).

L’équation différentielle (E) : y"' + w?y = 0 o0l w EIR*.

Démontrer que quels que soient les nombres réel a et b, la fonction f définie sur IR par
f(x) = acoswx + bsinwx est une solution de (E).
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COURS

|. GENERALITES

e Une équation différentielle est une équation :

- dont I’inconnue est une fonction ( généralement notée y(x) ou simplementy) ;

- dans laquelle apparaisse certaines dérivées de la fonction (y', y", ...).

e y’ +2y =x?—5 estune équation différentielle du premier ordre.

Toute fonction f dérivable sur un intervalle ouvert | telle que f'(x) + 2f(x) = x? — 5 est appelée
une solution de cette équation différentielle sur I.

e Résoudre ou intégrer une équation différentielle sur un intervalle ouvert I, ¢’est déterminer toutes
les fonctions solutions de cette équation différentielle.

I1. EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU TYPE
y’ + my =0 (m€ IR)
Propriété

Les solutions sur IR, de 1’équation différentielle y’ + my = 0 sont les fonctions x — ke ™% avec

kelrR.

Exemple 1
Résoudre sur IR, les équations différentielles suivantes :
a)y—-2y=0 b)y +3y=0.
Solution
a) Résolutionde (E; ) - y’- 2y =0
m = -2 ; donc les solutions de ( E; ) sont les fonctions x — k e?* ; aveck €IR .
b)Soit (E, ) :y +3y =10
m = 3 ; donc les solutions de ( E, ) sont les fonctions x — ke™3* ; aveck € IR.

Exemple 2

Dans chacun des cas suivants, déterminer la solution f de 1’équation différentielle ( E ) qui vérifie
la condition initiale donnée :

a)(E): y-4y=0ety(0)=3;

b) (E):y ++/2y=0 etlacourbe représentative de y dans un repére orthonormé admet au point
d’abscisse 0 une tangente de coefficient directeur 1.

a)Soit (E ).y —4y=0.
m = - 4, donc les solutions de (E) sont les fonctions x = y(x) = ke** ,k €IR .
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y(0)=3& k=3.

Donc la fonction f est définie sur IR par f(x)= 3e** .

b) Soit (E) : y’ + /2y = 0.

m = /2, donc les solutions de (E) sont les fonctions x =y(x) = k e~ V2 aveck € IR.

yx) = -2 ke ™2 Le coefficient directeur de la tangente au point d’abscisse 0 est f'(0),

Par suite la condition donnée dans 1’exercice se raméne a f'(0) = 1.

v =1e VZk=1e k=-2.

Donc la fonction f est définie sus IR par f(x)= — ‘ge‘xﬁ.

Exercice
1. Résoudre sur IR, 1’équation différentielle : 5y’ = 2y .
2. Déterminer la solution f de 1’équation différentielle (E) qui vérifie la condition initiale donnée :

(E):y'=5y=0; y(2)=7.

I11. EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU TYPE
y’+my=0 (m € IR)

Propriétes

Equations de référence Fonctions solutions

(w réel non nul) (A, B nombres réels quelconques)

y'=0 x+— Ax+B

y" —w?y =0 x  Ae®“* + Be @

y'+wly=0 x + Acos(w x) + Bsin(w x)
Exemples 1

Résoudre sur IR, les équations différentielles suivantes :
a) y'-4y=0; b) y’+9y=0;0)y"—y=0;d) f"(x)+ f(x)=0.

Solution

a) Résolutionde (E4) :y’’—4y=0.

Cette équation est de la forme y"" — w?y = 0 avec w = 2, donc les solutions de ( E; ) sont les
fonctions : x — Ae?* + Be ?*; A €IRetB €IR.

b) Résolutionde (Ey):y”+9%=0.

Cette équation est de la forme y”' + w?y = 0 avec w = 3, donc les solutions de ( E, ) sont les
fonctions x — Acos(3x) + Bsin(3x) ; avec A€IRet BEIR.

c) Résolutionde (E3):y”’-y=0.

Cette équation est de la forme y”" — w?y = 0 avec w = 1, donc les solutions de ( E5 ) sont les
fonctions : x »ae*+he ™*;a€lRetb €IR.

KONAN
Equations 145

différentielles




d) Résolutionde (E4): f"(x)+f(x)=0 .
Cette équation est de la forme y”' + w?y = 0 avec w = 1, donc les solutions de ( E, ) sont les
fonctions : x = kcos(x) + Isin(x) ; avec kelRetl€IR.

Exemples 2

Dans chacun des cas suivants, déterminer la solution f de I’équation différentielle (E) qui vérifie la
condition donnée :

a) 25y’ -16y=0ety'(0)=y(0)=1.

b) y'" +y =0 etlacourbe représentative de f dans un repére orthonormé passe par le point

A(g ; 1) admet en ce point une tangente paralléle a I’axe des abscisses.

Solution
a) L équation différentielle (E ) : 25y’’ — 16y = 0 équivaut a y'’ — gy = 0.
Cette équation est de la forme y”’ — w?y = 0 avec w = % , donc les solutions de (E) sont les

4 4

fonctions : x = Aes* +Be 5* ;A €IRetB €IR.
Déterminons la solution f vérifiant les conditions f(0) = f(0) = I :

4 4
fétant de laforme x = Aes* +Be s* ona:f(0)=1<A+B =1.

4 4
Par ailleurs, f'(x) = %Ae?‘ —% Bes‘etona: f'(0) =1 %A — %B =1.

, . \ A+B=1 9 1
La résolution du systéme 4 4 4  .donned=-etB=—-.
EA - EB =1 8 8
4

—=X

4
Ainsi, la solution f est définie par : f(x) = ge?‘ — %e 5

b) Résolution de I’équation différentielle (E) :y"' +y =0

Cette équation est de a forme y’ + w?y = 0 avec = 1, donc les solutions de (E) sont les
fonctions : x » Acosx+ Bsinx ;A €IRetB €IR.

Déterminons la solution f vérifiant les conditions données dans cette question :

La courbe de f passe par A (g ; 1) si et seulement si f (g) =1.

La courbe de f admet au point A une tangente parallele a [’axe des abscisses si et seulement si
r)=o

f étant de la forme x —» Acosx + Bsinx, f(g) =1 B=1.

Par ailleurs, f'(x) = —Asinx+ Bcosxet f' (%) =0 —-A=0,s0itA=0.

f est donc définie sur IR par f(x) = sinx.
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TRAVAUX PRATIQUES

EXERCICE RESOLU 1

Soit I’équation différentielle (E):y’ + 3y = 2e™*.

1. Déterminer le nombre réel a pour que la fonction g définie sur IR par g(x) = ae™ soit
solution de (E).

2. Résoudre sur IR I’équation différentielle (E’) : y’ + 3y = 0.

3. Démontrer qu’une fonction f est solution de 1’équation différentielle ( E ) si et seulement si la
fonction f — g est solution de I’équation différentielle ( E”).

4. En déduire les solutions de (E) .

Solution
1. Pour tout nombre réel x, g(x) = ae™; g'(x) = —ae™*.
g est solutionde (E) © g'(x) +3g(x) =2e7*
& —ae™™ + 3ae™ = 2e7*
& 2ae*=2e* ©a =1
Donc pour tout x € IR, g(x) =e™*.
2. Les solutions sur IR de (E’) sont les fonctions x = ke™3* k€ IR.
3.lafonction f - g est une solution de (E’) & (f-g) () + 3(f-g)x) =0
e f'(x)-g'(x) +3f(x) —3g9(x) =0
e () +3f(x) = g'(x) +3g(x)
S f'(x)+3f(x) =2e7* carg'(x) +3g(x) = 2e™*
Ainsi : f - g est une solution de (E’) & f est solutionde (E).
4. D’apreés la question précédente f est solution de (E ) si et seulement si la fonction f - g est
solution de (E’) .Or les solutions de ( E’) sont les fonctions x - ke™3*, k € IR.
Donc f(x)- g(x) = ke™®* ; k €IR.
Dot f(x) = g(x) + ke™3*; k € IR
Les solutions sur IR de ( E ) sont les fonctions f : x = e™ + ke ™3*; k € IR.

EXERCICE RESOLU 2

Au début de la croissance de certaines espéces végétales (telles que le coton, le mais), on estime
que le poids de la plante varie proportionnellement a lui-méme. Pour une espéce donnée de coton,
le poids P (en g par jour ) varie en fonction du temps t ( en jours ) selon 1’équation P’(t) = 0,18P(t).
Sachant que le poids de la plante aprés un jour est de 2g, quel est son poids aprés 30 jours.

Solution

P'(t) = 0,18P(t) & P'(t) — 0,18P(t) = 0 < P(t) = ke®8 k € IR.
P(1) =2 ke®8 =2 o k = 27018

DOTLCP(t) — 28_0’18 XeO,18t — 26,0,18t—0,18.

P(30) = 2¢%18%30-018 o p(30) ~ 370g.

Donc au bout de 30 jours la plante pésera 370g.
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EXERCICES

Résoudre sur IR les equations
différentielles suivantes :

»(0) = ¢'(0) = 0.

)2y’ +y =0; by =-3v;

02y —vZy =0: dy-4y =0; On considére I’équation différentielle
(B):y + 2y = e,

e)5y +4y = 0; Dy =3y 1. Vérifier que la fonction

g:xve (x + 1)e 2 estsolution de (E) .

Résoudre sur IR chacune des équations 2.a) Démontrer qu’une fonction f + g est

différentielles suivantes et déterminer solution de (E) si et seulement si f est

la solution vérifiant la condition initiale solution de I"équation différentille
donnée. y +2y =0.

b) Résoudre 1’équation différentielle
(E):y +2y = 0.

c) En déduire les solutions sur IR de (E).

a)y + 2y = 0ety(0) = 1;
b) 7y + 4y = Oet y(7) = e’
)y -5y =0et y(2)=7;
d) y-ny = 0et In(y(2)) = m
e)2y'-3y = 0et y(2) = ¢;

d) Déterminer la solution h de (E) qui
vérifie h(In2) = 1.

)y +V2y = 0et y(0) = 1. Dans une culture de microbes qui se
développent, la vitesse d’accroissement a

1. Résoudre dans IR I’équation I’instant t est proportionnelle a la quantité de

différentielle (E’):y” -4y = 0. microbes a cet instant.

2. Soit I’équation différentielle : Sachant qu’il y a 10> microbes au bout

(E):y" —4y = 4(x—-1)* —2. de 2 heures et 5.10° microbes au bout de

a) Déterminer un polyndme P de degré 2 6 heures, combien y avait-il initialement

solution de (E). de microbes dans cette culture ?

b) Démontrer qu’une fonction f est solution

de (E) si et seulement si la fonction f — P @ Déterminer une équation de la courbe (C)

est solution de (E). passant par le point A(1 ;1) et telle qu’en

¢) En déduire les solutions de (E). chacun des points M de (C) la tangente ait un

d) Déterminer la solution ¢ de (E) qui vérifie
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coefficient directeur double du carré de

I’ordonnée de M.

Le mouvement d’un mobile est défini par

1I’équation différentielle suivante:

dv

pri —kv ou k est une constante, t le temps

exprimé en seconde et v la vitesse du mobile
exprimee en m/s.

A Tl’instant t =0, v = 20, pour
k=0,5x1073.

1. Déterminer v en fonction de t.

2. Calculer la valeur de t pour v = 10.

3. Calculer la distance entre les deux
positions du mobile correspondant aux
vitesses 20 et 10.

PARTIE A

On considére sur IR, 1I’équation différentielle
(B): f1(x)-2f(x) = xe™.

1. Démontrer que la fonction u définie sur IR
par : u(x) = —(x + 1)e* est solution de
(E).

2. Résoudre sur IR, I’équation différentielle
E): fr(0)-2f(x) = 0.

3. Démontrer qu’une fonction v est solution
de (E) si et seulement si v — u est solution
de I’équation différentielle (E’).

4. En déduire que les solutions de (E) sont les
fonctions f;, définies sur IR par :

fr(x) = ke?* — (x + 1)e* avec k un
nombre réel quelconque.

5. En déduire la solution de (E) qui s’annule
en 0.

PARTIE B
Soit g la fonction dérivable sur IR et définie

KONAN
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par: g(x) = —x —2 + 2e”*.

1. Calculer les limites de g en —co et en +oo
2. Etudier les variations de g et dresser son
tableau de variation.

3.a)Calculer g(0).

b) Démontrer que I’équation g(x) = 0 admet
une solution unique a dans | — oo ; —In2|.
¢) Justifier que -1,6 < @ < -1,5.

4. Justifier que :

VX €] —o0;a[U]0;+oo[, g(x) > 0;

VX €]a; 0[, g(x) < 0.

PARTIE C

Soit f la fonction dérivable sur IR et définie
par :

f(x) =e? — (x + 1e*.

On note (C) sa courbe représentative dans le
plan muni d’un repére orthonormé
(O,1,J).Unité: 2 cm .

1. Calculer la limite de f en — oo.

Interpréter graphiquement le résultat.

2. Calculer les limites de f(x) et de %
lorsque x tend vers +oo.

Interpréter graphiguement les résultats.
3a) Démontrer que :

Vx € IR, f'(x) = e*g(x).

b) Etudier les variations de f et dresser son

tableau de variation.

a’+2a
4

b) En déduire un encadrement de f(a).

5. Tracer (C).

6. Soit un nombre réel t tel que t < 0.

a) Calculer a I’aide d’une intégration par
parties, I’aire A(t) en cm? de la partie du
plan limitée par (C) , ( Ol) et les droites
d’équations respectives x = tet x = 0.
b) Calculer la limite de A(t) lorsque t tend
Vers —oo.

4.a) Démontrer que : f(a) = —
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NOMBRES COMPLEXES

COURS ... oo 152
TRAVAUX PRATIQUES 176
EXERCICES oo 180

COMMENTAIRES

e Ce chapitre vise a:

» définir I’ensemble des nombres complexes et en dégager les regles de calcul ;

P utiliser les caractérisations complexes pour interpréter des configurations élémentaires du plan ;

P utiliser les nombres complexes pour résoudre des problémes.

e La notion de nombres complexes est nouvelle pour les éléves. La construction de 1’ensemble C n’est
pas au programme, on pourra en faire une présentation historique.

On fera ressortir I’intérét entre les propriétés des complexes et celles des configurations géométriques
ainsi que celui de I’utilisation de I’outil « nombres complexes » dans la résolution de problemes
géométriques.

Il ne s’agit pas de faire une théorie sur les transformations et leurs écritures complexes, mais d’utiliser ces
écritures.

L’acquisition des propriétés des nombres complexes pourra étre vérifiée par des exercices de méthodes
dépourvues de lourdeur de calculs.

e L.’écriture exponentielle sera utilisée le plus tot possible afin d’alléger les expressions dans les calculs.
e L a linéarisation des fonctions trigonométriques sera réinvestie dans le calcul intégral.
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Pour la linéarisation des puissances de cosx et sinx, on se limitera a des exposants peu éleves.
e On pourra amener les éleves a trouver les n racines n-iémes d’un nombre complexe connaissant une

racine et les racines n-iémes de 1’unité.

e Le tableau configurations du plan et nombres complexes est essentiel dans le traitement des exercices

de géométrie avec 1’outil nombres complexes.

CONTENUS

CAPACITES ATTENDUES

I. Ensemble des hombres complexes
1.Forme algébrique d’un nombre
complexe

2. Somme, produit, quotient
3.Conjugué d’un nombre complexe
4.Formule du binbme

5.Egalité de deux nombres complexes
6. Module et arguments

7.Forme trigonométrique

8.Forme exponentielle

9.Point image et vecteur image

I1. Nombres complexes et trigonométrie
Formules de Moivre et d’Euler

I11. Equations

1. Racines carrées d’un nombre
complexe non nul.

2. Equations du second degré

3. Racines

4. Racines
n-iémes de 1’unité.
IV. Nombres complexes et géométrie

arg(z_;j‘;) est une mesure de (DC, BA)

Caractérisations complexes
- d’un cercle
- d’une droite

n-iémes d’un nombre complexe non nul.

= Déterminer la partie réelle et la partie imaginaire d’un
nombre complexe.
= Calculer la somme, le produit, le quotient de deux
nombres complexes donnés sous forme algébrique.
= Développer (a + b)"
= Déterminer le conjugué d’un nombre complexe.
= Déterminer le module et un argument d’un nombre
complexe non nul.
= Représenter graphiguement un nombre complexe
donné sous forme algébrique.
= Calculer le produit et le quotient de deux nombres
complexes donnés sous forme trigonométrique.
= Passer de la forme trigonométrique a la forme
algébrique et inversement.
= Utiliser les formules de Moivre et d’Euler pour :

- retrouver des formules trigonométriques ;
- linéariser des puissances de cosx et sinx.

= Déterminer les racines carrées d’un nombre complexe
écrit sous forme algébrique.

@ Résoudre une équation du second degré ou une
équation s’y ramenant.

& Déterminer sous forme trigonométrique les racines
n-iémes d’un nombre complexe et les représenter
graphiquement.
< Démontrer que des points sont cocycliques.

@ Démontrer que des points sont alignés.
< Utiliser les caractérisations complexes pour :

- justifier une propriété géométrique ;
- déterminer des lieux géométriques.
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COURS

I. ENSEMBLE DES NOMBRES COMPLEXES

1. Présentation
Théoreme et définition

m Il existe un ensemble C contenant IR et vérifiant :
e il existe dans C un élément noté i tel que : i = —1.
e tout élément z de C s’écrit de fagon unique sous la forme a + ib, ou a et b sont des
nombres réels.
o C est muni d’une addition et d’une multiplication qui prolongent I’addition et la
multiplication de IR, et qui suivent les mémes régles de calcul.
m On appelle nombre complexe tout élément de I’ensemble C .

Exemples
2i; 3 —4i; 1; 0; V3 + 4,5i; —20 sont des nombres complexes.

Vocabulaire et notations
e L’écriture z = a + ib ou a et b des nombres réels, est appelée forme algébrique de z.

a est appelée partie réelle de z, on note Re(z) = a;
b est appelé partie imaginaire de z et on note Im(z) = b.
e On appelle nombre imaginaire pur tout nombre complexe z tel que Im(z) = 0.

Exemples

e Soit les nombres complexes suivants: z = —1 + 2i; u = 3i; v = 1.Donc:
Re(z) =-1etIm(z) = 2; Re(u) =0 et Im(u) = 3; Re(v) =1 et Im(v) = 0.

Re(0) = Im(0) = 0.

e Les nombres complexes 3i; — %i ; 0 sont des nombres imaginaires purs.

Exercice
Soitu = 1 + 2ietv = 3— 1.
Calculez sous forme algébrique les nombres complexes suivants: u + v; u- v; —4u +

3v; uv; u?; ud.
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3. Egalité de deux nombres complexes
Propriétés

Pour tous nombres complexes z et z’ :
ez=7 & Re(z) =Re(z’) et Im(z) =Im(z’) ;
ez=0< Re(z) =Im(z) =0.

Exemple
Déterminer les nombres réels x et y pour que 'on ait: x +i(y —1) = 2i.

x+ily—-1)=2iox=0ety—1=2
= x=0ety=3.

Exercice
Soit u = 1-6i.
Déterminer les nombres réels x et y pour que le nombre complexe v = x+y + xyi soit égal a u.

4. Inverse d’un nombre complexe non nul
Propriétes

m Tout nombre complexe nonnul z = a + ib ou a et b sont des nombres réels admet un inverse qui

est le nombre complexe noté = tel que: ~ = —2> ——2 ;.
z z a’+b%?  a%+b?

. z 1
m Soit z et z” deux nombres complexes avec z° # 0, alors :  — = z X p
V4

, . . 1 - ,
Remarque : Il n’est pas nécessaire de retenir la formule. Pour calculer — N multiplie le numérateur
et le dénominateur par a-ib et on utilise 1’égalité : (a+ib)(a-ib) = a® + b?

Exemple 1

Soit z =2 -5i . Ecrire I’inverse de z sous forme algébrique.
L1 _ 1 1450 145i _ 1 | 5.

Ona: z  2-5i  (2-50)(2+5i) 4+25 29 + 20t

Exemple 2

. 2+i f -
Soitz = 3_—411, . Ecrire z sous forme algebrique.

2+i _ (2+D)(3+40) _ 2+11i _ 2 | 11,

Ona:z= 3—4i  (3-40)(3+40) 25 25 T 25t
Exercice
. P . 1 —-143i 1 3i 5-3i
Ecrire sous forme algébrique les nombres complexes suivants :—; — ==
1+2i 3-i 207 1-1 -3
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5. Représentation géomeétrique

Définitions

m Le plan IP est muni d’un repére orthonormé
direct (O ; e, e;) appelé plan complexe.

m Au nombre complexe z = a + ib
(avec a et bdesnombres réels),

on associe le point M(a ; b).
On dit que :
M est le point-image de z ; . ol . ’M
z est I’affixe de M ou du vecteur OM. !
On note M(z) ou OM(z) E
etz est souvent noté zy ou zg;;. !
I

& ) E
m Au vecteur V de coordonnées (a; b), R i
on associe le nombre complexe c_l)+ ib . . ' o (;1" a | ' ' '
On dit que a + ib est I’affixe de V et que V est le

vecteur image de a + ib.

Pour toute la suite, le plan est muni d’un repére orthonormé direct (O ; e;, e3).

Exemple
Représenter les points A, B, C, D, E, F et G d’affixes respectives 2 —3i;i;3; 1+3i; -2+i; -2 et % + 3i.
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Propriétes 1

m Soit U et U deux vecteurs d’affixes respectives z et z’ et k un nombre réel.
U+ v apouraffixez +7’;
ki  apour affixe kz.

Propriétes 2

m Soit M et M’ les points d’affixes respectives z et z’.
MM’ a pour affixe z’-z .
Si I estle milicu de [MM’] alors : z; = 24!
m Si G est le barycentre des points pondérés (A ; a), (B ;b) et (C;c) aveca + b + ¢ # 0 alors

7. = aZap+bZp+cZc
A a+b+c
Exemple

1. Placer dans le plan complexe les points R, S, T, U d’affixes respectives :
34+i;24+4i; -2+1i; —1-—2i.

2. Démontrer que le quadrilatére RSTU est un parallélogramme.

3. Déterminer 1’affixe de K milieu du segment [RT].

4. Calculer I’affixe du centre de gravité G du triangle RST.

Solution
1. Voir figure.

2.Le vecteur RS a pour affixe zg — zg = 2+ 4i —3 — i = —1 + 3i.
Le vecteur UT a pour affixe zp —zy = —2+i+1+2i=-1+3i.
Nous avons : RS = UT, donc le quadrilatére RSTU est un parallélogramme.

3. Le point K a pour affixe : zx = @ = 3+i;2+i = % +i.
4.0na z5= 3+i+2+34i—2+i _ 3-;6i — 14720
S
.G
K R
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6. Conjugué d’un nombre complexe
Définition

Soit z=a+ ib (avec a et b des nombres réels).
On appelle conjugué de z le nombre complexe noté z tel que : z = a — ib.

Exemple
3—2i=3+42i;—4=-451+3=3—05i; 3i = —3i.

Interprétation géométrique : M@)
Les points M(z) et M’(z) sont symétriques

par rapport a I’axe des abscisses. al

M'(z)

Exercice
Déterminer les conjugués des nombres complexes suivants :

21=4+50; z,=4 ; zz=—>i ; z,=iV17—243.

Propriétés

Pour tous nombres complexes z et z’ et tout nombre entier naturel n non nul:

i=z242 =247 2—7

7z = [Re(2)]? + [Im(2)]? ;
=7z —Z7Z,

Re(z) = et Im(z) = e

ZEIR®S zZ=1z;

Z est un nombre imaginaire pur & zZ = —z .

Remarque : Si z # 0 alors 1=z
z ZZ
Exercice
Déterminer les conjugués des nombres complexes suivants :(1 — 3i)(2 + 5i) ; 1;%‘? ; (14 0)3.
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II. MODULE D’UN NOMBRE COMPLEXE
1. Définition

Soit z=a+ ib (avec a et b des nombres réels).
On appelle module de z le nombre réel positif noté |z| tel que : | z |= va% + b2 = Vzz.

Exemple 1

Calculer le module des nombres complexes suivants : 3+4i ;i ; -2i; 1-4i;-5; 1_2%.

Ona:|3+4il=V9+16=5; |i|=Vvi=1;|1—4i|=v1+16 =v17;|-5|=v25=5;
1-iv3| _ 1,3 _
= |-\/z+z—1-

Interprétation géométrique
e Si M a pour affixe zalors : |z | = OM.
e Si A et B ont pour affixes respectives z, et zg alors : AB =|zg —z, | .

Exemple 2
Soit A le point d’affixe 32 + 24i. Calculer OA.

Ona:OA=|6+ 24i| = V1024 + 576 = 40.

Exemple 3
Soit A, B et C les points d’affixes respectives : —1; 3 —2i; 1 + 4i.
Démontrer que le triangle ABC est rectangle et isocele en A.

Solution
Ona:AB =|4-2i|l= V16 +4=+v20=2V5;AC = | 2+ 4i |= V20 = 2V/5;
BC = | —2+6i|= 2V/10.

Ona AB =AC et AB? + AC? = 40 = BC?. Donc le triangle ABC est rectangle et isocéle en A.

Exemple 4

Soit A et B les points d’affixes respectives —2 +iet — 3.

1. Déterminer et construire I’ensemble (E) des points M d’affixes z telsque: [z+2—i|= 4.

2. Déterminer et construire I’ensemble (F) des points M d’affixes ztelsque: |z+2—-i|l=1z+31|.

Solution

Soit M(2).

1.Ona: Me(E)e=lz+2—-il=4
Slz—(-2+i) =4
Slzy-za| =4
= MA=4.

Donc (E) est le cercle de centre A et de rayon 4.
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220na: M e F)elz+2—-il =1z+3]
elz— (-2+) | =lz—(-3) |
<:)|ZM_ZA | =|ZM_ZB|

< MA = MB.
Donc (F) est la médiatrice du segment [AB].

Exercice 1
Calculer le module des nombres complexes suivants : 2i —5; 1 +iv3,i; —3;3i .

Exercice 2
Déterminer et construire I’ensemble (E) des points M d’affixes z telsque: | z+ 2i|= 3.
Exercice 3
. . . . |3+iV3 .
Soit (T") des points M d’affixes z tels que : | Yt 3+ l\/§| = 3.
Démontrer que (T) est le cercle de centre A(2 ;-2v/3) et de rayon 2.

3. Modules et opérations
Propriétes

Pour tous nombres complexes z et z’ et tout entier naturel n non nul:
|Z = |z|; 2Z = |z|?;
lz|l=0&z=0;

N =1zl |z = [zl A = = z -2 ’ .
|zz’| =zllz’| ; |z"]| = |z| ,IZ,I— o t |Z,| = avecz #0;

|z+Z’| < |z| + |2’| (inégalité triangulaire ) .
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Exemple
Soitu = 1;15 . Calculer le module de u.
(V3-i)

3-i

V2

|1+i|=\/§;|\/§—i|=2donc|u|:32.

Exercice

Ondonnez; =1+i ; z, =—V/3+i

Calculer le module de chacun des nombres complexes : z; ;zy; 2y ; 21 X Z5 ; % 5 (2,)°.
2

III. ARGUMENTS D’UN NOMBRE COMPLEXE NON
NUL

1. Définition

Le plan est muni du repére orthonormé direct (O; e7, e3).
Soit z un nombre complexe non nul et M le point- image de z.

—

m On appelle argument de z et on note arg(z) toute mesure de ’angle orienté (e, W).

Si 0 est une mesure de (e, W), on écrit : arg(z) =0 + 2kn, (k €Z).
m On appelle argument principal de z et on note Arg(z) la mesure principale de I’angle orienté

(e;, OM).

Y

NB : L’argument de 0 n’est pas défini.

Exemples

Le plan est muni d’un repere orthonormé direct (O,1J).

Le point-image du nombre complexe i est J donc : Arg(i) = Mes(0l, 0]) = % .

De méme, on détermine I’ argument principal de chacun des nombres complexes suivants en considérant
leurs points- image et en appliquant la définition :
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; Arg(1)=0;

Arg(i)=7;  Arg(-)=—
= ; Arg(l)=-7; Arg(-5) =x.

Arg(-1) =m; Arg(l+i)=

T
2
b
4

2. Argument d’un nombre réel non nul, argument d’unnombre
imaginaire pur non nul

Propriétés

Soit z un nombre complexe non nul.
mzelRy & Arg(z)=0;

m zeIRL & Arg(z)=n,;

mzelR* & arg(z)=kn,(k€Z)

m Siz=ib,avecb € IR} alors Arg(z) = >;
m Siz=-ib, avec b € IR} alors Arg(z) = -7;

B Z est un imaginaire pur nonnul < arg(z) = g +kn,(k€Z).

Exercice
Déterminer I’argument principal de chacun des nombres complexes suivants :
10; —m; 3i; —2,5i ;—2011; 3.

3. Egalité de deux nombres complexes non nuls
Propriéte

Soit z et z' deux nombres complexes non nuls :
z=27z'& |z| =|7z'| et arg(z) = arg(z') + 2k ; K€ Z

4. Forme trigonométrique

Propriétés et définition

m Tout nombre complexe non nul z peut s’écrire sous la forme : z = r(cos 0 + isin 0)
avecr = |z| et 0 un argument de z.

On dit que r(cos 0 + isin 0) est la forme trigonométrique de z.

mSi z=r(cos 0 +isin 0) avecr €EIR} et € IR alorsr=|z| et 0 = arg(z) +2kn;k € Z

Exemples
Ona: |1+i| = V2 et Arg(1+i) = 7 donc : 1+i=+2(cos] +isinz ).
Ona:|i| =LetArg(i) =7 donc: i= 1(cos> +isin>) = cos> + isin=..

Ona:-3=3(cosm +isinm ).
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Exercice 1

Ecrire sous forme trigonométrique les nombres complexes suivants : 3i ; -i ; -1 ; 5 ; 3-3i.
Exercice 2
Soit u le nombre complexe tel que |u| = 2 et Arg(u) = %”.

Ecrire u sous forme algébrique.

Propriété

Soit z un nombre complexe non nul tel que :

z=a+ib avec des nombres réels a et b tels que (a; b) # (0;0).
=V T 5

Siz= r(cos @ + isin ) ( forme trigonométrique) alors{ €0S0 =

sinf =

RIS

Exemple

. . P . 1 .V3 .
Ecrire sous forme trigonométrique les nombres complexes suivants : u = - — zg s v=—V3+1i;

w=+6+iV2.

Solution
- ,T
e Ona:|ul= ctL =1 soitf=Arg(u), ona: SinH:—ﬁ donc 0= —=.
Donc:u = cos(—sz) + isin(—g).
-3
cosa = —
eOna:|v|=v3+1 =2, soita=Arg(v), ona: f donca = —
sina=5
Donc:v = 2(cos 5?” + isin %).
e Ona:|w|=v6+2 =2v2;
cos[)’:ﬁ:—g
soit f = Arg(w), on a : 22 2 donc fp = z.
g = V2 1 ¢
smﬂ—zﬁ—2

Donc:w = 22 (coszﬂ + isin g).
NB : La forme trigonométrique peut s’écrire avec un argument quelconque.

Exercice
Donner la forme trigonométrique de chacun des nombres complexes suivants :

VZ+iV6; V2—iVE; —3—3i ; —V3+i ;22 305

1+i 4
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5. Arguments et opérations

Propriéetés

Pour tous nombres complexes non nuls z et z’ et pour tout nombre entier relatif n:
marg(z) = —arg(z) +2kn; (k €Z)

marg(-z) = + arg(z) + 2kn ; (keZ)

m arg(zz’) = arg(z) + arg(z’) + 2kn ; (k € Z)

[ arg(i) = —arg(z') + 2kn et arg(i) = arg(z) —arg(z') + 2kn;(k €Z)
marg(z") = nxarg(z) +2kn. (k€Z)

Exemple
Soitu=—1+iet v=1+iV3.

a) Ecrire sous forme trigonométrique les nombres complexes suivants : uv ; i ; % ;U
b) Ecrire v° sous forme algébrique.
Solution
aOna:|u=vi+1=v2;
-1 ﬁ
cost = 7 =77 3
soit 0 = Arg(u), on a : donc 0 = —.
, A 4
sinf = —
2
Donc:u = \/f(cosi—n + isin %) .
Ona:|v|]=v1+3 =2;
cosa = % -
soit a = Arg(v),ona : 73 donc o = 3
sina = —
2
Donc : v = 2(cos g + isin g).
Ona: |%| =§ et arg(%) = -arg(v) + 2km = —g + 2kn
11 ~™ +isin( ="
Donc:— = - (cos ( ), + isin( 3) ).
=2 Uy = _3m_z _ 5m
Ona: |; | = et arg(;) = arg(u) - arg(v) + 2kn = 3 2kr - T 2k
Donc : £ =2 (cos®® + isinZ).
v 2 12 12
b) Ona:|v>|=2%>=232 et arg(v® ) = Sarg(v) + 2kn = 53—” + 2k
5y — 5T _ - _r
Arg(v>) = . 2w = .
V3

.5 — _M yicin= T =1 atsin(=% = _¥3
Donc : v° =32 [cos ( 3)+|sm( 3)]. On a cos ( 3)—2etsm( )=

doncv’ = 32( — i) = 16 - 163 .
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Exercice 1
9_1'[

R . sy . 9 .. . .
Ecrire sous forme trigonométriques les complexes suivants: —2 (cos?n +isin= ) ; smg + icos %.

Exercice 2
u:2+21\/§;V:\/§+i\/§etw=uv

1. Déterminer le module et I’argument principal de u; v ; w.

2. Ecrire w sous forme algébrique.
7T

/ - 7 .
3. En déduire les valeurs exactes de cos£ et sin 5

IV.NOTATION EXPONENTIELLE

1. Définition

Pour tout nombre réel 6, on pose e® = cos® + isin® .

Conséquence

Tout nombre complexe non nul z de module r et d’argument 0 s’écrit : z = rei®
Cette écriture est appelée forme exponentielle de z.

Exemple 1

Soit z; = -3i. Onadonc |z;| = 3 et Arg(z;) = — 7. D’oll z; = 3e ™z

Soit z, = 1 +i. On adonc |z,| = V2 et Arg(z,) = =. D’oll z, = V2e's .
Exemple 2

el = cos0 + isin0 = 1; €™ = cosm + isint = —1; ez =i ; 2el3=1+iV3.
Exemple 3

Ecrire sous forme exponentielle le nombre complexe -1+i .
Ona:|-1+i| =v2;

soit 0 = Arg(-1+i),on a : cosf = —? et sinf = g donc 6 = %ﬂ .

.37
Donc:—1+i=+/2e"% .

Remarques :

—Le conjugué de el® est e7i0: ¢® = ¢~i0

—Lemodule de e®est1: |e®| =1.

— Siz=re® avec r > 0 alors |z| = r et arg(z) = 8+ 2k, (k € Z)

Exercice
Ecrire sous forme exponentielle chacun des nombres complexes :

VB+Vai: VB —VaI: —F-1i; i 2

2 2
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2. Propriétés

Quels que soient les nombres réels 6 et 0 :
io

0i0i0 — i(0+0) - e% = ei0 % = l(6-0);  (ei®)n = ind (1 7).
Exemple
A+ (/3=

Soit Z = NGATNG Y Ecrire Z sous forme exponentielle puis donner la forme algébrique de Z2011 .
eOna:|l+i|=vi+1 =v2;
soit § = Arg(1+i), on a :cos@ = g et sinf = g donc 0 = %.Donc “14i=+2e%.

eOna:|V3—i|=vV1+3 =2;

soit @ = Arg(v/3 — i), ona: cosa = \/; et sina = _71 donc o = —% . Donc /3 —i=2e'C¥®
eOna:|V2+iv6|=2v2 ;
. , . V21 ] V6 43 _
soit f = Arg(v2 + iv/6), on a : cosfi= ez et sinf= o7 donc g = % :
. i i-3) i L TT -
Donc : V3 —i=2v2e'sParsuite: Z = M =2l =G =D
2v2e'3 e's
. 2011w
donc 2201t = ¢! ) or — 21T — _ %” + 502,

donc : Z2011 = ei(_%n) = cos(— %ﬂ)+sin(— %ﬂ) = —g—i?.

Exercice 1
u=2-2iV3;v=—2+iV2 etw=uv; t= u®

1. Ecrire sous forme exponentielle, chacun des nombres complexes, u,v,w,t.
2. En déduire la forme algébrigue de t.

Exercice 2
(1+)3(1-iV3)

Ecrire sous forme exponentielle le nombre complexe a = i

3. Formules de Moivre et d’Euler
Propriétes

Pour tout nombre réel 0 et pour tout nombre entier relatif n :
(cosO + isinB)™ = cos(nB) + isin(nB)  (Formule de Moivre).

i0 —i6 i0_ ,—i0
¢ te = (Formule d’Euler).

et sin =

cos =

Remarque
Pour tout nombre réel 6 et pour tout nombre entier relatif n :
e"® + 7m0 = 2 cosnd ; e"® — e70 = 2jsin néo.
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Exemple 1

7
Soitu =(cos% + ising) .

Donner la forme algébrique de u.
Ona:u= (cos% + isin%)7= cos%ﬂ + isin%n = cos (—5?”) + isin (—5?”) =——- Ei .
Exemple 2

Linéariser f(x) = sin3x , g(x) = cos*x et h(x) = cos*xsin®x .

of(x) = ( elx_zie_lx)3 On développe a I’aide de la formule du binéme de Newton.
100= = ()’ ()" + 3(e) (e ) + 3 (<o) + ()’ (e )’
f(x) = = _%i[(ewx) —3(e?) (e7) +3(e®) (e7i2%) —(e7i3¥) ]

f(x) = _%i [(e'3* — e713%) — 3(e™* — e™™)] or e — 7B = 2isin(3x) et e — e™™* = 2isinx

donc : f(x) = _%i [2isin(3x) — 6isinx] = —%sin(?)x) + %sinx :

elx+ e—lx

W= (——)*

900 = == [(%)"(e7)° +4(e™)’(e7™)" + 6(e™)"(e™™)" +4(e™) (e7™)” + (e%)°(e™)"]
g(x) = = %6 [e¥¥ + 422X + 6 + 4e712% + e~ 14¥]

g(x) = %[(eiztx + e—i4x) +4(ei2x + e—zix) + 6]

or e™** 4+ e~ = 2c05(4x) et e?* + e ¥ = 2sin(2x)

donc : g(x) = % [2cos(4x) + 8cos(2x) + 6] = %Cos(4x) + %cos(Zx) + Z .

ix —ix ix_ p—ix . . , . . .
Oh(X) — (e +Ze )3(6 2:‘ )2 — _1_16 el3x + e—l3x + 3e* + 3e—lx)(612x + e—le _ 2)
h(X) - _%[(ein + e—in) + (ein + e—i3x) _ z(eix + e—ix)]
=_1 L 1
h(x) = ” cos5x P cos3x + 5 COSX .

Exercice
Linéariser f(x) = sin32x +cos?x .

V. EQUATIONS DU SECOND DEGRE DANS C

1. Racines carrées d’un nombre complexe

Exemples

Résoudre dans C, les équations :
a)z?=-1;

b)z? =-5;

c) z2 =2
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a) On sait que i2 = —1 donc:

’?=-1oz2=i? & 2z°-i?=0 & (zi)(z+i))=0 & z-i=00u z+i=0
& z=1i0uz=-i. Donc l’ensemble des solutions est : {1 ;-i}.

b) z2 = -5 & z%2 = (/5i)> ez=+/5i0uz=-/5i

Donc I’ensemble des solutions est : {N/5i ; V/5i } .

¢) z? = 2. L’ensemble des solutions est : {~/2 ; -v/2}

Définition

2:

On appelle racine carrée d’un nombre complexe z , toute solution dans C de I’équation z° = z,

Exemple 1

Les racines carrées de —5 sont v/5i et -v/5i.

Exemple 2
Démontrer que 1+i est une racine carrée de 2i.
Ona: (1+i)?=1+2i—1=2i.Donc 1+iestune racine carrée de 2i.

Propriéte

Tout nombre complexe non nul admet deux racines carrées opposees.

Exercice
Vérifier que 2 + 2i est une racine carrée de 8i. Quelle est I’autre racine carrée de 8i ?

POINT METHODE Détermination sous forme algébrique des racines carrées de Z,
On pose : z=x + iy avec x ety des nombres réels. z? = x2 —y? + 2xyi et |z]|* = x? + y?

Re(z?) = Re(Z) x? —y? = Re(Z)
22 = Zoe={Im(z?) = Im(Z,) <X 2xy = Im(Zy)
|z|? = |Zo| x?+y? = |Zo]

Exemple 1
Déterminer les racines carrées de —20 — 48i.

Solution
Soit z une racine carrée de —20 — 48i .
Posons z = x + iy avec x et y réels.
x2—y?2=-20 (1
|-20 —48i| =52 ,0na:{ 2xy = —48 (2)
x2+y2 =052 3)

(D+@B) >@2x% =32
>x2=16
x?=16x=-4oux=4.
Six =-4 alors (2) donne : y = 6. Par suite : z=-4 + 6i.
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Si x =4 alors (2) donne : y = - 6. Par suite : z =4 -6i.
Donc les racines carrées de —20 — 4.8i sont -4 + 6i et 4 — 6i.

Exemple 2
Calculer sous forme algébrique le nombres complexe (1 —i)?.
En déduire les racines carrées de —18i

Solution

Ona:(1-i)?=-2i.

—18i =9(-2i) =9(1 —)? =[3(1 - D]?.

D’ou les racines carrées de 18i sont 3 — 3i et — 3 + 3i.

Exercice
Déterminer les racines carrées de chacun des nombres complexes suivants :
-21-20i ; i ; 6+24i ; 7-24i ; 16i.

2. Equations: z€ C,az? + bz +c¢=0; a€ C*,be C,ce C
Propriéte

L’équation : z € C, az? +bz+c=0, a,b,c des nombres complexes aveca # 0
admet des solutions dans C.

Soit A = b? — 4ac le discriminant de I’équation.

. . . . b
m Si A =0 alors I’équation admet une seule solution : z = — 2a"
m Si A #0 alors 1’équation admet deux solutions :

_-b-§ _-b+$

Zq = et z,= ou § est une racine carrée de A.
17 5, 2 2a

Exemple 1
Résoudre dans C : 2z2+2z+5=0.

Solution

A = 4- 40 = -36 = (6i)? ; une racine carrée de A est 6i.
—2-6i _ _1_3; . _-2+60i 1

4 2 27

Les solutions de [’équation sont : z; =

’ . 'l . 1 3. 1,3
Donc I’ensemble des solutions de [’équation est : S = { — SToh—

Exemple 2
Résoudre dans C I’équation : z? — (1 +3i)z—6 +9i = 0.

Solution

A = (1 + 3i)? — 4(-6+9i) = 16-30i ; déterminons une racine carrée J de A.
Posons 0 =x + iy avec x et y des nombres réels.

|16 — 30i| = 3.
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x2—y2 =16 (1)
Ona: { 2xy = =30 2
x2+y?=34 3
(D)+(@3) = x% = 25.
Soit x=-50ux=5. Six=>5alors (2) donne y=-3 donc 6 =5-3i.
_ 1+3i-5+3i _ 143i+5-3i

Les solutions de [’équation sont © z, = — = —2+4+3i; zp= >

Donc [’ensemble des solutions de [’équation est . S ={ —2 + 3i; 3}.

=3.

Exemple 3
Soit I’équation (E) : z €C, z3 — (11 + 2i)z%2 + 2(17 + 7i)z — 42 = 0.
Sachant que (E) admet une solution réelle, la résoudre.

Posons 'z €C, P(z) = z3 — (11 + 2)z? + 2(17 + 7i)z — 42.
Posons z = x, avec X un nombre réel.
x est solution de (E) < P(x) =0

e x3—(11+2D)x2+2(17+7)x—42=0
e x3—11x%2 —2ix? +34x + 14ix —42 =0
e (x3—11x?+34x —42) +i(—2x2 +14x) =0

x3—11x2+34x—42=0 (1)
—2x2+14x =0 @)

—2x>+14x =0 ©x=00ux=7.

0 n’est pas solution de (1). On a . (7)% — 11(7)? + 34(7) — 42 = 343-539+238-42=0.

Donc 7 est solution du systeme. Donc 7 est solution de (E).

P(z) se factorise par z-7 : P(z) = (z-7)(az? + bz + ¢).

Développons (z-7)(az? + bz + ¢) :

(z-7)(@z? + bz + ¢) =az® + bz? + cz — 7az? — 7bz — 7c.

P(z) =az3+ (b—7a)z? + (c — 7b)z — 7c = z3 — (11 + 2i)z? + 2(17 + 7i)z — 42

a=1

b—7a=-11-2i

c—7b =34+ 14i
—7c=—42

Donc : P(z) = (z-7)[ z% + (—4 — 2i)z + 6].

P@)=0ez=70uz?+ (—4—-2i)z+6 =0.

Soit (E’) 1z + (-4 —2i)z+ 6 = 0.

Le discriminant de (E’) est : A* = (—4 — 2i)? — 24 = -12+16i.

Trouvons une racine carrée de A. Posons 6 = x + iy avec x et y réels.

Par identification : ,ontrouve:a=1;b=-4-2i;c=6

|-12 + 16i | = 20.
x2—y?2 =-12 (1
Ona: 2xy = 16 (2)
x2+y2=20 3)

1)+@) =2x2 =4
soit x=-20ux=2.
Six =2 alors (2) donne y =4 donc o = 2+4i .
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. .l . , L _442i-2-4i _ , .. _ 4+20+2+4i .
Les solutions de [’équation (E’) sont .z, = —F = 1-i; z,= —Y = 343i .

Donc [’ensemble des solutions de [’équation (E) est : S ={7 ; 1-i; 3 + 3i}.

Exercice 1
Résoudre dans C I'équation (E) : -(4+2i) z2 + (7 —i)z+1+3i=0.

Exercice 2
Résoudre dans C 1’équation : z3+ (1-6i)z?+ (-7 + i)z + 20 — 4i = 0 sachant qu’elle admet une
solution imaginaire pure.

Exercice 3

On considére I’équation (E) suivante :

Zz€C, 22+ (4+i)z22+32+8-i=0.

1. Sachant que (E) admet une solution réelle, la calculer.
2. Résoudre (E) .

VI. RACINES N-IEMES D’UN NOMBRE COMPLEXE
NON NUL

1. Théoreme et définition

Soit Zy un nombre complexe non nul et n un nombre entier tel que n> 2.
m [’équation z €C, z" = Z, ,admet n solutions qui sont appelées les racines n-iemes de Z, .
m Si r=|Zy| et0=arg(Zy) +2kn, alors les racines n-iemes de Z, sont :

(@ 4 2K
Zk:‘{/?el(n n)aveckE{O;l;---;n—l}-

m Si n> 3 alors les points-images des racines n-iemes de Z, sont les sommets d’un polygone régulier a
n cOtés inscrits dans le cercle (C) de centre O(0;0) et de rayon Vr.

Exemple
Soit I’équation (E) : z €C, z3 = -8.
Résoudre (E) et représenter les points- images des solutions.

Ona: |-8|=8 et Arg(-8) =7;
Soit z une solution de (E).
Posons r = |z| et a =arg(z) +2kn. (k € Z)

3 _ T3:8
z ‘_8‘:’{3a=n+2kn,(ke2)
r=§/§=2
@{a=§+¥ ,(k € 7)

(E) admet 3 solutions qui sont z,, z;, z, :
Zo=23=1+iV3, z =2e{M=-2, z,=2"3=1-iV3.
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S={1+iV3;-2;1-iv3}

Soit A, B et C les points d affixes respectives zy , Z1, Zy .

Les points A, B et C appartiennent au cercle (&) de centre O(0 ;0) et de rayon 2.
Le triangle ABC est équilatéral.

Exercice 1
Soit I’équation (E) : z €C, z* = —16i .
Résoudre (E) et représenter les points- images des solutions.

Exercice 2
Soit I’équation (E): z€C, z3+1=0.
Résoudre (E) et représenter les points- images des solutions.

CAS PARTICULIER

., 2km
Les solutions de I’équation : z €C, z™ = 1, sont: z, = e avec 0 <k<n-1.

Elles sont appelées les racines n-iémes de I’unité .

Exemple
Soit I’équation (E) : z €C, z3 = 1.
Résoudre (E) et représenter les points- images des solutions.

Les solutions de (E) sont les racines cubiques de [ 'unité.
. 2km
Les solutions de (E) sont : e' 3 qrec 0<k<2.

2T . AT
3

Donc [’ensemble des solutions de (E) : {1; e'(3), el(?)} ={1; —% +i

NS
[

Exercice
Déterminer les racines 4-iémes de 1’unité.
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2. Propriéte

Si on connait une solution u, de I’équation : (E) z €C, z™ = Z, alors toutes les solutions de (E)
s’obtiennent en multipliant u, par chacune des racines n-iémes de ’unité.

Exemple

Soit I’équation (E)z € C, z3 =8

Sachant que 2 est une solution de ( E ) déterminer toutes les solutions de ( E ).
Ecrire ces solutions sous forme algébriques.

2T

. 2TT. .
Les racines cubiques de ['unité sont 1; e'(3): ("3 Et comme 2 est solution de (E)

. 2T .. 2T
alors les solutions de (E ) sont : 2;2e'(3? et 2¢'C 757 .
Les solutions de (E) sont : 2 ; —1+ iv/3; —1-iv3.

Exercice

Soit I’équation (E)z € C, z* = —4 .

1. Justifier que 1+i est solution de (E).

2. En déduire toutes les solutions de ( E).

VII. NOMBRES COMPLEXES ET GEOMETRIE

Le plan est muni du repére orthonormé direct (O ; e7; €5).
1. Interprétation géométrique de arg( zg — z,)

Propriéte

Soit A et B deux points distincts d’affixes respectives z, et zg :
mmes(e;; 0A) = arg(z,) + 2kn, (k EZ)
m mes(ey; AB) = arg(zg- z,) + 2k, (k € Z)

Exemple
Déterminer et construire I’ensemble (E) des points M du plan d’affixe z tels que :
a)Arg(2) = —= .

T

b) Arg(z-2+i)=-

P
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Solution
a) Soit M un point d’affixe z :

M € (E) Arg(2) = —=  <>Mes(e;; OM) = -,

Soit K un point tel que Mes(e;; ﬁ) = —% . Ainsi : (E) est la demi-droite [OK) privée de O.

é A

(E)

b) Soit M un point d’affixe z et A(2-i) : M € (F) ©Arg(z -2 +i ) = %@ Mes(e;; AM) = %

Soit L un point tel que Mes(e;; E) = % . Ainsi : (F) est la demi-droite [AL) privée de A.

(=

Exercice
Déterminer et construire I’ensemble (E) des points M du plan d’affixe z tels que :

a)Arg(z)zg :b)Arg(z+2i)=0.

Zp—Zc )

2. Interprétation geométrique de arg( —
BT 4A

Propriété

Soient A, B, C, D 4 points du plan tels que A # B et C # D d’affixes respectives zp , Zg , Z¢ , Zp :
arg( 2 ) = mes(AB; CD) + 2k, (k €Z)
BT 4A
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Exemple
Soient A, B, C les points du plan d’affixes respectives U= -4 +i2y/3,v= 2ett=-1-i/3
1. Calculer g .

2. En déduire Mes(BA; BC).

Solution
1. Ona: =1 + i‘/—g.
4 4

m-v

u-—-v

AR — Zc—Zp  _ 1, .V3

2.0naMes(BA; BC) = Arg =2 _Ar@,(4 +i% )
1, .43, 1
Onalz+lT| =3z

Soit 0 =Arg(l + iﬁ), ona:cosd = = etsin = E donc 0= = . Ainsi:-Mes(BA; BC) ==
2 2 2 2 3 3

3. Caractérisations complexes de I’orthogonalité, du parallélisme, de
I’alignement

Propriéte

Soient A, B, C, D 4 points d’affixes respectives zp , Zg , Zc , Zp tels que zp # zg et z¢ # zp:

m (AB)L(CD) & % est un nombre imaginaire pur non nul.
D™ 4C

m (AB)I(CD) & % est un nombre réel non nul.
D™ 4C

ZCc~ZA
—za

m A, B et Csont alignés & est un nombre réel.

Exemple
Soient A, B, C les points d’affixes respectives -3i; 1-i et 10 + 17i .
Démontrer que les points A, B et C sont alignés.

A, B et C sont alignés si % est un nombre réel .
B~ ZA
- 10+17i+31i 10+20i - . 2
Ona:Zc=2a - - 70%5t — =10 . Comme 2=%4_ ¢ IR alors A, B et C sont alignés.
Zp—Z4 1-i+3i 1+2i Zp—Z4
Exercice

Soient A, B, C les points d’affixes respectives 2+3i ; -i et 4+2i.
Démontrer que le triangle ABC est rectangle A.
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4. Nombres complexes et triangles particuliers

Propriété

mLe triangle ABC estrectangleen A & Z57%A_ ostun nombre imaginaire pur non nul.

Zc—Za
. . \ ZB—Z i ZB—Z —j
m Le triangle ABC estisocéle en A & 22 = el® gy 2—A_ = ¢71% zyeca €]0;m[.
Zc—Za Zc—Za
. . N ZB—7Z . ZB—Z .
m Le triangle ABC est rectangle et isocéle en A& 2—2— = ou 22— = —j,
Zc—ZA Zc—Za
Zg — ZA iZ ZB — Zp —iZ
m Le triangle ABC est équilatéral ©® =———=¢e3 0u ———— = e .
Zc—ZA Zc—ZA

Exemple
Soient A, B, C les points d’affixes respectives u=1,v=-1+2i et w =-1-2i.
Calculer ‘::T_Z et en déduire la nature du triangle ABC.

- —-1-2i-1 —2-2i —1-i)(—1-i e - — . . . N
Ona: X2 =" L= 10170 i ginsi, 2724 =i donc le triangle ABC est isocéle
v-u —1+2i-1 -2 +2i 2 Zp — Zp

rectangleen A.
Exercice
Dans le plan rapporté a un repére orthonormé (O,1,J) (unité : 4 cm), on consideére les points A, B, C

. 3 i 3 i .
d’affixes respectives \/7— + % , = g + % ;-

Placer les points A, B et C et démontrer que le triangle ABC est équilatéral.

5. Caractérisation complexe d’un cercle
Propriéte

Soient A, B, C, D 4 points distincts tels que trois d’entre eux ne soient pas alignés, d’affixes respectives

ZA,ZB,Zc,ZD:

. Zp—Zp . Zp-Z
A, B, C et D sont cocycliques < (ZD—A : DB

: ) est un nombre réel non nul .
c—Zpn Zc-Zp

Exemple

Le plan est muni d’un repére orthonormé direct (0, I,]). On considere les points A4, B, C et D d’affixes
respectives —2i; 7 —i;8 + 2iet — 1 + 5i.

1. Placer les points A, B, C et D.

2. Calculer ﬁ , puis en déduire la nature du triangle ABD.

3. Démontrer que les points A, B, C et D appartiennent a un cercle (C) que I’on tracera. On notera Q le
centre de (C) ; déterminer 1’affixe de Q et le rayon de (C).

Solution
1. figure
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e
L

et
x

2. @, =22=fa - 7L (IHDTZD _ ;i gonc le triangle ABD est rectangle et isocéle en A.
Zp—2Zp 7+i 50
3 Ona: Qz _ Zp~Z¢c _ —9+31' _ (=9+43i)(—1+3i) - 3
Zp—2Zc -1-3i 10
Ona:qg= % = % ; comme g est un nombre réel non nul alors les points 4, B, C et D appartiennent a un
2
cercle (©).
Le triangle ABD est rectangle en A donc le centre Q de (C) est le milieu de [BD].
Doii: zg =222 = 3 4 2.

Le rayonde (C) est QB = |zg — zo| =|7-i-3-2i| = |4-3i|=5.
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TRAVAUX PRATIQUES

Exercice résolu 1
On considére ’application f qui, a tout nombre complexe z différent de 4i, associe le nombre complexe

z—4i '

1.0npose z = x + iy avec x et y des nombres reels.

Ecrire f(z) sous forme algébrique.

2. Déterminer et construire 1’ensemble (E;) des points M d’affixe z tels que f(z) soit un nombre réel.
3. Déterminer et construire I’ensemble (E3) des points M d’affixe z tels que f(z) soit un nombre
imaginaire pur.

Solution
1.Enposantz = x + iy avec (x; y) # (0; 4), on obtient :
f(z) = Xy +140  (x+D+ @ +Di [+ D+ +Di][x—i(y—-4)] _ xZ+x+y%-3y—4 . Sx—y+4
- x+iy—4i  x+i(v—-4) [x+i(y—4)][x—i(y—4)] T x24(y—4)2 x2+(y—4)>2
S5x-y+4 _ _ . .
Zf(Z)EIR@m—O@SX y+4—0et(x,y)¢(0,4)

L’ensemble (E;) est la droite d’équation 5x —y + 4 = 0 privée du point A(0;4).
x2+x+y?-3y-4 0
xX2+(y-4)?2

ox?+x+y?—3y—4=0et(x;y) # (0;4)
1 3 26
©@+)?+ - =Tet(x;y) # (0;4).

3. f(z) est un imaginaire pur <

(On a utilisé la forme canonique : x? + ax = (x +2)? — (5)?).

L’ensemble (E,) est le cercle de centre B(—% ; g) et de rayon @ privé du point A(0;4).
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Exercice résolu 2
Déterminer 1’ensemble (C) des points M d’affixe z tels que |z + 3i| = 5

Solution
lz+3i|=5e |z—(-3i)| =5
© AM =5
ou Aest le point d'af fixe 3i .
D’ou (C) est le cercle de centre A et de rayon 5

N.B La question peut étre résolue en posant z = x + iy avec (x;y) € IR X IR. Dans ce cas I’ensemble
(C) est caractérisé par une équation.

Exercice résolu 3
Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct (O, i, v). L unité graphique est 4 cm.

Déterminer 1’ensemble (C) des points M d’affixe z tels que : |(1 + i\/S_’)z + % + 1§| =1.

Solution
1+ V3)z+2+iY| =10 [1+iVE] 2+ 25| =1
@2|z+%—“fi|=1
3, V3| _
‘:’|Z‘(‘z+:l)|—
S AM =
s

ou Aest le point d'af fixe —%+73i .

D ou (C) est le cercle de centre A et de rayon 1.

Exercices résolu 3

Déterminer sous forme trigonométrique les racines 4-iémes de -8 + 8i+/3, puis les écrire sous forme
algébrique.

Solution

Ona:|-8+ 8v3i |=16.
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-8 -1

cosf = —=—

Soit @ = Arg(—8 + 8V3i) : 8365 \7§ donc 0 = 2?7'[ :
sing= 22=2
16 2

posons r = |z| et a= arg(z) +2kr. (k € Z)

r*=16
4 _ .
z = 8+8‘/§‘C’{4a=2§+2kn,(ke2)

r=3V16=2
‘:’{a =I+ 5 (ke )
Les racines 4-iémes de -8 + 8iv3 sont z,, z;, 2z, , 23 tels que :
Zg =2 (cos%+ isin%) =3+ i
Z1 =2 (cosz?ﬂ+ isin%ﬂ =—-1+ i\/§,
Z, =2 (cos_Tsn+ isin_Tsn) =—V/3-i

Z3 = 2(005_?”+ isin_?)—ﬂ) =1-iV3.

Exercice résolu 4

On considére dans C I’équation(E) : z* = —8 + 8v/3i.
1.0npose a =+/3 +1i.

Calculer a* et (ia)*.

2. En déduire les solutions de (E).

Solution
1.Ecrivons a sous forme trigonométrique : -Ona:|a|=v1+3 =2;
V3
_ cosa = — .
soit o = Arg(a), ona : f donc a = E
sina = >

a=2 (cos(%) + isin(%) ) donc

a* = 16( cos(D) + isin(D) ) = 16(~ 2 +i) = -8 + 8iv3.

Ona: (ia)* = (i)*(@)* = (a)* car (i)* = (i)**(i)> = 1. Donc (ia)* = -8 + 8iV3.

2. D’apres la question précédente, a et ia sont des solutions de (E).

On remarque d’autre part que si z est solution de (E) alors —z, est aussi solution de (E) du fait que :
(—z)* = z*. On en déduit que les deux autres solutions de (E) sont : -ia et -a.

Finalement, [’ensemble des solutions de (E) est : S={a ;ia; -a; -ia}.

Exercice résolu 5

On considére dans C 1’équation (E) :

z® — (6 +1v3)z? + (11 + 4iV3)z— 6 — 313 = 0.

1.a) Démontrer que 1 et 3 sont des solutions de I’équation (E).
b) Résoudre (E).
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2. Le plan est muni d’un repére orthonormé direct (0, I, ]).

a) Placer les points A, B, C, E et G d’affixes respectives 3 ; 2+iv3 ; -1 ; 7 et 11+4iv/3 .
b) Démontrer que les points B, C et G sont alignés.

c) Démontrer que le triangle IAB est équilatéral.

Solution

1.a) Posons pour toutz de €, P(z) = z% — (6 + iv3)z? + (11 + 4iV3)z — 6 — 3iV3

Ona:P(l)= 1-6-ivV3+ 11+ 4iV3 -6-3iv3 = 12-12-4i\/3 + 4i/3=0.

Ona:P(3) = 27-54-9iv3 + 33 + 12iv/3 - 6 -3iv/3 = 60 -60 -12iv/3 + 12iv/3 = 0.

D’ou 1 et 3 sont des solutions de (E).

b) Factorisons P(z) par (z-1)(z-3) = z2 — 4z + 3.

Déterminons les nombres complexes a et b tels que : P(z) = (z? — 4z + 3)(az + b).

(z% — 4z + 3)(az + b) = az® + (b — 4a)z* +(3a-4b)z + 3b =23 — (6 + iV3)z% + (11 + 4iV3)z —
6 — 3iV3.

Par identification On obtient :

a=1
b—4a=—-6-iV3
3a —4b =11 + 4iV3
3b=—-6—3iV3

,ontrouve:a=1;b=-2—-iV3

Donc : P(z) = (z-1)(z-3)(z-2- iv/3) . D’oii : P(2) =0 e@z=10ouz=30uz=2+iV3.
Donc ensemble des solutions de 1'équation (E) est:S={1;3; 2+iV3 }.

zg—zg  —9-3iV3 108 3’
ZBp—Zc

——~ estun nombre réel . Il en découle que les points B, C et G sont alignés.
BT4G

cgona:lA=3-1=2;IB=2+iV3—-1|=[1+iV3|=V1+3=2;
AB =2 + iv3 — 3| =|-1+iV3] =1 + 3 = 2. Ainsi, IA = IB = AB donc le triangle 1AB est
équilatéral.

b)Ona: zp—z¢ _ _3+iV3 _ B+iV3)(-9+3iW3) _ 1.
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EXERCICES

Dans chacun des exercices ci-dessous, le plan est muni d’un repére orthonormé direct (O ,1,J)

1.a) Représenter les pointsR, S, T, U
d’affixes respectives 3 + i, 2 + 4i, =2 + i,
—-1-—2i.

b) Déterminer la nature du quadrilatere RSTU.
2. Soit I, J, K, L les points d’affixes
respectives 2 — i, 1 + 2i, —2 + 3i, —1.

a) Placer les points I, J, K et L.

b) Démontrer que le quadrilatere IJKL est un
losange.

1. Soit j = _71+§i . Calculer j2.

2. Soit A, B, C les points-images respectifs des
complexes 1, j et j2

a) Placer les points A, B et C.

b) Quelle est la nature du triangle ABC ?

3. Soit G le centre de gravité du triangle ABC.
Placer G et déterminer I’affixe de G.

Soit les points D, P, E, I d’affixes respectives :

5404+ (1-V5)i,2—-2v2,2+.i.

1. Placer les points D, P et E.

2. Démontrer que les points D, P et E
appartiennent a un méme cercle de centre I.

Soit A(4i) et B(—4i) deux points du plan.

z est un nombre complexe différent de 4i.

On note M le point du plan complexe d’affixe z.
Z+41

z—41

1. Déterminer et construire I’ensemble (E;) des
points M d’affixe z tels que Z soit un nombre
réel.

2. Déterminer et construire I’ensemble (E,) des
points M d’affixe z tels que Z soit un nombre
imaginaire pur.

3. Déterminer et construire I’ensemble (E3) des
points M d’affixe z tels que |Z]| = 1.

Onpose:Z =

B Soitz, = —2v3 + 2ietz, =1 +i.
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Déterminer le module et I’argument principal de
chacun des nombres complexes :

_ Z 3 7,2
Z1, Zy, Zq, e Z1°, Z1Zyp, P
6| Onpose u =3 +1i.
a) Ecrire u sous forme trigonométrique.
b) Calculer u” et donner le résultat sous forme
algébrique.

SOitu:l_i;Vzl—\/gietW:“_5

vt’
1. Calculer le module et I’argument principal de
u,vetw.
2. Ecrire u®, v* et w sous forme algébrique.
3. En déduire les valeurs exactes de

T - T
cos— et sin—.
12 12

Ecrire les nombres complexes suivants sous
forme trigonométrique :

—2i; 10; =7; —1+1; 2
2+i

Onpose:a=+v6+v2 +i(V6-2)

1.Calculer a%

2. En déduire le module et I’argument principal
de a2 puis en déduire le module et I’argument
principal de a.

3. Déterminer les entiers naturels n tels que a"
soit un nombre imaginaire pur.

Déterminer et construire I’ensemble

( E) des points M d’affixe z tels que :
a)(z+1-2i)(z+1+2)=4

b) |z —-2i| =3
Olz—1l=|z+1-1i]

d) |(V3-i)z+1+iV3|=6.
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Déterminer et construire 1’ensemble

( E ) des points M d’affixe z tels que :
a)Arg z = % ;
b) Arg z = g ;

s

Q)Arg (z—2+0)=7;
d) Arg(iz +2) =Z;

4,
e)arg(z+3+2i):%+kn,kEZ.

On considere les points 4, B, C d’affixes
respectives
a=—4b=-2V3-2i,c=2V3+2i
1.a) Déterminer le module et 1’argument
principal des nombres complexes a, b et c.
b) Utiliser ces résultats pour placer les points
A,BetC.

2.a) Calculer %.

b) En déduire la nature du triangle ABC.

Résoudre dans C les équations suivantes :
a)z3=-1; b) z*+16=0;
c)z3=8i; d) z2 = 2 - 2iV/3.

1. On pose : u=32v/2(1 + i).

a) Déterminer le module et I’argument principal
de u.

b) Déterminer sous forme trigonométrique les
racines cubiques de u.

2.0npose: a= cos%1T + isin%1T .

Démontrer que les racines cubiques de u peuvent
s’€crire respectivement sous la forme : 43,
4a(cosz?n + isin 2?“) , 4a(cos_3ﬂ + isin —3ﬂ)
3. Déduire des questions précédentes que :

246 R 6—/2
cos = Y26 o gjn T — YoV2
12 4 12 4

1.Résoudre dans C I’équation : z* — 1 = 0.

2. En déduire les solutions dans C de 1’équation :
2z+1\4

(Z—l) =1

3. L’unité graphique est 5 cm.

a) Placer les points 4, B et C d’affixes

. 1 3,
respectives:a = —2,b = —cglet
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1 3.
CcC = — E + E L.
b) Démontrer que les points 0, A, B et C sont
cocycliques.

Determiner les racines carrées des nombres
complexes: —7 — 24i; 2i;\3+i; -25:-i;
3+4i;

Résoudre dans C les equations suivantes :
a)z2—(1+i)z—i=0;

b)z2+ (1+4i)z—5—-i=0;

) 1+i)z>—(7+i)z+12+8i=0.

Pour tout nombre complexe z, on pose :
P(z) = 22— (6 + 9i)z? + (45i — 9)z + 54 — 54i
1. Calculer P(3).

2. Résoudre dans C, I’équation P(z) = 0.

Pour tout nombre complexe z, on pose:
P(z) = z3 — 2(V3 +1)z% + 4(1 + V3i)z — 8i.
1. Vérifier que P(z) = (z- 2i)( 22 -2+/3z + 4).

2. Résoudre dans C I’équation : P(z) = 0.

Résoudre dans C chaque équation apreés
avoir montré qu’elle admet une solution
imaginaire pure.

*3)z3 + (4 — 5i)z2 + (8 — 20i)z — 40i = 0;
b)z3 — 2(1 + 2i)z% + 7iz + 3(1 — 3i) = 0;
0)z3+2(i—1)z2-3iz+1+i=0.

Résoudre dans C chaque équation aprés avoir
montré qu’elle admet une solution réelle. a)z3 —
322+ (3—-1)z—2(1—-1i) =0;

*b)z3 — 2iz? + 4(1 + 1)z + 16 + 16i = 0;
€)iz® - (-9+6i )z% + (-45-9i )z + 54+54i =0..

On considére le polyndme complexe P
défini par :

P(z) = z* — 623 + 2422 — 182z + 63.

1. Calculer P(iv/3) et P(—iv/3).

2. Résoudre dans C I’équation P(z) = 0.

Résoudre dans C les équations suivantes
a)z°+QRi—-1)z3-1-i=0;
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b) z* — 3022 +289 =0 ;
c)z* + (3 — 6i)z% + 2(16 — 63i) = 0.

1. Résoudre dans C I’équation :

2T
u=e's.
On donnera les solutions sous forme
exponentielle.

2. Justifier que pour tout nombre réel a, ona:
1+el@= Zcos%e"%.

3. On considére dans C 1’équation (E) :
(z-1)°%+(z-1)*+1=0.

a) Justifier que si le nombre complexe z est
solution de (E) alors z est aussi solution de (E).
b) Résoudre (E).

(On pourra poser v = (z- 1)%).

¢) Ecrire les solutions de (E) sous forme
exponentielle.

1.a) Déterminer les racines carrées de
-28 — 96i.

b) Résoudre dans C I’équation :

47?2 — (6 +4)Z+3+9i=0.

2. a) Résoudre dans C I’équation: z + i = %i.

b) Calculer ( 1- 3i)? puis résoudre dans C
I’équation : z + i = %

3. Soit P(z) le polynéme complexe :

P(z)= 4z* —(6+4i)z® +(11+ 9i)z-(6 + 4i)z+ 4 .
P(z)
ZZ

b) Résoudre dans C, I’équation P(z) = 0.

a) Exprimer

. 1
en fonctionde Z=z + -

On considére 1’équation (E):

Z€EC, 2#-32%+ gzz— 3z+1=0.

1. Justifier que 1+i est une solution de (E).

2.a) Démontrer que si z, est solution de (E) alors
Zo est aussi solution de (E).

b) En déduire une autre solution de (E).

3. Démontrer que si z, est solution de (E) alors

L est aussi solution de (E).

Zo
4. Déduire des questions précédentes toutes les
solutions de (E).

Linéariser f(x) dans chacun des cas
suivants :
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a) f(x) = cos®x
b) f(x) = sin®xcos(2x)
c) f(x)=sin*x

On considere la suite de nombres complexes
définie par :

20=0,z1=1 et

vn > 0, In—Zn1 = I( Zn-1— Zn.z) .

1. Exprimer z,— z,.1en fonctionden .

2. Démontrer que :¥n >0, z,= % (i"-1).

On considere la suite de points M, d’affixes
respectives z, définies par :
Zo = 8 et pour tout entier naturel n,

_ 1+iV3

Zn+1 - 4 Zn .

1. Démontrer que : OM, 41 = %OMn et que

Mes( OM,,, OMHH):g .
2. a) Calculer 212

Zn+1

b) En déduire Mes( M,;,0, M, 1M, ).

¢) En déduire que MM, =v3 M,,,0.

3. a) Utiliser les résultats précédents pour placer
les points M; , M, , M3, M, Mg

b) Déterminer les entiers naturels n pour lesquels

Z, est un nombre réel.

a est un nombre réel quelcongue.

On considére dans C 1’équation (E):

7% — (ai + 2/3)2% + (2iaV3 + 4)z — 4ai = 0.

1. Déterminer le nombre réel a pour que -2i soit
une solution de (E).

2. Déterminer le polynéme complexe q de
degré 2 tel que pour tout nombre complexe z :
7% — (ai + 2/3)2% + (2iaV/3 + 4)z — 4ai =
q@2)(z-V3-1).

3. Résoudre dans C, 1’équation (E) pour a = -2.
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4. Dans le plan complexe muni d’un repére
orthonormé direct (0, I,]), d’unité 3 cm, on
donne les points M, N, Q d’affixes respectives :
V3+4i;-2i;V3—i.

a) Représenter les points M, N et Q.

b) T désigne le symétrique de M par rapport a
(0J).

Démontrer que le triangle TMQ est rectangle en
M.

c) Démontrer que les points M, Q, N et T sont
cocycliques.

On considére dans € 1’équation (E):

28— (7 + 6i)z% + (10+ 26i)z + 6 — 24i = 0.

1.a) Sachant que (E) admet une solution reelle,
la calculer.

b) Résoudre (E) .

2. Dans le plan complexe muni d’un repére

orthonormé direct (0, 1,]), d’unité 2 cm, on

donne les points A, B et C d’affixes respectives :

1+i;3;3+5i.

a) Placer A, B et C et démontrer que le triangle
ABC est rectangle.

b) Déterminer I’affixe du point D tel que le
quadrilatere ABDC soit un rectangle.

¢) Déterminer 1’affixe Q du centre du rectangle
ABDC.

On considére dans € I’équation (E):
7+ (i-V3)2-iz+ 1+ iW/3 =0.

1.a) Développer, réduire et ordonner le
polynéme (z —+v3+i)(z% —1i).
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b) Résoudre (E) .
2. Dans le plan complexe muni d’un repére
orthonorme direct (0, 1,]) (unité 4 cm), on

considere les points A, B et C d’affixes

respectives : 2 + L ; _ 3
2 2 2

a) Placer A, BetC.
b) Démontrer que le triangle ABC est
équilatéral.

i, .
+-5-L.
2

Unité graphique 2 cm.

Pour tout nombre complexe z, on pose :

P(z) =22-3iz2+ (3+i)z— 2+ 2i.

1. a) Calculer P(-1).

b) Résoudre dans C, 1’équation : P(z) = 0.

2. Soit f 1’application qui, a tout point M
d’affixe z ( z# —1) associe le point M’ d’affixe

—iz—-2
z+1
A, B, Cet E sont les points d’affixes

respectives: a=-1;b=2i;c=-iete=1+1.
a) Placer les points A, B, C et E. Quelle est la
nature du quadrilatere ABEC ? Justifier.

b) Soit C* = f(C).

Donner ’affixe de C’ sous forme algébrique
puis sous forme trigonométrique.

¢) Soit G’ le point d’affixe %

Calculer I’affixe du point G tel que f(G) =G’.
3. a) Démontrer que pour tout nombre complexe
z différentde -1, ona: |z’ +i| x|z + 1| = /5.
b) Si le point M appartient au cercle (I') de
centre A et de rayon 2, démontrer que M’
appartient & un cercle (I'") dont on précisera le
centre et le rayon.

4. a) Justifier que pour tout point M du plan
distinct de A, ona: OM’ = %.

b) En déduire I’ensemble (D) des points M du
plan dont I’image M’ soit sur le cercle de centre
O et de rayon 1.

5. Représenter (), (I’) et (D).

7' telleque : z' =
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NOMBRES COMPLEXES ET
TRANSFORMATIONS DU PLAN

COURS oo 186
TRAVAUX PRATIQUES 192
EXERCICES o 194

COMMENTAIRES

e Ce chapitre vise a définir I’écriture complexe des transformations du plan, permettant ainsi de
caractériser analytiqguement ces transformations.

e En classe de premiére, les similitudes n’ont pas été étudiées.

Les similitudes directes doivent étres définies a 1’aide de leurs transformations complexes.

Les similitudes indirectes ne sont pas au programme.

11 ne s’agit pas de faire une théorie sur les transformations et leurs écritures complexe, mais d’utiliser ces
écritures.

A cet effet, il serait bon de faire retrouver par les éléves les écritures complexes des transformations.
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CONTENUS

CAPACITES ATTENDUES

Ecriture complexe des
transformations :

- translations ;

- symétries centrales

- symétries orthogonales par
rapport aux axes du repere ;

- homothéties de centre € et de rapport
A

- rotation de centre Q et d’angle 0 ;
- similitude directe de centre Q de
rapport A (1 > 0) et d’angle 6

@ Déterminer I’écriture complexe associée a une
transformation donnée.

& Déterminer les éléments caractéristiques d’une
transformation dont on connait I’écriture complexe.

& Utiliser 1’écriture complexe d’une transformation pour :

- démontrer une propriété ;
-construire une figure ;
- rechercher un ensemble de points.
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COURS

Le plan est muni d’un repére orthonormé direct (O, 1, 7).

|. ECRITURE COMPLEXE

1. Définitions
Définition 1

On appelle transformation du plan une bijection du plan dans lui-méme .

Exemples : Les symétries centrales, les symétries orthogonales, les rotations, les translations , les

homothéties sont des transformations du plan .

Définition 2

Soit f une transformation du plan, M un point du plan d’affixe z et M’ d’affixe z’ I’image de M par f.

L’application de C dans C qui a z associe z’ est appelée écriture complexe de f .

Remarque :

Donner ’écriture complexe d’une transformation du plan qui a tout point M du plan d’affixe z associe le

point M’ d’affixe z’, ¢’est exprimer z’ en fonction de z.

2. Ecritures complexes de quelques transformations du plan

Considérons les points M(z) et M’(z’) tel que M’ soit I’image de M par la transformation f du plan.

Transformations f du plan

Ecriture complexe de f

Symétrie orthogonale d’axe ( OI) Z =7z
Symétrie orthogonale d’axe ( OJ) zZ = -Z
Symétrie centrale de centre Q(w) zZ'—w=—(2z—-w)
Translation de vecteur u’(b) Z=z+b

Homothétie de centre Q (w) et de rapport k ( k € IR")

z'—w=k(z—w)

Rotation de centre Q(w) et d’angle 8

7z —w=e?z-w)
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Exemples

1. Donner I’écriture complexe de la translation t de vecteur U d’affixe 1 + i.

2. Déterminer I’écriture complexe de la symétrie centrale de centre A(1-3i) .

3. Déterminer 1’écriture complexe de ’homothétie h de centre (1 - 2i) et de rapport 2.

4. Déterminer 1’écriture complexe de la rotation r de centre A(—1i) et d’angle g .

Solutions

1. L écriture complexe de la translation tzde vecteuru d’affixe 1 +iest 2 =z +1+1.
2. L écriture complexe de S, estde laformez’ — (1 —3i) = —(z—1+3i).

Donc I’écriture complexede Sy est:z = —z +2- 6i.

3. L’écriture complexe de h est = z’ —(1-2i) = 2(z -1+2i).
Donc I’écriture complexe de hest 22 = 2z -1+ 2i .
4. L’écriture complexederest .z +1i = eig(z +i).

i 1, V3, 3 1
Donc I’écriture complexe de r est . z' 2(5 + g i)z — g -5t

1. SIMILITUDES DIRECTES

1. Définition

Une similitude directe S du plan est une transformation du plan dont I’écriture complexe est de la forme :
Z =az+ b, acC'etbeC.
Le nombre réel strictement positif |a| est appelé le rapport de S.

Exemples
e Les translations, les rotations sont des similitudes directes de rapport 1.
e Une homothétie de rapport A est une similitude directe de rapport |1] .

Propriétes

Soit S une similitude directe d’écriture complexe z' =az+b,a € C* et b € C.
m Sia = 1alors Sest la translation de vecteur d’affixe b.
m Si a # 1 alors la similitude directe S est caractérisée par :

b , o .
— son centre Q (E ), ’'unique point invariant ;

— son rapportk = |a] ;
—son angle 8 = Arg(a).

On note S .k ; gy la similitude directe de centre €2, de rapport k et d’angle 6 .
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Exemple
Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de la transformation F du plan dont I’écriture
complexe est: 2z’ = (1 —ivV/3)z + 2.

Solution

L écriture complexe de F est de la forme : z' = az + b avec

a=1—iv3et b=2;a€ C*ethe C. Donc F est une similitude directe.

a # 1, donc F est caractérisée par son centre Q( w ), son rapport k et son angle 6 .

Centre Q(w) :

_ 2 _ 2 _ -2iv3
YT W s
rapportk :

k=lal =|1-iV3| =2
Angle 6 : Ona6 =Arg (1-iV3),

cos B ==
donc :
sinf@ = —
T

donc:0 = ——.
3

N |-
NG

Conclusion: F est la similitude directe de centre Q(#) de rapport 2 et d’angle — ?ﬂ .

Propriéte

L’écriture complexe de la similitude directe S de centre Q(w), de rapport k(k # 1) et d’angle 0 est de la
forme: z' — w = ke (z — w)

Exemple
Déterminer I’écriture complexe de la similitude directe S de centre A(2 + 3i ), de
rapport v2 et d’angle % .
Solution
L-écriture complexe de S est de la forme zZ = az + b
la|=V2etArg (a)=7 donca= V2els =141,
L écriture complexe de S est de la formez = (1+ i)z + b,b €C
Déterminons b .
SA) =A=24+3i=0+DR2+3i)+b
= 2+4+3i=-1+5i+b
< b =3-2i.
On peut aussi déterminer b par la relation % =Za
Donc [’écriture complexe de Sest:z = (1 + i)z + 3-2i.
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3. Détermination d’une similitude directe
Propriété 1

Soit A, B,C et D quatre points du plan tels que A # B et C #D.

Il existe une unique similitude directe du plan transformant A en C et B en D.

Exemple 1

Dans le plan muni d’un repére orthonormé direct ( O,1,J ), on donne les points A, B ,C et D d’affixes
respectives : —2 - i;2i; 2-2iet1+ 3i.

1. Déterminer 1’écriture complexe de la similitude directe S du plan qui transforme Aen C et Ben D.
2. Déterminer les éléments caractéristiques de S.

Solution
1. L’écriture complexe de S est de la forme z’=az+b; ac€ C et beC.
SA)=Ce= 2-2i=(-2—-ia+b
SB)=D<1+3i=2ia+b
(=2—=-i)a+b=2-2i
2ia + b =1+3i
La résolution de ce systemedonne:a=1+ietb =3 +1i.
Donc I’écriture complexede Sest 2 = (1+i)z+3 +1i.

On obtient le systeme suivant :{

2. Eléments caractéristiques de S :
Notons £2 le centre de S, k son rapport et 6 son angle.

_ 34 _3+i_ .
zﬂ—l_(lﬂ,)—_i— 1+ 3i.
V2
c059=7
k=|1+i|=+v20Ona: ﬁdonc 0 =—

Propriéte 2
Soit Q, A et A’ trois points du plan tels que A #Q et A’ # Q.
Il existe une unique similitude directe du plan de centre Q qui transforme A en A’.

Exemple

Dans le plan muni d’un repére orthonormé direct ( O,1,J ), on donne les points A, B et C d’affixes
respectives: 24+ 21i;-4+2i; 2-1.

Soit la similitude directe S du plan de centre A qui transforme B en C.

Déterminer les éléments caractéristiques de S.

L écriture complexe de S est de la forme 22 =az+b; a€ C et beC.
SA)=Ae 24+2i=2+2)a+b
SB)=Ce=2—-i=(—4+2i)a+b
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(2+2i)a+b=2+2i
(—4+2)a+b =2—1i
La résolution de ce systeme donne : a=%ietb =3+1.

On obtient le systéme suivant :{

i , 1. .
Donc I’écriture complexe de S est : z' = Jiz+ 3+1.

2. Eléments caractéristiques de S :
Le centre de S est A.
Soitk le rapport de S et 8 son angle.

k=31 =3
cos@ =0 _m
Ona {Singzldonc 6 =
Propriété 3

Soit k un nombre réel strictement positif, 8 un nombre réel, A et B deux points du plan.
Il existe une unique similitude directe du plan de rapport k et d’angle 6 transformant A en B.

Exemple

Dans le plan muni d’un repére orthonormé direct ( O,1,J ), on donne les points A et B d’affixes
respectives: 2iet 5+

Soit la similitude directe S du plan de rapport v/2 et d’angle —% qui transforme A en B.

Déterminer le centre Q de S.

L’écriture complexe de S est de la forme 2 =az+b; a€ C et b €C.
Ona: a=\/§<cos (—%) + isin(—g)) =1—i.Donc:z'=(l-i)z+b

S(A) =B < (1-i)(2i))+ b=5+1.
On trouve b = 3-i.
Par suite: z’ = (1-1)z + 3-i.

b 3-i _ 3-i

Onadonc:zg = —=——=~—F=-1-3i.

4. Similitude directe et configuration
Propriéte

m Toute similitude directe S du plan conserve 1’alignement, le parallélisme, I’orthogonalité, le barycentre,
le contact et les angles orientés.
m Toute similitude directe du plan de rapport k :
+Multiplie les longueurs par k et les aires par k2 .
+Transforme une droite en une droite, une demi-droite en une demi-droite, un segment en un
segment, un cercle en un cercle.
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Remarque

Si S est une similitude directe de rapport k alors S transforme :

— un cercle (C) de centre A et de rayon R en un cercle (C’) de centre S(A) et de rayon kR.

— un cercle (C) de diamétre [AB] en un cercle (C’) de diamétre [A’B’] ou A’ = S(A) et B’ = S(B).

Exemple 1
On désigne par S la similitude directe d’écriture complexe : z’ = %iz —44i.

1. Déterminer les éléments caractéristiques de S
2. Soit (C) le cercle de centre A(1+1) et de rayon 4 et (C’) son image par S .
Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de (C’) .

1. Notons 2 le centre de S, k son rapport et 8 son angle.
1
) ( cos 6 = é
= -3+ 5i. k=|%|=—. Ona: z donc:0=—%.
z ksin 0 = —é
2

—4+i
il

Zg = 1=
2. (C) est le cercle de centre A(1+i) et de rayon 4.

Donc (C’) est le cercle de centre S(A) et de rayon %i =22.

Notons A’ I'image de Apar S. Ona: zy = 1T_izA —4+1i =17_i(1 +i)—4+i=-3+I.
Ainsi : (C’) est le cercle de centre A’(-3+i) et de rayon 2v/2 .

Exemple 2
Dans le plan muni d’un repére orthonormé direct ( O,1,J ), on donne les points A, B ,C et D d’affixes
respectives : 1=+ iﬁ; Sy Bl B

2 2 2 2 4 4

1. Démontrer que les points D, A et C sont alignés.

2. Déterminer I’angle 0 et le rapport k de la similitude directe s de centre O qui transforme A en C.

3. On note F et G les images par la similitude directe s des points D et C respectivement. Montrer que
points F, C et G sont alignés.

Solution
- —1-iV3 - , . "
1.0na:22=% = 21203 _ 3 comme 22274 est un réel non nul. les points A, D et C sont alignés.
Zc—2Z4 1+iV3 Zc—2Za
2. L’écriture complexe de sestde laforme z2 =az+b; a€C et beC.

s(0)=0<= 0=ax0+b.Doncb=0.
sA)=C&e % + i\? = a. Donc l’écriture complexe de s est : 7z’ = (2 + l\/?g) Z.
2. k le rapport de s et 8 son angle.

3 3 cos =2 -

k=|—+i—|=\/3. Ona: 2 donc: @ =—.

2 2 , 1 6
sm@—;

3.0na:s(A)=C,s(D)=Fets(C)=G. Comme les points A, C et D sont alignés alors leurs images
respectives C, G et F sont alignés car s conserve [’alignement.
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TRAVAUX PRATIQUES

Exercice résolu

On considére dans C 1’équation (E) :

23+ (4—-2i)z> +(8—6i)z+8—4i=0.

1.a) Démontrer que (E) admet une solution réelle z,, que 1’on déterminera.
b) Résoudre (E).

2. Le plan est muni d’un repére orthonormé direct (0, 1, ]).

Soient les points A, B et C d’affixes respectives : -1+3i ; -2 et -1-1i.

Soit r la rotation d’angle g et de centre Q d’affixe i.

a) Placer A, Bet C.

b) Démontrer que B est I’image de A par la rotation r.

¢) Déterminer I’antécédent D du point C par la rotation r.

Placer D sur la figure.

3.a) Démontrer que les points A, B, C et D appartiennent a un méme cercle dont on précisera le centre et
le rayon.

b) Démontrer que le quadrilatére ADBC est un trapéze isocéle.

1. Posons z = x, avec x réel.
x est solution de (E) si et seulement si x3 + (4 — 2i)x% + (8 — 6i)x + 8 — 4i = 0.
x3+ (@4 —-2)x>+(B8—-6i)x+8—-4i=0 x3+4x%?—2ix*+8x—6ix +8—4i=0.
e x3+4x2+8x+8+i(—2x%2—6x—4)=0.
{x3+4x2+8x+8=0 (E))
—2x2—6x—4=0 (E,)

(E,) admet deux solutions : -1 et -2.

Ona:(-1)3+4(-1)?+8(-1) +8 = 3.

Ona:(-2)>+4(-2)2+8(-2)+8= 0.

Donc -2 est la solution réelle de (E) : zy = —2.

b) Posons : ¥z € C P(z) =z3 + (4 — 2i)z%> + (8 — 6i)z + 8 — 4i.
P(2) se factorise parz+ 2 :

P(z) = (z+2)(z% + az + b).

Donc: P@z)=2z3+ (a+2)z?>+ (b +2a)z + 2b.

Une identification terme a terme donne

a+2=4-12i
b+2a=8-6i
2b=8—4i

D’ot a = 2-2i et b=4-2i.

Donc : P(z) = (z+2)(z% + (2 — 2i)z + 4 — 2i).

Ainsi : (E) & (z+2)(z?+ (2 —2i)z+4—-2i) =0
oz=-20Uuz2+@2-2)z+4-2i=0.
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Résolvons I'équation (E’) z € C, z2 + (2 —2i)z+ 4 —2i = 0.
Ona:A=2-20)?—-4(4—-20)=4—-4-8i—16+8i = —16 = (4i)?.
(E’) admet deux solutions z; etz,:

—2+2i—4i —24+2i+41

=—1—i etz, = = —1+3i.

Z].= >

Finalement, I'ensemble des solutions de (E) est{—2:—1 —i:—1 + 3i}.
2.a) Voir graphique.
b) L’écriture complexe de r est de la forme : z’=e Lz+0b.

i— T ., . T
Ona:ez = cosz+ isinz = L.

Ona: biz =2z, donc:b= (1 - elE)zﬂ =1-di=1+1.
1-e'z
Donc I'écriture complexe de rest : z’ = iz + 1+i.
Ona:izg+1+i=i(-1+3i))+1+i=—-i—-34+1+i=-2=zz Doncr(4) =5
r(D)=C=izp+1+i=-1-1i
Sz =—2-—2i

—2-2i .
QZD = = Zl - 2.

3a)Ona:r(A)=B donc PA=MB =z, —zy| =|-1+3i—i|=|-1+2i| =+v1+4=+5.

Ona:r(D)=C donc 2D=QC=|zp —zy| = |-2+2i—i|=|-2+i| =V4+ 1 =+5.
Onadonc: A= B =02D=2C=+5.

Par conséquent les points A, B, C et D appartiennent au cercle de centre (2 et de rayon/5.
b) Le quadrilatére ADBC est un trapéze isocele si (AC)/ (BD) et AD = BC.
Ona:zp=2zc—2z4=-1-i+1-3i=—4L
Ona:zpg=2zp—zp=—-2+2—2i=-2L

Ona: z;z = 2z53 donc AC = 2DB. Donc (AC)/ (BD).

Ainsi : ADBC est un trapeze.

Ona:AD=|-2+2i+1-3i|=|-1—i|=+v2 etBC=|-1—-i+2|=|1-i| =2
Donc AD = BC.

Comme ADBC est un trapéze et AD = BC alors ADBC est un trapéze isocele.

—_
[\S]
w
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EXERCICES

Dans tout ce qui suit, le plan est rapporté a un
repére orthonormé direct ( O,1,J)

Dans chacun des cas suivants, déterminer la

nature et les éléments caractéristiques de la
transformation F dont I’écriture complexe est
donnée.

a*)z = —z +7+2i;
b*)z2 = -3z + 1+ 5i;
C*)z’=_1+TN§Z +1;
d)z =z+3-i ;

ez =—z-2+3i;

)z =5z+4+1i;

g9)z =—iz+1;

h)z =(1-i)z+1+5i;

i)Yz =iz+5-1;

. 1+ V3

px 7 =—gz
V2

7z =21+0)z

+ 2i;

ABCD est un carré de sens direct et de
centre Q.

Déterminer le rapport et I’angle de la similitude
directe de centre A qui transforme C en B.

Déterminer I’écriture complexe de chacune
des transformations suivantes :

a) L’homothétie h de centre A(1 + 2i) et de
rapport 3.

b) La rotation r de centre B(2i) et d’angle 2?"
c) La similitude directe S de centre Q (1-1i), de

rapport % et d’angle 5?” .

On donne les points A(1 + i) et D(1 + 2i)

Soit S la similitude directe de centre J qui
applique AsurD.

1. Démontrer que le rapport de S est v/2 et que
I’angle de S est % .

2. Déterminer I’image de la droite d’équation
y=-x+1lparS.

3. Déterminer 1’image par S du cercle (C) de
diametre [AQ] .

BAC D SESSION 2000

Les points A et B ont pour affixes respectives

V3+iet —V3+i.

On désigne par S la similitude directe d’écriture

complexe : 2’ = 3_2“@2 —\V3+i.

1. Déterminer les images des points O et A par S
2. Déterminer les éléments caractéristiques de S
3. Soit (C) le cercle de centre O et de rayon 2 et
(C’) son image par S .

a) Déterminer la nature et les éléments
caractéristiques de (C’) .

b) Construire (C’) .

On note A le point d’affixe 2 et S la

transformation du plan d’écriture complexe

, 3+iV/3 1-iV3
zZ = Z + .

1. Déterminer I’'image de A par S .

2. Déterminer I’antécédent P de O par S .

3. Déterminer la nature et les éléments
caractéristiques de S .

4. Soit M un point du plan distinct de A et M’
I’image de M par S .

a) Démontrer que le triangle AMM” est

rectangle en M.

b) Soit E le point d’affixe 4 + 2i et E’ I’image de
E par S.

En utilisant la question précedente, donc une
construction de géométrique de E’.
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BAC D SESSION 1998

Soit le plan complexe rapporté a un repére
orthonormé direct (O, i, ¥) (unité : 4 cm).

On consideére la transformation S du plan qui, a
tout point M d’affixe z, fait correspondre le

point M’ d’affixe z’ tel que :

z’=(1+i\/§)z+g +i§.

1. a) Démontrer que S a un point invariant J

R 1 .43
dafﬁxe—5+17.

b) Déterminer la nature et les éléments
caractéristiques de S.

2. Soit le point A(-1; 0).

a) Tracer le cercle () de diamétre [JA].

b) Caractériser puis tracer le cercle ( ~ “) image
par S du cercle (7).

3. Déterminer 1’ensemble des points M du plan
d’affixe z tels que :

3 3
(1+i\/§)z+z+i7=1

( On pourra utiliser la question 2).

L’unité graphique est 2 cm.

1. Déterminer et construire 1’ensemble (T') des
points M(z) tels que :

|(1 =)z + 2i|=2.

2. Déterminer la nature et les éléments
caractéristiques de la transformation F du plan
qui, a tout point M d’affixe z associe le point M’
d’affixe z’ telle que :

z=(01-1i)z+2i.

3. Déterminer I’image du cercle (C) de centre
Q(2; —1) et de rayon 1.

9 BAC D SESSION 1995
1. Résoudre dans C I'équation :
z2—i=0.
2. Le plan est muni d’un repére orthonormé
direct (0,1,]). (Unité : 2 cm).
Soient les points : A(‘/—g; 1), B (—E;l) et

22 22
C(0;-1).
On consideére la similitude directe S de centre O,
de rapport 2 et d’angle g .
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Soit M un point d’affixe z et M’ le point tel que :
M’ =S(M).

a) Déterminer 1’affixe z’ du point M’ en fonction
de z.

b) Déterminer les affixes des points A’, B’ et C’
images respectives des points A, B et C par S.
Placer ces points .

3. On note A ’aire du triangle ABC et A’ I’aire
du triangle A’B’C’.

Exprimer A’ en fonction de A.

4. Déterminer une homothétie h de centre O
qui transforme globalement le triangle ABC
en A'B'C’.

BAC D SESSION 1996

PARTIE A

On considére dans C 1’équation (E) :

73— (Bi+2)z2+ (5i—1)z—2i+2=0.
1.Sachant que (E) admet une solution réelle, la
calculer .

b) Résoudre (E).

PARTIE B

Le plan est muni d’un repére orthonormé direct

(0,1,)).

Soit A, =1, A, (1) A, (g)

1. Démontrer qu’il existe une similitude directe
S de centre O qui transforme A; en A, et A, en
As.

Donner les éléments caractéristiques de S.

2. On considere la suite de points (A,,) définie
par : pour tout entier naturel n supérieur ou égal
al,

Antr = S(Ap).

Placer les points A;, Ay, Az, Ay, As et Ag .

3. d(A,B) désigne la distance de A a B.

a) Démontrer que : pour tout entier naturel n
supérieur ou égal a1,

d(Ant1,Ans2) = \/id(An' Ani1).

b) On pose pour tout entier naturel n supérieur
ou égal al,

Ly = d(Aq, Ax)+d(Az, Az)t...td(Ay—1,Ap).
Calculer L,, en fonction de n.
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Dans le plan complexe muni d’un repére
orthonormé direct (0, 1,]) (unité 4 cm), on
consideére les points A, B et C d’affixes
respectives :
1.a) Placer A, BetC.

b) Démontrer que le triangle ABC est
équilatéral.

2. Soit K le milieu du segment [AC] et S la
similitude directe de centre K qui transforme A
en B.

a) Déterminer les éléments caractéristiques de S.
b) Démontrer que I’image du point O par S est le
point C.

BAC D SESSION 2004

On considére les points A, B et C d’affixes
respectives z, = 4i ; zg = 24/3 +2i et
zc=—2V3+2i.

1. Déterminer le module et 1’argument principal
de chacun des nombres complexes z,, zg et z.
2. Utiliser les résultats précédents pour placer
les points A, BetC.

3. Démontrer que le triangle OBA est
équilatéral.

4. Démontrer que le quadrilatere OBAC est un
losange.

5. On désigne par K le milieu du segment [0A]
et par S la similitude directe de centre O qui
transforme B en K.

a) Déterminer 1’écriture complexe de S .

b) Calculer I’affixe de ’image par S du point L
milieu du segment [AC].

¢) En déduire que I’image par S de la médiatrice
du segment [AC] est la droite (Ol).

BAC D SESSION 1993

On considére dans C 1’équation (E) :

£~ (1+10)2° +6iz2 + 8(1 — )z — 10 = 0.
1.a) Démontrer que (E) admet une solution

réelle z; et une solution imaginaire pure z, .
b) Résoudre (E). On désignera par z;, z,, z5 et

z, les solutions de cette équation avec :

Re (23) < Re(Z4)-

2. Le plan est muni d’un repére orthonormé
direct (0,1,)).

a) Placer les points A, B, C, et D d’affixes
respectives : 2;2i;2+4ietd+2i.

b) Démontrer que ABCD est un carré.

3. Soit la similitude directe S telle que :

S(A) =BetS(C) =D.

Déterminer les éléments caractéristiques de S.

14}+Soit A ; B et C les points d’affixes

respectives 2, 2i et2 + 4i .

1. Placer les points A, B et C.

2. Démontrer que le triangle ABC est rectangle
et isocele en B.

3. On consideére la similitude directe S du plan
de centre A qui transforme Cen B .

a) Déterminer le rapport et I’angle de S .

b) Déterminer 1’écriture complexe de S .

¢) Déterminer par S I’image D’ du point D
d’affixe 7-3i.

d) Déterminer I’antécédent de O par S .

4. On considére la suite des points (4,) définie
de la fagon suivante :

Ay, =C;A; =S(C)etpourtoutn € IN,

An+1 = S( An) :

a) Déterminer I’affixe de A, .

b) Onnote d,, = A, A;41.

Montrer que (d,,) est une suite géométrique dont
on déterminera la raison et le premier terme .
c) Exprimer d,, en fonction de n.

d)Onpose L, =dy+d; +... +dy_4.
Exprimer L,, en fonction de n, puis calculer la
limite de L, quand n tend vers +co.

Le plan est muni d’un repére orthonormé
(O,1,J).
Soit S la similitude directe de centre O, de

rapport g ot d’angle <.

Pour tout entier naturel n, on note A,, le point
d’affixe z,, défini par :

Ag=let A =S(Ap).
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. 3+ivV3
1. Démontrerque: V€N, z,,1 = %‘/_zn .

2. On définit la suite (r;,) par r;, = |z,| pour tout
entier naturel n.
a) Démontrer que la suite (r;,) est une suite

/ e . 3
géométrique de raison g :

b) En déduire I’expression de r;, en

fonction de n.

c¢) Déterminer la distance OA,, lorsque n tend
vers +oo ?

3. Démontrer que le triangle 0A,, A1 est
rectangle en A, 1.

4. On admet que, pour tout entier naturel n,

NTT

Z, =1e'6 .

Déterminer les valeurs de n pour lesquelles A,
est un point de I’axe des ordonnées.

5. Utiliser les résultats précédents pour
représenter A;, A,, Az, Ay, As, Ag, Ay, Ag .

BAC D SESSION 2005

Le plan complexe rapporté a un repere
orthonormé direct (O, i, ¥) . L’unité graphique
est le centimétre. On donne le point A d’affixe i.
Soit (I') ’ensemble des points M du plan
d’affixe z tels que :
|(1-1V3)z—V3—i|=6.

1.a) Démontrer que : M € (I') & |z —i| = 3.
b) En déduire la nature de (I').

2. On considére les points B et C d’affixes
respectives v/3 et -4i.

On considére la similitude directe S qui applique
AsurOetBsurC.

Soit M d’affixe z et M’ d’affixe z’ I’'image de M
par S.

a) Démontrer que : z’ =(1-iV3 )z —/3 —1i.

b) Déterminer la nature et les éléments
caractéristiques de S. On notera Q son centre.

3. On désigne par (C) I’image de (I') par S.

a) Déterminer la nature et les éléments
caractéristiques de (C).

b) Construire (C) et (I').

4. Soit D le point tel que :

D € [QB) et QD = 2OB.

a) Construire les points D et Q dans le méme
repére.

b) Démontrer que le triangle QCD est
équilatéral.

5. Soit r la rotation de centre Q qui transforme C
en D.

a) Déterminer 1’ écriture complexe de .

b) Calculer I’affixe de D.

BAC D 2E SESSION 2005

PARTIE A

On considére 1’équation (E) suivante :
z€Cz3+(—4+1)z?+3z+8—-i=0.
1.Sachant que (E) admet une solution réelle, la
calculer .

b) Résoudre (E).

PARTIE B

Dans le plan complexe muni d’un repére

orthonormé direct (O, 1, ¥), on considere les

points A, B et C d’affixes respectives -1 ; 2 + i et

3 — 2i. L unité est le centimétre.

Soit S la similitude directe de centre A qui

applique C sur B.

1. Placer A, Bet C.

2. Démontrer que I’écriture complexe de S est :
, _i+1 Q-1

VAR T T .

3. Soit M un point du plan différent de A et M’

son image par S.

On note z et z’ les affixes respectives de M et

M.

a) Démontrer que : j,;f =i,

b) En déduire que le triangle AMM’ est

rectangle et isocele en M’ et de sens direct.

¢) Soit D I’image de B par S et soit E

I’antécédent de C par S.

Construire géométriquement D et E sans

calculer leurs affixes. Justifier.

BAC D 45 SESSION 2003

Le plan complexe rapporté a un repére
orthonormé direct (O, i, ¥) . L’unité graphique
est 2 cm. On donne le point B d’affixe 2i.
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On considére la transformation S du plan
d’écriture complexe z’=(1-1i)z +2i .

1. Déterminer la nature et les éléments
caractéristiques de S.

2. Calculer I’affixe du point N image de B par S.
3. On appelle A le point d’affixe 2.

a) Faire une figure.

b) Démontrer que le triangle ABN est rectangle
isocéle en B.

¢) Déterminer 1’affixe du point K tel que BAKN
est un carré.

BAC D 3¢ SESSION 2004

On considére 1’équation (E) suivante :

z €C,

723 —(3+21)z2+ (3+51)z—2-6i=0.
1. a) Sachant que (E) admet une solution
imaginaire pure, la calculer .

b) Résoudre (E).

2. Dans le plan complexe muni d’un repére
orthonormé direct (O, 1, ¥), on considere les
points A, B et C d’affixes respectives 2i;1-i et
2 + 1. L’unité est 4 cm.

Soit S la similitude directe de centre O qui
transforme A en B.

a) Déterminer le rapport et I’angle de S.

b) Déterminer 1’écriture complexe de S.

c¢) D est I’image du point B par S.

Calculer I’affixe de D.

BAC D REMPLACEMENT 1995
Dans le plan complexe muni d’un repére
orthonormé direct (O, 1, ¥), on considere les
points A, B et C d’affixes respectives p=2 +
2i;q=-4 +2ietr=2-1i. L’'unité estle
centimetre.
1. Faire une figure.
2.a) Calculer ==

a-p

b) En déduire la nature du triangle ABC.

3. Soit S la similitude directe de centre A qui
transforme B en C.

a) Déterminer 1’écriture complexe de S.

b) En déduire I’affixe de I’image C’ du point C
par S et placer C’.

¢) Donner les éléments caractéristiques de la
similitude S.

4. a) Démontrer que les points A, B et C’ sont
alignés et que BCC’ est un triangle rectangle.

b) Soit (/) la droite d’équation y = — %x et
(¢» ) son image par la similitude S.
Construire (&7 ) et (& ).

BAC D REMPLACEMENT 1998

On considére 1’équation (E) suivante :z €C,
z3 — (7 + 61)z2 + (10 + 26i)z + 6 — 24i = 0.
1. a) Sachant que (E) admet une solution réelle,
la calculer .

b) Résoudre (E).

2. Dans le plan complexe muni d’un repére
orthonormé direct (O, U, ¥) ou L’unité est 2
cm.

On considére les points A, B et C d’affixes
respectives 1+i; 3 et 3 +5i.

a) Placer A, B et C et démontrer que le triangle
ABC est rectangle.

b) Déterminer le rapport et I’angle de la
similitude directe S de centre A qui transforme
BenC.

3. a) Déterminer I’affixe du point D tel que le
quadrilatéere ABDC soit un rectangle.

b) Déterminer 1’affixe Q du centre du rectangle
ABDC.

¢) Construire I’image par S du cercle circonscrit
au rectangle ABDC. Justifier.
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PROBABILITES

COURS ... oo 201
TRAVAUX PRATIQUES ... 213
EXERCICES ... 218

COMMENTAIRES

e Ce thémevise a:

- consolider les acquis sur le dénombrement ;

- calculer la probabilité d’un événement ;

- calculer des probabilités conditionnelles.

e Les notions d’expériences aléatoires et de probabilité d’un événement sont totalement nouvelles pour
les éléves.

On fera le lien entre les fréquences en statistique et la probabilité de 1’événement correspondant.

e On introduira le vocabulaire des probabilités au travers de situations concrétes.

On apprendra a reconnaitre 1’univers et les événements élémentaires d’une expérience aléatoire. Le choix
de I'univers est fondamentale et ne modifie pas dans certains cas les résultats de calcul de probabilité.

e |l faudra consolider les connaissances acquises en premiere sur le dénombrement des ensembles finis &
I’occasion d’exercices de probabilités.
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e La notion de variable aléatoire permet de synthétiser dans des graphiques et des tableaux, les résultats

d’une expérience aléatoire. On fera remarquer aux éléves qu’une variable aléatoire est en réalité une

fonction.

La mise en place des notions d’espérance mathématique et de variance se fera sur des exemples.

Les formules générales seront données par comparaison avec leur équivalent en statistique.
Par exemple on remarquera le lien entre moyenne et espérance mathématique.

e On pourra introduire la notion de probabilité conditionnelle a 1’aide des arbres de choix ou des

tableaux a double entrée.

On se placera dans des situations ayant du sens. En particulier on présentera des applications des

probabilités en biologie et en économie.

e On habituera les éleves a reconnaitre une situation ou la loi binomiale doit étre appliquée

(Epreuves répétées identiques indépendantes)

CONTENUS

CAPACITES ATTENDUES

PROBABILITES

1.Vocabulaire 2.Définition d’une

probabilité dans le cas d’une

équiprobabilité 3.Propriété

PROBABILITES CONDITIONNELLES
__ P(ANB)

1.P(4/B) = =7

2. Evénements indépendants

VARIABLES ALEATOIRES
1.Définition d’une variable aléatoire
2.Loi de probabilité 3.Fonction de
répartition

4.Espérance mathématique 5.Variance ,
écart-type

LOI BINOMIALE

1.Probabilité d’obtenir k succes dans une
suite de n épreuves de Bernoulli (0 < k <
n) 2.E(X)=np

V(X)= np(1-p)

@ Dénombrer dans le cas d’une expérience
conduisant a un nombre finie d’éventualités :
- les cas possibles d’une expérience ;

- les cas favorables d’un événement .

@ Calculer la probabilité¢ d’un événement.

& Calculer la probabilité conditionnelle d’un
événement par rapport a rapport a un
événement de probabilité non nulle.

@ Justifier que deux événements sont
indépendants.

@ Une variable aléatoire étant donnée :

- déterminer sa loi de probabilité et sa fonction
de répartition ;

- construire sa fonction de répartition ;

- calculer son espérance mathématique ;

- calculer sa variance et son

écart-type.

@ Calculer la probabilité d’obtenir k succes
dans une suite de n épreuves de Bernoulli.
(0<k<n)
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COURS

. VOCABULAIRE

Nous allons introduire le vocabulaire des probabilités a I’aide de I’exemple suivant :

Exemple

On lance un dé cubique deux fois de suite dans le but de former un nombre de deux chiffres.

Le chiffre des unités est le chiffre obtenu au 1°*" lancer et le chiffre des dizaines est le chiffre obtenu au 2°
lancer.

1. Eventualités, Univers, Evénements

e L ¢ résultat obtenu a I’issue de cette expérience est imprévisible. On dit que cette expérience est
aléatoire.

e Les nombres 22 ; 16 ; 61 ; 42 sont des résultats possibles.

Chaque résultat est une éventualité.

e L’ensemble des éventualités constitue I’univers noté souvent Q.

Ici chaque résultat est un couple : Card(Q) = 62 = 36.

e Soit le sous-ensemble A = {15; 24;33;42; 51}.

On dit A est I’événement : « obtenir un nombre dont la somme des chiffres est égale a 6 ».
Toute partie de 1’univers est un événement.

e Soient :

I’événement B : « obtenir un nombre dont la somme des chiffres est égale a 12 ».
I’événement C : « obtenir un nombre supérieur a 70 ».

I’événement D : « obtenir un nombre inférieur a 70 ».

Ona:B={66};C=0;D=Q.

B contient une seule éventualité. On dit que B est un événement élémentaire.
L’événement C est appelé événement impossible.

L’événement D est appelé événement certain.

2. Réunion de deux événements, intersection de deux événements
Soient les événements suivants :

E : « obtenir un nombre pair supérieur a 50 » ;

F : « obtenir un nombre dont la somme des chiffres est égale a 7 ».

L’événement « E ou F» est EUF.

L’événement « EetF» est ENF.

Ona:E={52;54;56;62;64;66} et F={16;25;34;43;52;61}.

EUF = {16; 25; 34;43; 52;54;56; 61; 62; 64; 66}.

ENF = {52}.

3. Evénements contraires
Soient les événements suivants :

G : « obtenir un nombre pair » ;

H : « obtenir un nombre impair ».

On remarque que : GUH=Q et GNH = @.
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On dit que G et H sont contraires.
OnnoteG=H ouH=G.

4. Evenements incompatibles

Soient les événements suivants :

G : « obtenir un nombre pair »;

K ={53;41} ».

On remarque que : GNK = @. On dit que G et K sont incompatibles.

II. PROBABILITE D’UN EVENEMENT

Dans toute la suite, on considére une expérience aléatoire conduisant a un nombre fini n d’éventualités et
on note Q [’univers associé.

1. Equiprobabilité

Exemple

On lance un dé équilibré a six faces notées 1, 2, 3, 4, 5, 6.
Q={1,2,3,4,5,6}.

A I’issue d’un lancer, on peut observer que chaque événement élémentaire a la méme chance d’étre
réalisée, soit une chance sur six

On dit que la probabilité de chaque événement élémentaire est égale a % .
On dit alors que les événements élémentaires sont équiprobables.
Considérons 1’événement A : « obtenir un nombre pair ».
Ona:A=1{2;4;6}.

On dit que I’événement A a 3 chances sur 6 d’étre réalisé.

On dit que la probabilité de A est égale a % = % .

Définition
Lorsque les événements élémentaires ont tous la méme chance d’étre réalisés, on dit que les événements

élémentaires sont équiprobables.
Dans ce cas, on dit que I’expérience aléatoire se réalise sous I’hypothese d’équiprobabilité.

Dans toute la suite, les expériences aléatoires sont considérées sous [’hypothese d’équiprobabilité.

2. Probabilité d’un événement

Définition

On appelle probabilité d’un événement A le nombre réel noté P(A) tel que
P(A) _ Card(A) _ Nombre de cas favorables a A

Card(Q) - Nombre de cas possibles
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Exemple

Une urne contient 3 boules noires et 5 boules rouges indiscernables au toucher.
On tire, au hasard et simultanément trois boules de 1’urne.

Calculer la probabilité que le tirage contienne exactement deux boules noires .

L’univers (2est I’ensemble des combinaisons de 3 boules prises parmi 8.

Card(£2) =C3 = 56.

Notons A : « Le tirage contient exactement deux boules noires ».

A est réalisé lorsqu’on tire exactement 2 boules noires parmi 3 et 1 boule parmi les 5 rouges.
Donc : Card(4) =C% x c2 = 15.

.. Card(A) 15
Ainsi : P(A) = Card@ — 56"

3. Propriétés

La probabilité d’un événement élémentaire est

CardQ '
La somme des probabilités des événements élémentaires est égale a 1.

Pour tout événement A,ona: 0<P(4)<1.
P(Q) =0 et P(Q) = 1.
Si A et B sont deux événements incompatibles, alors P(A U B) = P(A) + P(B) .

Pour tout événement A: P(A) + P(4) = 1.

Si A et B sont deux événements quelconques, alors P(A U B) = P(A) + P(B) — P(A N B).

Exemple 1

Une urne contient 3 jetons gris et 5 jetons rouges indiscernables au toucher.
On tire au hasard, successivement et sans remise trois jetons de 1’urne.
Calculer la probabilité des événements suivants :

A : « Le tirage contient deux jetons de la méme couleur » ;

B : « Le tirage contient au moins un jeton gris » .

L univers (2 est ['ensemble des arrangements de 3 jetons pris parmi 8.
Card(2) = A3 = 336.
e Désignons par A, et A, les événements :

Aj: « Le tirage contient deux jetons gris » ; A,: « Le tirage contient deux jetons rouges » .

P(A) =P(A4;UA3)=P(4,) + P(4;) — P(4, N Ay).
Card(4,) = CZ x A3 x ALt = 90. Donc P(4,) = Card(4,) _ 0 _ 15

Card(®) 336 56°
Card(4,) = €2 x A% x A} =180. Donc: P(4,) =

Card(A;) _ 180 _ 1_5
Card(2) ~ 336 28"
A, et A, sontincompatibles doncP(A; N A;) = 0.
inei 15,15 _ 45
AIHSI._P(A) = et T
e Soit B : « Le tirage ne contient pas de jeton gris » .
Card(B) = A% = 60. Donc : P(B) = <24® _ 60 _ 5
23

Card(®) 336 28°
. 5
Ainsi: P(B) = ]'E =5

Association des Professeurs de Mathématiques de la Région de Gbéké PROBABILITES

203




Exemple 2

Un libraire propose 30 titres différents d’un méme auteur : 5 de ces livres sont couverts de cuir et coltent
9000 francs 1’un ; 12 ont une couverture toilée et colitent 6000 francs I’un ; les autres sont cartonnés et
cotitent 3000 francs I’un.

Un client vient acheter 3 livres de cet auteur sans préciser de livre particulier. Le libraire prend au hasard
3 livres de sa collection.

Calculer la probabilité de chacun des événements suivants :

A « Le libraire choisit 3 livres couverts de cuir »

B « Le libraire choisit au moins un livre couvert de cuir »

C « Le libraire choisit 3 livres ayant la méme couverture »

D « Le libraire choisit 3 livres pour un montant exact de 15000 francs »

E «Le libraire choisit 3 livres dont le colit n’excéde pas 12 000 francs ».

Solution
o univers C est [’ensemble des combinaisons de 5 livres pris parmi 30.

D'oii Card(®) = C,,=4060.

Parmi les livres, 5 sont couverts de cuir, [’événement A consiste a choisir simultanément 3 livres parmi
ces b.
1

Card(A) = C3 = 10. Donc P(A) = 2060 = 700

e L’événement contraire B de B consiste & choisir 3 livres parmi les 25 non couverts de cuir. On a donc

Card(§) = (:235 = 2300 .Donc P(E) = 2300 = 115 )

4060 203
Par suite: P(B) =1 — P(B)—ZTg

o [ ’événement C consiste a choisir soit 3 livres couverts de cuir, soit 3 livres de couvertures toilées, soit
3 livres de couvertures cartonnées.

Donc Card(C) = C3 + C3, + C3, = 516 .

516 129
P(O) = 1560 4060 1015

e ]Iy a deux situations possibles pour la réalisation de I’événement D
Premiére situation : le libraire choisit 1 livre de 3000 et 2 livres de 6000.

Deuxiéme situation : le libraire choisit 2 livres de 3000 et 1livre de 9000.

Donc Card(D) = C{5 X C% + CZ X C2 = 1248 .P(D) = iizi %'

o/l y a deux situations possibles pour la réalisation de I’événement E -
Premiére situation : le libraire choisit 3 livres de 3000 .

Deuxiéme situation : le libraire choisit 2 livres de 3000 et un livre de 6000.

Donc Card E = C3; + C4 X CL, = 1222 et P(E) = zz(z) %

I11. PROBABILITES CONDITIONNELLES

Activité
un test est réalisé sur I’efficacité d’un vaccin.
1000 personnes participent au test. Les résultats sont résumés dans le tableau suivant
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Vacciné Non vacciné | total

malade 120 180 300
Non malade | 480 220 700
Total 600 400 1000

On choisit une personne au hasard parmi les 1000 personnes en supposant qu’il y a équiprobabilité.
On considére les evénements suivants :

V : « la personne a été vaccinée » ;

M : « la personne est tombée malade ».

1. Calculer les probabilités p(V ) et p(V N M) et interpréter les résultats.

2. Restreignons 1’étude a I’ensemble des personnes vaccinées.

On choisit une personne au hasard parmi les personnes vaccinées.

a) Calculer la probabilité de I’événement E : «la personne choisie est malade » .

L’événement E peut étre interprété comme suit : « La personne est tombée malade sachant qu’elle a été
vaccinée ».

P(E) est notée P(M/V) ou Py (M) .

3. a) Calculer P(V N M).

P(VN M)
b) Comparer P(M/V) et PV

3. Calculer la probabilité qu’une personne soit tombée malade sachant qu’elle n’a pas été vaccinée.

1. Définition
Soit A et B deux événements de Q tels que P(B) # 0.

On appelle probabilité conditionnelle de A sachant que B est réalisé, le nombre réel noté P(A/B) ou
Ps(A) tel que

_ P(ANB
P(A/B) = ﬁ

Remarque :
Il est fréquent que I’expérience permette le calcul direct de P(A/B).

2. Propriété
Soit A et B deux événements de Q tels que P(A) #0 et P(B) #0.On a:
P(ANnB)= Ps(A) xP(B);

P(ANB)=Pa(B) x P(A).

Exemple

Dans un supermarché, 75% des clients sont des femmes. Une femme sur cing achete
un article au rayon vétements , alors que sept hommes sur dix le font.

On choisit au hasard une personne dans le supermarché.
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1. Calculer la probabilité que cette personne achete un article au rayon vétement sachant que c’est une
femme.

2. Calculer la probabilité que cette personne est une femme et achéte un article au rayon vétement.

3. Une personne, choisie au hasard, a fait un achat au rayon vétements.

Calculer la probabilité que cette personne soit une femme. On donnera 1’arrondi au milliéme du résultat.

Solution

Notons :

F I’événement : « la personne choisie est une femme » ;

H [’événement : « la personne choisie est un homme » ;

V I’événement : « la personne choisie achéte un article au rayon vétement » .

Construisons un arbre pondéré :

1. La probabilité que cette personne achéte un article au rayon vétement sachant que c¢’est une femme
est P(V/F) :

ona:P(VIF)= 0.2.

2. La probabilité que cette personne est une femme et achéte un article au rayon vétement est P(V 1F).
Ona:P(VnF)= P(VIF) xP(F)=0,2x0,75=0,15.

3. Cette probabilité est P(F /V).

Ona: P(FIV) = 2&1)

P(V)

Ona: P(V)=P(VnF) + P(VNH).

P(VNF) = 0,15 d’apreés ce qui précéde.

P(VAH)) = P(V/H) xP(H) = 0,25x0,7 = 0,175 .
Ainsi: P(V) = 0,15+ 0,175 =0,325..

Finalement : P(F/V) = PFOV) _ 018 0,462 .

P(V) ~ 0325
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3. Evénements indépendants

Définition

Soit A et B deux événements tels que B soit de probabilité non nulle.
A et B sont dits indépendants si Pg (A) = P(A) .

Interprétation

Les événements A et B sont indépendants lorsque la réalisation de 1’un n’influe pas la réalisation de

’autre.
Exemple
On dispose des informations suivantes sur les éléves d’un lycée .
Portent des Ne portent pas de total
lunettes lunettes
Fille 150 450 600
Garcon 100 300 400
Total 250 750 1000

On choisit un éléve au hasard parmi les 1000 en supposant qu’il y a équiprobabilité.

Soient les événements :

L : « I’éléve porte des lunettes »

F : «I’éleve est une fille » et G : « I’¢éléve est un garcon ».

Les événements F et L sont-ils sont indépendants ?
Ona:P(L)= =2 =
1000

Comme P(L) =P(L/F) alors L et F sont indépendants.

Propriéte

150

= 0,25 etP(L/F)==2=0,25.

600

Deux événements A et B sont indépendants lorsque P(A N B) =P(A) x P(B).

Exemple

On lance deux fois de suite un dé cubique bien équilibré dont les faces sont numérotées de 1 a 6 et on

note le chiffre apparu sur la face supérieure. On note :

A : «le chiffre 5 sort en premier ».

B : «la somme des chiffres apparus est 7 ».
C : «le chiffre 6 sort en premier »

D : «la somme des chiffres apparus est 12)».

a) A et B sont-ils indépendants ?

b) C et D sont-ils indépendants ?

Solution
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a) L univers Q est [’ensemble de tous les couples de deux chiffres pris entre 1 et 6.
Card (Q) = 6°=36
A={(5;1);(:2);:;(:3):((5:4:(5:;5);5;6)} Dou 29(A)=3—66
B={(6:1);(1;6);(5;2;(2;5;(4;3);(;4} Doup(B) =%=
ANB={(5; 2)}, donc p(ANB) = —_.

Onap(AnB) =-etp(d) xp(B) =z xz=1

6 36"
Donc P(ANB) = p(A)x p(B). Les événements A et B sont indépendants.
b) C={(6;1);(6:2);(653);(6:4);(6;5); (6;6)} doncp(C) = ===..
D={(6;6)} doup(D) = 3—16 .

1

CND = {(6; 6}doncp(CND) = T -

Ici p(CND) # p(C) x p(D), donc les événements C et D ne sont pas indépendants.

1

6"
1
6"

Propriétes

Si A et B sont deux événements indépendants alors :
A et B sont indépendants ;

A et B sont indépendants :

Aet B sontindépendants.

IV. SCHEMA DE BERNOULLI

Exemple
On lance un dé cubique 5 fois de suite.
Quelle est la probabilité de I’événement A : « obtenir exactement 4 fois un multiple de 3 » ?

Solution
Considérons [’expérience : lancer le dé une fois.
2=1{1;2;3;4;5;6}.
Notons S : « obtenir un multiple de 3 a l’issue d’un lancer ».
PE)==3 etP(S)=2.
Les cing lancers étant indépendants, chaque résultat peut étre considéré comme une 5-listes formee de
quatre SetunS . o
Exemples: (S,S,S,S,S), (S,S,S,5,5), (S5,S,5,S,5) .
4

. . N4 ot
Comme il y a CZ de de listes de ce type, alors : P(A) = Cz x (3) X (E) .

Définitions
m Une épreuve de Bernoulli est une expérience aléatoire ne conduisant qu’a deux éventualités :

I"une est appelée succes notée S et I’autre échec notée S.
m Un schéma de Bernoulli est une expérience aléatoire qui consiste a répéter n fois de suite (n > 2)
une méme épreuve de Bernoulli.
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Propriété

Soit un schéma de Bernoulli & n épreuves identiques de Bernoulli et p la probabilité du succes.
La probabilité d’obtenir exactement k SUCCES au cours des n épreuves est :
Ckpk(1 —p)*k avec0 < k <n.

Exemple

Un jeu consiste a faire tourner une roue autour de son axe, roue sur laguelle on a marqué un secteur
angulaire de 50°.

On déclare qu’il y a succes si la roue s’arréte de telle sorte que la fleche (fixe) soit en face du secteur
angulaire de 50°, sinon il y a échec.

On lance la roue 7 fois.

Calculer la probabilité des événements suivants :

A « Obtenir exactement trois succes »

B « Obtenir au moins un succes »

( On donnera I’arrondi d’ordre 2 des résultats )

Solution

Considerons l’épreuve de Bernoulli qui consiste a faire tourner la roue et a observer le secteur indiqué

par la fleche. Le succes S « La fleche indique le secteur de 50°» a pour probabilité P(S) = 3% = 3—56.

L épreuve étant répétée 7 fois de suite et de facon indépendante, on a un schéma de Bernoulli.
3 4
L’événement A « Obtenir exactement 3 succés » a pour probabilité :P(4) = C3 (3—56) (1 - 3—56) ~ 0,05.

Pour calculer P(B) considérons ['événement B « Obtenir aucun succés au cours des 7 épreuves »
— 510 5\ 31\’ 31\’
P(B)=c9(2) (1-2) =(£) doncP(B)=1-(3) ~065.

36 36

V. VARIABLES ALEATOIRES

Exemple

Un joueur lance trois fois de suite une piece de monnaie équilibrée.

On gagne 200 F pour chaque « pile » et on perd 100 F pour chaque « face ».
On note X le gain du joueur a I’issue des trois lancers.

1. Quelles sont les valeurs possibles de X ?

2. Déterminer pour chaque valeur k prise par X, la probabilité P(X = k).

1.0na: 2={PPP,PPF,PFP,FPP,PFF,FPF,FFP,FFF} . Card(2) =&

Eventualités | PPP PPF PFP FPP PFF FPF FFP FFF

Gain X 600 300 300 300 0 0 0 - 300

Les valeurs possibles de X sont: -300; 0; 300; 600.
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2.0na:

k -300 0 300 600
P=l | 1 [ 3 [ 3 |1
8 8 8 8

1. Variable aléatoire

Définition

m Une variable aléatoire est une application de Q dans IR.

m X étant une variable aléatoire, considérons X(Q) = {x;; x5 ; ...; x,} ’ensemble des valeurs possibles
de X. X(Q) est appelé I'univers image de Q par X.

m La loi de probabilité de X est I’application de X(Q) dans [0; 1] qui a chaque valeur x; de X(Q) associe
la probabilité que X prenne la valeur x; , notée P(X = x;).

NB : 1l est commode de représenter une loi de probabilité par un tableau du type :
X; X1 Xo Xn

P(X = x;) P1 P2 Pn

Dans ce tableau il est préférable de ranger les valeurs prises par X dans 1’ordre croissant.

Remarque : p; +p, +--+p, = 1.

2. Fonction de répartition

Définition
La fonction de répartition de X est I’application de IR dans [0; 1] qui a tout nombre réel x associe la
probabilité que X prenne une valeur inférieure ou égale a x , notée P(X < x).

Exemple

Considérons la loi de probabilité de la variable aléatoire X de I’exemple ci-dessus :
La fonction F de répartition de X est définie sur IR par :

Pour tout x € ]—o0; —300[ F(x) =0

Pour tout x € [~300; 0 F(x) =<

Pour tout x € [0; 300[ F(x) = %+% =%
Pour tout x € [300; 600[ F(x) =+ =1
Pour tout x € [600; +oo[ F(x) =Z+=z=1.
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3. Espérance mathéematique

Définition

Soit une variable aléatoire X prenant n valeurs x; ; x, ; ...

P1; D255 Pn-

; X avec les probabilités respectives

On appelle espérance mathématique de X le nombre réel noté E(X) tel que :
E(X) = x1p1 + X202 + -+ + XpDn-

Remarques

e E(X) est la moyenne des valeurs x; pondérées par les valeurs p;.
e En terme de jeu, lorsque X désigne le gain du joueur, E(X) représente le gain moyen que peut espérer

le joueur sur un grand nombre de parties.

- Lorsque E(X) > 0, le jeu est avantageux pour le joueur.
- Lorsque E(X) < 0, le jeu est désavantageux pour le joueur.

- Lorsque E(X) = 0, le jeu est équitable.

Exemple
Reprenons le tableau de [’exemple ci-dessus.
K -300 0 300 600
T I O I T I B
8 8

E(X) = (—300) x % + (0) x g + (300) X g + (600) X % = 150.
Le gain moyen du joueur est 150 F.
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4. Variance et écart type

Définitions
Soit une variable aléatoire X prenant n valeurs x, ; x, ; ...; x,, avec les probabilités respectives
D1 P2 ..; Pn dont ’espérance mathématique est E(X).

m On appelle variance de X le nombre réel positif noté V(X) tel que :

V(X)= (21 —EX))?py + (2 —EX))?p2 + -+ (xn — E(X))*pn
ouV(X) = x1%py + x2%p;  + -+ X" pp — [EXD]?
m On appelle écart type de X le nombre réel noté a(X) tel que : a(X) = /V(X) .

Dans [’exemple précédent
V(X) = (—300)2 x % + (0)2 x Z + (300)2 x g + (600)? x % — (150)2 = 67500.
o(X) = V67500 ~ 259,81.

5. Loi binomiale
Propriéte

Soit un schéma de Bernoulli a n épreuves identiques de Bernoulli, p la probabilité du succeés et X la
variable aléatoire désignant le nombre k de succes au cours des n épreuves (0 < k <n).

m La loi de probabilité de X est définie par : P(X = k) = Ckpk(1 — p)» k.
Cette loi de probabilité est appelée loi binomiale de parametresn et p .
mDanscecas: E(X)=np et VIX) =np(1-—p).
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TRAVAUX PRATIQUES

Exercice résolu 1

Une enquéte est faite aupres de la population étudiante d’un campus universitaire.

On note F la population féminine, I I’ensemble des étudiants, gargons et filles sachant jouer d’un
instrument de musique. L’enquéte révele que F représente 48% de la population étudiante et | représente
40%.

Chez les étudiants du groupe I, 45% sont des filles.

On interroge une fille du campus.

Quelle est la probabilité pour que cette fille sache jouer d’un instrument de musique ?

Solution

F représente 48% de la population étudiante, donc p(F)= 0,48 ;

| représente 40% de la population étudiante, donc p(l) = 0,4.

Chez les étudiants du groupe I, 45% sont des filles, donc pi(F)=0,45.
On cherche pe(1).

Onsaitque Pr(1) = PFnD)

P(F)

or P(FN1I) = P) x P,(F) = 0,4 x 0,45 = 0,18 donc Py(I) = % = g

Exercice résolu 2
Trois candidats se présentent a une élection.
La répartition des votes selon le candidat et le sexe du votant est donnée par le tableau ci aprés :

Candidat A Candidat B Candidat C
Femme 42% 13% 5%
Homme 28% 7% 5%

On choisit au hasard un des votants.

Soient les événements :

A : «la personne choisie a voté le candidat A » ; B : « la personne choisie a voté le candidat B » ;
C : « la personne choisie a voté le candidat C » ;

F : « la personne choisie est une femme » et H : « la personne choisie est un homme ».

1. Calculer P(ANF),P(A),P(B)et P(C)
2. Calculer P(A/p) et P(H/,)
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Solution :

Candidat A | Candidat B Candidat C | total
Femme 42 % 13% 5% 60 %
Homme 28% 7% 5% 40 %
Total 70% 20% 10% 100 %

1.0na: P(ANF) =%=0,42.

Ona: P(A) = P(ANF) + P(An H) = 0,42 + 0,28 = 0,70.
Ona: P(B) = P(BNF)+ P(B N H) = 0,20.
P(C)=P(CNF)+P(CNH)=0,10.

. P(ANF) 0,42
2.0na: P(A/F) :W:ﬁ: 0,70.
. P(CNH) 0,05
On a: P(H/C) =iy = o1 =05

Exercice résolu 3

A la suite d’un sondage effectué a propos de la construction d’un barrage, on estime que :

65% de la population concernée est contre la construction du barrage et parmi ces opposants, 70% sont
des écologistes.

Parmi les personnes non opposées a la construction du barrage, 20% sont des écologistes.

On interroge une personne au hasard.

1. Calculer la probabilité qu’une personne interrogée soit opposée a la construction du barrage et soit
écologiste.

2. Calculer la probabilité qu’une personne interrogée ne soit pas opposée a la construction du barrage et
soit écologiste.

3. En déduire la probabilité qu’une personne interrogée soit écologiste.

4. Sachant qu’une personne interrogée n’est pas écologiste, quelle est la probabilité qu’elle soit contre la
construction du barrage ?

NB : Pour faciliter les réponses aux différentes questions, on pourra noter les événements :

C : « La personne interrogée est contre la construction du barrage » et C son événement contraire.
E : « La personne interrogée est écologiste » et E son événement contraire.
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Résolution

o]

0.8

Ona:

p(C)=0,65 =p(C)=1-0,65=0,35.
p(E/C)=0,70 =p(E/C)=1-0,70=0,30
p(E/C) =0,20 2p(E/C)=1-0,20 =0,80.

1. L’ événement « une personne interrogée est opposée a la construction du barrage et est écologiste » est
CNnE.p(CnE)=p(C)xp(E/C) =0,65%0,70 = 0,455.

2. L’événement « une personne interrogée est pour la construction du barrage et est écologiste » est
CNE. p(CNE)=p(C)xp(E/C)=0,35%0,20 = 0,07.

3. L’ événement « une personne interrogée est écologiste » est E.

p(E) =p(CNE)+p(CNE)=0,525

4. 1l s’agit de [’événement « une personne interrogée est contre la construction du barrage sachant

qu elle n’est pas écologiste » noté C /E.
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p(CNE)
p(E)
p(CNE)=p(C)x p(E/C)=0,65%0,30=0,195 etp(E)=1-p(E)=1-0,525 = 0,475.
=._ 0,195
Doup(CIE)= =22
oup(CIE)= 275

’

p(C/E)=

=~ 0,410.

Exercice résolu 4

Un joueur lance successivement trois fois de suite une piéce de monnaie parfaitement équilibrée. 1l gagne
600 francs s’il obtient 3 fois « FACE », gagne 300 francs s’il obtient 2 fois « FACE » exactement, gagne
100 francs s’il obtient une fois « FACE » exactement, mais perd 1000 francs s’il n’obtient que des

« PILE ».

On désigne par X la variable aléatoire représentant en francs le gain du joueur (un gain est positif ou
négatif).

1. Etablir la loi de probabilité de la variable X.

2. Déterminer la probabilité de gagner strictement moins de 300 francs.

3. Calculer I’espérance mathématique de la variable X. Que représente ce résultat pour le joueur ?

4. Un jeu est équitable si I’espérance de X est nulle.

Le jeu précédant est-il équitable ? favorable ou défavorable au joueur ?

5. Combien le joueur devrait-il perdre lorsqu’il n’obtient que des piles pour que le jeu soit équitable ?

Solution

1. Les résultats possibles sont : (F;F;F) ; (F;F;P) ; (F;P;F) ; (P;F;F) ; (P;P;F) ; (P;F;P); (F;P;P);
(P;P;P).

Les différents résultats possibles donnent les gains suivants : -1000 ; 100 ; 300 ; 600.

P(X=-1000) = 7 ; P(X=100) = = ; P(X=300) = = ; P(X= 600) = =

X; -1000 | 100 300 600
Px=x;) [ 1 [3 311
8
2. Soit A I’événement « Gagner moins de 300F ». Donc P(A) = % +% = % .

3. E(X) = (-1000)(3 ) + 100(2) + 300(; ) + 600(2) = 250 .Le gain moyen du joueur est 250F
4. E(X) > 0 donc le jeu est favorable au joueur.

5. Soit S le montant que le joueur devrait perdre s’il n’obtenait que des PILES pour que le jeu soit
équitable.

E(X) = (S)(g) + 100() + 300(7) + 6006) =
Le jeu est équitable lorsque E(X) = 0.
E(X) =0 & 222955 = g & 5 = 3000.
Le joueur doit perdre 3000F lorsqu’il n’obtient que des PILES pour que le jeu soit équitable.

3000-S
8
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Exercice résolu 5
Sur une route, deux carrefours sont munis de feux tricolores A et B. On supposera que ces feux ne sont
pas synchronisés et que pour un automobiliste circulant sur cette route, I’apparition d une couleur donnée

est un pur hasard. On admet que la probabilité pour que le feu A soit vert est % , la probabilité pour que le

feu B soit vert est %

Les feux A et B fonctionnent de maniére indépendante.

1. Un automobiliste passe successivement aux deux carrefours.

a) Calculer la probabilité pour qu’il rencontre deux feux verts.

b) Calculer la probabilité pour qu’il rencontre au moins un feu vert.

2. Un autre automobiliste passe 5 fois au carrefour muni du feu A.

Soit X la variable aléatoire désignant le nombre de fois ou I’automobiliste rencontre le feu vert.
a) Calculer la probabilité pour que 1’automobiliste rencontre exactement 3 fois le feu vert.

b) Calculer I’espérance mathématique et la variance de la variable aléatoire X.

Donner I’arrondis d’ordre zéro de 1’espérance mathématique de X et I’interpréter.

Solution
1. a) Soit I’événement A « le feu A est vert » et [’événement B « Le feu B est vert ».
Les événements A et B sont indépendants.

Onadonc P(A N B) = P(A) X P(B) =%x%=§.
b) Soit I’événement C « I’automobiliste rencontre au moins un feu vert » et C [’événement contraire de C.
OnaC = ANB,etcomme A etB sont indépendants alors :

7

P(C)=P(ANB)=P(A)x P(B) =1 x3=2DoiP(C)=1—-2=1

2. @) Lorsque ['automobiliste se présente au carrefour A, on s’intéresse a deux résultats : S « il rencontre
le feu vert » et S « il ne rencontre pas le feu vert ». Cette expérience est un épreuve de Bernoulli. On a
P(S) =2

L’épreuve étant répétée 5 fois de suite et de fagon indépendante, la variable aléatoire X suit une loi

. . N 3
binomiale de paramétres n = 5etp = "

La probabilité pour que I’automobiliste rencontre exactement 3 fois le feu vert est :
ey 33\ (1% _ 270 _
P =3)=C(;) () =mpm~026
b) Ici, il est préférable d utiliser les formules E(X) = np et V(X) = np(1 — p) puisque X suit une loi

binomiale de paramétres n et p.

Ainsi, E(X) = 5x§=1—5etV(X) =5x3ixs=1

4 4 4 4 16

E(X) = 4 . L automobiliste rencontre en moyenne 4 feux verts.

3 4
L’ événement A « Obtenir exactement 3 succés » a pour probabilité :P(4) = C3 (3—56) (1 - 3—56) ~ 0,05

Pour calculer P(B) considérons |’événement B « Obtenir aucun succés au cours des 7 épreuves »

P(B) = C? (%)0 (1 - %)7 = (%)7 doncP(B)=1-— (%)7 ~ 0,65.
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EXERCICES

Une urne contient douze boules
indiscernables au toucher : 8 boules blanches et
4 boules noires.

On tire successivement 3 boules de I’urne, la
boule tirée étant remise dans 1’urne aprés chaque
tirage.

1. Calculer la probabilité d’obtenir exactement
une boule blanche.

2. Calculer la probabilité d’obtenir au moins une
boule blanche et au moins une boule noire.

(On donnera les résultats sous forme de fractions

irréductibles).

Partie |

Lors de la préparation d’un concours, un éleve
n’a étudié que 50 des 100 lecons.

On a mis 100 papiers contenant chacun une
guestion dans une urne, ces questions

portant sur des lecons différentes. Le candidat
tire simultanément au hasard 2 papiers.

On donnera les réponses sous forme de fractions
irreductibles.

1. Quelle est la probabilité qu’il ne connaisse
aucun de ces sujets ?

2. Quelle est la probabilité qu’il connaisse les
deux sujets ?

3. Quelle est la probabilité qu’il connaisse un et
un seul de ces sujets ?

4. Quelle est la probabilité qu’il connaisse au
moins un de ces sujets ?

Partie Il

On considére maintenant que 1’¢léve a étudié n
des 100 lecons (n étant un entier

naturel inférieur ou égal & 100).

1. Quelle est la probabilité p, qu’il connaisse au
moins un de ces sujets ?

2. Déterminer les entiers n tels que pn soit

supérieur ou égal a 0,95.

Dans cet exercice, tous les résultats seront
donnés sous forme de fractions irréductibles.
Partie | :

On dispose d’un dé cubique A parfaitement
équilibré possédant une face verte, deux

faces noires et trois faces rouges.

Un jeu consiste a lancer trois fois de suite et de
maniere indépendante ce dé. On

note a chaque lancer la couleur de la face
obtenue.

1. Calculer la probabilité pour qu’a I’issue d’un
jeu, deux faces exactement soient

noires.

2. Soit I’événement C : « a I’issue d’un jeu, les
deux faces exactement soient de la

méme couleur ».

Calculer la probabilité de 1’événement C.

3. Calculer la probabilité pour qu’a I’issue d’un
jeu, les trois faces obtenues soient

de couleurs différentes.

Partie 11

On dispose d’un second dé cubique B équilibré
présentant quatre faces vertes et

deux faces noires.

Le nouveau jeu se déroule de la maniére
suivante : on lance les dés A et B
simultanément.

1. Quelle est la probabilité d’obtenir une seule
face verte a I’issue du jeu.

2. Calculer la probabilité d’obtenir deux faces
vertes a I’issue du jeu.

Sur un disque on a enregistré dix morceaux

différents. Le temps d’écoute de chacun d’eux
est donné dans le tableau :

Code du morceau

L A B C
enregistré

Temps d’écoute en
secondes

280 | 200 | 240 | 280

260 240 280 200 240 280

Association des Professeurs de Mathématiques de la Région de Gbéké PROBABILITES

218



Un appareil de lecture sélectionne au hasard un
des dix morceaux et un seul.

Tous les morceaux ont la méme probabilité
d’étre sélectionné.

1. Quelle est la probabilité, pour chacun des
morceaux, d’étre sélectionné a cette lecture ?
2.a) Calculer la probabilité de I’événement

E1: « Le morceau sélectionné & une durée
d’écoute de 240 secondes ».

b) Calculer la probabilité de I’événement

E,: « Le morceau sélectionné a une durée
d’écoute supérieure a 220 secondes ».

3. Onnote X la variable aléatoire qui, a tout
morceau sélectionné, associe le temps d’écoute
de ce morceau.

a) Déterminer la loi de probabilité de la variable
aléatoire X.

b) Calculer I’espérance mathématique de X et
son écart-type.

Deux dés cubiques équilibrés A et B ont

leurs faces marquées de la fagon suivante :
ledé A:1;2:3;4:5;6.
ledéB;1:;1;1:3;3;5.

On lance les deux dés et ’on note S la variable
aléatoire égale a la somme des points obtenus.
Déterminer la loi de probabilité de S et calculer
son espérance mathématique.

]§| Un méme individu peut étre atteint de surdité
unilatérale (portant sur une seule oreille) ou
bilatérale(portant sur les deux oreilles).

On admet que, dans une population donnée, les
deux événements :D :«étre atteint de surdité a
I’oreille droite» et G :«étre atteint de surdité a
I’oreille gauche» sont indépendants et tous deux
de probabilité 0,05, ce que 1’on note

p(D) =p(G) = 0,05.

On considére les événements suivants :

B : « étre atteint de surdité bilatérale»

U : « étre atteint de surdité unilatérale»

S : « étre atteint de surdité (sur une oreille au
moins)»

N.B. On donnera les valeurs numériques des
probabilités sous forme décimale approchée a
10 pres.

1. a) Exprimer les événements B et S a I’aide de
G et de D, puis calculer les probabilités p(B) de
B et p(S) de S.

b) En déduire la probabilité de U.

2. Sachant qu’un sujet pris au hasard dans la
population considérée est atteint de surdité,
quelle est la probabilité :

a) Pour qu’il soit atteint de surdité a droite ?

b) Pour qu’il soit atteint de surdité bilatérale ?
3. On considére un échantillon de 10 personnes
prises au hasard dans la population considérée,
qui est suffisamment grande pour que les choix
puissent étre assimilés a des choix successifs
indépendants.

a) Quelle est la probabilité pour qu’il y ait
exactement k personnes atteintes de surdité dans
1’échantillon ?

b) Calculer la probabilité pour qu’il n’y ait
aucun sujet atteint de surdité dans 1’échantillon.

BAC D SESSION 2001

Dans une urne se trouvent 6 médaillons
identiques indiscernables au toucher numérotés
del1a6.

Un jeu consiste a tirer au hasard un médaillon de

’urne apres avoir misé une certaine somme
versée aux organisateurs du jeu et a recevoir un
prix ou non selon le numéro inscrit sur le
meédaillon tiré.

—Si le joueur tire le médaillon numéroté 4, on
lui remet ce qu’il a misé et il gagne 3000F.

— S’il tire le médaillon numéroté 1, 2 ou 6 il
perd sa mise et ne gagne rien.

— S’il tire le médaillon numéroté 3 il ne gagne
rien mais récupere sa mise.

— S’il tire le médaillon numéroté 5, il le remet
dans I’urne et effectue un second tirage.

Si le médaillon retiré,

o porte le méme numéro (c’est-a-dire le
numéro 5) le joueur gagne 2000F et perd sa
mise.

« sinon, il perd sa mise et de plus il paie

1500F aux organisateurs.
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1. Calculer la probabilité pour que ce joueur
récupere sa mise.

2. Calculer la probabilité pour qu’il perde 1500F
et qu’il perde aussi sa mise.

3. Le joueur a misé une somme S.

on note X la variable aléatoire qui a chaque
partie, associe le résultat financier de son jeu,
c’est-a-dire la différence entre ce que le joueur
possédera a I’issue du jeu et ce qu’il possédait
avant de jouer.

a) Compléter le tableau ci-dessous définissant la
loi de probabilité de la variable X.

Xi -S -S—1500 [0 |-S+2000 (3000

p(X = xi)

b) Démontrer que E(X) = —%S + 319—25 .

¢) Quelle somme le joueur doit-il miser pour que
son résultat financier moyen soit nul ?

(On donnera l’arrondi de cette somme a [ 'unité
pres).

BAC D SESSION 1997

On lance simultanément deux dés cubiques
équilibrés dont les faces sont numérotées de 1 a
6.

On dit qu’on obtient un « double » si les faces
supérieures des dés portent des chiffres
identiques.

A chaque lancer, si le joueur fait un double, il
gagne 500 F ; sinon il perd 100 F.

1. On lance les dés une fois.

Calculer la probabilité de gagner 500 F.

2. On lance les dés trois fois de suite dans des
conditions indépendantes.

Soit X la variable aléatoire égale au gain du
joueur sur I’ensemble des trois lancers.

a) Déterminer la loi de probabilité de X.

b) Déterminer 1’espérance mathématique de X et
interpréter le résultat.

3. On lance les dés n fois de suite dans des
conditions indépendantes.

a) Calculer la probabilité p,, de faire au moins
un double sur les n lancers.

b) Quelle est la valeur minimale de n pour que
I'onait: p, =097

|§| Un libraire propose 30 titres différents d’un
méme auteur : 5 de ces livres sont couverts de
cuir et coltent 180 francs I’un ; 12 ont une
couverture toilée et coltent 120 francs I’un ; les
autres sont cartonnés et cotitent 60 francs 1’un.
Un client vient acheter 3 livres de cet auteur sans
préciser de livre particulier. Le libraire prend au
hasard 3 livres de sa collection.

1. Combien y a-t-il de choix possibles ?

2. Quelle est la probabilité p; d’avoir choisi 3
livres couverts de cuir ?

3. Quelle est la probabilité p, d’avoir choisi 3
livres ayant la méme couverture ?

4. Quelle est la probabilité ps d’avoir choisi 3
livres pour un montant exact de 300 francs ?

5. Le client s’est donné pour objectif de ne pas
dépenser plus de 300 francs. Quelle est la
probabilité ps pour que les trois livres présentés
par le libraire puissent convenir au client ?

1. Un dé A, bien équilibré, posséde :

— une face numérotée 1 ;

— deux faces numérotées 2 ;

— une face numérotée 4 ;

— une face numérotée 5 ;

— une face numérotée 6.

a) On lance une le dé et on lit le numéro inscrit
sur la face supérieure.

Quelle est la probabilité d’obtenir le numéro 2 ?
b) On lance 3 fois de suite le dé et on note de la
gauche vers la droite les chiffres obtenus
successivement.

On obtient ainsi un nombre de trois chiffres.
Quelle est la probabilité d’obtenir le

nombre 421 ?

2. Un autre dé B, bien équilibré, posséde :

— une face numérotée 1

— deux faces numérotées 2

— deux faces numérotées 4

— une face numérotée 6

On lance 3 fois de suite le dé B comme a la
question 1.b).

Vérifier que la probabilité d’obtenir le nombre
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421 est égale a L
54

3. Une urne contient 4 dés identiques au dé A et
6 dés identiques au dé B.

Egny tire au hasard un dé de ’urne et le lance 3
fois de suite pour obtenir un nombre de trois
chiffres comme décrit précédemment.

a) Démontrer que la probabilité d’obtenir 421 est

égale a %
b) Egny a obtenu 421 ; calculer la probabilité

qu’il ait joué avec un dé du type A.

Le chargement d’un camion remorque est

composeé de 60 sacs identiques dont 10
contiennent un produit non déclaré aux services
de douanes. Le trajet a parcourir comporte trois
barrages de douane.

A chacun de ces barrages, le contrdle obligatoire
consiste & examiner le contenu de 5 sacs choisis
au hasard (les contréles effectués aux différents
barrages sont indépendants).

1. Le camion arrive a un barrage donné.

(On donnera [’arrondi d’ordre 1 de chacun des
résultats obtenus).

a) Calculer la probabilité pour qu’exactement 2

des 5 sacs contr6lés contiennent le produit non
déclaré.

b) Démontrer que la probabilité pour que I’un au
moins des sacs contr6lés contienne le produit
non déclaré est égal a 0,6.

2. Le camionneur sait que si I’un au moins des
sacs du produit non déclaré est découvert a un
barrage quelconque, il doit payer une taxe
forfaitaire de 10.000 francs (dix mille francs) a
ce barrage pour étre autorisé a continuer son
chemin avec son chargement. Si le camionneur
ne peut pas payer la taxe forfaitaire, tout son
chargement est saisi.

i) On suppose que le camionneur paie la taxe
chaque fois que le produit non déclaré est
découvert.

On note X la variable aléatoire égale a la somme
totale que le camionneur peut ainsi dépenser sur
I’ensemble de son trajet.

a) Déterminer la loi de probabilité de X.
b) Démontrer que 1’espérance mathématique de
X est égale a 18 000.

i1) On suppose que le camionneur n’a pas
d’argent pour payer une éventuelle taxe.
Calculer la probabilité pour que son chargement
Soit saisi.

(On donnera [’arrondi d’ordre 1 de chacun des
résultats obtenus).

Les mille billets d’une loterie sont

numérotés a I’aide d’une suite de 3 chiffres,
distincts ou non, pris dans I’ensemble
C={0:1,2;3;4;5;6;7;8,;9}

Les billets gagnants sont ceux qui se terminent
par 05, par 42 ou par 70. Tous les billets sont
supposeés vendus.

1. Monsieur Houameba achéte un billet au
hasard.

Calculer la probabilité des deux événements
suivants :

G : son billet est gagnant

O : son billet porte un numéro contenant au
moins un zéro.

2. Sachant que le numéro du billet de Monsieur
Houameba contient au moins un zéro, quelle est
la probabilité pour que ce soit un billet gagnant ?
3. Les événements G et O sont-ils

indépendants ?

On dispose de neuf jetons indiscernables au
toucher et portant respectivement les chiffres 1,
2,3,4,5,6,

7, 8, 9. On place ces neufs jetons au hasard sur
la grille ci-contre, en plagant un jeton par case.
1. De combien de fagons peut-on placer les
neufs jetons sur la grille ?

2.a)Quelle est la probabilité de lire « 421 » sur
la deuxieme ligne ?

b)Quelle est la probabilité de lire « 421 »sur la
deuxiéme ligne et « 345 » sur la premiere
colonne ?

Maintenant, pour remplir les cases de la
premiere ligne, on tire un jeton parmi les neuf,
on écrit le chiffre dans la premiére case, on
remet le jeton et on recommence 1’expérience
pour chacune des deux autres cases.
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3. Quelle est la probabilité d’avoir au moins un
« 4 » sur la premiére ligne ?

On suppose qu’un sujet qui vient consulter
dans un service hospitalier a comme probabilité
0,30 d’étre atteint d’une maladie dont le
diagnostic est difficile.

Chaque sujet subi un test et on sait que :

o Si un sujet n’est pas malade, 9 fois sur 10 la
réponse au test est négative.

« Si un sujet est malade, 8 fois sur 10 la réponse
au test est positive.

1. Quelle est la probabilité pour un sujet d’avoir
une réponse positive au test ?

2. Si le résultat est positif au test quelle est la
probabilité pour que le sujet soit atteint par cette
maladie ?

BAC D SESSION 2005
PARTIE A

Soit la fonction f définie sur [2 ; + oo [ par:
f(x) = 6x%+22x+20
x245x+6

1. Calculer f(2) puis lim f(x).
2. Démontrerque : V X €[2; +oo|,
f(x) =6 - 28)(;16
X°+5X+6
3. a) Démontrer que :

8(x+2)°
(X* +5x+6)?
b) Dresser le tableau de variation de f.

V X €[2; 400, F(X) =

PARTIE B

Une urne contient un jeton marqué 1, deux
jetons marqués 2 et trois jetons marqués 3, n
étant un entier naturel supérieur ou égal a 2.

On tire simultanément deux jetons de 1’urne.
On suppose que les tirages sont équiprobables.
On désigne par X la variable aléatoire égale a la
somme des points marqués sue les deux jetons
extraits de 1’urne.

1. a) Exprimer en fonction de n les valeurs prises
par X.

b) Déterminer la loi de probabilité de X.

2. Soit E(X) I’espérance mathématique de X.

6n” +22n + 20
n+5n+6
b) Déterminer n pour que E(X) soit égale a 5.
c¢) Déduire de la partie A que : 4,4 <E(X) <6.
Donner interprétation de cet encadrement.

a) Démontrer que : E(X) =

Une entreprise de location de voiture releve
dans sa comptabilité les frais de réparation des
pannes d’origine mécanique et ceux de remise
en état de la carrosserie.

Elle a observé que, pour une voiture louée une
semaine :

—La probabilité de panne mécanique est 0,32
—La probabilité de dégats a la carrosserie est
0,54

D’autre part la probabilité pour qu'une voiture
présente des dégats a la carrosserie sachant
qu’elle est en panne mécanique est : 0,45.

1. Calculer les probabilités suivantes :

a) La probabilité P; pour qu’une voiture ait une
panne mécanique et présente des dégats a la
carrosserie.

b) La probabilité P, pour qu’une voiture ait
seulement une panne mécanique.

c) La probabilité Ps pour qu’une voiture présente
seulement des dégats a la carrosserie.

d) La probabilité P4 pour qu’une voiture n’ait ni
panne mécanique ni dégats a la carrosserie.

2. Calculer la probabilité pour qu’une voiture
louée pendant 8 semaines de suite, n’ait ni panne
mécanique, ni dégats a la carrosserie pendant 4
semaines.

3. Pour une voiture louée une semaine, les frais
s’élévent en moyenne a :

@ 30.000 Frs en cas de panne mécanique

® 50.000 Frs en cas de dégats a la carrosserie
Soit X la variable aléatoire qui prend pour valeur
le montant moyen en francs CFA des frais
hebdomadaires pour une voiture.

a) Déterminer la loi de probabilité de X

b) Calculer I’espérance mathématique de X.
L’interpréter.

Une usine fabrique des pieces dont 1,8%
sont defectueuses. Le contrdle des pieces
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s’effectue selon les probabilités conditionnelles
suivantes :

m Sachant qu’une piéce est bonne, elle est
acceptée avec une probabilité de 0,97 ;

m Sachant qu’une piéce est mauvaise, elle est
refusée avec une probabilité de 0,99.

1. Quelle est la probabilité pour qu'une picce
soit défectueuse ?

2.a) Démontrer que la probabilité pour qu’une
piéce soit défectueuse et acceptée est 0,00018.
b) Montrer que la probabilité pour qu’une piéce
soit bonne et refusée est 0,02946.

c) Calculer la probabilité pour qu’il y ait une
erreur dans le controle.

3. Si on effectue cing contréles de suite, quelle
est la probabilité qu’il y ait exactement 2 erreurs
de contrdle ?

Une banque dispose de guichets

automatiques ou certains clients peuvent faire
des retraits d’argent a I’aide d’une carte
magnétique. Chaque carte magnétique a un code
secret connu seulement du titulaire de la carte.
Ce code secret est une suite de quatre chiffres du
systeme décimal. Exemples de codes : 0375 ;
9918 ; 2400.

Les deux parties A) et B) suivantes sont
indépendantes.

PARTIE A

1. Combien de cartes magnétiques la banque
peut-elle distribuer a ses clients ?

2. Démontrer que la probabilité pour que le code

d’une carte magnétique commence par 0 est

. N

égale a T

3. Calculer la probabilité pour que le code d’une

carte magnetique soit composé des chiffres : 2 ;
4;5;7.

PARTIE B

Monsieur Koné, un client de la banque, titulaire
d’une carte magnétique a oublié son code.

Son épouse lui rappelle que celui-ci comporte
les chiffres2 ;4 ;5; 7. Il décide alors de tenter
sa chance au guichet automatique.

Les guichets automatiques sont équipés de
mémoires leurs permettant de confisquer une

carte aprés trois essais infructueux successifs.
Monsieur Koné joue la prudence et s’impose
deux essais au maximum.

1. Calculer la probabilité de chacun des
événements suivants :

a) E : « Monsieur Koné réussit a retirer de
I’argent au premier essai ».

b) F : « Monsieur Koné échoue au premier essai
et réussit au deuxiéme essai ».

2. Soit G I’événement : « Monsieur Koné retire
de ’argent ».

Démontrer que la probabilité de G est égale a %

3. De retour a la maison, Monsieur Koné
annonce fierement a son épouse qu’il a pu retirer
de I’argent au guichet automatique.

Calculer la probabilité qu’il ait effectué le retrait
au premier essai.

4. La banque préléve une taxe pour chaque essai
de retrait au guichet automatique. Cette taxe
s’¢éléve a 30 francs par essai fructueux et a 60
francs par essai infructueux.

X désigne la variable aléatoire qui détermine la
taxe totale a payer sur I’ensemble des essais faits
par Monsieur Koné.

a) Déterminer la loi de probabilité de X.

b) Démontrer que I’espérance mathématique de
X est égale a 115 francs.

Pour les questions 1 et 2, on donnera les
résultats sous forme de fraction et sous forme
décimale approchée par défaut a 1073 pres.

Un enfant joue avec 20 billes : 13 rouges et 7
vertes. 1l met 10 rouges et 3 vertes dans une
boite cubique et 3 rouges et 4 vertes dans une
boite cylindrique.

1. Dans un premier jeu, il choisit simultanément
trois billes au hasard dans la boite cubique et il
regarde combien de billes rouges il a choisies.
On appelle X la variable aléatoire correspondant
au nombre de billes rouges choisies.

a) Déterminer la loi de probabilité de X.

b) Calculer I’espérance mathématique de X.

2. Un deuxieme jeu est organisé de telle sorte
que I’enfant choisisse d’abord au hasard une des
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deux boites, puis qu’il prenne alors une bille,
toujours au hasard, dans la boite choisie. On
considere les événements

suivants :

C1 : « L’enfant choisit la boite cubique »,

C2 : « L’enfant choisit la boite cylindrique »,
R : « L’enfant prend une bille rouge »,

V : « L’enfant prend une bille verte ».

a) Représenter par un arbre pondéré la situation
correspondant a ce deuxieme jeu.

b) Calculer la probabilité de 1’événement R.

¢) Sachant que I’enfant a choisi une bille rouge,
quelle est la probabilité qu’elle provienne de la
boite cubique ?

3. L’enfant reproduit n fois de suite son
deuxieme jeu, en remettant a chaque fois la bille
tirée a sa place.

a) Exprimer, en fonction de n, la probabilité
pnque ’enfant ait pris au moins une bille rouge
au cours de ses n choix.

b) Calculer la plus petite valeur de n pour
laquelle p,, > 0,99.

Une urne contient 9 boules vertes et une
boule rouge.

1. Au cours de I’expérience qui consiste a
extraire simultanément 3 boules de 1’urne, quelle
est la probabilité p1 d’obtenir exactement une
boule rouge ?

2. L’expérience précédente est répétée cing fois
de suite, avec a chaque fois, remise dans 1’urne
des 3 boules que I’on a tirées.

Soit X le nombre de boules rouges obtenues au
cours de cing tirages.

a) Déterminer la loi de probabilité de X et
calculer son expérience mathématique.

b) Calculer I’écart-type de X.

3. On extrait une premiére boule de I’urne et on
ne I’y remet que si elle est rouge. On extrait
ensuite une deuxiéme boule de 1’urne.

Quelle est la probabilité p2 pour que cette boule
soit rouge ?

A la gare A, 16 voyageurs ont pris chacun 1
billet dont :

¢ 7 pour la gare B (prix du billet 5000 francs)

¢ 5 pour la gare C (prix du billet 6000 francs)

¢ 4 pour la gare D (prix du billet 7500 francs)

1. On choisit au hasard un de ces voyageurs. Soit
X la variable aléatoire associant a chaque
voyageur le prix de son billet en franc.
a)Déterminer la loi de probabilité de X.

b) Calculer I’espérance mathématique de X.

c) Calculer I’écart type de X.

d) Définir la fonction de répartition F de X puis
la représenter dans un repére orthogonal

2. On choisit maintenant, au hasard, trois de ces
voyageurs.

a)Calculer la probabilité pour que ces trois
voyageurs aient trois destinations différentes.
b) Calculer la probabilité pour qu’au moins un
des voyageurs ait un billet pour la gare B.

c) Quelle est la probabilité pour que cette
direction soit B, sachant que les trois voyageurs
ont la méme destination ?

Un joueur lance simultanément trois pieces
de monnaie parfaitement équilibrées. 1l gagne 60
francs s’il obtient 3 faces, gagne 30 francs s’il
obtient 2 faces exactement, gagne 10 francs s’il
obtient une face exactement, mais perd 100
francs s’il n’obtient que des piles.

On désigne par X la variable aléatoire
représentant en francs le gain du joueur (un gain
est positif ou négatif).

1. Etablir la loi de probabilité de la variable X
2. Déterminer :

a) la probabilité de gagner strictement moins de
30 francs.

b) La probabilité de gagner strictement plus de
10 francs.

3. Calculer I’espérance mathématique de la
variable X. Que représente ce résultat pour le
joueur ?

4. Un jeu est équitable si I’espérance de X est
nulle.

a) Le jeu précédant est-il équitable ? favorable
ou defavorable au joueur ?

b) Combien le joueur devrait-il perdre lorsqu’il
n’obtient que des piles pour que le jeu soit
équitable ?

Le carré. ABCD représente une cible sur
laquelle on lance des fléchettes.
Les longueurs des cotés des 4 carrés sont

respectivement de 8 cm, 6¢cm, 4 cm et 2 cm. On
suppose que :
— on ne rate jamais la cible
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—la probabilit¢ d’atteindre une  zone est
proportionnelle a son aire.

1. Calculer les probabilités P1, P2, P3 et P4
d’atteindre les zones C1, C2, C3 et C4 (la zone
C2 est en gris)

2.Doumbia lance une fléchette. S’il atteint :
—Clil gagne 100 F

—C2ilgagne 50 F

— C3il perd 20F

— C4 il perd 30F

On désigne par X le gain algébrique de Doumbia

a) Donner 'univers image de X

b) Donner la loi de probabilité de X

On suppose que Pol lance 16 fléchettes, les unes
apres les autres, dans les mémes conditions.
Raisonnablement peut-il espérer gagner de
I’argent ? le jeu est — il équitable ?

On se propose de tester I’efficacité d’une
serrure a code et d’un systéme d’alarme.

Une porte est munie d’un dispositif portant les
touches: 1,2, 3,4,5,6,7,8 9¢etA, B, C,D.

La porte s’ouvre lorsque 1’on frappe dans 1’ordre
trois chiffres et deux lettres qui forment un code.
Les chiffres sont nécessairement distincts, les
lettres non.

1. Qu’elle est la probabilité pour qu’une
personne ouvre la porte au premier essai dans
chacun des cas suivants :

a) elle ignore le code ;

b) elle se souvient seulement que les trois
chiffres du code sont pairs ;

c) elle se souvient de plus que les deux lettres du
code sont identiques.

2. La porte est équipée d’un systéme d’alarme se
déclenchant lorsqu’un des trois chiffres frappés
ne figure pas sur la liste des chiffres du code.

Un enfant ignorant le code tente de déclencher
I’alarme.

a) Quelle est la probabilité pour qu’il provoque
le déclenchement de la siréne a 1’issue d’un seul
essai ?

Il effectue 8 essais successifs et indépendants.
b) Calculer la probabilité pour qu’il déclenche
I’alarme exactement deux fois au cours des 8
essais.

¢) Calculer la probabilité pour qu’il déclenche
I’alarme au moins 7 fois au cours des 8 essais .

Un loueur de bateau posséde 5 bateaux qu’il
loue a la journée.

Chaque jour il les vérifie et les réparent
éventuellement.

Chaque bateau a une chance sur dix d’étre
immobilisé.

Calculer la probabilité qu’un jour donné, il y ait
exactement 2 bateaux immobilisés.

Pour une marque de téléphone portable

donnée, on s’intéresse a deux options de
derniére technologie proposées, le GPS et le
WIFL. Sur I’ensemble des téléphones portables,
40% posseédent I’option GPS. Parmi les
téléphones avec 1’option GPS, 60% ont I’option
WIFI.

On choisit au hasard un téléphone portable de
cette marque et on suppose que tous les
téléphones ont la méme probabilité d’étre
choisis.

On considére les événements suivants :

G : « le téléphone possede 1’option GPS ».

W : «le téléphone possede 1’option WIFI ».
Dans tout I’exercice, le candidat donnera des
valeurs exactes.

1° Calculer les probabilités suivantes : P(G),
P(WI/G).

2° Déterminer la probabilité de I’événement « le
téléphone posséde les deux options ».

On suppose que la probabilité de W est :
P(W)=0,7.
3° Démontrer que P(W/G) = g
4° On choisit un téléphone avec 1’option WIFI.
Quelle est la probabilité qu’il ne posséde pas
I’option GPS ?
5° Le cott de revient par téléphone d’une option,
pour le fabricant de téléphones, est de 8400F
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pour I’option GPS et de 4200F pour I’option
WIFI.

On note X la variable aléatoire égale au codt de
revient de ces deux options.

a) Déterminer la loi de probabilité de X.

b) Calculer I’espérance mathématique de X.
Interpréter le résultat.

Le sang humain est classé en 4 groupes
distincts : A, B, AB et O.

Indépendamment du groupe, le sang peut
posséder le facteur Rhésus. Si le sang d’un
individu posséde ce facteur il est dit de Rhésus
positif (noté Rh+), s’il ne possede pas ce facteur
il est dit de Rhésus négatif (noté Rh-).
Sur une population P les groupes sanguins se
répartissent d’aprés le tableau suivant :

A B AB O

40% 10% 5% 45%

Pour chaque groupe la proportion d’individus
possédant ou non le facteur Rhésus se répartit
d’apres le tableau suivant :

Groupe | A B AB o]

Rh+ 82% 81% 83% 80%

Rh- 18% 19% 17% 20%

Un individu ayant un sang du groupe O et de
Rhésus négatif est appelé un donneur universel.
1.a) Quelle est la probabilité pour qu’un individu
pris au hasard dans la population P ait un sang
du groupe O ?

b) Quelle est la probabilité pour qu’un individu
pris au hasard dans la population P soit un
donneur universel ?

¢) Quelle est la probabilité pour qu’un individu
pris au hasard dans la population P ait un sang
de Rhésus négatif?

2. On choisit au hasard 5 individus de la
population P et on appelle X la variable aléatoire
égale au nombre de donneurs universels figurant
parmi ces 5 individus.

a) Donner la loi de probabilité de X.

b) Déterminer 1’espérance mathématique de X.

On considere 2 avions : un biréacteur B et
un gquadriréacteur Q.

On suppose que tous les réacteurs de ces avions
ont la méme probabilité p, de tomber en panne et
qu’ils sont indépendants les uns des autres.

Soit X et Y les variables aléatoires suivantes :
X est le nombre des réacteurs de B tombant en
panne ;

Y est le nombre des réacteurs de Q, tombant en
panne.

1° Déterminer les lois de probabilités de X et Y.
2° On estime qu’un avion ne peut achever son
vol que si la moitié au moins de ces réacteurs
fonctionnent normalement.

Soit Pg et Py les probabilités d’un vol réussi
respectivement par B et par Q.

a) Calculer Pg et Py en fonction de p.

b) Indiquer selon les valeurs de p celui des 2
avions B et Q qui offre la meilleure sécurité.

Dans le but de contrdler 1’état d’ébriété des
conducteurs automobiles, la police procéde & un
alcootest.

On admet que 2% des personnes controlées sont
en état d’ébriété.

La police controle n personnes. On considére la
variable aléatoire X égale au nombre de
personnes en état d’ébriété au cours de ce
controle.

1° Déterminer la probabilité P, qu’au cours de
ce contréle, il y ait au moins une personne en
état d’¢briété.

2° Déterminer le nombre minimal n de
personnes a contrbler par la police pour que

P, = 0,95.

Avant un appel téléphonique, un abonné
s’apercoit qu’il a oublié les quatre derniers
chiffres du numéro a former, mais il sait qu’ils
sont distincts et il se rappelle le nombre formé
par les autres chiffres.

1° 1l compose un de ces numéros au hasard.
Qu’elle est la probabilité pour que parmi les
quatre derniers chiffres composeés :

a) 0 ne figure pas ?

b) 0 figure exactement deux fois ?

¢) 0 figure au moins une fois ?

2° L’abonné se souvient maintenant que les
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quatre derniers chiffres sont 1,3,8,5 mais sans
retrouver leur ordre.

Il compose un de ces numéros au hasard, tous
les choix étant équiprobables.

Soit X la variable aléatoire égale au nombre de
chiffres qui ne figurent pas a leur place.

a) Donner la loi de probabilité de X.

b) Déterminer 1’espérance mathématique de X.

Un parking pour voitures comporte 10 places
numérotées de 1 a 10 délimitées pour le
stationnement des véhicules.

La probabilité d’occupation d’une place
guelcongue est égale a 70%. On admet de plus
que chaque place a la méme probabilité d’étre
occupée.

Un conducteur veut garer au hasard son véhicule
sur ce parking.

1° Quelle est la probabilité pour qu’il y ait
exactement 3 places libres quand il se présente a
I’entrée du parking ?

2° Quelle est la probabilité pour que les places
numeérotées 3, 6 et 9 soient libres quand le
conducteur se présente a I’entrée du parking ?
3° Soit X la variable aléatoire égale au nombre
de places libres dont le numéro est un multiple
de 3.

a) Donner la loi de probabilité de X.

b) Déterminer |’espérance mathématique de X.
c) Représenter la fonction de répartition de X.

On propose le jeu suivant :

Pour une mise de 600 F, un joueur lance un dé
cubique bien équilibré possédant :

une face numérotée 1 ; deux faces numérotées
2 : une face numérotée 4 ; une face numérotée
5 ; une face numérotée 6 .

e Si le dé amene un 6, le joueur recoit 1800 F.
e Si le dé amene un 5, le joueur recoit 600 F.
e Si le dé amene un 4, le joueur recoit 300 F.
e Dans les autres cas, le joueur ne regoit rien.
1. Soit X la variable aléatoire égale au gain
algébrique du joueur.

Déterminer la loi de probabilité de X.

2. Un joueur se présente : il n’a que 1000F.
Quelle est la probabilité qu’il puisse jouer une
deuxiéme partie ?

Un jeu consiste a lancer trois billes
numérotées 1, 2, 3 en direction de trois trous

notés T, , T, , T3 ; chaque bille entre dans un trou
et chaque trou peut recevoir jusqu’a trois billes.
1. Calculer la probabilité pour que :

a) chaque trou recoive une bille ;

b) le trou T; recoive deux billes exactement.

¢) chaque trou recoive au maximum deux billes.
2. On note X la variable aléatoire représentant le
nombre de billes tombées dans le trou T;.

a) Déterminer la loi de probabilité de X.

b) Calculer I’espérance mathématique de X.

3. La partie est gagnée si les trois billes entrent
dans des trous différents.

Quelle est la probabilité pour qu’en jouant Sept
parties, successivement, on gagne exactement
trois parties ?

BAC D SESSION 2007

Une population d’éleves comportant 40% de
bacheliers a subi un test de recrutement en
premiére année d’une grande école.

Ce test a donné les résultats suivants :

¢ 75% des bacheliers sont admis ;

¢ 52% des non bacheliers sont admis.

Partie A

On choisit au hasard un éléve de la population.
On note :

B I’événement : « 1’éléve est bachelier »

T I’événement : « I’éléve est admis au test »

A I’événement : « I’él&ve est bachelier et est
admis au test».

1. Préciser chacune des probabilités suivantes :
a) La probabilité P(B) de I’événement B ;

b) La probabilité Pg(T) de T sachant que B est
réalisé ;

c) La probabilité Pg(T) de T sachant que B n’est
pas réalise ;

2. Démontrer que la probabilité de I’événement
A est égale a 0,3.

3. Calculer la probabilité de I’événement T

4. Déduire des questions précédentes que les
événements B et T ne sont pas indépendants.

5. Démontrer que la probabilité pour qu’un ¢éléve

. . . . s 25
admis au test soit bachelier est égal a o

Partie B
On choisit au hasard 5 éléves de la population
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étudiée.

On note X la variable aléatoire égale au nombre
d’étudiant bacheliers et admis au test parmi les 5
choisis.

1. Démontrer que la probabilité pour que 3
seulement des 5 éléves soient bacheliers et
admis au test est égale a 0.1323.

2. Calculer I’espérance mathématique de X.

BAC D REMPLACEMENT 2002

Une société de transport a déposé ses dix cars
en vue d’une révision dans un garage.
Devant I’impossibilité de tenir les délais, le
mécanicien a procédé a la révision de seulement
huit cars choisis au hasard sur les dix.

La société décide tout de méme de mettre les dix
cars en circulation.

Elle estime que :

- si un car est révisé, la probabilité pour qu’il
tombe en panne avant la prochaine révision est
égalea 0,1.

- si un car n’est pas révisé, la probabilité pour
qu’il tombe en panne avant la prochaine révision
est égale a 0,6.

1. On choisit au hasard un car sur les dix.

a) Calculer la probabilité pour qu’il ait été
réviseé.

b) Calculer la probabilité pour qu’il ait été révisé
et qu’il tombe en panne avant la prochaine
révision.

c¢) Calculer la probabilité pour qu’il n’ait pas été
révisé et qu’il tombe en panne avant la
prochaine révision.

d) En déduire que la probabilité pour qu’il
tombe en panne avant la prochaine révision est
égale 4 0,2.

2. La société apprend que 1’un de ses cars est
tombé en panne avant la prochaine révision.
Calculer la probabilité pour que ce car ait été
réviseé.

3. On suppose que 1’état de chaque car est
indépendant des états des autres cars.

Calculer la probabilité pour que neuf cars au
moins sur les dix ne tombent pas en panne avant
la prochaine révision.

(On donnera I’arrondi d’ordre 2 du résultat.)

Dans cet exercice, sauf indication contraire,
les résultats seront arrondis & 1075,

La société ivoirienne de contréle technique
(SICTA) effectue un contrdle technique sur des
véhicules dans le mois de septembre dont 1,6%
sont en mauvais état.

Ce contréle a permis d’établir que :

- si un véhicule est en bon état, il est admis a la
visite technique avec une probabilité égale a
0,95.

- si un véhicule est en mauvais état, il échoue a
la visite technique avec une probabilité égale a
0,97.

On note :

* M I’événement : « le véhicule est en mauvais
état » ;

» A I’événement : « le véhicule est admis a la
visite technique ».

1. La SICTA contr6le au hasard un véhicule.

a) Quelle est la probabilité qu’il soit en mauvais
état ?

b) Démontrer que la probabilité qu’un véhicule
soit en mauvais état et soit admis a la visite
technique est égale a 0,00048.

c¢) Calculer la probabilité qu’un véhicule soit en
bon état et échoue a la visite technique.

d) Démontrer que la probabilité qu’il y ait une
erreur de contrble est égale a 0,04968.

e. Le véhicule contrélé est admis a la visite
technique.

Calculer la probabilité que ce véhicule soit en
mauvais état.

2.La SICTA contr6le 5 véhicules de fagon
indépendante.

a) Calculer la probabilité qu’il y ait exactement
deux erreurs de contrble parmi ces 5 véhicules.
b) Calculer la probabilité qu’il y ait au moins
une erreur de contrdle parmi ces 5 véhicules.

3. Dans cette question, on donnera les valeurs
arrondies des résultats a 107 pres .

La SICTA controle 100 véhicules de fagon
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indépendante.

Soit X la variable aléatoire égale au nombre de
vehicules sur lesquelles il y a une erreur de
controle.

a) Calculer I’espérance mathématique de X.

b) Interpréter le résultat précédent.

BAC D SESSION 1992

On dispose d’un quadrillage de 3 lignes sur 6
colonnes et de jetons sur lesquels sont inscrites
les 18 premiéres lettres de I'alphabet francais.
L’expérience consiste a placer, au hasard un
jeton par case de maniére a recouvrir
exactement les 18 cases formées par ce
guadrillage.

1. On désigne par E I'événement : « les lettres a,
b et ¢ se trouvent toutes les trois sur la
premiere ligne ».

Démontrer que la probabilité de I'événement E
est égale a zsﬂ .

2. Sachant que la premiéere case de la premiere
ligne est occupée par un jeton portant la lettre
d, quelle est la probabilité pour que les lettres
a, b, ¢, soient encore sur la premieére ligne ?
(On donnera le résultat sous forme de fraction
irréductible).

BAC D SESSION 1994

Une loterie nationale propose un jeu appelé le
« jeu de trefle » .

Chaque ticket comporte une grille de 9 cases a
gratter.

Dans chaque grille, 3 cases exactement sont
marquées d’un trefle.

Un ticket est gagnant gagnant si les trefles sont
alignés sur une colonne, sur une ligne, ou sur

une diagonale. ( Voir exemples ci-dessous).

Un ticket perdant Un ticket gagnant

A |B C A |B C
1 | & 1 L
2 | & (& 2 L
3 3 &

1.a) Justifier que la probabilité pour qu’un

. . . . .2
joueur achete un ticket gagnant est égale a o

b) Quelle est la probabilité de gagner sachant
gue la case Al contient un trefle ?

(A1 est la case correspondant a I'intersection de
colonne A et de la ligne 1).

c) Quelle est la probabilité de gagner sachant
que la case numérotée Al ne contient pas de
trefle ?

2. Un joueur achéte n tickets ( n € N*).

a) Calculer la probabilité P, pour que le joueur
ait au moins un ticket gagnant.

b) Pour quelles valeurs de n a-t-on P, =0,97

BAC D REMPLACEMENT 1994

Une urne A contient six jetons marqués
respectivement1;1;2;3;3;3.

Une urne B contient quatre jetons marqués
respectivement 0;0;0;5.

On tire un jeton de I'urne A, puis un jeton de
I"'urne B. On suppose que chaque tirage est
équiprobable. Le résultat de ce double tirage
détermine une variable aléatoire X dont la
valeur est le nombre ayant ayant pour chiffre
des dizaines le chiffre marqué sur le jeton tiré
de l'urne A et pour chiffre des unités, celui
marqué sur le jeton tiré de I'urne B.

1. Déterminer la loi de probabilité de X.

2. Représenter graphiquement la fonction de
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répartition F de X.
3. Justifier que I'espérance mathématique E(X)

. . 275
de X est égale a T

BAC D SESSION 1995

Une urne contient 6 boules jaunes, 3 boules
vertes et une boule rouge indiscernables au
toucher.

On tire au hasard et simultanément 2 boules du
sac.

1. Quelle est la probabilité de tirer 2 boules de
méme couleur ?

2. Soit X la variable aléatoire qui, a chaque
tirage de 2 boules, associe +2 si les 2 boules
sont de méme couleur et -2 si les 2 boules sont
de couleurs différentes.

a) Déterminer la loi de probabilité de X.

b) Justifier que I'espérance mathématique E(X)
de X est égalea-0,4.

3. Onrecommence 3 fois la méme épreuve, en
notant chaque fois la valeur de X obtenue, et en
remettant les 2 boules dans le sac aprés chaque
tirage.

Soit Y la variable aléatoire égale a la somme des
3 valeurs de X obtenues.

a) Déterminer la loi de probabilité de Y.

On donnera I'arrondi d’ordre 3 des résultats.

b) Calculer I'espérance mathématique E(Y) de Y.
Interpréter le résultat obtenu.

BAC D SESSION 1996

Partie A

Une urne contient 10 boules indiscernables au
toucher : 6 boules blanches et 4 boules rouges.
On tire simultanément 2 boules de l'urne.

1. Soit X la variable aléatoire qui, a chaque
tirage de 2 boules, associe le nombre de boules
rouges tirées.

a) Déterminer la loi de probabilité de X.

b) Calculer I'espérance mathématique E(X) de X.

Partie B

Soit un entier naturel ntelque:2 < n < 8.
Une urne contient 10 boules indiscernables au
toucher : n boules blanches et ( 10 — n) boules
rouges.

On tire simultanément 2 boules de l'urne.

1. Démontrer que la probabilité P(n) de tirer 2

boules de la méme couleur est :

2n%-20n + 90
P(n) ==

2. Déterminer le nombre de nombre n de
boules blanches pour que P(n) soit minimum.

BAC D SESSION 1993

Le propriétaire d’'une loterie met en vente des
billets numérotés de 1 a 50.

La regle du jeu est la suivante :

- sile numéro du billet se termine par 0 ou 5, le
client gagne 2000 F ;

- si le numéro du billet se termine par3 ;6 ou9,
le client gagne 1000 F;

- dans les autres cas, le client ne gagne rien.

1. Un client choisit un seul billet. On suppose
que chaque billet a la méme chance d’étre tiré.
a) Quelle est la probabilité pour qu’il gagne
1000 F ?

b) Quelle est la probabilité pour qu’il gagne
2000 F ?

c) Soit X la variable aléatoire qui, a chaque billet
tiré, associe le gain réalisé.

Calculer I'espérance mathématique E(X) de X.
2. Trouvant qu'’il y a trop de gagnants, le
propriétaire décide de retirer de la vente un
certain nombre n billets terminés O ou 5
(0<n<10).

Le client tire alors un billet parmi ceux restants.
Soit X, la variable aléatoire qui, a chaque billet
tiré, associe le gain réalisé.

a) Calculer en fonction de n I'espérance
mathématique E(X,,) de X,,.

b) En déduire le nombre minimal de billets a
retirer pour que E(X,) < 500.
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3. Le propriétaire enleve 7 billets terminés par 0
ou 5.

Un client tire simultanément 2 billets parmi
ceux restants.

a) Quelle est la probabilité pour gu’il gagne
4000 F ?

b) Quelle est la probabilité pour qu’il ne gagne
pas?

BAC D 2F SESSION 2005

Dans un quartier d’affaires, les automobilistes
qui désirent se garer doivent utiliser des
parkings payants. Le stationnement est interdit
en tout autre endroit.

La probabilité pour un automobiliste d’étre
interpellé par la police municipale pour
stationnement interdit et d’avoir alors une
amende a payer est égale a 0,2 .

Monsieur Wariko, homme d’affaires ayant
constaté que les stationnements payants lui
reviennent trop cher, prend le risque de se
garer en stationnement interdit.

Il se gare ainsi 20 fois par mois.

( Les résultats seront donnés sous forme
d’arrondi d’ordre 2).

1. Démontrer que la probabilité pour que
Monsieur Wariko ne paye aucune amende dans
le mois est égale a 0,01.

2. Calculer la probabilité pour que Monsieur
Wariko paye exactement deux amendes dans le
mois.

3. Soit X la variable aléatoire qui prend pour
valeurs le nombre d’amendes que Monsieur
Wariko doit payer chaque mois.

a) Calculer I'espérance mathématique E(X) de X.
b) En déduire que Monsieur Wariko paye en
moyenne 4 amendes par mois.

4. La mairie de la ville s’est rendue compte que
le nombre de personnes se garant en
stationnement interdit s’est accru, encombrant
ainsi les voies. Elle a donc décidé d’augmenter
le montant de 'amende de facon a décourager

ceux qui se garent stationnement interdit.

Un automobiliste qui se gare 20 fois par mois
dans les parkings payants, paye en moyenne
30000 F par mois.

A partir de quel montant d’amende, Monsieur
Wariko a-t-il intérét a utiliser les parkings
payants ?

Une urne contient 2 jetons blancs et n jetons
noirs, indiscernables au toucher,
(n€INetn>2).

1. Une partie d’un jeu consiste a tirer 2 jetons de
I’urne, simultanément. Pour chaque jeton blanc
tiré, le joueur gagne 2 points et pour chague
jeton noir tiré, il perd 1 point.

Mr KONAN participe a une partie.

Soit X la variable aléatoire égale au gain
algébrique des points obtenus par Mr KONAN a
I’issu d’un tirage.

a) Déterminer la loi de probabilité de X.

b) Démontrer que 1’espérance mathématique

_n2
E(X) de X est telle que: E(X) = %

c) Déterminer la valeur de n pour laquelle le jeu
est équitable.

2. Pour la suite, on prendran =4 .

Mr KONAN joue 8 parties successives, avec
remise dans 1’urne des jetons tirés avant chaque
nouvelle partie.

On considére que Mr KONAN est gagnant a
I’issue de chaque partie, lorsque le gain
algébrique des points obtenus est strictement
positif et qu’il est perdant dans le cas contraire.
a) Calculer la probabilité pour que Mr KONAN
gagne exactement trois parties a I’issue des 8
parties.

b) Calculer la probabilité pour que Mr KONAN
gagne exactement sept parties a I’issue des 8
parties.

c) Calculer la probabilité pour que Mr KONAN
gagne au moins une parties a 1’issue des 8
parties.
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STATISTIQUES

COURS oo 234
TRAVAUX PRATIQUES 239
EXERCICES oo 240

COMMENTAIRES

e Ce théme vise a:

- compléter les connaissances en statistique descriptive en abordant 1’étude des séries doubles ;
- apprendre & utiliser les tableaux et & interpréter le coefficient de corrélation linéaire.

e On étudiera d’abord les tableaux a double entrée en cherchant a donner du sens aux éléments qui les
composent.

e On étudiera la corrélation existant entre deux variables, puis I’ajustement linéaire et ses applications
(extrapolation, interpolation et mise en évidence de lois physiques).
Ce sera I’occasion de réinvestir les techniques vues les années précédentes.

e On se servira d’une activité d’introduction pour rappeler le vocabulaire, les calculs de statistique a une
variable, et le sens des notions de moyenne et de variance de séries simples.

Association des Professeurs de Mathématiques de la Région de Gbéké  STATISTIQUES
232



e On veillera a une bonne compréhension des éléments du tableau .

e L’interprétation des résultats fera I’objet d’une activité aves les €éléves. Dans les rédactions des copies,
les éleves devront :

- soit faire apparaitre explicitement les formules, puis leur application numérique ;

- soit faire les tableaux de calculs avec les valeurs des séries.

e Les fonctions statistiques de la calculatrice serviront a vérifier les résultats. Les énoncés devront
indiquer précisément la fagcon dont on arrondi les résultats.

e Pour la lecture des tableaux, on multipliera les questions orales, sans perdre de temps a faire écrire les
réponses.

e On lira soigneusement les énoncés et on choisira les questions parmi celles qui sont proposés, afin de
répondre a des objectifs précis.

CONTENUS CAPACITES ATTENDUES
1.Tableaux statistiques a double entrée. < Utiliser un tableau a double entrée représentant
2.Tableaux de fréquences marginales une série a deux caractéres pour reconstituer les
3.Nuage de points séries marginales.

4.Point moyen & Déterminer une équation d’une droite
5.Ajustement linéaire par la méthode des d’ajustement linéaire par la méthode des moindres
moindres carrés. carres.

6.Covariance @ Calculer la covariance.

7.Droite de régression < Calculer le coefficient de corrélation linéaire.
8.Coefficient de corrélation linéaire < Interpréter le coefficient de corrélation .
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COURS

|. SERIES STATISTIQUES DOUBLES

On observe que dans certains cas, il semble exister un lien entre deux caractéres d 'une population, par
exemple entre le poids et la taille d’un nouveau-né, entre le chiffre d affaire et le montant des charges
d’une société, entre la consommation et la vitesse d’une voiture, ....

1l est alors intéressant d’étudier simultanément deux caracteres d 'une méme population.
1. Tableaux a double entrée, nuage de points, point moyen

Tableaux a double entrée

Activité 1

On a relevé le poids X(en kg) et la taille Y(en cm) de 30 éléves d’une classe de TD ; on a obtenu le
tableau & double entrée :

X 59 62 65 68 71 74 77
Yy
165 1 0 2 2 0 0 0
168 0 2 0 0 0 1 0
171 0 0 1 4 1 0 0
174 0 2 3 0 3 2 0
177 0 0 0 1 1 2 0
180 0 0 0 0 0 0 2
1. Combien d’¢léves ont une taille de 171cm et un poids de 68 kg ?
2. Combien d’¢éléves ont une taille de 171 cm ? Combien ont un poids de 68 kg ?
3.a) Compléter le tableau suivant :
59 62 65 68 71 74 77 Total
165 1 0 2 2 0 0 0
168 0 2 0 0 0 1 0 3
171 0 0 1 4 1 0 0
174 0 2 3 0 3 2 0
177 0 0 0 1 1 2 0
180 0 0 0 0 0 0 2
Total 1 5 30

b) Vérifier qu’on obtient les 2 tableaux suivants appelés séries marginales de X et Y :

Série marginale de X

Poids (X))

59

62

65

68

71

74

77

Effectif n,

1

4

6

7

5

5

2
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Série marginale de Y
Taille (y;) 165 168 171 174 177 180
Effectif n; 5 3 6 10 4 2

Nuage de points
Le plan étant muni d’un repére orthogonal, on appelle nuage de points associé a la série statistique double
(X,Y), les points du plan de coordonnées (Xi, Y;j) d’effectif non nul.

Représentation graphique

Point moyen
On appelle point moyen du nuage de points représentant la série statistique double ( X ; Y') le point G de
coordonnées (X ; Y) ou X et Y désignent les moyennes respectives des séries marginales.

Exemple : Déterminer le point moyen G des séries marginales X et Y de la série double définie dans
Iactivité 1.

2. Regroupement en classes

Activité 2

On considére une population de 100 individus. On reléve pour chaque individu son poids (en kg) et sa
taille (en cm). Soit X le caractére « poids » et Y le caractére « taille ».

Les résultats sont regroupés dans le tableau ci-dessous.

v " |[40 5[ |45 50[ |[50,55[ | [55,60]
[150, 155] | 20 9 1 0
(155 160] | 2 18 4 1
[160.165] | 0 5 12 6
[165.170] |0 1 7 4
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1. Déterminer les séries statistiques marginales

2.a) Combien d’individus ont une taille inférieure a 160 cm ?

b) Combien d’individus ont un poids supérieur ou égal a 50 kg ?

c) Combien d’individus ont un poids supérieur ou égal a 50 kg et une taille inférieure a 160 cm?
3. représenter le nuage de points et déterminer les coordonnées du point moyen G

3. Tableau linéaire

Activité 3

Le tableau suivant donne, pour douze dactylographes :

- Le nombre d’années d’expériences (caractére X)

- Le nombre de mots tapés a la machine a écrire en une minute (caractere Y).

Dactylographe | A B C D E F G H [ J K L

Années 4 7 8 1 6 3 5 2 9 6 7 10
d’expérience
Nombre de 28 |45 |49 |20 |44 |30 |38 |22 |50 |35 |42 |53
mots tapés

Représenter le nuage de points de la série double (X;Y) et calculer les coordonnées du point moyen G.

I1. AJUSTEMENT LINEAIRE

Faire un ajustement linéaire d’un nuage de points c’est tracer une droite qui passe « le plus pres possible »
de tous les points du nuage, lorsque la forme du nuage le suggere.
NB : Il existe plusieurs méthodes pour faire cet ajustement linéaire dont la méthode des moindres carrés

1. Covariance
Soit une série statistique double (X ,Y) données par le tableau suivant :

X; X1 Xy Xp
Yi Y1 V2 Y
n; nqg n, n,

N=n1+n2+"'+np

Définition

On appelle covariance de ( X, Y ) le nombre réel noté cov (X ;Y) et défini par :
n(x1 —X)(y1-Y) +na(x2 = X)(y2 - Y) + -+ np(xp, — X) (¥, - ¥)

cov(X;Y)= N
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Propriété

n{x +n,x +--+n,x - —
cov(X;Y) = 1%X1Y1 2 2}1’; p pyp_XXy

2. Droites de régression par la méthode des moindres carrés

Définition et propriété

¢ On appelle droite de régression de y en x par la méthode des moindres carrés, la droite d’équation

y=ax+bou azw eth=Y —aX
¢ On appelle droite de régression de x en y par la méthode des moindres carrés, la droite d’équation

; _ cov(X;Y)

x=ay+b'oua = ) et =X—-a'Y

Remarque
Les droites de régression passent toujours par le point moyen G (X ;Y) du nuage.

Exemple

Le tableau suivant donne, pour douze dactylographes :

- le nombre d’années d’expériences (caractere X) ;

- le nombre de mots tapés a la machine a écrire en une minute (caractere Y).

(-
A
—

Dactylographe A |B C D E F G H [
Années 4 |7 8 1 6 3 5 2 9 6 7 10
d’expérience X

Nombre de mots | 28 | 45 49 20 44 30 38 22 50 35 42 53
tapés Y

1. Calculer les moyennes X et Y respectivement des variables X et Y.

2. Calculer les variances V(X) et V(Y) et la covariance cov (X, Y) de X et Y.
3. a) Déterminer une équation de la droite (D) de régression de y en x .

b) Déterminer une équation de la droite (D’) de régressionde x en'y .

Solution
Disposition pratique :
Total
Xi 4 7 8 1 6 3 5 2 9 6 7 10 68

Yi 28 |45 49 20 |44 30 |38 22 |50 35 42 53 456

Xiyi | 112 | 315 392 |20 264 |90 |190 |44 450 |210 |294 |530 |2911
xic |16 |49 64 1 36 9 25 4 81 36 49 100 | 470

yi> | 784 | 2025 | 2401 | 400 | 1936 | 900 | 1444 | 484 | 2500 | 1225 | 1764 | 2809 | 18672

1.Y=%z5,67et?=ﬁ—38

1 12
2.V(X) =2 = (5,67)? ~ 7,02
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18672
V() = ——— (38)* =112

2911

cov(X;Y) = ———— (5,67 x 38) = 27,12

3.a) Equation de la droite ( D ) de régressiondey en x :
_cov(X;Y)
VX

(D) :y =3,86x + 16,11

b) Equation de la droite (D’) de régression de x en y :
, _cov(X;Y)

V(Y)
(D) :x = 0,24y — 3,45 .

~386eth=Y —aX ~ 16,11

~024eth =X —a¥ ~ —345

3. Coefficient de corrélation linéaire

Définition
.. .- L, , . __ cov(X;Y)
On appelle coefficient de corrélation linéaire le nombre réel r tel que : r = AOO®D
Exemple
. . Ho s L . e 27112
Le coefficient de corrélation linéaire de 1I’exemple précédent est : r = o 0,92

Propriétes

m 7,aeta sontde méme signe que cov(x,y)
m onadmetque |r| < 1c’est—a-dire -1 < r <1.

Remarques
La corrélation linéaire entre les caractéres X et Y est d’autant meilleure que |r| ce nombre réel est proche
de 1.

On dit qu’il y a une forte corrélation (ou une bonne corrélation) si || €[0.87 ; 1].

Intérét

Si |r | € [0.87 ; 1] on peut faire des prévisions ¢ est-a- dire si on donne x,, on calcule

Yo = axg + b a partir de I’équation de la droite de régression de y en fonction de x et vice versa.

On fait de méme si on connait I’équation de la droite de régression de x en fonction de y.

m Siy = ax + b est une équation de la droite de régression de y en fonction de xet x = a’y + b’ une

équation de la droite de régression de x en fonction de y alors r2 = aa’ et |r | = Vad'.

m Sir’=1alorsaa’ =1 donca=1/a’.

Les deux droites de régression (D) et (D’) sont alors confondues ; on dit que I’ajustement linéaire est
parfait.

m |l ne faut pas confondre une forte corrélation et une liaison de cause a effet.
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TRAVAUX PRATIQUES

Exercice résolu : BAC D SESSION 1999

Un pharmacien observe, durant les dix premiers mois de 1’ouverture de son officine, le chiffre d’affaires
en millions de francs CFA. Le résultat de I’observation est résumé dans le tableau suivant ou X désigne le
numéro du mois et Y le chiffre d’affaires correspondant.

X 1 2 3 4 5 6
Y 12 13 15 19 21 22

1. Calculer les moyennes Xet Y respectivement des variables X et Y.

2. Représenter graphiguement le nuage de points de cette série statistique double ainsi que le point
moyen G. (unités 2 cm en abscisses et 1cm en ordonnées).

3. Calculer la variance V(X) de Y et la covariance COV (X, Y) de X et Y. (les résultats seront donnés
sous forme de fractions irréductibles).

4. Démontrer qu’une équation de la droite de régression (D) de Y en fonction de X est :

y= gx +92.
5) Tracer la droite (D)

6) En utilisant la droite (D), calculer une estimation du chiffre d’affaires de cette pharmacie a la fin du
septieme mois.

Solution

Tableau des calculs

Xi 1 2 3 4 5 6 21
Vi 12 13 15 19 21 22 102
XiYi 12 26 45 76 105 132 396
Xi 1 4 9 16 25 36 91

) X=2=lev="2=17.
2 6

2) Voir graphlque
3) V(X) —Z(xl) - (X) =5 etCov(X,Y) = (ZX y) W:lz_g

4) La droite de régression (D) de Y en fonction de X a pour équation : Y = aX + b avec a =
b=Y —aX.
. (13 (12 _ _
Onaa=(3)(5)=2eth=17- (35)( ) 9,2,
Donc une équation de la droite (D) est: Y = EX +9,2.
5) Voir graphique.
6) Le 7eme mois correspond a x = 7.
Pour X = 7,onaY = 2(7) +9,2 =1248.
A lafin du 7eme mois, le chiffre d affaire sera estimé a 24 800 000 FCFA.

Cov(X,Y)

e et
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EXERCICES

BAC D SESSION 2000
Une entreprise veut prévoir le nombre d’articles qu’elle aurait en stock en I’an 2004.

L’évolution du stock de ses articles au cours des sept derniéres années des années 1990, est donnée par le
tableau statistique ci-dessous :

Ordre x; des 1 2 3 4 5 6 7
années

Nombre y; 3810 | 3860 | 3940 | 4020 | 4100 | 4180 | 4220
d’articles en stock

1. A partir de quelle année I’entreprise s’est-elle intéressée a ses stocks ?

2. Représenter graphiquement le nuage de points de la distribution statistique définie par le tableau
précédent, dans le plan muni du repere orthogonal (O, I, J). (unités 2 cm en abscisses et 200 articles pour
1 cm en ordonnées).

3.Calculer les coordonnées du point moyen G de ce nuage de points.

( On prendra [’arrondi d’ordre 0 pour ['ordonnée de G).

4. Déterminer une équation de la droite de régression (D) de Y en X par la méthode des moindres
carrées.

( On prendra [’arrondi d’ordre 0 pour [’ordonnée de G).

5. Quel serait le nombre d’articles de I’entreprise en stock en 2004 ?
(On donnera I’arrondi d’ordre 1 du résultat).

BAC D REMPLACEMENT 2000

Pour préparer la retraite de ses membres, une coopérative de fonctionnaires ivoiriens a planté en 1991 des
anacardiers qui sont rentrés en production trois ans plus tard. Le tableau suivant donne 1’évolution des
productions depuis la premiére année de récolte.

Ordre X de I’année de 1 2 3 4 5 6 7
production

Année de production 1996

Production Y (en tonne) 118 | 14 184 | 247 | 267 | 278 | 255

1. En quelle année cette coopérative a-t-elle obtenu 278 tonnes d’anacarde ?
2. Recopier et compléter le tableau statistique ci-dessus.
3. Représenter dans le plan muni du repére orthogonal (O, 1, J), le nuage de points de la série statistique
double (X;Y) .
(On prendra sur l’axe des abscisses 2 cm pour une unité et sur l’axe des ordonnées I cm pour 20
tonnes).
4. Déterminer les coordonnées du point moyen G de la statistique double (X;Y) .
5. Justifier que :
a) la variance de X est 4 ;
758

b) la covariance de X et Y est -

170896 |, . , . .
, déterminer ’arrondi d’ordre 2 du coefficient de

6. a) Sachant que la variance de Y est égale a 5
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corrélation linéaire de la statistique double (X;Y) .

b) La corrélation entre les deux variables X et Y est-elle bonne ? Justifier votre réponse.

7.a) Déterminer une équation de la droite de régression (D) de Y en X par la méthode des moindres
carrées.

b) Tracer (D).

8. En quelle année la coopérative produira-t-elle 350 tonnes ?

BAC D SESSION 2002

Une enquéte menée dans une entreprise aupres du personnel, a porté sur le salaire net mensuel par agent
Y et le nombre de personnes par famille, a la charge de chague agent X.

Les résultats sont donnés dans le tableau ci-dessous :

Salaire net mensuel yi | 30 15 25 45 60 45 75
(‘en milliers de francs)
Nombre de personnes | 1 2 2 3 3 4 4
de la famille x;
Salaire net mensuel yi | 80 90 105 | 150 | 100 |120 | 105 | 130
(‘en milliers de francs)
Nombre de personnes | 5 5 5 6 6 6 7 7
de la famille x;

Dans les réponses, tous les résultats seront arrondis au centiéme pres.

1. Représenter graphiquement le nuage de points de la série double (X, Y) dans le plan muni du repére
orthogonal.

Sur I’axe des abscisses, prendre 1 cm pour 1 personne. Sur [’axe des ordonnées, prendre 1 cm pour
10 000 F.

2. a) Calculer le salaire moyen y du personnel de I’entreprise

b) Quel est le nombre moyen de personnes a charge par agent ?

c) Placer le point moyen G du nuage dans le repére.

3. Calculer la covariance cov(X, Y).

4. a) Déterminer une équation de la droite de régression (D) de Y en X par la méthode des moindres
carrées.

b) Tracer (D).

5. Selon cet ajustement, si un agent de cette entreprise 80 000 F par mois, a combien peut-on évaluer le
nombre de personnes de sa famille ? ( On arrondira le résultat a [’entier).

BAC D 3€ SESSION 2004
le tableau statistique suivant indique les variations du chiffre d’affaires Y d’une entreprise commerciale
en fonction du budget de publicité de X. ( X et Y sont exprimés en millions de francs CFA).

X 18 20 22 25 30 34 35 40 42 44
Y 300 | 350 [340 |360 |400 |380 |450 |480 |490 | 520

1. Représenter graphiquement le nuage de points dans le plan muni du repére orthogonal.

(1 cm pour 2 millions de francs en abscisses et 2 cm pour 100 millions de francs en ordonnées).
2.a) Déterminer une équation de la droite de régression (D) de Y en X par la méthode des moindres
carrées.

(On donnera les coefficients a et b de [’équation sous la forme d’arrondi d’ordre 2).
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b) Calculer le coefficient de corrélation linéaire entre les variables X et Y.

c) Justifier I’existence d’une forte corrélation linéaire entre X et Y.

d) Calculer, selon 1’ajustement ainsi réalis¢€, une estimation du chiffre d’affaires pour un budget de
publicité de 50 millions de francs CFA.

BAC D 2t SESSION 2006
On a mesuré la hauteur et la circonférence au collet d’un lot de 10 cocotiers agés de 5 ans.
Les résultats obtenus sont les suivants :

Circonférence x;encm |14 |15 |15 |17 |18 |19 |20 |20 |22 |23
Hauteur y; en cm 300 | 300 | 320 | 330 | 360 | 350 | 360 | 420 | 360 | 420

1. Représenter graphiquement le nuage de points dans le plan muni du repére orthogonal.

(On prendra 2 cm pour 1 unité sur I’axe des abscisses et 1 cm pour 10 unités sur [’axe des ordonnées).
2. Déterminer les coordonnées (X ; Y ) du point moyen G .

3. Placer G.

4. Calculer la variance V(X) de X et la covariance Cov(X ;Y) de X et Y.

5. Démontrer qu’une équation de la droite de régression (D) de Y en X par la méthode des moindres
carrées est :

y = ax + b ou a et b ont pour arrondis respectifs d’ordre 2 les nombres 11,94 et 133,50 .

6. Tracer (D).

7. Selon I’ajustement ainsi réalisé, estimer la hauteur d’un cocotier dont la circonférence au collet est
égalea 16 cm ?.

6| Le tableau suivant donne le poids y en kg d’un nourrisson, X jours apres sa naissance.
Xi 5 7 10 14 18 22 26
Vi 361 | 370 | 3,75 [325 |390 |4,05 |412

1. Représenter graphiquement le nuage de points de cette série statistique double ainsi que le point moyen
G. (unités 2 cm en abscisses et 0,5 cm en ordonnées).

2. Déterminer une équation de la droite de régression (D) de Y en X par la méthode des moindres carrées.
Représenter cette droite sur le graphique.

3. Donner une estimation du poids du nourrisson 30 jours aprés sa naissance si la tendance se poursuit.

7| Le tableau suivant donne la tension artérielle moyenne y en fonction de 1’age x d’une population.
Age (Xi) 36 42 48 54 60 66
Tension (V) | 11,8 |14 [126 |15 |[155 [151

1. Dans le plan rapporté a un repere orthogonal (O,1, J).

(1 cm pour 5 ans en abscisse et 1 cm pour une unité de tension en ordonnée). Représenter le nuage de

points associé a cette série double.

2. Calculer le coefficient de corrélation linéaire. Un ajustement linéaire est —il justifié ?

3. Déterminer une équation de la droite de régression de X en Y. représenter cette droite.

3. Une personne de 70 ans a une tension artérielle de 16,2. Cela parait —il normal ?

Une maison de vente de jouets constate que ses chiffres d’affaires varient en fonction du nombre
d’articles vendus. Le tableau ci-dessous donne les statistiques entre 2001 et 2006.
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Année 2001 | 2002 | 2003 | 2004 | 2005 | 2006
Nombre d’articles Xi vendus 8 10 12 15 18 24

(en milliers)
Chiffres d’affaires Yi (en 6 7 8,9 12 | 145 | 17,6
milliers de francs)

1. Calculer le nombre moyen d’articles vendus et le chiffre d’affaires moyen.
2. Calculer la variance V(X), V(Y) et la covariance Cov(X,Y)
3. Représenter le nuage de points associé a cette série statistique double.
Un ajustement linéaire est-il possible ?
4. Déterminer le coefficient de corrélation linéaire.
5. Déterminer une équation de la droite de régression (D) de Y en X.
6. En supposant que la tendance observée se poursuit
a) Quel est le chiffre d’affaires réalisé pour une vente de 30 000 articles
b) Si le chiffre d’affaires est évalué a 25 000 000 F CFA, quel serait le nombre d’articles vendus ?

]§| Un grand magasin dispose du tableau statistique suivant :

Années Nombre _d’immatr_icu_lations d_e yoitures N_ombre de pa_qqets livrés (en
automobiles (en dizaine de milliers) x; dizaines de milliers) y;
1996 63 88
1997 65 87
1998 64 96
1999 66 106
2000 69 117
2001 71 118
2002 75 126
2003 76 134
2004 80 130
2005 81 138

1. Déterminer une équation de la droite de régression qui permet d’estimer le nombre des
immatriculations a partir du rang de I’année (I’année 1996 aura le rang 1). On donnera les arrondis
d’ordre 2 au cours des différents calculs.

2. Calculer le coefficient de corrélation linéaire entre le nombre d’immatriculation de voitures
automobiles, et le nombre de paquets livrés par le grand magasin.
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3. Donner une équation de la droite de régression qui permet d’estimer le nombre d’immatriculations de
voitures automobiles.
4. Utiliser les résultats qui précédent pour prévoir le nombre des paquets livrés par le magasin en 2012.

La consommation Z d’une voiture est donnée en fonction de la vitesse X par le tableau suivant :
X (en km/h) 80 |90 |100 |110 |120
Z (en litres/100km) 4 5 6.5 8 10

1. La consommation est-elle proportionnelle & la vitesse ? Justifier votre réponse.

2. Compléter le tableau ci-dessus par la ligne Y = [nZ, dont on déterminera les arrondis d’ordre 6.

3. Dans un repere d’origine O (xo= 70 ; o= 1,30) en prenant comme unités 1 cm pour 10 km/h en abscisse
et 1 cm pour 0,10 litre en ordonnée, représenter le nuage de 5 points (X,Y = [nZ).

4. Déterminer une équation de la droite de régression de Y en fonction de X. on donnera les arrondis
d’ordre 3 des coefficients.

5. Estimer Y pour une vitesse de 140 Km/h.

Estimer la consommation aux 100km pour une vitesse de 140 Km/h & 0,5 litre prés comme dans le
tableau initialement donné.
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|RU BRIQUE PROBLEMESI

Partie A

On considére la fonction f définie sur ]0,+oo[
par: f(x) =1+ % +Inx - In(x+1).

On note (C) sa courbe représentative dans un
repére orthonormé (O,1,J). L’unité graphique
est 2 cm.

1. Calculer la limite de f en 0 et en +co.
Interpréter graphiguement les résultats.

2. Etudier les variations de f et dresser son
tableau de variation.

3. Tracer (C).

Partie B
On note A I’aire en cm? de la partie du plan
limitée par (C) , la droite ( D) d’équation y =1
et les droites d’équations respectives
x=1let x=e?—-1.

1

1a) Vérifierque: Vx>0, =—=1——.
x+1 x+1

b) Calculer ffz_lﬁdx :

2. A I’aide d’une intégration par parties,
calculer 4.

Probléme 2 BAC D 2F SESSION 2006

On considére la fonction f définie sur ]0,+oo[

par: f(x) =@—lnx .

On note (C) sa courbe représentative dans un
repére orthonormé (O ;I;J). L’unité graphique
est 2 cm.

Partie A

1. Calculer la limite de f en O et en +co.

fx)
X

+oo. Interpréter graphiquement le résultat.

3. Etudier les variations de f et dresser son

tableau de variation.

4. Déterminer une équation de la tangente (T) a

2. Calculer la limite de lorsque x tend vers

(C) au point d’abscisse 1.

5. Démontrer que I’équation x € [2; 4o,

f (X) = 0 admet une solution unique a comprise
entre 4,9 et 5.

6. Démontrer que :

Vx €]l eal,f(x)>0

V x €]0; 1[ U]a + oo[, f(x) <O.

Vx € {0; a} f(x)=0.

7. Exprimer Ina en fonction de a.

8. Tracer (T) et (C).

Partie B
1. A I’aide d’une intégration par parties, calculer

fla Inx dx.

2. Calculer en fonction de a I’aire en cm? de la
partie du plan limitée par ( C), ’axe des
abscisses et les droites d’équations respectives
X=letx=a

Partie C

Soit g la restriction de f a0 ;2].

1. Démontrer que g réalise une bijection

de]0; 2] sur]-o0; 1 —1In2].

2. Démontrer la bijection réciproque g* est
dérivable en 0 puis calculer (g?)’(0) .

3. Soit (C") la courbe représentative de g dans
le repére (O, 1, J).

Construire (C).

Probléme 3| BAC D SESSION 2005
Partie A

Soit g la fonction dérivable sur] O ; +oo[et
définie par : g(x) = §x3 +1—2lnx.

1. a) Démontrer que :Vx €] 0 ; +oo],

_ 2
g,(x) - 2(x 1)(xx +x+1) .

b) Déterminer le signe de g’(x) suivant les
valeurs de x .
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c) En déduire le sens de variation de g.
2. a) Dresser le tableau de variation de g.
b) Démontrer que :vx €] 0 ; +oo [, g(x) > 0.

Partie B
Soit f la fonction dérivable sur] 0 ; +oo[ et

définie par : £(x) =2x -1+
On note (C) la représentation graphique de f

Inx
x2

dans le plan muni du repere orthonormé (O, 1, J).

L’unité graphique est 2 cm.

1. a) Déterminer les limites de f en O et en +oo.
b) En déduire que (C) admet une asymptote
verticale.

2. a) Démontrer que la droite (D) d’équation :

y= %x — 1 est une asymptote oblique a (C).
b) Etudier la position de (C) par rapport a (D).
3. a) Démontrer que : Vx €] 0 ; +oo],

f1e0 =E2.

b) Déterminer les variations de f. (on pourra
utiliser la question A.2.b)

c) Dresser le tableau de variation de f.

4. a) Démontrer que 1’équation :

]10;+0o[, f(x) =0 admet une unique

solution o .

b) Démontrer que 1,15 <a < 1,3.

¢) Construire (D) et (C) dans le méme repére.
(On prendra . = 1,2).

5.\ est un nombre réel strictement supérieur a 1.
A()) désigne I’aire de la partie du plan limitée
par (D), (C) et les droites d’équations
respectives x =1let x =A.

a) A I’aide d’une intégration par parties, calculer
A(N).

b) Déterminer la limite de A(A) lorsque tend A
VErs +o0,

Probleme 4 BAC D SESSION 2000
On considére la fonction f définie sur [0; +oo [
par: f(0)=0etsix >0,

xZ
flx) = — tx = 2xInx .
L’objet de ce probléme est 1’étude de f et le

tracé de sa courbe représentative (C) dans le
plan muni du repére orthonormé (O, 1, J).

Partie A : Etude d’une fonction auxiliaire

On considére la fonction numérique g définie sur
10; +oo[ par: g(x) = x — 1 - 2Inx.

1. Calculer les limites respectives de g a droite
en0eten +oo.

2. On admet que la fonction g est dérivable sur ]
0; +oo[ et on note g’ sa dérivée.

a) Déterminer g’ et étudier son signe.

b) En déduire le sens de variation de g et dresser
son tableau de variation.

3. Vérifier que : g(1) = 0.

4. Démontrer qu’il existe un unique réel a tel
quea €]3;4[etg(a)=0.

Partie B : Détermination d’une valeur
approchée de o

On considére la fonction numérique h définie sur
]0; +oo[ par : h(x) = 2Inx + 1.

1. Démontrer que :

Vx € [3;4],h(x) € [3;4] .

2. On considere la suite U définie par :

{ U,=35

Un+l = h(Un)

a) Démontrer par récurrence que :
VnEN, U E[3;4].

b) Calculer I’arrondi d’ordre 3 de Us.

c) Démontrer par récurrence que la suite (Uy) est
croissante.

d) En déduire que la suite (U,) est convergente.
On admettra que (Un) converge vers la valeur o
précédente et on prendra o= 3,5.

Partie C : Etude de la fonction f

1. Démontrer que la fonction f est continue &
droite en 0.

2. La fonction f est-elle dérivable a droite en 0 ?
Justifier.

3. En donner une interprétation graphique.

4. Calculer la limite de f en +o.

5. Calculer la limite de @ quand x tend vers

+o0,puis interpréter graphiquement ce résultat.
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6. La fonction f est dérivable sur]0; +oo [ et on
note f' sa dériveée.

a) Démontrer que : Vx € ]0; +oo[, f'(x) = g(x).
b) En utilisant les résultats de la partie A,
déterminer le signe de f".

c) Dresser le tableau de variation de f .

7. Tracer la courbe (C).

8. Soit t un nombre réel tel que : 0 <t< 1.

a) En utilisant une intégration par parties,
calculer I’aire A(t) de la partie du plan comprise
entre la courbe (C), la droite (Ol) et les droites
d’équations respectives x =tet x = 1.

b) Calculer la limite de A(t) quant t tend vers 0.

Probléme 5 BAC D REMPLACEMENT
2002
f est la fonction définie sur IR\{1} par :

fe= x -2,

On note (C) sa courbe représentative dans un
repere orthonormé (O, I, J) 'unité
graphiquement est 2 cm.

Partie A

On considére la fonction g définie sur IR\ {1}
par:g(x) = (x—1)2—1+In|x —1].

1. On suppose que g est dérivable sur |—oo; 1] et
sur |1; +oof .

Etudier les variations de g et dresser son tableau
de variation.

2. a) Calculer g(0) et g(2) .

b) Justifier que :

Vx €]-0;0[ U ]2; +oo[,g(x) > 0;

vx €]0;1[uU]1;2[,g(x) <O.

Partie B
1.a) Calculer Jl(l_r)q f(x) et }}H} f(x).

< >
Interpréter graphiquement ces résultats.

b) Calculer lim f(x) et lirp f(x).

X—>—00 X—+00
2. Démontrer que la droite (D) d’équation y = x
est asymptote a (C) en -0 et en +oo,
3. On suppose que f est dérivable sur |—oo; 1] et
sur |1; +oo.

a) Démontrer que :

vx€eIR\ {1}, (x) :%'

b) Etudier les variations de f et dresser son
tableau de variation.

4. Démontrer que le point Q(1; 1) est un centre
de (C).

5.a) Démontrer que pour tout nombre réel x
différentde 1 :

InjJx — 1| > 0 © x €]-00; 0[ U ]2; +oo].

b) En déduire la position de (C) par rapport a
(D).

6. Construire (D) et (C).

7. Calculer I’aire A de la partie du plan
délimitée par (C), (D) et les droites d’équations

x=0et x=1—1.
e

Probléme 6 BAC D REMPLACEMENT 2001
L’objet de ce probléme est 1’étude de la fonction
f dérivable sur ]0; +oo [ et définie sur

[0; +oo[ par:
3

=~ 422 xinx + 2, six>0
flx) = 6x anx 3,51x

2
fO) =3
On note (C) sa courbe représentative dans un
repére orthonormé (O, 1, J) "unité
graphiquement est 2 cm.

Partie A

On considére la fonction numérique g définie sur
10; +oo[ par : g(x) = —x;+ 2x - %—lnx.

1. Calculer les limites de g a en 0 et en +co,

2. On admet que la fonction g est dérivable sur
]0; +oo[ et on note g’ sa dérivée.

a) Déterminer g’ et étudier son signe.

b) En déduire le sens de variation de g et dresser
son tableau de variation.

3. Calculer g(1) .

4. Démontrer que :

Vx € ]0 ; 1[,g(x) >0

Vx € ]1; +oo[, g(x)<O0.
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Partie B

1. Démontrer que la fonction f est continue

en 0.

2. a) La fonction f est-elle dérivable a droite en
0 ? Justifier.

En donner une interprétation graphique.

3. Calculer la limite de f en +oo.

4. Calculer la limite de @ guand x tend

vers -+oo, puis interpréter graphiquement ce
résultat.

5. a) Démontrer que f est une primitive de la
fonction g sur J0; +oof .

b) Dresser le tableau de variation de f .

6.a) Démontrer que 1’équation f(x) = 0 admet
une seule solution a sur [1; +oo].

b) Justifier que : 3,2 < a < 3,3.

7. Tracer la courbe (C).

8. Soit h la restriction de f a [1; +oo.

a) Démontrer que h admet une bijection
réciproque h™! dont on précisera I’ensemble de
définition et ’ensemble d’arrivée.

b) Calculer h(e).

c¢) Démontrer que h™? est dérivable en

e? 3e
——+e?——et
6 2

-1y ( _ f 2 __ 3_3
calculer (h™1) ( o te > )
d) Tracer la courbe (C’) de h™! dans le méme

repere que (C).

Partie C

Soit t un nombre réel strictement positif
inférieur a 1.

1. Calculer I(t) = ftz (—%3 4+ x2 — g + %) dx .
2. A l’aide d’une intégration par parties, calculer
J(t) = ftz xlnx dx .

3. En déduire I’aire A(t) en cm? de la partie du
plan délimitée par (C), (Ol) et les droites
d’équations respectives x = tet x = 2.

4. Déterminer lt% A(t) .

Probléme 7| BAC D SESSION 1999

Dans ce probléme, le plan est muni du repére
orthogonal (O, I, J).

Unités graphiques : 1 cm en abscisses et 5 cm en
ordonnées.

Partie A
On considére la fonction f de IR vers IR et
définie par : f(x) = 5:;’“ .

On désigne par (Cf) par la courbe représentative
de f dans le repére (O,1,J).
1.a) Déterminer Dy .

b) Calculer f(+e).

2. Calculer
}Ci_r)r(l) f(x) et xl_l)rpoo f(x).
>

Interpréter graphiquement ces résultats.

3. Déterminer la fonction dérivée f' de f puis
étudier le sens de variation de f.

4. Dresser le tableau de variation de f.

Partie B
On considére la fonction g définie sur ]0; +oof :
5(Inx)?

x2z

g(x) =
On désigne par (C,) par la courbe représentative
de f dans le repére (O,l,J).
1. Calculer jlci_r)r(l) g(x) et xEerg(x) :

>

Interpréter graphiguement ces résultats.

2. Démontrer que : V x € ]0; +oof ,
10Q1-Inx)Inx

g'x)=——7H
3. Etudier le sens de variation de g.
4. Dresser le tableau de variation de g.

Partie C

On considére la fonction h définie sur ]0; + oo :
h(x) = g(x) — f(x) .

1. Etudier le signe de h(x) suivant les

valeurs de x.

2. En déduire la position relative des courbes
(Cr) et (C5).

3. Tracer les courbes (Cy) et (C,) sur une méme
figure.
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Partie D
On consideére I’intégrale I,, définie pour tout

. . _ re(Imx)™
entier naturel non nul npar: I,, = fl de .
1. A I’aide d’une intégration par parties,
calculer I;.

2. A I’aide d’une intégration par parties,
démontrer que pour tout entiern >2 :
In=—+nl_ .

3. Endéduireque : I, = 2 — g

4. Interpréter graphiquement 1; — I, puis
calculer I; — I,.

BAC D SESSION 1992
Partie A

Soit g la fonction de IR vers IR et définie par :
g(x) =x%—-1+In|x].

1. Démontrer que la fonction g est paire et
calculer g(1).

2. On admet que g est dérivable sur ] — oo; O et
sur ]0; 4+oof .

Etudier les variations de g et dresser son tableau
de variation. ( On ne calculera les limites)

3. Justifier que :

V x €] —o0; —1[U ]1; +oo[, g(x) >0

Vx €]—1;0[U]0;1[, g(x) < 0.

Partie B
f est la fonction définie sur IR* par :
fy=x+1- 22

X

On note (C ) sa courbe représentative dans un
repére orthonormé (O ;1;J). L’unité graphique
est 2 cm.

1. Calculer la limite de f en O et donner une
interprétation graphique du résultat.

2.a) Calculer les limites de f en -co et en +co .
b) Démontrer que la droite (D) d’équation y = x
+ 1 est asymptote a ( C) en -co et en +oo .

c) Demontrer que (C) et (D) se coupent en deux
points A et B d’abscisses respectives x4 et xg
tellesque: xg < 0 < xy .

Donner les coordonnées des points A et B et
étudier la position de (C) par rapport a (D).

d) Démontrer que le point J est le centre de
symeétrie de (C).

3.0n admet que f est dérivable sur ] — oo; O] et
sur ]0; +oof .

a) Démontrer que :

vx €] — ;0 f'(x) = E2.

b) Etudier les variations de f et dresser son
tableau de variation.

4.a) Calculer f(—e) et f (— g) en fonction de e .
En déduire les arrondis d’ordre 1 de f(—e) et

F(=2)

b) Construire (D) et (C) .

Partie C

Soit A 1’aire en cm? de la partie du plan limitée
par (C), ( D) et les droites d’équations x = —e
etx = —i .

Calculer A .

BAC D SESSION 1993

Partie A

On considére la fonction g dérivable sur

]—1; +oo[ et définie par :

gx)= (x+1?—In(x+1).

1. Etudier les variations de g sans calculer les
limites .

2. En déduire le signe de g(x) sur |—1; +oof .

Partie B
f est la fonction dérivable sur |—1; +oo] et

définie par :

_ 1+In(x+1)
fe)=x+ x+1
On note (C) sa courbe représentative dans un
repére orthonormé (O, I, J) I’unité
graphiquement est 2 cm.

1.a) Calculer xli@l f(x). Interpréter
>
graphiguement ce résultat.

b) Calculer lim f(x).
X—+o00

¢) Démontrer que la droite (D) d’équation y = x
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est asymptote a (C) en +co.
d) Etudier la position de (C) par rapport a (D).
2. a) Démontrer que :

vx €11 ool f'(x) = 2B

b) Etudier les variations de f et dresser son
tableau de variation.

3.a) Déterminer le point d’intersection B de (C)
et de (D).

b) Tracer (D) et (C).

c) Calculer I’aire A de la partie du plan
délimitée par (C), (D) et les droites d’équations
x=—1+§et x=0.

4.a) Démontrer que f admet une bijection
réciproque f 1 dont on précisera I’ensemble de
définition et ’ensemble d’arrivée.

b) Représenter la courbe (C”) de £~ dans le
méme repere que précédemment.

Probleme 100 BAC D REMPLACEMENT
1993

Soit f la fonction de IR vers IR définie par :
e*-3

flx) = PrEvEE
On note (C) sa courbe représentative dans un
repére orthonormé (O, I, J) . (Unité : 1 cm) .

1.a) Déterminer I’ensemble de définition de f.

b) Calculer )lci_r)r(l)f(x). Interpréter graphiguement
>
ce résultat.

¢) Calculer HT f(x) . Interpréter
X—>+o00

graphiquement ce résultat.

d) On admet que f est dérivable sur ]0; +oo].
Etudier les variation de f sur ]0; +oo[ et dresser
son tableau de variation sur ]0; +oo[.

2.a) Déterminer les coordonnées du point
d’intersection Q de (C) et de 1’axe des abscisses.
b) Donner une équation de la tangente (T) a (C)
en Q.

¢) Tracer la courbe (C’) de la restriction de f &
10; +ool.

3. Démontrer que le point A(O ; 2) est centre de
symétrie de (C).

En déduire un moyen géométrique d’obtenir (C)
a partir de (C”).

4. Tracer (C).

5.a) Démontrer que V xelR*, f(x) =3 —

b) Calculer I’aire A de la partie du plan
délimitée par (C), (Ol) et les droites d’équations
x=1In2et x=1In9.

6. Soit h la restriction de f a ]0; +oo[.

a) Démontrer que h est une bijection de ]0; +oo[
sur un intervalle K que I’on déterminera.

b) On note g la bijection réciproque de h.

Tracer la courbe (I') de g dans le repére (O, I, J).
c) Déterminer g(x) pour tout x de K.

d) Calculer I’aire de la partie du plan délimitée
par (I'"), (OJ) et les droites d’équations y = In9
ety = In2.

7. Résoudre 1’équation : x €IR, f(x) = —1.

2e*

eX—1

BAC D SESSION 1994

Partie A

On considére la fonction g de IR vers IR et
définie par : g(x) =1+ x(2In|x| + 1) .

1.a) Déterminer 1’ensemble de définition de g.
b) Déterminer les limites de g en —oo, en 0 et en
400,

2. On admet que g est dérivable sur |—oo; 0[ et
sur ]0; +oo.

b) Etudier les variation de g et dresser son
tableau de variation .

3.a) Calculer g(-1) .

b) Démontrer que :

Vx €] —o0;—1[, 9g(x) <0

V x €] — 1;0[U ]0; +oo[, g(x) > 0.

Partie B
On considére la fonction f définie sur IR par :
{f(x) =x(xln|x|+1)six #0

f(0)=0
On note (C) sa courbe représentative dans le
plan muni d’un repeére orthonormé (O, 1, J) . (
Unité : 5cm).
1. Démontrer que f est continue en 0.
2. Etudier la dérivabilité de f en 0.
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3. Calculer les limites de f en —co eten 4o .
4. On admet que f est dérivable sur |—oo; 0[ et
sur ]0; +ool.

a) Démontrer que : V xelR*, f'(x) = g(x) .

b) Dresser le tableau de variation de f .

5.a) Démontrer que la droite (D) d’équation

y = x est tangente a (C) au point O.

b) Démontrer que (D) coupe (C) en deux autres
points E et F et calculer leurs coordonnées.

c) Etudier la position de la courbe (C) par
rapport a (D).

6. b) Démontrer que (C) coupe (Ol) en un point
K d’abscisse S telleque : -1,8 < g <-1,7.

7. Tracer (D) et (C) .

Partie C
1. Soit & un réel appartenanta J0 ;1] .
A I’aide d’une intégration par parties, calculer
fal x%Inx dx .
2. a) Calculer I’aire A ( @) de la partie du plan
délimitée par (C), la droite (D) et les droites
d’équationsx = letx =« .
b) Calculer ‘llig(l) A(a).

>0

Probléme 12 BAC D REMPLACEMENT

1994
Partie A

Soit f la fonction de IR vers IR et définie par :
_ (x—2)e*—x-2

fla) =2
On note (C) sa courbe représentative dans le
plan muni d’un repére orthonormé (O, 1, J) .
(Unité:1cm).

1. Déeterminer I’ensemble de définition Dy de f.

2. Justifier que : Vx € Dy, f(x) = x + 2 — :”_xl

.3. Calculer les limites de f a gauche en O et a
droite en 0. Interpréter graphiquement les
résultats
4. Calculer les limites de f a gauche en -0 et en
+00,
5. Démontrer que la droite (D) d’équation

y = x — 2 estasymptote & ( C) en -co.
b) Etudier la position de (C) par rapport a (D1)

sur | — oo; 0.

6.a) Démontrer que la droite (D) d’équation
y=x+ 2 estasymptotea ( C) en +co.

b) Etudier la position de (C) par rapport a (D)
sur ]0; +oof .

7. Démontrer que le point O est un centre de
symétrie de ( C).

8. On admet que f est dérivable sur |—oo; 0[ et
sur ]0; +oo.

Dresser le tableau de variation de f .

Partie B

1. Démontrer que I’équation

x €] —o0;0[, f(x) = 0 admet une solution
unique « .

2. a) Calculer les images de In(11) et de In(12)
par f .

b) En déduire un encadrement de « .

3. Tracer (C).

4. Etant donné un nombre entier naturel n
supérieur ou égal a 3, on note A,, Iaire en cm?
de la partie du plan limitée par (C), (D) et les
droites d’équations respectives x =3 et x =n.
a) Calculer A,,.

b) Calculer la limite de A,, lorsque n tend vers
+o00,

Probléme 13

Partie A

Soit f la fonction définie sur ]0; 4oo; [ par :
f(x)=x2+2 -2Inx .

1. Etudier les variations de f . ( On ne calculera
les limites)

2. Justifier que : V x €]0; +oo[, f(x) >0

Partie B
g est la fonction dérivable sur ]0; +oo[ par :

Inx

g(x)=x + 27
On note (C ) sa courbe représentative dans un
repére orthonormé (O ;I;J). L’unité graphique
est 3 cm.

1. Calculer la limite de gen 0. Interpréter
graphiquement ce résultat.
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2. Calculer la limite de g en +oo.

3.a) Démontrer que la droite (A) d’équation

y =x estasymptote a ( C) en +oo.

b) Etudier la position de (C) par rapport a (4).
4.a) Démontrer que :

vx €] - 0;0[, g'(x) = L2
b) Etudier les variations de g et dresser son
tableau de variation.

5.a) Déterminer une équation de la tangente (T)
a (C) au point d’abscisse 1 .

b) On admet que (C) est au-dessous de (T) sur
10; +ool.

Déterminer les coordonnées du point
d’intersection A de (T) avec 1’axe des abscisses.

c) En déduire sans calcul le signe de g(%) .

d) Démontrer qu’il existe un unique réel a
appartenant a E 1] tel que g(a) = 0.

6. Tracer (A), (T) et (C) .

7. Calculer I’aire de la partie du plan limitée par

(C), (A) et les droites d’équations
x=letx =e.

Probléme 14/ BAC D SESSION 1996

L’unité étant le centimétre, le plan est muni d’un
repére orthogonal (O, 1, J) tel que :
Ol=4et0J=1.

Partie A
Soit f la fonction de IR vers IR et définie par :
e?*-7e* + 16

f) = ==

On note (C ) sa courbe représentative dans un
repére orthonormé (O ;1;J).

1. Déeterminer I’ensemble de définition Dy de f.
2. Justifier que : Vx € Dy,

fx) = e’“—4+ex4_3 :

3. Calculer les limites de f a gauche et a droite
en In3. Interpréter graphiquement les résultats.
4. Calculer la limite de f en -co . Interpréter

graphiquement le résultat.

5. Calculer les limites de f(x) et de %X) lorsque
x tend vers +oo . Interpréter graphiquement les

résultats.
6.a) Démontrer que :

_e¥(e*-1)(e*-5)
VXEDf,f’(x)— (2—ex)2

b) Etudier les variations de f et dresser son
tableau de variation.

7. Déterminer les coordonnées du point
d’intersection A de (T) avec I’asymptote
paralléle a 1’axe des abscisses.

8. Déterminer une équation de la tangente (T) a
(C) au point d’abscisse In4 .

9. Tracer (T) et (C).

Partie B
1. Justifier que :

— ,x _ 16 4e”
Vx € Df, f(x) =e 5+ 363

2. t, étant un nombre réel strictement négatif,
calculer I’aire A(t) de la partie du plan limitée

par (C), la droite d’équation y = — ? et les
droites d’équations respectives x =tet x =0.
3. Calculer tlir_n A(t) .

BAC D SESSION 2001

On considére la fonction f dérivable sur IR et
définie par : f(x) = x(x + 2)e**2,

Soit (C) la courbe représentative de f dans le
plan muni du repére orthonormé (0,1,]);
unité graphique : 1 cm.

1.a) Calculer la limite de f en — oo.
b) Calculer les limites de f(x) et @ guand x

tend vers +oo.

c) Interpréter graphiquement les résultats des
questions a) et b).

2.Démontrer que :

Vx € IR, f'(x) = (x? + 4x + 2)e**2,

3. a) Etudier le sens de variation de f.

b) Dresser le tableau de variation de f.

4.a) Déterminer une équation de chacune des
tangente (T) et (T”) a (C) aux points d’abscisses
respectives -2 et 0.

b) Tracer (T), (T”) et (C).
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5. Soit la fonction F définie sur IR par

6. A est un nombre rée strictement inférieur a -2.

A, désigne ’aire de la partie du plan délimitée
par (OI), (C) et les droites d’équations x = —2
etx=41.

a) A I’aide de deux intégrations par parties,
démontrer que : A; = 4 — A2e?*2

b) Déterminer Agr_nm A; .

7. a) Déterminer les nombres réels u et v tels que

la fonction F définie par

F(x) = (x% 4+ ux + v)e**?2 soit une primitive
de fsurlR.

b) Retrouver le résultat de la question 6.a) .

Probléme 16/ BAC D SESSION 2002

PARTIE A

On se propose de chercher les fonctions
dérivables f de IR vers IR solutions de
I’équation différenticlle (E) :

') +2f(x) = 2x — 1.

1. Démontrer que la fonction g définie sur IR
par: g(x) = x — 1 est solution de (E).

2. Soit (E”) I’équation différentielle :
f'(x)+2f(x) = 0.

a) Résoudre (E’) .

b) Soit k un nombre réel.

Démontrer que les fonctions fi. définies sur IR
par fi(x) = ke™?* + x — 1 sont solutions de
(E).

3.a) Soit f une fonction dérivable sur IR.
Démontrer que f est solution de (E) si et
seulement si f — g est solution de (E’).

4. En déduire les solutions de (E) .

PARTIE B

Soit f la fonction dérivable sur IR et définie
par: f(x)=x—1 + e 2%,

Soit (C) la courbe représentative de f dans le
plan muni du repere orthonormé (0 ,1,]);
unité graphique : 3cm..

1.a) Calculer la limite de f en —co .

b) Calculer lim %

X—>—00

c) Interpréter graphiquement les résultats

précédents.

2.a) Calculer la limite de f en +oo .

b) Démontrer que la droite (D) d’équation
y=x—1 estasymptotea (C)en +co.

c) Etudier la position de (C) par rapport & (D).
3.a) Pour tout nombre réel x, calculer f'(x) .
b) Etudier le sens de variation de f.

c) Dresser le tableau de variation de f.

4.a) Démontrer que 1’équation :

el
unique « .

b) Justifier que 0,79 < a < 0,8.

¢) Tracer (D) et (C).

5. Soit un nombre réel t supérieur a o .

a) Calculer I’aire A(t) de la partie du plan
limitée par (C), (D) et les droites d’équations
respectives x = tet x = a.

b) Calculer tggrnooA(t) en fonction de o .

;+00[,f(x) = 0 admet une solution

Probléme 17 BAC D SESSION 2003

Partie A

On considére la fonction g définie sur |—oo; 1|
par: g(x) = x> —2x +In(1—x) .

1. Calculer g(0) .

2. On admet que g est dérivable sur |—oo; 1] et
on note g’ sa fonction dérivée.

a) Calculer g’(x) pour tout x de |—oo; 1[.

b) Déterminer suivant les valeurs de x le signe
de g'(x) .

c) Dresser le tableau de variation de g.

3. En déduire que :

Vx €] —o0;0[, g(x)>0

vV x €]0;1[, g(x) < 0.

Partie B

On considére la fonction f définie sur ]—oo; 1]

par:f(x)=x+1+lnl(+;x).

Soit (C) la courbe représentative de f dans le
plan muni du repére orthonormé (0,1,]);
unité graphique : 2 cm.
1. Calculer }1—>m1 f(x).

<
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En déduire que (C) admet une asymptote
verticale dont on donnera une équation.
2. Calculer lim f(x).

X—>—00

3. Démontrer que la droite (D) d’équation

y =x + 1 est asymptote a (C) en -oo.

4. Etudier la position de (C) par rapport a (D).
5. On admet que f est dérivable sur |—oo; 1] et
on note f” sa fonction dérivée.

a) Démontrer que :

v € ]-eo 1], £ () = 2.

b) Etudier le signe de f'(x) suivant les valeurs

de x puis dresser le tableau de variations de f.

6. Soit h la restriction de f a] — o0; 0] .

a) Démontrer que h réalise une bijection de

] — o0; O[sur un intervalle K que 1’on précisera.

b) Démontrer que 1’équation x €] — oo; 1|

f(x) = 0 admet exactement deux solutions

oy eta, tellesque -1,37 < a; <-1,36 et
0,51 < a, <0,52.

c) Vérifier que si un nombre réel « est une

solution de I’équation (E) alors:
Inl-a)=a?-1.

6. On désigne par (C’) la représentation

graphique de la bijection réciproque h* dans le

repére orthonormé (O,1,J).

Construire (C) et (C’). ( On utilisera deux

couleurs différentes).

Partie C

1. En remarquant que : Vx € ]—oo; 1],

Ind) = _ Lln(l — x), déterminer une
1-x x—1

In(1-x)
1-x

primitive de la fonction x =
]—o0; 1].

2. Soit A I’aire en cm? de la partie du plan
limitée par (C), ( D),(OJ) et la droite d’équation
X=aq

a) Calculer A et exprimer le résultat sans le
symbole In.

b) Donner une valeur approchée de A4 a 1071
pres.

sur

BAC D 3E SESSION 2004

On considére la fonction f dérivable sur IR
définie par : f(x) = —x2 + 2x + 2In(e* + 1).
On désigne par (C) la courbe représentative de f
dans le plan rapporté a un repére orthonormé
(O, 1, J). L’unité graphique est 2 cm.

Partie A

On considére la fonction g dérivable sur IR
PP . _ e*

définie par: g(x) = —x+ 1+ o

1.a) Calculer les limites de g en —oo et en +oo,
b) Démontrer que :
e?*+ e*+1
(1+e%)?
Etudier les variations de g et dresser son tableau
de variation.
2. a) Démontrer que I’équation x €IR, g(x) =0
admet une solution unique o .
b) Justifier que :
Vx €l —oo;af, g(x)>0
V x €]a; +oo[, g(x) <O.

Vx€IR, g’(x) = —

Partie B

1. Calculer xlimm f(x)et xlimw % Interpréter
graphiquement les résultats.

2.a) Justifier que :

Vx €EIR, f(x) = —x2+4x+2In(1 +e7*).
b) En déduire la limite de f en +oo .

3.a) Démontrer que : Vx €IR, f'(x) = 29(x) .
b) Dresser le tableau de variation de f .

4.a) Calculer £(0) et en déduire le signe de f(a)
b) Démontrer que :

fla) =—a?+4a—2In(a—1).

5. Construire (C) . On prendra o = 1,9.

Probléme 19 BAC D 25 SESSION 2005

Partie A

On considére la fonction g dérivable sur IR
définie par : g(x) =x + e2* .

1.Calculer g’(x) pour tout x de IR .

2. a) Etudier les variations de g et dresser son
tableau de variation. (On ne calculera pas les
limites)
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b) Justifierque: Vx € IR, g(x) = 1+Z£ :

Partie B

On considére la fonction f dérivable sur IR
définie par : f(x) = x? — e™%,

On désigne par (C) la courbe représentative de f
dans le plan rapporté a un repere orthonormé
(0, 1, J). L’unité graphique est 4 cm.

1.a) Déterminer les limites de f en —oco eten

+00,

b) Déterminer lim I® ot fim &,

xX—>—0 X X—= +00 X
Interpréter graphiquement les résultats.
2.a) Démontrer que : Vx €IR, f'(x) = 29(x) .
b) Dresser le tableau de variation de f .
¢) Démontrer que 1’équation x € IR, f(x) =0
admet une solution unique o .
d) Justifier que : 0,56 < @ < 0,57.
3. Déterminer une équation de la tangente (D) a

. .1
(C) au point d’abscisse nTZ .

4. Soit h la fonction définie sur IR par :

heo = £ =2 41— (1 +1n2) (x - 2)

a) Démontrer que :

Vx €IR, h'(x) = 2g(x) —(1 +1n2).

b) Déduire de la partie A2.b) le sens de variation
deh.

c) Calculer h (]nTZ) puis en déduire que (C) est

au-dessus de (D) sur ]mTZ ; +oo[ et au-dessous de

(D) sur ]—oo;lnTZ[ .

5. Construire (D) et (C) .

6. Soit t un nombre réel supérieur ou égal a o .
a) Calculer en cm? aire A(t) de la partie du
plan limitée par (C), (Ol) et les droites
d’équations respectivesx = tet x = a.

b) Calculer tETwA(t) .

Probléme 20 BAC D SESSION 2007
L’objet de ce probléme est 1’étude de chacune
des fonctions £, g et h définies ci-dessous.

e f est la fonction dérivable sur ] —oo; —1] et sur
]—1; +oo[ et définie par : Vx €IR\ {—1},

flx) =22

e g est la fonction dérivable sur ]O ; é[ et sur

x+1°

E; +oo[et définie par : Vx € [0;&[ U E +oo[
{g(x) = f(Inx) six # i .

g(0)=1
e h est la fonction dérivable sur IR et définie

par: h(x) = f(e¥) .

Partie A
1. Démontrer que :
1 1 _

a)Vvx € ]O;E[U ];; +oo[, g(x)=1-
1.

a)Vx €IR, h(x)=1- T ox

2. a) Déterminer lim f(x) et “T f(x).
X—>—00 X—+ 00

1+Inx’

b) Déterminer lim f(x) et lim f(x).
< >

3. Etudier les variations de f puis dresser son
tableau de variation.

Partie B

On désigne par (Cg) la courbe représentative de
g dans le plan muni d’un repere orthogonal

R, = (0, L, J). L’unité graphique sur (Ol) est 1
cm et sur (OJ) est 2 cm.

1. a) Démontrer que g est continue en 0.

b) Démontrer que (C,) admet une demi-tangente
verticale au point d’abscisse 0.

2. a) Déterminer xl_l)lzloo g(x) puis donner une

interprétation graphique du résultat .
b) Déterminer lim g(x) et lim g(x) puis donner

x—»; x—»;
< >
une interprétation graphique du résultat .

3. Démontrer que g est strictement croissante sur
[0; i[ et surE; +oo[ puis dresser son tableau de

variation.
4. Tracer (Cg) et ses asymptotes dans le repere

R,.

Partie C
On note (Cy) la courbe représentative de h dans
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le plan muni du repére orthonormé

R, = (0, L,J). L’unité graphique est 1 cm .

1. Déterminer xgglwh(x) et xl—i}-Poo h(x) puis
interpréter graphiquement les résultats.

2. Etudier les variations de h puis dresser son
tableau de variation.

3. On note A et B les points d’intersection
respectifs de (Cy) avec (Ol) et (OJ).

a) Déterminer les coordonnées de A et B.

b) Démontrer qu’une équation de la tangente (T)
a(Cy))enBesty=x—1.

¢) Démontrer que B est un centre de symétrie de
(Cn) -

4.a) Démontrer que h réalise une bijection de IR
sur un intervalle que 1’on précisera.

b) Déterminer 1’expression explicite de la
bijection réciproque h™* de h .

5.a) Tracer (T), (Cy) et ses asymptotes dans le
repere R,.

b) En déduire la représentation graphique (I" ) de
la bijection réciproque h~* dans le repére R,.

Partie A

Soit g la fonction de IR vers IR et définie par :
g(x) = —e?* + 5e* - 4,

1. Résoudre dans IR, I’équation g(x) = 0.

2. Justifier que :

V x €] — 00; 0[U ]In4; +oo[, g(x) <O

V x €]0; In4[, g(x) > 0.

Partie B
Soit f la fonction de IR vers IR et définie par :

ex
f(x) =—x+ )

On désigne par (C) sa courbe représentative dans
le plan muni d’un repére orthonormé (O, I, J).

1. Déeterminer I’ensemble de définition Dy de f.
2. Calculer les limites de f en -oo et en +oo,

3. Calculer les limites de f & gauche et a droite

en In2. Interpréter graphiquement les résultats
g(x)
(2-ex)2 °

4a) Démontrer que : Vx € Def'(x) =

b) Etudier les variations de f et dresser son
tableau de variation.

5.a) Démontrer que la droite (D1) d’équation
y=—x —% est asymptote a ( C) en +co.

b) Etudier la position de (C) par rapport a (D1)
sur ]In2; +oo.

6.a2) Démontrer que la droite (D) d’équation
y = —x estasymptote a ( C) en -co.

b) Etudier la position de (C) par rapport a (D)
sur ] — oo; In2J .

7. Démontrer que le point A( In2 : —i— In2) est

centre de symétrie de ( C).
8. Tracer (C).

Partie C

Pour tout nombre réel t < 0, on note A(t) I’aire
de la partie du plan limitée par (C), (D) et les
droites d’équations respectives x =tet x =0.
a) Calculer A(t).

b) Calculer la limite de A(t) lorsque t tend

Vers -o.

Partie A

Soit g la fonction définie sur ] — oo; O[ par :
g(x) =x2—1+In(-x) .

1. Calculer g(-1).

2. Etudier les variations de g et dresser son
tableau de variation. ( On ne calculera les
limites)

3. Justifier que :

Vx€]—o;—1[, gx)>0

vV x €] —1;0[, g(x) <0.

Partie B

f est la fonction définie sur ] — oo; O[ par:

- In(-x)
fx)=x+2- —

On note (C ) sa courbe représentative dans un
repére orthonormé (O ;I;J). L’unité graphique
est 2 cm.

1. Calculer la limite de f en 0.

2. Calculer la limite de f en -oo.
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3.a) Démontrer que la droite (D) d’équation

y =x + 2 estasymptote & ( C) en -co.

b) Etudier la position de (C) par rapport a (D).
4.a) Démontrer que : Vx €] — o0; 0],

fe= B2,

b) Etudier les variations de f et dresser son
tableau de variation.

5. Soit h la restriction de f & ] — oo; —1[ .

a) Démontrer que h réalise une bijection de

] — oo; —1[sur un intervalle K que I’on précisera.

b) Démontrer que 1’équation x €] — oo; 0[

f(x) = 0 admet exactement deux solutions

oy eta, tellesque -2,37 < a; <-2,36 et
-0,49 < a, < -0,48.

c) Vérifier que : In(a;) = a;? + 2a;, .

6. On désigne par (C’) la représentation

graphique de la bijection réciproque h* dans le

repére orthonormé (O,1,J).

Construire (C) et (C).

Partie C

Soit A I’aire en cm? de la partie du plan limitée
par (C), ( D),(OJ) et la droite d’équation x = a;
1. Calculer A et exprimer le résultat sans le
symbole In.

2. Donner une valeur approchée de A a 107!
pres.

Probléeme 23

On considére la fonction f dérivable sur IR et
définie par:f(x) =2x+1 -xe* 1,

On note (C) sa courbe représentative dans un
repére orthonormé (O ;1;J). L’unité graphique
est 2 cm.

Partie A

Soit g la fonction dérivable sur IR et définie
par: g(x) = 2e™* -x-1.

1. Calculer la limite de g en —oo et en +oo
2. Etudier les variations de g et dresser son
tableau de variation.

3. Calculer g(1) et justifier que :

Vx €] —o0;1[,g(x) >0
Vx €]1; +oo[, g(x) < 0.

Partie B

1 Calculer les limites de f en —oo et en +co.
2.a) Démontrer que la droite ( D) d’équation
y =2x + 1 estasymptote a (C).

b) Etudier la position de (C) par rapport a (D).
3.a) Démontrer que :

vx € IR, f'(x) = e* 1g(x) .

b) Etudier les variations de f et dresser son
tableau de variation.

4. Démontrer que 1’équation x € [1,9 ;2],
f(x) =0 admet une solution unique a.

5. Tracer (C).

Partie C

1. Calculer a I’aide d’une intégration par parties
’aire A en cm? de la partie du plan limitée par
(C), ’axe des abscisses et les droites
d’équations respectives x =1 et x = a.

2. Démontrer que : A =4(a — 1)(a — % ).

Partie A

Soit g la fonction définie sur IR par :
0(x) = 1+xe”.

1. Etudier les variations de g.

2. Démontrer que : Vx €IR, g(x) > 0.

Partie B

f est la fonction définie sur IR* :
f(x)=e*+Injx|

On note (C) sa courbe représentative dans un
repére orthonormé (O, I, J).

1. Calculer les limites de f en - co, en Q0 et en
+00,

2. Etudier les variations de f et dresser son
tableau de variation.

3. Tracer (C).

4. On note A I’aire de domaine limité par (C),
I’axe des abscisses et les droites d’équations
respectives x =letx =e.

Calculer A a I’aide d’une intégration par parties.
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Probleme 25

On considére les fonctions f et g définies sur IR
par :

f(x) =xIn|x|si x£0 et f(0)=0;

g(x)= x2Injx| si x # 0 et g(0)=0.

On note (Cf) et (Cq) les courbes représentatives
de f et g dans un repére orthonormé (O 11J).
Unité graphique : 2cm.

Partie A

1. Etudier la parité de f et g.

2. Etudier la continuité de f et g en o.

3. Etudier la dérivabilité de f et gen 0.
Interpréter graphiquement les résultats.

. Calculer les limites de f et g en + co.

. Dresser le tableau de variation de f et g.

. Etudier la position relative de (Cy) et (Cg)

. Tracer (Cf) et (Cy).

~N O O &~

Partie B

Soit t un nombre réel tel que 0 <t <e.

On note A(t) I’aire en cm? de la partie du plan
limité par (Cr) , (Cy) et droites d’équations
respectives x =tetx =e.

1. A I’aire d’une intégration par parties, calculer
A(t) .

2. Calculer la limite de A(t) lorsque

t tend vers 0.

IProbléeme 26|
f est la fonction dérivable sur ]-1;0[ et sur
10 ; +oo[ et définie par : f(x) = ln(:—;x) .

On note (C) sa courbe représentative dans un
repére orthonormé (O, I, J) I’unité
graphiquement est 2 cm.

Partie A
On considére la fonction g dérivable sur
]-1; +oo [ et définie par :

X
g(x) = e 2In(1+ x).
1. Calculer les limites de g en -1 et en +co.
2. Etudier le sens de variation de g et dresser son
tableau de variation.
3. a) Calculer g(0).
b) Démontrer que I’équation x€ IR, g (x) =0
admet exactement deux solutions dont 1’une que
I’on notera o.
¢) Justifier que o appartient a ]-0,8 ; -0,7][.
4. Justifier que :
Vx €]-1;a[ U]0; +oo[,g(x) > 0;
Vx €] a;0[,g(x) <O.

Partie B

1. Calculer les limites de f aux bornes de son
ensemble de définition.

2. Démontrer que :

vx €]-1; 0[U]0; +oof, f'(x) = E2
3. Etudier les variations de f et dresser son
tableau de variation.

4. Tracer (C)

Partie C
Soit t un nombre réel tel que t> 1 et on note
A(t) I’aire en cm? de la partie du plan limitée
par (C), I’axe des ordonnées et les droites
d’équations x = tet x =1.
1.a) Vérifier que:

Vx> 0; ona:

1 1
x(1+x) BT

dx
x(1+x)
2.a) Calculer A(t) a I’aide d’une intégration par
parties.

b) Calculer la limite de A(t) lorsque t tend
Vers +oo.

f est la fonction définie sur]0 ; +oo [ par :
f(x) = (Inx)?—Inx .

On note (C) sa courbe représentative dans un
repére orthonormé (O, I, J). L unité graphique
est 4 cm.

b) Calculer flt
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Partie A

1. Calculer les limites de f en 0 et en + co.

2. Etudier les variations de f et dresser son
tableau de variation

3. Déterminer les points d’intersection de (C)
avec 1’axe des abscisses.

Donner les équations des tangentes a(C) en ces
points.

4. Tracer(C).

Partie B

Soit g la restriction de f a [e; +oo]

1. Démontrer que g est une bijection de

[V +oo [sur [; +oo.

2. Démontrer que la bijection réciproque g* de g
est dérivable en 0 et calculer (g%)’(0).

3. Sur quel intervalle g? est-elle dérivable ?

4. Tracer la courbe () de g™.

Partie C
1. A I’aide d’une intégration par partie, calculer

’intégrale | f Inx dx puis I’intégrale
fle(lnx)2 dx
2. Calculer en cm? I’aire de la partie du plan

limitée par (C), I’axe des abscisses et les droites
d’équations respectives x =1etx =e.

Probléme 28
Partie A

f est la fonction de IR vers IR définie par :
1

fx)=—.

On note ( C) sa courbe représentative dans un
repére orthonormé (O,I,J) I’unité graphique est
2cm .

1.a)Deéterminer I’ensemble Dyde définition de f.
b) Calculer les limites de f aux bornes de Dy.

2. Etudier les variations de f et dresser son
tableau de variation.

3. Tracer (C).

4. a)Déterminer les nombres réels a et b tels que

b
Vxe Dy, f(x) =2 +

1+x 1-x

b) Calculer en cm? Iaire de la partie du plan
limitée par (Cf), ’axe des abscisses et les droites

. . 1 1
d’équations x = -3 etx = 5

Partie B
Soit g la fonction de IR vers IR définie par :

0(x) =321n(&).

1-x
On note (C’) sa courbe représentative dans un
repére orthonormé (O, 1, J) .

1. Etudier la parité de g.

2. Calculer la limite de g en 1.

3. Etudier les variations de g et dresser son
tableau de variation

4. Donner une équation de la tangente(T) a (C’)
au point d’abscisse 0.

5. Soit h la fonction définie sur [0 ; 1[par :
h(x)=g(x)-x.

a)Etudier les variations de h.

b) En déduire le signe de h(x) pour x €[0 ;1].
¢) En déduire la position de (C’) par rapport a
(T)sur [0 1].

6. Tracer (C).

7. a)Démontrer que g est une bijection.

b) Déterminer sa bijection réciproque g~

c) Construire la courbe (I') de g=1-.

8. A I’aide d’une intégration par parties calculer
en cm? I’aire de la partie du plan limitée par
(C?), I’axe des abscisses et les droites

, : 1
d’équations x =0etx = >

Probiéme 29

Partie A

Soit g la fonction définie sur IR par :
g(x) = 1+xe*.

1. Etudier les variations de g.

2. Démontrer que : Vx €IR, g(x) > 0.

Partie B

f est la fonction définie sur IR* par :
f(x)=e*+In|x]|.

On note(C) sa courbe représentative dans un
repére orthonormé (O, I, J).
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1. Calculer les limites de f en- oo, en O et en
+o00,

2. Etudier les variations de f et dresser son
tableau de variation.

3. Tracer (C).

4. On note A I’aire de la partie délimitée par (C),
I’axe des abscisses et les droites d’équations
x=letx=e.

Calculer A a1’aide d’une intégration par parties.

Probléeme 30

Partie A

Soit g la fonction dérivable sur [0 ;+oo] et
2

définie par : g(x) = —— - In(1+ x? ).

1. Calculer la limite de g en +oo

2. Etudier les variations de g et dresser son
tableau de variation.

3.a) Démontrer que I’équation :

x € ]0 ;+oo[ g(x) = 0 admet une solution
unique a.

b) Justifierque 1,9 < a < 2.

c) Justifier que :

V x €]0;a[, g(x) >0

Vx €]a; +oo[, g(x) < 0.

Partie B
On considére la fonction f dérivable sur IR et
définie par:

f@ =20

In(1+x%) .

flx) = — six # 0.
On note (C) la courbe représentative de f dans
le plan muni d’un repére orthonormé (O, 1, J).
( L’unité graphique est 2 cm).
1. Etudier la parité de f .
2. Démontrer que f est dérivable en O et
préciser f'(0).
3. Calculer la limite de f en + oo puis en donner
une interprétation graphique.
4.a) Démontrer que :

vx €10; +ool, /()= B2
b) Etudier les variations de f et dresser son

tableau de variation.

5. a) Déterminer une équation de la tangente (T)
a(C)enO.

6. Soit la fonction u dérivable sur IR et définie
par : u(x) = In(1+x? ) — x2 .

a) Démontrer que : Vx € IR, u(x) < 0.
b) Démontrer que : Vx € IR*, f(x) —x
c) En déduire les positions relatives de (T) et

©).
7. Tracer (T) et (C).

Probleme 31

On considére la fonction f dérivable sur

10 ; +oo] et définie par :
f(x)=2e"?*In(e*-1).

On note (C) la courbe représentative de f dans
le plan muni d’un repére orthogonal (O, 1, J),
d’unités graphiques 2 cm en abscisse et 5 cmen
ordonnée.

—i®
=22

Partie A

Soit la fonction g dérivable sur]1; +oo[ et
X

definie par:g(x) = —-2In(x-1).
1. Calculer les limites de g en 1 et en +oo.
2. Etudier les variations de g et dresser son
tableau de variation.
3.a) Démontrer que 1’équation :
x €]1 ;+oo[, g(x) = 0 admet une solution
unique a.
b) Justifier que Ve +1 < a < e + 1.
Donner une valeur approchée de a a 10 prés
c) Justifier que :
Vx €]1; af, g(x) > 0;
Vx €la; +oo[, g(x) < 0.
4. Soit la fonction ¢ dérivable sur]1; +oo[ et
In(x-1)
x2 ’
a) Calculer les limites de ¢ en 1 et en +co.
b) Calculer ¢’ (x) et montrer que ¢’ (x) est du

signe de g(x).

définie par : ¢ (x) =

Partie B
1. Veérifier que : Vx €]0; +oof, f(x) = 2¢p(e*) .
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2. En déduire :

a) les limites de fenOeten + oo .

b) le sens de variation et le tableau de variation
de f .

3. Justifier que f(Ina) =
4. Tracer (C).

1
a—1

RIr

Partie C
1. Justifier que f est solution de 1’équation
eX
pravinl’ ).

différentielle : 2y > +y =2( eix +

eX

1
2.0nposeh(x) = Z+——-1
Déterminer une primitive H de h sur ]0; +oof.
3. Soit A un réel tel que : 4 > In2.
On désigne par A(A ) aire en cm? de la partie
du plan limitée par ( C), ’axe des abscisses et
les droites d’équations x =1In2 etx = A.
a) calculer A(1).
b) Calculer la limite de A (1) lorsque A tend
Vers +oo,

Probleme 32

Partie A

Soit g la fonction définie sur ]-1; +oo[ par :
gx)=e*—x—1.

1. Etudier les variations de g.

2. Déterminer le signe de g(x) pour tout x de
]-1; +oof .

Partie B

f est la fonction définie sur ]-1; + oo[ par :
f(x) =e™+In(x+1)

On note (C) sa courbe représentative dans le
plan muni d’un repére orthonormé (O, I, J).
Unité graphique : 4 cm.

1. Calculer les limites de f en - 1 et en +co.
2.a) Démontrer que f'(x) a le méme signe que
g(x) pour tout x de ]-1; +oof.

b) Etudier les variations de f et dresser son
tableau de variation.

3.a) Démontrer que 1’équation :

x €] —1; +oo[, f(x) = 0 admet une solution
unique e et que -1 < a <O0.

b) Donner une valeur approchée de « a 10 pres.
4. Tracer (C).

Partie C
Soit K = [ f(x)dx.
1. Interpréter graphiquement K.

2. Calculer K a I’aide d’une intégration par
paries.

XL
(On pourra remarquer que : = 1 x+1).

3. Démontrerque : K=a — 1+ (a + 2)e™“.

Probleme 33

Partie A

On donne la fonction P définie sur IR par :
P(x) = e —5e* + 4.

1. Résoudre I’équation : x €ER, P(x) = 0.
2. Démontrer que :

Vx €] — o0; 0[U]In4; +oo[, P(x) > 0;
Vx €]0; In4[, P(x) < 0.

Partie B
Soit la fonction f définie de R vers R par :
f@)=x-1+5

eX-2"

On désigne par (C) sa courbe représentative dans
le plan muni du repére orthonormé (O, 1, J).
(Unité : 2 cm).

1. Déterminer 1’ensemble de définition de f.

2. Calculer les limites de f en -co et en +oo, @
gauche et a droite en In2.

3. On admet que f est dérivable en tout point de
son ensemble de définition et on note f’ sa
dérivée.

a) Veérifier que : Vx € ]-0; In2[\U]In2 ; +oof,

1 _ P
f (x) - (ex_z)z'

b) Etudier le signe de f'(x) suivant les valeurs
de x .

c) Dresser le tableau de variation de f .

4. Démontrer que la droite (D) d’équation

y = x — 1 est une asymptote oblique a (C) en +co.
5. Etudier la position relative de (C) par rapport
a(D)sur ]In2; +ool.
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6. Démontrer que :
Vx €]-00;In2[U]In2; +oof,

3 e*
f(x) =x -3 + 2D

7. Démontrer que la droite (A) d’équation

y = x — 1 est une asymptote oblique a (C) en -oo.
8. Etudier la position de (C) par rapport a (A) sur
]-0;In2[.

9. Construire (C).

Partie C

Soit A un nombre réel strictement négatif.

1. Exprimer en fonction de A I’aire A(A) en cm?
de la partie du plan comprise entre la courbe (C),
la droite (OJ), la droite (A) et droite d’équation
X =AM

2. a) Calculer la limite A de A(A) lorsque tend
Vers -oo.

b) Hachurer sur la figure la partie du plan dont
I’aire est égale a A.

On considére la fonction f de IR vers IR définie
par: f(x) =In(e* + 1).

On note (C) la courbe représentative de f dans
un repere orthonormé (O, 1, J) (unité 2 cm) .

Partie A

1.a) Calculer la limite de f en +co.

b) Etudier les variations de f et dresser son
tableau de variation.

2. a) Démontrer que la droite (D) d’équation
y = x est une asymptote oblique a (C).

b) Etudier la position de (D) par rapport a (C).
3. Tracer (C).

Partie B

Soit la fonction g définie sur [0 ;1] par :
2

g0) =% +2+ 2~ f(x).

1.a) Etudier les variations de g’.

b) En déduire le signe de g’.

c) Etudier les variations de g .
2. Démontrer que :

vV x €[0;1], 0<g(x) <5.10%
3. On note A I’aire en cm?de la partie du plan
limitée par (C), (Ol) ,(OJ) et la droite d’équation
x =1

a) A I’aide de résultats précédents donner un
encadrement de A.
b) Donner une valeur approchée de A a 0,03
pres.

Probléme 35

Sur le graphique ci-dessous, on a tracé, dans un
repere orthonormé (O,1,J) une courbe (C) et la
droite (JB) ou B(-1 ; 3).

()

On désigne par f la fonction dérivable sur IR
dont la courbe représentative est (C) .

On suppose, de plus, qu’il existe un réel a tel
que pour tout réel x,

fx)=x+1+ axe™",

1. a. Justifier que la courbe (C ) passe par le
point J.

b. Déterminer le coefficient directeur de la droite
(JB).

c. Démontrer que pour tout réel x,

Fl(x) =1—a(2x? —1)e™™".

d. On suppose que (JB) est tangente a la
courbe (C) au point J.
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Justifier que pour tout réel x,
fx)=x+1- 3xe™*",

2. Soit g la fonction définie sur IR par :

g(x) =1+ 3(2x2 —1)e ",

a. Justifier que, pour tout x de IR :

g'(x) = 6x(—2x2% + 3)e™*’,

b. Etudier les variations de g.

c. Calculer les limites de g en —oo et en +co.

d. On donne g(— g) = g(?) =1+ %

Dresser le tableau de variation de g.
e. Démontrer que 1’équation g(x) = 0 admet une
unique solution a dans [0,5; 0,6].
f. Justifier que g(—a) = 0.
g. Démontrer que :
Vx € |—o0; —a[ U ]a; +oo[,g(x) > 0

{Vx €l-a;al,glx) <0 '
3. Calculer les limites de f en —oo et en +oo.
4. Dresser le tableau de variation de f.
5.Démontrer qu’il existe un unique réel c de
[—1,5; —1,4] tel que f(c) = 0.
6. a) Démontrer que la droite (D)
d’équation y = x + 1 est asymptote & (C) en
—oo et en +oo,
b) Etudier la position de (C) par rapport a (D).
7. On désigne par A I’aire, exprimée en unités
d’aire du domaine délimité par (C), (OI), (OJ) et
la droite d’équation x = c.
Calculer A.

Probléme 36

Partie A

On donne la fonction g définie sur R par :
g(x) = e* —5e* + 6.

1. Résoudre I’équation : x €R, g(x) = 0.

2. Démontrer que :
Vx €] — o0;In2[U]In3; +oo[, g(x) > 0;
Vx €]In2;1n3][, g(x) < 0.

Partie B

Soit la fonction f dérivable sur IR et définie
par: f(x)=5e* —3e % +x — 3.

On désigne par (C) sa courbe représentative
dans le plan muni du repére orthonormé (O, I, J).
(Unité : 2 cm).

1. Calculer les limites de f(x) et de % lorsque

x tend vers -oo. Interpréter graphiquement ces
résultats.

2. Calculer la limite de f en +oo.

3.a) Démontrer que la droite (D) d’équation
y = x — 1 est une asymptote oblique a (C)
en +oo,

b) Etudier la position relative de (C) par
rapport & (D).

4. a) Vérifier que : Vx € IR, f'(x) = e **g(x)
b) Dresser le tableau de variation de f.

5. Démontrer qu’il existe un unique nombre
réel o de [2,6; 2,7] tel que f(a) = 0.

6. Construire (C) et (D).

Partie C
Soit t un nombre strictement positif.

1. Exprimer en fonction de t I’aire A(t) en cm?
de la partie du plan comprise entre la courbe
(C), la droite (QJ), la droite (A) et droite
d’équation x = t.

2. a) Calculer la limite de A(t) lorsque tend
VErs +oo,
b) Déterminer t pour que A(t) = 2.
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CORRIGES DES EXERCICES

CHAPITRE 1|
Hayfe) = 2222

xEDf@x;tO et4x?*+ x+1=0.

Le discriminant du polyndéme 4x* + x + 1 est A= —15.

Comme A< 0, 4x? + x + 1 alesigne de 4. Donc Vx €IR, 4x? + x + 1> 0.
D’ou: Df = R—{0}=] — o0; 0[U]0; +oo].

1 1
. . VaxZ+ x+1 N it S 1,01
s limf(x) = lim———= lim———== lim(— |4+ =+ =
X——00 X——0 X X——00 X——0 X

1 1 1 1
Nous avons: lim (4 + ;+ F) =4 car lim (—) = lim ( ) = 0;

X——0 X x——o0 \ X2

Ona.xlﬁrlo(4+ -t xz) 4 et 3[}1_?21\/— 2, doncxl_ljrio /4+ St =2

Ilvient lim f(x) = —2.
X——00

. . Vax2+ x+1 . XAt e . 1 1
s limf(x) = lim———= lim——= lim [4+ -+ =
X—>+00 X—+00 x X—>+00 x X—>+00 x x

1 1 1 1
Nous avons: lim (4 + —4+ —2) =4 car lim (—) = lim ( ) = 0;
X X X

X—+o0 X—+w X—=>+w \X

- li 1p )= = f __
Ona.xllmo(4+x+x2)—4 etllm\/— 2,donc l_llﬁo 4+ - + = 2.

Ilvient lim f(x) = 2.
X—>+00

1 1
olimf(x) =lim—+/4x?+ x+ 1= —ococarlim— = —wetlim/4x*>+ x+1=1
x—0 x—0 x x—0 x x—0

< < < <
1 1
'chilfolf(x) = gci_r)rol;\/élxz +x+1=-o cargci_r)rolgz +o0 et%i_y&\/élxz +x+1=1
> > > >

P)Yf(x) =vx?2+x—-2 +x—1;

xeEDf e x*+ x—2=0.

Le discriminant du polyndme  x? + x — 2 est A= 9.

Les zéros de x% + x — 2 sont -2 et 1.

x% 4+ x — 2 est positif a I’extérieur des zéros.

D’out: Df=] —o0; —2] U [1; +oo].

o lim f(x) = ll [VxZ+x—2+(x-1)|[VaZ+x—2-(x~ vl _ lim (x2+x-2)-(x-1)?

X —o0 Vx24+x—2 —(x-1) Xoe oo\/x2+x 2 —(x-1)
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] 1 2 ] 1 ] 2
Ona: lim (1 + —— —) =1 car lim (—) = [lim (—) = 0;
X—>—0 X xZ X—>—o \X X—>—00 x2
o 12\ _ , _ . 12\ _ ..
Ona 'xl—llr(;(l + ;—x—z) =1let Jl/l_)n},/y = 1,donc x&ﬂ( 1+ . x2> =1;

1 1
Ona: lim (—1 + ;) =—-1 car lim (—) =0;

X——00 X—>—0 \X
Il vient lim (— 1+ 2-Z-1+4 1) =2,
X——0 x X x

3 3
De plus lim (3 — ;) =3 car lim (—) = 0;

X——0 X—>—0
Enfin, limf(x) = —2.
X——00 2

01i111f(x)= liT(Vx2+x—2 +x—1)
X—+0o0 X—+0o0

[ 2 — = [ 2 = [ =
Ona lim (x“+x—2) xl—l>Tw(x ) =+ etyl_llrnoo\/; +0o0,

x>+

donc limVx2+x—2 =+

x>+

Deplus lim(x—1)= lim(x) =+
X—+0 X—+0
Il vient lim f(x) = +oo.
X—+00

Of(x)=v2x2+1-x+3

xEDf & 2x2+ 1>0.

Ona:Vx €IR, 4x? > 0et1>0donc Vx €IR, 4x? + 1> 0.

D’ou: Df=IR.

‘xl_l;TTiof(x) =xl_L;7rOLO(\/2x2+1—x+3)

Ona lim (2x*+1) = lim (2x?) = 4w et lim [y = +oo,
X——00 y—+00

X——0
donc limVv2x%2+1 = 4.
X——0
Deplus lim(—x+3) = lim(—x) = +o
X—>—0 X—>—00

Il vient lim f(x) = +oo.

X—>—0
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¢ limf(x) = lml(/xz( 2+i2)—x+3>= llmx/2+——x+3
X—+0 x— X x—+00

1
limf(x)= limx| 24+—=—-1+—
X X

X—>+o0 X—+w

Ona lim(2+xi2)—26ar llm( )—0

X—+00 x—+o0 \x?

1
Ona lim (2 + —2) = 2et llm\/— \/_ donc lim |2 +— V2.
x

X—+o0 X—+0o0

De plus lim ( 1 +§) = —1car lim G) =0

X—+0 X—+

I vient lim( /2+%—1+3>=\/§—1.
X400 x X

Ona limx = +oo et lim( /2+i2—1+1>=\/§—1 etvV2 —1>0,
x>+ X—+w X X

donc lim f(x) = +oo.
X—+0o0

f(x) = VxZ+x+1-

1.xEDfe x2+ x+1=0.

Le discriminant du polynéme x? + x + 1 est A= —3.

A< 0 donc le polyndme x? + x + 1alesignedea. Ora=1;a>0,donc Vx € IR,
x*+ x+1>0.DoncDf = IR

Vx> 0,100 [VxZ+x+1—x|[Vx2 +x + 1+ ] x+1
X ) X - =
VxZ+x+1 +x VxZ+x+1 +x
x(1+%) x(1+%) +%
Vx>0f(x)= = =

1
’ 1 1 1 1 ’ 1 1
X 1+—+ 2+X X( 1+ E+ ?+1) 1+ E+ F-I-l

1 1
Nous avons: lim (1 + —) =1 car lim (;) = 0;

x—+00 X x—+00

1
)= lim (—2)=Oet limVx =1

1 1 1
Nous avons: lim (1 + —+ —) =1car lim (—
X X x X>1

xX—+00 2 xX—+00

1 1 1 1
donc li <1+ -+ —)=1; ol ( - —) =2;
oncx_}%\/ " 22 donc xilmo\] 1+ X + 2 +1=2;

On conclut: lim f(x) = z,
x—+00 2

Interprétation : (Cr) admet en +co une asymptote horizontale d’équation y = %
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2.Vx<0,f(x)—( 2x——) \/m+x—( 2x——) \/m+x+—

[V ix 1+ G+ | [V 2+ 1-(x+3)
VT Tx T~ (x+2)

Vx< O,f(x)—(—zx - %) =

1):(xz+x+1)—(x+%)2 %

Vx<0,f(x)—(—2x—— = T
VEFRFT —(x+3) VAZTFx AT - (r+h)

2

Nous avons: llm (x +x+1)— llmx =400 et limVX= 4o

X—>+00
donc llmVx2+x+1 =

xX——00

De plus lim (—x—l) = lim —x =+ donc limVx?+x+1 —(x+ ) +oo
X——00 2 xX——00 1 X——00

On conclut: xilmo [f(x) — (—2x — 5)] = 0.

Donc la droite (D) d’équation y = —2x — % est asymptote a (Cr) en - oo.

3. Etudions la position de (Cr) par rapport a (D).
V x € IR, f(x)—( 2x — —) VxZ+x+1 +x+—

Iercas :x €] — oo; —%]
1

1 .
v €l - oo =3l f0 - (-2x - 3) =

Le signe de f(x) — (—Zx - E) estceluide vx?2 +x+1 — (x + %)
Comme x €] — oo; —%] alors — (x + %) > 0,oronsaitque Vx> +x+1 > 0donc:
Vx €] —oo; —%],f(x) - (—Zx - %) > 0. On en déduit que (Cy) est au-dessus de (D) sur

] - 0=

2ecas:x € [—%;+00[

Vx € [—%;+00[,f(x)—(—2x - %) =m+x+%

Comme x € [—l' +oo[ alors (x +l) > 0,oronsaitque Vx2 +x+1 > 0donc:

Vx € [—— +oof, f(x) — ( 2x — —) > 0. On en déduit que (Cy) est au-dessus de (D) sur
[—§;+°°[-

Conclusion : (Cr) est au-dessus de (D) sur IR.

1. Df = [0.4o0[

1 im 0 E

x—lg-laof(x) B x—lgl-loo \/_(\/i_+1) B xig—loo \/i_+1 ©

Ona: lim Vx — — = 400 car lim Vx = 4o et lim —=0 .
xX—>+o0 Vx X—+o0 x—+o0 VX
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Deplus lim Z4+1=1 car lim —=0 . Donc lirELl f(x) =+ .
X—+0

x—+00 VX x—+o0 VX
1
O D o) I
lim —=— = lim = li .
x—+w X x—>+oox(2+\/E) X—>+0o0 2+Vx

1 1
Ona: lim 2++Vx=4wet lim1——=1car lim —=0

X—>+w© X—+w© X X—+0 X

donc lim fe _ 0.
X—+w X

@ _y,

o X

Onadonc: lim f(x)=4w et lim

xX—>+o0 x—+
Donc (Cf) admet une branche parabolique de direction I’axe des abscisses en 400’
2.Dg =R

1 1
i = i 2 _) — 2 = —_— 2
xlgr_lwg(x) xlilzlw x%(1+ xz) 3x hmoolxl 1+ " 3x

Pour x< 0, |x| = —x .Par suite

lim g(x) = lim x| —
X——00 X——00

1
Ona : lim — = 0donc lim(1 +—)=1

x——o0 x2 xX——00

1
1+—==—-1cary*>= X
x

Ona : lim —
o lim —VX = -1
X—1
. 1 . 1 .
Ona : lim — |[1+—=—-3x=+4xwcar lim — |1+—=—-1¢et lim —3x =+
X—>—00 xz X—>—00 xZ X——00
De plus lim x = — . Par prodult hm g(x) = —oo
X——00
o ogx) 1 o L
lim —— = lim (= |1+ — —3x) = +o,d apres ce qui précéde.
X—>—0 X X—>—0 X
Ona: lim g(x) =—ocet lim # =
X——00 X——0

(Cg) admet une branche parabolique de direction I’axe des ordonnées en —00

PARTIE A
1a) hm g(x) = hm (x +2x—2) = lim x3 = +oo.
X—>—00
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lim g(x) = lim x3 = +oo.
X—+00 X—+00
g est dérivable sur R et pour tout nombre réel x on a: g’(x) = 3x2 + 2.
Pour tout nombre réel x, g’(x) > 0. g est donc strictement croissante sur R.

g est continue et strictement croissante sur R. g(R) = R. Or 0 € R donc 1’équation g(x) = 0 admet une

unique solution a dans R.
Ona:g0)=—2etg(l)=1doug(0)xg(l)<0.Donc0 < a <1.

b) Ona: g(0,77) ~ - 0,003 et g(0,78) =~ 0,035 d’ou g(0,77) % g(0,8) < 0.
Par conséquent 0,77 < a < 0,78.

2. g est continue et strictement croissante sur R. On en déduit que :
9(]—o0; a[) = ]—o0; 0[ et g(la; +oo[ = ]0; +ool.

En conséquence V X € |—oo; af, g(X) < 0 et Vx € ]a; +oo[, g(x) > 0.

PARTIE B
1 lim f(x) = lim (x——+ 2)-—oo car lim x = —wet lim 2= lim ==0.
X—>—00 X——00 X X—>—00 X
e lim f(x)= +oocar lim x = +oet lim 2= lim —2—0
X—+00 X—+0o x—>+oox X—>+00 X
. : 1
. }Clzr%f(x) = 400 car}clzg(l)x =0, h}rcrl(o—;) =40 et hinx_z = 400,
<

X
> > >

2a) lim (f(x)—x)= lim (Z+-) = 0.
X—>—00 X—>—00 X X
De méme lirp (f(x)—x)= 0.
X—>+ 00
Par conséquent la droite (D) d’équation y = x est asymptote & la courbe (C).

b)Vx €R", f(x) —x = ‘2;‘2“
v x € R*, x2 > 0,donc f(x) — x a le méme signe que —2x + 1.
Ainsi :

fxX)—x=0= x=

: . 1 1 : 1 . 1
. }Cl_r%f(x) = 91(1_r)r(1)[x +;(—2 +-)] = +oo car j1(1_r>r(1)x = 0,9161_%; =t et )1(1_r)r(1)(—2 +;) = 4o
> >

1
2"
Vx € |—o0; 0] U ] %[ f(x)—x>Oeth€] ;+00[,f(x)—x<0.

On en déduit que :

(C) est au-dessus de (D) sur ]—oo; 0] U ]0;%[ et est en dessous de (D) sur E +oo[ .

(C) et (D) se coupent au point d’abscisse l .

3 -
3a) f est dérivable sur R* et Vx € R*, f'(x) =1 +—— 2 _xTHax-2_g)

x3 x3 x3

b) L’¢tude du signe de %’;) donne :

Vx€J]-0;0[ U Ja;+oo[, f'(x) >0et Vx € ]0; af, f'(x) <O0.
On en déduit :

f est strictement croissante sur les intervalles |—oo; O[ et [o; +o0] ;
f est strictement décroissante sur ]0; «] .
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X —o0 0 a 400
F'(x) + - 0 +
f(x) +00 +00\ +00
—w / f(@)

c) Une équation de la tangente (T) a (C) au point d’abscisse 1 esty =x — 1.

1.a) g est dérivable sur IR et Vx € IR, g'(x) = 3x% — 3.
gx)=0sx=—-1oux=1.

Donc Vx € |—oo; —1[ U ]1; +o[, g’ (x) > 0 ainsi g est strictement croissante sur |—oo; —1].
vx € ]1-1;1[, g'(x) < 0 ainsi g est strictement décroissante sur [—1; 1].

lim g(x) = lim x3 = —oo et lir+n g(x) = lim x3 = 4oo.

X—>—00 X—>—00 X—>+00 X—>—00

b) g est continue et strictement croissante sur |—oo; —1]donc

g(J-o0;—1]) = ] lim g(x);g(—l)] = ]—o00; —2]. 0 & ]—o0; —2] donc I’équation g(x) = 0
X——00

n’admet pas de solution dans |—oo; —1].

g est continue et strictement décroissante sur [—-1; 1] donc g([—1;1]) = [g(1); g(—=1)] = [—6; —2].

Comme 0 ¢ [—6; —2], I’équation g(x) = 0 n’admet pas de solution dans[—1; 1].

g est continue et strictement croissante sur [1; +oo[ donc

g([l; +oo[) = [g(l); ]il’_ll_’l g(x)[ = [—6;+oo[ . Or 0 € [—6; +oo[ donc I’équation g(x) = 0

x—+0o
admet une unique solution dans ]—o; —1]. De tout ce qui précede, 1’équation g(x) = 0 admet
une solution unique a dans IR.
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¢) Encadrement de « d’amplitude 0,1

g(2)x g(3) <0donc2 <x< 3;

g(2,1)x g(2,2) <0 donc21< a<22

d) D’apreés la question 1)b) ona g(]—o0; —1]) = |—o0; 2] et g([-1; 1]) = [-6; 2],

Donc vx € |—o0; —1],g(x) < 0 etvx € [-1;1],g(x) < 0.

g est strictement croissante sur [1; +oo[ et g() = 0 donc :
-pourx < a,onag(x) < g(a)ainsi vx € [1;a[,g(x) <0
-pourx > a,onag(x) > g(a) ainsi Vx € ]Ja; +o[, g(x) > 0

Finalement vx € |—oo; af, g(x) < 0 etvx € Ja; +oo[, g(x) > 0 .

3 3
l.a)Ona hm f(x) = hm x—2= lim x = +o0; 11m f(x) = hm x—2= lim x = —oo
—+00 X x—+00 o X xX——00
. . 342 1 : 3+2x2 ,
b)Ona lim f(x) = lim = X — =4ocar lim *—— = —Zet lim — = —
x— =1 x-»>-1 x-1 x+1 x-»>-1 x-1 2 x—>—-1x+1
< < < <
. _ 342x2 1 , 342x2 1
lim f(x) = lim I — =—cocar lim X = ——et lim — = +o0
x——1 x-»>-1 x-1 x+1 x-»>-1 x-1 x—>—-1x+1
> > >
. s 3 1 . 3 2N . 1
= = —00 — = —oo
1)1Cl‘_r)11f(x) lim (x* +2x%). —— car lim (x~ +2x°) = 3 et lim ——

< < < <

= +oo car lim (x + 2x%) = 3et lim
> >

= 400,

—1x2-1

. _ . 3
ljlcr_r}lf(x) = 191(11)11(96 + 2x
> >

Ona lim | f(x) = +oo donc la droite d’équation x = —1 est asymptote verticale a (Cy) et
<

lim f(x) = +oo donc (Cf) admet la droite d’équation x = 1 comme asymptote verticale.

>
c) f est dérivable sur]—oo; —1[et sur]1; +oo],
_ (3x2+4x) (x*—1)— 2x(x +2x2) x*—3x2—4x _ _xg(®)
v e IR\ 1) £ = (1) @ ()
d) vx € IR\{—1; 1}, (x? — 1)? > 0 donc f”(x) a le signe de xg (x).
Etudions le signe de f'(x) dans le tableau suivant.

x | —oo -1 0 1 a 4
- - 0 |+ + +
X
- - 0 |- - 0 |+
g(x)
+ + 0 |- - 0 +
f'(x)
Ainsi ;

Vx € ][—00; —1[ U ]—1; 0[ U ]a; + 0], f'(x) > 0 donc fest strictement croissante sur]—oo; —1[ , sur
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]—1;0] etsur [a;+oo];

vx €]0;1[ U ]1; a[,f'(x) < 0 donc fest strictement décroissante sur [0; 1[et sur]1; «].

Dressons le tableau de variation de f

-1 0 1 a + o0
X —00
+ + 0 |- - +
f'(0) °
+00 0 +oo +oo
£x) _oo/v / \ \ /
—oo —oo f(ar)

3.a)Ladivision euclidienne de x3 + 2x? par x* — 1, donne :

vx € IR\{-1;1},f(@) =x +2+ 5. Ainsia=1,b=2,c=1letd=2.
i ) x+2 o ox 1
b) lim [f() — (x+2)] = lim ——== lim —= lim —=0.

lim [f(x) — (x + 2)] = lim % = 0.
X—>—00 X—>—00

Donc (Cr) admet la droite (D)comme asymptote oblique en —co et en+oo.
c)Vx € IR\{-1;1}, f(x) — (x+2) = Xt

x2-1"
L’étude du signe de f(x) — (x + 2) donne :
Vx € |—00; —2[ U ]-1;0[ U JO; 1[, f(x) — (x +2) < O
Vx €]-2;—-1[U]1; +oo[, f(x) = (x +2) >0
vx € {-2;0}, f(x) - (x+2) = 0.
Donc :
(C¢) estau-dessus de (D)sur |—2; —1[ U ]1; +ool.
(C¢) estau dessous de (D)sur]—oo; —2[ U ]—1;0[ U ]0; 1[ .
d) Les abscisses de ces points sont solutions de I’équation x € Df, f'(x) = 1
ffx)=1eox*—3x?—4x =x*-2x’+1e x?2+4x+1=0.
Les solutions de cette équation sont —2 + /3 et —2 — /3. Do le résultat.
4. Une équationde (T) est: f'(2)(x —2) + f(2) = —%x + % .

5. Les abscisses des points d’intersections de (Cr) avec (OI) sont solutions de 1’équation :

x €Dp,f(x)=0.

x3+2x’ =0 x*(x+2)=0 x=00ux =—2.
Donc (0; 0) et (—2; 0) sont les coordonnées des points d’intersections.
6. Représentation graphique de f
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CHAPITRE 2

flf(x)=(x?-3x+1)°; I=IR
vx €IR, f'(x) = 5(2x — 3)(x? — 3x + 1)* .

0) f(x)=V4x—1; I=E;+oo[

1 ren 2
vx € ]Z;+°°['f ) =7
— x —
Vx2+1-— x
r _ VxZ+1 _ 1
Vx IR f'() = —— 7 = e
Nfe) = 23(1- %% I=IR

Vx €EIR, f'(x) =3x2(1- x)? +x3 x2(-1)(1—x) =2xQ2x — D(x — 1) .

0) f(0)= S+ 11— I =]-31]

- = 3_242
Vxe]—oo;1[,f'(x)=§_M_1 4 _ x3-3x%43x47

x-D* 2 + (x-13  2(x-1)3
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1f(-1) = 0.
. _ . _ 2 _
*fm, f@) = Jim (1 =x%) =0
< <

l lim 2x + 2 0
* = =
im f(x) = | g T3
fest continue en -Lcar lim fx) = lim f) =f(=D.
< >
. fO-f(-1) _ x2 , L. N
2. OxlirplT = llm = llm (1 —x) = 2; fest derivablea gauche en -1 car
<
f(X) f(=1
xlim1— est f1n1e fe(—1) = 2.
) 1 - 2 f)=f(=1)
o lim LOTTCED _ iy o7 gy 2= ;; £ est dérivable a droite en -1 car lim ——————=
x——1 x+1 x——1 x+1 x——1x+2 x—-—1 x+1

> >

> >
est finie ; f;(—1) = 2.

On en déduit que f est dérivable en -1 car f;(—1) = f;(=1).

8Dy =] — 00; —1[U] — 1; +oo].
Expression de f(x) sans valeur absolue

X2 —x+2 X*4+x—-2

Vx € |—o0; —1[ U] — 1;2],f(x) = T 1 et Vx € [2;4oo[,f(x) = 1

1.Etude de la continuité en 2
4+ 2-2| 4

= " —_
f2) . -
. . xXP—x+2 _ 4 +x=2 _ 4
i fo) =l === =3 et llmﬂx)-llzxxfl =3

<
Ona gci_r)rzzf(x) =£%f(x) = f(2) =§ donc f est continue en 2 .
< >
2.Etude de la dérivabilité en 2
fE-F@) S sgxia | 3xe
oo — _1. X)— _ _x+1 3 _ 3x"-7x _ 3x-
® Vx €]-00; —1[ U] = 1;2[, x—2  x=2  3(x+1)(x-2) 3(x+1)
or lim=2L =5 giou 1imI27® =% on en déduit que f est dérivable
x—-2 3(x+1) 9 x-2  x-2 9
<
a gauche en 2 et f,g(Z) = g :
Fo-f@ _ SR seai10 _ awes
. X)— _ x+1 _E _ X“=X— _ X
o Vx €]2; +oo[ x-2  x=2  3(x+1)(x-2) 3(x+1)
o o SXFS 1L fO)-f@)_ 11
TER3@rD 9 TR x—2 T 9
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On en déduit que f est dérivable a droite en 2 et f’d(Z) =—
Comme f’g (2) # f',(2) alors f n'estpas dérivable en 2.

Interprétation graphique :

Comme f’ (2) = E et f',(2) = E alors la courbe (C) admet au point d’abscisse 2 deux demi-

11

tangentes de coeff|C|ents dlrecteurs 5 et —.

3.Calcul de limites

— 2
o lim f(x)= lim === lim == lim (x) = —oo,
X—>—00 x—>—00 x+1 X—>—00 X X—>—00
x—2 . x2
o lim f(x)= x§+w o = lim — = lim (x) = +oo.
; . x%-x+2
o lim f(x)= lim —=—= lim 1E(x —x +2).
< < <
im (x? — - im = Lo L
Ona lim (x* —x +2) =4 et lim — = —codonc par produit:  lim f(x) =
li E)_l_ x2_x+2_<1_ 1 x? +2) <
x—1>ir—11fx—x_1,:31 1 _x—lf—llx+1x x + 2).

Ona xlglll(x x+2)=4et Jim —— = 400 donc par produit: Jim fx) =
> > >

4. Etude des variations de fet tableau de variations

e f estdérivable sur chacun des intervalles |—o0; —1[ et ] — 1;2].

x—1)(x+1)—(x?-x+2) _ x?+2x-3
(x+1)2 To(x+1)?

Vx € |—o0; —1[ U] — 1;2[, f'(x) =

Vx € |—o0; —1[ U] — 1;2[, (x + 1)? > 0 donc le signe de f'(x) est celui de x* + 2x — 3.
Par suite :

Vx € ]—oo; =3[ U]L;2[,  f'(x)>0;

vx €]-3;-1[U] - 1;1, f'(x) <0;

vx € {-3;1}, f'(x)=0.

e f estdérivable sur I'intervalle ]2; +oo.

. ' _ x+D)(xe+1)-(x%+x-2) _ x2+2x+3
Vx € 12;4+[,f'(x) = D)2 = T

Vx € ]2; +oo[, (x + 1)? > 0 donc le signe de f'(x) est celui de x? + 2x + 3.
Vx € ]2; +oof, f'(x) > 0.

On en déduit : Vx € |—o0; =3[ U]1; +oo[, f'(x) > 0;

vx €]-3;—-1[u—-1;1[ f'(x) <0;

vx € {-3;1}, f'(x) = 0.
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Par conséquent, f est strictement croissante sur ]—oo; —3] et sur [1; +oo[ et strictement décroissante

sur[—3; —1[ etsur]—1;1].

Tableau de variation de f

X

+ 0 - - 0 +

f')

+

i "
P Oo/' 1 /

4
x+1

5.8) vV € ]—o0; —1[ U] ~ 1;2],f(x) — (x—2) = 2 — (x — 2) =

Comme lim — = lim =0, alors la droite (D;) estasymptote a (C) en —oo,

x——oo0 x+1 xX——00 X

_ X x-2 _ =2
Vx € [2; 400, f(x) —x = 1 X=—

Comme lim —= = lim == 0, alors la droite (D,) est asymptote a (C) en +oo.

x—+o00 x+1 xX—>+00 X

b) vx €]-oo;—1[ Ul - 1;2], f(x) - (x —2) = —~.

Comme 4> 0 alors le signe de f(x) — (x — 2) est celui de x + 1.

Dou:Vx € ]—oo; —1[, f(x) —(x —2) <0 et Vx €] - 1;2], f(x) — (x—2) > 0.
Donc (C) est au-dessous de (D) sur ]—oo; —1[ et (C)est au-dessus de (D;) sur ] — 1; 2].

C) Vx € [2;+oo[, f(x) —x =2 vxe [2;+0o[,x+1 >0 etcomme -2< 0 alors

x+1’

f(x) —x < 0. Par conséquent la courbe (C) est au-dessous de (D,) sur [2; +oo].

6. Tracé de (C), (D,) et (D,)

P it
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1. Df ={x € R/x*+3x+2 >0}
Les zéros de x? + 3x + 2 sont -2 et -1. Donc d’aprés la régle des signes, on a :
Df = |—o0; —2] U [—1; +oo].

. f)-f(-1) _ . Vx2+3x+2 . 1
Z'xll,ml—x = Jim SEEEE = lim xlimlm_ (x +2).
Onaxll)mlm—+oo et hm (x+2)—1 donc hmlm (x+2)=40
Ainsi lim fe)-r-1) + oo, donc f n’est pas dérivable en — 1 car

x—-1 x+1

. -f(-1

lim fO)-f(=1)
x—-1 x+1

En procédant comme précédemment, on montre que :

. ) —f(=2)

lim ———=
x——2 x4+ 2

lim f)-r(=2)
x——-2 x+2

n’est pas finie, mais (C) admet une demie-tangente verticale au point d’abscisse -1.

= — o,donc f n’est pas dérivable en — 2 car

n’est pas finie, mais (C) admet une demie-tangente verticale au point d’abscisse -2.

3.0na: lim x2+3x+2= lim x? = +wet lim vx = +w,donc Jim f(x) = +oo.

X——0 X——© X——©

Ona: lim x?2+43x+2= lim x? = +wet lim vx = +ow,donc 11m f(x)—+oo

X—>4o0 x—+o0 X—+00

4. f est dérivable sur |—o; —2[ et sur |—1; +oo[

’ 2 +3
Vx € |—oo;—2[ U ]-1; +OO[,f (x) = Nﬁ

Vx € ]—o0; —2[ U ]—1; 4+oo[,24/x2 + 3x + 2 > 0, donc le signe f '(x) est celui de 2x + 3 .
Donc : Vx € ]—oo; =2, f'(x) < 0 et Vx € ]—1; +oo, f (x) > 0.
On en déduit que f est strictement décroissante sur |—oo; —2] et strictement croissante sur [—1; +ool.

X -0 -2 -1 too
£4(x) + i
f(X) +00 +o0
0 0
3 3 g
BT 3 = g Vx2 +3x +2 =1 —_—
S xl_lflqoo [f(x) +x+ 2] xﬂ@w X“+3x+2+x+ 2 xl—lgloo x2+3x+2x—x—§

3
Ona: lim Vx2+3x+2=+wet lim (—x—E) = 4o
X——00

X——00

3
donc lim +/x2 +3x+2—x—§= + 00,
X——00
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3
Par suite, lim [f(x) +x+ E] =0.
X——00

3
On montre de fagon analogue, que: lir£1 [f(x) —x— E] =0.
X—+ 00
On déduit de ces deux résultats, que (D,) et (D,) sont respectivement asymptote a (C) en -co et en +oo.

6.x<—-2oux>-1o-3—-x=>-1ou—3—x<-2

DoncVx € Df,ona —3 — x € Df.

Vx € Df, f(=3—x) =/(-3—-x)2+3(-3—x) +2=VxZ+ 3x + 2 = f(x).
Donc la droite d’équation x = —% est un axe de symétrie de (C).

7. (T) a pour équation y= f'(0)(x-0)+f(0) . (T) a pour équation y = ¥x+\/§
8. Tracé de (D1), (D2) et (C)

Partie B

1. f est continue et strictement croissante sur [—1; +oo[.Comme g est la restriction de f a [—1; +oo[ ,
donc g est aussi continue et strictement croissante sur [—1; +oo].

De plus g([—1; +oo) = f([—1; +o0[)=[0; +oo].

Donc g est une bijection de [—1; +oo[ sur [0; +ol.

2.0n a g(0) = f(0) = v/2 donc I’antécédent de v/2 par g est 0.

2’(0) =%§ et g’(0)# 0, donc g~t est dérivableenv/2. (g~1)'(V2) = = ==,

1 22

g'(0) 3
Partie A

1. lim g(x) = lim 2—+x?—-1)
X—+00 X—+00
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Ona: lim (—x?) = —.

X—+00

Ona: lim x> —1= lim x? =+ et lim VX = +oo,donc llm (\/x2 1) = +oo.

X—+00 X—+0co X—->+00

Par conséquent llm (—x Vx?2—-1)=—
Donc lim (2—x?Vx2—1)=—o0. D' ou llm gx) =

xX—+00
)
2. g est dérivable sur |1; +oo[. Vx € ]1; +oo[, g'(x) = _x(\/%Z)-

Vx € ]1; +oo[,x > 0 et Vx2 —1 > 0.Donc g'(x) et — 3x% + 2 ont le méme signe.
Donc Vx € ]1; +oo[, g'(x) < 0.
Par conséquent g est strictement décroissante sur]1; +oo[.

X 1 +o0

g'(x) -

2

gx) \

3.a) g est continue et strictement décroissante sur ]1; +oo[ ; g(]1; +oo[) = ]—o0; 2[ et 0 € ]—o0; 2[.
Par conséquent 1’équation x € |1; +oo[,g(x) = 0 admet une solution unique a.
On a:lirrllg(x) =2etg(2) =2—-4V3.
X
>

g(1;2[=]2—4V3;2[et0€]2—4V3;2[.Donc 1 < a < 2.
b) Ona lin}g(x) =2etg(1,1) = -0,3.0na 2>0et—03<0.Doncl<a<1,1.
X—
>

Une valeur approchée de a est 1,1.

4. g est strictement décroissante sur]1; +oo[ et g(a) = 0. Par conséquent :
sil<x<aalors g(x) > g(a);

gx) > 0.
six>aalors g(x) < g(a) ;
gx) <O0.
Conclusion Vx € ]1;al,g(x) > 0etVx € |a; +oo[, g(x) <O0.
Partie B
1. Dy = |—00; =1] U [1; +oo[. Ds est symétrique par rapport a 0.

VxZ-1 _ _(___l_\/x -

b

Vx € f(—x) = ’Z—C - ) = —f(x). Donc f est une fonction impaire.
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) i _ x x2 -1
.a) xl)z-nmf(x) - xiz-noo(_ E + X )
ona lim, (-3 =~

_ VxZ-1 . 1
—— = lim 1-— - -
X—+00 xX—+00 xX—+0o X

Ona lim ——— = lim
1
lim (1——)—1car ll —=0

x—+00 +oox2
XEToo(l - _) - 1 1
donc par composition lim [1——= = 1.

lim y = X—+00 X

y-1
Ainsi: lim Y2 =1,

X—+00 X

De lim (=) =—coet lim "1 1, onentire lim f(x) = —oo,

xo+e X-too X x—+00

V1

b) llm f(x) B (__ + 1) X—>+00 X—+00 xx = 1

Donc Ia droite (D) est asymptote a (C) en +oo.

1=

O Vx € 11 +ool f(0) — (- 24+ 1) =Yoo q = VI

X

Vx € |1;4+oo[,x > 0, doncf(x)—(——+1) ale mémesigne que vVx?—1—x.

[
Vx €]1;4o, Vx2—1>0et— x<0.
]

. 2 _ _ — -1
Ona:Vx € ]1;4mo[,Vx?—1—x Nrea e
Vx € ]1;4o[, vx2—1>0etx > 0.
. 2 _ _ . -1
Donc Vx € ]1; +oo[, Vx 1+x>0.0r—-1<0doncVvx € ]1; +00[,m+x <0.

D’ou Vx € ]1; 4o, £ (x) — (—g + 1) <0.
Par conséquent (C) est au-dessous de (D) sur ]1; +oo.

1
3f(1)=—5

1 1 x+1 1 x+1 1
lim f—() O =lim(—+——) =lim—-+( ) ———
x21 x—1 x21 2 xx2-1 x21 2 x X2 — 1
Ona lim> 2 et lim—— = +

= —_ o0
naxgq . exL;r)rll o
D l x+1 1 — 4o D'ouli 1+ x+1 1 -
OTlel_T)r%( X ),/xZ_l_ - Ouxl;r)q 2 ( X ) xz_l_ *®

x)—f(1

Par conséquent, limM = 4o

x21 x—1
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limf

-f@ . , -
| % n’est pas un nombre réel. Donc f n’est pas dérivable en 1.
X -
>

Donc (C) admet une demi-tangente verticale au point d’abscisse 1.

4.a) f est dérivable sur ]1; +oof.

—2X_)xe—VxZ-1 N v
v € ]1; +oo f1(x) = _%+% - _%+x2\/% - 22;2\/\;?11 - zxfj%'
b) Vx € ]1; +oo[, 2x2Vx2 — 1 > 0.Doncf’(x) et g(x) ontle méme signe sur ]1; +oo|.
Orvx € ]1;a[,g(x) >0, Vx € Ja; +oo[, g(x) < 0 et g(a)=0.
Donc Vx € |1;af, f'(x) > 0, Vx € |a; +oo[, f'(x) < 0 et f’(a)=0.

Par conséquent f est strictement croissante sur ]1; o] et f est strictement décroissante sur [o; +oo].

X 1 a 40
Sx) + 0 _
f(a)
1 —o0
2
5-f(6¥)=—%+ ai_l.g(a)=0=>2—a2\/a2—1=0=>\/0(27_=%_

Donc f(a) = —%+%.

6.Tracé de (C)et(D)
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Déterminons une primitive de la fonction f sur I’intervalle L
Soit F une primitive de f sur 1.

3 4 3

a)f:xn—>%+4x2-x+3; I=R CFix—> %+ 4%—’;—2+3x

: 1_2,6_3 .71-70: : 1,2 6
bfix— S-S+ -2 [=]0+0] Fix— — 45— —6Vx

4

Offx— (x—-1Dx+2)2 =x3+3x?-4 I=R : Fx— %+x3-4x

: ¥-2_1.2 . B Tty
dfix——=5—75 IF]0;+0o] : Fix— —+—

e)f:x H%h/} 11= ]0; +oof : F:x — -15x3 +§x\/§
f) f:x+— -2sinx +cosx I=R: F:x+— 2C0SX + sinx

g) f:x — tan? x , I=]0; g[ : F:x — tanx —x.

a) Posons u(x) = x3 —3, u'(x) = 3x% onobtient: f(x) = u'(x)[u(x)]* donc la fonction F
définie sur IR par F(x) = % X (x3—1)% estune primitive de f sur IR.

_v®™
(u(x))?
]1;+4o00[. par Ax) = ﬁ est une primitive de f sur |1 ;+oo|.

b) Posons u(x) =1 —x, u'(x) = —1 on obtient f(x) = donc la fonction F définie sur
c) Posons u(x) =4x+1 u'(x) =4 onobtient: f(x) = % x u'(x)[u(x)]3donc la fonction F définie

sur IR par F(x) = i X i (4x + D* = % (4x + 1)* est une primitive de f sur IR.

d)Posons u(x) =1 —x?, u'(x) = —2x onobtient: f(x) = —% X (Z(:(:)?‘* donc la fonction F
L . _ 1 -1 1 - e

définie sur ]-1;1[. par Ax) = 5 X A~ ey est une primitive de f sur ]-1;1].

e) Posons u(x) =4x+1 u'(x) =4 onobtient: f(x) = z X (Z(S;donc la fonction F définie

sur]0 ;+oo[. par F(x) = 2X ——— = ——>__ est une primitive de f sur]0 ;+oo[.

4" 2(4x+1)%2  8(4x+1)2
f) Posons u(x) = 2x, u'(x) = 2 on obtient: 3sin2x = %u’(x) sinu(x).
Posons v(x) =x—1, v'(x) = 1onobtient cos(x — 1) = v'(x)cosv(x).
fx) = gu’(x) sinu(x) + v'(x)cosv(x). Donc une primitive de f sur IR est la fonction F définie
par: F(x) = —%cost + sin(x — 1).
e
Julx)
IR par: F(x) = % x 2Vx2 +1 = Vx2% + 1 est une primitive de f sur IR

g) Posons u(x) = x2+ 1, u'(x) = 2x on obtient: f(x) = % X donc la fonction F définie sur

i) Posons u(x) = sinx, u’(x) = cosx on obtient : f(x) = u’(x)[u(x)]? donc la fonction F définie

surIRpar: F(x) = % [sin(x)]3est une primitive de f sur IR
j) Posons u(x) = x2, u'(x) = 2x on obtient: f(x) = % x u'(x) sin u(x) donc la fonction F définie

sur IR par F(x) = — % cos(x?) est une primitive de f sur IR
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u'(x)
Julx)

surIRpar: F(x) = % X 246 — 2cosx = 3v/6 — 2cosx est une primitive de f sur IR.

donc la fonction F  définie

K) Posons u(x) = 6 — 2cosx,u’'(x) = 2sinx on obtient f(x) = % X

CHAPITRE 3
. . X
L.a) lim f() = lm{x — 4 +In(7)]
> >
On aéi_r)r&(x —4)=—-4
>
Ona lim( ai ) =0 et limlny = —oo,donc limln( ) = —oo.
x>0 \x + 1 y=0 ’ x>0 x+1
>
En ajoutant ces deux derniéres limites, on obtient: gcz_r)r(} f(x) =—o0
>
b) gcl_T]& f(x) = —oo prouve que I'axe des ordonnées est asymptote a(C).
>
2.a)Ona lim(x—4) = limx =400
X—+o0 X—~+0o0
0 lim ( ) = lim (f) = lim (1) =1et limlny = 0,donc lim In( ad )=0
nax—>+oo x+ 1/ xoto\x/ x5+ N y-1 y==5 xoro x4+ 17

En ajoutant ces deux derniéres limites, on obtient: lim f(x) = +oo

X—+o0
] — ] x
D M) = (= 0] = timIn (=
Il an résulte que la droite (D) d’équation est asymptote a (C) en +oco.
c) Pourtout x € 10; +oof, f(x) — (x —4) = 1n(ﬁ)

) = 0 d'aprés la question précédente.

Quel que soitx €10; +oo[,x+1>x > 0donc 0 < — < 1.Donc1n(i) <0.
x+1 x+1

X+1-x

(D2 _ xXZ4x+1

3. fest dérivable sur ]0 ; +oo[. Pour tout x € J0; +oo, f'(x) =1+ -F—= prowera

x+1

Pourtoutx € ]0; +oo[,x>+x+1>0etx(x+1) > 0.DoncV x € ]0; +oof, f'(x) > 0. Il
en résulte que f est strictement croissante sur ]0; +ool.

X 0 +00
f'(x) +
5 I
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4. Représentation graphique.

1.L’ensemb1e de définition de f est: {0} U ]0; +oo[ = [0; +o0] .
I =t (e = ) = it — 322
x%f(x) = xgr&?( nx _E) —xl_r]é(zx nx—Zx )

>

. _ . 2 _ . 2 _
il_r)r(%f(x) =0 car ;Cl_r)r&x Inx =0 et gcllré(x )=20

> > >
chi_r)r&f(x) = f(0) = 0 donc f est continue en 0.
>

2
fa) S (nx - %) x

3 1 3
b) VxE]10,+00[, . . —E(lnx—z)—lenx—zx
or chi_r)r(%(lenx —Ex) =0 car gci_r%xlnx =0et )lci_r)ré(x) =0
> > >
d'ou lin&% = 0 donc f estdérivableen 0 et f'(0) = 0.
X
2. Ui li xz(l 3) tim = U (l 3)
— J— —_— _—= o0 —_—] = (0/0]
W S0 =l 5 I mg) orlip g = vee et i (e mg) =7
I . X 3 _ . _
d ouxl_lﬁloo—(lnx - 5) =+ donc xl_l)zrnoof(x) = 400,

2
3.a) Vx € ]0;+o[f'(x) = x(lnx—%) +x7><§= xlnx—;x+§ = xlnx — x doncvx €
10; +oo[f'(x) = x(lnx — 1)
b) Vx € ]0; +oo[ le signe de f'(x) est celui de Inx — 1 carx >0
Inx—1=0=x=¢e o mx—-1>0=hx>1x>e
d'ol Vx € ]0;e[f'(x) <0et,Vx € Je;+oo[,f'(x) > 0.

On en déduit que f est strictement décroissante sur [0; e] et strictement croissante sur [e; +oo].
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0 e 40
x
0 — 0 +
f'(x)
0 400
fx) e?
4

4. Une équationde (T)est:y =f'(Dx -+ (D) f'(1D)=-1 et f(1) = % X (—;) = —% donc
une équationde (T)est:y = —x + % .

5.a) h est dérivable sur ]0; +oo[. Vx € |0; +oo[,h'(x) = f'(x) + 1 = x(Inx — 1) + 1.

Vx € ]0;+oof, h'"(x) =lnx — 1+ x X i = Inx.

Dou: Vx € ]0;1[Lh""(x) < 0 et Vx € ]1;4+oo[,h"(x) >0 et h""(1) = 0.

On en déduit que h’ est strictement décroissante sur ]0; 1] et strictement croissante sur [1 ;+oo|.

0 1 400
X
- 0 +
h”(x)
h'(x) 0

b) sur ]0; +oo[ h" s’annule en 1 en changeant de signe passant des valeurs négatives a des valeurs
positives. Donc h” admet en 1 un minimum de valeur h’(1)=0.

On en déduit que : vx € ]0; +oo[,h'(x) > 0.

Par suite la fonction h est strictement croissante sur ]0; +oo[

Oh() =f(1)+1-;=-2+2=0.

La fonction h est strictement croissante sur ]0; +co[eth(1) = 0 d’ou:

0<x<loeh(x)<0 et x>1<h(x)>0

Donc Vx € ]0;1[, h(x) <0, Vx € ]1;4+[, h(x) >0 et h(1) =0.

d) le signe de f(x) — (—x + i) permet de préciser la position relative de (C) et (T).
Vx € ]0; +oo[ f(x)— (—x + %) = h(x) d’ou d’apres la question 5¢)
f(x)— (—x+i) <0 pourx €]0;1[; f(x)— (—x +%) > 0 pour x € |1; +oo[ ;
f(x)—(—x+i) =0pourx=1.

Par conséquent :  la courbe (C) est au-dessous de (T) sur]0; 1[;

la courbe (C) est au-dessus de (T) sur]1; +oof;
la courbe (C) coupe (T) au point d’abscisse 1.
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Partie A
la)Dg={x €IR /x> 0etlnx # 0} U {0}
Inx =0 x=1. D’ouDg=[0; 1[U]1; 4+oo[.

; T 1
b) ¢ limg(x) = limx X o5
1
— ; 2 _ 2 . )
On ail_)nll (nx)? = +oo car il_ﬁl(lnx) 0 et(Inx)* > 0 pour tout x €]0;1[U]1; +oo].
Ona limx =1
x—1

En multipliant ces deux dernieres limites, on obtient: liTTll g(x) = +oo.
X—

" Jimlimg) = tim 7

Effectuons un changement de variable, en posant X = /x; x = X?2.
Lorsque x tend vers + oo, X tend vers + oo,

Par conséquent : i = li X li B lim > X
a Jim e = i e = lim e = lim 3P
On sait que lim X — 0,donc lim (m_x)z = 0. Par suite, llm ,ni( = +o0.
X->+0 X X-+ow X (—)2
D’ou : lim g(x) = +o00,
9( ) 1
) xILrEo X xliﬂo (Inx)?
On sait que lim Inx = +oo,donc llm (lnx)2 = 4o00. Par suite, lim >=0.
X—+o0 " ¥+ (Inx)
Ainsi, lim = 99 o,
X—+00

d) D’apreés les questions précédentes :
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. lirln g(x) = +oo,donc la droite d’équation x = 1 est asymptote a (C).
X—

lLZrn g(x) = +oet llm g = 0, donc la courbe (C) admet une branche
x—) o0
parabolique de dlrectlon (OI) en +oo,
2.a)g(0)=-1
x
= l
llmg(x) im—— (lnx)z
ll‘rgllnx = —oo,donc llm(lnx)2 = 400,
xX—
limx = 0.
x—0
En faisant le quotient des deux limites précédentes, on obtient : ll?gl o x)z =0
X—
D’ou: limg(x) = —
x—0
liTBlg(x) = g(0) donc g est continue en 0.
x—
- g)—g@ 1
b) im——————=1
lﬁlom X 20 (Inx)?
Comme liminx = —oo, donc llm(lnx)2 = +oo. Par suite, lim =0
x—0 x—0 (lnx)2
Ainsi, llmw = 0.
X
lim " M est finie donc g est dérivable a droite en 0 et g'(0) = 0.
xX—

Comme g (0) 0 donc la courbe (C) admet au point d’abscisse 0 une demi-tangente horizontale.
3. gest dérivable sur]0; 1[et sur]1; +oo.

1
(lnx)z—xxz;lnx _ (nx)(Inx-2)

a)Vx €]0;1[U]1; +oo[, g'(x) = TR =

Comme (Inx)* > 0 sur ]0; 1[U]1; +oo[, donc g'(x) est du signe de (Inx)(lnx — 2).

e J(¥)=0 & (Inx)(lnx—-2)=0 @lnx=0o0ulnx—2=0
Slhx=0oulnx=2 ©x=1oux=_e?

Comme x €]0; 1[U]1; +oo[, alors: g'(x) =0 & x = e?.

e J(x)>0 & (Inx)(Inx—2)>0

nx>0=x>1;

Inx—-2>0Inx>2< x> e’

X 0 1 e? + 00
+ +
- 0 +
- 0 +
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Il en résulte que :

V x €]0; 1[U]1; +oo[. g’(x) >0 ;

V x €]1;e?[. g(x) <O.

b) On déduit de ce qui précede que :

g est strictement croissante sur [0 ;1[ et sur ]1; +oo[;
g est strictement décroissante sur ]1; e?].

Tableau de variation de g

X [o 1 e? + 00
gx) |0+ - +
9(x) +00 +oo /oo
-1 e? .
=-

4) a) La fonction g est continue et strictement croissante sur [0 ;1[, donc elle réalise une bijection
de [0;1[ sur g([0;1[) = [—1; +oo[. Or 0 € [—1; +oo[ ; donc I’équation: X € IR, g(x) = 0admet
une unique solution « dans]0;1[ .

b) 0,4 et 0,5 appartiennent a J0 ;1][.

Ona:g(0,4) =~ -0,52 et g(0,5) = 0,04, d’ou g(0,4)x g(0,5) < 0.

On déduit que 0,4<a < 0,5.

c)* g est strictement croissante sur ]0 ;1[ et g(a) =0 d’ou :

Vx €]0;af,g(x) < 0etVx €]a; 1[,g(x) > 0.

* g°(x) s’annule e? en changeant de signe, donc g(e?) est le minimum de g sur ]1 ; +oo[ car g
est strictement décroissante sur ]1; e?[ et strictement croissante sur Je?; +oo[ ;

Or £ —1~085, &1 0donc vx €]1; +oo,g(x) > 0.
Finalement, V x €]0; a[, g(x) < 0 et V x €]a; 1[U]1; + o[, g(x) > 0.

Partie B 1.a)
I _ 1 1
lim f() = liml-— 7]
> >
Onalim—= 4+
x-0 x
g 1
Ona lim— =0 car limlnx = —oo.
x-0 [Inx x—0
> >
En ajoutant ces deux derniéres limites, on obtient: )%l_%l f(x) = +oo.

>
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1 1
*lim f () = Um[=— ]
< <

1
Ona gcg)rll(;) =1

Ona lim (i) = —oo car limlnx = 0etInx < 0sur]0;1[.D'ou lim
x—1 \Ilnx x—1 x—1
< < <

Finalement, gcl_r]lz f(x) = +o0.

<
On montre de méme que : gcl_T)Tll f(x) =—o0
>
1
« lim f(x) = lim 1[;—@]

1
lim (—) =0et lim (—) = 0 donc lian f(x)=0
X—>+o0

xX—+0 x—+o \Inx

b) D’apres les questions précédentes :
: li?(T)l f(x) = +oo donc la droite d’équation x = 0 est asymptote a (C).
X—

gCl_T)rll f(x) =4oet fci_’,’}f(x) = —oo donc la droite d'équation x = 1

< >
est asymptote a (C).
lim f(x) = 0,donc l'axe (0J]) est asymptote a (C) en + oo.

X—F00

2. Q) x €]0; 1[U]1L; +oo[, f'(x) = — = + —— = 49

x2  x(Inx)? x2
Comme x2 > 0 sur ]0; 1{U]1; +oo[, alors f'(x) est du signe de g(x).
On déduit de la partie A-4)c. que :
Vx€|0;af,f'(x) <0 et Vx €]a; 1[U]1; +oof, f'(x) > 0.

(55) =+
Inx

D’ou f est strictement décroissante sur ]0; ] et strictement croissante sur chacun des intervalles

[a; 1[et ]1; +oo].
Tableau de variation de f :

x |0 a 1 + oo
S - 0 + +
K /+°° /0
x)
fla) —00
3.) f(a) = ; - m
g@) =0 —1=0& (Ina)? = a © Ina =JVaoulna = —VJa

(lnoc)2
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Comme a €]0,4; 0,5[ donc Ina < 0.D’ou Ina = —Va .

On obtient f (a) :é___ba :§+\/% _ 1+a\/a'

b) Déduisons le signe de f(x) :

* D’aprés 1’étude de variations de f, f(a) est le minimum de f sur 0 ;1[, or f(a) > 0.
D’ou V x €]0; 1[, f(x) > 0.

* f est strictement croissante sur ]1; +oo] et xl_émof(x) =0, donc:V x €]1; +oo[, f(x) <O0.

On en déduit: vV x €10-1[, f(x) > 0 etV x €]1; +oo[, f(x) <O.
4. Tracé de (C). Voi () Hhique ci-dessous.

Partie C
1. D’apres le résultat obtenu a la question Partie A2)a., f est continue et strictement sur ]1; +oo],
donc f réalise une bijection de ]1; +oo[ sur ] — oo; O, donc la restriction h de f a ]1; +oo[ est une
bijection de ]1; 4+oo[ sur ] — oo; 0.

1-e

2.a)Onah(e) =fe)=-—1==%.

e
b) h'(e) = % = ‘:—21 donc h'(e) # 0. On en déduit que A~ est dérivable en ? et on donc :
—tydzey - L €®
(h' ) ( e ) - h'(e) - e—1"
c) (T) et la représentation graphique de h sont symétriques par rapport a la droite d’équation
y=x.
Voir graphique.
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CHAPITRE 4

lim A(x) = lim 3+ (x—1)e™ = lim 3+xe ¥ —e™*
X—+00 xX—+00

X—+ 00

1 * 1
Ona lim xe™ = lim —=0car lim == +o0; lim e™ = lim — = 0 car lim e* = +oo

X—+00 X—>+o00 —— xX—+00 X x—>oo X—+oo € X—+00

Donc llm h(x) =3 i

-1
lim h(x) = lim 3 + —_—
X—>— 0 X—>— 00
Ona lim x—xl: lim (x—l)ixz —oocar lim (x —1) = —coet lim ixz +o0
X—>— o0 € X—— 00 e X—— 0o X—>— o€

Doncxl_lmooh(x) = —o00

1. a)VxelRhA(x)=e*—-(x—De*=e*A1-x—-1)=2—-—x)e”*
b) Vx € IR, e™ > 0 donc h'(x) a le signe de (2 — x).
Ainsi :
Vx € |—o0; 2[, h'(x) > 0 donc h est strictement croissante sur |—oo; 2];
Vx € ]2; +oo[, h'(x) < 0 donc h est strictement décroissante sur [2; +oo| .

x —00 2 +oo
B o) + e

-2
h(x) _Oo/.s B . 3

3. h est continue et strictement croissante sur ]—oo; 2], donc
h(-0;2], ) = | lim hGo;A(2)] =1-003 +e72].
X—>—00

Comme 0 € ]—o0; 3 + e~2](car3 + e~2 > 0) alors I’équation h(x) = 0 admet une unique solution «
dans ]—oo; 2].

Deplush(—1) =3 —2¢; 3—2e <0eth(0) =2.Donc h(—1) X h(0) < 0 d’ou —1 <x< 0.

4. @ h est strictement croissante sur ]—oo; 2] et h(x) = 0.

-Si x <« alors h(x) < h(x) donc V x € ]—oo; [, h(x) < 0;
-Six >« alors h(x) > h(x) doncV x € |x; 2], h(x) >0

e h est continue et strictement décroissante sur [2; +oo[ donc
h([2; +o) = [h(Z); lim h(x)[ =13;3+e72].

X—+ 0o
Ainsi Vx € [2; +o[, h(x) > 0.

Enrésumé: Vx € |—oo; [, h(x) < 0etVx € Joc; +oo[, h(x) > 0 .
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Partie B

1. lim f(x) = lim 3x+1—xe™
xX—+00 X—+00

Ona lim 3x + 1 = +o00; lim xe™ = 0 d’aprés question 1) partie A, donc 1ir+n h(x) = 4
X—>+00

X—+00 X—+00 1
lim h(x) = lim 3x+1—xe™ = lim x(3+—-——e7%)
X—— 00 X—— 0 X—— 00 X

Ona lim x = —oo, lim —e™ = lim _—iz—ooet lim 3+==3et lim ix=+oo
X—— 00 X—— 00 X—— oo € X—— 0 X X—— o0 €

Donc lim h(x) = +oo.
X—>— 00

2.festdérivablesur IRet f'(x) =3 —(e™* —xe™) =3+ (x—1)e ™™ = h(x)

3.Vx € IR, f'(x) = h(x) donc d’apreés la question 4) partie A :

Vx € ]—oo; [, f'(x) < 0 et Vx € Joc; +oo[, f'(x) > 0.

Ainsi f est strictement décroissante sur ]—oo; ] et h est strictement croissante sur[cc; +ool.

Tableau de variation de f

X —00 a +oo

f'()

+o0 \ too
£ /
f(@)

4.0na 1i4r_n [f(x) — (Bx+1)] = lim —xe ™ = 0 d’aprés question 1) partie A.
X— [ee]

X—+00

Donc la droite (4)est asymptote a (C) en +co.

50naVvVx €IR f(x) —(Bx+1) = —xe ™ .Comme Vx €IR,e ™ >0,VxEIR, f(x) —(Bx+1)ale
signe de - x.

Ainsi Vx € |—o0; 0, f(x) —(Bx+ 1) > 0etVx € ]0; +oo; [, f(x) —(Bx +1) < 0.

Par suite (C) est au-dessus de (4) sur |—oo; 0[ et (C) est au-dessous de (4)sur]0; +oof.

6. lim % = lim (3 + i — e‘x) = —oo d’apres questionl) partie B.. De plus lim f(x) = —oo
X—— 00

X—>—o0o X X—— 00

donc (C) admet une branche parabolique de direction (0)).
7.(T):y = f"(0)(x—=0) + f(0).0Ona f'(0) =2 et f(0) = 1donc(T):y = 2x + 1.

8. Représentation graphique de f
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Partie A

1. calcul de limite

lim g(x) = lim x+1—e*=—owcar lim x+1=—wet lim e*=0
X——00 X——0 X——0 X——0
lim g(x) = lim e*(—1+ 1 +xe™)
X—+ X—>+w© ex
Ona: lim e* = 4o
X+
Ona: lim ix =0 et lim xe™ = 0donc lim (-1 +ix+xe‘x) =-1;
xX—+w € xX—=+w X+ e
Donc par produit de limite: lirP gx) =—oo.
X—>+0

2VXER, g(x)=1—e*.
gx)=0el1-e*=0ce =1x=0

g >0 =1-e¥>00ef<1ox<0.

Donc: Vx € 1—o0; 0[, g'(x) > 0 etVx € ]0;+o[,g'(x) <O0.

g est strictement croissante sur]—oo; 0] et strictement décroissante sur[0; +oo] .

X —o 0 400

g’ (x) + 0 —
g(x) /’ 0 \

g admet pour maximum O sur IR donc: Vx € R, g(x) < 0.
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Partie B

1.a) xl_i}rgq)f(x) = lim ( 3x%2e™* + 3xe™¥)

lim x?e ™ =0et lim xe™ = 0donc lim f(x) = 0.
X—+o0 X—+o0 X—+©

lim e™* = lim eX =+wavecX = —xet lim 3(x?+x)=  lim 3x?
X——0 X—->+0 X——0 X——0

lim JQ = lim 3(x + 1)e™™.

X—->—0 X X—>—00

lim e™ = 4owet llm 3(x+1) = llm 3x = —o donc lim % =—
X—>—0 X—>—0

hm f(x) = +4ooet hm g = —oo donc la courbe (C) admet une branche

parabollque de dlrectlon (QJ) en—o0

2aVx ER,f(x) = (6x +3)e™* —e *(3x%2 +3x) =3e *(—x2 +x+ 1)
b) signe de f’(x)
Vx € R,3 > 0,e™* > 0donc le signe de f'(x) est celui de —x2 + x + 1.

1+y5
e

—x2+x+1=0<:>x1=%§oux2=

On en déduit :

Vx €] — o0; 228 [y ]“‘F

2
~E[fx) > 0.
1-V5 145

1- \/— 1++/5
Ainsi : f est strictement croissante sur [T
- 1+V5
]—OO T] tsur[ P +OO[

oo, f (x) < 0;

vx e |25

] et strictement décroissante sur

X —o0 1-+5 1++5 +oo
2 2
£'(x) — 0 + 0 -
F(x) | +o0 M
\ . / \0

1+\/_

FED) =m et f (2 =
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Partie A :

1. Dy={x€IR/e*—1%0}. Dy =]-00;0[U]J0; +oof

ex
* lim g(x) = lim (1+ p );ona lime*=0et lime*—1=-1
X—>—00 X—>—00 e*r — 1

X——00 X——00

. . e*
ar suite lim (
p x——o0o \e¥—1

* lim g(x) = lim (1+e—x)= lim [1+ e’ = lim (1+—F).
xX—+00 x—+00 e*-1 x—+00 ex(l—eix x—+00 1—eix

Ona: lim e* = 4o donc lim —=0

) =0donc lim g(x)=1.
X—>—00

X—+00 X—>—o e
. . 1 . 1 .
par suite xl—lj-noo (1_5) =1let xl—l>1nm <1 + 1—%) =2 donc xl_l)inoog(x) = 2. *
, s e* \ _ . x 1 s x _ _
lim g = fim (1+55) =lim (1 + €% x 525 ) ona+ lim(e™ — 1) =0
< < < < 1
- — X __ i 1 X = —
donc Q—% (ex — 1) =—oocarVx<0e 1 < 0 par suite )lcllr(% (e X P 1) o0

donc ii_r)r&g(x) = — oo,

. T X _ —
ex—l) ona-)lcl_r)r&(e 1)=0

ex
. . . x
*éﬁg(x)—£%<1+ 1>—£%(1+e X
> >

ex_
> >

)=

e*—1

donc éﬁ( pr—
>

)=+oocar‘v’x>0 e* —1 > 0 par suite )lf_r)r&(e"X
>

donc ii_r)r&g(x) =+ o,
>
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2. Soitx € IR\ {0}.

5_1=0<:> —ef+l1=e* o 2e°=1x=—In2

3. gestdérivable sur |—oo; 0 et sur ]0; +oof .
1 _ eX
Pour tout x € IR\ {0}, g'(x) = =k

Pour tout x € IR\ {0}, g’'(x) < 0 donc
g est strictement décroissante sur |—oo; 0[ et strictement décroissante sur ]0; +oo[

X —00 0 400
g'(x) - +
2

4. Signe de g(x)suivant les valeurs de x
e g(—In2) = 0 et g est strictement décroissante sur |—oo; 0[ par suiteona:
¢ x<-In2 &gkx)>g(-In2) < gkx)>0.
¢-In2<x<0 = x>-In2 & gx)<g(-In2) & gx)<0.
ePar ailleurs g est continue et strictement décroissante sur ]0; +oo[et g(]0; +oo[) = ]2; +oo[ donc
pour tout x € ]0; +oo[,g(x) > 0.
Ainsi : pour tout x € |—oo; —In2[ U ]0; +oo[, g(x) > 0 et pour tout x € ]—In2; 0[, g(x) < 0.

Partie B
1 a)x€Dro1—-e*# 0o x+0donc Df = IR\ {0}.

b) * lim f(x) = lim x+ln(4|1—ex|)= lim x+ln4+ln|1—ex|
X——00 X——00 X—>—00

lim 1n|1—ex|= lim In(1—¢e*); lim 1—e*=1 et limlnx =0 ;

X——00 X——00 X——00 x-1

donc lim In(1 —e*) = 0 par suite lim x +In4 = —ocodonc llm f(x) = —00
X——00 X—>—00

* lim f(x) = llm x+1n(4|1—ex|)— llm x+1n4+1n|1—e |

X—+00
lim In | 1—e | = llm In(e* —1); llm e¥*—1=+4owet lim Inx =400
X—>+0o0 400 X—+00

donc lim In(e* — 1) =+ oo.Par suite lim x +In4 = 4o

X—+00 X—+00

donc lim f(x) = +oo.
X—+ 00

. o x|y =i _x
*gcl_r)r(%f(x)—gcl_r)%x+ln(4|1 e |) £%x+ln4+ln(1 e®)
< < <
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)lj_r)gln(l —e*)=0 et lim Inx = —oo donc limln(l —e¥)=—o
<
par suite llmx +In4 = ln4 donc llmf(x) = —

< <
*llmf(x)—llmx+ln(4|1—ex|)—llmx+1n4+1n(e —1ona: llm(e -1)=0

>

llm(e -1 —0 et llm Inx = —o donc llm(e —1)=—
>
par suite ii_r}réx + ln4 =In4 donc XILIEI)I f(x) = —00

> >
2a) 1—-e*>0 oe* <1 &x<0.
Par conséquent :

pour tout x € |—o0; 0[, f(x) =x +1In4(1 —e*) = x +1n4 +In(1 — e¥);

pour tout x € ]0; +oo[ ,f(x) =x+In4(e*—1) =x+1In4e*(1—e™) =2x+Ind+In(1 —e7%)

b)Vx € ]—o0; 0[, f(x) — (x + In4) = In(1 — &%)
xl_l;r_noo[f(x) —(x+1nd)] = xl_l;r_noo In(1 —e*) = 0 justifiée en 1.b)

lim [ f(x) — (x +1n4)] = 0 donc la droite (D;)d'équation y = x + In4
xX——00
est une asymptote oblique a (C) en —oo

Vx €]0;+o[f(x) — (2x +1n4) =2x +In4 +In(1 —e™*) —2x —In4d =In(1 —e™™)

llT [f(x) — (2x +1nd)] = llm Inl—e™)=0car lime™* =0

X—+0o0
lim [ f(x) — (2x + In4)] = 0 donc la droite (D,)d'équation y = 2x + In4
X——00
est une asymptote oblique a (C) en oo
c)(C) N (Dy) = {A}

fx)=x+In4 & ln|1—ex| =0 ©x=1In2
f(n2) = In2 + In4 = In8. Donc A (In2; In8)

d) La position relative de (C) et(D,) est donnée par le signe de f(x) — (2x + In4).

Ona:. Vxe€]0;+of, f(x) —(2x+1Ind) =In(1—e™)

€]0;+o[,e™*>0= —-e*<0
=1-e*<1
=In(l—-e™)<0.
Donc : Vx € ]0; +o[, f(x)— (2x +1n4) < 0.
Ainsi, ( C) est au-dessous de (D, ) sur]0; +oof.

2.8) Vx € IR\ {0, /() = 1 + 7> "’ej)

donc vx € IR\ {0}, f'(x) = g(x).
b) le signe de f'(x) est celui de g(x). Donc d’aprés la question 4) de la partie A)
Vx € |]—o0; —In2[ U ]0; +o, f'(x) >0 et Vx € ]|-In2;0[, f'(x) <O.

Par conséquent :
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f est strictement croissante sur |—oo; —In2] ;
f est strictement décroissante sur [—In2; 0[et sur ]0; +oo[.

tableau de variation

x —oo -In2 0 +o0
f'(%) + 0 — +
f(x) 0 +o0

4a)

h est la restriction de f a l'intervalle ]0; +co[donc

h est continue strictement croissante sur ]0; +oo[. De plus h(]0; +oo[) =IR. Or 0 € IR donc
1’équation h(x) = 0 admet une solution unique « dans]0; +oof.

Comme h(0,18) ~ —0,08 :h(0,19) ~ 0,01 .Ona h(0,18) X h(0,19) < 0 donc 0,18 < a < 0,19.

b) h(In2) = In8 & (h~1)(In8) = In2 donc (h~1)'(In8) = h/(inz) =3.
5.(C)n (00 ={P;Q} ona f(—In2) =0 et f(a) =0 donc (C) coupe (OI) en deux points
P(-In2; 0) et Q (0,2; 0)

CHAPITRE 5|

6 1.a. Limite de f en —oo
lim f(x) = lim x2*¥ = lim xe*'"?
X——00

X——0co X——00
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. 1 .
Posons X = xIn2 , soit x = EX' Quand x - —o0 ,X — —oo par suiteona:

, _ , L X _
xl—l>lnoof(x) - Xl—l>r_noo lTLZXe - O

Interprétation graphique : La droite d’équation y = 0 est asymptote a (C ) en —oo.

b. Limites quand x tend vers +co de f(x) et f_i")

lim f(x) = lim x2¥ = lim xe*'"?

x>+ X300 hadib

Ona lim xIn2 =+wet lim e* =+4w donc lim e*M2 = 40
lim x = +o et lim e*? = 400 donc lim f(x) = +oo.
Xk X0 X—+00

lim L9 = 1im 2% = lim e*"2 = 4oo .

x>t X xX—+00 xX—>+00

Interprétation graphique : ( C ) admet une branche parabolique de direction ( OJ ) en +co.

2. Variations et tableau de variations de f

- Dérivée :

Pour tout x € IR, f(x) = xe*'™2, Onadonc :

Pour tout x € IR, f'(x) = e*"2 + x(In2)e*? = (1+xIn2)e*n? |

- Signe de la dérivée et variations

Pour tout x € IR, e*!*2 > 0 donc f'(x) a le signe de 1 + x In 2. Ainsi, pour tout x € IR,
'"‘W=0e1+xn2=0x=———

f'(x) xin 1 X 2 1
! . ! .

f'x) <0 &x€e ]—00, znz[ et f'(x)>0 ox¢€ ] o +00[.

. . L 1 . . 1
d’ou f est strictement décroissante sur ]—00 ; — ln_Z] et strictement croissante sur [— nz ; +00 [

- Tableau de variation

X 1 4
—00 —_—— (0/0]
n2
f'(x) - 0 +
0 + o

£ \ /
H(a)

Avec f ()=~ —052

In2 eln2~

3. Tangente ( T ) au point d’abscisse 0
f'(0) =1etf(0) =0 parsuite (T)a pour équation y = x.<<

4. Représentations graphiques
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CHAPITRE 6

[ af 2t
2\2t-1
Posons f(t) = J% et notons F une primitive de f sur [1 ;2].

;ﬂ D’ou : F(t) = 2/u(t) =2v2t — 1.

dt =F(1)-F(2) =2-2V3 .

Posons u(t) = 2t- 1, donc u’(t) = 2 et f(t) =

F(2) = 2V3 et F(1) = 2. Donc : j

2\/Zt—l

o L at
IR Ja—3t

Posons f(t) = \/4%% et notons F une primitive de f sur [-1 ;1].

Posons u(t) = 4-3t , done u’(t) = -3 et f(t) = — 3 A= . D'ou: F(t) = —3 (2/u(t)) = - V&= 3t .

N0

F('1)=—§\/7 etF(l):—é. Donc : I\/—dt F(1) - |:(1)—___|_ 27

0)[ (x +D)(x* +2x)°dx
Posons f(x) = (x + 1)(x? + 2x)3 et notons F une primitive de f sur [0 ;1].
Posons u(x) = x2 + 2x , donc u’(x) = 2x+2 et f(x) = %u’(x)(u(x))3 :
Dot : F(X) = 3 (x2 + 22)* |

F(0)=0 etF(1) = % Donc : J.lo (X+1)(x* +2x)*dx = F(1) - F(0) = % :
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h)r Inx

Posons f(x) = mTX = ilnx et notons F une primitive de f sur [1 ;e].
Posons u(x) = lnx , donc u’(X) = % et f(x) = u'(u(x) .

Doit : F(X) =3 (Inx)? .

1 _ . eln x _1
F(e) = 5 et F(1) =0 . Donc: J; TdX— >
€ (Inx)?
i)f (Inx) dx
Posons f(x) = (nx)? _ (ln x)? et notons F une primitive de f sur [1 ;e].

Posons u(x) = Inx , donc u’(x) = ; et f(x) = u'()u?(x) .
D’ou: F(x) == (lnx)3 :

e (ln x)2

Ona: [ dx==< .
—dx
)J-03+4x
Posons f(x) = % et notons F une primitive de f sur [1 ;e].
Posons u(x) = 3 + 4x , donc u’(x) = 4 et f(x) =— % .
D’oit : F(X) = —In|3 + 4x| . Donc j dx =@
a) J';x\/x +1dx
o u(x) =x 4 w(x) =1
0sons ‘ot 3
{v’(x)=\/x+1 ot v(x)=§(x+1)2=§(x+1)\/x+1

1 _I2 31 12 3 42 4 511 403
LX\/X+1dX— [gx(x + 1)2]0 - fo E(x + 1)2dx = - = [1—5(x + 1)2]0 =—

15

d )foﬂ X C0S 2Xdx
— u'(x)=1
u(x) = x d'ou { 0

Poson
osons {v'(x) = cos2x v(x) = %sian
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J‘OﬂxCOSZXdX = ExsinZX]Z — fOH%Siandx =— [—icost]Z =0

g)f|n(x+1)dx

u(x) =In(x + 1) d’ou{ u'(x) = -

x+1
v'(x) =1

Posons {
vix) =x+1

J'leln(x +1)dx = [(x + DIn(x + 1)]§ — fle ldx = (e + 1) In(e + 1) — 2In2 — [x]§

fln(x +1)dx =[x + Din(x + 1] — [ 1dx = (e + DIn(e + 1) — 22 — e + 1

f) Posons | = [ x(Inx)?dx

2
_ 2 u'(x) ==Inx
Posons {u(x,) )™ 4ron ¥
v'(x) =x v(x) = z

x? € e e? e
| = [7 (lnx)z]1 — [} xlnxdx = — — [ xInxdx
Intégrons par parties, I’intégrale | f xlnxdx

, 1
u(x) = Inx W) =3
v(x)=x v(x) = x?

Posons {
2

2 e 2 2q€ 2
e X el e X e“+1
[ xlnxdx = [— lnx] — [ oxdx==— [—]
1 2 1 12 2 411

. 21
Enfin, | =<—
4

CHAPITRE 7

1. Soit f la fonction définie sur IR, par : f(x) = %x + 2 et (C) sa courbe représentative.

Pour tout nde IN, on a : u,,1 = f(u,). On obtient la représentation graphique suivante :
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2. Démontrons par récurrence que vn € N, u,, < 3

uy=1,1<3donc uy, <3

Supposons que la proposition est vraie au rang k et démontrons qu’elle est vraie au rang k+1.
Ona: u <3=>%<1=>%+2<3=>uk+1<3.

Conclusion : vn € N,u, < 3.

3. Ona prouvé que la suite (u,) est majorée par 3, il reste a prouver qu’elle est croissante.
vneNu, 4 —u, = —%(un - 3).
vn € N,u, < 3, donc vn € N,u,, — 3 < 0. Par suite, vn € N, = —é(un — 3) > 0. Par conséquent, la

suite (u,,) est croissante.
La suite (u,,) est croissante et majorée par 3 donc elle est convergente .

4. vneN, v, =u, — 3
a) Démontons que la suite (v,) est geométrique

VneEN, v =Upyq —3 = éun -1= é(un -3)= gvn donc la suite (v,) est géométrique de
raison %et de 1¢" terme vy = —2.
b) vne N, v, =vyq" = —2x(§)n .

Ona: u, =v,+3donc vne N,u, = —2x(§)" +3

1 1
Ona:0< 3 < 1ldonc lim —2x(§)n = 0.0n en déduit que: lim u, =3

n—-+oo n—-+oo

5a9)VvneN, S, =ug+u; + ...+ u,
posonsVn € N, S, = vy + v, + ...+ v,.

T . 1
S’ est la somme des termes d’une suite géométrique de raison 3 et de 1° terme v, .
n+1
. -2[0-(3) | 1
Donc:vn €N, S =——*—=-3+ .
3

V‘nEN,Sn=u0+u1+ ...+un:(v0+3)+(v1+3)+"'+ (Un+3)
Su=Sn+3(n+1)=-3++3(n+1)=_+3n.
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. .1 :
b) nl_l)rPOO S, = +oocar nl—l»IPooS_" =0 etnlgrnoo 3n=+o.

1. x €]0;40o[, f(x)zxcb%:x@xz—x—Zzo ox=2o0ux=-1ex=2.

Donc : A(2 ;2).
2a) vn € N,UO =1let Un+1 = f(Un)

- ¢

y§: F

b) La suite (U,,) converge vers 2.

2. Démontrons par récurrence que vn € N,U, > 0.
e Uy=1 ,1>0 doncU, > 0 lapropriété est vérifiée 1¢" au rang.
e Soit k € N, supposons que U, > 0 et démontrons que Uj,;, > 0.

2+U 2+U ..
ona : Ugyq = Uk" .Comme U, >0, Uk" > 0. Ainsi, Uy, > 0.
Conclusion: vneN,U, >0.
—2+U,
3. vneN, |, =——+=
1+Up,
_ —2+Up41 _ 2+Up
ayvneN,V, 1 = .. avec Upiq T
2+Up
. —2+— 2-Up 1 . . .
Onobtient: Vg = —537 = = —=V, .Donc la suite (V) est une suite geométrique de raison
1+ 2(Up+1) 2
n
-1 -1
— et de 1¢" terme V. Vo=~

b) D’ouvneN,V, = (_71 )X(_?l)n — (_71)n+1 _
¢) Ecrivons U, en fonction de 1,

- . 2+(CH™H
vneN,, =20 Sy =2" g op: vneEN,U, = —2—.
1+U, 1-Vy 1_(T)n+1
d) Comme —1<=2<1, lim (=)™ = 0. Donc limU, = 2.
2 n-+o = 2
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1. Notons P(n) la proposition : « U, >0etV, > 0».
eUy,=4etVy=9donc U, > 0cetV, > 0.Donc P(0) est vraie.
e Soit k un entier naturel quelconque : supposons que P(Kk) vraie et démontrons que P(k+1) est vraie.

20U,V 1
™ :Vk et Vicrr = 5 (Ui + Vio).

Ona:Ugq =

ZUka

On a par hypothése U, > 0etVy >0, donc > Oet= (Uk +Vi).> 0.

On en déduit : Ug,,>0et Vi, > 0, donc P(k+1) est vraie.
Conclusion:vn e N, U,, > 0et 1}, > 0.

2U .V, (Un4v)2=4UnVy  (Up=Vp)?
TV, 2(Un+Vy) 2( Up+Vy)

Za) Vn E N, Vn+1 - Un+l = %(Un + Vn)'

b)vn €N, (U, —V,)?=>0et 2(U, +V,) >0,doncVn € N, Vps1 — Ups1 = 0.
De plus, Vo—Uo = 0,doncVn € N, V,— U, = 0. Soit Vn € N, V, > U,

(V=Up) l N (Vn—Un)

VN €N, Viyr = Unet = (UnW) ( U,). Il nous reste a prouver que Unive <1

Ona:—gznj/“;—l :UZ—"/‘ comme U, > 0et U, +V, > 0, donc UZU\‘/‘ < 0.
(Vn=Un) _

Ce qui donne : < 1. En multipliant les membres de cette derniére inégalité par - ( V, — U,), on

(Unt+Vn) —
obtient: Vn € N, Vpi1 — Upir < 5( V, — Up).
¢) On obtient successivement :

Vi— Ui 2( Vo - Uo)

Va=U, <5(Vi-Ui)

Vn - Un S %( Vn-l - Un-l )

En multipliant ces n inégalités de réels strictement positifs et aprés simplification, on obtient :
~Us < ()™ Vo~ Uo)or Vo Uo =5. Donc :

vn €N, V,-U, <—.
2n

3. a) Démontrer que la suite (U,) est croissante et que la suite (\Vn) est décroissante.
1

VN EN, Vo=V = = (Vo + Up) = Vo =2 (Un — ). Or Up — V, < 0,donc ¥n € N, Viui =V < 0.
il en découle que la suite (Vn) est décroissante.

¥n €N, Upa— Uy =22 — ), = Bt oy — 1, 2 0 et

Up+Vp Un+Vp
vneN, Uni1—U, >0.
il en découle que la suite (U,) est croissante.
b) eLa suite (Uy) est croissante, donc Vn € N, U, = U, orV;;, > U, donc:V, = Uo.
Donc la suite (Vy) est décroissante et minorée par U, . Par conséquent, la suite (V,) est convergente.
ela suite (V,) est décroissante, donc vVn € N, V, < Vo, or U, <V,donc:U, < V.
Donc la suite (Un) est croissante et majorée par Vo . Par conséquent, la suite (Un) est convergente.

c)Ona:vneN, 0<V,-U, <—.

2n

> 0,donc:

1 1
11m5( )* =0 car - €] —1;1[. Donc, lim (V,-U,) =0
n—+oo 2 n-+oo
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Par suite, les suites (Un) et (Vn) ont la méme limite.

4.8) ¥ € N, ViaUna = (Vy + Up) = ZU"V" = VyUn.

b) La suite (VnUn ) est constante, donc Vn E N, VhUn = VoUp = 36.
Donc, lim (Un¥,) = 36. Soit ¢? = 36.comme £ >0, £ =6.
n-+oo

CHAPITRE 9

5

u=1-iv=1-i3etw=12

V2

1. lu] = V2. Soit ® = Arg(u). Donc cos = g etsin® = ——.Ce qui entraine que 6 = —E.

[v| = 2. Soita = Arg(v). Donc cosa = % et sina = —g .Ce qui entraine que a = —g.
| | |u | |u|5 = ﬂ = E

lut| — |v|* T 16 4’
5
Ona:w= % Donc il existe k appartenant a Z tel que arg(w) = arg(u®) — arg(v*) + 2km.
arg(w) = arg(u®) — arg(v*) + 2kmarg(w) = 5arg(u) — 4 arg(v) + 2kmn
arg(w) — %ﬂ + %an = % + 2km . Donc Arg(w) = %

2.|lul =V 2etArg(u) = —E.Donc u=+v2 [cos (— E) + sin(—%)].

D’ou: ub = 442 [cos (— —) + sin(— —)] =42 [cos( ) + si n(—)]
u® = 4vZ (-2 2 f) —4 + 4i]v*| = 16 .
Il existe k appartenant a Z tel que : arg(v*) = 4 arg(v) + 2kn = —4?“ + 2km. Arg(v*) = 2?“

Il en découle que v* = 16 (cos%ﬂ + sinz?ﬂ) =16 (—1 + iﬁ) = —8 + 8iV/3.

—4+4i 1+
= - Apres calculs, on obtient w = \/_ + L
T —8+48iV3"
143 V3-1
L 1+V3 | V3-1. W2 _m T _ g LM g
Ona:.w= + i; |lw| = " et Arg(w) = > Donc cos 2= etsin= = i
4
\ . 2+V6 : 6—/2
Apreés calculs, on obtient : cos% = \/—4\/— et sm% = \/—4\/— .

la=v6+v2+i(V6 —2).
1. Apres calculs, on obtient aZ = 8v3 + 8i.
2.|a%| =16.

. 2 V3 . 1 . . s
Soit 8 = Arg(a“). Donc cosf = et sinf = 3 .Ce qui entraine que 6 = p
Déterminions le module et I’argument principal de a.
2| =16 @ |al? =16 © |a| = 4
Il existe k appartenant a Z tel que : arg(a?) = 2 arg(a) + 2k.
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arg(a?) = 2arg(a) + 2kn © g = 2arg(a) + 2kn & arg(a) = % —kne
11T

Arg(a) = % ou Arg(a) = -4
Vova etsina = @.D’oﬁ cosat > 0 etsina > 0.

Soit a = Arg(a). Donc cosa =

Par conséquent o € ]O,g[.ll en résulte que Arg(a) = — .

3.Soit n un nombre entier naturel.

a" est un nombre imaginaire pur < il existe k € Ztel que: arg(a™) = g + k.

arg(ah) =§+kn(:>n><arg(a):g+kn@2—:=g+kn@%=%+k®n=6+12k.

Par conséquent a" est un nombre imaginaire pur < il existe k appartenanta N tel que n = 6 + 12k.

Les nombres entiers naturels tels que a” est un nombre imaginaire pur sont donc les entiers naturels
6 4+ 12k aveck € N.

Soit M un point du plan d’affixe z.

aMeE(E)e z+1-20EZ+1+2D0=4 (zZ+1-20Ez+1-2)=4|z+1-2i*>=4
©|z+1-2il =2 |z— (—1+ 2i)| = 2..Soit A le point du plan d’affixe —1 + 2i.

Donc M € (E) © |zy — za| = 2 © AM = 2 & M appartient au cercle de centre A et de rayon 2.
D’ou (E ) est le cercle de centre A et de rayon 2.

cOMeBE)elz—-1l=z+1-i|le|z-1]|=|z— (-1 +i)]
Soit B le point du plan d’affixe —1 +1i.
Donc M € (E) © |zy — 7| = |zy — zg| © IM = BM & M appartient a la médiatrice de [IB].
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D’ou (E ) est la médiatrice de [IB].
: : : : y : : : : :

dMe E) & |(V3-Dz+1+iV3| =6 [(VB-i)e+ 22| =6 [V3-i|xlz+il =6

21z+i| =6 |z+i| =3 & |z— (—i)| = 3. Soit D le point du plan d’affixe —i.
Donc, M € (E) © |zy —zp| = 3 © M appartient au cercle de centre D et de rayon 3 .D’ou (E ) est le

cercle de centre D et de rayon 3.

Soit M un point du plan d’affixe z.
a)M € (E) & Arg(z) = g & Mes(0I,0M) = g .Donc (E) est une demi-droite d’origine O privée de O.
Soit A un point du plan tel que Mes(ﬁf, GX) = g Donc ( E) est la demi —droite [0A) privée de O.
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s s s ——, s
b)M € (E) & Arg(z) = 3 o —Arg(z) = 3 © Arg(z) = —3 & Mes(0I,0M) = -3
Donc (E) est une demi-droite d’origine O privée de O.
T

Soit B un point du plan tel que Mes(01, 0B) = -3
Donc, (E) est la demi —droite [OB) privée de O.

OME (B) ® Argz—2+0) = - o Arglz- 2 -] =7 & Mes(Ol, CM) = > ol C(2-i).

D’ou (E) est une demi —droite d’origine C privée de C.

Soit D un point du plan tel que Mes(OI, CD) = >

(E) est la demi-droite d’origine C, passant par D et privée de C.
4....(E) ..................

CE SO O oY O OO0 00

E..2..... ............................ .......................

bbb AR

1|, ......... "'

U0 U O OO 00 O O O SO OO

E...l.... ............. C' .......................

d)M € (E) & Arg(iz+2) = E & il existe k € Z tel que arg(iz + 2) = E+ 2km.

Ass

i
& il existe k € Z tel que argli(z — 2i)] = 2 + 2km
T
& il existe k € Z tel que arg(i) + arg(z — 2i) = 7 + 2km
T i
< il existe k € Z tel que §+arg(z —2i) = 7 + 2km

T
& il existe k € Z tel que arg(z — 2i) = ~2 + 2km

Soit K le point du plan d’affixe 2i.
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Donc, M € (E) © Arg(zy — zx) = —% & Mes(0I, KM) = —g

Soit F un point du plan tel que Mes(OL, KF) = —=.
D’ou (E) est la demi —droite d’origine K, passant par F et privée de K.

a) Soit(E)l'équation: zeC ; z3 + (4 — 5i)z2 + (8 — 20i)z — 40i = 0.

Considérons le polyndme P(z) tel que P(z) = z3 + (4 — 5i)z? + (8 — 20i)z — 40i.

Recherche d’une solution imaginaire pure de (E).

Soit x un nombre réel.

P(ix) = (ix)3 + (4 — 5i)(ix)? + (8 — 200) (ix) — 40i = —4x? + 20x + i(—x3 + 5x2 + 8x — 40).
—4x2+20x =0 (1)

—x34+5x2+8x—40=0(2)

P(ix) =0 (E) © —4x%+ 20x + i(—x3 + 5x? + 8x — 40) = 0 @{

1)e —4x(x—-5)=0=x=00ux=>5.

Ona:—03+5x%x0%+8x0—40=—40et— 40 # 0.Donc 0 n’estpas solution de (2)
—53+5x524+8x5—40 = 0.Donc5 estsolutionde(2). On en déduit que P(ix) = 0 © x = 5.
Par conséquent la solution imaginaire pure de (E) est 5i.

Résolution de (E).

5i une solution de (E). Donc 5i est un zéro de P(z). D’ou il existe trois nombres complexes a, b, c tels que
P(z) = (z — 5i)(az® + bz + ¢).

P(z) = (z — 5i)(az? + bz + ¢)& P(z) = az® + (b — 5ia)z? + (c — 5ib)z — 5ic

a=1
b — 5ia =4 —5i _ _ _
= c—Sib = 8 — 20i © a=1b=4etc=8.
—5ic = —40i

Par suite P(z) = (z — 5i)(z? + 4z + 8).

P2)=0& (z—51)(z?+4z2+8)=0<z—-5i=00uz?+4z+8=0.
e 7z—5i=0¢&z=>5i

e 72 +47+8=0.

A= —16 = 16i% = (4i)2. Une racine carrée de A est donc 4i.
Z, == 220 et 7, = = = —2+2i,

L’ensemble des solutions de (E ) est {5i, —2 — 2i,—2 + 2i}.

b) Soit(E)!'équation: zeC , z3 — 2iz2 + 4(1 + i)z + 16 + 16i = 0.

Considérons le polyndme P(z) tel que P(z) = z3 — 2iz? + 4(1 + i)z + 16 + 16i.
Recherche d’une solution imaginaire réelle de (E).

Soit x un nombre réel.

P(x)=x3—-2ix2+4(1+x+16 +16i = x> + 4x + 16 + i(—2x? + 4x + 16).

Px)=0e (E)eox3+4x+16+i(—2x*+4x+16) =0
x3+4x+16=0 (1)
{—sz +4x +16 =0 (2)
La résolution de I’équation (2) donne x = 4 ou x = —2.
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Ona:43+4+4 x4+ 16 =96 et 96 # 0.Donc 4 n'estpas solution de (1)
(—2)3 +4x(—2)+ 16 = 0.Donc — 2 estsolutionde(1).
Par conséquent la solution réelle de (E) est — 2.

Résolution de (E).

—2 une solution de (E). Donc —2 est un zéro de P(z).D’ou il existe trois nombres complexes a, b, c tels
que P(z) = (z + 2)(az? + bz + ¢).

P(z) = (z+ 2)(az? + bz + ¢)© P(z) = az3 + (b + 2a)z? + (c + 2b)z + 2c .

Une identification terme a terme donnea=1,b = -2 — 2ietc = 8 + 8i.

Il vient : P(z) = (z + 2)[z? + (-2 — 2i)z + 8 + 8i].
Pz)=0e=(2z+2)[z°+(-2-21)z+8+8i|]=0z+2=00uz?+(-2-2i)z+8+8i=0.

o 7z4+2=0z=-2.
o 7224 (-2-2D)z+8+8i=0.
A= —32 — 24i. |A| = 40
Soit 8§ = x + iy avec (x,y) € R?, une racine carrée de A.

x2+y%2=140 (1)
Donc{x? —y2 =-32(2)

2xy = =24 (3)
M+R)=>x*=4
>x=-20ux=2

M-@)=>y*=36
>y=—-6o0ouy==6
B)=xy<0
:{x=—2 0u{x=2
y=06 y=-—6
Choisissons 6§ = —2 + 6i .

2+2i—-2+61 _ 8i . 2+2i+2-6i 4—4i .
21=T=?=41et Zy =T)=T=2—21.

L’ensemble des solutions de (E ) est {—2; 4i; 2 — 2i}.

CHAPITRE 10|

a)z’ = —z+ 7 + 2i est I’écriture complexe d’une symétrie centrale .

Donc F est une symétrie centrale. Déterminons son centre Q(w )

Ona F(Q)=Qe w =-wt+t2-6ie20w=2-6 w=1-3i

Ainsi, F est la symétrie centrale de centre Q( 1 —3i).

b) 22 = —3z+ 1+ 5i est I’écriture complexe d’une homothétie de rapport -3.
Déterminons son centre Q(w ).

FQ=Qe w=-3w+l1+5ieod4w=l+bieow==-+

NI
NS

Association des Professeurs de Mathématiques de la Région de Gbéké  SUJETS DE BAC
312



Ainsi, F est ’homothétie de centre Q(i + Zi ) et de rapport -3.

-1+iV3 L N, ~ ) 2
21\/_2 +1équivauta z’=e'3z+1 . Donc est une rotation d’angle ?n

c¢) L’écriture complexe z’ =

Déterminons son centre Q(w).

-1+iV3
2

—1+i+/3.

d ):1(:)00: 2 =3+i\/§

3-iV3 6

Ona:w= Jo+1l & w(l-

Ainsi, F est la rotation de centre Q(%g) et d’angle 2?“ .

El 1.L’écriture complexe de S est de la forme : 2 =az+b aveca€ C* et b € C.
S(A) =D

Lsy=1 =

La résolution du systeme, donne:a=1+ieth=1.

Ainsi, I’écriture complexe de S est : z” = (1+i)z +1 .

Soit k le rapport de S et 6 son angle.

k=]1+il=v2.

1
cosO =

donco =%,
4

sin® =

Sl Sl
ISR

2. Les points J(0; 1)et I(1; 0) appartiennent a la droite d’équationy = —x + 1.

Soit I' = S(I).

z; =1 +D)+1=2+1.

s =1.

Par suite I’image de la droite d’équation y = —x + 1 est la droite (I']).

3. Déterminons I’affixe du point O’ = S(0). Onazg, = (1 +1i)(0) + 1 = 1donc zg, = z;d’ou 0’ = 1.
S(A) = DetS(0) = I donc I’image par S du cercle (C)de diamétre [AO]est le cercle de diamétre[DI].
Figure
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BAC 2000

1. L’écriture complexe de S est z' = %52 —V3+4i. 5z =V3+ietzg=—/3+i.

Déterminons I’image de O par S.

Ona: 3_;520 —+3+i=—V/3+1i=z. Donc l'image de O par S estB.

Déterminons I’image de A par S.
3-iV3
2

Ona:

9. 373
2

L’image de A par S est A. Donc AestlecentredeS.

zp — V3 +i=+3+1i=z,. Donc I'image de AparS estA.

# 1. Donc S est caractérisée par son centre, son rapport k et son angle 6.

V3
_ |3=iE| B 3-iV3 cos@ = —- o
k—| . |—\/§.6—Arg( . ).Donc Sine:_E.Donc 0=—=
2

3.a) (C) est le cercle de centre O et de rayon 2.
L'image de O par S est B. Donc (C’) est le cercle de centre B et de rayon 2v/3 .

b) Construction de <

i3

. 3+iv3 1-iv3
]El 1.L’écriture complexe de S est z' = %\/_Z + 21\/_

3+iv3 1-iy3
Ona: +:/_ZA + 21\/—

etZA=2.

= 2 = z,5. Donc I'image de A par S est A.

2. P est I’antécédent de O par S. Donc 1’image de P par S est O. Par conséquent :

3+iV3 1-iV3 , «  3+iV3 1-iV3
. 2P = Zg. D’ou zp +

= 0.Ce qui donne zp = %gi.

P est le point d’affixe %g I.

. . .

34WI ) p 1TVE G 3HVE L g
4 2 4

Donc S est caractérisée par son centre, son rapport k et son angle 6.

'image de A par Sest A. Donc AestlecentredeS.

3. L’écriture complexe de S estz' =
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V3

; ; cosf = —
k = |3+1‘/§| =B 9=Arg (3+1ﬁ). Donc 2 Donc § ==
4 2 2 a1 6
sin@ = 3
4. a) Soit M un point du plan distinct de A. Donc z # 2.
Calculons —>
Z —Z
Ona:z' —z= —3+:/§z + —1_;/5 —z= _1zh/§z + 1_21‘/5 = _1:1‘/5 (z—2).
2 — 7, = 3+w§z n 1-iV3 2= 3+i\/§Z _ 3+iV3 _ 3+i\/§(Z —2).
4 2 4 2 4
On en déduit aprés calculs que —— = ‘/;i. ~7—— est un nombre imaginaire pur non nul . Donc AMM’
—ZA —ZA

est un triangle rectangle en M’.
b) E’ est ’image de E par S. D’aprés la question 4.a) AEE’ est un triangle rectangle en E’. D’ou E’

appartient au cercle de diamétre [AE]. Par ailleurs , Mes(AE, AE’) = %. Donc E’ appartient & la demi-

droite [AX) privée de A telle que Mes(AE, AX) = g. On en déduit la construction de E’.

1.0nalzy| =4 et Arg(zy) = arg(4i) = g

cos(0g) = LENSE
|zg| = V12 4+ 4 = 4; soit 05 = Arg(zg),ona: 5 > 2 . Donc 6 =-.
sin(fp) =7 =3
cos(f¢) = 2E_ %
|zc| = V12 + 4 = 4; soit 6, = Arg(zc),ona: ¢ 4 2 donc@czs—”.
2 1 6
sin(8,) == ==

2. 1z4| = |zg| = |z¢| = 4 donc les points A, B et C appartiennent au cercle C(O ;4). On place ainsi A, B
et C en utilisant aussi leurs arguments. Voir figure ci-dessous.

3.0na; 287% _ 23420 _1_ V3 _ ~i% gonc e triangle OBA est équilatéral.
Zpa—Zo 41 2 2
4.0nazge = —2V3 + 2i et zgz = 4i — 2v/3 — 2i = — — 2¢/3 + 2i donc zzz = zz.

Ainsi OC = BA, d’ou OBAC est un parallélogramme.
OB = BA (car le triangle OBA est équilatéral), par conséquent OBAC est un losange.
5.a) I’écriture complexe de S est de la forme z' = az + b.

OnaS(0) = 0 donc b = 0 d’ou I’écriture complexe de S est de la forme z' = az.
zZg 20 1, l.\/_

_ _ 5 A _ %k _1 _3 _ZptzZp _ .
S(B) =Kdonc zx = azg d’ouia = avain s 2 5 (carzg == 21).

Il en découle que 1’écriture complexe de S est z' = G + L\/;) Z.
fatie o MOWIHA - 3434 SoitL = S(L).

Ona zL,=G+i‘/7§)(—\/§+3i) =—§+3;i—3;i—37‘/§=—2\/§.

c)onalz,| = |zg| donc 0A = OB, par suite O € (D).

Comme L' € (D), alors I’image de la droite (D) par S est la droite (OL"). Or z;» € IR donc L' € (0I). On
en deduit que les droites (OL")et (OI) sont confondues d’ou I’image de la droite (D) par S est la

droite (OI).

byonaz, =
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CHAPITRE 11|

[ 1. Cette expérience aléatoire consiste & sélectionner au hasard un morceau parmi 10. Soit Q 1’univers

de cette expérience aléatoire et p la probabilité, pour chacun des morceaux d’étre sélectionné. On a

Card(Q) = 10 doncp = —

10’

2.a) il y a 3 morceaux d’une durée d’écoute de 240 seconde donc Card(E;) = 3 d’ou P(E;) = %.
b) Card(E,) = 8 d’out P(E,) = % = g .
3. a) les valeurs prises par X sont : 200 ; 240 ; 260 ; 280.

insi 2 _1. - 3. — - 1. - _4r_2
Ainsi P(X = 200) = == ; P(X = 240) = — ; P(X = 260) = — ; P(X = 280) = — ==

X 200 | 240 260 | 280

P(X=x) 1 2

5 10 10 5

b) E(X) = %.x; pi = 200 X £ + 240 X =+ 260 X — + 280 X = = 250.
V(X) =Y x;2p; — E(X)? = 900. Donc o(X) = /V(X) = 30.

Tableau a double entrée

DéB
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Dé A

1 2 2 2 4 4 6
2 3 3 3 5 5 7
3 4 4 4 6 6 8
4 5 5 5 7 7 9
5 6 6 6 8 8 10
6 7 7 7 9 9 11

Les valeurs prisespar Ssont:2;3;4;5;6;7;8;9;10; 11

Le tableau suivant donne la loi de probabilité de S.

w12 3]4]5]6]7 8 9 w011
315 5161633
Pi 136136136 |36|36|36| 36|36 |36 | 36
210 35
EX)=Xxipi =5 =~

1. Notons A I’événement : << Le joueur récupére sa mise >>.

L’événement A est réalisé si le joueur tire le médaillon numéroté 4. Sur les 6 médaillons, un seul est
1

g .

2. Notons B I’événement : << Le joueur perd 1500F et perd aussi sa mise >>.

L’événement B est réalisé si le joueur tire le médaillon numéroté 5 au 1* tirage et un jeton qui n’est pas
5

36"

numéroté 4. Donc : P(A) =

numéroté 5 au 2¢ tirage. Donc : P(B) = % X % =
3.a) Notons C, D et E les événements :

C : << Le joueur perd sa mise et ne gagne rien >> ;

D : << Le joueur ne gagne rien mais récupere sa mise >> ;
E : << joueur gagne 2000F et perd sa mise >>.

. i T : s s 3 1
L’événement C est réalisé si le joueur tire le médaillon numéroté 1, 2 ou 6. On a donc : P(C) = P
1
c -

L’événement E est réalisé si le joueur tire le médaillon numéroté 5 au 1*" tirage et un jeton numéroté 5 au
1

L’événement D est réalisé si le joueur tire le médaillon numéroté 3. On a donc : P(D) =

2° tirage. Donc : P(E) = %x % =

36 °
On obtient donc :
X=X ) —S — 1500 0 —S + 2000 3000
p(X =x) 1 i l i 1
2 36 6 36 6

b) L’espérance mathématique de X est :
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_ 1 5 1 1 1
E(X) == S x (5) + (=S = 1500) X =+ 0 x £ + (=S + 2000) X - + 3000 X 5

_ 1 5 1 7500 2000 3000
E(X)_(_E_g_g)s+ % t 3 T
E(X)=—25+ 2=,

c) Le résultat financier moyen est nul < E(X) = 0.

E(X)=0 o 25+ 28 g 5= 23232
3 9 2x9

Ce qui signifie que le résultat financier moyen est nul si la mise du joueur est 521 F.

~ 521 a I’unité pres.

1. a) Notons C I’événement : << Obtenir le numéro 2 >>.

Sur le dé A, il y a 2 faces numérotées 2. Donc : P(C) = % =3

b) Notons D I’événement : << Obtenir le nombre 421 >>. P(D) = % X % X % = % .
2. Ici on lance 3 fois de suite le dé B. Donc : P(D) = % X % X % = 5—14 :

3. a) Notons A; I’événement : << Tirer le dé A >> et B;1’événement : << Tirer le dé B >>.
Ona:P(A;)= == etP(By) = =.

5
La probabilité que d’obtenir le nombre 421 sachant qu’on a tiré le dé A est : P(D / Al) = % .
La probabilité que d’obtenir le nombre 421 sachant qu’on a tiré le dé B est : P(D /Bl) = 5—14

Utilisons un arbre pondéré :

D’ou la probabilité d’obtenir 421 est : P(D) = P(Dn A,) + P(Dn By).

OnaP(DN Ay =P(A) x P(P/y ) =2x 1= o
OnaP(DN Ay =P(A) x P(P/y ) =2x 1= o
OnaP(DN B,) =P(By) x P(P/p ) =2x 2 =%
Donc:P(D)=2%=é.
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b) Sachant que Egny a obtenu 421 ; la probabilité qu’il ait joué avec un dé du type A est

A __ P(DNA;) _376 _ 1
P( 1/D) - P(D)1 =5 = 4

1.a) L’univers Q est I’ensemble des combinaisons de 5 sacs choisis parmi 60. Donc :
Card(Q) = C2, = 5461512..

Soit A I’événement << exactement 2 des 5 sacs contrdlés contiennent le produit non déclaré >>,
Pour réaliser A, il faut choisir 2 sacs parmi 10 et 3 sacs parmi 50.

2 3
Donc Card(A) = C%, x C3,. Donc : P(A) = CioXCs0 — 3250
3, 32509

b) Soit B I’événement << I’un au moins des sacs contr6lés contient le produit non déclaré >>.
L’événement contraire B<< aucun des sacs contr6lés ne contient le produit non déclaré >>.

L= .. . = _C: 37835
Pour réaliser B, il faut choisir 5 sacs parmi 50. Donc P(B) = C—g" = 5700
60

4 _pyay _ q_ 37835 _ 59692
P(B)=1-P(B)=1 97527 97527

2. 1) a) la loi de probabilité de X.

Les valeurs possibles de X sont : 0 ; 10000 ; 20000 ; 30000.

Soit X’ le nombre de fois ou le produit non déclaré est découvert. Nous sommes en présence d’un
schéma de Bernoulli de paramétresn=3 et p =0,6.

D’ou la loi de probabilité de X est : P(X” = k) = C5(0,6)X(0,4)37¥ avec0<k <3,
L’événement (X’ =0) est (X =0) ;

L’événement (X’ = 1) est (X =10000) ;

L’événement (X’ =2) est (X =20000) ;

L’événement (X’ = 3) est (X = 30000) .

On obtient ainsi la loi de probabilité de X :

0,6.

Xj 0 10000 | 20000 30000

P(X=x;) |0,064 |0288 |0,432 0,216

i)b) E(X) = 10000x0,288 + 20000x0,432 + 30000x0,216 = 18000.
ii) La probabilité pour que son chargement soit saisi est : 0,288 + 0,432 + 0,216 = 0,936 = 0,9.

1. Cette expérience aléatoire consiste a tirer un billet au hasard parmi 1000.
Soit Q 'univers de cette expérience aléatoire. On a card(Q2) = 1000.
o Les tickets se terminant par 05 sont 10 car il ya 10 possibilités pour le premier chiffre. Ceux se
terminant par 42 sont aussi 10 et ceux se terminant par 70 sont 10.
30 3

Ainsi card(G) = 30 d’ou P(G) = 7000 = 100

e L ’événement contraire de O, O est I’événement « son billet porte un numéro ne contenant pas de
. . . . . . — . 729
zéro ». il s’agit de former triplet avec les 9 autres chiffres. Ainsi card(0) = 93 = 729 d’ou P(0) = T500"
. 271
Par suite P(0) = —.
1000

2. 11 s’agit de P(G/0). On sait que P(G/O):szg;))-
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Calculons P(G n 0O).
Les 10 tickets gagnants terminant 05 contiennent tous au moins un zéro ainsi que 10 se terminant par 70.
Parmi les billets gagnants se terminant par 42 seul le 042 contient un 0.

21

Finalement card(G N 0) =21 d’odP(GN0) == AinsiP(3)= g = 2L
1000

3. P(G/0) # P(G) donc les évenements G et O ne sont pas indépendants.

Soit D I’événement « la piece fabriquée est défectueuse »

A est I’événement « la piece est acceptée ».
8

1.0naP(D) = == = 0,018,
2.a) il s’agitde P(AN D).

Ona: P(A/D)=0,01

P(AnD) = P(A/D) x P(D) = 0,01 x 0,018 = 0,00018.
b) Il s’agit de P(A n D).

Ona: P(A/D)=0,03

P(AnD)=P(A/D) x P(D)=0,03 x 0,982 = 0,02946.
¢) Notons E I’événement << il y a erreur de controle >>.
E=(AND)U(@AnD). OnaAnD)N(AND)=¢.
Donc P(E)=P(An D)+ P(AnD) = 0,02964.

3. Soit X la variable aléatoire donnant le nombre d’erreurs au cours des 5 controles. X est une loi
binomiale de paramétre n = 5 et p = 0,02964.
Ainsi la probabilité cherchée est P(X = 2) = €2(0,02964)2(1 — 0,02964)3 = 0,008027

PARTIE A

1. Chaque code est un 4-uplets d’éléments pris parmi les 10 chiffres du systéme décimal.
Le nombre de 4-uplets est donc 10* = 10000.

La banque peut distribuer a ses clients 10000 cartes magnétiques.

2. Soit A I’événement << le code d’une carte magnétique commence par 0 >>.

Chaque élément de A est un 3-uplets d’éléments pris parmi les 10 chiffres du systéme décimal.
3
Donc Card(A) = 10°. Donc P(A) =~ = —.
3. Soit B I’événement << le code d’une carte magnétique soit composé des chiffres2 ;4 ;5 ;7 >>.

Chaque élément de B est une permutation des chiffres 2 ;4 ;5 ;7.

Donc Card(B) = 4! = 24. Donc P(B) = = = ——

10% 1250
PARTIE B
1.a) Il y a 1 chance sur 24 de retirer de 1’argent au premier essai . Donc P(E) = i .

b) Il y a 23 chance sur 24 d’échouer au premier essai et 1 chance sur 23 de retirer de 1’argent au deuxiéme
11

23 24

_ _ -t 1 _1
2.G=EUF etENnF = @. Donc P(G)—24+24— >
3. La probabilité qu’il ait effectué le retrait au premier essai sachant qu’il a pu retirer de 1’argent au

guichet automatique est P(E/G).

essai. Donc P(F) = ﬁ X
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P(ENG) _ P(B) _ é 1
P(G) P(G) 1_12 27

OnaP(E/G) =

4. La banque préléve une taxe pour chaque essai de retrait au guichet automatique. Cette taxe s’éléve a 30
francs par essai fructueux et a 60 francs par essai infructueux.
X désigne la variable aléatoire qui détermine la taxe totale a payer sur I’ensemble des essais faits par
Monsieur Kone.
a) Les éventualités sont . E, (E,F), (F,F).

1

P(X=30) = P(E)— ; P(X=90) =P(E,F) = P(F) = ;P(X=120) = P(F,F) = 1-— %

La loi de probablllte de Xest:

X 30 9 | 120
PX=x) | 1 1 1
24 24 12

b) E(X) = 30X —+ 90X —+ 120x = 115,
24 24 12

L’espérance mathématique de X est égale a 115 francs.

1. D’aprés 'énoncé P(6) = o= =2 =04 et P(W/G) = - = 2= 0,6.

100 5
2. 1 s’agitde P(G N W).

P(GNW)=PW/G)XP(G)=2x3=1.

3. On sait que P(W/G) = P(W”G) On aP(W) = P(W n G) + P(W n G) donc
23

PWNG)=PW)—PWnG)=———=2Don P(W/G)—g =z

4. 11 s’agit de P(G/W).
(g) PWNB)_%, _ 23

W)~ Pw) = T

5.a) Les valeurs prises par X sont :0 ; 4200 ; 8400 ; 12600.
Loi de probabilité de X:

PX =0)=P(GNW)=P@G) —PGAW) =2~
P(X = 4200) = P(W N G) = 5

P(X = 8400) = P(G n W) = P(G) P(GNW) _——i=i :

25 25
P(X =12600) = P(GNW) = E'

b) E(X) = X x;p; = 0 X =+ 4200 X = + 8400 X - + 12600 X - = 6300.

23 _ 7,

50 50 °

Le fabriquant dépense en moyenne 6300F pour intégrer le GPS ou le WIFI a chaque téléphone
portable.
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SESSION 2008 | oo 323
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SESSION 2014 e 335
SESSION 2015 | oo 336
SESSION 2016 (C) | -+ 339
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Sujet 1 : Session 2008

Exercice 1

Le plan complexe est muni du repére orthonormé direct (O, €,, €,).

On considére I’équation (E) : z€ Z, z3 + (6 — 5i)z? + (1 - 20i)z — 14 - 5i = 0.

1. a) Vérifier que i est une solution de 1’équation (E).

b) Résoudre dans C I’équation : z> + (6 — 4i)z + 5 — 14i = 0.

¢) Résoudre a I’aide des questions qui précédent I’équation (E).

2. On considére les points A, B, et D d’affixes respectivesu=1;v=-2+3iett=-4 +1.
a) Placer les points A, B et D dans le repeére.

. u—v . -
b) Ecrire le nombre complexe Z = . sous forme trigonométrique.
-V

c) En déduire que le triangle ABD est rectangle isocele en B.

3. Soit S la similitude directe de centre A qui transforme D en B. B’ est ’image de B par S.
a) Justifier que le triangle ABB’ est rectangle isocele en B’.

b) En déduire la construction du point B’.

4. a) Déterminer 1’écriture complexe de S.

b) Calculer I’affixe de B’.

Exercice 2

Le tableau ci-dessous donne les notes sur 20 obtenues en mathématiques et en sciences physiques par huit
candidats de la série D au baccalauréat 2005. X; est la note de mathématiques, Y; la note en sciences
physiques.

Xi 4 6 7 9 11 14 12 17

Yi 3 4 6 8 10 12 9 14

1. Représenter graphiquement le nuage de points associé a cette série statistique dans le plan muni d’un
repére orthonormé (O, I, J). L unité graphique est 1 cm.
2. Calculer les coordonnées du point moyen G du nuage puis le placer dans le repére.

3. a) Vérifier que la covariance cov(X, Y) de la série statistique est égal a 57 :

b) Calculer le coefficient de corrélation linéaire entre X et Y.
4. Démontrer qu’une équation de la droite (D) de régression de Y en fonction de X par la méthode des

. . 19 17
moindres carrésest: y = —x ——

22 44

5. Sur la base de I’ajustement linéaire ainsi réalisé, calculer la note probable de mathématiques d’un
candidat qui a obtenu 15 sur 20 en sciences physiques.
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Probléme

L’objet de ce probléme est 1I’étude de la fonction f dérivable sur ] 0 ; +oo [et définie par :
Inx

f(x) =2x—3+—.
On note (C) sa courbe représentative dans le plan muni du repére orthonormé (O, I, J). L’unité graphique
est 2 cm.

Partie A

Soit g la fonction dérivable sur ] 0 ; +oo [ et définie par g(x) = 2x% + 1 — Inx .

1. Etudier les variations de g puis dresser son tableau de variation. (On ne demande pas de calculer les
limites).

2. Justifier que vV x €] 0 ; +oo][, g(x) > 0.

Partie B
1. a) Calculer la limite de f en +x.
b) Déterminer ,lci_I}% f(x) puis interpréter graphiquement le résultat.
>

2. a) Démontrer que la droite (D) d’équation y = 2x — 3 est asymptote & (C) en +o.
b) Préciser la position de (C) par rapport a (D).

) , . - _ 8
3. a) Démontrer que pour tout nombre réel strictement positif x, f'(x) = =z
b) Etudier les variations de f puis dresser son tableau de variation.
¢) Démontrer qu’une équation de la tangente (T) a (C) au point d’abscisse 1 est: y = 3x — 4.
4. a) Démontrer que 1’équation f(x) = 0 admet une solution unique .

b) Justifier que : 1,3 <a<14.

Partie C

Onpose : ¢(x) = f((x) —(Bx —4)eth(x) =—x%2 +1—Inx .
1. a) Déterminer le sens de variation de hsur] 0 ; +oo[.

b) Calculer h(1) puis justifier que :
vVxe]0;1[,h(x)>0;

Vxe]l;+w[, h(x)>0.

2. a) Démontrer que : Vxe€]0;+oo[, o(x) = ho)

xz
b) Etudier les variations de puis en déduire de signe de ¢(x) suivant les valeurs de x.
c¢) Déterminer la position de (C) par rapport a la tangente (T).

Partie D

1. Tracer la courbe (C), la droite (D) et la tangente (T). On prendra o = 1,35.

2. Calculer en cm? I’aire de la partie du plan délimitée par la courbe(C), la droite (D) et les droites
d’équations x =letx =e.
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Sujet 2 : Session 2009

Exercice 1

L’entreprise Ivoirbois, spécialisée dans ’industrie du bois, envisage de faire des prévisions pour I’année
2007 du codt de production de feuilles de contre-plaqués en fonction du chiffre d’affaires. Elle dispose a
cet effet des statistiques résumeées dans le tableau ci-dessous :

Années 2000 | 2001 | 2002 | 2003 | 2004 | 2005 | 2006

Chiffre d’affaires X (en

- 350 | 380 | 500 | 450 | 580 | 650 | 700
millions de francs)

Codt de production (en

. 40 45 50 55 60 65 70
millions de francs)

1. Représenter graphiquement le nuage de points associé a la série double (X,Y) dans le plan rapporté a
un repere orthogonal (O, I, J).
On prendra 1 cm pour 50 millions de francs en abscisse et 1 cm pour 5 millions de francs en ordonnées.

2. a) Calculer le chiffre d’affaires moyeny .

b) Calculer le cot de production moyen Y .

3. a) Vérifier qu’un arrondi a I’entier de la covariance Cov(X, Y) de la série statistique est égale a 1193.
b) Justifier I’existence d’un ajustement linéaire entre X et Y.

4. a) Déterminer une équation de la droite (D) d’ajustement de Y en fonction de X par la méthode des
moindres carrés.

b) Construire (D) dans le repére (O, I, J).

5. Utiliser 1’ajustement précédent pour prévoir le colit de production de I’entreprise ivoirbois de I’année
2007 si le chiffre d’affaires de I’année 2007 est de 800 millions de francs.

Exercice 2
. . s u =0
Soit la suite (Un)n € v définie par '{un+1 _ gun 1
1. Dans le plan rapporté a un repére orthonormé (O, 1, J), représenter sur I’axe des abscisses les termes
Uo ; U1 ; Uz ; U3 de la suite (un)n e n (unité graphique 2 cm).

. . . . g 5
2. a) Démontrer par récurrence que la suite (Un)n € n €St Mmajorée par -

b) Démontrer que la suite (un)n € v CONVerge.

3. Soit la suite (vn)n e n définie par: yneN, vo = un— g

a) Démontrer que la suite (vn)n € n €St UNE Suite géométrique dont on précisera la raison et le premier
terme.
b) Exprimer v, puis u, en fonction de n.
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c) Déterminer la limite de (Un)n € n.

Probléme

Partie A

On considere la fonction dérivable sur R et définie par g(x) = (1 — x)el™* — 1.
1. a) Justifier que la limite de g en +oo est 1.

b) Déterminer la limite de g en -oo.

2. a) Démontrer que pour tout x élément de R, g’(x) = (x —2)e* %

b) Etudier les variations de g et dresser son tableau de variation.

3. a) Démontrer que 1’équation x € R, g(x) = 0 admet une solution unique a.
b) Justifier que : 0,4 <a.<0,5

¢) En déduire que :

Vxe]-o;al,gx)>0.

Vxe]a;+to[,g(x)<O0.

Partie B

On considere la fonction f dérivable sur R définie par : f(x) = xe! > —x + 2.

On note (C) sa courbe représentative dans le plan muni d’un repére orthonormé (O, I, J). L’unité : 2 cm.
1. Déterminer les limites de f en +oo et en -oo.

2. a) Démontrer que f est une primitive de g sur IR.

b) Etudier les variations de f puis dresser son tableau de variation.

3. a) Démontrer que la droite (D) d’équation y = —x + 2 est une asymptote oblique & (C) en +oo.

b) Etudier la position relative de (D) et (C).

4. Démontrer que (C) admet en -oo une branche parabolique de direction (OJ).

5. Déterminer une équation de la tangente (T) a (C) au point d’abscisse 1.

6. Démontrer que f(o)=1-a + ﬁ.

7. Justifier que pour tout nombre réel x, f(—x +2) = e* " 1f(x) .

8. On admet que 1’équation f(x) = 0 admet exactement deux solutions. On appelle  ’une de ces
solutions. Démontrer que — B + 2 est ’autre solution.

9. Tracer (D), (T) et (C). (On prendra a. = 0,4 et p = 2,5.)

Partie C

Soit A un nombre réel strictement positif et A(L) I’aire en cm? de la partie du plan délimitée par (C), la
droite (D) et les droites d’équations respectives x = 0 et x = A.

1. Calculer A(A) a I’aide d’une intégration par parties.

2. Déterminer la limite de A()) lorsque A tend vers +o.
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Sujet 3 : Session Normale 2010

Exercice 1
Partie A

On considere dans C I’équation : (E) : 4z — 6i V3z2 - 3(3+i V3 )Z—-4=0.
1. Déterminer les racines carrées de 6 + 6i \/5 .
2. Résoudre dans C I’équation 2z% — (1 + 3i V3 )z—-4=0.

3. a) Développer, réduire et ordonner (2z + 1)[2z? — (1 + 3i \/§)z —4]1=0.
b) En déduire les solutions de (E ).

1 1 1.
4,S0itzo=—— ; z1= ——+—|\/§ : 22=1+i\/§.
2 2 2
Exprimer chacun des nombres complexes zo, 1 et z, sous forme trigonométrique.

Partie B

Dans le plan complexe rapporté au repére orthonormé direct (O, U, V) ou I’unité est 1 cm, on considére

1 1 1.
les points Mo, M1 et M, d’affixes respectives —E, —E+EI\/§, 1+ i\/§.

S est la similitude directe de centre O, d’angle —g et de rapport 2.

1. a) Déterminer 1’écriture complexe de S.
b) Justifier que S(Mo) = M; et S(M;) = M.
2. Soit My, un point du plan d’affixe z,. On pose pour tout nombre entier naturel n, Mns1 = S(My).

Justifier que zpn = (1 -1 V3 )Zn OU Zn+1 est I’affixe de Mpqi.

3. On consideére la suite (Un) définie pour tout entier naturel n par U, = |z,|.

a) Démontrer que (Uy) est une suite géométrique dont on déterminera la raison et le premier terme.
b) Justifier que la distance OM1, = 2048.

Exercice 2

On teste un médicament sur un ensemble d’individus ayant un taux de glycémie anormalement élevé.
Pour cela 60% des individus prennent le médicament, les autres recevant une substance neutre et 1’on
étudie a 1’aide d’un test la baisse du taux de glycémie. Chez les individus ayant pris le médicament, on
constate une baisse de taux avec une probabilité de 0,8 ; on ne constate aucune baisse de ce taux pour
90% des personnes ayant recu la substance neutre.

1. Calculer la probabilité d’avoir une baisse du taux de glycémie sachant qu’on a pris le médicament.
2. Démontrer que la probabilité d’avoir une baisse du taux de glycémie est 0,52.

3. On soumet au test un individu pris au hasard.

Quelle est la probabilité qu’il ait pris le médicament sachant que 1’on constate une baisse de son taux de
glycémie ?
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4. On controle 5 individus au hasard.

a) Quelle est la probabilité¢ d’avoir exactement deux personnes dont le taux de glycémie a baissé ?

b) Quelle est la probabilité d’avoir au moins un individu dont le taux de glycémie a baissé ?

5. On controdle n individus pris au hasard. (n est un entier non nul).

Déterminer n pour que la probabilité d’avoir au moins un individu dont le taux de glycémie a baissé soit
supérieur a 0,98.

Partie A
Soit la fonction g dérivable sur ]0 ; +oo [ et définie par g(x) =1 + xInx .

1. a) Justifierque Vx€]0; +oo [, g’(x) =1+ Inx.
b) Etudier les variations de g puis dresser son tableau de variation.(on ne calculera pas les limites de g.
2. En déduire Vx€]0; +o [, g(x) > 0.

Partie B
Soit f la fonction définie sur [0 ; +oo [ par :

f0)=0
Vax € ]0; +ool, f(x) = 1+;cclnx
On note (C ) la courbe représentative de f dans le plan muni d’un repére orthonormé (O, I, J) .

(Unité : 4 cm)

1. a) Etudier la continuité de f en 0.

b) Etudier la dérivabilité de f en 0.

¢) Démontrer qu’une équation de la tangente (T) a la courbe (C ) au point O est y = x.
d) Démontrer que :

(C) est au-dessus de (T) sur]0; 1] ;

(C) est au-dessous de (T) sur ]1 ; +oo [.

2. Démontrer que la droite (Ol) est une asymptote a (C ) en + oo.

3. a) On suppose que f est dérivable sur 0 ; +oo [. Démontrer que Vx € ]0; +oo[, £/ (x) = ——

(1+xlnx)t ’
b) En déduire les variations de f et dresser son tableau de variation.
4. Construire la droite (T) et la courbe (C ) dans le plan muni du repére (O, I, J).

Partie C
1. a) Justifierque : Vx€]0;+o [, f(x)<1.

b) Démontrer que :V x€]0 ; +oo [, 1 *le < f(x).

2. Soit A I’aire en cm? de la partie du plan limitée par (C ), (OI) et les droites d’équations x =1 et x =e.

Démontrer que 16(e — 1) + 16In(lij < A<16(e—1).
+e
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Sujet 4 : Session Normale 2011

Exercice 1

(n+1)2 "’
1. a) Démontrer que la suite (v,,) est convergente et donner sa limite.
b) Démontrer que la suite (v,) est croissante.

On considére la suite numérique (v,,) définie sur IN* par :v, =

¢) Démontrer que : yn e N*, % <vn< 1.

2. Onpose:VNEN* a, =vy XV, X ... X V.

. . . c N* _n+2
a) Démontrer par récurrence que : V n€N*, a, TSR
b) En déduire la limite de la suite (ay).

3.0npose: ¥V nEN* b, =In(vy) + In(vy) + - + In(vy,)
a) Démontrer que la suite (b,,) est une suite a termes négatifs.

b) Calculer la limite de la suite (by,).

Exercice 2

La société « Gnamienlait » de Gnamien produit des sachets de lait caillé.

Soit X la variable aléatoire qui associe a chaque sachet de lait caillé produit, sa masse en gramme (g).
La loi de probabilité de X est définie par le tableau ci-dessous.

Xieg | 220 230 240 | 250 |260 |270 | 280

Pi 0,08 0,10 a b 0,16 0,15 0,04

a et b sont deux nombres réels. x;représente la masse du sachet de lait caillé ;

pi la probabilité qu’un sachet de ce lait ait la masse x;.

1.a) Calculer I’espérance mathématique E(X) de X en fonction de a et b.

b) Sachant que E(X) = 250 ; justifier que : a= 0,14 et b = 0,33.

Dans la suite de I’exercice on conservera les valeurs de a et de b trouvées a la question 1.b).

2. Gnamien prend au hasard un sachet de lait caillé de sa société.

Calculer la probabilité pour que la masse de ce sachet de lait caillé soit au moins de 250 g.

3. Tieplé, la fille de Gnamien, prend au hasard et de facon indépendante 5 sachets de lait caillé.
Calculer la probabilité qu’elle ait choisi exactement 3 sachets de lait caillé de 220 g. On prendra 1’arrondi
d’ordre 3 du résultat.

4. Les sachets de lait caillé sont contrdlés par une machine. Cette machine est réglée pour éliminer en
principe les sachets de lait de masse strictement inférieure & 250 g.

e Si un sachet de lait caillé a 240 g, la probabilité qu’il soit éliminé est de 0,7,

e Si un sachet de lait caillé a 230 g, la probabilité qu’il soit éliminé est de 0,8 ;

e Si un sachet de lait caillé a 220 g, il est systématiquement éliminé.

e Si un sachet de lait caillé a une masse supérieure ou égale a 250 g, il est systématiquement accepté
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a) Justifier que la probabilité qu’un sachet de lait caillé de 240 g soit éliminé est de 0,098.
b) Calculer la probabilité pour qu’un sachet de lait caillé de cette société soit €liminé.

Partie A

Soit g la fonction numérique dérivable sur J0 ; +oo [ et définie par g(x) = — 2t

x2

+Inx .
1.a) Calculer lim g(x).
X—+ 00

b) Calculer 35% g(x) .
>

2
2.a) Démontrer que : V x€ ]0; +oo[ , g (x) = T 12X 2

x3
b) En déduire le sens de variation de g.

c) Dresser le tableau de variation de g.

3.a) Démontrer que 1’équation : x € ]0; +oo [, g(x) = 0 admet une solution unique a.
b) Justifier que : 2,55 <o < 2,56.

c) Démontrer que :

Vxe]0;al,gx)<0;

Vxe]a;+o],g(x)>0.

Partie B
On considére la fonction f dérivable sur ]O ; +oo [et définie par : f(x) = G - lnx) e "
On note (C) la courbe représentative de f dans le plan muni du repére orthogonal (O, I, J). Unités
graphiques : Ol =2 cmet OJ = 10 cm.
1. a) Calculer la limite de f en +oo puis donner une interprétation graphique du résultat.
b) Calculer chii% f(x) puis donner une interprétation graphique du résultat.
>
2. Démontrer que : f(a) =— (H—a) e .

(12
3. a) Démontrer que pour tout nombre réel strictement positif x , f'(x) = e *g(x) .
b) En utilisant la partie A, déterminer les variations de f .

c) Dresser le tableau de variation de f .
4. Démontrer qu’une équation de la tangente (T) a (C) au point d’abscisse 1 est: y = — zx + S.

5. Construire (T) et (C) dans le plan muni du repére (O,1,J). On prendra o = 2,6.

Partie C

1. Soit h la fonction dérivable sur ]0 ; +oo [ et définie par : h(x) = e *Inx .

Démontrer que h est une primitive de f sur]0 ; +oo[.

2. soit A un nombre réel tel que A >3 .

a) Calculer, en cm? et en fonction de A , I’aire A(X) de la partie du plan comprise entre (C), (Ol) et les
droites d’équations x =3etx =A

b) Calculer)tl_i)rllOo AQD).
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Sujet 5 : Session 2012

Exercice 1

Madame Kouameé, statisticienne a la retraite, a crée une petite entreprise de fabrication de colliers
traditionnels. Dans I’intention de faire des prévisions pour la production de colliers de I’année 2011 elle a
fait 1’état des ventes des huit types de colliers fabriqués en 2010. Les résultats sont donnés dans le tableau
ci-dessous :

Type de collier 112 |3 |4 |5 |6 |7 |8

Prix = xi de vente en centaines de

francs CFA du collier de type i 54 160 66| 7218490 |96 | 102

Nombre yide dizaines de colliers

. 1816|1513 (109 |8 |7
vendus au prix Xi

On désigne par :

X le caractére « prix de vente du collier » ;

Y le caractére « nombre de colliers vendus au prix X ».

1. Représenter graphiquement le nuage de points associé a la série statistique double de caractere (X, Y)
dans le plan muni d’un repere orthogonal (O, I, J). On prendra 2 cm pour 10 centaines de francs sur (OI)
et 2 cm pour 2 dizaines de colliers sur (OJ).

2. Calculer les coordonnées du point moyen G du nuage.

3.a) Calculer la variance V(X) de X.

b) Calculer la covariance COV(X, Y) de la série statistique double de caractére (X, Y)

¢) On admet que V(Y) = 14,50. Démontrer que 1’arrondi d’ordre 2 du coefficient de corrélation linéaire
est égal a -0,99

4. Soit (D) la droite de régression de Y en X par la méthode des moindres carrés.

a) justifier que ’arrondi d’ordre 2 du coefficient directeur de (D) est égal a -0,23.

b) Démontrer qu’une équation de la droite (D) est : y = 0,23x + 29,94.

5. Pour I’année 2011, Madame Kouamé souhaite fabriquer un nouveau type de collier qu’elle vendrait a
11 500 francs CFA 1’unité. Combien de colliers de ce type pourrait-elle vendre selon 1’ajustement linéaire
réalisé ?

Exercice 2
Ul = 3

On considére la suite numérique U définie sur IN* par : U=l (U 4
n+1 — E n + U_n)

1. On considere la fonction f définie sur ] 0 ; +oo[ par: f(x) = % (x + %) .

On note (C) la courbe représentative de f dans le plan muni d’un repére orthogonal (O, I, J) ou les unités
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respectives sur (Ol) et sur (OJ) sont 4 cm et 2 cm. la courbe (C) et la droite (D) d’équation y = x sont
tracés sur la feuille annexe a rendre avec la copie.
a) Représenter sur I’axe des abscisses (OI) les termes Uy, U, et Uz de la suite U en utilisant la courbe (C)
et la droite (D).
b) Quelle conjecture peut-on faire quant a la convergence de la suite U.
2. On admet que f est continue et strictement croissante sur [2 ; 3]
a) démontrer que f([2; 3]))c[2; 3].
b) En utilisant un raisonnement par récurrence, démontrer que pour tout entier n> 1,
2<U,<3.
3.a) Démontrer que la suite U est décroissante.
b) En déduire que la suite U est convergente.
Up—2
T Uptz
a) Démontrer que pour tout entier n> 1, V., = (V,)?
b) Démontrer par récurrence que pour tout entier n> 1, V,, = (Vl)Z"_1
¢) Calculer V; puis exprimer V;, en fonction de n.
d) Exprimer U,, en fonction de n.
e) Démontrer que limV = 0. En déduire la limite de U.

Partie A
On considére la fonction g dérivable et définie sur] 0 ; +oo[ par: g(x) =e* + 2lnx .
1.a) Déterminer }Ci_r%g(x) et xl_i)r&)g(x)

4. On considere la suite V définie sur IN* par : V,

b) Calculer g'(x) pourtoutx de]0; +oo].

¢) Etudier le sens de variation de g puis dresser son tableau de variation.

2.a) Démontrer que 1’équation g(x) = 0 admet une solution unique a sur ] 0 ; +oo[.
b) Vérifier que : 0,4 <0 <0,5.

c) Démontrer que :

Vxel0;x[, g(x)<0etVxe]o;+oof, g(x) >0.

Partie B

f(x) = e* + 2xIlnx — 2x si x>0
fO)=1

On note (C) la courbe représentative de f dans le plan muni du repére orthonormé (O, I, J). L unité

graphique est 4 cm.

On considére la fonction f définie sur [0 ; +oo[ par : {

1.a) Déterminer lim f(x) et lim fex)
X—+ 0o xX—>+o0o X

b) Interpréter graphiquement les résultats.

2.a) Démontrer que f est continue en 0.

b) Démontrer que lim Z2=/@ — _
x-0 X

c) La fonction f est-elle dérivable en 0 ? Justifier la réponse.
d) Interpréter graphiquement le résultat de la question 2.b)
3. On admet que f est dérivable sur ]0; +oof.

a) Démontrer que : V x € ]0; +o[, f'(x) = g(x) .
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b) Etudier les variations de f puis dresser son tableau de variation.
4. Tracer la courbe (C) sur I’intervalle [0 ; 2]. (on prendra a = 0,45 et on admettra que la courbe (C)
coupe la droite (Ol) en deux points d’abscisses respectives 0,3 et 0,6.)

5.a) On pose K = flz xInx dx. A 1’aide d’une intégration par parties, démontrer que : K = 2Iln2 — %.
b) Soit A I’aire en cm? de la partie du plan délimitée par la courbe(C), la droite (Ol) et les droites

d’équations respectives x =1 et x = 2,
Calculer A puis donner 1’arrondi d’ordre 2 du résultat.

BACCALAUREAT SESSION 2013

EXERCICE 1
Dans le plan muni d’un repére orthonormé direct ( O ,1,J), on désigne par K, A et B les points d’affixes
respectives z; = 2,2z, = 4 + 2i et z3 = 2 + 4i. L’unité graphique est 2 cm.

1- a) Placer les points K, A et B.

b) Déterminer la forme algébrique du nombre complexe 2—2

Zy—2Z1
2- On note S la similitude directe de centre K qui transforme A en B.
a) Démontrer que 1I’écriture complexe de Sest: z' = (1 + i)z — 2i.
b) Déterminer les affixes respectives de I’ et J”, images respectives des points I et J puis placer I’ et J’.
3- Déterminer le rapport et une mesure de I’angle de la similitude directe S.
4- Soit (C) le cercle de centre (1 ;1) et de rayon 2.
a) Tracer (C).
b) Déterminer le centre et le rayon de (C’), image de (C) par S.
¢) Construire (C’).
5-a) Déterminer puis construire I’image par S de la droite (1J)).
On pourra caractériser I’image par S de la droite (I1J) par deux points.
b) On désigne par E le point d’intersection de (C) et la droite (1J) d’abscisse négative.
Placer E et I’image E’ de E par S. Justifier la position du point E’.

EXERCICE 2

On considére la suite numérique (u) définie par :u, - V2 et pour tout nombre entier naturel n,
Upyp =2+ %un .

Le plan est muni d’un repére orthonormé (O,L,J). L’unité graphique est 2 cm.

1- Déterminer les valeurs exactes de u; etu, .

2- Soit f la fonction définie par : f(x) = %x + 2 et de représentation graphique (D).

a) Tracer (D) et la droite (A) d’équationy = x .

b) Placer ug sur I’axe (OI).

¢) A I’aide de (D) et (A), placer les termes u; u, etug sur I’axe (OI).
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3. a) Démontrer par récurrence que pour tout n élément de IN, u, < 4.

b) Démontrer que la suite (u,,) est croissante.

c) En déduire que la suite (u,) est convergente.

4- on considere la suite (v,,) définie par : v, = u, — 4, pour tout entier naturel n.

Démontrer que la suite (v,,) est une suite géométrique dont on déterminera la raison et le premier terme.
5- On pose, pour tout nombre entier naturel n :

Tp,=vg+vi+-+vy;S,=uy+u +-+u,.

a) Déterminer une expression de T, en fonction de n.

b) Justifier que : S, = 2(V2 — 4) (1 - #) +4(n+1).

c) Déterminer la limite de la suite (S,,).

PROBLEME

Le plan muni d’un repére orthonormé (O, 1, J). L unité graphique est 2 cm.

On considére la fonction f dérivable et définie sur ]—oo; 1[ par: f(x) =x2—1+1In(1 —x) .
On note (C) la courbe représentative de f.

1 —a) Calculer xl_i)moo f(x).

x
b) Calculer lim % puis donner une interprétation graphique du résultat.
X—>—00

c) Calculer la limite de f a gauche en 1 puis donner une interprétation graphique du résultat.

2-a) Pour tout nombre réel x de ]—oo; 1], calculer f'(x).

b) Démontrer que f est strictement décroissante sur ]—oo; 1.

c) Dresser le tableau de variation de f .

3-a) Démontrer que 1’équation : (E) : x € ]—o0; 1[, f(x) = 0 admet une solution unique a.
b) Justifier que : -0,7 < a < -0,6.

4- a) Démontrer qu’une équation de la tangente (T) a (C) au point d’abscisse 0 est : y= -x-1.

b) On donne le tableau de valeurs suivant :

x -2 -1,4 -1 -0,75 | -05 -0,25 | 0,25 0,5 0,75
Arrondi d’ordre | 4,1 2,2 0,7 0,1 -0,3 -0,7 -1,2 -1,4 -1,8
1de f(x)

. . . L —-3<x<5
Tracer (T) et (C). On pourra faire la figure dans la partie du plan caractérisée par {_4 <y<6"

5- On désigne par A TI’aire de la partie du plan délimitée par (C), la droite (OI) et les droites d’équations
respectives x = a etx = 0.

a) Calculer f; In(1 — x) dx al’aide d’une intégration par parties.

b) Démontrer que la valeur de A en unités d’aires est : A = %3 —2a—(1—-a)in(1 —a)

c) Déterminer en cm? I’arrondi d’ordre 2 de la valeur de A pour = —0,65. .

6- Soit £~1 la bijection réciproque de fet (C”) la courbe représentative de £ ~* dans le plan muni du
repére (O, I, J).

a) Calculer f(-1).

b) Démontrer que le nombre dérivé de £~ en In2 existe puis le calculer.

c) Construire la courbe (C”) et sa tangente (A) au point d’abscisse In2 sur la figure de la question 4-b).
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BACCALAUREAT SESSION 2014

Exercice 1
Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé direct (0, U, V).
On note B et C les points du plan d’affixes respectives 3 — 2i et 5 + i. On désigne par s la similitude
directe de centre O qui transforme C en B.
1.a) Démontrer que I’écriture complexe de sest: z' = %(1 —i)z.
b) Déterminer les éléments caractéristiques de s.
¢) Déterminer 1’affixe du point D qui a pour image le point C par f.
2.a) Justifier que I’affixe z; du point B;, image de B par s est : %(1 — 50).
b) Justifier que le triangle OBB; est rectangle et isocele en B;.
3. On définit les points suivants : By = Bet Vn €N, B,,,; = s(B,). On note z, I’affixe de B,,.
n

a) Démontrer par récurrence que : Vn €N, z,, = (%) (1 —=i)"z,.
b) Calculer la distance OB, en fonction de n.
c) Calculer lim OB,

n—+oo
Exercice 2
Pour étudier 1’évolution du nombre de bacheliers accédant aux études supérieures, le Ministere du plan

d’un pays a diligenté une enquéte depuis 1’an 2003. Les résultats de cette enquéte sont consignés dans le
tableau suivant :

Années 2003 | 2004 | 2005 | 2006 | 2007 | 2008 | 2009 | 2010 | 2011
Rang X de I’année 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Nombre Y de diplomés (en 25 27 30 33 34 35 38 41 43
milliers)

1. Représenter le nuage de point associé a la série statistique double ( X , Y ) dans le plan muni d’un
repére orthonormé. (Unité graphique : 1 cm). On prendra pour origine du graphique le point 9(204).
2. Déterminer les coordonnées du point moyen G de la série statistique ( X, Y).

3. Justifier que :

a) La variance de X est ? ;
b) La covariance de X et Y est 43—4.

4.a) Sachant que la variance de Y est égale a % , déterminer la valeur du coefficient de corrélation
linaire.

b) Justifier que ce résultat permet d’envisager un ajustement linéaire.

5. Soit ( D) la droite d’ajustement de Y en X obtenue par la méthode des moindres carrés.

a) Déterminer une équation de (D).

b) Tracer (D).

6. On suppose que 1’évolution se poursuit de la méme maniére au cours des années suivantes.
Donner une estimation du nombre d’étudiants qui accéderont aux études supérieures en 2020.
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Probléme
Le plan est muni d’un repére orthonormé ( O, I, J ). L’unité graphique est le centimetre.

Partie A

Soit g la fonction dérivable et définie par : g(x) = x + (ax + b)e ™ ou a et b sont des nombres réels.
Dans le plan muni du repére ( O, I, J), on désigne par : (C) la courbe représentative de g et ( D) la droite
d’équation y = x.

1. a) On donne g(0) = 1. Déterminer la valeur de b.

b) On admet que la tangente ( T) a (C) au point d’abscisse 0 est paralléle a (D).

Déterminer a.

2. Soit h la fonction dérivable et définie sur IR par : h(x) = e* —x .

a) Soit A’ la fonction dérivée de h. Calculer h'(x) pour tout x élément de IR.

b) Dresser le tableau de variation de h. On ne calculera pas les limites de h en —oo et + o

¢) En déduire que Vx € IR, h(x) > 0.

Partie B
Soit f la fonction dérivable et definie sur IR par : f(x) = x + (x + 1)e™*.

1.a) Calculer la limite de f en —oo.

b) Justifier que : xlﬁim@% = 400,

c¢) Donner une interprétation graphique de ces résultats.

2.a) Calculer la limite de f en +co.

b) Démontrer que ( D) est asymptote a (C) en +oo.

c) Etudier la position relative de (C) et (D).

3.a) on désigne par f’ la fonction dérivée de f. Démontrer que Vx € IR, f'(x) = e *h(x).
b) Déterminer le sens de variation de f.

c) Dresser le tableau de variation de f.

4. Construire sur le méme graphique (T ), (D) et (C).

5.a) Démontrer que f est une bijection de IR dans IR.

b) On note £~ la bijection réciproque de £. Calculer (f~1)'(1).

¢) Construire (T") , la courbe représentative de £~ sur le méme graphique que (C).

Partie C
Onposevn € N, I, = ", (t + 1)e~*dt.

1. A l’aide d’une intégration par parties , démontrer que Vn € N, I,, = (=2 —n)e " +e
2. Calculer I’aire A, en cm? de la partie du plan limitée par la courbe (C) , la droite ( D) et les droites

d’équationx = —letx =n
3. Calculer lim A,.
n—-+oo

BACCALAUREAT SESSION 2015

Exercice 1

Partie |
On consideére la fonction p définie sur C par : p(z) = z3 — (3 + 2i)z? + (1 + 5i)z + 2 — 2i.
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1.a) Calculer p(i).

b) Déterminer deux nombres complexes a et b tels que : p(z) = (z — i)(z% + az + b).
2. Résoudre dans C I’équation: z2 — (3+i)z+2+2i=0
3. En déduire les solutions dans C de I’équation p(z) = 0.

Partie 11

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé direct (0; i,V ) d’unité : 5 cm.

Onposezy =2etvn €N,z = 1T+izn. On note A,, le point d’affixe z,.

1.a) Calculer z; etz,
b) Placer les points 4, , A; et A, dans le plan complexe.
2. On considere la suite U définie par : Vn € N, U, = |z41 — Zy|

a) Justifier que : vn € N, U, = g |z |.

b) Démontrer que U est une suite géométrique de de raison ‘/; et de premier terme v2 .

c) Exprimer U,, en fonction de n.
3. On désigne par ApA; + A1A, + -+ A,,_14, lalongueur de la ligne brisée AgA;4; ... Ap_14,
Onpose:vn € N*, [, = AgA; + A4, + -+ A, 14,
a) Calculer L,
b) En déduire lim [,.
n—-+oo

Exercice 2

Mariam, une jeune diplomée sans emploi, a regu un fonds et décide d’ouvrir un restaurant. Apres un
mois d’activité, elle constate que :

e Pour un jour donné, la probabilité qu’il y ait une affluence de clients est 0,6.

e Lorsqu’il y a une affluence de clients, la probabilité qu’elle réalise un bénéfice est 0,7.

e Lorsqu’il n’y a pas d’affluence de clients, la probabilité qu’elle réalise un bénéfice est 0,4.

On désigne par A I’événement « Il y a une affluence de clients » et par B I’événement « Mariam réalise
un bénéfice ».

1. On choisit un jour au hasard.

a) Calculer la probabilité de I’événement E suivant : « Il 'y a une affluence de clients et Mariam réalise un
bénéfice »

b) Démontrer que la probabilité p(B) de I’événement B est 0,58.

Mariam a réalisé un bénéfice.

Calculer la probabilité qu’il y ait une affluence de clients ce jour-la. On donnera l’arrondi d’ordre 2 du
résultat.

2. Mariam veut faire des prévisions pour trois jours successifs donnés. On désigne par X la variable
aléatoire qui désigne le nombre de jours ou elle réalise un bénéfice sur les trois jours successifs.

a) Déterminer les valeurs prises par X.

b) Déterminer la loi de probabilité de X.

¢) Calculer I’espérance mathématique E(X) de X.
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3. Soit n un nombre entier naturel supérieur ou égal a 2. On pose p,, la probabilité que Mariam réalise au
moins une fois un bénéfice pendant n jours successifs sur une période de n jours.

a) Justifier que pour tout entier naturel n supérieur ou égal a2 : p, = 1 — (0,42)™.

b) Déterminer la valeur minimale de n pour qu’on ait p,, = 0,9999.

PROBLEME

Partie A

Soit r la fonction définie sur IR par : r(x) = xe™*.

On considére 1’équation différentielle (E):y' +y =r.

Soit g la fonction dérivable et définie sur IR par : g(x) = %xze"‘

1. Démontrer que g est une solution de 1’équation ( E ).

2. Soit I’équation différentielle (F):y' +y = 0.

a) Démontrer que qu’une fonction ¢ est solution de ( E ) si et seulement si ¢ — g est solution de ( F).
b) Résoudre 1’équation différentielle ( F ).

¢) En déduire la solution ¢ de (E) qui Vvérifie ¢(0) = —g.

Partie B

2_
On considére la fonction f dérivable et définie sur IR par : f(x) = = Sex

On note (C) la courbe représentative de f dans le plan muni d’un repére orthogonal (O, 1,7 ), d’unité
graphique : Ol=2cm; OJ=4cm.
1.a) Calculer lim f(x).
X——00
b) Démontrer que la courbe (C) admet en —oo une branche parabolique de direction celle de (OJ).

2
3+2x—x2 _,
2

3.a) Soit f' la fonction dérivée de f. Démontrer que : Vx € IR, f'(x) =

b) Etudier les variations de f.

c) Dresser le tableau de variations de f.

4. Démontrer qu’une équation de la tangente ( T ) a (C) au point d’abscisse O est: y = gx — ;

5. Etudier les positions relatives de (C) par rapport a 1’axe des abscisses.
6. Représenter graphiquement ( T ) et (C).

Partie C

1. A I’aide d’une intégration par parties, calculer fol xe *dx

2.a) Vérifier que f est une solution de 1’équation différentielle ( E ) de la partie A.

b) En déduire que : Vx € IR, f(x) = —f'(x) + xe™*

c) En utilisant la question précédente, calculer en cm? I’aire A de la partie du plan limitée par la courbe
(@), la droite (OI) et les droites d’équations : x = 0O et x = 1.
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BACCALAUREAT SESSION 2016

EXERCICE 1

1. On considére la fonction h dérivable et définie sur I’intervalle [0; 1] par h(x) = 2x — x2.
a) Démontrer que h est strictement croissante sur I’intervalle [0 ;1]

b) En déduire que I’image de I’intervalle [0 ; 1] par h est I’intervalle [0 ; 1].

2. Soit u la suite définie par : u, = %et vn € IN, Uy = h(uy).

a) Démonter par récurrence que vn € IN, 0 < u, < 1.

b) Démontrer que la suite u est croissante.

¢) Justifier que la suite u est convergente.

3. On considere la suite v définie par: vn € IN, v, = In(1 — u,).
a) Démontrer que v est une suite géométrique de raison 2.

b) Exprime v, en fonction de n.

c) Calculer la limite de la suite v.

d) En déduire la limite de la suite u

EXERCICE 2

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé direct (O, , ¥), (unité graphique : 2 cm)

On considére la transformation S du plan qui, a tout point M d’affixe z associe le point M’ d’affixe z' telle
que : z’:(l—i§)2+2i§.

1.a) Soit Q le point d’affixe 2. Veérifier que S(Q2) = Q.

b) Justifier que S est une similitude directe dont on précisera les éléments caractéristiques.

z'-z _ iﬁ

2-z 3

b) En déduire que le triangle MQM' est rectangle en M.

¢) Donner un programme de construction de I’image M’ par S d’un point M donné.

3.a) Placer les points A et B d’affixes respectives —1 + i et 5 — i dans le plan muni du repere (O, u , D).
Construire les images respectives A’et B’ de A et B par S.

b) On note z, , z5 , z, et zg les affixes respectives des points A,B,A’etB'.

Démontrer que : z, — 2z, = zg — Zp/.

c) En déduire la nature du quadrilatére AA'BB'.

2. a) Démontrer que Vz # 2,

PROBLEME

Partie A

Soit g la fonction dérivable et définie sur IR par : g(x) = —1 + (2 — 2x)e™2¥*3,
1. Calculer les limites de g en —oo et +oo.

2. a) Soit g’ la fonction dérivée de g.

Justifier que : Vx € IR, g'(x) = (4x — 6)e~2**3,
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b) Etudier le signe de g'(x) suivant les valeurs de x.

c) Justifier que g (%) =-2.

d) Dresser le tableau de variation de g.

3. a) Démontrer que 1’équation g(x) = 0 admet dans IR une solution unique notée a.
b) Veérifier que 0,86 < a < 0,87.

c) Justifierque: Vx € |—oo; af,g(x) > 0et Vx € |la; +oo[,g(x) <O.

Partie B
Le plan est muni d’un repére orthonormé ( O, 1,J), (unité graphique 2 cm ).

On considére la fonction f dérivable et définie sur IR par : f(x) = —x + (x - %) e X3,
On note ( C) la courbe représentative de f.

1. a) Calculer xlimm f(x)et xlimm %

b) En déduire que ( C) admet une branche parabolique de direction ( OJ ) en —oo.
2.a) Calculer xlirlqwf(x).

b) Démontrer que la droite ( D ) d’équation y = —x est asymptote a (C ) en +oo.
¢) Etudier la position de ( C ) par rapporta (D).

3. a) Soit f' la fonction dérivée de f.

Démontrer que : Vx € IR, f'(x) = g(x).

b) En déduire les variations de f.

c) Dresser le tableau de variation de f. On ne calculera pas f(«).

4. Construire (D) et ( C) sur le méme graphique.

On précisera les points de ( C ) d’abscisses 0 ; % ; ; ;4. Onprendraa = 0,865 et f(a) = 0,4.
5. Soit t un nombre réel strictement supérieur a % On désigne par A(t) I’aire en cm? de la partie du plan

limitée par la courbe ( C), la droite ( D ) et les droites d’équations x = % etx =t.

t 1
Onpose: I, = x —=)e 2**3dx.
P t f; ( 2)

. P S 3 _
a) A I’aide d’une intégration par parties, justifier que : I, = 2 %e 2t+3,

b) En déduire A(t).
c) Calculer tlirfl A(t).
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CORRIGE DES SESSIONS 2011 , 2012, 2013, 2016

CORRIGE DU BAC D SESSION 2011

EXERCICE 1

2
1.a) Soit f la fonction définie sur O ;+oo[ par : f(x) = fx:f; Ona: vn €IN* v, =f(n).
l im x? + 2x .y xz_l_ 1_1
im0 = Jim G = dim 5 = i (5) =

Donc lim v, = 1. Lasuite (v,) converge vers 1.

n—+oo
b) f est dérivable sur ]0 ;+oo/ . ¥XE]0 ;+oof : f'(x) =
¥Xx€]0 ;+oo/ 2> 0et (x + 1) donc ¥x€]0 ;+oof : f’(x) > 0.
Donc f est strictement croissante sur ]0 ;+oo[ . Comme v,, = f(n) donc la suite v,, est croissante.
¢) La suite (v,) est croissante, v; = % etlim(v,) =1donc: ¥n €IN*, % <v, <Ll

n+2
2(n+1)

@x+2)(x+1)2-2(x+1)(x%+2x) 2
(x+1)* T (x+1)3°

2.a) a) Démontrer par récurrence que : ¥'n€ &*, a,, =

Soit P(n) « a,, = Z?n:—i) »
Vérifions que P(1) est vraie.

3 1+2
Pourn=1a, =v, = et 20D

== donc P(1) est vraie.

k+2

Soit k un entier naturel non nul quelconque, supposons que P(k) est vraie c’est-a-dire a;, = 20t D)

k +3
2(k+2)
Ecrivons a4 en fonction de ay, :a, = v; X v, X ... X vy
Ap41 = Ap = V1 XV X o XV X Vpy1 = A X Vkyq -

_ (k+1)%+2(k+1) _ (k+1)(k+3)

démontrons que P(k+1) est vraie c’est-a-dire a,,, =

Orar = e BVki1 =iz = (w2
. _ k+2 (k+1)(k+3) _ (k+2)(k+3) k+
Donc:ayyq = 257 D) G - 202 2(k+2) . Ainsi, P(k+1) est vraie.
. * _ n+2
On conclut que : ¥n €IN*, a, = i 1)
b) Soit g la fonction définie sur ]0 ;+oo[ par : g(x) = 2(x+1) Ona: vn €IN* a, =9(n).
i ) = l x + 2 i x_l_ (1)_1
x—lll—noog X) = -+ 2(x + 1) x—ll;noo 2x x—lltnoo 2) 2
1
Doncnl_lflloo a, = >
3.a)
VNE WV, by = In(vy) + In(v) + -+ + In(v,). Or Y €INY, 2<p, < 1.

Par suite, ¥'n €IN*, In(v,)<0.
D’ou la suite (b,,) est une suite a termes négatifs.
b) ¥n€ N, b, = In(an).

Comme llr+n a, ==, lim(b,) =-In(2).
n-+oo
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EXERCICE 2
1.a)E(X) = 240a + 250b + 133,9.
) On obtient le systéme :
{;40a + 250b + 133,9 = 250
a+b+053=1
Aprés résolution, on obtient : a=0,14etb=0,33.
2.P(X>250)=0,33+0,16+ 0,15+ 0,04 =0,68 .
3. 11 s’agit d’un schéma de Bernoulli de parameétres n=5 et p = 0,08. D’ou :
probabilité qu’elle ait choisi exactement 3 sachets de lait caillé de 220 g est
P =C2(0,08)3(0,92)2 = 0,004 .
4.a) La probabilité qu’un sachet de lait caillé¢ de 240 g soit ¢liminé est : 0,14x0,7 = 0,098 .
b) La probabilité pour qu’un sachet de lait caillé de cette société soit éliminé est :
(0,008x1) + (0,1x0,8) + (0,14x0,7) = 0,258 .

PROBLEME
Partie A
la) lim g(x) =+ cocar lim Inx =4 et lim| —zx;rl] = lim]| —E] = 0.
X—+00 xX—+00 xX—+00 x x40 X

b)Ona: lim Inx =— et lim[—zx;rl] = —oo car lim[—iz] =—oet lim[2x+1] =1

x—0 x—0 X x—0 X x—0

> > > >

donc: 95% g(x) =— 0.

>

—2x2 2

2.2) g est dérivable sur 0 ;+oof et b'x €]0 j+oof, g'(x) = 22Xt | 1 X +area

x4 x x3
b) ¥x €10+, x3 > 0etx?+2x+2 > 0doncVx €]0;+o[,g'(x) > 0.
D’ou g est strictement croissante sur |0 ; +oo].
¢) Tableau de variation de g.

X 0 +co
g'(x) +
+oo
g(x) /

3.a) g est continue et strictement croissante sur]0; +oo[ .

g(]0; +o[) = IR or 0 € IR doncl'équation xe IR, g(x) = 0 admet une solution unique a.
b) Ona: 2,55et 2,56 appartiennent a ]0; 4+oof.

g(2,55) = —0,002 et g(2,56) = 0,006 et g(2,55) x g(2,56) < 0 donc a€]2,55;2,56[ . .
C) g est continue et strictement croissante sur ]0; +oo[ et g(a) = 0 donc

Vxe]0; af, g(x) < 0 et Vxe]a; +oo[ ,g(x) > 0.

Conclusion : Vxe]0; af, g(x) < 0etVxe]a; +oof, g(x) >0.
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Partie B
la)Ona: lim 1= towetlim (= Inx) =+ o donc lim (l —Inx) = + oo.
x—0 x x—0 x—0x

> > >
i —X\ — . —
De plus, )gl_%(e ) =1,donc: }gir%)f(x) =+ 00,
> > ;
b) On a : Vxe]0; +oo[, f(x) = @—ﬂ.
llm (—x =0car lim x = +oet lim e* = +oo et lim llx = 0, (croissance comparée) donc :
—+400 X€ xX—+00 xX—+0o0 x—+o0 €
llT f(x) = 0.D'ou(0J])est asymptote a (C)en + oo.
X—>+00
2.g(0) = 0 = Ina == donc : fla) = (- —5)e ¥ = =2~
3.a) Vxe]0; +oof, f' (x) = (—— - i) e *—e* (i - lnx) ‘x(— 2 i X).

Vxe]0; +oof, f'(x) =e""g(x) .

Vxe]0; +oo[, e™* > 0 donc le signe de f°(x) est celui de g(x).

D’ou : Vxe]0; af, f'(x) < 0etVxe]a; +of, f'(x) > 0.0nen déduit:

f est strictement décroissante sur ]0; af et f est strictement croissante sur ]o; +oof.
¢) Tableau de variation

. Yo
[0 0 ¥
0
@) —
f(@)

4. Une équation de la tangente (T) a (C) au point d(abscisse 1 est: y = —%x + g .
5. Représentation graphique

\\

q i e —————

Partie C
1. hestdérivable sur J0 ; +oo [.Vx€]0; +o[, h'(x) = —e *Inx +e~* (i) = e‘x(% — Inx)

Vx€]0; +oo[, h'(x) = f(x) . Donc h est une primitive de f sur]0; +oo[ 2. a) f est négative sur [3,;1],
donc: A(1) = fo’l[—f(x)]dx X 20cm? = —[ h(x)]4 20(”‘_3 — ﬂ)

b) AliT l:—f = 0, (croissance comparée) donc : llm A(A) = 20(ln—3)
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CORRIGE DU BAC D SESSION 2012

EXERCICE 1

1. Représentation graphique du nuage de points associé a la série double (X, Y).

g
8,5t i i i
i i T T
23,5t
o
i i i S
e = i S
o
i i i i
et . e
TE e S
2. Les coordonnées du point moyen G
X; v, | XY | X% | Yy

54 18 972 | 2916 | 324

60 16 960 | 3600 | 256

66 15 990 | 4356 | 225

72 13 936 | 5184 | 169

84 10 840 | 7056 | 100

90 9 810 | 8100 |81

96 8 768 | 9216 | 64

102 |7 714 | 10404 | 49

624 | 96 6990 | 50832 | 1268
X=—%8X,=22=78 et V=138V, =>=12 donc: G(78;12).

50832

3.2) V(X) =
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b) COV(X ; Y)= % —78x12=—6225.

¢) Calculons le coefficient de corrélation linéaire

_ Cov(XY) _ -6225
T JVXV(QY)  VZ70+1450 0,99
4.a) Le coefficient directeur de la droite (D) : a = Covry) - 26225 -0,23
V(X) 270

b)b=Y —aX

b=12+ 0,23 78 = 29,94

Une équation de la droite (D) : y = ax + b = —0,23x + 29,94
5. Pour x=115 ona y = —0,23 * 115 + 29,94 = 3,49
Donc Mme KOUAME pourrait vendre 35 colliers .

EXERCICE 2

l.a)

b) Il semble que la suite U converge vers 2.
2.a) f estcontinue et strictement croissante sur [2;3] et f([2;3]) = [2;1—63]. Or 1—63 < 3 donc

f(2;3D) < [2;3]
b) Démontrons par récurrence que vn >1, 2< U, <3
*Pour n=1onalU; =30or 2<3<3 donc 25 U;<3
* Soit k un entier naturel quelconque supérieur a 1.
Supposons que 2 < U, < 3 etdémontrons que 2 < Upyq <3
Ona:2< U, <3 donc f(Uy) € [2;3] d aprés la question précédente.
Comme Uyy1 = f(Ur), 2< Uy <3.
Onconclutquevn >1, 2< U, <3
3.a) démontrons que la suite U est décroissante.
2 U A +4 U +2)2-Uyp)

1
vn EIN*,ona:Un+1—Un=§Un+U——Un_ U S0
n n n
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(Un+2)

Ona:VvVn €IN*, 2< U, <3 dou >0et2-U,<0.

n

Donc:vn € IN*, Uy 1 — U, <0. A|n5|, la suite U est décroissante.
b) La suite U est décroissante et minorée par 2 donc la suite U est convergente.
4.a) Démontrons que pour tout entier n > 1, V. = (V,)*.

Up+1 — 2
vn €IN*  Vyy1 =———
En remplagant U, ,, par son expression et en simplifiant par 2U, on obtient :
_ (Un)*—4Un+4 _ (Up—2)? _ U _ 2
Vi1 = (Up)2+4Up+4  (Up+2)% Ort, = Up+2 n+1 = (V)

b) Soit P, la proposition pour tout entier n > 1, ¥, = (V;)?" " .

*Pourn=1ona(V;)? =V, donc P, estvraie.

* Supposons que pour un entier naturel quelconque k = 1, P, vraie c'est-a-dire V), = (Vl)zk_1 et
démontrons que Py, Vraie c'est-a-dire V,,; = (Vl)zk.

Ona: V, = (V)2 don (V)2 =[(V)? "2 = (1) 2 = (V)2 or d’aprés la question 4-a/
Viey = (V)% alors Vi, = (V)2 donc Py, vraie.

On conclut que pour tout entier n > 1, V, = (V;)%"
¢)Calcul de v, =22 =2
Ui+2 5

Pour tout entier n > 1, V, = (3 22",

Up—2 _ 2Vn+2
d) V= Un+2 S Un= 1-Vy,

: 2"+

Pour tout entier n = 1,U, = 1(5)7

e)Ona: lim 2"l =4 et lim = (é)” =0 car-1 <§< 1 donc limV, =0.

n—-+oo N->+o n—oo

2Vn+2 2V +2

Comme U, alors lim U, = lim = 2.
n—-+oo n-+co 1-Vn

PROBLEME

Partie A

1. a)*limg(x) = —oo car lirr&ex =1 et lin(l)Zlnx = —00,

xX—
* llm g(x) = +oocar lim e* =+ et lim2lnx = +o.
X—+00 X—+00 x—0

b) Vxe]0; +oof, g "(x) =e* _|_;.
C) Vxe]0; +oof, g'(x) > 0 car Vxe]0; +oo[, e* > 0 et % > 0.
D’ou g eststrictement croissante sur ]0; 4oo[.

X 0 40

g'(x) +
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g(x)

_oo/'

+o00

2.a) g est continue et strictement croissante sur ]0; +oo[ et g(]J0; +o[) =IR. Or 0e IR donc
I’équation g(x) = 0 admet une solution unique o sur ]0; +oo.

b) g(0,4) = e%* + 2in0,4 ~ —0,34 et g(0,5) = e%° + 2In0,5 = 0,26.
Ona:g(0,4) xg(0,5) <0 donc 04<a <0,5.
C) g est continue et strictement croissante sur]0; +oo[ et g(a) = 0 donc g(]0; a]) =] — ; 0[
=]0; +oo[ . Donc : Vxe]0; af, g(x) < 0 et Vxe]a; +oo[, g(x) > 0.

et g(Jo; +oo[)

Partie B

1.a)* lim f(x) = lim

(e + 2xlnx — 2x) = lim x

X—+0o0

( x+21nx—2).

Ona: llm Inx = 40 donc lim 2lnx —2 = +o et lim Gl = 400,

x—Foo

On en déduit :

De plus,

* lim

1)

x—>+00 X

b) Comme

xX—+oo

lim —+ 2lnx — 2 = 400,

x—>+oo X

e*+2xlnx— 2x

liT x = +oo. En multipliant ces deux limites, il vient :
X—+00
= lim

= 400,

lim f(x) = +oo.
X—+00

= lim (ex—x+ 2lnx — 2) = o0,

X—+0co X X—+oco

lim f(x) = +oet lim ——
X—+00 X—+00

(C) admet une branche parabolique de direction (0]) en + co.

2.a) limf (x) = lime* 4+ 2xIlnx — 2x = 1 car lime* = 1 etlim2xInx = 0 etlim2x = 0.0n
x—0 x—0 x—0 x—0 x—0
a :limf(x) = f(0) donc f est continue en 0 .

b) lim f(x) f(O) =i mexx

x—>0

c) f n'estpas dérivable en 0 car lim————
d) (C) admet une demi-tangente Vertlcale au point d’abscisse 0.
3.a) f est dérivable sur |0; +oo[ et Vxe]0; +oo[, f'(x) = e* + 2lnx — 2x G) —-2=g(x).

x—0

x—0

n'est pas finie.

+ 2lnx — 2 = —oo car lméT__ letlm(%Zan—Z = —o00.
f() £(0)

b) On en déduit : Vxe]0; [, f'(x) < 0 et Vxe]a; +oof, f'(x) > 0.
Donc f est strictement décroissante sur ]0; a] et strictement croissante sur [o; +oo].

X 0 a + oo
f'(x) - 0 +
I -
@) N —
f(a)
4. Figure.
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|
/
i
/
I -
\ /
5.0)K = flz xlnx dx
u'(x) = 1
Posons {u(,x ) = Inx nc =
v'(x)=x v'(x) = 5xz

Toutes ces fonctions sont continues sur [1 ;2], on peut donc faire une intégration par parties :

K= Elenx]j —%flzxdx = Elenx - %xz]: = (412—712—%) - (1%1_&) = 2In2 —%

b) A = (flz(e" + 2xlnx — 2x) dx ) X 16cm? = (flz e*dx + 2 flz xlnxdx — 2 flz xdx ) X 16cm?
3 17 9
A = [e¥]f +2(2In2 - Z) -2 [Exz] ) X 16cm? = 16 (ez —e+4In2 — 5) cm?
1
A ~ 47,09cm? .

CORRIGE DU BAC D SESSION 2013

EXERCICE 1
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1- a) Voir figure.

byOna: 222 =1+4.
Z3

—-Zq

2- On note S la similitude directe de centre K qui transforme A en B.

a) L’écriture complexe de S est de la forme : z' =az+ b ,aveca€ C etheC .
{S(K)=K {azK+b=ZK { a(2)+b=2

S(A)=B azy+b = zg
Ontrouve:a=1+ieth=-2i.
Donc I’écriture complexe de Sest: z' = (1 + i)z — 2i.
byOna:z, =1 +i)z; —2i=1-1i.

Ona:z, = (1+1i)z —2i=-1-i.

3- Soit k le rapport de S et 6 son angle.

Ona:k=|1+i| = V2.

a(4+20) +b=2+4i

cosh = - =
Ona:
sinf =
4- Soit (C) le cercle de centre (1 ;1) et de rayon 2.
a) Voir figure.
b) Notons Q' le centre de (C) et r’ son rayon : € est I’image de Q par S.
Ona:zq, = (1+i)zq — 2i = (1+i)(1+i) -2i= 0.
Donc Q' = 0.
r=kr=+2x 2 = 2v2.
Ainsi (C”) est le cercle de centre O et de rayon 2v/2.
¢) Construction de (C”). Voir figure.
5-a) L’image par S de la droite (1)) est la droite (I'J”).

b) E est le point d’intersection de (C) et la droite (1J) d’abscisse négative. On a : E € [IJ)

Donc E’ est le point d’intersection de (C’) et de la droite [I’J”).
Voir figure.
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EXERCICE 2

1 V2, 1 V2
1wy =2+4-up =2+— U, =2+ u =3+~

2- a) Voir figure.

______________________________________________________

b) Voir figure.

c) Voir figure.

3. a) Démontrer par (A) €nceque pour tout n élément de IN, u, <4.
- Initialisation

Onau, =+2 etv2<4donc uy<4.

- Hérédité

Supposons que pour un entier naturel k, on ait u, < 4

Ona: ugyq :2+%uk

WS 4= Ju <2 = 2+u <4

Donc: ugyq <4..

-Conclusion
D’apres I’axiome de récurrence, on a pour tout n ¢lément de IN, u, < 4.

b) Pour tout entier naturel n, on a:
1 1
Up1 —Up = 2 +Eun — Up =5(4_un)-
Oru, <4donc:4—u, =0.
Par suite, %(4 —u,) =0.

Conclusion : pour tout entier naturel n : u,,; — u, = 0. D’ou la suite (u,) est croissante.

¢) On vient de prouver que la suite (uy,) est croissante et majorée par 4 donc (u,,) est convergente.

4- Pourtoutnélémentde IN, vy =uUpy —4 =2 +%un —4 =%un -2 =%(url —4)
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.. 1 . . / o . 1
Ainsi, vy, 1 = > Vn- On peut en conclure que la suite (v,,) est la suite géométrique de raison S et de

premier terme v, = V2 — 4.

5-a) T, =vg+vy ++v,.

T,, est la somme des termes d’une suite géométrique de raison 1 et de premier terme v, donc :
voll- (1)n+1 /3 n+1
=229 -() )
P)Sp=ug+tu +-+u,=(o+4)+(vy+4)+-+(vy+t4).

n=Wo+vi+-+v)+4n+1)=T, +4(n+1)=2(\/§—4)[1— 1 n+1]+4(n+1)

c)Ona:; €] -1;1[donc lim (%)n+ = 0,d'ot lim 2(VZ—4) [1—(—) +1] =2(vZ-4),

n—-+oo

Pour tout nombre entier natureln: T,, =

de plus, lirp 4(n + 1) = 400, donc par somme des limites: llr_ll_‘l Sp = + oo,
n—+oo n-—-+oo

PROBLEME

1 — a) Calculer lim f(x).

*Ona: llm (x —1)— lim x% =+,

X—>—00

*Ona: hm (1=x)= lim (—x) =4+oet lim Inx =+
X——00 X—>—00 X—+00
Donc par composition des limites, lim In(1 —x) = 400
X——00
Donc par somme des limites, lim f(x) = +oo .
X—>—00

x 1 In(1-—x
b)Pour toutx < 0, &= x——+¥
X X X

*Ona: lim x =—oo et lim (— —) = 0 donc par somme des limites, 11m (x - —) = —o00

X—>—00 X—>—00
¢Posons X =1 —x,
quand x — —o0,X — 40

. In(1-x) . In X . Inx X
lim ——= lim — = lim —.— .
X——co x X—>+001— X->400 X 1-X
n J—
lim —=0et lim —= lim (—) = 11m 1)=-1
X-o4+0 X X—>4+0 X X—>+oo( ) ( )
Inx X In(1-x)

Donc par produit des limites, llm —.—=0,ainsi lim
X "1-X X——00 X

Donc par somme des llmltes llm @ _

xX—>—0co X

¢ lim f(x) = +owet lim % = —oo donc (C)admet en — o une branche parabolique de
X—>—00 X—>—00

direction (OJ).

c) *Ona: }i_m)l(xz -1)=0

=0.

<
¢Posons X =1—x,quandx — 1,X — 0

lim In(1 —x) = lim InX = —oo
x—1 X—0

< >
Donc par produit des limites, P_)ml f(x) = — oo, donc la droite d'équation x = 1 est asymptote a (C).

<
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—2x2 -
2-a) Pour tout nombre réel x de J—oo; 1[,f'(x) = %

b) Pour tout nombre réel x de ]—o0; 1[,1 — x > 0 donc f'(x) a le signe de —2x? + 2x — 1.

Le discriminant de —2x? + 2x — 1 est A= —4. Comme A< 0 donc —2x2 + 2x — 1 a le signe de (-2) :
doncVx <1,—2x%+2x—1<0.

Ainsi, pour tout nombre réel x de ]—oo; 1[,f'(x) < 0. D’ou f est strictement décroissante sur ]—oo; 1J.
c) Le tableau de variation de f :

x —o0 1
Fe =
o
7o \

3-a) f est continue et strictement décroissante sur ]—oo; 1[; f(]—oo; 1[ ) = ]- 00;4+00] or 0 € ]- c0;400]
donc I’équation f(x) = 0 admet une unique solution « dans ]—oo; 1J.

D’ou I’équation : x €]0; +oo[, f(x) = 0 admet une unique solution a.

b) -0,7 et -0,6 appartiennent a ]—oo; 1].

f(-0,7) = 0,02 et f(-0,6) = -0,17. f(-0,7)x f(-0,6) <0 = -0,7 < a < -0,6.

4-a) Ona: °(0) =-1 et f(0) = -1 d’ou une équation de la tangente (T) a (C) au point d’abscisse 0 est :
y =f(0)(x-0)+ f(0) =—x—1.

b) Voir graphique.

.........................................

5- On désigne par A TI’aire de la partie du plan délimitée par (C), la droite (OI) et les droites d’équations
respectives x =a et x =0.

’ 1
u(x) ,= In(1—x) - { a'(t) = —
vi(x) =1 @(t) = x — 1 par exemple
Une intégration par parties donne f; In(1 —x)dx = [(x — DIn(1 — x)]% — f; 1dx.
Donc : fcf In(1-x)dx=[x—1DIn(1—x)—x]% =a+ (1 - a)In(1 — a)
b) Sur [«; 0], (C) est au dessous de (Ol) donc :

a) Posons: {
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A= — f:f(x)dx = f;(l —x%)dx — f; In(1 — x) dx en unités d’aires.
A = [x—);—s]o —a—(1—-a)In(1—a) =a?3—2a—(1—a)ln(1—a)
C)A = 4[0[?3 —2a—(1—a)ln(1 —a)] cm?

Donc I’arrondi d’ordre 2 de la valeur de A pour @ = —0,65 est 1,53 cm?.
6- a) Calculer f(-1) = In2.

b) £(-1) = —;donc £°(-1) # 0. On en déduit que £~ est dérivable en In2 .
Ona:(f™1)(In2) =%5=—:

2
¢) Voir figure.

CORRIGE DU BAC D SESSION 2016

EXERCICE 1

1.a) Pourtoutx € [0;1], h'(x) = 2(1 — x).

evVx € [0;1], hx)=0e=x=1

e Pourtout € [0;1[,0ona x <1, donc 1 —x > 0 par suite h'(x) > 0.
Ainsi la fonction h est strictement croissante sur [0 ; 1]

b) La fonction h est continue et strictement croissante sur [0 ; 1] donc A([0; 1]) = [(0); h(1)] soit
h([0;1]) =[0;1].
2.a) Soit la proposition 0 < u, < 1.

. 3 3
e Elle est vraie au rang 0 car uy = et 0< o< 1.

e Soit k un entier naturel donné, supposons que la proposition est vraie au rang k ; On a donc
0 < uy, < 1.Démontrons que la proposition est vraie aurang k + 1 :

Comme 0 < u;, < 1etque h est strictement croissante sur [0 ; 1] alors h(0) < h(ug) < h(1) soit
0 < ug4q < 1, ce qui prouve que la proposition est vraie au rang k + 1.

Des deux étapes précédentes nous tirons la conclusion : vn € IN, 0 <u, <1
b) Pour tout entier naturel n, on a :

Upt1 — Up = h(un) —Up
= 2u, — (un)z —Up
= U, — (up)?
= Up(1 —uy)
Par ailleurs, pour tout entier naturel n, ona 0 < u, < 1donc1—u, > 0 par suite
u, (1 —uy,) >0.
Ainsi, vn € IN, u, 41 —u, >0 soit u,,q > u,. La suite u est donc croissante.

¢) D’aprés 2.b) et 2.a) la suite u est croissante et majorée donc elle est convergente.
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3.a) Pour tout nombre entier naturel n, on :

Vpgr = In(1 = upyq)
=In(1 — 2u,, + (uy,)?)

=In(1 — u,)?
=2In(1—uy,)
= 2v,

Ainsi, vn € IN,v,., = 2v, donc la suite v est une suite géométrique de raison 2.
b)vn € IN, v, = v, X 2™ soit v, =ln(§) x 2™

c)Ona In (4) <0 et lim 2™ = 400 donc lir+n Vp = —00.
n—>+oo

7 n-+oo

d) Comme v, =In(1—u,)alors 1 —u, =e» donc u, =1—e"n
Ona lim v, = —o et lim e* = 0 donc par composée, hrf e’n=0 d’ou lim 1—e"m =1
n—->+oo

n—>+oo X—>—00 n—-+oo

Ainsi lim u, =1

n-+o
EXERCICE 2
la) Pourz=2zo=2o0na: z’=(1—i‘/§)><2+2i‘/?§
V3 3
=2-2i—+2i—
3T
=2
Ainsi Pour z = zgona Pourz' = z5 ,d’ou  S(Q) = Q.
b)
e L’écriture complexe de S estde laforme z' =az+b avec a=1— i? (nombre complexe non nul)

et b= Zi%§ donc S est une similitude directe.

e [es éléments caractéristique de S :

- Comme a # 1, alors le point Q0 d’affixe 2 est I’'unique point invariant par S. () est donc le centre de S.

- Lerapport: k = |a| = %g
- L’Angle de S : Notons 6 la mesure principale de I’angle de S, on a 8 = Arg(a).
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3 V(4
cos@=7 et sinf = —= donc 0=——

6
Ainsi, S est la similitude directe de centre Q, de rapport ? et d’angle —% .

2.a) Pour tout nombre complexe z # 0 ona:

<1—i§>z+2i§—z
z'—z
2—-z 2—2z
3 3
<1—l?—1 z+ 25
B 2—z
3 3
<—1T z+ ZlT
B 2—-z
i@(—z+2)
B 2—z
_B
Ainsi, vz #2, ZZ= i3
2-z 3
b) Notons zy, z, et z,, les affixes respectives des points M , Q et M’. D’aprés 2.a) le quotient ZZM' _ZZM
Q~ 4M

est un nombre imaginaire pur non nul donc le triangle MQM’ est un triangle rectangle en M.
¢) Programme de construction du point’, image de M par S
Le centre Q de la similitude directe S est fixe et M est point donné tel que M # Q :

e On construit la perpendiculaire (Ay) 8 (AM)enM  car (AM) L (MM")
e On construit la demi — droite [QT) telle que Mes (WET)) = —= car Mes (W,QM’) =-=

Le point M’ est alors le point d’intersection de (Ay,) et [QT)
3.a) Voir figure ci — apres.

b) De Pégalite 22 = i il vient:

Zyr—Zy V3
o —— = l?

, SOt zy — z4 = iﬁ(z —zy) dou zy — z,= iﬁ(S—i)
Z—ZA 3 3
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Zgr —Zp _ iﬁ
3

s , SOIt zgr — zp = i‘/;(z — zg) dou zp — zg = i‘?(—3 + i) parsuite on a
— 4B

3
Zp — Zp = i?(S—i)

V3 . V3 .
Onazy —zy=i—-QB-iet zp— zy=i—(3—i)donc zy — z4=2p— zp

NB : On pouvait aussi calculer z, et zg a partir de I’écriture complexe et prouver ensuite que
ZA’ - ZA :ZB_ ZB’

c) Comme z, — z4 = zg — zg c’estque AA" = B'B d’ou le quadrilatére AA'BB’ est un
parallélogramme.

PROBLEME
Partie A

1.

e lim g(x)= lim [-1+ (2~ 2x)e2¥+3]

Orjlcaxl_i)r;noo(Z — Jéx) =+40;

Par ailleurs xling(—Zx +3) = +ooet Jim e* = +oo donc par composée xlir_nooe_ZXH = 400,
Ainsi, par produit on a xlirpw[(z — 2x)e”?**3] = +o0, parsuite ona

xl_i)r;noo[—l + (2 —2x)e™?**3] = +o0 soit xl_i)r_noog(x) = +oo

o xl_i)rlloog(x) = xl_i)Tw[—l + (2 — 2x)e~2**3]

Posons X = —2x + 3 alors x = ? ; Quand x tend vers +oo alors X tend vers —co
Ona lirp [-1+4+ (2 —2x)e™2**t3] = Jim [-1+ (X — De*]
X—>+ 00 ——00
= Xlim (—1+ XeX —e¥)

= —1 puisque Jim XeX =0 et Jim eX =0

——00

Ainsi, lim g(x) =-1
x—+coo

2.a) La fonction g: x — —1 + (2 — 2x)e~2**3 est par hypothése dérivable sur IR.

Pourtout x € IR, ona: g'(x) = —2e 2**3 + (2 — 2x)(—2e~2**3)
= (=2 —4+4x)e "3
= (4x — 6)e~2**3

Association des Professeurs de Mathématiques de Ia Région de Gbéké  CORRIGES DES EXERCICES
356



Ainsi, pour tout x € IR, g'(x) = (4x — 6)e™2**3
b) Pour tout € IR, e~2**3 > 0 donc le signe de g'(x) est celui de 4x — 6 ; Il sen suit
, (3
«g'(3)=0
® Vx € ]—00;2[ ,9'(x) <0 etvxe E ; +00[ ,9'(x)>0
3\ _ 3\ —2x3+3 _ 0 _
) g(3)=-1+(2-2x3)e ™% = —1+ (-1)e° = 2

d) Tableau de variation de g

x 3
— oo 5 + o0
g'(x) - 0o+
+o -1
9) \ /
—2
3.3)

e La fonction g est continue et strictement décroissante sur ]—oo %[ ' g (]—oo %D ]-2; +oofet 0 €

]—2; +oo[ donc I’équation g(x) = 0 admet dans ]—oo g[ une solution unique «a.

e La fonction g est continue et strictement croissante sur E ; +oo[ ' g (E ; +ooD =[-2; —1[et 0
n’appartient pas a I’intervalle [-2; —1[ donc I’équation g(x) = 0 n’admet pas de solution dans
3
35+
Finalement I’équation g(x) = 0 admet dans IR une solution unique a.

b) g(0,86) = 0,007 et g(0,87) =~ —0,083 . Ainsi, g(0,86) x g(0,87) < 0 par suite
0,86 < a < 0,87

c) Signe de g(x)

e Sur I’intervalle ]—oo; %[ g est strictement décroissante, par ailleurs a € ]—oo; g[ ; Onadonc:
Pour tout x € |—o0; a[ , comme x < a alors g(x) > g(a) soit f(x) > 0.
Pour tout € ]a;g[ , comme x > a alors g(x) < g(a) soit f(x) < 0.
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® A la question 3.a) on a prouvé que g (E ; +00D = [-2; —1[, par suite,

pour tout x € E ; +oo[ ,9(x) <0

Finalement: vx €]—o; a[,g(x) >0 et Vx€]a; +o[,g(x) <0

Partie B

1.a)

° xl_i)r_noof(x) = xl_i)r_nw [—x + (x — %) e—2x+3]

1
lim [—x + (x - —) e_2x+3]
X——00 2
1
lim x [—1 + (1 - —) e‘2x+3]
X—>—00 2x

Ona lim (1 — %) =1let lim e ?**3 = 400 (déja justifié au A.1) , donc par produit on a

X——00 X——00

lim (1 - %) e~ 2¥*3 = 4o et par suite xl—i>r—noo [—1 + (1 - %) e‘2x+3] = 400

xX——00

Comme lim x = —c et lim [—1 + (1 - %) e‘2x+3] = +oo alors par produit on a

X——00 X——00

lim x [—1 + (1 - %) e‘2x+3] = —oo  soit Jim f(x) = -

X—>—00

o lim f¥= |im [-1+ (1 — %) e‘2x+3] = +oo (voir rédaction précédente)

xX——oo X X——00

()

b) Comme lim f(x) = —co et lim fT = 400 alors la courbe ( C) admet une branche parabolique
X—>—00 X—>—00

de direction I’axe ( OJ ) en —oo.
; — T _ _ 1\ -2x+3
2.a) xl_{rfloof(x) = xl_l)rpoo[ x+ (x 2) e ]
Posons X = —2x + 3 alors x = # . Quand x tend vers +oo , X tend vers —oo. On donc :

lim f(x) = lim X_3+(_X+3—1)ex]

x—+00 X—>—00 2 2 2
1 3 1

— i _ - X X

_xlilfloo[zX 7z %e +e]
Ona lim 21X =—o, lim ~XeX=0et lim eX=0 par suite

X——o0 2 X——00 2 X—>—0o0
im [2x=3_lxeXyex|=— 0l i - _

Xl_l)rpoo[zx > 2Xe +e ]— o d’ou xl_l)tgof(x)— o
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: —_ L _ 1\ 2x+3
b) xl—l>l-|poo[f(x) + x] a xl—l>l-|poo (x 2) €
Il ressort du changement de variable effectué au B.2.a) que :

lim (x - 1)e‘z’”?’ = lim (—lXeX + eX) =0 d’ou lim [f(x) + x] = 0 etladroite (D)
2 2 xX—+o

X—+00 X—>—00

d’équation y = —x est asymptote a (C) en +oo.

c)Pourtoutx €IR ona f(x)+x = (x — %) e~ 2x+3

Comme pour tout x € IRona e™2**3 > 0, alors le signe de f(x) + x est celui de x — %
Par suiteon a :

OVxE]—OO;%[,f(x)+x<O et VxEE; +00[,f(x)+x>0

e f(x) +x =0 pour x=%

D’ou :

- (C) est au-dessous de(D)sur]—oo; %[ et (C) est au — dessus de(D)surE; +oo[

- (C)et (D) se coupent au point d’abscisse %

¢) Tableau de variation de f
D’aprés B.3.a) pour tout nombre réel x , f'(x) = g(x) , etd’aprés A3.c)ona:

Vx €]-oo; al,f'(x) >0 et Vx € Ja; +oof,f'(x) <0 d’oule tableau de variation :

X —00 a + oo
f'(%) + 0 —
f@
16 / )\
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4. Constructionde (D) et (C)

5.a) Calcul de I, = fs (x - —) ~2x+3x par intégration par parties.

Posons{ u(x) =x— 5 ,ona {u () = 1

v(x) = g 2x+3

t
. 1 1 _ t 1 _
Nvient: [, = |—>(x —=)e ™3| — 5 —-e™2**3dx
t 2 2 3 = 2
5 2
2

t

1 1 11
- —2t+3 - —-2x+3
2 (t ) +3 [4 ¢ ]E
1 1 1 1
—t - —2t+3 —2t+3
T2 ( ) N 2
_t e—2t+3 _|_ 3
2

Ainsi, I, = %— —e‘Z‘+3 .

N

b) Calcul de A(t) :
Sur E ;t] (C)estau—dessusde (D).

Onadonc: A(t) = [f;t[f(x) + x]dx] x 4 cm?

t 1
= [f (x ——)e_2x+3dx] X 4 cm?
3 2
2

3 t
R —2t+3 X 4 2
(4 2° ) am

Soit  A(t) =3 —2te%t+3 cm?.
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: . _ —2t+3
9 M, AWM = lim (8~ 2te™)
Posons x = —2t + 3, alors t = %(—x + 3) ; Quand t tend vers +oo , x tend vers —co, On a donc :

lim A(t) = lim (3 —2X %(—x + 3)ex) = lim (3 +xe* — 3e¥)
X—>—00 X—>—00

t—+oc0

Comme lim xe* =0 et lim e* =0alors lim (3 + xe* —3e*) =3

X—>—00 X—>—00 X——00

Ainsi  lim A(t) =3
t—>+oco
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