_ /
KESUME DE
COURS ( MATHS
M2

3 2X0 Corn ‘
Whal.; 05054E034613

|
ack ‘R’nd'\m ’\lum:griolwm . CO*— A ‘
Ole ARYYS

- Cevxj\'m,t:;\'lf

- ZDQP'N«:, ;91\/

- ])zr\'\/ajeu;‘,‘é _’- 3’2/5
- Fhde do -%Teﬂo"?“m |

- Dévorbrement” & Bt
— PrimiTives
s Iewc}‘ﬁ'm
— Fondivn 2

7C/

Scanné avec CamScanner



LES FONCTIONS NUMERIOUES

L. Limites de fone tions
Ihgorbme Limites of ondry Limites ouyelies
Solt une fonction [ définie wr un Soi g un rdeld et T un istervalle ouven YneEN'
iniervalle ouven [ contenam on réel comtenan a, [, g el h wois fonctions \ " - oo
i saul pet ére deéTimes sur 1 saud peur-2ire en a .

Onoa: Irll_ef{.t] = | si et sculement
o lim flx) = lim f{x)=1

L s
i §est find ou infind)

SivrEletr= g omma: f{x) < glx)
etsilimfix) =l img(x) =1
i~ i =i

alonn I = I

SiVreleix=a. ona

o0 gl noest palr

#H
lm x* = [—ur.- sl n est lmpair

§ ==
1

lim == 0"

et ¥

0% si n est palr

— -

e 07 =i nestimpair

Silim f(x) = @ (o € R) aloem la
1wt

droite (A): ¥ = @ ¢al uine

wsymiplote verticale & ()

L] !LI!_I Fix) = b alors L droge

(D): y = b est une asymgpole
horizoniale 4 (Cp)

Soit (Aky =ar+ b.
Si lim[ f(x) - (ax+ b)] =0

alows la deoste (A) est une
asymplote obiigue 3 (C;).

Branchio nfinles

Sout [ une foncuon suméngue et (G ) sa
courbe représentative dans le repire
0.t

S5i lim f(x) = oo et lim B2 = 0 alons
§ r=m I

(C) schimet en oo une branche
parabaligue de direction (1),

Si limf(r) = oo e lim H;Ez o alors
¥ —=a

(E}xhtm-mmw'l;:ru‘hr
parsboligue de direction (0] ).
Si lim m=a:ll:|': = ) &t

tim|f(x) —ax] = b (b € B) alons
drmite (A): y = ax + b est une
asymjiole obdigue & (G ).

Lpcrations suclc lmiic -
kix) < fix) < gix) cisi .'_'.r.“...‘l’ o
Limde f | Lim de g }-I:I;t' !ﬂh[g}g!jﬂn.;;;g],hmf -!{?Lﬁnu-
I T Y admet wne limite en @ f lim f{x) = | lim —— = 400 i —— = —co
= reeg® e ]
I . +a0 _
r— - <= Su‘nEIeutF.mn. [T LT S lim 2= _ o
== — = r{:} = FL‘} L. EE—EH[I} = Rl I:unl 1 ol !
tm —m 1 alors  lim f(x) = —w o= =3
Limde f | Limde g | Lim de b
[=g SivrEletr=a. oma: Limltes de fonctions polvodmes
! L 1= [(x) = hix) et si lim h(x) = += ¢4 fonctions rationpelles
i#0 | i@ alers  lim fix) = 4= St [ la fonction polyndine
i R + 1= P
= - - définie par :
0 @ F1 ) flx)=ax" +a, ,x" " +
Limde f | Limde g | Limde & Limites ef compuosees de fonclivas e d 0y X + g
== ii |
] 720 T £ St im f(x) = @ ct i lim g(x) = lim f(x) = lim(a.x")
i .
. I'=0 Fi—- H-n:::iﬂﬂr‘.{ll =1 Soit @ s fonction rutionne [le
== o H Exemple - Calculons lim “"5{;1] tf:jih_lﬂ, .-?'lli:' +ag
o ——— v il il A
=0 0 Too lim L! = etlimeosy =1 L e L L
T 0 T pre T #= [
0 0 3 donc lim tﬁﬂﬁ} =1 Hm Q(x) = lim (%)
Asymptote b une courhe 1)

Silim=—=a(a=0)m
i f {x) — ax] = oo alors (€;)
adlret en oo une hranche

paraballigme de direction L dimite
(4): ¥ = ax.

|7 Calculer les nules sulvanies
Iy

a) lim
J‘_.,.... s
F
rfelg=1 Er=1
by lim ) lim
x—1 r—1 § == F S |

di lm yx'4+x—x
I—4+m

e} lim vx<+1+2x
§——r

mniz
ol 3

N mEs
1} ] lim x

—+ =
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fix)=———yx+1
-

résulias.

1) Calcul de limites

Irelesl . bim =2

F—ssm I

4) IET- _

s T

b) lim ———

a
I—=1 =% _; =Fl
Falr—i - (E—1Mr=4)
=1 -1

lim i, P lim{xr+4)=5
a—1 —=1

=xr+4

c) lim s
[y z+l

u—_;=-i et llm-ﬁ-z

T ——a

d'oir lim

L=

¢) lim VEE+ 1+ 2x
it

2) Soit [ la fonction défime sur | 1;+oa] par

Calculer lim f(x) et lim_ ‘ri—” puis interpréter les

Soit flx)=VvIi+ 1+ 21 = ’x={1+li,}+?_r

flx)=x(2 -

lim 2—

I——=

F—ha l'I

1
et L s |

2
m-—nlu'n

A hguy E=

e
Tep—xt
d) lim yrf+r=-x= lim —= = n::
| — A—+m i raba I"'I'E]]. 4+ I
"
v [ 20y b £ ==#am Il'll 1 X '
N (i L ":I"T" “”"._"‘ e P
i 1 .
= lim —=——=- Donc lim Prr—x=-
pe—bam [ L 1 T— s 2 Fanrpay

F—wian

'EIE!.—IEW:J:
—l<cosxy <] = -

== et

lim yx + | = 4, [

n:;-|x|‘f|+§+2x--xli +L 42
+.—:]

!+:T=l|:l; lim r=—m

T——m

Donc lim vxt+1+2xr=—m
X——uim

slav¥rz0 r*+x>0

1 oLy 1

r‘ ex  rles  rlix

m -—--n

gt xlex
IXaprés e théortme des gendarmes - lim

m.l.l'=n

f—tim TE4T

‘Jf{x}=%—~"r+l
Calculons lim £ (x) et lim £

T ]
lim (r +1)=+wm
F ans
IEMT=M

oit : lim f(x) = —oo

1
2 wi= 2 -—

i () = o

= + z

r‘—: " e BT
CI £ P | T
lim —= lu:n H:U lim ( 1 :] =—]

e
1

. . S
lim yx+ 1 = 4o d'o0 lim _i_—t}

=dam W T

Par suite lim 2=

fix}

lim — = D danc (C) admet en
oo une branche pnrnhuhqun! de direcnon (01)

1L Continuité

Continuité en un point
Soit [ une fonction of x, un réel.

[ est continue b gauche en x, si et

setlement s :

IQED;I‘[ lim rl:l=r{lg4
] i

[ est continue & droite en x; i et
seulement s

xpEDjet lim_fix) = flxg)
iy

[ est continue en X <i et seulement
si glle esl continue 5 gauche ei b
droite en xy. Cest-G-dire :
lim_fix) = lim f(x) = [ix,)
g r—mg¥

Exemple : Enudions la continuité de
Joen i

wW2—x=1six=<(
flx) ={ ;0.4

axl—y

sixr>0

Hepere -~
lim_f(x) = lim_[xvZ—x— 1]
x—= E—={r=

Jim_f(x) = -1
f(0)=0vZI=0-1=-1

i (x) =ty [ 5] = -1
rn_n;ftz]r =f(0) = lim f(x)

Donc [ est continue en (),
Theoreme de continuite

* Touie fonction dérivable en ¥, est
Coniinue en Xy

o Toule fonchon dérivable sar [ est
cominue sur |

NB : La réciproque est Bisse, une
lonetion continee n'est pas toujours
dénvable

Exemples de fonctions continues

» Les fonctions polyndmes, cosinus
€1 sinns =ont continues sur B

o Les fonctions rationnelles soni
continues sur leur ensemble de
définition,

# La fonction mcine carmées el
continue sur [0; +-wo|

# La somme ou le produit de
lonctions conlinues est contings.

Prolongement pur continuite

Soit [ une {onction de domuine de

défimtion Dy el xq un réel.

f admer un prolongement par

conbrinie en X 51 ef seulement si :

Xg € Dpet lim fix)=I(leR)

11y
La fonction g définie par :
glx) = flx); six € D,

9(xg) =1
prolongement par continuiié en Xg.

el e
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i’ ﬂlul:l

Sait fx) = 2 Muntret gue | est prolongeable
par contimuite en t et déterminer son prolongement
zm___
f(x) = & Dy = R~ (1)
L € By et limf(x) = Jim e si=d

=1 =1

3. -
Ilmf[x}-llm = -l ——)_ o2

e
1{1-:u.1-'+1+:1 P I T O
1 € Dy et lim f(x) =

continuied en |

Idmu. 1 est prolongeable par

wirfsn=2

Soit g son profongement - Elﬂ=j i sxel
g1y =7

Fonction continue el bijection reciprogue

Si F est une fonction continee e sirctemaen
mionotone sur un iervalle | alors

* f réalise une bijection de | sur f(l)

* la hijection réciproque [~ de [ est de méme sens
de variation que f sur f(l).

* (Cy) et (C;—) sont symetrique par rapportala
premigre bissectrice ((A): v = x)

S [ st continue of stnciement monolong sur un
imtervalle | alors pour wout m € f (1), |"éyuation

Théoreme des yaleurs intermddinires

511 est continue et sirictement monoione sur wn
imtervalle [a: b] et si f(a) x f(b) < 0 alors |"équation
flx) = 0 sdmet une solution unigue dass Ja; b

Excmple

Soit f une fonction continue et stnctement décromsanie
w [~1; +oo| . Justifier que |'équation © f(x) = —10
st une unbgue solution dans [=1; 4],

¥ -1 o
fir) -
n
JiF 2]
‘-H'""‘-n.._u
Riponse de lexemple

[ une fonction continue et sinclement décroissanie su
[-1;4+=]

donc [ réalise une bijection de [=1; +o] vers

f(l-1; +wm[) = |-eo; 5]

De plus =10 € ]—o0; 5]. Par suite, |'équation

flx) = —10 admet une unique solution dans [—1; 4],

B € ]—==: 5] done "équation f(x) = 8 n"admet pas une
wnbgue solution dans |[—1; +oof.

flx) = m admet une solution unique dans 1.
HI- DERIVATION
Etude de ls derivabilite en un paint
g limML =I(lER) bim Co00) o o | pim [G)-flng)
gy iy (R ! ] I—g™ X=un
= lim [t =1,
= [ est dérivable en x; et [ n'est pas r—int  i-te
£ f(xg) =1 dérivable en z,, | (W ERethL €R)
X 0 Sioby = 1 alors [ n'est pas
N dérivable en x,.
(€;) ndmei an point (C;) admet o (€, ) ndmet an point d"abscisse 1,
d"abscisse vy une inngenie point d*abscivee 1y | denx demi-tnngentes de pentes
£
8 de pente | une demi-tungente | respectives [ et 1.
verticale Le podent d’abseisse x, et
E% (Thy=Hx—x4)+ f(xs) d'équation 1 = 1, | anguleis.

Exersice {'annlicati
Dans chacun des cas suivants, étudier o dérivabilitd de La fonction [ en xg puis interpréter les résultats obtenos :

—1 P _rsix<?

:JfEI)‘[ X, =2

——+.! six>2

=1

ujf[ﬂ:["l_rt sixe[0:1]
vr—1 six g ]1;+m:]

Reponse

b) fix) = {I-FI Isizxel-1:0]
2Nx —3s5x=0

.H—IJ
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l_I“'—I fxr=?
a) flx)=1{"

I, =2

L ] ; 0

——+ 2 5ix>2
x

s fi2y=0

- llm Flel—Fi2)

g—y— =2
x

L=
lim #——* lim -
p—J= F—2 g—i= 2

Donc [ est dérivable & gapche en 2 21
f'(2)=

iy
= lim T —

= g—21

B—rd
=1

fixi=fi2)
o lim 2 i =
g—3* a1 e
Fis—rizy _ 2
lim —— im- =1
p—3* -1 T gt

Daone [ est dénvable b droge en 2 et
g2} =1
. f"ﬂ] = f*,(2) donc f et dénvable
enlel ff(2)=1
o (Th:y=[f(2Nx—-2)+ f(2)

—3 six E|-1;0]

hlff]:}-_— l:ltl

2wx+1-35x=0

* fl0)=-1

. firi—fioy _ li .fl i
= K T—{~ x
lim [Er® 5
—uT =

Donc [ est dénvable 5 gauche en

et ,f'il_{!} =—2

im 2200 o

—0* . T 2ot T
lim {209 _ 4

—a* 1

Domc et dénvable & droue en

Oetf' (0)=1

e [0} = [ (0) donc fn'est
pas dérivable en (L

® (L) asdmer une denu-tangente

Lag+1—1
-

oblgue & sauche en O d oguation

o) Fx) = [ Ji—F sixeli1]
' Vr—1 six e ]1; 4o
*f(l)=0
o lim FEEIOD g dioet
—1~ &1 T gt 11
Fixi=Fis) _
r—1= E=1
Danc [ n'esi pas dérivahle &
gauche en |
o lim 110y 921
r—1* =1 r—1* -1

Jll‘ll flzl=Fii)
—1* 1-1
Done f o'est pas dérivable 4
droue en |,

® [ n'est pas dérivable en 1.

& (L) audmet & gnuche el & dmite
mu ponint 4 abscisse 1, une
asymplede verticale.

= +4m

(Th:y=x-—-2 ) :
' (Tg):y = £ ,(0)x + f(0)
(Tg)y=—2x—1
= ® (L, ) mimet une demi-langente %1
obligue 3 gauche en 0 d " &quation
2 (Tad:y = [ (0)x + f(0) Ny
;}Pz” Tadiy=x—1
X ; 3 i o
0 1 2
I 14
& /
¥ i il = i e el tinns =
fix) frix) Jx 1 H+v’=u+1r' (kuy = ku' (k € B)
k(keR) T =
mEr | —sinx (ur)’ = u'r + ur’ (u") =nu' =yt

- | sinx (Wi §
1 1 . 1y r uy  we—ur
- _— 1 +fam“x - === -] = —
x = — _ :_ (p] P { W
Ef(reZ —([1]) | rx™" - (uov)' = |u'ov] x v'

["f_J ..rf

Diérivie ¢l sens de varintion

Soil f une fonction dénvable sur un imtervalle 1

s Sivr el [(x) >0, alors, fest simciement

crovssante sur f,

e Sivr el f'(x) <0, alors, fest smctement

décroissanie sur [,

s Sivr €l fix) =0, alors [ est constanie sor L

{com u) = —u'sinm

(simu) = u'cosu

[tan(u)]’ = u' % |1 +tanu] =

£ est dérivable en J
vweL()(y) =

Derivée d une bijection réciprogue
Soit [ une fonction dérivable sur un imervalle 1, F
bijective de I vers Jet ¥x € 1, f(x) = 0 alors ;

lr"'m]
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Résume

Duestions Methodes

1l suifin de vérifier qoe xg € D), puis calculer lim fx):

r—=Ig
Etodier k - o Si.lllqlﬂf[.t] = [(xg) alors [ est continue en 1.
de [ en x4 « Sillm f{x) # [(xg) alors { n'est pas continue en xy.
]
Il sufiin de vérniler que x, € D, puss calculer lim f(x):
r1g
¢ S !Im f(x) = @ alors (n'est pas prolongeable par continuind en 1y
-Iln
Maontrer gque (admet | < Si lim f(x) = b (b € B) alors [ est prodongeable par continuitd en x,.
un prolongement par =z (x)=[fix);sixeD
continuité en 1, La fonction g définie par : {H .EL :'# b " est e prolongement par continuité
o
tﬂ ruq
I suffit de calculer : Jim £2fie]
‘B ] =iy

<  Silim m = b (b € R) alors { est dérivableen x, elona: f{x,) = b
Etudier ln dérivabilité T i)
de fen 1, « K '"l'.P Es— = @0 alors {n'est pas dérivable en xy

] =N

Interprétation graphigue © (£, ) admet une demi-tangente veriicale au poimt M (x,; f{x,))

Muontrer gue la
fonction [ est paire

11 suffie de montrer gue - x € Dy = —x € D, et f(—x) = [(x)
L axe des ordomndes est un ave de symétne de (G ).

Muontrer que La

Il suflit de montrer que - x € Dy = =x € Dy et f(=x) = =f(x)

fonction [ est lmpaire | 1 -origine du repére est un centre de symétrie de la courbe (€)).
Montrer que e point | 1 suffit de montrer que ©
A(a; b) est un centre (1: er Dje= (2n-x)E D, @) xEDyes (a—x)EDy (a+x)E D
de symétrie de (£ ) N fza-x)+ fixy=20 "™ I fla—x)+ fla+x)=12b
Montrer que la droite 1 suffit de momrer que
(D) ¥ =a est un aw “:_Exeu, e (2Za—x) € Dy Ou (2) irrzﬂ, =(a-x)eED;(a+x)ED,
de svmétrie de la f(2a —x) = flx) fla—x) = fla+x)
courbe (£
¥ O caleule ff(x)
Etudier les vardations | ¥ On dwuidie le signe de f'{x)
de f Sivr €/, f'(x) < 0 alors [ est striciement déaissante sur |
Sivx £ 1, f'(x) > 0 alors [ est sinctement crodssanie sur |
Démontrer que 1l suffit de dire que -
realise une bijection f est continue et strictement monotone sur Ja;b] @ De plus f{]a; ) = [ (& déterminer).
de |a : B{sur un Done § réalise une bijecuon de o ; bf sur K =
intervalle K a préciser

Démonirer que
I"équation fix) =0

< Montrer gque foréalise une bipection de Ja; b[ sur f(]a; b[)
«  Weérifier gue 0 € f(]a: bl)

admet gne solution Comme 0 £ f(]a; b) alors I"éguation iz = 0 admet une solution unigue @ dans ja; b.
unigue @ dans |a : b
Donner ane eguation
de ln tongente (Tian | (Th:y= fixl(r—x5) + fixg)
point d*abscisse x,

Om émdic le signe de [fixi—iax + b
Etudier la position ¥ Si:vxel, fix)—iax + b) > 0alors la courbe (€)) est au-dessus de (D) sur /.
relative de (L) par ¥ Si:¥re/ fix)—(ax + b)<0alors ls courbe (€) est en dessous de (D) sur |
rappart & la droite ¥ Sifix)—(ax +b)=0 pour x=xealors (C;) et (D) se coupent auix) poingis)
iDi:y=ax+b Al s fiz))

Abonnez-vous & notre page Wour-Maths pour ne pas rater fes prochames publications
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Excrcice d application 2) f est continue et strictement crodssante sur B,

Soit la fonction [ défime sur B par: Donc f réalise une bijection de |—oo; +oo| vers |—om; +o|,
f(x)=2x"+3r—1 De plus, 0 € |—oo; 4| | d'ou |"dquation f{x) = 0 admet
1) Etudier les vanations de f puis dresser son tableau de | une unigue solution o dans B
Varalons. Dna: fl0)==let f(ll=4
2) Montrer que I'équanon f(x) = 0 admet une unigue fO)» f{1)==4 <0 domc 0 < @ < 1.
solution @ sur R 3) Donpons une valeur approchée de a b 1077 pres
Virlier que 0 < a < 1
3) Donner une valeur appmchde de @ b 10~ pris x 0 0.1 0.2 0.3 0.4
4) En déduire le signe de f(x) sur B fix) | =1 | —07 | —038 | —005] 03
Ona: flO3)x fIO4) <D, donc 0,3 < a <04
Beponse Une valeur approchée de a 4 1077 prés est 2 0,3
JI"EL]-EI’HI-I 4) Signe de f(x) sur R
) ¥anations de |
f estune lonction polyndme done O = R r l-m - -
VIER f(x)=6r+3=3(2x"+1) 7 =TT +
YxeE R [f(x)>0 Done (| es strictement crossante e
sur B fix) g
Tableau de vanation = +
signa = +
[+ [= + ) -
[ 7= + ¥ € |—omal, f(x) <0
1 +
fir) ¥ - vx € [a; 4=, f(x) =0

L - 5




Soit la fonction f définie sur & par:

Ogﬂ;h,u f(x) =22 +3x -1 DUR'-M"‘J;,
3 'E} IJEmdiarluvmannnsdefpmsdmmn ) L f:
\. _’.r‘* tableau de variations. \' P \AP

Z) Montrer que I'équation f(x) = 0 admet une \ ,
unique solution a sur &, h

Vérifier que0 < « < 1

E}Dmumvﬂmwu.ni 107" prés,
4}End&lu1mlntgnedaf[:] sur B

f(x)=2x"+3x -1

Ona:f(0)= -letf(1)=4

1) Variations de f fO)xf(1)=-4<0 doncO<cact
/' estune fonction polyn8me donc S}Dnnmnsmvihm-tppmchﬁeﬁurilﬂ“prh
D, =R

I X 0 0,1 0,2 0.3 0,4
VXER fl(x)=6xt +3 = 3I2x* + 1) [(x) | -1 |-0,7[-038]—-005 0,3 |

s F(0, .
YXER, f(x) > 0 Doncfest Ona:f(0,3) x f(0 4) <0,donc0.3 <a < 0,4
croissante sur B Une valeur approchée de « 4 107" prés est: 0,3,
Tableau de variation 4) Signe de f(x) sur m
r Lo * 60 r |-co 0 * oo
I ix) + S (s + : ¥
ry— . + * o
S(x) ——
f[..l"] .m/ 'm,’»g"’r
Signe - ; e

2) fest continue et strictement crolssante
sur [, donc f réalise une bijection de VX € |-mal, f(x) <0
}—m;+m|lrers|—m:+m1,nephu.
0 € |—; +oo| , d'oll I'équation f(x) = 0 VY€ |a +ool f(x) 2 0
admet une unique solution « dans &
Théoréme

Sifastmnﬂnuutmm:nnmtnmm

un intervalle | alors pour tout m € f(I),
I'équation f(x) = m admet une solution unique dans [,
Corollaire

Sifﬂtmnﬂuueetslﬂch:mu:tmnmm“mrunlnmauuln:hl etsi f(

a) x f(b) < 0 alors
I'équation f(x) = 0 admet une solution unique dans |a; b|

-




O =|

R
wrtal=1

b) fix)= {

vI+1xiv=0
r+yVl-xs5ix<0

sl x € |—m; 0|

Etudier la dérivabilité de [ en x:

:u-u

.t‘“=ﬂ

v 4+ Brx six e |0, 4+

v+ 1 six>=0

a) flx) =] xg=0
r +yl=-rsix=0
Ona:f(D)=vO+1=1
L A& ]l=
lim fix .Ft:llll_1= im rél=1
—at =B —0* 1
Fél=1
_‘.".'E- rivr+lel)
1
zllhmﬂ“"ql*"‘l“:
flxl=Ffin) e |
i = lim ————
X --l:-I.EIr = = ]
| .
|=g=]
= lim x + ——
[ iy l=g#1}
- |
= |lim x+ = —=
—=0" yil=3+%1 2

[ est dérivable 3 gauche et A droite de 0
mals comme [ _(0) = [',(0) alors [ n'est

pas dérivable en 0.

Interprétation

(C; ) admet deux demi-tangentes obligues i
gauche et a droite du point A(D; 1) de

. i 1
coefficients directeurs respectifs - s et s Le

polnt A est un polnt angulewc.
'-'.I_iTi-l .

W) f)=] = SxElF=0l . _,
avxt + Bx six € |0; +o|

Ona:f(0) =0

fap=Fin]
T L TP~
i~ =0 §—0
= lim
i
fial=f{l)
|"F1II:I" =0 -
fiay=fi0]

il u=0

s1=1
—— lim

tel=1

=0~ gy i +1+1)

n
===

vitalal M

= lm == = lim V3T 1 B

[ estdértvable A gauche et 3 drofte de 0 et
[',(0)=f,(0)donc/ estdérivableen .

floj=0.
I Bimar i B | um Biy,
(leR) fim el oy,
Dérivabilité en | [ estdérivableen x, et |/ n'estpasdérivable |' % o
x [(xg) =1 en x,. (lhERetl, €ER)
’ Sl = [;alorsf
n'est pas dértvable
B Xy
(C;) admet au point (C;) admet au point (€;) admet au point
d'abscisse x; une d'absclsse t,, une d'abscisse x, deux
Conséquences | tangents de pente | demi-tangente demi-tangentes de
graphiques verticale d'équation | pentes respectives
(Tky=lx=xqg) + [(xq) = Xg 'Irl '1.
Le point d'abscisse 1,
est anguleux.

Scanné avec CamScanner




a) f(x) =

el

dr-=1

Iy=]
T+ 1

h)ﬂrfl=l

eos Lo
1'.'] fll-l'] — [I—ms:

Etudier la continuité de f en x:

XW2=-x—-13s5ix<0
— 5ix >0

s5ix=10

VI+9 g5ix>=0

six e |=o:m|

sin{&r} sive|m 4o

.t:]:u .!-

.I'.'._-,.=|]

g =W

wZ—x—15x=<0
41
4x-=1

a) f(x)=

six>=0
lim f(x) = tim [xVZ-x-1]=~1

flO)=0vZ—0—1=—1

= _ Pt | _
Jm f(x) = lm |55 =1

II_E_HIJI =flo)= .liﬂ:'*””

Donc [ est continue &n 0.
2x=1 . <0
B)f(x)=] ®o1 = X, =0
WwI+9s5ix>0
2 e Zr=1] _ Zxb=1
l‘ﬂ,’-“"-",‘.‘ﬁ-[.u}— Y] ==1
f(0) ==—=—1

.1';_-,=|]

lim f(x) = lim [Vx+9]|=v9=3
—0" r—0*

I'._igun_ﬁr_} = flo) = l_i_lg_ﬂ_:]
Donc [ n'est pas continue en 0.

Ix

©) hix)= l"““l'

sin::.t} six € |m;+o|

sixe |—ow: m|
p=W

!rn!l: 1 _ w=slw |
T l=mmsm  1={=1}

Jm f(0) = lim |7

flm) = sin I:érr) = sini%} = %

lim f{x) = lim_ a‘in{%x]] - iin[‘:—) = %

bl |

lim f(x) = f(m) = lim [(x) =
M_rﬂtmmn'_

i
il

b

-

~ [ est continue 3 gauche en x, sl et seulement sl x, = D, et lim flx) = flxy)
~ [ estcontinue A droite en x, sl et seulement sl x, = O, et lim f{x) = [(x,)

~ [ est continue en 1, sl et seulement si elle est continue & gauche et & droite en x;.
C'est-d-dire lim f(x)= flxy) = lim f(x)
=X r—¥g
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— ETUDE DE FONCTION _

Vaici guelgues guestions rencantrées lors d une #tude de lonction

Soit [ une fonction d'ensemble de définition 0y et C; sa courbe représentative dans un repére othanomeé (01 /).

Questions Méthodes
1l sutfit de montrer que
Montrer que la fonction! | x €D, = —x£ D, et f(—x) = [(x)
est paire L'axe des ordonnées est un axe de symétrie de (C,).
Il sutfit de montrer que
Montrer que la fonction! |t ED e —xE D et [(—x) = —f(x)
oSl impaire L'origine du repére est un cantre de symétrie de la
courbe (Cy).
Il sutfit de montres que
Montrer que le point reEDy= (Za—x)E Dy

Alo; b) est un centre de
symétrie de la courbe
(Cy)

(1): _ f(Za—x)+ f{x) =2b

Ou
rEDj=la—x)ED; (a+x)E Dy

.‘,N.._“_ fla—xl+ fla+xl=2h

Montrer que la droite (D)
d'équation y = a &Sl un

Il suffit de montrer que
rel;,=(2a—x)e D

W ez = £

Questions Méthodes
Il suffit de vénfier que xy € D), puis calculer
lim f(x):
Etudier la i
continuitd de [ en
Xy » f « 5i m_.uw- fix) = [{x4) alors | @si continue en x,.
«  Si _mu.,- fix) = f{xy) alors { n'esi pas continue en
Iy
Il suffit de vérifier que xp € Dy, puls calculer
lim fix):
e
¥ 5i lim f(x) = = alors f n'est pas prolongeable
=y
Montrer qua f par continuité &n re.
admet un ¥ Sijlim f(x) = b (b £ R} slors | est prolongeatie
prolongement par .
continuité en x, par contnuite en ry.
La fonction g définie par :
gix) = fix): -:mu,__-!lt., ant par
hn_.-n_ = b
continuité en x,.
Il suffil de calculer - tim 22102
g iy
4 5l lim ..E-H-..u b (b = B) alors | est dérivable
Etudier la it P PN
sétivabilité de [ en mﬁnnm“_mww:.-w (xg)= b
' <  5i lim = w alors | n'est pas dénvable

L ] —im
.mu.._ HE.
Interprétation graphigue - (C;) admet une demi-
tangente verticale au point M{xs; f{xa))-

Noutgflaths Jla D

axe de symétrie de la Ou
courbe (€;) Awu._nmuﬁ.ﬁnaiimﬁt (a+x)€ Dy
_ [loa—x)= f(a+x)
«  On calcule f'(x)
*  On étudie le signe de ['(x) :
Etudier les variations de | o Sivxel f'(x)<0alos ! est stictement
decrossante sur [
o Sivxel,f'(x) >0 alors | est strictemeant
Croissante sur |
Dresser le tableau de Valeurs de 1 D,
variation de la lonction f. | [Sgne de 1(s)
Vanations de |
Démontrer que f réalise Il suffit de dire que :

une bijection de Ja ; bsur
un intervalle K & préciser

[ est continue et sinctemant monotone sur Ju: b|
De plus 1 (la; 8]) = ] (& déterminer).
Donc [ réalise une bijection de Ja . bl sur K =/

TE5R40IRS /10742 19
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Questions Méthodes
Démontrer que I'équation | ¥ Montrer gue [ réalise une bijection de |a; b|
[(x) = 0 admet une sur f(Ja; b[)
solution unique a dans v Vérifier que 0 € f(]a; b])
Ja; b| Comme 0 € f(la; b]) alors I'équation f(x) =0
admet une solution unique a dans Ja ; bf.
Donner une équation de
la tangente (T) au point (T):y = [ (x5)(x = xg) + [(xq)
d'abscisse 1,
On étudie le signe de [f{x) - (ax + b)].
¥ Si:vxel fix)-(ax+ b) >0 alors la courbe
Etudier la position (C,) est au-dessus de (D) sur /.
relative de la courbe (C;) | v S wre ], flx)-(ax+ b) <0 alors la courbe

par rapport a la drolte (D)
d'équation : y=ax+ b

(€,;) esten dessous de (D) sur /.
¥ Sif(x) - (ax + b) = 0 pour x = xealors (C;)
et (D) se coupent au(x) point(s) A{xs; f{xs))

Determiner les
coordonnées du point (ou
des points) d'intersection
de la courbe (C;) avec
I'axe des abscisses.

Soit A(x,; y,) lels) point(s) recherche(s) -
Y ya=0

«  Pour trouver x, , on résout I'équation f(x) = 0.

{Le nombre de solution de cette éguation est
égal au nombre de points ou la courbe (C;)
coupe I'axe des abscisses).

Questions Méthodes
On résout Méguation (E) : f(x) =ax + b
Déterminer les Le nombre de solutions est £gale au nombre de
coordonnées du point points d'intersection de (C,) et de (D).
d'intersection de la ¥ Sixeest solution de 'équation (£) alors
courbe (C,) et de la droite Yo = f(xg)ouU yo= axe+ b
(D) d'équation y=ax+b | v A(x,: 1) est le point dintersection de ...
1*cas: fix) > 0 sur [a; b
! est 'aire exprimée en unité d'aire de la partie du
plan délimitée par la courbe (C;), 'axe des
Interpréter abscisses et les droites d'équations respectives
graphiquement r=aetx=h

Iintégrale I = [ f(x)dx
(a<b)

2*™= cas ' f(x) <0 sur [a; b]

I est l'opposé de 'aire exprimés en unité d'aire de
la partie du plan délimitée par la courbe (C;),
laxe des abscisses et les droites d'équations
respectives x=a el x = b.

SigIx 0] =mcm?

Interpréter
graphiquement

lintégrale I=m [ f(x)dx
(a<b)

1*cas : f(x) >0 sur [a; b)

! esl |'aire exprimée en cm? de |a partie du plan
délimitee par la courbe (C;), l'axe des abscisses
el les droites d'équations respeclives
r=aelx=h

Déterminer les
coordonnées du point Soit A(x,;v,) le point recherche ;
d'intersection de la v ox, =10
courbe (C,;) avec I'axe v =[xy = f(0)
des ordonnées.

Si la tangente (T) et la droite () sont paralleles
Determiner les alors elles ont le méme cosfficient directeur.

coordonneées du point de
la courbe (C;) oula
tangente (T) est paraliéle
a la droite (D) d'équation
Y=ax+ b

Or (T)y=[{x)(x=x5) + [(x5)
Dy =ax + b
On adonc [(xp) = a.
On résout I'equation f*(x) = a
¥ La solution 1y de celle equation est
I'abscisse.
v L'ordonnée est vy = flxg)

interpreter
graphiquement l'intégrale
I= h..__..._u“. - (ax + c)|dx
(a<b)

1*cas: fix)-(axr +c) > D swra; b]

I est I'aire exprimée en unité d aire de la partie du
plan délimitée par la courbe (C;), la droite

(D) : ¥ = ax + c les droites d'équations respectives
x=aelx=h

Calculer I'aire de la partie
du plan délimitée par la
courbe (C;), l'axe des
abscisses et les droites
d'eguations respectives

x=aetx=h

1* Cas : f(x) > 0 sur [u ; b)
A= L_.nv:.u.._ﬂn =U.a
avec I/, a = 01 x 0f

2**Cas : [(x) <0 sur [a: b)
A= I.__..v:n.unhx U.a
avecll.a=0/x= 0/
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Questions

Méthodes

E D'UNE FONCTION A L'AIDE DU TAB

Soit(D) :y=ax+b 1" Cas - f(x) - (ax + b) > 0 sur [a ; b] DE YARIATION
Calculer I'aire de ia =™ — _
partie du plan détimise |~ e /(%) —(ex+ Bldxx U.a Tableau de variation Méthodes
par la courbe (C;), la . _ . fla)=0
droites (D) d'équations £ CERE ) e 30) <0 a0 T v f est continue et strictement croissante
respectives x=aetx=h |1~ I, [(ax + b) — f(x)]dx = U.a vy + sur B avec f(a) =0. Donc
Montrar que les courbes (%) e ¥r<a ona __:_r“.n::____._”u_nn
(€,) et (€, ) des fonctions - N Yx>a, ona: [(x}> fla) flx)>0
ol -.ﬂ:.-u_i-. s
d o oport s taxe Sea. | N sufft e montrer que : f(x) = gt fa) =0 |
. x — 0 +on [ est continug &l strictement décrolssanta
abscissoes ﬁntnulﬂlﬂ.—ﬂ- la .__m..n_nl ”_|| sut B avec _:“q.-u. = 0. Donc:
droite (QF) - - oo {h.nn..u_._:.____T..._w.____ﬂt.,_...ﬂ._n.u..u.ﬂ
Montrer que les courbes fiv) vr>a.ona:f(x)<fla)f(x) <0
Tl
(C;) et (C,) des fonctions =
[ et g sont symétriques | Il sulfit de montrer que © f{-x) = -g(x) B . f est continue et strictement croissante
ﬂ..li%hﬁuﬂ.!—.ﬂ L e ] . sur B et _._..m_ flx)=10
(I'origine du repére) [1x) = Donc
ull ¥reE R, 0.
Asymptotes et branches paraboliques i) x€R.ona:flx <
NOTIONS RESULTATS DES INTERPRETATION 1 —en 4o { &st strictement décrolssante sur B et
CALCULS GRAPHIQUES (&3] Lim f(x) =0
La drofte d'éguation o _r-._u..ul_.
Asympiote verticale lim f{x} = oo x = a eslt une asympiote fix) —— - .
— __ icale) & (C;) - Yre®R ona: fix)=0
La droite d'égquation
Asymptote horzontale lim f(x) = b y= b &5t une asymphote [ est continue et strictement crolssante
e (honzontale) & (C,) en = i, — o + oo sur B et HF:P__...H,“HED:E”..
) La drofte d équation £1x) : - vrER ona: f(x)>0
Asymptote obligue lim [f(x) — (ax + )] =0 | y =ar+ b estune fivy
e asymptote (obbque) a o
o lim f{z)=met v (C;) admet une [ &st strictement décroissante sur B et
h_hi_m_:.fn_ branche parabolique h”i + 0 Lim f(x)=0
oo ¢ de direction (00) en x) Daonc :
Branches . . vreR ona: flx)=0.
paraboliques o __..-m..___..”-_li.._!_ k:.u_: admat uns fixa N
..__._.-__.hhnlu.ﬂ m bia f ’
peem & da direction (DA en o
Neargftaths s D) 75849395/71974219
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Tableau de variation Méthodes Tableau de variation Méthodes
J admet wn minimum positif sur | 1** méthode Determiner le signe de f(x)
I —m p +o | | fla) estle minimum de f sur | | Donc fley=0et fle?)=—22 [x 0 - 1 P e
fix) [o] ' vrel ona: flx) 2 fla). [ 0 e 1 e | |02 ] + Tof - To — |
. De plus f(a) >0 f) |+ Jo[ - o - ol ‘
fix) _ N " Donc:v¥xel ona: flx)>0 Je ) ry= ., “

..l.u_q_.n“_ il M.[ -.-&_—.E : __.._._ r ...:.,..,.: ol TigTe 1 _
Remargue - f admet sur I, un minimum (absolu) qui | . ¢ - e fix) : -0+ |
Les limites, ici, n'étaient pas est strictement positil. Conclusion :
nécessaires. Donc:vx€el,ona:f(x)>0 vre)0. el fir) <0
[ admet un maximum négatif sur Vxele: +=| fix)>0
I

' [—= T = f admet sur /, un maximum (absolu) qui Déterminer le signe de f(x) N
i +  Jof | est striclement négatif. : 0 ] e 4o | [lx 1O 1 e =
i T Ny Donc:¥rel ona: flx) <0 IO - ol + fix) — Jo] 4
~a | —» o o —e +on +on
- - o _ .1‘.:_ ...,..l ..l_ ......-.....' H..n._.f : a /zl_ 1...1...1 -
Déterminer ou donner le signe de | |l faut étudier le signe de [ sur chacun _ — ‘ s g
f(x) des intervalles |-« ; m{ et jm ;| +o=|. o
. ———— R Y Sur]-o=; ml, [ est continue &t who - +
) 0] : sirictement décrossante &t fla:) =0
: { Donc Demontrer le signe de f(x) «  Swr )0 1], f admet un maximum
N el Si x < m alors f(x) > flay) done fley=0et fle?)~-22 . strictement négailf |
flx) a/- (1 flx) > 0. (v To R 1 1o | | Donc :x€)0; 1), fix) <0.

)~ P S e et w7 i V=2 T
fla:)=0¢et f(a:)=0 . ME_—IE.H H.E.H F eat contins ot i) ._.__:n_ ) - hm:....—.ﬂﬂ._ eres vee ey =10,
(L'éguation f(x} = 0 admet 2 solutions) . » ol o S L ’ . 5
IC1, on 3 toujours : f(m) < 0 i .._.:m_.__ croissante el flaz) = 0. e Wu_-“"m...ﬁﬂ..n m“..:.ﬂ.._._u.v-m.n.

Sim < x < gz, alors flx) < floz) donc fix) >0 sur Je; +=[.
Done fix) < 0. Conclusion
Si x> @, alors fix) > flaz) vre]0 e fix) <0
done f(x) > 0. vigle. +=[ f(x)>0
Determiner le signe de f{x)
[ [+ JT—= a, m  a e Démontrer le signe de fix)
RO LI S N VR L1 I T R T ] o Jo 1 . i ] | v OnafQo:ip=|—=;: — :
i) + __u_ - . e fimi (i) | - - o] + Donc :¥x€)0;1[,ona fix)<0
~fm) mo _ - P~ | [+ Fn| | ¥« estie minimum de f Sur
...‘-ﬁ_ rf.r | Skgrie l :._ ..l ™ . ___ 4 +.lﬁ..
fl) \\_”___ c;./ __:.____“___ . + — - ¢ Donc ¥x€]i; +=[,ona: fixjze>0
) : Conclusion : VrE ___w-m.n____m__ .:H”_ <0.
ICl, on a togjours : f(m) >0 * VxE|—=imlUazi+= |, fix)<0; vxel. += flx)>0

* VxEla: . flx)>0
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Image d'un Intervalle par une fonction continue

Intervalle f est croissante sur /

f est croissante sur [

Df=]0;+w0] D =] - oo

Domalnede |Slona:f(x)=inu, Slona:flx) = e"
définltion ona:Df=(xeM/u>0) a:D; =D,

et on résout I'Inégquation u

>0

._m_.n_mm Inxy = = n-.mq..-!ﬁnu.+5
Limites lim fnx = 4+ lim e* =0

Ing) = 1

Dérivée (mx) =< (e*) = e*

(tmu)’ = = (e") = u'e"
Les limites usuelles
—bﬁ.ﬁuﬂn .....-__EE
lim ==0 nel lim ==+ ner
b X i T
lim 224 _ im=='-1
-+ I =0 I

.&ju.._:kna neER

lim x"¢e*=0 neER

| e )

=4 : L= Sla); (W] fUry=|fib): fla))
[ =lasb JUl)={lim f(x);lim fl2]f | f(] =] lim f(r); lim f(z)
= —acd| Ji)= lm fiz)flal] | FU)=)fla) lim f(e)]

| {=b+x .__,___:n __:___f._. i flr)|
s

e

Branches paraboliques

fil)=| .ﬂ_: [l _.._.E%_ fix)|

[T

=
)
]
._.E — “
st g |

—y——

1o [se0]

(B de dienctiom () Jim - P _

— = S

b |Sekepm)

avymmplolr § w an ¢ b

direction ssymplidique § = t__

lim Hxj=|

(B de direction (Oy)|

_”._..Ir.ﬁwm:n‘.-t.—:_. L~

TEBa0I05 71074279
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_ COMMENT JUSTIFIER LE SIGNE D'UNE FONCTION A L'AIDE DU TABLEAU DE VARIATION

C1, om a toujours : fimi>0

Tablezu de variation Methodes Tableau de variation Methodes
flzl =0 f admet un munimum posifif sur ! 1¥* methode
. — e f est continue e sinctemen croissante 1 —n a +m fler) est le minimum de f sur [ ; Donz ©
il P sur & avec (a) = 0 Donc re) | - | o s ¥xEl ona:fix)zjla)
. e vY <o OnE: fix)«< flo): flx)=O . Ce phus f{o) =0
fix) - ¥r 3 o0z fiv)a fla) fix) 30 fi1) . " Conc:¥:z€ ) ona: fixl=0
el .rl..m__E — 2 mdthods
flaz) = . . - Remarcue [ adryvet sur |, un minimum (absolu) qui
1 —n +n f est continue & stnctement décroissante Les imeas, ici, n'étaient pas est sinctement positil,
[ix] sur B avec f(a) =0 Donc: ndcessaires Conc:¥rel,ona: [flx)>0
B +m ¥x<a.ena:f(r)}>[(a). f(x)> 0O admet un maximum négailf sur
fix) T v¥r>a,ona: f(r) <f(a) fix)<0 “_ gatlf
S - [—= & . :.._ f admet sur |, un maximum [absolu) qui
- - - L. r - est strictemant négaiil.
| et continué of sinclemeni crossants fon | o Fi) Conc:¥zcC l,onn: flx) <0
i s & o surBet lim fix)=0 o . —
£ - Donc : ) .
fix) ’ ¥*xCR.ona: [flx) < 0. Déterminer ou donner le signe de | | faut éudier e signe de f sJr chacun
fix &m.:_a_..ﬂ_ﬁ J=oo mlet]m: 4|
- S . N - a. ‘. +n Sur J=o ; mi, [ est contnue ot
T 0 f st stictement décrossante wur B a1 _._._ siriclament cecroissante &t () = L.
[l Lim flx) =0 i) 0 ' Fne -
Vo Donc ! - Si x < ayalom f(x) > flay) done
fix) — vreR.ona: flr)<0 fir) 1} v Hx) =
fl.__ﬂ_ﬁ.__ ~ Sim = v« m, alors flin) = f{x)
. Donc | o,
— : fl) =0 et fln) =0 fix) <
F es: continue et strictement crossante X ) ¢ Surpm; +o [, [ o5t conbnue at
A —_r 4 mrRet Lim fix) = 0 Done : (L Equation [{x) = O admet I sokitions) strictement croissanke of (o) =0
Fix . P L1, on a toujours : fim)< 0 .
: I I THIGEL! Donc :
fix) T Sim < x < az, alors f{x) < faz)
L} Danc f(x) <0
8 x » a2, aloes flx) > flaz)
[ est sinctement décroiisanta sur R a1 done f(x = 0,
x — r— Lim f(z) = Dégerminer (e signe de [ x)
_1.___.-| H mu“.“.-.q 1 =0 dy m 1s = __“1:. - . . _____..__ e -
\ — vxe R ona: flri>0 I 4 0l - . T fimy
fir) — s ) ) _:: o oo
m| AN | |&] :
Cancluson

¢ VXEl-= @mlU it | fix) <0 :
* VxE |m: @ flx)>0
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DENOMBREMENT - PROBABILITE

Dérsormbrerment

Vtion d'cnscmbl

On appelle ensemble toute collection d'éléments
bien définie.
Un ensemble est dit fini si I'on peut compter ses

éléments. t‘ﬁ
Exemple: E = [1;5;8; 15) Y

L"'\\i-

Carvdinal d'un ensemble fini

Le nombre d'éléments d'un ensemble fini E est
appelé cardinal de l'ensemble E et noté Card(E).

Exemple : E, = [a; b; c) E;=()
Card(E,) =3 Card(E,) =0
E, est appelé ensemble vide.
Reéunien ef intevsection

Solent A et B deux ensembles finis de E.

# AU B estl'ensemble des éléments gui
appartiennenta Aou d B.
Onnote AUB={xeE/xeAouxeR)
# A n B estl'ensemble des éléments qui
appartiennent i la fois a A et a B.
OnnoteAnB=(x€eE/xeAetxeER).
SiAN B = 0 alors on dit que A et B sont

disjolnts.

Card(AUB) = card(A) + card(B) — card(A N B)
5i A et B sont disjoints alors :

Card(AU B) = card(A) + card(B)
Exemple :

Dans un groupe de 35 personnes, 20 pratiquent un
sport, 15 jouent d'un instrument de musique et 7 ne
font ni sport, ni musigue.

Combien de personnes font i la fois du sport et de
la musigue ?

Réponse :

Soit {1: I'ensemble total des personnes card(i1) = 35
5 : Toutes les personnes qui le sport card(5) = 20
M : Ceux qui font la musique card{M) = 15

5,: I'ensemble des personnes qui ne font que le
sport

M, : 'ensemble des personnes qui ne font que la
musique.

R : Ceux qui ne font ni le sport ni la musique

On peut utiliser un diagramme -

N=S, UM, U(SNM)UR

card(fl) = card($,) + card(M,) + card(S N M)
+card(R)

7 + card(S,) + card(M,) + card(S n M) = 35

Done card(S,) 4 card(M,) + card(SN M) =28

Or: card(§,) + card(M,) + card(Sn M) =

card(SUM) = card(SUM) =28

Aussi : card(S U M) = card(5) + card(M) =

card(5 N M)

card(S n M) = card(5) + card(M) = card(SU M)

card(SNM) =20+ 15=-28=7.

Donc il y a 7 personnes qui font 4 la fois le sport et

la musique.

Pontition d'un ensemble

Soit E un ensemble nonvide. A, ; A, Ay .. A, :n
parties non vides de E. On dit qu'elles constituent
une partition de E si et seulement si :

r  Elles sont disjoints deux i deusx ;
#  Leur réunion est égale A E:
AUAu . UA,=E.

L'ensemble constitué par toutes les parties de E se
note : PLE).

Le nombre total de parties de E est :

card(P(E)) = 2"

Exemple : E = (a; b; ¢)

s, b ¢
."/

&
-l U

s .
vmas -\":--___‘_ C-_':f:' .5 lﬂrd{F{E}] = 2:' - H

" 11!

e Ik o}

T
-li-lﬂ'\\ —
b —c
H‘-""‘.
\ ~ (b}
=
€= tel

~

P(E) = ({a; b; ), [a; b}, (a; ), [a), [b; €}, (), [c), @)
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Complémentaine
Le complémentaire de A dans E est I'ensemble des

éléments de E qui n'appartiennent pas a A
Il est noté : Cf = A, card(A) = card(E) = card(A)

oot cadtdsien

Soit E et F deux ensembles non-vides.
Le produit cartésien de E par F est I'ensemble des
couples (x; y)oux E Eety € F.ll est note £ x F.

Exemple : Soit £ = [a;b) et F = {1;2;3)

Trouvons E x F,

»  Mithode du tableau

E | d 3

a {wz 1] (o 2) {eaz )

b (b 1) (B 20 | (I 33)

E x F = [(a; 1), (a; 2), (a; 3), (: 1), (b: 2), (b; 3))
card{(Ex F)=6=2x3
card(E x F) = card(E) x card(F)

NTHE
~ Méthode de l'arbre SOV

I la b
. o (2]
(o lh)
\ 1 (k1)
< 2 2
d 0 iR

SIE,; E;; ....; E, sont n ensemble finis alors

Card (E, x E; % ....%X E,) = CardE, x CardE,; %
... Card E;

Bemargue : Card (E") = (Card E)®
Cutils de denombrement

r Facewed n

Soit n € N°, on appelle factorielle n noté n! le
produit de tous les entiers naturels de 1 d n.

M=nx(n=1)xMm=2)x_.x3x2x1
D=1 H=4x3Ix2x1=24

7 Unagrumme d'un met

L'anagramme d'un mot est un mot formé & partir
de toutes les lettres de ce mot.

Le nombre d'anagramme d'un mot donné est le
nombre de mots distincts que 'on peut former
avec toutes les lettres du mot initial.

Exemple :

Donnons le nombre d'anagramme des mots
suivants : a) LUNE b) HOMME ¢) FEMME

a) Le nombre d'anagramme de LUNE est :
=41=24
b) Le nombre d'anagramme de HOMME est:

sl
I‘I—F—ﬁﬂ

¢) Le nombre d'anagramme de FEMME est :

. .
n=-—=30

r Neotion de p-listes ou p-uplets

De fagon générale, un p-uplet d'éléments de E est
un élémentde £ X E x .. x E = EP,

Le nombre de p-listes d'éléments de E vaut n? o
n = card(E).

ice d'annllcati

1) Combien peut-on former de numéros de
téléphone a B chiffres 7

2) Combien peut-on former de numéros de
téléphone 4 B chiffres ne comportant pas le
chiffre 0 ?

Réponse

1) Un numéro de téléphone a 8 chiffres est une
B-liste d'¢léments choisis dans 'ensemble
fl=1(0;1;2 345 67 8 9)

L'ensemble de ces B-listes est donc : 10"

2) Un numéra de téléphone & B chiffres ne
compartant pas le chiffre 0 est une 8-liste
d'éléments choisis dans 'ensemble

' = [1:2:3:4:5:6,7:8,9)

L'ensemble de ces B-listes est donc : 9%

~ (vsangement
Soit E un ensemble finl de cardinal n aver

(nz1)etPunentiertelque 1 < p < n.

On appelle arrangement de p éléments de E
toute suite constitude par p éléments de E
distincts ( U0 dldment de E défa piris ne peut plus
dtre repris).

Les p élémenis sont ordonnés.

Le nombre d'arrangement d'ordre p de E est
VL 3 _ —
nnunl‘—{‘_ml A;=5x4x3=60
Al=nxn-1)xn-2)%x _x(n—p+1)
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Exercice d'application

Au départ d'une course de 14 chevaux on suppose
et qu'il n'y a pas de non partants et qu'il n'y a pas
d'ex-acquo.

Comblen de tiercés possibles peut-on jouer ?

Reponse

L'ensemble des tiercés est I'ensemble
d'arrangement de 3 éléments parmi 14
Le nombre total de tiercés possible est :
A, =14x13x12=2184

~  FPevmubation

On appelle permutation de E un arrangement de
tous les n élément de E. On la note : A} = n!

= Combinaisen
Soit E un ensemble donné. On appelle combinaison

de p éléments de E toute partie (ou sous ensemble)

constituée par p éléments de E Les p éléments sont
distincts.

Solent n et p deux entiers naturels avecp < n. Le
nombre de combinaison de p éléments choisis

parmi n éléments est : CF

g=%-_=

. Ll 'Il.-":!}!' TaaxS! ; S
c;=ﬁ|l1-51r25w:m=zl GG=3=10
h=Cr=1 Chi=n
CR=Ca" cf=ch, +ci7}
Exercice d'application

Dans une classe de 70 éléves, on veut former un
comité de 5 éldves,

1) Combien de comités peut-on former 7

2) Iy a 20 filles et 50 garcons.

Comblen de comités de 2 filles peut-on former ?

Réponse

1) Un comité est une combinalson de 5 éléves
parmi les 70 éléves de la classe.

Le nombre de comité est : €3, = %‘ﬁ%ﬁ

Cip = 12.103.014

2) Il s’agit de choisir 2 filles parmi les 20 et 3
gargons parmi les 50.

Donc le nombre de comités contenant 2 fille est -
Co X €y = 5% 2222 = 190 x 19600

C3, % C3, = 3724000

v Fowmude du Bindme de N eedon

Solt a et b deux nombres réels ou complexes et n
un entier naturel

(@ + b)" = Xhan Oy a™"b?
(a+ b)" =Cla™ + Cha™ b + - + C2b"

Sla=b=1:2"=%1_,C}
& Teiangle de Fascol

Pour tout entier n et tout entier p tel que
l<p<n—lona:Ch=ch_,+ch-]

oo 1 2 3 1 P
0 i

i 1 1

2 1 3 1

3 1 1 3 1

4 1 i [ 'l 1
ol lol ol 16

2, Dénombrer les tirages comportant :

||

Tableau sécapitulatif
Type de Répéti- Nbre
tirages Ordre | tion Outils | de
tirage |
Sucressif
avec oui oui p-liste nP
remise
Successif Arran-
sans oui non gement | A7
remise
Simultané | non non Combi- | ¥
naison
Exercice d'application a ﬁ,.,ﬂﬁ
Exercice 1 wot!

On considére un jeu classique de 32 cartes.

On rappelle que celles-ci peuvent étre de 4
couleurs (coeur, pique, tréfle, carreau)
comportant chacune 8 valeurs (7, 8, 9, 10, Valet,
Dame, Rol, As).

On tire simultanément 5 cartes dans un jeu de 32
cartes.

1. Dénombrer tous les tirages possibles.
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a) 5 cartes de méme couleur

b) 4 ceeurs et un plgue

c) Les 4 As

d) Ne comportant pas de tréfle.

Exercice 2

On jette 5 fois de suite un dé dont les faces sont
numérotées de 1 4 6 et on note les résultats
possibles.

1%) Calculer le nombre de résultats possibles.
2%) Calculer le nombre de fagons d'obtenir :

a) Le méme numero cing fois ;
by) Le 6 suivi du numéro 5.

Exercice 3

On tire successivement sans remise 4 boules d'une
urne contenant 3 boules rouges, 3boules blanches
et 4 boules noires

1) Déterminer le nombre de résultats possibles

2) Déterminer le nombre de résultats contenant :
a) Exactement Z boules rouges

b) Exactement 2 boules noires et une boule
blanche

) Au plus de 3 boules noires

d) Au moins une boule hlanche .
Covscction 1.\?“1“_

.ﬂ“?-‘
Exercice 1 v

1. Dénombrons tous les tirages possibles.

Un tirage possible est une partie de 5 cartes parmm 32
Le nombre de tirages possibles est - €5,

€ =" =8x31x29x20
Il y a 201376 trages possibles.

2- a) Pour trer 5 cartes de méme couleur, on choasit
une couleur parm les 4 ¢t on tire 5 cartes pami les 8
caries de la couleur chmsie.
Ce qui donne : Cf x € =4 x
Il y a 224 urages possibles.

[ g §F LY E ]

Swdning =4 %56

b) 4 coeurs et un plgue

UUne main contenant 4 coeurs e un pigue cst une
partic formée de 4 coeurs choisis parmi 8 et d'un
prgue choist parmi 8.

. . e 1 _ BxTm&xS
Ce gqui donne : Cy x Oy = Ty

Il y a 560 tirages possibles.

«B=70xH

4) Une mamn contenant 4 As est une pantie lormée des
4 As ct d'unc 5¢ cante tirée parmi les 28 autres.
Ce qui donne : € % €1y = 28 possibiids

d) Une main ne comportant pas de tréfle est une

partie de 5 cartes tirée parmi les 24 restantes.
. L pf _ ATAEIIIINI0
Cr:qu: donne : El-i = -W = 42504

Il v o 42504 urages possibles.

Exercice 2

1%} Calculons le nombre de résultats possibles.
Un résultat possible est une 5-liste de l'ensemble
A=(1:2:3:4;5;6).

Le nombre de résultat possibles est: N = 6°

2) a- Obtenir le méme numére 5 fois

Pour le premier jet, on a 6 possibilités c'est-a-dire
qu'on doit avoir un numéro de la liste
(1;2;3;4;5;6). Pour les 4 autres jets, on a qu'une
seule possibilité : avoir le numéro gu'on a eu au
premierjet DoncN =6x 1x1x1x1=6

b) Aveir le 6 suivi du numéro 5.

Pour le premier jet et le 2é jet, il y a une seule
possibilité, Pour les 3 autres jets,ilya 6
possibilités :N=1x1x6xb6x6=216

Exercice 3

1) Déterminans le nombre de résultats possibles
Le tirage est successif et sans remise. Un résultat

possible est un arrangement de 4 boules parmi 10.
N=Al, =10x9x8x7=5040

2- a) Awoir exactement deux boules rouges

Il s"agit d"un arrangement de 2 boules rouges
parmi les 3 et un arrangement de 2 boules parmi
les 7 non rouges :
N=AlxAZ=3x2x7x6=252

b) Evactement 2 bowles nojres et une boule
blanche
N=AixAlxAl=4x3x3x3=108

c) Au plus de 3 boules noires
Il s"agit d’avoir soit 0 boule noire, soit 1 boule
nolre, soit 2 boule noire, soit 3 boule noire dans le

tirage :
N=A 4+ A A} + A3 AL + Al x AL = 1344

d) Au moins une boule blanche

Il s'agit d"avoir 1 boule blanche ou 2 boules
blanches ou 3 boules blanches

N=AjxA3+A3x A3+ Ay x AL =924
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Vecabudai
#  Lxpévience aléatoine -
Une expérience est dite aléatoire si 'lssu est
imprévisihle.
On lance une piéce de monnate. On ne peut pas prevorr
a Cavance e résultat de cette expénence.
On it que ¢'ent ume expénence aldatorre
Chaque résultat possible est une doentualite
#  Univexs :
On appelle univers d'une expérience
aléatoire noté {1, 'ensemble de tous les
résultats possibles de cette expérience
aléatoire.
LCancé & 'un ¢ numéroté de | 4 6. L 'univers assocé &
cette expenence et {1 = {1; 2, 3; 4, 5; 6},

Un appelle evenement de {1 toute partie (ou
sous ensemble) de (L
Sl ={1, ;3,456 LA=(1:4) a
B = [2;5; 6] sonmt des événements de {1
¥ Un événement comprenant une seule
eventualite est un éoémement clémentaine.
¥  L'ensemble vide est appelé doémement
impossifile.
¥ L'univers est appelé éndmement cevtain.
v Ldndnement contuaine de A, noté A, est
constitué des éventualités ne réalisant
pas A.
* Lévénement AouB (ou AUB jestla
séumion des dewr éoénements.
¥ L'événement A et B (ou encore 4 N B) est
Uintevsection des dewr éoénements.
¥ Deux événements A et B sont
incompatibles lorsque AN B = 0.
EquipveBabilité
Si un univers {1 comporie n éventualités et si
chacune d'elles a la méme chance d'étre réalisée
que les autres, alors on dit qu’il v a équiprobabilite.
On supposera fes évenements démentamres équiprobables
chaque fois qu'une expression telle que : dé non pipd...,
éféments mdiscernables au toucher. .., non trugués. . . etq,
sera utilisée.

Caloul de probabdite

{1 étant un univers et A une partie de (1, la

probabilité que I'événement A se réalise est le

nombre réel noté

P(A) = card A — Nombre de cas lavorables 5 A
card Nombres de cas possibles

-

¥ La probabilité d'un événement élémentaire est
1

cird 1
La somme des probabilités des événements

elémentaires est 1.

Pour tout événement A,ona:0< P(A) < 1
F@)=0etP(1)=1.

P(A) =1=P(A)

PAUR) = P(A) + P(B) - P(AN B).
PAURB)=P(A)+ P(B)si Aet B somt
incompatibles.

Exercices d'application

Exercice n®1

<

NN YA

Une urne contient 3 boules nolres et 5 boules
rouges indiscernables au toucher. On tire 2 boules
de I'urne en considérant les hypothéses suivantes ;

1) On tire les 2 boules simultanément.
2) On tire les 2 boules successivement et sans
remise.
3) On tire les 2 boules successivement et avec
remise.
Déterminer dans chacun des cas la probabilité de
tirer 2 boules rouges.
Réponse
1) L'univers {1 esi "ensemble des combinaisons de 2
boules prises parmi 8. D'od card 1 = € = 28
Soit A I'événement « tirer 2 boules rouges » |
cardA=C3 =10

w_ s
P =%=%
2) L'univers {1 est 'ensemble des arrangemeni de 2
boules prises parmi 8.
D'oicard 1= A =8x 7 =56
Soit A I"événement « tirer 2 boules rouges » ,
card A= Af =5x 4 =20
P(A) =3 ==
3) L'univers {1 ¢st I'ensemble 2-listes de 2 boules
prises parmi 8.
D'oii card 1 = 8% = 64
Soit A I"événement « tirer 2 boules rouges » ,
cardA=5=25 PA)=%

Exercice n®2

Un libraire propose 30 utres differents d'un méme
auteur - S de ces livres sont couverts de cuir el codrem
9000 francs "un ; 12 ont une couverture toilée et
coltent 6000 francs I'un ; les autres sont cartonnes el
cotitent 3000 francs |"un.
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Un client vient acheter 3 livres de cet auteur Sans
préciser de livre particulier. Le libraire prend au
hasard 3 Livres de sa collection

Calculer la probabilité des événements suivants
A « Le libraire choisit 3 hivres couverts de cuir »
B « Le libraire choisit au mains un livre couvert
de culr»

C « Le libraire choisit 3 livres ayant la méme
couverture »

D « Le libraire choisit 3 livres pour un montant
exact de 15000 francs »

E « Le libraire choisit 3 livres dont le colt
n'excéde pas 12 000 francs »

Solution

» L'univers {1 est |"enscmble des combinatsons
de 5 livres pris parmm 30,
['oil card 11 = C5y = 4060

» Parmi les livres, 5 sont couverts de cuir.

L'événement A consiste a choisir

simultanément 3 livres parmi ces 5.
1

1o
cardA = €2 = 10et P(A) = = =70
» L'évenement contraire B de B consiste a
choisir 3 livres parmi les 25 non couverts

de cuir.

Ona:card B = C35 = 2300
2300 115

P(B) =1-=P(B) B

203

» L'événement C consiste a choisir soit 3
livres couverts de cuir, soit 3 livres de
couvertures toilées, soit 3 livres de
couvertures cartonnées.
card C = €2 + €}y + Cjy = 516

P(C)=2 =12
S 1015
» Il yadeux cas possibles pour la réalisation
de I'événement D :
1= cas : le libraire choisit 1 livre de 3000 et
2 livres de 6000
24 cas : le libraire choisit 2 livres de 3000 et
1 livre de 9000.
card D = Cly x €% + Chy x €} = 1248
1248 11
PD) =128 =22 |
# |l y a deux cas possibles pour la réalisation
de I'événement E :
1= cas : le libraire choisit 3 livres de 3000
22 cas : le libraire choisit 2 livres de 3000 et
1 livre de 6000.
card E = Cfy + C& x €, = 1222 |
1242 a1l

Soient A et B sont deux parties d'un univers {1 tels

que P(B) = 0.
On appelle profabilité conditionnclle de A sachant B le

nombre réel noté : P(A/B) ou Pg(A) et défini par

[cars) = paca) = e

& Deux événement A et B sont indépendants si
et seulement si P(ANB) = P(A) % P(B)

& SiAet B sont indépendants alors Py (B) = P(B)

ces d’ licatio
Exercice n?1

Une classe contient 50 éléves dont 30 filles et 20
garcons. 20 filles portent une lenue blanche et 10
une tenue kaki. 13 gar¢ons portent une tenue
blanche et 7 une tenue kaki.

On tire un éléve de cette classe.

1) Quelle est la probabilité d'obtenir un gar¢on 7
2) Sachant que I'éléve tiré est une fille, quelle est la
probabilité qu'il porte une tenue blanche 7

Solution

Soit F I'événement : « Tirer une fille »
G : « Tirer un gargon »,

B : « Porte une tenue blanche »

K : « Porte une tenue kaki »

Arbre des cardinaux

L FTrea——
LITE) (20)

"_,_l‘ planchs

Filien
0

. Tenue
N oaw (10

Clasng
50
: & Tenus "7
£ 1]
A Llane he
\ Gargomns /

20 “‘x\\ -
o
_cordc @ 2
1) PG) = cardll = 50 5
2) Il s'agit de calculer Pe(B) = %
P(B N F) ==rdlann _ 20 _ 2
card 1 _Sﬂ_._;
P{F}:mszﬂ-]
u;:dﬁ 50 5
Pr(B)=3=3
]
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Exercice n°2

Une grave maladie affecte le cheptel bovin de
Moussa. On estime que 7 % des bovins sont
atteints.

Ali vient de mettre au point un test pour
diagnostiquer la maladie, on a établi que :

% Quand un animal est malade, le test est positif
dans B7% des cas,

< Quand un animal n'est pas malade, le test est
négatif dans 98% des cas.

On note M I'événement “étre malade” et T
I'éwénement "avolr un test positif™.

1. Calculez la probabilité des trois événements
suivants: MetT , MetT Met T
Déduisez-en la probabilité de T.

2. Quelle est la probabilité pour qu'un animal
ayant un test négatif soit malade ?

Solution
P(M)=007 P(H)=093 P(T/M)=087

Arbre de probabilites

o :|.'|-I - T

-

P(T/M)=1-=098 =002
P(T/M)=1=P(T/M)=1=087 =013

1) Calculons P(T N M), P(R N T), P(Tn M)
P(T M) = P(T/M) x P(M) = 0,0609

p(Mn T)=pP(T/ M) < P(M)=09114

P(Tn M) =P(T/M) x P(M) = 0,0091
Déduisons la probabilité de T.

P(T) =P(TA M)+ P(Tn M) =0,0609 + 0,0186
P(T) = 0,0795

2 pouy ) =205 -2

Vaviables aléatoine:

On appelle variable aléatoire X sur un univers 1,
toute application de {1 vers K, qui a chaque
élément de 01, on associe un nombre réel x;.

X(Q) = (x4, X3, X3, ..., X, ) est appelé univers image
de {1 par X

Il est commode de représenter une loi de
probabilité par un tableau du type :

= 0,0098

X X, X3 Xy

PX=x) | p | m P
NB:py+prttpa=1

@ Espérance mathématique de U

On appelle Espérance mathématique de X le nombre
réel noté E(X) et défini par :

]E[I} =Emi X = 5P+ xpp bt rnpnl

%+ Vasiance de U

On appelle variance de X le nombre réel noté V(X) et
défini par :

V(X) = Elx; = E(X)]? = Zlay x°py = [E(X) )

[VX) = (dpy + x3p, + -+ xdpa) = [E(X)?)

@+ Ecad-type de T

On appelle Ecart-type de X le nombre réel noté a(X)
et défini par:

a(X) = JV(X)
£ rexcice d'applicati

1) Une urne contient 3 boules jaunes, 2 boules rouges
et 5 boules noires.

On extrait simultanément 2 boules de 'urne.

Quel est le nombre de résultats possibles ?

2) Le tirage d'une boule jaune fait gagner 2 points,
celui d'une boule rouge fait gagner 1 point, celui
d'une boule noire fait perdre 3 points.

On note X la variable aléatoire prenant pour valeur le
nombre de points obtenu a l'issue d'un tirage
simultané de 2 boules.

Déterminer 'ensemble des valeurs que peut prendre
X.

3) En supposant tous les tirages équiprobables,
déterminer la loi de probabilité de X.

4) Calculer 'espérance mathématigue de X.

5) Calculer la variance de X.

Sefution

1) Déterminons le nombre de résultats possibles
Soit 1 I'univers associé : card 1 = CJ, = 45
Le nombre de résultats possible est 45.

2) L'ensemble des valeurs que peut prendre X

Resultats | (J1) | (JR) [ UN) [ (RR) [ (RN) | (NN)
possibles

Valean de | 4 3 -1 2 «2 -f
X

L'ensemble des valeurs prises par X est :
X(1) = [=6;=2:=1:2;3: 4]

NOUR-MATHS ~ ABONNEZ-VOUS A NOTRE PAGE FACEBDDK POUR NE PAS RATER LES PROCHAINES PLBLICATIONS
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3) de probabilité
Calcul des probabilités :

P(X = =6) : « Avoir deux boules noires »

P(X = -5}:%:%:%
P(X = —=2) : « Avoir 1boule noire et 1boule rouge »

-2y =fixG _10_2
PX ==2) = A5 &5 9
P(X = =1): « Avoir 1boule noire et 1boule jaune»

i 1
p(x:-l}z%l=ﬁ=i

Px=2=5=1; pa=y=SE_t_2
3 _
45

z
Px=4)=2=

X=ux -6 ]2 [-1 [2 |3 |4
PX=x) |&Z [T |5 L &2 [X
45 45 45 45 45 A5

4) Calcul de l'espérance mathématique de X
EN)=-6x2-2x2 _1xZ4oxliaxi2
134 45 45 Ak

O 200=15 z‘iu 12 v 63

_ = - G 2 e ] H _ b _ 7
E(X) = 45 T 35 s
5) Calculons la variance de X

V(X) = E(X¥) = [E(X)]?

10 10 15 1 L] am
E{x*}=35x3+4uﬁ+ IX oA X+ Ixt
E[Jt"} - Ahledde [S+d=Sadn =ﬂ

45 45
VX)) = E(X) — [Ef =2 -2 o2

45 5 o5 Irs

% Fonction de vépadition de T

Soit X une variable aléatoire définie sur un univers
{1 muni d'une probabilité P,

La fonction de répartition de X est l'application de R
vers [0; 1] et définie par: F(x) = P(X < x).

Exemple :
Considérons la loi de probabilité de la variable
aléatoire X définie comme suit

X=x
P(X =x)

-3 2

mi
..hl =
=i L0

La fonction F de répartition de X est définie sur R
B ot )= PO << 0

Sixe =31 F(x)=P(X=-3)=
Sixe L2 F(x)=PX<1)=
Sixe[Z5LFx)=P(X<2)=
Six € [5;+m|, F(x) = P(X < 5)

m |
+ o+
| b |

| b
+
|

Représentation graphigue
Unité graphique: 1lem sur (0x) et 4cm sur (Oy)

1 -—
fird — ¢
-—
a8
1 B
N 2 . 1 2 14 56
Sohdma de Bewnowlli

On appelle épreuve de Bernoulli toute expérience
aléatoire qui n'a que deux éventualités : I'une est
appelée succes § et I'autre échec §.

Exemple : Lo pet une pice & pule ou face La navsance un
enfant gargon ou fille. Résultat Sun examen.

Un schéma de Bernoulli est une expérience aléatoire

qui consiste 3 répéter n fois de suite (n 2 2) une
méme épreuve de Bernoulli.

La probabilité d'obtenir exactement k succés au
cours des n épreuves est : Cip*(1 — p)™-k
0<k=<n

| Expmple :

On lance 5 fois de suite un & cubique bien équaltheé domt les
faces sont mumérotées de! & 6. Calouler (3 probatilité & obtenir
exuctement 4 fous fe 6

Sofition
Considérons ('éprevve de Bernoulli qui consaste & Lancer le dé et d
s imtéresser au .

. o . e BieYy =L
Le suices S « Obtenir 6 » a pour probabilié : ‘F(ﬂ =7
L éprewve étant répétie 5 fous de sutte et de fagon ndépendante,
on at i schima de Bernoudi.
L évémement A « Obtenir exactement 4 fous le 6 au cours des 5
[ancers » a powr probabilite : :

PA) == =5

Loj binomiale

| Lorsqu’on effectue n épreuves de Bernoull

indépendante dont la probabilité de succes est p,

Si1 X est la variable aléatoire réelle gui associe le nombre
de succés i I'issue de n épreuves, on dit que X suit une
lot binomuale de parmmetre (n; p)

P(X = k)= Cip*(1—p)"~*

E(X) =np et V(X) =np(1=-p)

Exqpmple

Une urne contient 6 bowles blanches ¢t 4 boules rouges. On tire
une boule de Curne en supposint Céquiprobablité des tingges
On effectue 6 tirages successfs d une boule avec remise.

Soit X la vanable aféatotre égale au nombre de foules rouges
tirtes au Bout des 6 tirages.
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Chaque tirage est une épreuve de Bernoulli. : byn=12 "l,’[{l 3] (3,0, [1 2),(2: 1))

Obtenir une boule rouge a pour probabilité % = % PS=3)=2x—x—+2 :u: =

120 120 X120
X est une variable aléatoire binomiale de Ps=3)=1
paramétre 6 et % .
12 2.3 _ 3
5

Exercice d'application

Une urne contient dix boules : quatre rouges et six
blanches.

1) On extrait simultanément trois boules de |'urne.
Soit X la variahle aléatoire qui prend pour valeur le
nombre de boules rouges extraites.

Déterminer la loi de probabilité de X et calculer
I'espérance E(X) de X.

2) On répéte n fois I'épreuve précédentes ; aprés
chague tirage de trois boules rouges.

a) On suppose n =5 Calculer la probabilité que
'on obtienne exactement deux fois un tirage de
trois boules rouges.

b) On prend maintenantn = 2.

On note S I'événement « le nombre total de boules
rouges obtenues aprés les deux tirages est 3 »,
Calculer la probabilité de §.

Solution

= (48R, 68BB] card £ =10
1) On extrait simultanément trois boules :

card 1 = €y = === 120

X est le nombre de boules rouges extraites :
Les valeurs prises par Xsont: 0:1;2 ;3.
La loi de probahilité de X :

X=x 1] 1 2 3

P =x) | = & = [ *
120 120 120 120

P(X=0)=522  py=q)=5d

120 120
P(X =2) =524 P(X =3) =224

120 120
E(X)=

60472412 _ &
120 5

2) Lors d'un tirage simultané de trois boules la

probabilite que I'on uhu‘mne trois boules rouges
1

est:p=PX=3)=57 un ET]
On répéte n fois cette épreuve : on a une épreuve

de Bernoulll. |
a) n = 5. La probabilité que 'on obtienne
exactement deux fois un tirage de trois boules

rouges est P(2) = C§ [#2{%11 = z::;::ﬂ
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I- PRIMITIVES

m !E .‘I #
Soit f une fonction définie sur un

intervalle 1. On appelle primitive de [ sur |
toute fonction F dérivable sur | telle que :

F'(x) = f(x).
Eqrmple

» Lafonction F: x — 3x + 4 estune
primitive sur Rde f:x— 3
» Lafonction F: x v 2yx = 5 estune
B 1
primitive sur |0; +oo| de f:x — =

[ Théorime existence &une primitive |

Toute fonction dérivable sur un intervalle |
admet une primitive sur [

Mais une fonction non dérivable sur un
intervalle | peut avoir une primitive sur |.

La fonction X — X n'est pas denvable sur
[0; +oo| car mon dérvuble en 0
Mais elle admet sur |0; +oo0| une primitive qui est

F 4
ls forction X ~— 3 xx

Soient [ une fonction dérivable sur un intervalle 1,
Xg un réel appartenant a | et, v, un réel
quelcongue.

Il existe une et une unique primitive G de f sur |
telle que G(xg) = o

Toute primitive de [ s’écrit de la forme :
G(x)=F(x)+¢c

Glxg) = Flxy) +c= yg = c =y — Flxy)

D'oir: [G(x) = F(x) — F(xq) + ¥a|

Exemple : Soit f(x) = sinx — 1.

Déterminons une primitive F de f vérifiant
-4
F(3)=3
f est définie et dérivable sur R donc f admet une

primitive sur K.
Flx) ==cosx—x+¢

F(%]-—cn5§ﬁ§+r=3ﬁc=3+§*

D'oir: [F(x) = ~—:usx-x+:l+%-l

Ensemble des primitives d"une fonction
Soit f une fonction dérivable sur un
intervalle L f admet une infinité de
primitive sur |, et si F est I'une d'entre
elles, toute autre primitive de { sur | est
définiepar:Gix) =Filx)+ k k€ R

Exercice d'application

Diéterminer une primitive de la fonction [
suivante :

a) flx) =3x*

by flx) =L?+ sinx

a) [ est définie et dérivable sur R donc { admet
ung primitive sur B

b) f est définie et dérivable sur |0; +oo| donc f
admet une primitive sur |0; +o|.

[F{Jr] =2yX —cosx + l;l

Fonctions usuelles Formules de primitives
f(x) F(x) fix) F(x)
H] ax + k u+p |U+V+k
ax + b ;m"+h:+ au all + k
c
x" 'Ix"‘+k u'n" Lumt gk
1 u'
F —;+k F —;'i'k
1 2Vx +k u 2yu +k
vx vu
sinx —cosx+ Kk | u'sinu | —cosu+k
COS X sinx + k u' cosu cinu + k
1 -I-l':ll‘::.t tanx + k u' tanu + k
= — cos i

MEOUNRMNAINS
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Exsrcices d application

1) Trouver la primitive F de la fonction [
délime sur B vénifiam la condition donnde

wfix)=3x"-2x+2 F()=
b f(x)=x*-Sr+1 F()=2
flx)=2x"=5x*+3x-2 F(0)=-1

2) Calculer les primitives des fonctions
spivintes sur | :

A fi=—s I=R

b fix)=(3Ix*+1)x*+x-2)" =R
Of(x) == =25

J) Prumitive nécessitant une transformation
Buumple. Sait f(x) ==

Onpose: uwix) =2r-3 u'ix)=2
1)~ =2
Do F(x) =3 (2VIX=3) + k

Flx) =3VEr=3 + k sur [2: 4]

Calculer les pnmitives des fonctions
slivanies ;

a) flx) = +ﬁ—$"'i I =)o +=|
hjffﬂnlﬂx——l} I=R
cjf[.t']=‘iiu[1-1t] I=R

0 flx) =252

I = |o; +ea]

21 Calculons les primitives des fonctions suivanies
sur | :
=1

a) flx)= “.;;]I' I=R
Soii ul',.t'.ll—.r -x+3 uilx)=2x-1
- u'la} :
.Ir[ ] ,[l-l'-.t-]r' ulir) Fr[m (-F)z_i+k

Flx)=

r_"!-H: sur B

M) =3x"+1)(x"+x-2)' I=R
Soit u(x)=x'4+x-2 uix)=3x*+1
flx) = u'(x) x u'(x)

prim(u'u® }=E ek

F(x) =%I{x’ +r=2)"4+k surR

Of() ==  I=]2s]

Soit ulx)=x+5x—-6 u'(x)=2x+5

fix) —-ﬁ prim( =) = 2vii + k

Flx)=2vx? + S5xr =6+ k sur|2:5[

3) Calculons les primitives des fonctions :

a flx) == +——\."'f I =]0; 4|
1

[(x) =;”ﬁ+;"ﬁ—ﬁ

prim(z) = 2VE + k u prim (5) = 1 + &

Fix) :%:u: y N +;:[—%}-:-ﬁ+k sur |0y 4-oof

Comaclion

1) Trowvons la prnmitive F de la fonction [
a) f(x)=3x*=-2x+2 F(0)=
Flx)sx'—x" +2xr +k
Fll)=3=k=3

[Fix) = x* —x* + 2x + 3|

M) =x=5x+1 F(1)=:
F{:'}=—:—:'*-?-ﬂ+:+k
F(1) —+:-§+ 1+k= -:*+ k

F:l]=§-=-§+a=§=.h=z

i ' 2
F{x]E;I]-TI' +x+2

+

F0)=—1o=k=-1
Flx)=2xt =200 4202 — 20 -1

Fix) =§\";-f;-—1' 24+ k sur |0; 4+

bMfix)=2(3x=1)* I=R
Soit uix)=3x-—=1 u(x)=3

fix) =§ﬁ< I(3xr—1)* =%H u'(x) % u*(x)

Fx) =Tx-u®(x) = (3x— 1) +k

F(x) =$(31—~ 1)+ k surR

clfl::}=sjn{§—lt} I=R
Soit u(x) =5-2r w'(x)=-2
fix) =Tl_. b [—E}sin(%-— l"_r) = v—%x u'sinu

Fix) =§rns 5= 2x%) surR

D=2 d= 04l
a" | 1
ff”-“**a.a W =3T3 %

2
Fix) =;.!r‘T +-;1 +ootk sur |0; +oo|

MR NARwS
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Définition

On appelle logarithme népérien la prmitive
de la fonction x — % sur |0; #oolet qui
prend la valeur 0 pour x = |

O Ls mote - In ou log,

Soufixd=Inx

Ona:D;=]0;4=| In1=0

vxe |0 +elling) = %

In X exbste o et sealement =i X > 0

[ erpritets |

Pour tows nombres rdels strictement positifs
X #l Vi o
~In(x)<Iniy)=x<y
"h[l}tlﬂ{rlnxnr
Infxj=0=x=1
{Im’:} =l=x>1
Infx)<0e=x<1
Por tous nombres réels stnciement positifs
aetbar € Qona

= Infla=b)=In(a) = Inih)
- In(a’) = rinfa) In(va) = %lu{u}

~Mn(3) = n(a) =In(b) In(Z)=~In(a)

Exerrice | L'application

Déterminer I, dans chacun des cas suivants -
ab fix) = In{2 = 3z} bi f{x) = In]x + 5|
) fix)=InyZy=1 di f(x) = In(x*)

a) flx) =In{2—3x)
[ exisie si et seulement s 2= 3x > 0

2->0er<s | = |-ms

b f(x) = Injx + 5|
[ exivie i et seulement 8 x +5 =0

D, = R\[-5)
chflx)=Inv2r=1

[ exisic wi ef seulement s 2v =1 > 0
1

r+5z0c 2 =5

Zr=1>0s2 x>

d) f(x) = In(x*)
[ exmie si et senlemenl s x = 0 |0, = R\[0]

Dirivde e z fonction In (1) et In{|u))

Soit w une fonction dénvahle sur un intervalle |
tel gpoe - ¥x € fufx) =0

# Lafoncuon x = Jn{u) est dérivable sur [ el
ofa: [Iniu)] = 5':

7 Lafonction x = In(|u]) e dérivable sur |
etona: [Inllul)] = -;r
Laempls
Caleulons [7(x) : 4} [(x) = In{x® = 3x + 2}

by f(x) = |n[l_':j'} ¢ fix) = Injl = x|

a) f{x) = ln{x® = 3x + 2)
b, = |=um; 1{U]Z; +en| .fl:ink‘m;hk sur {3,

VIEDIFII:I]—M‘ F[rl-——ﬁ

e [ (e T LT

by filx) =

.'-J|L|E;+iﬂ|
2a=1y"
[ est démvable sur Dy Wx € Dy ['(x) = lﬂ-

fix)=

fe=THIin=1})

) f(x) = In]1 = 3x| Dy = m.[;*}

i=nis il e |
=qrel III}: .IJ:-II

YrED ['lx) =

Exproice 2  application

Samplifier bes exprossions suivanies |
A=In3+In:  HB=In5 +In5+1nVs

C=1In{2+vV3)+In(Z=43)
E=zlnB+nl6—In24+In32—In6td

F=Inv135 4 lnav75 = In15 = InvZ7

A=In3+ni=ln3=In3=0
B=n5"+In54+InyS=2In5+In5 + Einﬁ

T
A = ;Ins

/) 4 In(2 = 3)

C=In[(2+¥IN2Z=VI)|=In1=0
E=In8+Inl6—In24 +In32 = In &4

I EnlhalE

= 24una

|E 3in2 =In3|
F=Inv135 +# Inv75 =In 15 = Iny27

F = In|3¥T5] + In|5¥3] = In 15 = In|3v3]

C=In(d+ v

n-=1nB-In3—InI'-lui

F-lnll:E:i'lj} 1n"1 —InlE In3
F=-;I||5+;'lr|-3-ln3 —-tnﬁn-lns

n-n-u.'-i:-‘

Sait u une fonction dérivable sur un imervalle L
La fonction % admet pour prmitive sur | la
fonction - Inju) + k

M2 2aTSEq0008
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Egpmice application

Deéterminer une primitive sur | de f

AI,H:E‘}=£— i=R

bl [(x) = tan x l=|-;.'1|
ul“l}_ﬁm i=R
alj’[:}#-—f:—l =R
Sonu(x)=xf+ 1 u'{x) =2x

flx) = E‘Lf{ dose Fx) = Inju(x)] + k
¥rERxi+1>0 don
[Fx) = In{x* + 1) + &k sur &]

b f(x) = tanx = =2 r=]-%

Soatulx) =cosx  w'ix) = —sinx
fix)= ‘.'.'ﬂ done: Fix) = =Injcos x| + k

¥rE l—:.:l.ﬂlil >0 dou

-Fl.:}= -Il'll:l'ﬂ’ll} « k sur .—._:ﬂ

tlf[t}r—' = i=R
Smlu[.l]-.r -2r+13 Wiry= 2y =12
flr) ==2x 22 done Fix) =—In|u[r]l+i‘

w;1
TIEI: —2r+3 >0 J'mi

Fix) —vln{.:" =2+ 1)+ k sur R

{ Bkl wonrreciacen eremypdy o [iines )

[T

[T ¥

;’11—...;“- =3 = ]I:':l— [] =1 = u! I = I]
i w: il
§=aaF [—1

d) I'I_l_:%ﬁin{:—l] Soily=x=1

i=g=]l=gy=sus+] sixr—=2 alorswu =1

lim~——In{x = 1) = lm-tﬂlntu} = lim(u + ;;‘:"."_"T*

Ilm{u +1)=2 rlllm—— 1 dung

lllﬂ :lﬂ{l =11=

Lz nombry « £ 3 : nombry " Euler

vx € |0; +[, (Inx)’ =;': >0.

In est donc continue et strictement croissante
sur |0; +o|, Par suite elle réalise une bijection
de |0; +o| sur &

Comme | € B, I'équation Inx = 1 admet une
unique solution dans |0; +e|.

On désigne par e cette unique solution. e est
appelé le nombre dBulerctona: e = 2,718

€ n'est pas un nombre mtionnel.

Ine=1 Ine"=rine=r
Ina=be=Ina=Ine® (aveca >0)

Bxemple Inxr =2 = Iny=Ine’ = x = ¢*

Les Gecites wouelles

M, In(x) = 40

.IL'S'- in(x) =

Injx)

lim —=0* lim xin(x) =0~
] r=[*

lﬂ[l'n . F = i~ -
,l.!..i_:r 0 ;I!-'E-I In(x}=0"({r Q)
Im{z) _ . Injzet)
=1 2=1 L yg:ll- L =1

Calculer les Himtites sudvanies
a) lim (lilnr} b lim (x =Inx)
p-=n* 1

=kl
<) lim 22 d) lim —In(x = 1)
[=am E=l g ¥=2

Uoreigé

2 lim (3 +lnx) = lim (2220 <2<

1Lm(—+|n:]|= $m
=g 8

b lim (x —Ilnx) = mn:u-—],-mu-n]
=

[ lim {x =Inz) = =
[N

Eruds de s fonction In
Soit f(x) = Inx et (£) sa courbe représentative.

0y = 0; 4| Jim f(x) = 4o Il_l:i_ﬂ:ﬂ:-«-

N {(x) = == done la droite (D):x = 0 est une
asywiptole verticale & (€ ).

Inll'r

.Illﬂn In(x) = 4o et Iim =07 done ()

adimer une hianche puruhlllqul.' de direction (o1
wu voistage de +o9,

[ extdérivable sur |0; 4] et f'(x) = :—

vx € |0; +om|, [(x) > 0 done [ est sinctement

crotsante sur |0; 4w,

Tableau de variation

- I‘u 1 "o
izl + +
*

_..-""H

fir)

2267 F840 408
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- Tangente de (€ ) ou point & sbacisse x = 1
(Thy=["(1)(x—1}+ f(1)

(T):y=x-1]

« Tangente de (C; ) su point d'shscisse x = ¢
(Thy=["le)x—e)+ f(e)
(Trhy= (x-e)+Ine=2x-1+1

(T:y=zx

Cowrbe (C;)

]
a

Equations - Indquations

Pour eésoudre une dquation o u(x) = In v(x)

F  Untrouve 'ensemble de validile D, de
I"équation en cherchamt I'ensemble des réels
x tels que - u(x) > 0et v(x) > 0.

»#  On résout dans D, I"équation : u(x) = v(x)
Cesteii-dire qu’on la résow dobord dans B
et qu’on ne garde que les solubions qui som
dans D
Inja) = Ilnfa) =a=b aveca>0etb >0

Pour résoudre une dquation In u(x) > ln v(x)

# Un wouve |'ensemble de validité Dy, de
I"équation en cherchant 'ensemble des réels
x tels que - u(x) > 0 et vix) > 0.

#  Un résow dans D, "égquation : u(x) 2 v(x)
Cestedi-dire qu'on la résout d"abord dans B
et qu’on ne gande que les solutions qui son
dans D
Injg) =lnja)=azbavwca>0eth>0

‘s d applcatim
Résoudre dans R -

aj{x =2)In{x -2} =0

biln{x + 1)+ Inir —2)=In{3x - 5)
cilnix=31<In(2x+ 1)
din(3-x)+In2—-2In(x+1) 20

Consigd

glfr=2)In{x—2) =0
D.=lreRx—2>0]= ]2 +m|
(r=2)n{lz=2)=0=s=2=0ou Inlyx=2) =0
t=2=le=x=3
nfz=2l=0=hir=2)shle=r-2=1=

biln(x + 1) + In(x = 2) = In(3x = 5)
De=lreRa+l>Ba=2>0¢t3x=5>10]
D, =]-I;+m[n]2;+mInE;+m|= |Z; 4]
Infx + 1)+ In[x=2) = In{3xr=5)

In[(x + 1)(x = 2)] = In(3x - 5)

P mf=lzir=5yr=4r+1=0

A= 16=12=4 x,=1 x,=3

elln{x=3) = In(x + 2)
Do=lreRr=3>02r+1>0)=]3; 4|
mir=3<in(Zr+ 1) = x=322r + 1
r=2r€£3isl =2 =4 xE |=4 +wm|
Sl=|—4:+W|ﬂ13;+M| Sp= 3; |

din(I-x)+In2=-2n(x+1) 20
Do=(rERI=x>Bha+1>0]=]-1,3
In(3=x) +InZ2=2ln(x +1) =0
In[2{(3=-x)]znfix 4+ 1) = HI=x) 2 (x+ 1)
P rdr=5<50=x€[=51]

Sa=|-1:3[n|-5:1]

Logarithme de basz a

Soit a un réel strictement positil et différent de
1. La fonction logarithme de base a est la

fonction notée log, définie sur |0; +o| par:
in s

log, = —

ima

La fonction logarithme de base 10 est appelée
fonction logarithme décimal. On la note : log,

¥x € [0; +=o| , log(x) = log,, = e

log (10) = L:log (1) =0

002675849095
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LA FONCTION EXPONENTIELLE

On sait que la fonction In: |0; +oo] — R est
continue et strictement croissante |0; oo,
Done la fonction In admet une fonction

réciprogue definie sur B
Cette fonction est appelée la fonction
exponentielle.

La lfonction exponentielle est la lonction
réciprogue de la fonction In.
Elle est notée exp

Pour tout réel x, on note : exp(x) = ¢*

exp: R — |0; +o| vxeER e >0

X —

—

Pour tout nombre réel a strictement positif ¢l
pour tout nombre réel b on i ;

» Ima= beoa=eb
> Ina>b=a>e"
' » lna<be=a<e"
| t*“":a ﬂlu(e“]—n |

Frrrrreeres

Pour tous nt_lm‘l'n"u.»r rf.'d-. @ LI bh.ona:
']

r e'=e¢e
r e"<e'=a<bh
> e }ehmabh

esa=h

Pour tous numhru-. rm.h a et b onac

Exproice d'application
1) Simplifier

A= E_’.Lns = tin"w—lnﬁ = Elnu-l}{,-ln;
2) Vérifier que pour tout réel x:

a) Infe*+1)—In(l+e *)=x
hje'f—e‘”+%:=ﬂ

3) Résoudre dans [ :

illE"I+]="" h:lt'zr—“i-EI+3=ﬂ
cle"3+%52 dy3e* —Te” "+ 20> 0

4) Calculer les limites sulvantes :
E

a) lim =——

b) lim (x —e*
r—dm 5t +3 ]l—-+nﬂ[ ]

In(1+e*)
‘,l

¢) lim— d) lim
X—+=00

ljﬁmplﬂmum
=¢™ =5 =125
In2+ins L,Infli:l =10

A _ EJIHJ

B=e¢

C = Eln[r-l:le-ln_: = E.Int.t—lj-lur = Elﬂﬂ?\l

=

¥

In(axb)=In(a)+ In(b)| ¢ =a

In(a™)=rin{a)

= Pl f_’"" - E|||-I!l

In{'—J = In{a) = In(b)
¥

> et xel = perth
r -:% = g*b
(") = e
- % =g b
Limites
- ,1_‘.'_1,”‘=“ :lj_tumﬂl = 4w

» lim == +w lim xe* =0
X—=+m X X—+=in
W ==
> limTt=1 lim 2
-0 X -0 X
» lim x"e*=0 (neN’)

X =

2) Vérifions que pour tout réel x :
a) Infe*+1)-In(l+e")=x

In(e* + 1) —In(1+ ™) = In(—=)

14—

1
et _ e*(14)  ef{1+e°T) = o

1+~ % 1+e~* 14e =%
Donc In(e®* + 1) =In(1 + e *) = In(e*) = x
hie"—e'z"+1!—:-‘-= 0

1=r" -x -1 ry  =2x
=g T ="+ (1l=2")e

=g T mg e =™ =0

- =
P i

it

=X =3 |--l'4
Dongc g™ =g + Tl =1

3) Résolvons dans & :
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g)e* =4
£I+3=‘iﬂ£’1+]=£'". =I+3=]ﬂ4

ox==-3+In4 Sa=(—3+1In4)

b)er* —4e* +3=0

Posons X =e* X >0

Onadonc: X*—4X+3=0=X=1ouX=3
Y=loef=laor=0
X=leoe*=3ex=In3

S = [0; In3]]

-3 E{
c)e” +3=2
er_3+%52=e"_3£é=lne"_3 Eln%
=r—3<-Ih2ex<3i-In2
= x€E|-»;3—-1n2]
[Sl= ]—m;fi—ln.'i!j[

d3e*—Te *+20>0

e~ (3e** -7 4 20e¥)>0
VxER e™* >0

Résolvons 3e¢** 4+ 20e*—7 =0
Posons X =e* X >0

3x3+znx—?nuﬁx=—?m;x=§

4) Calculons les limites sulvantes :

Ief=2

a) lim

X—+#0 S5éT4+3

Posons X = e" six —= 4o alors X — 4o

li 3e*=2 l ix=2 l 3x |
y=pm Sr¥ed X=dm 5X+3 K== 5X 5
Je'-2 i
lim ==
r—+o 5e%43 5

i P
b) lip, (x—e%)

; et
Jim x (1-5)

lim (x —e*) =
X=+¥oD

. . et
lim x =teet lim {1 ——) = —o
X X —on X

lim(x—e')=—om

I—+m

Donc

sin 2x

c) lim ——

x—0 1—ef

sin2x . sin2x 2x
= lim x

- ZIx

e

sinly

1=t

1=l 1-¢

lim

) s
= lim —2 x =
x—0 F

[ bt |

Done

d) lim 2222

X-—
Posons X = e* six = —oalors X — 0

In{1+e¥) Inil+m_

-2

36" + 206" — 7 =3(e" + 7)(e* —3) im_ = lim 1
VIER+{"I+?:-"G Ini1+&%)
1 1 "It‘l _"' = .I
ef—s>0=e'>s=x>—In3 T
[5; = |=In3;+w|
Dérivée et primitive d'une fonction exponentielle

»  Siwuest une fonction dérivable sur un Correction

i » U e ] 3

In:m:villtrl i]urse est dérivable sur [ et 1} Calculons la dérivée de la foncti f
: [,E_:J =ue ; - ﬂ}f{x]=l?'l.+1 Dr=R
» Soitu est une fonction dérivable sur un , b 23Xt 2+

intervalle I [f(xy=(-2x+1)'e™* =-—2e

La fonction u'e* admet pour primitive sur |
la fonction e",

Exprvice d application

1) Calculer la dérivée de la fonction f

a) f(x) = e~3*! b) f(x) = i
) fix)=e*Inx

2) Déterminer dans chaque cas une primitive
de f sur R

a) f(x) = cosxes™® b) f(x) = (1 —x)eZx~
) flx)=x—5+3" 2" d)f(x) = i

1+&=%

E+l

b) f(x) = e Dy = R\(2]
- z+1]" =L -3
I =[:_-z e =y
c)f(x)=e*Inx Dy =]0; +oo|

f(x)=(e*) Inx 4+ e*(lnx) = e’In.r+§

2) Déterminons une primitive de f sur [

a) f(x) = cosx =" *

Soit u(x) =sinx
f(x) = u'(x)e™

u'(x) =cosx
F(x) =e""* +k
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.b} f(x) = {l — I}EZI—;:
Soit H(I} = zx—f : u'(.ﬂ =2=2x=2(1=x)
f(.r) = {] - x}EZX-—:z =::: u-(‘r}euf.!]

F(x) =22 4+ k

o flx) =x—=5+ 3!
f(x) = x=5+=x (~2)e~2x*!

F(x)= é:r2 —5x — ;e'“*’ +k

'!'1.

d) f(x) =
Sotu(x)=1+e¥ u'(x)=2e%

ix Iz .
I 1 24 1. uix)
f{x] = 1+e* - F 4 X 1 - F * uix)

F(x) =%In[l +e*)+k

4
1 #
e
.!T
» K
e
N
L4 “
brv(x
> ,‘.f (x)
expLX) - .
_——'—"_'_'-._ i '
~ - - - -—
2 1 ® 1 2
i
,-’ — 1%
-’.
s
e —2
o’

FONCTION PUISSANCE

Etude de [a fonction [(x) = e*
Df =R

Soit f(x) =e”

lim e* =0 donc la droite d'équationy =0

]

est asymplote horizontale 4 (Cy)

r]
lim ¢ = +wet lim —= 4w donc ((;)

T—tin T4 ¥
admet une branche parabolique de direction (Oy)
au voisinage de +oo.

f(x) = e* estdénvable sur Ret f'(x) =e*

¥x € B, f'(x) > 0 donc f est sirictement
croissante sur B

& |-oeo 0 * o0
fix) + +

fix) ,’J",

Les fonctions x ~ Inx et x ~ e* sont des
fonctions réciprogues. Leurs représentations
graphiques sont symétriques par rapport a la
premiére bissectrice (A):y = x

Soit r un nombre rationnel. On appelle fonction
puissance la fonction x — x" = "™ x>0

7 Sir>=0alors lim x" = 4w

T+

lha:lx"=l]

x—0*

s Sir<0alors lim x" =0 ; Illtlil_x"=+<.n
I

X==4an

3 2
lim x5 =+m

lim x3=0
A-edon =0+
1 1
lim x"2=0 limx"7=+4w
=400 -=0*

# Lafonction x — x" est dérivable sur R, et
sa dérivée est la fonction : x — rx™ 1,

# Soitr = —1. Les primitives sur R de la
fonction x — x* sont les fonctions

1
¥ —x*' 1Lk avecke R
r+l

# Soit r un nombre rationnel strictement
positif.

lim 220 limx Inx=0
1" l_.nf

'j
lim —= 4w
E—=+om xr

X—++on
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LES NOMBRES COMPLEXES

L. Les formes d 'un nombre complexe

1 Forme algehrigue

Definstion

Ln nombre complexe est un nombre qui 5" ecnt
sous laformez=a+ibovecac R, bER el
i*=-1

o 0 est appele partie réelle de 2
e b :estappeld partie imaginaire de 2
Imiz)=0b

- S5ib = D alors z est un réel
- Sia = 0alors z est un maginmre pur. On
note : ¥ € (R

On note : Relz) = a

L'ensemble des nombres complexes est noté C

L'éenture 2 = a + (b est appelée forme
algébnique de 2.

Expmpile! - .

Soiemt2, =3+0V5 2, =—Ziaz, =-

2

e Relz;)=3 Imiz)=+5
e Relzd=0 I'mizy) = =2
s Relzy) = % Imizg) = 0

2, el un baginaire pur e 2, estun réel

Conjugué £ un nombre complexy
Sotr=a+ithavecac® bR

On appelle nombre conjugué de z, le nombre
complexe noté Fet défimipar: F=a - (b

Expmple
=4+ liani=4=1|
z=—=iyS = F=iV5

=== f==]3
‘Théorims :

= 2 estun nombre réel s1 et seulement sk F = 2

= 7 eslun Imaginane pur si et sealement 51
I==z

* Siz=a+ibalonzF=a’ +bh*

o y4T=12Ne(z)etz=3=23m(r)
Propriftés

Pour tous nombres complexes 2 el 2. onn:

7 = 2 ..
1+7 =747 = f.)=;{z=m
IZI [ | —

=Ixz . ="
(n € I)

Opérations

Soientz=a +thet 2’ = a' + ib' deux
nombres complexes. Ona:

s+ =(a+a")+i(b+H")
rxz' = (aa' = bh')y+ i(ab' +a'b)

& [Pour rendre algébrigue un quotient, on
muluphe le numérateur et le
dénommateur par |'expression conjuguée

diu dénominateur.

_
- r:x'uumul&lu{;:;,

), = (z+ 2)(2z— i)

o —————

.

Metire souws forme al géhrigues kes nombres
compleses siivanes
1

1)z, = (4 4+ 3H)2-50) 2;=(2+13)

i=3
=3
gy =+ Z)Ez—t)lmvxcz =1+ oI,y E
R)

3) Détermuner le cotjuguesde = 2y =

T 2t
B =
A= = Bl

Riponse
)&, = (4 +30)(2 = 5{) = 8—20i + 6/ — L5
7, =8+ 15— 148 =23 - 14i [z, = 23 - 14i]

- .
n=(2+03) =4+2x2x&T+ (VI
=4+ 4V3—3=14+43i3

fi—3IN1-2i) I3+ —1+Ti = i
= = = E -3

b = I
27 sa=2) 1= 5 . L]

Zy=2xd 4 Qixy —ix + 2ixy =2y 4y +Ax+ 4y - 2

&y = (x+iy+I)(2x + Ziy—i)

[Z, = (20° + 4x + y— 2y%) + i(4xy — x + 4y — 2)|

Mout-Maths Tla D)
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-5 445i .‘..3-1_ J_H-f_ 2%l

1“-=T“-=:I-l r = 1 G+l 5541

Représentation gruphique Le plan complexe est muni d*un repére orthonormé

d"'un nombre complexy direct (0; if: 7). Placer les points A, B, C et D tel

1
0:zg =141 ==-=2 ==3 z=-i
A tout nombre complexe z = a + ib, on HUE=%a PEaEyTA & Ny '
peut faire correspondre un point M(a; b). Jolution
Le nombre z = a + ib est appelé Vaffixe du |y coa5iy de placer les points : A(1:1) BE:~2) €(=3;0)
point M. On note : zy = a + ib. et D(0: —1) "
M est appelé le point image de z on le nole )
M(2).
OM est appelé vecteur image de 2. On le !
note OM(z). .
e L’'axe des abscisses est appelé 'axe des ' A
réels . : *
o | 'axe des ordonnées est appelé "axe ‘l : . ) : . T
des imaginaires purs 4o

Soient A(z,) et B(zy). L'affixe du vecteur 2 -y
Echl;m=zn'2‘ 3

Module d"un nombre complexy (Exproices d application
Soit 2 = a + (b un nombre complexe. Le 1y Calculer le module de =
module de z est le réel positif noté : a)z=—J3 +i bz=" z=2H
lz| = vzz = Ja? + b . : e

djz=3i(-1+i0)*
Soiemt A(z,) et B(zg).

La distance - AB = |zg — 2,4

Le module s"interpriéte géométriguement en
distance.

2) Le plan complexe est muni d’un repére
orthanormé direct (0; i; 7).

Soient 4, B et C les points d'affixes
respectives : 1 — 30, 4 + 5i et =3 + 2i.
Propriétés Calculer les distances AB, AC et BC.

Soit 2, z; et 3 des nombres complexes non Solution
nuls : 1) Caleulons le module de 2

z2| = = |=z|= |- : T
1 | III I | I-Z] | a) |z] = -!."j' + 13 =44 |zl =2
l
I | "11

2323 = |23 ] x |24

hlz=51'=§—-z
L [— n
=7 =l el = J(3) 4= = 2 2] = 2
lZl=0e=2=10 Izl =1=2i=1 = ! " 1
lzy + z;] < |2,] + |2z | (inégalité triangulaire) | [z = [A24) = L0 _ f808 o7 2] ==
sezil T peml T 3@ VI3

dyfzl = Bi(=1+ 1= 13 x (=1 +D)*) = Bil 2 |-1+ ' =3x (V' =3x4=12 [lz[=12

Nouxglaths Jle 75849395/71974219
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) Calculons les distances AR, AC et BC

AB = |zg— 2| = |4 +5i—1+3i| = |3+ 8|

AB = 3% + 8° AB =73

AC = lzp =2, = |=3 + 2i = 1 4 3i| = |-4 + 5i|

AC= (-4 +5° AC =41
Argument d"un nombre

complexg non nul

Le plan complexe est muni d’un repére
orthonommeé divect (0; u; 7). Soit z un nombre
complexe non nul. M son image dans le plan
complexe. On appelle argument de z noté

arg(z) toute mesure de 'angle orenté GF—M]_
On note - arg(z) = (E:ﬁf] [2m]

Propriftés

Soient 2 et 2’ deux nombres complexes, on a

o arg(zz') =arg(z) +arg(z’) [2m]

o arg(3) = arg(z) —arg(z) [271] (2’ = 0)
o arg(z") =narg(z) |2m|

. arg(i) = —arg(z) (2] (' = 0)

* arg(Z) = —arg(z) [2m|

Détermination de angument
. z=a+ih
Solent [GH i rEl arg(z) = 6 [2m]
i a 3
cos s wl
. 2 b 1 4
EIHE-—H—?
1
On obtient alors :
cos @ =%}- el ] O
sin @ =hu] 1
l=|
Forme tnigonométrigus

; a 1 b
Ona:z=a+ ibavec fﬂSH:;ElSlﬂﬂ'::

cosf =%=: a=rcosf

sing === b=rsing

Donc:z=rcos# + irsinf! = r{cos8 + isin 8)
L écriture 2 = r(cos 8 + [ sin 8) est appelée
forme tngonométnque de z.

C=|2ze=2y)| = |=342i =4=5i| = |=7 = 3i|

BC = (=77 + (=37

Exgroice d application

Déterminer I'argument de -

ajz=1+1i biz==V3+i
IR - - = i _I—\'iﬂ.]!
clz=(=v3I+i)°(1+1) d”'_—ilﬂrl
Sofution

Détermner "argument de # -
Soit # = arg(z) [2n] @ |z| =71

Wz=14+i r=y12+1*=yZ

L

1
I.'uSﬂ=‘—:=T -
, N Em ﬂ=;[2ﬂ]

sinl=—==
L F
bz==Vi+i r= |il—n.-"§]=+t’=v'?=z
=3
cosf = 5
! e=lo="(2n]
sinft=-

az=(=vV3+DP(1+i0)*
arg(z) = arg ((—V3 +1)7) + arg((1 + ")
arg(z) = 2arg(—y3 + i) + 4arg(1 + 1)
5w w L1
arg(z) =2x —+4x_-=—+n

arg(z) =T (2]

arg(z) = arg ({—\E+ 1}3) —arg((1 +)?)
arg(z) = 3arg(=V3 + i) = 2arg(1 + )
arg(z) =13 :ET"—E KE:E—EZ I

|.1rg[z} =0 [er]| -

Forme exponentielle
On pose : cos x + isinx = " et
cosx—isinr=e" (vxeR)

z=r(cosB +isinf) = z =re'’

L 'écriture z = re'? est appelée forme
exponentielle de z.

NouegMaths Jle ]

75849395/71974219

Scanné avec CamScanner




Exemple

Donnons la forme trigonométrigue et la forme
exponentielle de z, = 1+ (et 23 = =3 + ¢

=140 |5|=VZctarg(z)="7 (2]

Donc 2y = v"f[cns:-+tsin%] = \f’-fe'%
Zy==y3i+i|z;|=2ectarg(z;) = -ﬁﬁi [2m]

Donc 2 = 2(cos =+ mnsT'} 2, = 2¢'%

Propriétés

Soient z et 2 deux nombres complexes tels
que:z=refP etz =re?

# |e®]l=1 arg(e") =6[2n)

7 elf ot = ol(@+9)) "'"": = ell0=0"
-

z _rel?® r i8-8

» i=ref =re®

n
> [9]" =e® mez
_Eiﬂ - Elfﬂf:ﬂ'}

! o _ e r=r
» re=r'e ﬂ[ﬂ=9.iznl
Formule de Morvre

YneENethER
|cos @ + i sin8]" = cos(nB) + i sin(nd)

Formule " Fuler
YneENetxeR
flf g p=in . pIF o p=ir
cosxy = elsiny =
iny =T inyg _ . =Iny
cos(nx) = — el sin(nx) = —_

La formule d” Euler peut étre utilisée pour les
linéarisation de cos™x et de sin"x.

(a+b)" =X, CLa"'b'
r:,':=mﬂ;—]_ =1 €f=1Cl=n

(a+b)' =L, Cia™'b!
(a + b)? = Cfa® + Cia®b' + Cia'b® + C3b°

(a+b) =a®+3a%b + 3ab* + b

Expreice d application

1) Donner la forme algébrigue de

z=(1+iV3)°* 2= -:---i:_':},

2) Lindariser ; cos?x et sin'x

Soliution

1) Donnons la forme algébngue de

z= (14 Vi)

Soilz =1+iW3  |£]= ‘I: +(VIHi=2

cﬂsﬂ:f_

. -
E:ﬁ_
2

Soit @ = arg(z") [2n] [
gsin# =

" = sm n
=27 z=[2e5] =2%" = 16e™)
z= Iﬁ||:ns[—§] + Iﬂil‘l{—;]: = 1ﬁ{é—j$}

1aij* . .
= :ﬁ fl' Soientzy =14+ictz; =vV3—i
" . 4
z, =VZeT ez, =267
A
o _ W3 a1 medy _ 1)
=E—=—y— = —y = - ==
=) %P meT 2 E

£ =%[ms(—-:;} +isin(=)] = ‘*‘f-t
]
g=—-=i

Pour calculer lex puissances, il ext préférable
i 'utilixer la forme exponenticlle ouw
trigonpmétrigue

Nourflaths Jle )

2) Lincarisons : cos*x et sin'x

(5]
cor'y = (2225 = 3 e ¢ e
1 x = =iz -
cos'y = ﬁ{r“' o M Tl S o Sl i |

1 . -
coslx = g[etT + 70 4 3(e'™ + 7))

el +.t‘m +3 (l" u'“)]

1
cos'x = 3l

cos’y = %[ms{."!xl + 3cos(x))

costy = %cns[.’:l:} + ;-:n:i{x}

is =ik
g = [ 3 _ ¢ i =iryd
sin'x = [——] —mn‘r e~)
sin’x = —;—‘[Eﬂ" - _ (et = ‘-u}l
_ i r‘nl_,-u; _ T

sinx = I 3( - :l]
sinx = _% [sin(3x) = 3 sin(x)]
sin'x = —%sin{Er] - %ﬂn[r]

75849395/71974219
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[1. Résolution d'équations complexes

Racine carrée d"un nombre complexy

Soit z = x + iy et U un nombre complexe. On veut
résoudre dans C |'équation 22 = U
Z2=le(x+iy)y=Uesxt—y +2ixy=U
x* —y* = Re(l)
2xy = JIm(l/)
De plus 2° = I & |z]? = |U] & x* + y* = |U]

En somme résoudre dans € I"équation 2° = U/
revient & résoudre dans B x R, le systeme :

4yt =|u|
¥ —y!=Re(l)
2xy =3m(U)

Equation du second degré dans C

Pour résoudre duns C, I'équation az° + bz +c=0
on procede comme suit

e  Oncalcule A= b* — 4ac
e  On détermine o défini par 6° = A puis on

calcule : 2, = -::d clz, = ‘:;d
= 51 A= 0 '"équation admet une double solution :
-2
%o = 2a
Détermination de o

Soit A= b? — dac

v SiA>0Dalosa =4
v SiA<Qualorso = ivV-2a
¥ 51 A€ R alors on pose : @ = x + iy avec
x*+y? =4
[:1 — v =Re(d)
2xy = Im(4)

Racine midme d’un nombre complexe : 2" = a
On veut résoudre I'équation 2" = a avecn > 2 et
a € C*. Posons z = re'? et a = pe'®
n_
"=ae e = “’ﬁ[ r=pe
Pe nf =a + 2kn
r= ',:/H
= kel
8= o + ﬁ{ )
n ]
i Tk
z=Ype'" T ke(0;1:2,..n=1)
La somme des racines mémes & un nombre complexe
estéqale a0:zg+ 2y + 25+ + 2,,_, = 0.
Les racines niémes de 1 sont appelées racimes niémes

de Cunité.

Nouxflaths Jle D

Exymple 1

Résoudre dans € |"équation z° = —5 + 12i
Solution

Résolvons dans B x [/, le systéme

x4yt = (=57 412 X' +yt=13
¢l =yl=—5 Sixi=yi=-5

2xy =12 xy=6
olr=cer=2our==2cay=3ouy=-=3

Les solutions de ce systitvme sont les couples ;
(—2;-3)ou (2;3)

[Sc =(—2-36:2 + 3)|

Expmple2

Résoudre dans C les équations :
Wet=4z45=0 Wiz2+(1=5)z+6i=2=0

JSolution
wel=4z4+5=0

A= 16=20=—4
_ d=2i

a=iy4 = 2i
— =2 22:'—:#:2-1.[

[.s'c=[3—t;z+i]|

Wi +{(1=580z2+6i=2=0
A= (1 =50 =4i(bi =2) = 1 = 10{ = 25 + 24 + Bi
A= =2§

¥ pyi=
Soiteg =x + iy =yl=p oxr=1e
2xy ==2

r=loux==]lecty=1louy==-1

wy==le=srx=lety==loux==lety=1

a=1=i

2, =-Ir5;'-1u:=a21:m=3+:

ottt o,

Expmple3

Résoudre dans C les équations :

az'=1 by 2% = 4Z(=1 + i)

Sobution

=1z =gl

Les solutions de cette dquation sont de la forme -

2w
Z=e 1 ke([0;1;2)
‘Jlﬂll‘
py=e¢ 1 =p%=1
Z2njnm an I
—— = Fa g . . Im 1 1
7y =e 7 =e3d =costisin=—c+i—
Islum [T, - -
— i L1 1 3
2,=e 1 =r'!:cnsT+lsin-]-=--.-1"T

1, .43 1 V3
SE = [l.-:+lT.—;—lTl
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bzt =4W2(-1+i) e 20 =

=T ore™ =T

r= \':E

=
8=

I A

s];

VZe'

V8

avi(

) Les solutions de cette éguation sont de la
T k=
forme : z, = yZe''T*T k€ (0,1:2;3;4;5)

-

+

ol Il

okw
L

m km
S¢ = (V2e'"* T k€ (0:1:2;3;4;5))

LML
. k% = Ze''T T ke (0:1:2:3:4:5)

1) Nombres complexes et configurations du plan

Soient 2.,z .z, et 2, les offixes respectives des poims A, B ,Cet Dt Z = %
LETEA
I ey = e\ — (AR Ar
12| = Iﬁ == arg(Z) = arg (zu-z,) (AB.A0) [2n]
Carnciérisations complexes Interprétations géométriques Configurations
I2a o et s AC = AR ABC est un riangle isocéle en

z.—ZA
D<f<m 8=

)
F 4

s (AB,AC) = +6[2n]

A

=24

Preryial & O ER)
Z est un imaginaire pur

e AC = |ylAB

—_— =t n
o (AB.AC) = t7(2n|
s (AC) L(AR)

ABC est un tnangle rectangle
en A.

Z est un réel non nul

(AB,AC) = kn (k € E)

2728 o 4= ettt *» AC=AR ABC est un wriangle rectangle
Ig=2, - {ﬂ_ﬁ..ﬂ_ﬂzl = :I:i;'lzﬂ] isoceleen A

Igmia _ 4 e AC=AB ABC est un triangle équilatéral
2524 « (AB,AC)= i-‘;-[zn]

L _-a (aeR) Les points A, B et C sont
Ig—=Iy4

alignés,

In=—Iy . In—=21g

: =a
Ic—2Ia Ic—Im

(a € R)

Les points A, B, € et D som
cocycligues.

Egproice]

Soient A, B et C les points d’affixes
respectives : 2, = —1 + hﬁ.z" =2e

Zp=—1- I\"Ili

Montrer que : 25228 = 1 4 | X2 | En déduire
Ea=Zy 2 F J

la pature du tnangle ABC,

Exgroicel

Sorent A, B et C les points d"affixes
espectives 2y =—2+i,z2g =2+3iet

ze =4+ 40

Expreices d application
Expreice)

On considére les points : A(=2i) . B(7 — ()
C(8+ 2i) et D(—1 + 51)

1) Placer les points A, B, C et D dans un
repére orthonormé (0; i; V)

Tnp=X p .
2} Calculer ;3-;"-ct en déduire la nature du
=ia

tnangle ABD.

tracera.

Montrer gue les points A, B et C sont alignés

Nour Hlaths e D

3) Démontrer que les points A, B.Cet D
appartiennent i un cercle (C) que I'on

75849395/71974219
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Solution
Exproice]
Munlm{mqm:ﬂ——+ I‘L—:l

T4-2p z

I—zg _ =1=ifT=2  =3-iT _ (=3-iT3) _ &+aiT
Tp=zg  =L4iI=2T =343 w3z | 12
=z l+iy3 1 4T

e ] - 2 . ; ET

Done 222 = L4 :j

Ia-zy I
Nomre du tnangle ABC

? o
e _+t"—-e:

2y~2g I

Done le tnungle ABC est &puilatéral.

Exprice2

Montrons que les points A, B et C sont alignés

Tp—Ig _ AHA={2430) _ I+l (2ei}{=4+20) _ -10
Iy=Ip =14i={2+3i) —d=2 e d 0
Ir—1Ip 1

i _lem

1] 2

Done les points A, B et C sont alignés

Exproice3
1) Figure

2) Calculons =224
Ig—Ia

Ip—Tg _ —Ll+5i+20 _ =147 _ (=1+7{)7-0) _ &
Em=Iy  T-i+21 T+t 50 = B0
In=Xy _ i

IE*IA- ’

Nature du tnanele ABD

In—Iy 5 11 . s »
—— =1 =¢'7 donc le rangle ABD est isocele

Ig—I4
rectangle en AL

3) Démontrons que les points A, B, Cet D
appartiennent i un cercle ()

-, Ep—I
E':ﬂLu]tm:. —_—
2c—2, " Ip—ig
= Iﬂ-la
Soent @ = et =
Ig=In
0, = In=Iy _ —1450+2i _ =147i _ (=147(}{2=i)
= A= =

Zp=r,  B+2i+Z B+l

1+3i

HI+(2Z=1)

Q=

=145f=7+l =B +6i { B4al){1=31)

B+Zi=T+{ = 1+3i 10

In—=In

Q:= .

Ir=IR

Io~%a . Zp"1p ER

=Xy Ir—In

Donc les points A, B, C et D appartiennent a un
cercle (C)

Centre du cercle (£

Soit | le centre du cercle. | est le milieu de
I"hypoténuse du triangle ABD.

zp+Ep  T=i=1+51  6+4i
= = =

2 2 T2

=3+ 2

Fropriftés

=  ABCD est un parallélogramme signifie que :

L] _ZE-—Z"[:ZE_ZD

s Les diagonales [AC] et |[BD] se coupent

en leur milien

7 ABCD est un losange signific que ABCD est

un parallélogramme et (AC) L (BD)

# ABCD estun rectangle signifie que ABCD est

un parallélogramme et AC = BD

7 ABCD est un carré signifie que ABCD est un
parallélogramme et (AC) L (BD) et AC = BD

Expmple

Soient A, B, C et D les points d'aflixes respectives

=14+ 03 =3=0iV3+iet1=iV3
1) Montrer que O est e milicu de [AD] et [BC)

2) Caleuler le module et argument de i—:.

3) En déduire Lo noture du guadrilatére ABDC.
Solution

1} Montrons que O est le milien de [AD] et [BC]

=14+iT41-I¥T
Ona

. ZatIn
¥ b 4 - »
g+ Ie =W I—i4v3+i

=0=z;el

=0 = z, donc O est le milieu de

2

[AD] et [BC]

Nourcflaths gle )

75849395/71974219

Scanné avec CamScanner



2) Caleulons le module et Margument de :—"
"

Ta
]

=4l 2
=—=-=1]

leml 2

arg (32) = arg(z,) - amg(z,) =

.1rg{i—f]=::+!'_’=2=3:;_-

L L L]

3) Déduisons la nature du quadrilatére ABDC

¥ D'apres 1) les disgonales [AD] et [BC) se coupent en
levur milieu O

== Y De plus d'upeés 2) OA = OB et (O, DA) = =% +
?:4* 2kn 2kn ¢'est-b-dire 0OA = 0B et (0A) L (0B)

|:_4 =1et ;lm(ir—:)='§+zk" (ke

Done les diagonales [AD] et [BC) se coupent en leur

miliew, sont perpendiculaires et de méme mesure.
Par conséquent ABDC est un carmré.

2) Ensembles de poinl ou lieux géométrigues
A et B sont deux points d affixes respectives z, et 2, © M est le point d'affixe z, du plan.

arg{::—"';-] =kn (kel)

Ensemble (E) des poinis Interprétations péométrigues | Nature de I'ensemble (E)

Miz) tels que :

Imtal =g AM = BM (E) est la médiatrice du

k=28 segment [AB].

—2e R’ ou (MB;MA) = kn (k € Z) | (E) estladroite (AB) privée
" des points A et B

arg(z52) = [2n1]

(E) est le segment [AB] privé

I=-T b
arg(=2) =< [x]

=2 Col mantia i:HE;Md:l=H[2ﬂ‘]

z‘__‘: est un réel sinctement des points A et B.

néganf

I=I4 N B

p— est un réel stnctement . ) o

positif (MB; MA:] =0]2n] (E) est la droite (AB) privé du
i segment [AB]

:::; =yi(yER)on (MB; MA) =% ] (E) est le cercle de dinmétre

[AB] privé des points A et B,

lz—z4l =r (reR™)

MA=r

(E) est le cercle de centre A et
de rayon r

Exproice 4 application

1) Déterminer I'ensemble (E, ) des points M
)=g+km

d'affixe z tels que : arg(
(k €X)

=1=i
=54

2} Soient C et D d'affixes respectives - (et 1
Pourz=ietz=1ona:

M=D,

HFE[:-T;] =(MBMA) =0+ knavecM =Cet

Done Mensemble (E;) est la droite (AB) prive de

Coet I

2) Détermuner |'ensemble (E, ) des poinis M

d’affixe z tels que : arg[-:-_—i} =0+ km

(k € Z)

Réponse

1) Sotent A et B les points d"affixes respectives :

l+iet5+ 4

Pourz=1+ietz=5+4 ona:
arg(:‘:_::_} = (MB,MA) =;+ km

Donc I'ensemble ( E, ) est le cercle de dinmétre

[AB] priveé de A et B.

Nourgflaths gle )
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Utilisation de la forme alpébrigue
Exgpmple]

Onpose: 2= (z—2)(Z+ ().

Sout les dentures algébnques - z = x + (y
avec x,yréelset Z = X +i¥; X, ¥ réels.

1) Exprimer X et Y en fonction de x et y.

2) Trouver alors les ensembles suivants ;

E,: ensemble des points M(z) tels gque Z soil
réel

E,: ensemble des points M(2) tels que Z est
uaginaire

Expmple2

On considere un nombre complexe Z tel que :
2+2

241
a) Déterminer la partie réelle de Z et In partie
imaginaire de Z
b) Déterminer ["ensemble des points M du
plan tel que Z soit imaginaire pur

Eguation de cercle - Equation de drotte

» L'expression: (x—a)* + (y—b)*=1r*
est |"équation du cercle de centre A(a; b)
et de ruyon r.

|n]'ﬂ_i' CETHaImS Cas f\mr avmr oetie fw”.ﬁfﬂﬂ' ll‘;ﬁl”'
abord trouver la forme canonique des expressions ;
x? +ax et y* + by

Soit P(x) = ax?® + bx + ¢. La forme

F 4 z_
canonigue de P(x) = ul(r + :-—u-) - h'TT" |

# L'expression:ax +by+c=0es
I"'équation d'une droite.

Reponse

Expmple 1

L=(z=2){F+1i)

1) Exprimons X et ¥ en fonction de x ef ¥
Z=(x+iy=2)x =iy +i)
I=x"=ly+xitirv+y =y=2x42iy=2
Z=('=2x 4y =y)4ilx+2y=2) =X +1i¥
X=x'=2x+y' =y etV =x+2y=2]|

2} Trouvons les ensembles

Lesinkel =ox+2y=2=0

Done |'ensemble E; est la drose d*équation x 4+ 2y =2 =10

ZEiRex=2x+yt=y=10
.t:—lr+y‘—y=ﬂ==|[:r—i}:—1+{y—%)-—-—={]

oG-+ (y=1) =

rd

5
1
Donc |"ensemble E; est le cercle de centre A(l:%} el de

5

rayon r =

Exemple2

- Z+2

S
a) Déterminons Re(Z) et ImiZ)
Somz=x+iy (ny)=(-10)

_ x—iy+2 _ (xeZ—iya+leiy) _ ri+3xeyie24ly

-

T a-ly+l | (1P (x+1)7+y°
_ xl43x+yi2 _ ¥
HE(-Z}"' "*1‘11‘?; Elnm(z]'“il}z+f

b) Déterminons 'ensemble des points M du plan tel gue &£
001 UNOEIRNEe pur

.t't #1x oj-:i-:

LZEIR = Gairey? =0avec (x;v) = (=1:0)
1"#!]1}':-; - 2 -
Gailieyt =lexr+3x+y +2=10

| R S |
= ('I Nt :) Y=
Dunc |'ensemble (E) chercheé est le cercle de centre
A{-i,: 0) et de rayvon r = éj‘l‘!’ll'lf du point B(=1;0)

3) Transformations du plan

Trundation de vectowr

Soit U un vecteur d’affixe b. Considérons tg la
translation de vecteur ii.

Symétrie centrule

Soit A le point d"affixe 24 et 54 la symétrie de
centre A

M
o) = 2 e | SO0 N
MM =1 / AM = MA A w
2'—z=bh ] " 2 -z, =z, —2 v -
Z=z+h ol [z = —z+ 22, 0l
Nousgfaths gfle D 75849395/71974219
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Soit r la rotation de centre {1 d"affixe w et

d angle 8,

r(M)=M'

OM' = OM
(M, OM") = 8[2r] "
(

= R B

arg (:'-m} =o[zn] "

L=

2 =t

= =e? =2 —w=(z2—w)e"?

=i

2 =(z2—we'? +w

Cas particulier

Si la rotation est de centre O et d'angle #
]

alors |2" = e'2

Toute transformation du plan d'écriture complexe
z'=az+blaeClal=1,beC)estune

rotation d'angle & = argla) et de centre 0 tel gue ;

b
zﬂ:lw—n

Exprice d'applicati
Soit [ une application définie de P vers P tel
que - 2’ =%(1 —i\ﬁ]z—' V3 +i.

1) Caractériser géométriguement [ .

2) Soit A le point d"affixe 1 + (.

Déterminer |'affixe de B image de A par [

Reponse

1) Caractérisons géométriguement [

z*=§{l —iV3)z—V3+i
u=%(1—hﬁ)

done fune rowtion. # = argla) = 1?" [2r]

b=—V3+i |aj=1

b —TFH
t-a = 12{1-iy3)
Par suite [ une rotation de centre n(2i) et
d angle IT'

2) Déterminons "affixe de B
zg=2(1—iV3)zy — VI +i

zg=2(1-iV3)(1+ ) V3 +i

2i

ip =

| I=43
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CALCUL INTEGRAL

Définition

Soit { une fonction continue sur un intervalle I,
a et b deux réels de | et F une prmitive de 1 sur L

On appelle intégrale de | entre a et b, le réel noté
j’: f(x)dx et défini par :

1Y Flx)dx = [F(x)]% = F(b) - F(a)

Siglx) = j": fit)de, alors g'(x) = f(x) et donc
g est la primitive de I qui s"annule en a.
Exemple © Culculer :
A= [/(3x% + 3)drx

_ e
B=]_, X

Wt
C= Esin:dx
Réponse

A= [[(3x? + 3)dx = [x? + 3x]}

A=(1P+3x1)=(0"+3x0)=4 &

-
_ - ol

E—J-_lmd.t l._\\'

Soit f{x}—{ 1+:F

f admet une primitive F sur [—1; 1].

Posonsu(x) =x*+1 w'(x)=2x f(x)=2

F{r}=—I!—lﬂ+c

1
1 1 1 1
= | = —-__.—+ = e
| Hﬂl-l (=1F+1  tH41 i

" -
€= [isinxdx = [-cosx]} =

=0

1
Fd

- l:us% +cosl)

. ¢
C==S+1

Bropriétis

Soient f et g deux fonctions continues sur un
intervalle | avec a et b deux éléments de |

[ffdx=0 [} f(x)dx=- [ f(x)dx
[P(x) + gx)dx = [ f(x)dx + [ g(x)dx
[2k f(x)dx = k [} f(x)dx (k€ B)
Relation de Chasles

Soit f une fonction continue sur un intervalle |

avec a, b et ¢ des réels de |

Ji fxydx = [ fx)dx + fy f(x)dx

Expreice d'application
1) Calculer A = J':‘Ld.t + j:%d:
2) Sment les intégrales suwantes

I—rsln*xd_: etf = J'_n“ ~dx

a) Calculer ] + 2] et 2] — | _.\45’
b) En déduire les valeursde let). "
Répome J‘_-S'

-

| }Ealculuns A

& 2x#]
-rl l.t +:} d‘r+-f| {,.”3‘”
x* 2x41 _ irfs2zn
A= J' [lti-l}' (re1}s dr-jl xh.’rnld'r
A:_I'l lde=[xli=2-1=1
2)a- Ealculurls I'+2] et 2} -1 "
1+2) = _r‘sinxmrur‘“” E
“ u
1+2] = I—[sm x+2:mrr]dr i
- M
l+2!-rlsin I+£ﬂ-51.t']d_'.t' "EE
o =
:+z;-j'tdx_ix]’—3 n=§ : ,'1
r-=H“
2;-f_2r‘“"dx—j'stn x dx -

2j=1= j’g[cns x —sin x|dx = IEC‘IJE 2x dx
-
1, T 1
2/ —1=|-sin2x|" =—(sinm —sin0) =0
| Lsm ]_ﬂ 2{sn sinl}

b) Déduisons les valeurs de | et ).

1+2) =" ) N
2 47 =2 =x
{—Hz,-'-—nm" 1 =1=5%
I=2=2x>=% [I=%et]=2
Interprétation graphique de I'intégrale

Soit f une fonction continue et positive sur un
intervalle [a; b] et (C;) sa courbe
représentative dans le plan muni d'un repére
orthogonal (0, 1, ]).

_r: f(x)edx est l'aire A (en unités d'aire) de la
partie du plan limitée par la courbe (€;) I'axe
(OI), les droites d'équations x = aetx = b.
On le note aire du domaine défini par -

asx<h _
0<y< f(x) wa=0Ix<0]
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Le plan étant muni d'un repére orthonormé
(0;1.7) (unité graphique 2cm), aire A du
-1<sx<-1 1
D<y<e ™t W
M = _f_ll etdx x wa #ﬂ-—"
avecu.a =2 x 2 = 4cm’ ¥

domaine défini par

=le*]L x4=4e-2) A =94cm’

Si f est négative sur [a; b| alors
A= I:[—f[.r]]d.t {en unité d'aire)

Propriftés de comparsison
Sotem [ ef g deux fonclions continues sur un
intervalle [a; b]

# Sif=0sur[a;b]alors [* f(x)dx = 0

» Sif = gsur|a; b)alors:
J3 fxdx < [ glxydx

Soit f une fonction comtinue sur un intervalle
la: b],  met M deux nombres néels :

» Sim < f< M sur|a;b|alors :
m(b—a) < J':f[.r}d: < M(b—a)
» Silfl <M, (M = 0)sur |a;b], alors
|2 rdx| < M(b - a)
Crest Vindgalité de la moyenne.

Valeur moyenne d"une intégrale

[ est une fonction continue sur un intervalle
|a; b].

On appelle valeur movenne de f sur |a; b, le
il g = [
nombre réel p = b_u,L [lx)dx

Exproice d application
1) Démontrer que :
a) o (x* + Lydx 2 [ 2xdx b):s< |,

2) Sait f la fonction définie sur | par :
f(x) = x — sinx.
Calcule la valeur moyenne de [ sur [0; ).

Solution K
1) Déemontrons que : \Qn‘-"

> i)
a) fy (% + Vdx = [} 2xdx &

vre|Dl)(x—1)=20=x*-2x+120
@x?+122re [[(x?+ 1)dx 2 [ 2xdx

Donc [ (x* + 1)dx = | 2xdx
h}ﬁ I“—m:-::l

l<x<ledlsrislelsi+is?

_H

Dunc-z—-:ju. -dx <1

2) Calculons la valeur moyenne de [ sur [0; w].
L

m =.ni—n_|';{x - sinx)dx = il%l“ + rnsrlu

-
=4

=telo2_ 9 -
u=_(ont=12) p

i

—-:;—-r-‘: 1= _['lidx 5]:#11'5 ,r: ldx

de calewl une
Utilisation de primitives

Basmple « Calculer les intégrales suivantes :

A=[{("+2t+ 1)dt B = F" dt

B F=1

€= [feos'x dx ﬂ'=_|'_:|u — 1du
Dolution

A= _f{r +2:+1]dt—[-—~+r’+:| =-++i+l
A=§

Jn S dt “[In{r*-lﬁ‘ |nj—-1]-|n|-1|

B=In2
i

E=Ems’: :ix=_Ems.x[1—~sm1x] dx

-

1 [ - 1 . 3_[z
(cosx —cosxsin” x)dor = sinx — Jsin” x
(]

1 2 2
"*1*;=; €=3

{I.l! -l:it.l'u+j' (=u® + V)du + [ uF = 1)du

I-l-—r] +|——+r| +|—-r[1=% C=

“|
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Intégration par parties

Soit u et v deux fonctions dérivables sur un
intervalle |a; b|.

Si les dérivées u' et v’ sont continues sur |a; b),
alors ;

I3 u(x)w' (x)dx = [u(x)p(x)|§ - [} w'(x)v(x)dx

i) v'(x)

' (et wix)

Ewumple . Calculer a l'aide d'une intégration par
partie, les intégrales suivantes :

A= [](x+ 1)cosxdr B=_[111nrdt
" p
E:j'ﬂ eTsinrdrx P
.-l‘h
& ‘J\‘*

A= J::(r+ 1)cosxdx

Soitul{xl=x+1 el v'(x) = cosx aloss :

u'(x)=1 et v(x) =sinx
A=|(x+ 1)sinx]} = jﬂ'sinxd_r
A=0-—|—-cosx]j A==-2

B =J'f|nrdr= jfl x Intde

Sountu(e) = Int ol v'(t) = 1alors:
w'(t) :% et vl =t

B=[exInt]i— [Fextdt

E:I:xlnr]f—ffldr:[rxlnrlf— [t]s

B=(2In2-1In1)-(2-1)

[F=2mz2—1]

€= f: e* sin x dx
Soit u(x) = sinx e
u'(x) =cosx et

v'(x) = e* alors :
v{x)=e"
C=|e*sinx|] — _[“" &= cos x dx

C=0 -j: e*cosxdx = j’: e (—cos x)dx

Intégrans une dewiéme fois par parties.

Soitu(x)= —-cosx el v'(x) = e* alors :
u'(x) =sinx el v(x)=e*
€ =[—e*cosx|j — [ e* sin xdx
]
C=e"+1-C=2=e"+1C="3
ev+1
C= -

Changement de variable

Pour calculer I: flec x + B)dx on o« et fi sont

des nombres reels tel que == 0, on peut
proceder comme suit ;

# Posert=xx+f

ana:dr = drdnnr:dr:&dr

r=agot=xa+f
x=beot=xb+f
» Utiliser I'égalité
abvw i ,rr::-

[ flecx+ prdx = JM,, .

Exemple : Calculer K = j' o +3
. o

dt = 2dx donc dv =dt
et x=ﬂﬁt=3
=xzde= [

12T
\-’_—1

Soitr=2x+ 3
.r=—1ﬂ.t—1
=1 ._I+$dx_r

=|JE]1 K=

die

Fonction paire. impaire et périodique

Soit f une fonction continue sur un intervalle |
symétrique par rapport a (.
Pour tout élémentade |, ona:

® Sif est paire, alors
2 f0dx =2 [ f(x)dx

* Sif estimpaire, alors: [ f(x)dx=0

Soit f une fonction continue sur B et
périodique, de période T.
Pour tous nombres réels aet b,ona:

bs+T

J'_‘r flx)dx = J' f(x)dx
[T fodx = [ fodx

.E

n""‘

Calculer: 4 = [Lcos2xdxy B = [ sinZ2xydx

=
C = J«* cos2xdx
4
Dolulion
L= fonction x = cos2x est paire et continue sur
mm
I-T'T] donc
=
A= [Scos2xdx =
A=1

L bl
2 E cos 2x dx = [sin 2x |;
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La fonction x ~+ sin2x est impaire et La fonction x ~ cos 2x est continue sur R et
continue sur I— z. fl donc: periodique, de période m, donc :
4 4 1

B=[Ysin2xdx=0

C=0

€ = [ cos2xdx = _I';”"' cos 2xdx = [ cos 2x dx

Calcul d'aire

Soit | et J deux points tels que : 7 = 0] et] = 0.

apartirdes D, let].

Lwa=|lcll =iyl

Le plan est rapporté a un repére orthogonal (0; 1, )

L'unité d'afre, notée w. a, est l'aire du rectangle bati 3 lu.a

L'aire du domaine délimité par la courbe
(€y). axe (OI), les droites d*équations
r=aetx = best:

(21 c0dx) x wa

L'aire du domaine délimité par la courbe
I':{.'; ), (€y) et les droites d'équations
x=aetx = best:

(f:lf{-ﬂ 'H(I}]lh’) PR

A=(["—fx)dx)x wa A= (7 flx)dx) xwa+

U: —f{x}d.r) xua

'{'f.l

A =(["f(x) - g(x))dx) x u.a

A= (J:[.ﬂﬂ - glx))dx + Lb{ﬂ{.r} - ﬁx}}dr) ua “
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Calcul de volumes

L'espace est muni d'un repére orthonormé
(0,1.].K)

Le volume du solide de révolution engendré
par la rotation de la courbe (€ ) sur [a; b],

un tour complet autour de I'axe des abscisses
est:

= (m [} f0Pdx) x ww

w. v = 01 x 0] x OK (Unité de volume)

= (n.'_l';l iE]Id.t) PETR Y

V= (nj’é‘xdx)xu.u:%[f]; LR TRY

V = 8w cm®
Suites définles par une intégrale
0 idére la sui inté : 1 efxe™
n considére la suite l'.ll.‘sllntl':gﬁllcs . Ly + lysy _J‘ t” s d
- - 1 r _ 1 1 e (e¥ 41
bh=f o h=Eliamde =l gy | g+, = R — ]':ix jﬁ e™ dyx

1-a) Calculer I, et Iy + 1, . En déduire /.

b) Pour tout entier naturel n, caleuler 1, + [,,,,

2- a) Prouver que, pour tout élément x de [0; 1]

M ¢ 1
< -e™

e+1 = ev+1 F |

b) En déduire un encadrement de /,,.

3) A partir de cet encadrement, déterminer la

limite de /,,. i
-
A
Corrigé &
1-a) Calculons Iy et Iy + I, 5
r
1 ef ":}h
h=J) ode=[In(e* + 1))}
L=In(e+1)—In2 |1 = u.(';‘;-
Iﬂ+"1‘_rl_'::_1+fg¢1+1 n]:l::

lo+ 1y = [ lde =[x]} =1
Déduisons I,

r+1

]

Ip=1- In[—}

b) calculer I, + I,

J.-I r"-‘ j-ir“'*”-'

tn+ Inyy = 0 era1 X

In + Insr =,11_[EMIII} = ;(f =1)

In +lns =%{En —-1)

2- a) Fruuvuns que, pour tout élément x de
[u 1] e ‘I'I.l. 1

< —phx
e+1 = :"H-I

re[l]e=0sx<lee’ <e’ <e!

e2<ef+1<e+1

1
o —<—c 1
e+1 " ef#1 T 2

en® e

< <le ne
e+l T eT41 T 2 Ceme™ >0

=

e™ {l ax
r+1_e‘+1 IE

Donc vx € [0: 1]

b) Déduisons un encadrement de [,

|
< lens
efe ] 2

vxe (1] <

i [ dx <

nie+l)

-1 -1
< I et lim = 4m
A b n{e+1) +
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SUITES NUMERIQUES

Défnition

On appelle suite numéngue i valeur réelle toute
fonction d"un sous ensemble f de N vers R .
w 1 — R

ne— un)

L'image de n par la suite u est note u, = u(n)

U, €51 appelé le terme ginéral de o sute u

n ext appelé Nindice ou le rang du terme u,
|'ensembile | ext appelé ensemble des indices de la suite u
La suite u s note (U, )ney

YYYY Y

Une suite (1, ) pew &re défime par

« Une relution fonctionnelle -
Exemple : u, = ¥Zn= +1 u, = f(n) ob
flix)y=+vais1

o Par une relation de recurrence
u,ﬂml&mﬁﬂu,_,:f[uﬂ]mfmune
fonctionde B ves Retp€eEN
Eu-mlru.=lnﬂu...=%u,—l

R pisomnemeni par récurrence
Pour démontrer par récurrence qu’une propriété est
vraie sur N:

»  On vérifie que la propnéld yrale pour un enlier

Ng
» On suppose gque la propnctc esl viaie pout toul
entier nm = 1y ¢ on démontre qu'elle est vraie

pour l'enner n + 1
»  On conclut que la propriété est vraie vnEN

g =1
1} St [u.}h-m:nﬁﬁmpar: l"-u . m
récurmence que ¥m € NO<u, £2

Muntrer par
Elﬂncrmul&thun:r{m]dd!‘m:-ps:
¥ = 2
wel = 2V = 1
Emhﬁ:rn:rﬂmcqmvnEN. y, =2"+1
3
Wy = 3
3) O donne a stle (W ) ehefimie par = § e "

D rowcantret p:rmnmtncrqm‘!HEH.l cw,S2

Pnrhme[w_}ndu-tmdmmhn

-:I:|:|-+--L mllﬂ:ﬂ.w‘.nﬁ:i -a
b

e b tels g

Waat

Sobent (i, ) e (1) les suites définies par
_ ot Iy = =2

Wy = COS(25 et [l:” = 2, + 1

1) Calculer les trows premiers termes de (u,)

2) Caleuler vy, vy el 11y

Sofution 1

1) Calculoms les trots premiers termes de (4, )
lig = msl',u—:!-] = cos{0) = 1

l..] = m_‘!= E
. 2
1]

uy = cos( ;

uz = cos(=) =cos s =
3 Calouloms vy, 1y €8 ¥y

B =gy =2+ 1 =2(=2)+ 1==3
py=ty, =2 tl= =-3)+1==5
Py = gy = 20+ 1 =2(=5) +1==9

Solution 2

) Montram par récurrance gue Vi € HNOo<u,<2
Sait P la propricté : s ¥R EN0<Su, S 2=
Pourn =0 uy = Tdonc 0 S ug =2

Dol PP est vraie pour n = O,

Supposons que P est viie i N'ondre n ¢est-d-due
vneND<Su, s« masttrnns que P oest vraie 3
IFondre n + 1 ¢ entedalire D % baa 52

NSu,<2=1% by +2S402VIs Juat2sl
D<yis fu,+252205u,, S2

Done P ost vraie a Lordre n + 1
(i conclit que YR EN0S M, S F4

EN v, =2"+1

7) Einblissons par ricurresce que Y7
1=

Sait P la proprideé - « ¥n € N, iy = 2"
Pourm=0; 2°+1=1+1=2=Vs

[¥ou PP est vraie pour n = (L

Supposons qué P est vraic i "ordre n c'estebdire
vn EN, l-.=2"+1dn=mm-mqucl’cu\'mnh
Fondre n + 1 ¢'est-a=lire Fauy =2""+1
v..;=2u.-l=2[1'+l]-1=1'."'+l
I'hrl.:l‘nltﬂltil'nnhtn-l-l
[hcmwlmwvnEH,r.=2'+l

ENL1sw,s2

7) Dimentrer par récurronce qu V1 :
5,--

Sait P la proprideé : = ¥n € N.1=w,
Mn-ﬂ.w.,=;'m1iw,52
Dol P est vraie pour /= 0. .
Supposors que I est vraic i l'ordre n ¢estededire
vinEN1S W, = 2 el oIS Gue [* st wrauc B

l'un.htn+ll:‘n-t-3hdu= | Swe, =2

IEW.":EIDLE—'-EIEI-EE:—:-E—]

- 2 2™

lg]-%ﬁ?:!iﬂmuﬁ?—

Donc P et sraie 4 I‘ondren + 1.

On conclut que Yn € N. 1 < w,S2
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Sems dz variation d"une naite

Sont (g ) ume suite numerigoe de terme géneml u,

r [lig) e o1 cTODsaNE € ¥ € LUy, — iy, >0
7 (g )y o5t décroissante €= ¥n € Lug,, —u, <0
7 [ty )nes ot conslane € Wi € Ly, = by

(e, ) w51 monolone Joruu’elle est soul cromsante, soil
décronaante ou sl constanie,

Comment provver a monotomis & v nuite

O peut wliliser 1"une des methodes sunantes :

< O cherche le signe de u,, , — 1,
Evemple - Soit u,, ="
Haer = Un =:_:j-_?= -:::n

done fa suite () et docrousante.
< Kl = fin) oi [ est une Fonction oomdrigue
oy b sudte () ol f ont le méme sens de
warkathon
Eogmpls : Sl iy _,-:-'—-:-E
Tyal

Uy = f(m)avec flx) =——
[ ext démvable sur [ 1; +os| et
f'il] L m:l-llr-dl:ln-:rl - -
(Za=1) [re=1)
¥r € [1; 4| [lx) < 0done [ est dédomissanie
sur [ 1; 4+,
Dou s sute (U, ) est ddcrotssante d partir de n = 1
¢ S0 & un certaln rang (4, ) o un sigoe constant
alors un rrult'umqmrrra-“ff-'— et 1

o Siu, > 06l = > 1 alors Lo suite () est

croiwsanic
= Siuy >0t ?{ 1 abowrs L suane (g ) est
L]
décnmasanic

* Siu,<0et !:'51} | abors Ly sasite (0, ) est
#
décrmssune

» Siu, < (ep 22t

—= = | alors la sane (u, ) ot

Crotssame

Exemplel : Soitu, =3
-]

“.‘! SRET L

. = JT = e

Ugyuy =

1-l-l
5 -
X—=5 '=—i:'l
|_“ ¥ §

u, < 0et !':—! < 1 done () et crobsante

Evemple? : On donne | suite (1, ) définie par : ¥n 2> |

a+l

S omsh P GET_Lomed
‘rﬂ-i. I‘ﬂll-'..l.-ll rH = ;_“_ -= ﬂ]
o u +2)

H'nElDE;EIﬂIEI{-%SI
;_-5.%(1+%}5Inlnn:¥£ letv, >0
i ai (1, ) &t dicrobsanile

Suite maforte — Suits minorfe

Koit (g ) e une suile mumeénigue

# (ug)estmajore s IMER, ¥YnElLu, M

F (uylestmnons o ImER Yn € Lu, 2m

# (u,) et bornce u elle et i la fors majonde ef
minone VR €l mSu, = M

Eemple : Soit uy = =
Montrons que ¥ 2 Sona: 1 S, <6

- b}
Up=1="—=]=— n2fopnp=42]
donc iy, =1 =0c-3-d 15 u,
mel e f=fime T4

__ =3Rs25 _ =3{n=5)

ﬁ- -f=
=4 =i =
n:_-!'n:n =520 =5n=5)<lcn—-421
done u, =65 0cedd u, <
Oncomclugue . YnZ25oma 1S uy,<h
{u,) est mincrée par | et majonde par 6 done () e
bormés

Comvergence d'une suite

51 (g ) st une suile cropssante of magonte alonm
elle ea1 convergenle

w5 (ue) est une suite dédcrossante ef minorde alom
elle est convergente

51 (uy, ) esl une suite monotose of bomde alom ¢lle
el convergenie

Eﬂﬂlmlﬂ

= Luasuite (u,) est convergente = lim u, R
o

= Lasuie (b, ) eut devergenie < .IIIEI_ u, ER

MOUR. WETN >

Exprvice f applicstion

Son (uy,) la suite numedngue défime sur N par

-I -.._‘:
"l -E‘!t"n.. = n tl._

Ly Muontrer gque ¥n & N, u, >0
21 Montrer gque [, ) est décrossanie
En déduime que (u, ) et convergente.

Riponse

1) Mantrons g ¥n € N°, u, > 0

Sou P la propncid . =¥YnE N u, >0«
Flm:ﬂﬂl.ll.ﬂ%:hﬂ D%ods P est vrne pour n = 1,
Suppowns que P ot vrade o Uondre i cest-bedire

¥n € N°, u, > 0 ¢t montrons que P est viaie & Nondre
n+ 1 cested-lire Ugey > 0
Wn €N — t::i-llm‘.l.l.::l-[lﬂr
Do F et vraie & ondre i 4 1
U conelut que ¥m E N u, >0

u.?Dnu_,.}ﬂ

2) Mantroms que (u,,) est ddcraissants
H-n"u.=“TH.*u"_u (h.l l}_-l-l

¥n €N u, >0et —— :'-.'Dul:mcu...—u.ﬂﬂ

Par suiie (u, ) est d:‘n.mma.nln
{(tiy ) et ddcroisaanie et munorée par 0 done clle est
cofvergemle
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Limites de ruites

Limites ususlles

Soit a un nombre réel

= S1a > 1alon llm a® = 4o
Ly

= Si=1l<a<]aloms lHm a® =0

W

7 Sig=1aln lim a* =1

[

IDMfinition My.y =g+ F Hgey = Qg
(r € E) {g € R)

Raison r iq

Terme H, = tig + Ar M, = g™

general u, en

fonctionden |[u,=u, +(n—pjr |u,=uq""

= Sia==1alors lim a® nexiste pas
e

Limites et comparaisan

Sobent (), (v,) et (W) des saites

Somme @
Sa=p++ | g z'_'""{u +u,) |5, = 1t THmEngues : ¥R 2 fg
" ] rTm = Uy
iy, - X W, S u, 5,
q=1 * 5 "I_lm w.=.l_{m‘v,,=!Elt dlors
Upug Sl + T Sig>0 lim s, =1  (Thionme des gendarmai)
s{ug) ~sir>0 simg) & sig>1 ey )
Monotonie s{u,) v sir<o sim) Msi0<qg< | g Iy =11 < ¥, alorm lim m, =1
oliy = cstesir=0 |*u,=cstesig=1 Jim_ v, =0 o
g < 0(u,) et dite Uy S ¥y
allernee * 5 .!I'IP‘ iy = o alu -"_EL My = —wm
'y =
0 sijgl<1 35 Me -
lim u, +m sir>0 l-l-*.z- sig=1 = ..I.'.T.w" = 4o 2lons "I'I'EI" Yo =1
= G —r Il r< “ l'l:l.l:l-ll."lll ul
g<-1 Suites de la farme u.., = [{u.)
Sont [ une fonction continue sur un intervalle
Exercices d agplication 1 telle que f(1) © 1. Sait {u,) |3 suite définie
- par g € et b, E (1)

On considére Lo suite (u, ) Jdéfinie par -

51 (uiy ) et convergente de limite § alors | e
solution de equation f{x) = x dans |.

iy =1
[ _ muge4 el la suite (v, telle gue © o, = nuy,
HI.'I!I - WE

1) Démaontrer que la suite (1, ) est anithmétigque
Préciser sa raison el son premies lerme
2) En déduire IMexpression de (v, ) puis celle de (u,)
en fonction de
3) Déterminer la somme : S, = + vy .+ v, En
fonction de n.
Exercice 2
Soit (1, ) la suite numénigque définie par :

g =2

g =Ug, +5 ¥nEN
1) Démantrer que la suite (1, ) est péomdingue.
2) Exprimer 15, puis iy, en fonction de n.
En déduire leur limite.
3) 00 pose: S, = g + ¥y —+ 5, €06y = iy + 4, 41,
u) Exprimer 5, ¢l G, cn fonction de n.
b} Etpdier la convergence des suiles (5,) e (Gy ).

Dnpose: v, =U, =5

i

—

1) Démmntrom que b suile (1, ) et arthmétigue

Vear =n+1u,,, =0+ I]%= ritt,, + 4
Freg = Py =My +4 =, =4

Danc (v, ) est amthmétique de mison 4 o1 de premier
befine ty = iy = 1

7) Exprezsion de (17, | puiz cells do (11, ) en lonction ds 1
= +rdn=1l=1+4n—4=4dn-13

llﬂ:ﬂu.ﬁuhz:.l=

—
g =

T} Dittermingns b somme - 5, = oy + ¥y . + ¥, o0 fonclion
de
Sa=S (4 n) =31 +4n=3)=Z4n=2)

S, = niZn—1)

Exercice 2
) Detemesentromn que la nuste (17, ) £st plomitrigue.
II‘|.1-:=""l-|-l_5 2"I=ul-l+5nuﬂil=“-Tﬂ.
o= gt

2 2 2 . 2
Donc (1) ext plomdtrique de ruvmicldc premuer
omE vy =uU;—5=2—-5=-3
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2) Exprimer 1, puis 11, #o lonction de n. Gy = Uy + Uy o+ Uy,
Gn = (vg +5) + 0y +5) + -+ [ty +5)
Gn=tg+tvy...+tyg+5(n+1) =5, +5(n+1)

b= g = =3x (57 [o = -2

Uy = Uy =5 U, =, +5 =45 Gy =—6(1—=) +5(n+1)
1
Uy = =5 +5 Go=5n—14%—
Calcul de limite hlEuﬁnhmhﬂmis et (G, ).
.,'l“',': 1" =0 dox “.T.. vy =0el H_ELH. =5 .-.I.!:P;-.( = 1 donc IE!LI‘ -
3-a) Exprimons S, #t G, &n fonction da n. [3'ou (5;) est une suile convergente
. g EHE
S‘ = Ty 1_:'_‘:' = -'3 _ql} = _E{.i -..-1-1:' nl_!in.nfﬁn - l] =+oH Hm {_] =0
done lim 6y = 4+
[ L I S =
S ==6{1- .”] Par conséquent, (G, ) est une suite divergente.




EQUATIONS DIFFERENTIELLES

£ oo difléxentielles tindaises du 1= axd
Uctinite

Soit la fonction f dérivable sur R et définie
par: f(x) = ™%,

Calculer la dérivée de [ et montrer que pour
tout réel x,ona: f'{x)+2f(x) =0

Répense
fl(x) = (%) = =272

Flix)+2f(x) = —2e" + 2™ =0
Donvxe R, f(x)+2f(x)=0

On dit que f est solution de I'équation
différentielle y' + 2y = 0,
Définiti

On appelle équation différentielle linéaire du
1#r ordre 4 coefficients constants sans second
membre, toute équation de la forme :

ay' +by=0ac R ethe R

Propuidté

< Les solutions de I'équation différentielle
ay’ + by = 0 sont de la forme :

J:xr ke « ,kER

< Il existe une unique solution de cette
equation différentielle vérifiant la
condition initiale f(xg) = ¥y,
(xpERety, ER).

-y
L]

Cette unique solution est la fonction
L]

fix ~ yoe s

E - d'ﬂ E: !-
1) Résoudre les equations différentielles

suivantes :

a) (Ey):y' —2y=

b) (E;):3y"+5y=0

NOUR-MATHS

2) Duns chacun des cas suivants, déterminer la
solution [ de |"équation differentielle (E ) qui
vérifie la condition donnée :

a)(E):y' —4y=0etf(D)=3

b) (E): ¥ + vZy = 0. La courhe
représentative de f dans un repére
orthonormeé admet au point d'abscisse 0 une
tangente de coefficient directeur 1.

Conigé

1)a) (Ey):y'—2y=0 a=1letbh=-2
Les solutions de l'équation (E, ) sont les
fonctions: f:x v~ ke**, ke R

b) (E2):3y' +5y =0 (E)y' +3y=0
Les solutions de I'"équation (E;) sont les
fonctions : f:x ~ ke'é' JkER

2)a)(E):y' —4y=0et f(0)=3
y'-4y=l)e=¥=4t=ﬂx]=ke". kel
f0)=3= ke " =3=k=3

f(x) = eV

by (E):y' +V2y =0

Les solutions de I'équation (E, ) sont les
fonctions : [:x ~ ke™%, ke R

Le coeflicient directeur de la tangente au point
d'abscisse 0 est f'(0).

Selon la condition donnée f'(0) = 1

fl(x)=—VZke ™™ & -2k =1 e k= -

g

[x i‘;ﬂ

flx) ="

‘“ -JI'!

# Les solutions de l'équation différentielle
y" = 0 sont les fonctionsx = ax+ b,
aeERetbeR

# Les solutions de I'équation différentielle
" — w’y = 0 sont les fonctions
x—= Ae™* + Be ™, AcRetBER

#~ Les solutions de I'équation différentielle
¥" + @y = 0 sont les fonctions
x — Acos(wx) + Bsin(wx),
AERetFER

# Soient xy , ¥, et ¥'p trois nombres réels.
L'équation y" — my = 0 admet une unique
solution dans R vérifiant f(x,) = y, et
f'(xg) =¥'q

1
Sl
,40“?'-
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Dans chacun des cas suivants, déterminer la
solution [ de 1"équation différentielle ( E ) qui
vérifie la condition donnée :

a)(E):25y" — 16y =0 et f'(0) = f(0) = 1
b) (E): " +y=0.

La courbe représentative de f dans un repére
orthonormé passe par le point A (% 1) admet

en ce point une tangente paralléle 3 l'axe des
abscisses.

Cavnigé

a)(E):25y" —16y=0et f(0)=[f(0)=1
25y" — 16y =0y —Zy=0

NOUR-MATHS

On a une équation de la forme: y* — w®y = 0
avecw =~

s
Les solutions de cette equation sont les

4 i+
fonctions : x ~— Aes + Be s A€ RetBeR
f0)=1eoA+B=1
i
—

[
f'(x) =%AE? —%Be 5
f1(0) =1 a%d—;.lit: 1

A+B=1 )
Dnat!um::[xtd fp = s A=—etB=—=
s T s T -

Ainsi : f(x) L S

’ [ ]
b)(E):¥ +y¥y=0
On a une équation de la forme: y* — w*y = 0
avecw = 1.
Les solutions de cette équation sont les
fonctions : x — Acos(x) + Bsin(x)
AERetBER

* Lacourbe de f passe par le point A [E l}
dnncf(%)#leaﬁ:l

» La courbe de f admet au point A une
tangente paralléle a 'axe des abscisses
done f* G) = 0.
f'(x) = —Asin(x) + Beos(x)
f'(1)=nu-n=na.4 =0

b
-

Donc f(x) = sinx

ableau sécapitulatif

Eauali Soluti
g g "
y+my=0 |x—ke ™ kel
(meRH)
y'=0 x—ax+b, acBethe R
Yy —w'y=0 | x— Ae™ + Be™™
AERetFeER
¥y +w'y=0 | x~ Acos(wx) + Bsin(wx)
AeRetBER
E.xencices sdsol -
x\hi“
£ revcice 1 'hlLl..“llF‘-.

Soient (E;):2y' +3y=6x'—7x+ 2 et
(E;):2y'+3y =10

1) Déterminer un polynome g du second degré
solution de (E;).

2) Démontrer gqu‘une fonction h est solution de
(E;) si et seulement si ( h= g ) est solution de
(Ez).

3) En déduire les solutions de (E,).

Exescice 2

Soit I'équation différentielle

(E):v' +3y=(x+4)e™"

1) Déterminer les nombres réels a et b pour que
la fonction g définie sur R par

g(x) = (ax + b)e™ soit solution de (E).

2) Résoudre sur R I'équation différentielle
(E':y' +3y=0.

3) Démontrer qu'une fonction [ est solution de
(E) si et seulement si f - g estsolution de (E').
4) En déduire les solutions de (E ).

Exewice 3

Soit I'équation différentielle (E): y' — ¥ = Acosx
1) Déterminer les nombres réels a et b pour que
la fonction g définie sur R par

glx) = acosx + bsinx verifie (E).

2) Résoudre sur R |'équation différentielle
(E):y'=y=0.

3) Démontrer qu'une fonction f est solution de
(E) si et seulement si f - g est solution de (E").
4) En déduire les solutions de (E).
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Covvection
Eencice |

1) Déterminons un polyndme g du second
degré solution de (E, )

Soitg(x)=ax?*+bx+cavecaeR" ,beER

et ¢ € R solution de (E,).

29" +3g=6x" —Tx + 2

2(2ax + b))+ 3ax* + bx+c)=6x? —Txr+ 2
4ax + 2b + 3ax* + 3bx +3c = 6x* = Tx + 2

Jax® + (4a+3b)x + 2b+3c =6x* = Tx + 2

3a=06 a=2
Faridentiﬁcatinn:{d-u+3b= -7 = }b =-5
2b+3c=2 c=4d4

Donc g(x) =2x* —5x+ 4

2) Démontrons qu'une fonction h est solution
de (E,) sl et seulementsl ( h - g ) estsolution
de (E;)

#  Supposons que h est solution de (E,) et
maontxons gue ((h = g ) est solstion de (F;)

h est solution de (E,) = 2h' + 3h = 6ix* = Tu + 2
Onsaitque:2g'(x) + 3g(x) =6x* = Tx + 2
Donc 2h'(x) + 3h(x) = 2g"(x) + 3g(x)

e 2h'(x) = 2g'(x) + 3h(x) =3g(x) =10

= 2(h—g)(x)+3th—g)x)=0

D'oi ( h - g ) est solution de (E, )

7 Supposens que ( h = g ) est selution de (E;)
of montsons gue h est solution de (E)

(h - g ) est selution de (E;) done
2(h—g)'(x) +3(h—g)(x)=0

e 2h'(x)—2g'(x) + 3h(x) = 3g(x)=10
& 2h'(x) + 3h(x) = 2g'(x) + 3g(x)

Or 2g'(x) + 3g(x) = 6x* = Tx + 2

D'on 2h'(x) + 3h(x) = 6x* = Tx + 2
Pax suite h est solution de (E,)

Cinai h est solution de (E,) si et seulement si
(h=g)est selution de (E,)

3) Dédulsons les solutions de ()

Les solutions de I'équation (E; ) sont de la
1
forme f:x v~ ke T, k€ R
Comme ( h= g)estsolutionde (E;) alors :

hix)— glx) = ke_ir es hix) = ke—gj + g(x)

1
hix)=ke ™ +2x* —5x+4, ke R

Lrewice 2

(E):y' +3y=(x+4)e™"
1) Déterminons les a et b pour que
g(x) = (ax + b)e™" soit solution de (E)

glxy=(ax+h)e ™ = g'(x)=(—ax+a—h)e™*
g est solution de I'équation (E) donc

g +3g=(x+4)""

(max+a=>b)e™ +3(ax +b)e™ =(x + 4)e™"
(Zax+2b+a)e ™ =(x+4)e™"

Par identification Za =1 =] .
2h+a=4 b=

e | =g B | =

g(x) = (Fx+2)e™
2) Résolvonssur B (E'): y' + 3y =0

Les solutions de |'équation (E") sont de la forme
h:ix— ke 3", ke R,

3) Démontrons qu'une fonction [ est solution de
(E) sl et seulement si f - g estsolutionde (E')

7 Supposens gue [ est solution de (E) eof montvons
gue ([ = g ) est solution de (E')

f est solution de (E) & f (x) + 3f(x) = (x + 4)e™*
On sait que: g'(x) + 3g(x) = (x + 4)e™"

Donc f'(x) + 3f(x) = g'(x) + 3g(x)

e fllx)—g'(x)+3f(x)—3g(x)=0

e (f-g)(x)+3th—g)x)=0

D'oi ( f - g ) est solution de (E')

7 Suppesens gque ( [ - g ) est solution de (E') o
montvons que | est solution de (E)

( f= g ) est solution de (E') donc
(f—g)(x)+3(f —g)lx)=0

e f'(x)—g'(x) +3f(x) —3g(x) =0 "
& f'(x) +3f(x) = g'(x) + 3g(x) &
Or g'(x) +3g(x) = (x + 4)e™" 5
Doi f'(x) + 3f(x) = (x + 4)e™" &

Fax suite [ est solution de (E) O

4) Déduisons les solutions de (E).

D'apreés la question précédente, f est solution de
(E) si et seulement [ — g est solution de (E”)

Or les solutions de I'équation (E') sont de la forme
x— ke keR

Duee f(x) — glx) = ke 3" & f(x) = ke™ + g(x)

[(x) = ke + (;x+)e%, KER
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GEOMETRIE DANS L'ESPACE |

e

A(1:2:2)

» Lerepére (0;

Repexe de Uespace

Solent i, ¥ et W trois vecteurs de I'espace,
tels que W et ¥ ne soient pas colindaires.
Alors les vecteurs i, ¢ et W sont coplanalres
si et seulement si il existe deux réels a et b
tels que : W = au + bv.

On appelle repére de I'espace tout
quadruplet (0; ©: j; k) ot O est un point de
l'espace et 1, J et k sont trois vecteurs non
coplanaires.

Siles vecteurs [, j et k sont deux  deux
orthogonaux, le repére est dit orthogonal.
Si, de plus, les vecteurs sont unitaires

(7l = U7l = ||&|| = 1), on dit que le repére
est orthonormal.

Un point M de I'espace est repéré par trois
coordonneées : son abscisse x, son ordonnée
v et sa cbte z.

A'(1;2;0)

R .Tr.] de I'espace est dit
direct si un homme traversé par le vecteur k
des pieds a la téte et regardant le vecteur 7 a
le vecteur j i sa gauche.

C'est la régle du bonhomme d'Ampére.

Caleud sun les coovdonnées
Les résultats sont identiques a ceux du plan.

# SIA(xy Yaizy) et Blxy, vy 2zy) alors:
¢ Les coordonnées de vecteur AR sont :

Xg = X4
:‘I.H(}'a 'Jr'a)
I = Zy

e Les coordonnées du milieu I du segment [AB)

X4+X + &4t
sont: .'(" a. “._y"'. A ’)

- =

x x'
» Soientii (}r) etv| y' |deux vecteurs :

Z z’

X+ X
s Les coordonnées de i + Usont: U + (}' + }f')
z+z

kx
* 51 k € R, les coordonnées de kil sont : i (k}')

kz
et v sont colinéaires si et seulement si :

—=i=}=kmem

Erencice dap plication

Dans un repére (0; 1 J; k) de I'espace, on
considére les points - A(4;0;0) B(0; 3;0)
C(0;0;6) et M(1:3:3)

On note [le milieu de [AC] et L le point tel que
3BL = BL.

1) Déterminer les coordonnées de letde L

2) Montrer que les points A, M et L sont alignés.
Solution

1) Déterminons s coordonnées de | et de L

I le milieu de [AC] done (2222 1) 1(2:0;3)

-0 0
Soit L(xp; yeiz) BL (}'L - 3) et BC (—3)

=0 6
3.\2'1_ =] 1]
3H=Em¥3{y¢—31“-dw}y: =2
31‘;_ =6 & = 2
10;2;2)
2) Montrons que fes points A, M et L sont alignés
S -4
AM| 2 Etﬂ( 2 )
il 2

Les points A, M et L sont alignés si et seulement si
les vecteurs AM et AL sont colinénires.
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C'est-a-dire qu'il existe un réel k tel que :

-4k = =3 k=2
3

T:k_,f_.ﬁ 2"‘:? = k=41
i

2k=; k=%

Donc AM = %A.L Par suite, les points A, M et L

sont alignés

Froduit scalaine de Cespace

» Définition
Soient ii et " deux vecteurs de l'espace. Le produit

scalaire des vecteurs il et U est le réel ;

T = || = [[¥]| cos(i, )

Si il = AB alors ||ill| = ||[AB|| = AB.

Sii=0etv=0alors: .o =0

Siti =¥, 1.0 se note ii¢ et i = ||@])?
* Propuictés

Soient ii et v deux vecteurs de 'espace, a et b deux
reels.

u(f+w)=uv+uw
IIE+ 5] < (@] + |ol

uv=ri
(aif). (b)) = (ab)i. ¢

i o] < liw]|- )|

* Cvthogonalite
¥ Deux vecteurs i et © sont orthogonaux si et
seulementsiti . =0
v Etant donné deux droites (D) et (D') de
vecteurs  directeurs  respectifs  Wet 0.
(D) et (D") sont perpendiculaires si et
seulementsiti. ¢ =0

* Lrpuession analytique
Soient ii(x; y; z) et ¥(x"; y"; 2") deux vecteurs d’'un
repére orthonormal (0; i; j; k).

v v =xx'+yy' +zz'

vl = VxE 4y 2

v AR = \"r(—tr.- -0 P + (e =ya)? + (25 — 2)°

Vectesn novmal 4 un plan

# Unvecteur i est dit normal au plan défini par
le point A et de vecteurs directeurs i et ¢, si et
seulement si pour tout point M de ce plan,

_—

AM.fi = 0.

# Soit (P) un plan de l'espace muni d'un repére
orthonormal (0; T; ; E}; A un point de (P), i
un vecteur normal a (7). Alors un point M de
I'espace appartient au plan (7) si et
seulement si AM. i = 0.

- El}lu:ﬂlﬂ of'un Fﬁlﬂ
Soit (P) un plan passant par A et dirigé par
u et v; n(a; b; c) un vecteur normal a (P).
vM(x,y,z) € (P) AM.i=0

X = X4\ il
Danc:(}' —}'4) (b) =0
I=Es] M

|{P}:u{x-- )+bly=w)+clz=z,) = ﬂ|

il

Exemple :

Donnons I'équation cartésienne du plan (P)
passant par A(1; 3; 2) et de vecteur normal
n(l;—5;4).

Soit M(x, v,z) un point de (P)

. x=1y/ 1
AM.E:um(}r-3)(—5)=u
z—2 +

e=x—1=-5y+15+4z—-8=10
[(P):x—5y+4z+6=10|

Exevcice d’application

Dans le plan de I'espace muni d'un repére
orthonormal (G; L i:‘]* on donne les points
suivants : A(=2; ;1) B(=1,2;0) et C(0; =1; 1) et
le vecteur t(1; 1: 2).

1) Montrer que les points A, B et C déterminent
un plan.

2) Vérifier que le vecteur i est normal au plan
(ABC).

3) Déterminer une équation cartésienne du plan
{ABC).

Conrigé
1) Montrons que A, B et C déterminent un plan.
AB(1:1;-1) AC(2;-2;0)

0

— . 2 2
AB et AC ne sont pas colinéaires carT# =T%

Dongc les point A, B et C ne sont pas aligneés ; ils
définissent alors un plan : le plan (ABC).
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2) Vérifions que i est normal au plan (ABC)

1 1
Gna:ﬁ.dﬂ:(l)( 1)=1+1-2=U{'I
2/ =1

LAC=2-2=0.

Done le vecteur i est normal au plan (ABC)
3) Déterminons une équation du plan (ABC).
Soit M(x,y,z) un point de (ABC)

. x+ 24y /1
AH.ﬁzﬂ-:r(y—l)(l):l]
z=1/\2

2x+2+y=1422-2=10
[(ABC):x+y+2z—1=10]

Produit vectoriel dans Uespace
', En IF III

Solent if et ¥ deux vecteurs de I'espace.
On appelle produit vectoriel de i par ¢ le
vecteur w défini par:

v w = Dsiiiet i sont colinéaires.

¥ Sii et ¥ ne sont pas colinéaires ; W est
orthogonal aif et a i,
Donc (U, ¥, W ) est une base directe

v lWll = lEl = || )] x Isin (i, )|

v Wsenote:uAv

- ."?l.ﬂpiﬂﬂ"j
v UAV=—-UAT
Y TA(P+W)=TAv+1AW
Y (i+0)AW=HUAW+TAW

¥

¥ Ir Z

- - —_ - 2'
] '"leuav

l.l(_:)ﬂl (}'r) AT |

o x

3

2

=2 1
Exemple : soient E( 1 ) et ﬁ(ul)
Déterminons les coordonnées de u A

y ¥ =1 -1=I‘,l;ﬂ—2K—1 =2
> 2l= T 1)
z z)_|2 “|=3x1—[—2}xn=z
X x =2 1
r x -2 =1

ol = = — — -11=1
oy ]1 ul 2x0—-1%(—1)

z2

2
Donc i A ﬁ(E).

1

~

s

Upplication du produit vectoviel

Uline d'un pavalldeguamme — (live d'un tiangle

o C
/ / A(ABCD) = ||AB ~ AD||
A L

A(ABC) = 7|48 A AC]|

iE'*E"’ a0

d(M; (ABC)) = MH = Siasy

7 Volume d'un pasalldépipide

Vascoeron = ""T"l‘= {E A Iﬁ]”
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7 Velume d'un tétvacdre

Vagcn = —||Tﬂ (AB A AC)||

Exercice n"1

Dans I'espace muni d'un repére orthonormal direct
(0: T [: k), on considére les points A(=1; 1; =3),
B(=2:3;=3) et C(=2; 1; 0).

1) Calculer les coordonnées du vecteur AH A AC.
2) Soit | le point de coordonnées (=1; 3; 0).
Calculer la distance de [ au plan (ABC).

Les points A B, C et | sont-ils coplanaires 7

3-a) Calculer l'aire A du triangle ABC en unité d'aire,

b) Déterminer le volume V (en unité de volume) de
la pyramide de sommet | et de base le triangle ABC.

e n®2

L'espace est muni d'un repére orthonormal direct
(0: 77 k)

Solent A(1;2;3), B(3;0;3) e £(3; 2; 1).

1) Calculer AB, BC et AB.BC

2] Soit 0 le point tel que AD = BC.

Trouver les coordonnées de D.

Quelle est la nature du quadrilatére ABCD 7

En déduire que AC L BD.

3) Déterminer la distance séparant le point 0 au
plan du quadrilatére ABCD.

41 Soit { le milieu de [AC].

Calculer 01, en déduire que I est le projeté
arthogonale de 0 sur le plan (AFCD).

5) Démontrer que les plans (0AC) et (O8D) sont
orthogonawc

i) Déterminer ['aire du quadrilatéres ABCD.

7} Déterminer le volume de la pyramide de sommet
} et de base, le quadrilatére ABCD.

Cevvection
Laencice n®l

A(=1:1;=3), B(=2;3; =3) et £(=2; 1; 0).
1) Coordonnées de AB A AL.

/=1 [ . __ (8
AB(:):M{‘(u):AHn df(!)
0 3 2

2) Caleulons d(I; (ABC))

0
d(1: (a80)) = EENE H(z)
(1: (a80)) = SERE :
a1 ) - (3).3) -
AlL(ABA AT)=(2).[3]=

2 d(;(ABC)) = =
[[AB A AC|| = v6? + 32+ 22 =7

d(f;(ABC)) = 0 donc A, 8, C et | ne sont pas coplanaires
3- a) Calculons l'atre du triangle ABC
H — T
A=-|[AB A AC|| =< ua
b} Déterminons le volume V

i 1 Fi 12
V=oxAx d(1; (ABC)) =SXsX—=2uw

- Lrencice n™2

A(1;2;3),8(3;0; et C(3;2; 1)

| 1) Calculons AB, BC et AB.BC

— 2 e——
AB (-2) < Al = [[AB]| =Va+ 4 =2v2
o

0 -
E(z):-m::“acﬂ:u’a‘l =2V2

-2
ﬁ.a_c'=u—4+n=-4
p—=1=0 1, =1
2)AD = BC = y.,—z 2=[yp='l D(1:4:1)
w—3=-2 =]
Nature du quadrilatere ABCD

= BC et AB = BC donc ABCD est un
parallélogramme qui deux coté non paralléles égaus
Par suite ARCD est un losange.
Dédurtion
ABCD étant un losange, ses diagonales [AC] et |BD] sont
perpendiculaires d'ou AC L BD.

2 0
3)d(0; (ABCD)) = Ml E(-z) et E( 2 )

0 -2
ﬁﬁn}iﬁ(:) A8 A 7T = VIET T 16 = 43
4 OA.(ABAAD)=44+B+12=24
d(0; (ABCD)) = ==2V3
4) | est milieu de |Ac1=n:’;’.’; ;e
o1 =[Ol =v@+3+d4=2V3
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