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PREFACE

Cet ouvrage est destiné aux éleves de la classe de terminale, il est
strictement conforme au nouveau programme.

Le pilier du bacintegre I'essentiel des savoirs en classe de terminale mais ne
vous trompez surtout pas un livre ne peut et ne pourra jamais remplacer le
cours.

Il est fondamental de comprendre d abord le cours et ensuite d aller
consulter le livre.

La clé du bac vise un triple objectif:

» aider I'éleve a combler ses lacunes car il est évident que le cours seul
s avere insuffisant

» aider I'éleve a vérifier sa compréhension des notions du programme

» aider I'éléve a avoir confiance en soi avant le jour ]

En classe de terminale I’éléve ne doit pas étre trop dépendant du
professeur, il doit effectuer ses propres recherches. Seul un travail
personnel, régulier et méthodique vous menera a la réussite.

Maintenant vous détenez dans vos dextres un ouvrage tres riche ; je pense
qu’avec cet outil vous seriez a la hauteur d’avoir le bac dans vos poches

< faites ce gque wous pendey une fas fouvoir jaine>dy dacdou
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Les nombres complexes

EXERCICE1
guestion Réponse A Réponse B Réponse C Réponse D
1) z=—+V3 —i alors — 5_77 = 7_7T
argi(z)= 3 6 6 6
2) z= L+ la forme 1+ ‘/§) +i (1- ‘/§) —(1_2\@ + —i(lzﬁ) 4 — 4 % +i%
algébrique de =z = 2 2 (1 + \/§) i(V3+1)
3)on considere les pionts Equilatéral Rectangle non | Isocéle non rectangle Non isocéle non
A; B; C; Dd affixe isocele Non équilatéral rectangle
respective:a=3;b =
1+iV3;c=1+iV3
le triangle ABC est
4) Soit n un entier et soit 3k 3k+1 6k 2k
1 —l\/3 7™ est un réel aveck € Z aveck € Z aveck € Z
positive si et seulement si : aveck € Z
n=
5) L ensemble des points M Un point Une droite Un ensemble de point Un cercle
d affixe z tels que
z+2z2=1 est
6)z = 4 Le point M d affixe z z=2 z est un imaginaire z estunréel
-t Est surle cercle pure
trigonométrique
7)z = 2 + 2iV3 son Z=-2+2iV3 Z=-2-2iV3 |Z=2+2iV3 Z=2—2iV3
conjugué :
= (-4 42 z+1+%i Est une droite (AB) | Estla Le milieu d une droite Est un cercle de
8)f(2) = (- "‘1 D médiatrice du rayon v20
zy=2i;2zp=-1 -7i segment [AB]
L’ensemble des points M (z)
d affixe z tel que |f(2) |
=20
onpose Z =(z1x2;) T 231 13 8m
argiliz;)= 2 arg(Z) = - * 12 10 12
argiz,) =
10) on pose Z =2+ T m? _I 5_7T
© 12 oz 12 12

arg(z) =

arg(z;) = — % arg(Z) =
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solutionl
Questions | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
réponses | D B C C A C D B B D
Exercice 2

1. Soit P(z) = 2° - 42% + 9z - 10 oU z appartient a I'ensemble © des nombres complexes.

a. Résoudre dans T I'équation z%- 2z +5 = 0.

b. Calculer P(2).
c. Déterminer les réels a, b et ¢ tels que P(z) = (z - 2) (az® + bz + c).

d. Déduire des questions précédentes les solutions dans C de I'équation P(z) = 0.

2. Le plan complexe est rapporté a un repére ortho normal (D5, v)d'unité graphique 2 cm.

On consideére les points A, B, C et D d'affixes respectives :
. 1 1, .
Zn=2;28= 1+2/;zc=5+2—1etzD= 1-2i.
a. Placer les points A, B, C et D dans le plan complexe (sur papier millimétré).

b. Calculer les modules des nombres complexes z4 - zp, 25 - zp et zg - Z4.

En déduire la nature du triangle ABD

Solution?

1. Soit P(z) = 2° - 42> + 9z - 10 oll z appartient & I'ensemble T des nombres complexes.
a.
z?—Z2z+50=10
A=(-22-d4x1x5=4-20=-16 <0
done deux solutions complexes conjuguées

2 —4i
Zl =
b.
P(2)=2% —4%x2  +9%x2-10=8-16+18-10=-848=10
done 2 estune racine de pz)
c. On en deduit que P(z) peut s'écrire sous la forme
P(z) = (z - 2)(az* + bz + c) ou a, b et ¢ sont trois réels & déterminer.
développons P(z) :
P(z) =az’ + bz* +cz-2az’-2bz-2c=az’+(b-2a)z* +(c-2b)z-2c

=1-2f ,z,=1+2i
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par identification (avec z° - 4z* + 9z - 10 ) on en déduit :

a =1
a=1
h—2a=-4
= eah=-4+2=-2
c—2h=9
c=25
—2e=-10

soit: P(z) = (z - 2)(z* -2z + 5)

d. P(z) = 0 équivaut a

(z - 2)(z* -2z + 5) = 0 équivaut &
z-2=00uz*-22+5=0
z=2o0uz=1-2iouz=1+2i(d4apreslaquestionl.a)

2. a.
B
i
o C
i 10 >
D
zA=2;zB=1+2i;zc=%+%i2ietzD:1- 20
b.

DA=|zg-zy|=]2-(1-2)

=2 -142i|=[1+2]= JE4 22 =5
DB =|zy—zp|=[l+2i- (1- 28)|

= [4i|= 0T+ 47 = 6 =4

AB = |zy—z,|= 1+ 2i-2|= |1+ 2|

= JEE+22 = J1+4 =45

donc AB = AD, donc ABD est isocéle en A.
Exercice 3

Le plan est rapporté a un repére ortho normal (O, V:'(unité graphique : 2cm)
Soient les nombres complexes
zZ, = JLT+1'-J2_ T 22:1+1'~J§

1. a. Déterminer le module et un argument des nombres z; et z,.

1. b Placer les points A et B d'affixes respectives z; et z,.
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2. Soit Z le nombre complexe tel que Z = j—z
1

Ecrire Z sous forme exponentielle, en déduire une mesure en radian de I'angle fde la rotation de centre O qui
transforme A en B.

3. a. Ecrire Z sous forme trigonométrique.

3. b. En utilisant les formes algébriques de z; et z,, déterminer la forme algébrique de Z.

3.c. En déduire les valeurs exactes de

T . "
cos — et de sin —

Solution 2

1.a.

21:\E+z’-\.ﬂ'r2_ T 22:1+1\,E
2y [= V2 + (W2) = V22 = =2

J2
c@si-}‘l:T - .
8 =— drgiz1= —
| Nl glz) = 7
gin #, = —

2
|zg|:ﬁf12+(ﬁj2 =J1+3 =4 =2

cosd, =
: & =— Arglz,i=—
17 3 2 3

sin &, =

Lo | —
ol

1.b.
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|zl|=2, ﬂrg(zljl:% donczl=2£i‘*_
|zg|=2, ﬂrg(zgjl:% donc z, = 2¢'F

iT
3 i =T
z 2g [
7 =222 — g3 42 =

] ![4_":—?1] i
=g 12 12} _ & 12

donc B est I'image de A par une rotation de centre O et d'angle de mesure 1”—2

2.b.

oz 1+iN3 o a+iNBIe -2y | 2oz e
Ca N2z (WZHiNRDIE - 2) 2 - 232

R R R R R P B N R A i

4 4 4
C.
= =£i%=cosi+isin T X £+J§+j@
1z 12 4 4
s T _ e+
1z 4
sin = V€ — 2
12 4

Exercice4 : (bac)
Le plan complexe est muni d un repére orthonormé (o 7,7")
Pour tout nombre complexe z on pose : p(z) = z3 —62%2+12z — 16
1 a) calculer p (4)
b) Déterminer deux réels a et b tels que pour tout nombre complexe z: p (z) = (z — 4)(z? +az + b)

2) Résoudre dans | ensemble des nombres complexes C | équation p(z) = 0 puis donner le module et | argument de

Chacun de ses solutions



10

Le pilier du bac élaboré par le professeur chercheur sy saidou

3) dans le plan complexe on considére les points A, B, C d affixe respectives
Zye 1—iV3 ;zp=4; z, = 1+iV3
a) construire les points A, B, C dans un repére (01,7 )
b) Démontrer que le triangle ABC est équilatéral
c) Calculer le périmetre et | aire du triangle ABC
Solution3 :
1a) calculons p(4) : 43 —6(4)? +12(4)—16=64—-96+48—-16=10
b) Déterminons les réelsa et b
p(2) =(z—4)(z*+az+b) ondéveloppe p (2)

& z3 + az? + bz — 42> —4az —4b on factorise p (z)

z3 +(a—4)z> + (b—4a)z — 4b

Premiére méthode :par identification

(a@a—4)=—-6=>a=-2
(b—4a)=12 =b=4

—4b = —16

donc

p(z)=(z—4)(z* -2z +4)

Deuxieme méthode :la division euclidienne




11

Le pilier du bac élaboré par le professeur chercheur sy saidou

73 —6z%2+12z — 16 z —4

_.3 2
z° +4z 7% -2z +4

—2z%24+12z—-16
2z% — 8z

4z — 16

-4z + 16

0

2) Résoudre p(z) = 0 revient a poser (z —4)(z?> —2z+4) =0
(z—4)=00u (z2—-2z+4)=0

z1=4 ou A= b?—4ac=(-2)2—4x1x4
A=4—-16=—-12 = 2iV3

—b+VA _ 2+2iV3 2(1+u/—)

2=, T, (1+iV3)
—-b—V/A 2-2iV3  2(1-iV3 .
7y =T _22s_20008) gy

s {4, 14+iV3,1-iV3.}

|z,| =4 argz;- 0[2x]

c059=% -
|z,] =|1+iV3|=VI+3 =2 I = argzz=§[2n]
2
3 cos@=% n[Z ]
1- Vi+3 =2 = argz,=—— |41
|z3| = | l | sin9=_\/§ 92, 3

" |

3a)
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hautEir——_

——
'gl"l
§ |
o/
/
/

3b)

Za-1—iV3; zg_4; z._1+iV3

Montrons que le triangle est équilatéral

Premiere méthode : on va démontrer que les c6tés BA= CA= BC
BA=1Z,_ Zg| = |1-iV3—4|=|-3-iV3|=V9+3=V12 = 2V3

BA=2V3

cA= |z —z¢l = |1+ V3 -1+ V3| =|2v3] =VIZ = 2V3
CA= 2V3.

BC= |z¢ —zg| = |1+iV3—4| =|-3+iV3|=V12

BC =2+/3. Onremarque que BA = CA = BC

Donc ABC est un triangle équilatéral
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Deuxiéme méthode :

, , Ze_ Z T
Il suffit de démontrer que =28 =¢'3

Zc —Zy
1+iy/3-4 -3+iv3 _ (=3+iV3)(-2iv3) _ 6iV3+6 _ 6(1+iV3) 1+iV3 1 | iV3 iZ
- - = - = = = = =- -|— — =€ 3
1+iV3-1+iV3 2iV3 12 12 6Xx2 2 2 2

Donc ABC est un triangle équilatéral
c) calculons le perimetre et la surface du triangle ABC
& perimétre égale 3 somme des cotés : BA+ CA+BC=2V3+ 23 + 23 =613

base xhauteur __ BIXAC
2

%~ surface égale a ; calculons d’ abord BI. |zg —Z;| =14 —1| =3

l aire du triangle ABC = 3X?/§ = 67\/3 =33

Exercice 5.

Le plan complexe est rapporté au repere ortho normal direct (<12 %) d'unité graphique 2 cm. Le nombre
i désigne

Le nombre complexe de module 1 et d'argument T /2.

1. Soit trois nombres complexes :
. z
zlzﬁ+z, 22:# gf Z2;=—

a. Déterminer le module et un argument de z;.
b. Ecrire sous la forme a + bi les complexes z, et zs.

2. Soit quatre nombres complexes
zﬂ:\E+1’, 23:1+1\E, z,:,:—mj'r§+z', zﬂzl—iﬁ

a. Montrer que les points A, B, C et D d'affixes respectives z,, zg, zc et zp sont sur un cercle dont on précisera le
centre et le rayon. Tracer le cercle dans le plan complexe et placer les points A, B, C et D.

b. Calculer |z¢c - zg| et |zp - za].

c. Calculer les affixes des vecteurs AZ et ﬁ; vérifier que TD = -( mﬁ+2) AZ .

d. Indiquer si les propositions suivantes sont justes ou fausses; justifier vos réponses.
AD =BC;
CD=3AB

ABCD est un trapéze isocele
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Solution5 :
1.a.
2= VN3 417 = F =2
c0591—£ -
218, =" = drgiz)

s1n£"1—
b.

2
] _i_(ﬁﬂ‘) _3+2i£+i2_2+2iﬁ_1+z_ﬁ
2 2 2 - o - o -

4 4 4(1—w’§) 4(1—15\!?7) 4(1—jﬁ) —

F = —= = = = = -1
T a3 (1eafB)(1-3) 173 4
2. a.
04 = e = ful=2

08 = 5| = [l+i3|=f1+3=2
OC = lzo|= |F~B+i|= J(-/3)2+1= B+1=2
0D = |z5|= |1—:eJ§|= JI+ (=2 =flr3=2

OA =0B=0C=0Ddonc les points A, B, C et D appartiennent au cercle de centre O et rayon 2.

B

A

N
)

=l

D
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BC = |zp - z,|= |—£+i—1—z‘\;’§|= |(—£—1)+3'(1—J?T}|

\J(—\E—I}2+{1—£}:‘ =J3+}ﬁ+l+1;2«ﬁ+3:¢'§:2ﬁ
AD =y -z, |=[I-1a3- B -i|= [1- By +i-1- 3]

= SIS (1= = 1225 4341+ 245 +3 =8 =22

C.

zp=2y-z,=1+if3 -3 —i=(1-B+i(-3-1)
zap=zp—zo=1-i3 - (-NF+i)=1-i3+F-i= (1+3) - i3 +1)
~(N3 42z = ~(MEH M- VE) WD

= —(3-3+2-2-i3-3-2+23)
= (1= -0+ = 1+ B +i-1-B) = 25

donc T = (—£+2)I§

d. AD = BC d'apreés la question b.

D= (- m"{?j+2) AE lesvecteurs D et AZ sont colinéaires donc (AB) // (CD) par conséquent ABCD est un

trapéze isocele.

Par contre I'égalité CD = 3AB n'est pas juste puisque CD = (- 'u"f3_+2) AB.

Exercice 6

Le plan complexe est rapporté & un repére orthonormé (<% :v) d'unité graphique 1 cm. On considére

les points A, B, C d'affixes respectives : za = 3430 ;g =2 3 et Zc=2i

1. Placer les points A, B et C dans le plan complexe (' sur papier millimétré ).

2. Déterminer le module et un argument du nombre complexe za

3. a. Calculer les modules des nombres complexes :

In-2c,2-Zp 6t ZB - Z¢

En déduire la nature du triangle ABC.

b. Déterminer I'affixe du centre K du cercle (T") circonscrit au triangle ABC ; préciser le rayon de ce cercle.
c. Montrer que le point O appartient au cercle (T")

T

JE,

4. On considere le point D d'affixe Zp = 2e

a. Montrer que zp = N

b. Calculer I'affixe du milieu M du segment [AD].
c. Démontrer que le quadrilatere ABDC est un rectangle.

Solution6
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=

2. Déterminons le module de z, = A3+ 3
lzs| =V3+9 =12 =2V3
Déterminons un argument de z4

soit 04 un argument de z, = N 3i,ona:
cos 0, = ~f3/2-/3=1/2

sin0,=3/2~3= ~f3/12

On en déduit ® = /3 est un argument de z,
3.a

AC=za-zcl= |3 +3i-2i|= |3 +i|]= /3+1=Vd=2
AB=|zg-zal| 23 - (+f3 +3i)|=| f3-3iV3+9=
V12=2v3

BC =| zg - z¢|=[2 /3 - 2i| =VI2Z + 4 =V16 = 4

BC2=16

AC2+AB2=4+12=16

donc BC2 = AC2 + AB2d'apres la réciproque du théoreme de Pythagore

ABC est rectangle en A.

3.b. Le triangle ABC est rectangle en A, donc le centre K du cercle circonscrit au triangle ABC est le milieu de
[BC], soit zk l'affixe de Kon a:

Zy,+ Z 23+ 2i
Zy = £ £ - 3 =3+
2 2
Le rayon r du cercle (T") est égal a la moitié de I'nypoténuse BC, soitr = 2.
B et C appartiennent respectivement a I'axe des réels et des imaginaires purs donc BOC est rectangle en O, O
appartient donc au cercle (T) de diametre [BC]
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Zp = 2¢ F = 2{005(— j%)+ isin [— %H

- z{ﬁ_ 1-1_} N
4. a.

2 2

b. M milieu de [AD] donc si zy est I'affixe de M :
_Zgatz, 3+ 30+ 3-1

2 2

2.3 + 2 .
T:\E+z:zx

e

donc M et K sont confondus.

C.

[AD] et [BC] ont le méme milieu K , or un quadrilatére dont les diagonales se coupent en leur milieu est un
parallélogramme d'ou ABDC est un parallélogramme.

De plus ABDC est tel que (AB) L (AC) or un parallélogramme dont deux cotés consécutifs sont perpendiculaire est
un rectangle donc ABDC est un rectangle.

Exercice7
Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé (01,7 )

z—3+41
z—4-3i

Pour tout nombre complexe z diffirent de 4 + 3i on pose f(z) =

1) calculer S = f(10 — 5i) puis I'écriture sous forme algébrique et trigonométrique

2) on considere les deux points A et B d’affixe respectives : z,_ 4+3iet zg - 3 — 4i

a) Déterminer I'ensemble 73 des points M du plan d’affixe z tel que |f(z)| =1

b) Déterminer I'ensemble 7>, des points M du plan d’affixe z tel que f(z) soit imaginaire pure

c) vérifier par calcul que I'origine O du repéere a un point commun aux deux ensemble 73 et [, construire
Les deux ensemble dans le repére (01, ).

3) pour tout entier naturel n on pose z, = A" soit M,, le point d affixe z,

a) quel est 'ensemble des valeurs de n pour lesquelles les points M,, appartienne a I'axe des abscisses

b) vérifier que les points My¢ , M2012, Mag14. » M2g15 appartiennent a I'axe des abscisse .

c) quel est 'ensemble des valeurs de n pour lesquelles ona OM, < 10737

d) Montrer que si n tend vers 400 alors le point M,, tend vers une position précise a déterminer
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solution6 :

1) calculons = f(10 — 5i) onremplace z par 10 — 5i

10-5i—3+4i _ 7-i

_ (7-i)(6+8) _ (42+56i-6i+8) _ (50+50i) _ 1 4il
10-5i—4—3i  6-8i (6—8i)(6+8i) 36+64 = TTo0 2 %
V2
A= + @ =J O+ @ =fi-2
( 1
2
cosg cosg i
arg () = { o=y aee]
ksmﬁ sin
2

|

forme trigonométrique : (cos +isin )

2) a déterminons I'ensemble /3

z—3+4i
F@l=1 < [Z5]=1
o [y

ZM-z,

< AM = BM

@ ['"ensemble I est la médaitrice du segement [AB]

f(z) =0o0u

=
b)f(z) est imaginaire pure < argf(z) = 2

(AM, BM)

@ |'ensemble I, est un cercle de daimétre AB privé du point A

AlIFOl === =

—4-3i

9+1
|m =1 =|f(0)]=1=0€ I

f(O) — —3+4i _ (—3+4i)(—4+3i) _ 12-9i-16i-12

-25i
—4-3i (—4-3i)(—4+3i0)

16+9 =725 - 1

f(0)= —i = f(0)€eiR*=0€l, DONCOEe []1 NI
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sy saidou

3) z"=p"
a) M,, € al’'axe des abscisses si et seulement si z € R

ZERoargz" =kn

onl=kn
4
ot=k
4
on =4k

M, appartiennent al'axe des abscisses si et seulement si l'entier n est multiple de 4

b)

& Vérifions que M, € aI’axe des abscisses (OX): 16 =4 X 4

16 est multiple de 4 donc M;¢4 € al’axe des abscisses (OX)

& Vérifions que M,41, € al’axe des abscisses (OX) : 2012 =4 X 503

2012 est multiple de 4 donc M,,, € a I'axe des abscisses (OX)
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& Vérifions que M,414 € al’axe des abscisses (OX) : 4x 503,5

2014 n’est pas multiple de 4 donc M,4,4, n'appartient pas (g) al’axe des abscisses (OX)

& Vérifions que M,415 € al’axe des abscisses (OX) : 4 X 503,75
2015 n’est pas multiple de 4 donc M,4,5 n'appartient pas (g) al’axe des abscisses (OX)
c) OM,, <107 3=|z,| <1073

=|B. " <1073

=np."<In1073

=nin|B| < -3In10

-3Iin10
=>n =
In|B|

-3in10
A
In (?)

=n = 20,29

=>n =

ne {21, 22, 23,24}

n—-oo

n—-oo
sin = +oo le point M,, est confondu avec origine O

Exercice 8

Le plan complexe P est rapporté au repére ortho normal (&2 v) d'unité
graphique 1 cm.

z
On note : i le nombre complexe de module 1 et d'argument 2
z1 le nombre complexe -1 -i 3

1. On pose z; = iz, montrer que z; = o

2.a. Calculer le module et un argument de chacun des nombres complexes
Z1etz,.

2.b. Placer dans le plan P le point M, d'affixe z; et le point M, d'affixe z, .
3. Soient A, B et C les points du plan d'affixes respectives za, zg et z¢
telles que :

zA:-2+2i~.f3_ ;zB:Z-ZiJE’TetzC:S

3.a. Montrer que za =2 z; et que zg = - Za

3.b. Placer les points A,B et C dans le plan P.

3.c. Démontrer que le triangle ABC est rectangle.

3.d. Calculer I'affixe du point D de sorte que le quadrilatere ABCD soit un
rectangle.
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Solution§ :
1.

zy=idzy=1 (-1-i4f3) = 4-i2f3=-i+-f3 =31

2.a. Soient 0; et 6, des arguments respectifs de z; et z,:

rl= 155 |= oD C By = T T = VA =2
ool W =]« R T T = - 2

On peut aussi utiliser les propriétés du module d'un nombre complexe :

|Z:4|= |32'1|= |3|'|21|=1><2= 2

-1

cosf, = — 5
donc EI:—E
—.f3 3
smEl:T
3
|:-::-s|ll§'2:£
2 Ydone H,=—
sinﬂzz?
2.b.
N
O W
1, |

N
3.a.

27, = 2(—1+iﬁ): —2+2ia3=z2,
—z,=—(-2+2if3)=2-2i/3 =2z,

3.b.
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e
x| T
AT TN T

=

=

Mz/J
AR —

x| |-

L

3.C.
AB = |z,-z,|= 2—2:@J§+2—2;‘£|=

4 - 4i/3|= 42+ (-4 )7 = e + 48 = Jod = 8
BC = |20 — 25| = - 2+ 2i/3|= |6+ 2i/3| =

- TG - JETTI - VAT 45

AC =g —z4|= |8+ 2- 2w’§|= |10— 2;J§|=
J102+(—2J§)2 = 100+12 = f112 =447

A2+ BC*=64+48=112
AC*=112

}donc AC?=A8*+ B

d'aprés la réciproque du théoréeme de Pythagore ABC est rectangle en B.

3.d. Pour qu”’ABCD soit un rectangle il suffit qu’ABCD soit un parallélogramme puisque ABC est un triangle
rectangle.

Pour que ABCD soit un rectangle il suffit donc que 45 = D .

Soient za, zg, Zc, Zp les affixes respectifs de A, B, C, D

de A5 = D onen déduit : zg-zao= Z¢ - Zp SOit Zp =Za - Zg + Z¢

Zo=-2+2i~f3 -2 +2i /3 +8=4+4i-/3 est donc I'affixe du point D.



23

Le pilier du bac élaboré par le professeur chercheur sy saidou

Exercice9

on considere les trois nombres complexes :
il 4 $il
zl=2~.f3_[cos€+ism€]; £, =4, z3=2{1+e 3}

On appelle My, M5, M3 leurs images respectives dans le plan complexe (P) rapporté au repére ortho normal

(5% v)(unité graphique : 1.cm ).

1) Calculer la partie réelle et la partie imaginaire de z; et de zs.

2) Placer les points My, M, M3 dans le plan (P)

3) a) Calculer sous forme trigonométrique les nombres complexes :
21-2;2-2;23-2

b) En déduire que les trois points M1, M,, M3 sont situés sur un méme cercle dont on précisera le centre et

le rayon.

4) Montrer que le triangle M;M;,M; est un triangle rectangle.

Solution9 :
1) Mettons les nombres complexes z; et z3 sous la forme algébrique

z, = 2£(cos%+isin %]: 2£[§+i%]: 3+(~.;'(3_)3'
£y = 2[1+ EH?J = 2[1+ Cos 4??3+isin 4%] =

2[1+_?1—§:;]= E[l—ﬂz}= 1—(ﬁ)i

2 2

On en déduit les parties réelles et imaginaires de z; et z3 :

Re(z)=3 Im(z)=~3 Re(z)=1 Im(z3)=--3
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\ ot
Pl
o/ 1\

=

2)
3) a)
z, = 3+(—J§)i = z;— 2= 1+i~/3 = 2[%+1‘§J: 2[cos%+ising]

z,—2=4-2=2= 2(c050+3’sin0)

z, - 2= 2{1+£4i?J—2= 2£4i3_= 2(c@s%+isin 4%]

b) on a par conséquent :

|21_ 2|= |z:4 ~ 2|= |23_ 2|= 2

Soit K le point d'affixe 2, on a donc :

KM= KM,= KM3 il en résulte que les points M1, M,, M3 appartiennent au cercle de

centre K et de rayon 2.
4)
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MM, =z, -z = ‘2—3—(J§)i = |—1—¢J§|=
DR+ (=B =T =2
MM =|zs— 24| = ‘1—(@);— 2|= |3-1f]=
JE3R (=B =12 = 243

108, < eyl - (S5 3- (V)

-2 - 23] = Ji-2+ (-23)2 = V6 = 4
MM,P =16

MM P+ M M =4+12=16

d'apres la réciproque du théoreme de Pythagore, le triangle M;M,M; est rectangle

} = MMP=MM +M M

en M.

Autre méthode : montrer que le point K est le milieu du segment [M1M3]
2z, 3H(BYEHI-(B) 4 L.
2 2 2 ¥

K est donc le milieu du segment [M1Mj3] , par conséquent le triangle M;M,Mj3 est

inscrit dans le cercle de diamétre [M{Mjs], d'ou M;M;M; est rectangle en M,

Exercicel

T
on designe par i le nombre complexe de module 1 et d’argument Z .

Le plan complexe est muni d'un repére ortho normal <% vidunité graphique 1
cm.

On considere les points A, B, C, D d'affixes respectives :

z,=% z,=81 z,= z_de;? Z, = zﬂen%

1) Ecrire Z, et Zg sous la forme trigonométrique. Donner le module et un argument
de Z. etZ, et écrire ces nombres sous la forme algébrique.

2) Montrer que les points A, B, C, D sont situés sur le méme cercle € dont on

précisera le centre et le rayon.

3) Tracer le cercle € et placer les points A, B, C, D.

4) a) On note Z; et Z, les affixes respectives des vecteurs AC'et BZ . Montrer que
Zz = Zl ’J?T \

b) On note Z; et Z, les affixes respectives des vecteurs Calculer |Z3| et |Z4].

c) Montrer que le quadrilatére ABDC est un trapéze isocéle.
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Solution10:
1)

2l - ol = v - 8
2l il VB - 2

Les deux nombres complexes za et zg ont pour module 8.

solent &, &, des arguments respectifs dez, etz
g 0
cosf, = —=1 cosf,=—=10
g g T
0 9a=0 2 Y
sin@ , = —=0 sin@, = —=1
‘g :

on en déduit la forme trigonométrique des nombres complexes za et zg (et du méme coup leurs formes
exponentielle ) :

zy=8(cos0+isin0)=8e"

e[

T . T H
Z; = B(cos E+ isin E) = 8¢

on peut en déduire les formes exponentielles des nombres complexes zc et zp :

Zpa=24e7% =8e 7%

iIx

¥ = gg'se

j=ix

.
z, = 8e'te =8¢’

on adonc :

zo]=28 |zo]=2 ﬂrg(zcjz? ﬂrg(zﬂjz?ﬁ

on en déduit leur forme algébrique :

Zn = e T = 8(cosi+z’sini}
3

8[1— EEJ =|4 — 4.3

2 2

Zn Sgi's?f-:8[c¢s%+isiﬂ-ﬁ?ﬁ]=8[£_ljJ:_4’J__4I-

2 2

(ce n'est pas la seule facon de déterminer les formes algébriques de ces deux nombres complexes )
2)ona:

04 =lzy]|=8
OB =|z5|=8
OA=0B=0C=0D=28
0D =|z,]=38
OC =|z.]|=8

les points A, B, C, D appartiennent par conséquent au cercle € de centre O et de rayon 8.
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4) a)
Zo=zp—zy=—4/3—4i —8i=-4-/3-12
Zi=za—z,=4-4- 3 -8=-4- 4.3

32 = AB-4- 4B = -4 3121 = 2,

une propriéte sur les affixes se répercute sur une propriété vectorielle : de Z, = Z; ~f3 on en déduit :

BD=~3 40

on en conclu au passage que les droites (BD) et (AC) sont paralléles puisque les vecteurs LDet ACsont

colinéaires.
4) b)
|23|= |ZB_ZJ1|= |8i_ 8|= |_8+8i|=

JEBEH82 = 264 = 8/2
Z¢|= e —20|= |4—4J?}—(—4f—4i)|=
|4—4J?Ti+4ﬁ+4z’|= |(4+4ﬁ}+(4—4ﬁ)z’|=
JE+a3) + (4 - 443)7 =

J16+ 3257 +43+16 =325 +48 =

2% 64 = B2

|Z5| = |Z4| donc les vecteurs AZ et DC

ont la méme norme 8 ~/Z : AB = DC.

4) c) d'apres ce qui précede le quadrilatéere ABDC est tel que AB = DC et (AC) // (BD) donc c'est un trapéze isocele
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Exercicell

T
On désigne par i le nombre complexe de module 1 et d’argument 2 .

Onposezi=1+i,z,= f3+ietZ=2°
1)a) Mettre z,° sous forme algébrique ( on pourra utiliser une identité remarquable ).
b) Mettre Z sous forme algebrique.

2)a) Déterminer le module et un argument du nombre complexe z; , puis le module et I’argument

du nombre complexe z;°.
b) Déterminer le module et un argument du nombre complexe z,
c) Déduire des questions précédentes une écriture trigonométrique de Z.

3) En comparant les écritures algébrique et trigonométrique de Z, déterminer

les valeurs exactes de cos (11 7 /12) et sin (11 7 /12).

Solutionl11

1) a)

2P = 1+ = (1+ (1 +i)2 =

(T+ 300+ 28 +i2) = (1+3)(28) = 2i + 22 = -2 + 23

b)

Zo=zlzy = (—24 2003 +i) = —2-/3 — 2i + 23 + 2¢2
= (23— 2+ (-2 + 230

2) )

|21 +1= 2

soit & un argument de z; ona:

COSE —L E

N ) 2 ~a_F
_ 1 7 b
SlﬂE].:ﬁ:T

= \E(cosj—+isin %)= ﬁe!}

(2 = (V2] = (VE) o' F - 22T

donc 3 7 /4 est un argument de z,°® et ~/Z son module.
2) b)

2, =B +12 = =2

soit &, un argument de z; ona:

3

EOSEZZT o7
=8, = _

g
£

5ifl 52:%
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on en déduit la forme trigonométrique puis la forme
exponentielle du nombre z;

T . T ;
Z,= 2(cos —+isin =) = 2g'F
5 ( : 6)

2) c) des formes exponentielle de z,® et z, on en déduit la forme
exponentielle du nombre complexe Z ainsi que sa forme
trigonométrique :

i
o

L3 T , oxL =
2 = 21322 = EJE_EET -2223 = 4\}@2 = 4\;@2 e
4JLTQIT = 4ﬁ[cos 111;? +isin E]

Z

12

3) On sait que deux nombres complexes sont égaux si et
seulement si ils ont les méme parties réelles et les méme parties

imaginaires :
4ﬁ[coslllg+z‘sin 111§J=(—2J_—2)+(—2+2J§)1'
1w -23-2 =-26-2.2 - -f6
Cos = = =
- 12 402 3 4
ol —2+23 -ea4eSs -2+ 6
12 ENS) 8 4
Exercicel2

1. Le plan complexe est muni d'un repére ortho normal direct (&% ;¥ jd'unité graphique 1 cm.
On désigne par i le nombre complexe de module 1 et d'argument 7 /2.
1. a. Résoudre dans I'ensemble des nombres complexes I'équation : z2 -6z + 12 = 0.

1. b. Ecrire les solutions de cette équation sous forme exponentielle.
2. Dans le plan muni d'un repére ortho normal (O u ;V), placer les points A, B et | d'affixes respectives :
z,=34+i-f3, zy;=3-i3, z =2

2. a. Montrer que les points A, B et O sont sur un cercle de centre | dont on précisera le rayon.

2. b. Donner, en le justifiant, la nature du triangle OAB.

2. c. Placer le point C d'affixe z¢ = -2i J?T Montrer que les points A, C et | sont alignés.

solution12:

1. a.

A= (-6)2-4 X1 X12=36-48=-12<0

donc I'équation z2 - 6z + 12 = 0 admet deux solutions complexes conjuguées :
6—i 12 6-2i/3  203-i~/3) .

A ke

z, = 3+1“J3_
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1. b.
Soient 8, et &, des arguments de z, et z, :

o= 32+ (-VE) = VIZ =243

cosf = g = ﬁz —ﬁ
1_ - - —
sin & _ﬂ___l 6
1 Eﬁ 5
Zl=2ﬁé_iﬁ_
eal= 32 + (V) = VIZ= 243
cosl, = g —ﬁg—ﬁ
P23 23 2|,
.= =
2 Eﬁ 5
z, =2 3@!-F
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A=z, - z,|= |3+;eJ'—2|= |1+;eﬁ|= ,h+(\/'?7)2 =4 =2
IB = |z; - z;|= [3- i3 - 2|= 1= i3] = .(1+(—J§)2 =i

0=|z;]=2

IA=IB=10=2

donc les points A, B et O appartiennent au cercle de centre | et de rayon 2.
2. b.

Premiere méthode :

= |zal =23
OB=|zB|=2~J?T

donc le triangle AOB est isocele en O
de plus:

mes(ﬁ;5§)=mes(ﬂ;§)+mes(§;a§) [2?:]
=-Arglz )+ Argi(zy) [EH]:—%+% [Err]

[27]

or un triangle isocéle ayant un angle de mesure 60° ou & /3 radians est un triangle équilatéral
donc OAB est un triangle équilatéral.

Deuxiéme méthode :

= |zal = Z’J_
OB=|zB|=2'\}'{3—
AB=|z5-2a] = [3-i~/3 - (3+i~f3)] = |-2i~f3 | =23

OA = OB = AB donc le triangle AOB est un triangle équilatéral.

2.c.

AT (zp-2,)= ﬁ(—zif—3—i£):~ R(—B—Bﬁﬁ)
Al(z,-2,)= 41 (2-3-i3)= AT (-1-:i/3) = 341 (-3-3i/3)
ﬁ: 3ﬂf = les vecteurs HC' EYS ﬂf sont colinéaires

donc les points A, C et | sont alignés.
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Exercice 13 :
Le plan complexe est muni d'un repére ortho normal direct (<'.&", % )d'unité graphique 1
cm.
On désigne par i le nombre complexe de module 1 et d'argument /2.
1. Résoudre dans I'ensemble © des nombres comglexes I'équation z* + 4z + 16 = 0
2. Pour tout nombre complexe z, on pose P(z) = z° - 64.
a. Calculer P(4)
b. Trouver les réels a, b et ¢ tels que, pour tout nombre complexe z,
P(z) = (z- 4)(az® + bz + c)
c. Résoudre dans I'ensemble des nombres complexes I'équation P(z) =0
3. On considére les points A, B et C d'affixes respectives :
Za=-2+2i~f3, %5 = Z4,2c=4.
a. Etablir que :
I

Z,= 4217

Ecrire zg sous la forme #2*, ot r est un nombre réel strictement positif et &un nombre
réel compris entre - Tet T,

b. Placer les points A, B et C dans le plan muni du repére (< &%),

c. Déterminer la nature du triangle ABC.

4. On appelle D I'image de A par la rotation de centre O et d'angle 71/6, et on appelle zp
I'affixe du point D.

a. Déterminer le module et un argument de zp .

b. En déduire la forme algébrique de z .

c. Placer le point D sur le graphique précédent.

Solution 13

1. Résoudre dans I'ensemble T des nombres complexes I'équation z% + 4z + 16 = 0
A=42-dxlxlé=16 —6d=—-4% <0

done deux solutions complexes conjuguées ;

2= —4 - fa8i _ -4 1631 _ —4—4;:\,@:_2_23_&
2 2 z
z, = —2+2if3

2. Pour tout nombre complexe z, on pose P(z) = z3 - 64.
a. P(4) =43 - 64 =64 - 64 = 0 donc est une racine de P(z) donc

b. P(z) peut s'écrire sous la forme P(z) = (z - 4)( az? + bz + ¢)
=az3 + bz? + cz-4az? - 4bz - 4c = az3 + (b - 4a)z2 + (c - 4b)z - 4¢

Par identification on a :

a =1
a =1
b—da =10
= e b =4
c—db =10
c=146
—de = —64

P(z) = (z - 4)(2% + 4z + 16)
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c. P(z) =0 équivauta: (z - 4)(z2 + 4z + 16) = 0 soit
z-4=00uz2+4z+16 =0donc

z=4ouz=-2-2i~Fouz=-2+2i-3
doncS={4;-2-2i~/3 ;-2+2i~/3 }
3. On consideére les points A, B et C d'affixes respectives :

2,=-2+2i~3, 2= %4 z.=4,

d.

Eg = — 2 4+ Z2i~3

lzal= ~fi—2@+ (232 = SFr 12 = Sf16 — 4
CGSEA=_.4—2=_2—1 -

8 9= =7 _ 4
| 27 ST = TELZal
sinn &, = =

= =
jz_"'-
T4 =gz =
£, =—-2-2i~/3
24| = Af=207 4 (—2/3)2 = JA+ 12 = 4
cosﬂgzizi
o :ﬂzﬂrg(z)
. Ny - 2
5111&3: =
4 2
Ll
7, =4e 3
b.
A
D \
v i
Ol &
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C.

4B =|zy—z,]= [2- 2B (24215 = |4i 3| 443

BC = |zq —z,|= 4—(—2—2g£)‘: |6+2i£|: 62+ (24332 = 26 +12
BC = Af48 = 4.3
AC = 2o —2,|= 4—(—2+2gﬁ)‘= |5—2iﬁ|=J62+(—2J§)2 = 4.7

Conclusion : AB = BC = AC donc ABC est un triangle équilatéral.
4. a.

o=z =de * xe® =de ® xe® =4g °

o
= |zp|=4.4rgiz,) = e
2, = 4[|:035i+3' sin5i] = 4[£+zl] = —Eﬁ‘l‘ 21
& & 2
b/
Exercice 14

Dans l'ensemble © des nombres complexes, i désigne le nombre de module 1 et d'argument 7 /2.

1) Montrer que (1 +i) 6=-8i

2) On considere I'équation (E) 2’ =- 8i

a)Déduire de 1) une solution de I'équation (E)

b) L'équation (E) possede une autre solution ; écrire cette solution sous forme algébrique.

3) Déduire également de 1) une solution de I'équation (E') : ?=-8i
4) On considére le point A d'affixe 2i et la rotation r de centre O et d'angle 2 7 /3.

a) Déterminer |'affixe b du point B image de A par r, ainsi que |'affixe c du point C, image de B parr.

b) Montrer que b et ¢ sont solutions de (E')

5) a) Dans le plan complexe rapporté a un repére ortho normal direct (O ;V:'(unité graphique 2cm ),

représenter les points A,B et C.
b) Quelle est la nature de la figure que forment les images de ces solutions ?

c) Déterminer le centre de gravité de cette figure.
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Solution14:

1)
(1+i)°=[1+)P=1+2i+i%)3=(1+2i-1)°=(2i)*=8i*=8i %i*=- 8i
2) a)

’=-8i =

z=(1+i)Pouz=-(1+i)?

z = (1 +i)* est une solution de I'équation (E)

2) b)

2=1+3i+32+i®=1+3i-3-i=-2+2ietz=2 - 2isont les deux solutions de I'équation (E).
3)2° =- 8i

22=(1+i)°d'ou

z=(1+i)*=1+2i+i%=2iest une solution de I'équation (E') .

4) a)

R :(coszi+isin2iJ2i - [iﬂﬁ]zz‘ == B =31
3 3 2 2

czeingbz[;+i§}(—ﬁ—i)=§+%i—%i+§=J?T—z’

4) b)

b= (] = ()1 = ()3 )
=(—ﬁ—i)(zmiﬁ):—2(—5:;—2:;+2J_=—8.~;

= (SF3) = (B )Y = ()32
=(ﬁ—i)(2—2iﬁ)=zﬁ—ai—zi—zJ':—ai

b et ¢ sont donc solution de I'équation (E')
5) a)
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il NN
ER
AR MAY
N

5) b)
soit a |'affixe du point A :

AB=|p-a|=|-3-i-2|= |\3-3i|= B9 = V2= 243
AC =lo-a|= M3-i-2|=|3-3|=3+9 =23
BC =c-b|= ‘ﬁ—z’—(—ﬁ—z’)‘: |ﬁ—i+ﬁ+z‘|: NG

AB = BC = AC donc le triangle ABC est un triangle équilatéral.

5) c) soit G le centre de gravité du triangle ABC,

a+b+e 2i-f3oitAf3-1i
ZG= = =[:|

3 3

G est confondu avec le point O origine du repére
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Exercice 15

1. Résoudre dans I'ensemble T des nombres complexes I'équation en z :
22-6z+13=0

2. a. Déterminer les réels b et c tels que pour tout complexe z :
z°-972+312-39=(z-3)(z2+ bz + ¢)

b. En déduire les solutions dans T de I'équationen z :
2*-922+31z-39=0.

3. Le plan complexe est rapporté & un repére ortho normal (& ;% v)
(unité : 2cm)
Soient A, B, E et F les points d'affixes respectives :

13
4

a. Placer les points A, B, E et F dans le plan complexe ( sur papier millimétré).

b. Calculer les distances FA, FB et FE. En déduire que les points A, B et E appartiennent a

un cercle (I7) de centre F.
c. Quelle est la nature du triangle ABE ?

ZA=3+2i,ZB=3—2i,ZE=§+i JEg = 3.

Solution15:

1.

z¥—Hz4+13=10
bh=({-6P-4x13=36-52=-16 (=16i%

& <0 donc deux solutions complezes conjuguées :

£, = 5_243 =3-2i z,=3+2i
S=4{3-2i,3+ 2}
2.a.

(z-3(z*+bz+c)=
7+ bzl oz — 3z%— 3hz— 3¢ =
2P+ (b= 3z 4+ (e —3b)z - 3¢
par identification (avec le polynéme z2 - 922 + 31z - 39) on en déduit :
E—-3=-5
h= -4
e— 3 =31
o 13
-3c=-39

donc on peut en conclure que :

z*- 972+ 31z -39 = (z - 3)(z2- 6z + 13)
2.b.

7% - 972+ 317 - 39 = 0 équivaut &

(z - 3)(z2- 6z + 13) = 0 équivaut a
z-3+00uz2-6z+13=0¢équivauta
z=30uz=3-2iouz=3+2i
S={3;3-2i;3+2i}
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AN S/

3.b.

AF =|zp—z,4]= 3 3+2i)|=|-2i|= JO2+ (-2)P = A = 2
BE = |z —z,]= 3— (3-20)|=[2i|= /0T + 22 = /4 = 2

EF=|2F—ZE|=3— E+j£ =1_'_“15
44 4 4
a — 2
4 4 14 16 16

AF = BF = EF =2 donc A, B, E appartiennent au cercle (I") de centre F et de rayon 2.
3.C.

Zp =3

zatz, A4+ 204+ 3- 28 _ 3 Zgp =
2 g -

donc F milieu de [AB] or F est le centre du cercle ( ) , [AB] diamétre du cercle ( T'),

E appartient au cercle ( ") or un triangle inscrit dans un cercle de diametre I'un de ses cotés

est un triangle rectangle donc ABE est rectangle en E.
Autre méthode : calculer les distances AB, AE, BE et appliquer la réciproque du théoréme de Pythagore.

Exercice 16

Le plan complexe est rapporté a un repére ortho normal direct (& ;& 5%,

L'unité graphique est 2 cm. On note i le nombre complexe de module 1 et d'argument T /2
1) Pour tout nombre complexe z, on pose :

PZ)=22+(2 ~2-4) 2+ (8-8-/2)z+ 167

a) Calculer P(-2 ~/2) =

b) Déterminer une factorisation de P(z) sous la forme :

P(z)=(z+2~2)Z*+ az+ £)ou aet Fsontdeux nombres réels que I' on déterminera.

c) Résoudre dans I'ensemble des nombres complexes I'équation : P(z) = 0.


http://homeomath.imingo.net/bac/bacgm0132.gif
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2) On note A, B et C les points d'affixes respectives:a=2+2i,b=2-2ietc=-2~2

a) Placer les points A, B et C dans le repére (&%),
Démontrer que A, B, C sont sur un méme cercle I"de centre O, dont on donnera le rayon.
b) Déterminer un argument du nombre complexe a puis un argument du nombre complexe

7 - . ' —_—F —F
En deéduire une mesure en radian de I'angle ( OF ; 04 )

c) Déterminer alors une mesure en radian de I'angle (&5 C'A)

d) Démontrer qu'une mesure de I'angle (ﬁ; ﬁ) est3 /8

e) En déduire I'égalité :

tan [3%]:1+-J§

solution 16

1) Pour tout nombre complexe z, on pose :

P(2) =2’ +(2 ~2-4) 7+ (8-8~2)z+16~2
a)P(-2~/2) =-16~/2 +8(2 ~/2-4)+(8-8~/7)(-2~2) + 162

=-16-72 + 16 w"'2_—32—16w"'2_+32+16w'f2_=0donc—2w5estuneracinedeP(z)
b)
P(z) = (z+24’§)(z2+az+ﬁ)

:z3+mzz+ﬁz+2ﬁzg+2aﬁz+2ﬁﬁ
=P (et 2222+ (B 2a 2z + 2028

par identification :

o+ 22 =242 -4
ﬁ+2aﬁ:8—8@@{;i;4
228 =162 B

P(z)=(z+2 w"'ZT)(zz-4z+8)
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c)
Plz)= 0 (z+2-f§)(zz—4z+8}= 0

z+2«j§:ﬂouzz—4z+8:ﬂ
z=—2~,jr2_ou22—4z+8=0

A=(-4P-4x1xE=16-32=-16 <0
done deux solutions complexes conjuguees

:4—43:2_23_, 22:4+43

z =2+ 21
2 2

2) On note A, B et C les points d'affixes respectives:a=2+2i,b=2-2jetc=-2 ~f2

a)

OA = la]= |2+ 2i|= 22+ 22 = B = 24/2

OB = |p|= |2 - 2i|= f22+ (-2)2 = B = 22
oC =|p|=|-2+2]= 2+2

OA = 0B =0CdoncA, B et C appartiennent au cercle de centre O et de rayon 2 7

b)
|:-::-s|ll“::‘—i—E
N 2y @)= T
sin & —i—ﬂ :
oo 2
t:-::-snlf-}‘—i—£
? 2~d2 2 -7
6, = arg(h) = =
Sing—i—ﬂ 4
N R

( ﬁ; ﬁ) = arg(a) - arg(b) [modulo 2 T ] = T /2 [modulo 2 7]
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————

—_— —_—
c) Les angles ACE et AC Binterceptent le méme arc AX5.

—_—
L'angle ACE est un angle inscrit et A< Best un angle au centre donc :

ﬁ: (1/2) A E= ?'[/4

( CE; CA&)= 7/4[modulo2 T]

d) L'affixe de C est réel donc C appartient a I'axe des réels, il est son propre symétrique par rapport a I'axe des
réels.
Les affixes de A et B sont conjugués donc A et B sont symétriques par rapport a I'axe des réels. Le triangle ABC est

doncisocéleen C:

—_— _—
2 BAC+ ACE=m
—_— —_—
2 BAC= m-m/4=3 7 /4s0it BAC=37/8

onadonc(ﬁ; ﬁ)=3ﬂi/8

e)
Soit H le point d'affixe 2,
c'est a dire le projeté orthogonal des points A et B sur I'axe des réels ,on a :

CH =|zy —2z4]= [2+242]= 2422
AH :|ZH—ZA|:|2-I:2+2i:||:|—2i|:2
dans le triangle CAH rectangleen H on a

CH 2+2ﬁ:1+@

AH 2

tan 3?”: tan{CAHY =

EXERCICE 17:

Le plan complexe est muni d'un repére ortho normal (£':%:¥ Jd'unité graphique 2 cm.
On désigne par i le nombre complexe de module 1 et d'argument /2

1. Résoudre dans I'ensemble des nombres complexes T I'équation 22 - 2z + 4 = 0.

2. On considere les points A et B d'affixes respectives za =1 + i 3 etzg=1-i /3.

a) Déterminer le module et un argument de za et zg.
b) Donner la forme exponentielle de za .
¢) Placer les points A et B dans le plan muni du repére (&' ;V)
3. On désigne par R la transformation du plan complexe qui a tout point M d'affixe z fait correspondre le point M’
d'affixe z' tel que :
Tl
z'=e *z
a) Indiquer la nature de la transformation R et préciser ses éléments caractéristiques.
b) On nomme C I'image du point A par la transformation R.
Déterminer la forme exponentielle de I'affixe z¢ du point C. En déduire sa forme algébrique.

c) Placer le point C.
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d) Montrer que le point B est I'image du point C par la transformation R. Quelle est la nature du triangle ABC ?
Justifier votre réponse.

Solutionl7 :
1.
28— 2z44=0

A=(-2P-4x1x4=4-16=-12<0

donc deux selutions complexes conuguees

_2-ifiz z—ziﬁzl_iﬁ 2 1415

aT T 5

les deux solutions de I'équation 22 - 2z + 4 =0sont 1 +i~/3 et1-i ~/3

2.a)
= cosﬁ'ﬂ=%
z,=1+i3 |zu]=1+3 =S4 =2 5 g, = %:ﬂrg{zﬂj
Siﬂ&A:T
c@s&s=% )
z,=1-if7 pﬂ:ﬂu—ﬁf:ﬁ:z‘ A 8, = ;:ﬂrg(zgﬁ
sin fy, = ——

2
b) za a pour module 2 et un argument est 7 /3 donc :

Z,= 2¢3
c) Voir figure
3. On désigne par R la transformation du plan complexe qui a tout point M d'affixe z fait correspondre le point M'
d'affixe z' tel que :
Ldm
z'=g 3z

a) R est une rotation de centre O et d'angle de mesure 2 T /3 .

b)
L Ll L :'[2_"+1] _
Zao=¢ *z,=¢ % xied=de o3l 24T =2(cos;fr+is1nrr)=2(—1)= -2
—_ b
form e form e
exporertislle algetrique

¢) Voir figure

d)

L2 L2 Jfar 3m T

= ![3_+T] = Ee!? =2

g *z,= e 7 x 28" = 2¢

donc B est I'image de C par la rotation R.

Montrons que ABC est un triangle équilatéral :

AB =lz,-z,]= 1—if—(1+iﬁ)|= |—2:¢£|= o3

BC = |zo—z5|= |2 - (1—iﬁ)|= |—3+:¢J?T|= J=32+ (3 = 2 = 2403
AC = |z —z4|= |2~ (1+iJ§)|= |—3—1‘«J’§|= JE =B = 12 = 2.3

el
3
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AB = AC = BC donc le triangle ABC est un triangle équilatéral.

A

EXERCICE 18

Dans le plan complexe rapporté a un repére ortho normal direct (& ;% % }(unité graphique 2 cm), on considére

Les points A, B et C d'affixes respectives zp=2,zg=1 + i"u"{?T etzc=1- i«E

Partie A

1. a) Donner la forme exponentielle de zg puis de z¢ .
b) Placer les points A, B et C.

2. Déterminer la nature du quadrilatére OBAC.

3. Déterminer et construire I'ensemble D des points M du plan telsque | z | = |z - 2]
Partie B
A tout point M d'affixe z tel que z #z4, on associe le point M'd'affixe z ' défini par
, —4
7 =
zZ— 2

1. a) Résoudre dans ‘T I'équation
-4
-2
b) En déduire les points associés aux points B et C.

T =
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c) Déterminer et placer le point G ' associé au centre de gravité G du triangle OAB.

2. a) Question de cours :

Pré requis : le module d'un nombre complexe z quelconque, noté | z |, vérifie | z| 2=z Zou =

est le conjugué de z.

Démontrer que :

* pour tous nombres complexes z; et z,, |21 ¥z;| = |z1] *|z2]|

e pour tout nombre complexe znonnul, |1/z | =1/ |z|

b) Démontrer que pour tout nombre complexe z distinct de 2,
dd

[ - 2|

-2l

c) On suppose dans cette question que M est un point quelconque de D, ou D est I'ensemble défini a la

Question 3. de la partie A.

Démontrer que le point M' associe a M appartient a un cercle I'dont on précisera le centre et le rayon.

TracerT".

Solution18

Partie A

1. a)

z, :1+3'—q'f3—: 2{%+3’§J = 2(cos%+z’sin %] = 2@1?; Z, = ‘a: Do ¥

b) Voir figure
2.

AB =|z,-z,|= |1+ae~j_—2|= |—1+i£|=J(—1)2+(J§)2 =2
AC = |z —z,]= |1—;eJ_—2|: |—1—iﬁ|: J=12 + (=32 = 2

Q8 = |zB|= 2
QC=|ZC|=2 CDE=0C=AB=AC=2donc OBAC estun losange

3.|z] =OMet |z-2|=|z2-2a | =AM
L'ensemble D des points M du plan telsque | z | = |z - 2| est I'ensemble des points M tels que OM = AM c'est la
médiatrice du segment [OA].
Partie B
A tout point M d'affixe z tel que z #z4, on associe le point M'd'affixe z ' défini par
-4
z— 2
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1. a)

Z:z— S zlz-2)=-4 22-2:+4=10
A=4d-dxl=xd=-12 =0 donc deux sclubions complexes conjuguces
zl=2_jﬁ=2_2jﬁ=l—i 3=z, zg=a=l+i\ﬁ=23

2 2

b) Les points B et C sont solutions de I'équation z' = z donc ce sont des points invariant par

la transformation qui a z fait correspondre z' tel que :
-4
z— 2
donc les points associés a B et C sont respectivement B et C.

c)

z'=

z,tzytz, 2+14inf3+1-iaf3 4

o =%(ﬁ+5§+ﬁ):\zg -

3 - 3 3
-4 -4 -4 -4 -3
Zo = = = —dx—=5
PP B B
3 2003 3
2. a) Question de cours :
Pré requis :
|zl><zj|=.\/|zl><z2|2=le><zg><z1><z2= Y
|Z ><22|_ ZyXZ7 Xz, Xz, = |1| x |2y [ = |z, |x |24
1

; Z: w"f_ .J|z |Z|

b) Démontrer que pour tout nombre complexe z distinct de 2,

,ie -4 N -4 _2=—4—2(z—2}= -2z
z— 2 z— 2 z—2 z— 2
z'- 2= 2z =}>|z'—2|: =& =‘—22>< ! ‘
z— 2 z— 2 z— 2
o= 2= oz ‘ - 22| 2l
z— 2 | 2| |z—2|
c) M est un point quelconque deD donc | z | = |z- 2| d'ou
2 2
|Zl_2|: |Z| _ |Z|:2

z-2] Il
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donc AM' =2, M ' appartient au cercle I"de centre A et de rayon 2.

=]

Exercice 19
Le plan complexe est rapporté a un repére ortho normal (& :# ;%) unité graphique : 1 cm.

On note i le nombre complexe de module 1 et d'argument T /2.

1. On note P le polynéme défini pour tout nombre complexe z par : P(z) = 2-47+8z-8.
a. Démontrer que pour tout nombre complexe z, P(z) =(z - 2)(22- 2z + 4).

b. Résoudre dans I'ensemble T des nombres complexes, I'équation P(z) = 0

. On note A,B, C les points d'affixes respectives:a=2;b=1+i m"{?T ;c=1-i w'"'?T

N

. Déterminer le module et un argument de g, b, c.

. En déduire le centre du cercle et le rayon du cercle circonscrit au triangle ABC.
. Placer les points A, B et C en laissant visibles les traits de construction.

. Démontrer que le quadrilatére OBAC est un losange.

.On pose d = a + b et on note D le point d'affixe d.

. Construire le point D dans le repére (& #.¥)

. Démontrer que A est le milieu du segment [CD].

. Ecrire d sous forme exponentielle.

d. Démontrer qu’OCD est un triangle rectangle.

0O T O Woa o6 T o
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Solution19
a.(z-2)(2%-2z+8)=2-22"+42-22"+42-8=7"-42° + 82 - 8 = P(z) donc

Pour tout nombre complexe z, P(z) = (z - 2)(2° - 2z + 4)

b. P(z)=0équivauté(z-2)(zz—22+4)=0équivautéz—2=00u22—22+4=0
soitz=2ouz’-2z+4=0

bh=({-2P-4dxlxd=4-16=-12 <10

donc deux solutions complexes conjugucees

=2_j..j13=2—21'£= E(I—iﬁ)zﬂ z =1+i£
e

o1 2 2 2
S:{z;l—iﬁ;lﬂﬁ}
2.a
CGSE"a:E:l
sin#, = —=10
2
n::-::sn_'i"e,:l
b=1+i3 [p|=v1+3=2 é&a:%:mg(b)
sin H, = —
2
|::rc:-s|l_‘:"‘¢=l
c=1-i4/3 |c|=,h+(—£)2=2‘ iraﬂ=%=ﬂrg{c)
sinﬁ'cz%

b.OA=|a|=2;0B=|b|] =2;0C=|c| =2donc OA = 0B = 0C donc le cercle circonscrit au triangle ABC a pour

centre O et pour rayon 2.

oY

d. Une méthode consiste a démontrer que OA = OB = AB = AC (il y a d'autres méthodes ...)
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OA=2;0B=2;

AB=|b-a|= |1+;5J?T— 2|: |—1+iﬁ|: JEDI+H B = fir 3= 2
AC = —al= |1—;e~j_— 2|= |—1—;eJ?T|= JE1r+ -3 =+ 3=2

OA = OB = AB = AC donc OBAC est un losange.
3. a. voir figure

b. Premiére méthode :

d=a+d donc 0D = OA+OF donc OABD estun parallélogramme.
On apar conséquent:ﬁzﬁ

Comme OBAC estun losange on a OF = CA

AD =0F et OB =CAd = CA=AD = A milieu de [CD]

Deuxieme méthode :
d=a+b=2+1+i3=3+:i-/3

c+d _1-iaf3+3+iAf3 4

—=2=a donc A milien de [CD]

p p p
C.
cos&d:%:g
d=3+if3 |ld|= 32+ (B =~0+3=V12=2.3 V3
sin&d,:ﬁ:l—
23 2
d=2:f30

d. (il y a plusieurs méthodes pour démontrer )

T
- Are(d
; rg(d)

CD=|d—c|=‘3+if—(l—iﬁ)‘=|2+23’ﬁ|=«,‘|22+(2ﬁ)2=m= § =4

OC =l|=2, 0D =d|=2+3, 0C2+0D2=224(2/3)2=4+12=16=CD"

d'apres la réciproque du théoreme de Pythagore le triangle OCD est rectangle en O.
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Exercice20

Le plan complexe est rapporté & un repére ortho normal direct (</:%: %) ayant comme unité graphique 2 cm.
1. Résoudre dans © I'équation : z* — 2 f3z+4=10

On pose a= SI4ietb= 30

Ecrire a et b sous forme exponentielle et placer les points A et B d'affixes respectives a et b.

2.a. Soit r la rotation de centre O d'angle /3.

Calculer I'affixe a' du point A' image du point A par r. Ecrire a' sous forme algébrique et placer A’ sur la figure
précedente.

3
b. Soit h I'nomothétie de centre O et de rapport - 7.

Calculer I'affixe b' du point B' image du point B par h. Placer B' sur la figure précédente.
3. Soit C le centre du cercle circonscrit au triangle OA'B' et R le rayon de ce cercle. On désigne par c I'affixe

du point C.
3.a. Justifier les égalités suivantes :

co = H*

(¢ — 2i)(F + 2i) = R?

3
2 2 2 2
b. En déduire que ¢ — ¢ = 2i puis que

_=—4J?T

c+c
3

c. En déduire I'affixe du point C et la valeur de R

solution?20:

1.A=(-2~/3)2-16=12-16=-4 < 0 ( A=4i2)

I'équation z* — 2f3z + 4 = 0 admet deux solutions complexes conjuguées :

C2-f3-2
S 2

.. 2(€—i}=£_j

Z, = JB_ +1

Forme exponentielle de aetb:

(vous pouvez calculer le module de a et b et un argument mais ici le plus rapide et de faire apparaitre des valeurs
remarquables de cosinus et sinus )

méthode "rapide"



http://homeomath.imingo.net/complex1.htm
http://homeomath.imingo.net/complex4.htm
http://homeomath.imingo.net/homothe.htm
http://homeomath.imingo.net/complex8.htm
http://homeomath.imingo.net/modarg.htm
http://homeomath.imingo.net/modarg.htm
http://homeomath.imingo.net/cosinus.htm
http://homeomath.imingo.net/sinus.htm
http://homeomath.imingo.net/complexe.htm
http://homeomath.imingo.net/homothe.htm
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b= J?T—z' = 2[%— %IJ = 2[cosi+z’ 21t %J = 2@34E

cx=~J§+:ﬁ=E:'_=2.;=:iE

méthode en calculant le module et un argument :
soient 0, et Oy, des arguments respectifs de aet b

o= J( B 1= F =2 p|= (WD (-1 =F =2
5

cos#, = — -
2 b:}&ﬂ:—
. 1 &
sin #, = —
2
3]
cosf, = — o
2 >:>E-3'=_
-1 )
sin #, = —

on en déduit les formes exponentielles de a et b :

iz -iE
a=22% et b=2g ©

2.a. L'application complexe f associée a la rotation r de centre O et d'angle 7/3 est définie par :

2'=1(z) = zei?

cx':f(cz):czei?: 26 f xg® = Do

b2 A

= Zicos T t+isin H—j =| 2i
2 2

2i est donc la forme algébrique de a (figure a la fin)

L'application complexe g associée a I'nomothétie de centre O et de rapport - = est définie par :

2'=9(z)=- %z

b= (B = _3ﬁ+ii
2 2 2 (forme algébrique de b')
3. a. R est le rayon du cercle de centre C circonscrit au triangle OA'B'donc R=0C=A'C=B'C
- de R =0C on en déduit R2 = OC2d'ou R2 = |c|*=cC
(voir propriétés modules et argument )
-de R = A'C on en déduit R2= A'C2d'ou
R2 = |c-2i[]2 = (c-2i).(c-2i) = (c - 2i).(c + 2i)
- de R = B'C on en déduit de la méme fagon que précédemment :
ids 3 af: 3
[.: +i—§iJ[c_+T\r+Ez‘] = R?

2

b. en transformant la seconde égalité et on se sert de la premiére, on obtient la relation ¢ — & = 2i :
(c-2i).(c+2i)=cc+2ic -2ic-4i2=R2 =
R2+2i(c-c)=R2+4i2 =


http://homeomath.imingo.net/complex1.htm
http://homeomath.imingo.net/complex4.htm
http://homeomath.imingo.net/complex1.htm
http://homeomath.imingo.net/homothe.htm
http://homeomath.imingo.net/complex2.htm
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c-c=2i
De la méme fagon on transforme la troisieme égaliteé :

C+ﬂ_zj E+ﬂ+ij = B2 =
2 2 2 2

FENPNENTE PN RN
> 4 4 2 4
R+ J_( +7 )+—+—z(c—c)—ﬁf‘2’<:>

BI
BJ
BJ'

(e 47 j+9+%;(23j_0@

(c+F)1+9-3=0&

e+ )=—-6=
e ey 2 A _ a3
3\!_ £ 3
En sommant les égalités « — & = 2iet
c+e = _4f

on obtient ¢ puis le rayon R :
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Les suites

Exercice 1

On consideére les deux suites (U,) et (V,,) définies pour tout entier naturel n par:

20U, + V
3 )

U, + 3V,

UQZO et Un+1: 2

VO =17 et Vn+1 =

1 Calculer U4; V4; Uy Vs

2 On considere la suite (W,,) définie pour tout entier naturelnpar : W, =V, — U,

a) Montrer que la suite (W) est géométrique. Préciser son premier terme et sa raison
b) Exprimer W, en fonction de n et préciser la limite de la suite (W,,))

3.a) Montrer que la suite (U,,) est croissante. On pourra utiliser le signe de (W)

b) Etudier les variations de la suite (V,,)

c) Montrer que ces deux suites sont adjacentes. Que peut-on en déduire ?

On considére a présent la suite (t,) définie pour tout entier naturel n par t, = 3U, + 4V,
a)Démontrer que la suite (t,,) est constante

b) En déduire les limite des suites (U,) et (V,))

solutionl

_ 2upgtvy _ 7. _ug+3vy _ 21 119 217

1) u, = s —3 V1 n L vy I 2 Sry

_ _upt+3v,  2uytv, _ 3(uyt+3v,) 4Qu,twv,) _ 5v,—5u, _ 5w,
2.2)0nawy 1 =Vpyq — Upyq = - = - = 12

4 3 4 3 12 12

. 2 . 5 .
Donc la suite (w,,) est géométrique de raison 1z et de premier terme wy =vg— Uy =7
2.b) Ainsiw,, = 7(§)2 la raison de la suite est strictement comprise entre -1 et 1. Donc la limite de (w,,) estO.

5 . " .
Comme 7et 17 Sont strictement positifs, alors pour tout entier naturel n,w,, > 0

2u,+ v, . = 2uy+ vy,— 3u, _Vn"Un _ Wn >0
3 n 3 3 3

3.8) Upy — Uy =
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Uuy+ 3v uy+ 3v,—4v, Up— D -w. . . .
=" == 4" L= "4 L= T" < 0 3.c) Onsait que (u,) est strictement croissante, (v,,)

3.b) V1 — U, = 4 Un

est strictement décroissante, etlim,,_ (v, — u,) =lim,_, w, = 0, donc ces deux suites sont adjacentes. On en

déduit qu’elles convergent vers la méme limite.

2uy+ v, 14 u,+ 3v,

=2u,+v,+tu,+ 3v,=3v,+4v, =t,

Donc la suite (t,) est constante égale a ty = 3vy + 4vy = 28. D’'ou lim y;,,, t,, = 28.

n—+oo

th,—3u tn—3u,—4w, .
4.b) u,=v,—w, :¥—wn =%;sont4un = t, — 3u, — 4w, ,etu, =

th—4w,
7

T . . tp—4w, _ 28— 4x0
Ainsi lim u, = lim v, = lim =—" = =
n-+oo n—+oo n—-+o 7 7

4

Exercice 2

On considére les deux suites (U,,) et (V,,) définie par :

_3Up+ 1

Up=0 et Uy g =212 V=2 et Vyuq = 2=

4

On consideére la suite (S,,) définiepar: S, = U, + V,

a) Montrer par récurrence que la suite (S,,) est constante

On considére que la suite (d,,) définie par; S, =V, — U,

b) Montrer que la suite (d,,) est une suite géométrique dont on donnera la raison et le premier terme.
c) En déduire lim,,_, ., (V, — U,)

d) Ecrire U,, en fonction de S,, et de d,, puis en fonction de n. Ecrire V,, en fonctionde S,, et de d,,
Puis en fonction de n. En déduire la limite de U,, et celle de V,,

Question subsidiaire : Les suites (U,,) et (V,) sont-elles adjacentes ?

solution2

3(up+vy,)+2
a)oOnas,,1 =Upi1 +Vpy1 = % et so = uy + v9 = 2 : montrons alors, pour tout

entier n, la propriété (P,,): s, = 2: (P,) est vraie ; supposons (P,,) est vraie et montrons que

. 3(uptvp)+2 3 X242 .
(P,4+1) estvraie: s, .4 = (tn 4") == = 2 ; donc pour tout entier naturel n, s,, = 2 et (s,,)

est croissante.

3 . NS . 3 .
b)Onad,;1=Vpi1 — Ups1 = " d,.. Donc la suite (d,,) est une suite géométrique de raison et de premier
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termedy =vy—uy=2.
c)D’oulim,,_, (v, — u,) =lim,_, .. d, = 0 car la raison est strictement comprise entre -1 et 1.
d) On obtients,, — d,, = 2wy, d'ol u, = 2(2 — 2™ ; $y + dyy = 20,
| P — 1 3 n
d’ouv,, = 5(2 + Z(Z) )-

D’ou lim,,_,,, u, = 1et lim,_ ., v, = 1. Les suites (u,) et (v,,) convergent vers la méme limite.

Question subsidiaire : Les suites (u,,) et (v,,) sont adjacentes : il reste a montrer que (u,,) est croissante et (v,,)

PN —“up+1 | . . .
est décroissante:OnaU,, 1 — U, = + ; il suffit de montrer par récurrence que pour tout entier naturel
—Uptl . . .

nu,<lL,onaVy;q1 —Vp = % il suffit de montrer par récurrence que pour tout entier naturel n,v,, > 1...
Exercice 3

- . o . 2U, +3
On considére la suite (U,,) définie par : Uy, = 0 et pour tout entier naturel n, U,,q = T a

n

5
Uy + 4

a) Montrer pour tout entier natureln U, .4 =2 —

b) Montrer par récurrence que pour tout entier naturelnnonnul 0 < U, < 2

U, -1
Uy + 3

c) On consideére la suite (V,,) définie pour tout entier naturel n, par V,, =

. . . fals . 1 . . .
Montrer que la suite (V,) est une suite géométrique de raison 5 dont on précisera le premier terme

d) Ecrire alors V,, en fonction de n, Déterminer la limite de la suite (V,)

e) Ecrire U, en fonction de n. Etudier la convergence de la suite (U,,)

solution3
5 2(up+4)-5 2u,+3
a)2 — = 25 _ 2up =u, .
u,+4 u,+4 u, +4

b) on considere la propriété (p,) definiepar 0 <u, <2.
initialisation : (py) estvraie : uy =0et 0<u, <2;
hérédité : supposons p,, vraie pour un certain entier n et montrons que (p,.1) estvraie:

-5 5 -5 5 5 5
< < ‘ol < < —_ <2 - < — ’ ol —_—<?2 - <2 —-=
O_un_Z.,dou4_un+4-_6,4_2 un+4_6,dou2 4_2 un+4_2 A

3 7 . A .
d’ou 0 < ZSUnir S < 2;donc (pny1) est vraie ; ainsi pour tout entier naturel n non nul
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0 <u, <2.
2upn +3_1
Uptq —1 up+4 2u, +3 —u,—4 u, -1 1 . . , P .
nav = = = = =-v ncl i n i métri raison
c)Onav, 4 w173 - Zin ,;3+3 P 13 13w, i12 — Bu, 115 5 n» donc la suite et une suite géométrique de raiso
un+
1 . w_1_ -1
== et de premier terme v - = —
a=3 P 0=2%+3 3
-1 /1\" -1 . o . . . A .
d)doncv, = 3 ) T la raison suite étant strictement compris entre 0 et 1, la limite de la suite (v,,)) est 0
3 1 -1 1
-3v, — s 3
e)ona(u,+3)v,=u, -1, douu,(v,—1)= -3v,—1,d'ou u, = = - = o comme llmn_,oos—n =
L i
3x5M

0,on obtient lim,,_, ., (u,) = 1.la suite(u,) converge vers 1
Exercice 4

2
1+ U,

On considére la suite (U,,) définie par : Uy, = 3 et pour tout entier naturel n, U, =

a) Montrer par récurrence que pour tout entier natureln, 0 < U, < 3

Up—1
U, + 2

b) On considére la suite (V) définie pour tout entier naturel n, par V,, =

Montrer que la suite (V,,) est une suite géométrique dont on précisera le premier terme et la raison
c) Ecrire alors V,, en fonction de n, Déterminer la limite de la suite (V,,)

d) Ecrire U,, en fonction de n. Etudier la convergence de la suite (U,)

solution4

a) soit (p,,) la propriété 0 < u,, < 3 (py) est vraie puisque uy = 3 = 0. Supposons ( p,,) vraie pour un certain n et

2

<
1+u,

. N \ L1
montrons que (p;,,.1) estvraie;Ona0<u,<3doul<1+u,<4 dou <1dou 2= <2;

donc 0 < u,, .4 < 3 et pour tout entier natureln,0 < u,, < 3.

Up1—1 1-u, -1 (u,—-1 -1 . . fals . -1 .
b)Onav =l _—_—__n _—__ (2 )=y :donclasuite (v,) est géométrique de raison — et de premier
) LT w2 42w, 2 \u,+2 2 n (Vn) g q 2 Y
u0—1 2
terme vy = ==
0 u0+2 5

2 -1 . . . -
c) Doncv,, = 5 (7 ™, Comme la raison est strictement comprise entre -1 et 1, la limite de (v,,) est 0.

1-2 1 4 -1, n
-1-2v, ~1-5(7 .

= 5— et lim u, =1
17"—1 é(zl) "—1 n—-+oo n

donav,(u,+2)=u,—1letu, =

Donc la suite (u,,) converge verge vers 1.
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Exercice 5
On considére la suite numérique (U,,) définiesur N par: Uy =1 et U,,¢ = %Un + 4

1 Calculer les quatre premiers termes de la suite (U,)

20nposeV,=U,—8
a) Montrer que la suite (V,,) est géométrique de raison 5 Préciser son premier terme.

b) En déduire V,, puis U,, en fonction de n

3 Etudier le sens de variation de la suite (U,,)
4 Quelle est la limite de la suite (U,,) ?

5 Calculer lasomme YX=10vy,

Solution 5:
On consideére la suite numérique (u,,) définie sur N par ug =1 et u,,1 = S Unt 4.

25

9 1_9
= | ==X-4+4=—; =
Z,uz 2 2 4 ; U

N | =

. 1 2
1.) Les quatre premiers termes : u; = 2 X1+4= X Ts +4=—;

2.)On pose v, = u, — 8.

. 1 1 1 1 .
a) Pour tout entier natureln,v,, +1 =u,,1 — 8 = ZUn + 4-8= ZUn — 4 = 2 (u, — 8) = 7:Vn donc la suite (v,,)

est géométrique de raison % et de premier termevy =uy—8=1-8=-7
b) Pour tout entier naturel n,v,, = —7(%)" etu,=v,+8=8- 7(%)" =8 - Zln
: Lin+1 1in 1in Lin+1 in 1 Lin+1
3) Pour tout entier natureln ,u,,,; —u, = 7(5) -(8-7 (E) ) = 7(5) - 7(5) = 7(5) (1 - E) = 7(5) >
0;donc la suite (u,,) est strictement croissante
4.) Comme limn_,+oo(1)" = 0,alors lim u, =8
2 n-+o

5.) Z’,ﬁz(l,o v, est lasomme des 11 premiers termes de la suite géométrique(v,,).

1

1
- 1-)" 1-—37 1 2047 -14329
. k=10 = 2 = - 21=_ ( __)=_ (_)z_
Donc: Y=o Vi = Vo——7 7 % 14(1 2048 14 2048 1024
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Exercice 6

On consideére la suite (U,,) définie sur N par son premier terme U, strictement positif et U,,{ =

1.a) Calculer les quatre premiers termes de la suite (U,,) en fonction de U,
b) Calculer les inverses de ces quatre premiers termes

c) Que remarque-t-on ?

. 1 . . .
2. En posant pour tout entier naturel n,V,, = o déterminer la nature de la suite (V)

3 Ecrire V,, puis U, en fonction de n

4 Etudier les variations de la suite (U,,)

5 Etudier la convergence de la suite (U,)

6 Déterminer U, pour que Uy, soit égale a 0,025
Solution 6 :

Un

On considére la suite (u,, ) définie sur N par u, strictement positif et u,,,; = Tr3u
n

. . . u,
1.a) Les quatre premiers termes de la suite (u,, ) en fonction de u,: u; = " ;’u
0
ug ug ug ug
U1 143wy _ 143wy __ Yy u U, 1+ 6ug 1+ 3ug up
- - u — 1+6uy ’ = = u = 119y, —
27 1+ 3u; 1+3— —2 1teu, 3 143u,  1+3—> —=L  1+9u
1+ 3ug 1+ 3ug 1+ 6y 1+ 3ug

. . 1 1+3u 1
b) Les inverses de ces premiers termes o= —2=—13

1 1+ 6u 1 1 1+ 9u 1
;—:—0:—+6;—:—0 =—+49

us Uo Uo us Uo Uo

. . N . . - . . 1
¢) On remarque que la suite des inverses semble étre une suite arithmétique de raison 3 et de premier terme -

Un

1+ 3U,

qui est bien définie puisque u; > 0

. 1 1+3u 1 . . - .
2.) Pour tout entier naturel n,v,, .1 = = u—" =+ 3 = v, + 3. Donc (v,,) est une suite arithmétique de raison 3
n+1 n n
. 1
et de premier terme vy = -
0
1 1 Up

- 1
3.) Ainsiv,, = v +3netu, = T 3p I58m0 ~ 1130y,
ug ug
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. ug ug ug(1+3nug)—ug(1+3(n+1)uy)
4.) Pour ntier naturel n,u —-Uu, = - = =
) Pour tout entier naturel 1, up, ;4 n T 143m+Duy  1+3nug (1+3(m+Dug) (1+3nug)
—31102 7 . . oge s . s .
. Comme uy > 0 le dénominateur est strictement positif et le numérateur strictement négatif
(1+3(n+1)ug)(1+3nug)

doncu, 1 —u, < 0 et la suite(u,,) est strictement décroissante.

s.)lim,,_,, (1 + 3nuy) = +o, donc lilll u, = 0 et la suite (u,,) converge vers 0
n-+oo

Uo

6.)Siuq o = 0,025 alors 1730m;

= 0,025 soituy = 0,025(1 + 30u,), soituy = 0,025 + 0,75 u, soit0,25 uy =
0,025;soituy =0,1

Exercice?
On considére la suite (U,,) définiesur N par: Uy =4 et U, = %(Un + Ui)

1 Montrer par récurrence que la suite (U,,) est minorée par 3

2 Etudier la convergence de la suite (U,)
3 Montrer par récurrence que pour tout entier natureln, U, — 3 < =

4 En déduire la limite de la suite (U,,)

Solution 7

. . ), W 1 9
On considere la suite (u,, ) définie sur N parug =4 etu, 1 = 2 (u, + u—)
n

1.) On considére la fonction f définie sur |0; + o[ par f(x) = %(x + ; ) Cette fonction est dérivable sur ]0; +oo[

. . 1 9 1 (x*-9 . .
Comme somme de fonction qui le sont et f'(x) = > (1 - x_Z) =5 (xxz ) qui s’annule en x = 3 sur ]0; +o[, et qui est

négatif sur |0; 3] et positif sur |3; + o[ ; donc la fonction f est décroissante sur |0; 3] et croissante sur [3; +oo[
elle admet donc un minimum en x = 3 qui vaut f(3) = 3. Donc pour tout réel x > 3, f(x) > 3.

Montrons par récurrence que la suite (u,, ) est minorée par 3 :

Initialisation : uy = 4 > 3, donc la propriété est vraie pour n = 0.

Hérédité : On suppose que la propriété est vraie pour un entier naturel k: u;, > 3, et montrons que u;,{ =

3:0naug, = f(u) etu, = 3,donc f(u,) >3 etuy,; >3
Conclusion : la suite (u,, ) est minorée par 3

2.) Montrons par récurrence que la suite (u,, ) est strictement décroissante :
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TSR 25 o .
Initialisation : uy = 4 et u, = 3 < Uo donc la propriété est vraie pour n = 0.

Hérédité : On suppose que la propriété est vraie pour un entier naturel k: u;,,{ < u;, et montrons que Uy, , < Uy, 1:

sur [3; +oo| la fonction f est strictement croissante, et pour tout entier naturel n,u,, = 3 donc

fui1) < f(wg) ,soituy,y < ugyq

Conclusion : la suite (u,, ) est strictement décroissante.

. . 1
3. Montrons par récurrence que pour tout entier naturel n,u,, — 3 < o

Initialisation: uy —3 =1 < 20 = 1,donc la propriété est vraie pour n = 0.

Hérédité on suppose que la propriété est vraie pour un entier naturel k : u; —3 <

1 1
-k, et montrons que g — 3< Zir T

g =3 =5 (met o) -3 =5 (w -3 +3(2) -3

Uk

IA
N | =
X
&=
+
N|W
I
N w
IA
N | =
X

. 1 _1 .9 . 1/9 3
uy = 3 entraine — < - entraine— < 3 entraine - (—) <-
Uy 3 U 2 U 2

- . 1
Conclusion : pour tout entier naturel n,u, —3 < &
. 1 . . 1 A
4. Pour tout entier naturel n,0 <u, —3 < on» eton sait que lim o 0, donc par le théoréme des gendarme
n—-+oo

lim,_, ., u, = 0. La suite converge vers 0

Exercice 8

1 On considére la suite ( u,,) définie par ug = 1 et pour tout entier naturelnu,, ., = 3Unt 4

On pose pour entier naturelnv,, =u,, — 6
a) Pour tout nombre entier naturel n calculer v,,, 1 en fonction v,,

Quelle est la nature de la suite (v,,) ?
. . 1
b) Démontrer que pour tout entier naturel n u,, = —5(5)" +6

c) Etudier la convergence de la suite (u,,)
2 On considere la suite (w,,) dont les termes vérifient pour tout nombre entiern > 1

Le tableau suivant donne les premiers termes de cette suite :
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2.a) Détailler le calcul permettant d’obtenir uq
2.b) Donner la nature de la suite (w,,) et calculer wyg 5

solution8

1. a Pour tout nombre entier naturel n,u,,, 1 = U, 1 — 6 = %un 11— 2= %(unﬂ —6) = %vn
On en déduit que ( v,,) est géométrique de raison q = % et de premier terme vy = uy — 6 = =5
b) D’apres la question précédente, pour tout entier n, v,, = voq" = —5(&)“ et donc que pour tout entier n
un:vn+6:—5(§)“+6

c) Comme 0 < ; <1, lim,HJ,oo(é)n =0, et donc liE_n (u,) =6
n—>+oo

2.aPourn=10, 10w =11wg+1=11%x194+1=210dou w4, =21
b) D’apreés les valeurs de w,, pour les premier entiers, on peut conjecturer que w, = 2n +1

Démonstration de la conjecture : Démonstration par récurrence

Initialisation : La relation est vraie pour tous les entiers

Hérédité : Supposons que pour un certain entier n, w,, = 2n + 1 (hypothése de récurrence),

Alors (n+ 1w, =M+ 1w, +1=Mm+2)(2n + 1) + 1 d’apres ’hypothése de récurrence
Onadonc (n+ 1w,;; =2n®>+5n+3 = (n+1)(2n + 3), soitdonc w,.; =2(n+1) +1
Ainsi, I’expression est encore vraie au rang n+1

On a ainsi démontré d’apres le principe de récurrence que pour tout entiern,w,, = 2n + 1

On en déduit que Wyq15 = 2 x 2015 +1=4031
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Les fonctions numériques

Exercice 1

1. On considere le polyndme RX)=x2—3x2+2.

a. Vérifier que RX)=(X-1)(}* —2x—2).

b. Etudier le signe de P(x).

X3 —3x+2

2. On considére la fonction f définie sur R 1] —{2} par f(X)= )

et C sa courbe représentative dans

un repére orthogonal (en abscisse 1 cm pour 1 unité, en ordonnée 1 cm pour 2 unités).
a. Déterminer les limites de f en + 00, en —ooet en 2. Préciser les asymptotes verticales et horizontales

Eventuelles.

b. Montrer que f'(X)= 2RX)

(=27
c. Etudier les variations de f et dresser son tableau de variation.
d. Tracer C dans le repére précisé ci-dessus.
3. a. Pour quelle abscisse a la tangente au point d’abscisse a est-elle horizontale ? Justifier.

b. Déterminer I’équation de la tangente T a C en x = 3 et la tracer dans le méme repere que C.

4. Trouver a, b, c et d tels que f(X)=ax? +b(+C+i

X=2"

5. 0n admet que f(X)=x? +2X+l+xi_2. On appelle g la fonction définie par X)=X2+2X+1 et P sa courbe
représentative.

a. Déterminer les limites en 490 et en —o0 de f(x) — g(x). Que peut-on en déduire sur les courbes Cet P ?

b. Etudier la position relative de C et P.
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c. Tracer P dans le méme repeére que C et T en utilisant les résultats des questions a. et b.

Correctionl

1. AX)=x3-3x*+2.

a. RX)=(Xx-D)(x —2x—2) =X -2 —2X—X2 +2X+2=X2 -3 +2.
b. Pour le trindme, on a A=12=(2/3)% d’ou les racines

% =1—/3, % =1++/3. Un petit tableau de signes nous donne

RX)>0<x e[l—JB ;l]p[l+\/3 ;+oo[.

3
2. f(x):%_é*z

a. En +ooet en —oof se comporte comme ﬁ =2 et tend vers 490 ;

en2,ona f(1,9)~-391 et f(201)~409 d’ou )l(iin)zf(x):Jroo et
x>2

!(iingf(x)z—oo. Il n’y a pas d’asymptote horizontale, mais il y en a
X<2

une verticale en x = 2.

b.
£ _ (B2 -3)(x—2)—(x —3x+2) _ 3 -3xX-6x2+6-x+3x—2_2¢-
(x—2¢ (x=2¢ (x
c. Le sens de variation de f dépend x| o 1=3 1 2 143 oo
uniguement du signe de P. On a donc le ,
. . f - 0 4+ O - 0 +
tableau de variations suivant.
. . +o0 0 +o0 oo
d. En fin de devoir. / \ \
f \ /
-1.4 —oo 19,4

3. a. La tangente est horizontale lorsque la dérivée s’annule, soit

pour 1,1-J3,1+/3.
b. y=f'(Q(x—3)+f(3) =y=4x—3)+20=4x+8.

4.

d _ad—2ax + —2x+ox—2c+d _axd +b-29
—2 X—2

f(x)=ax +b<+c+x

d’ou
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S |b-2a=0 _|b=2a=2
par identification des coefficients : c—2h=-3 c=2-3=1

5. f(X)—(;(X):X—i'2 donc tend vers 0 a I'infini ; lorsque x > 2, f(x) —

g(x) est positif et C est au-dessus de P ; lorsque x < 2, f(x) — g(x)
est négatif et C est en dessous de P. Les deux courbes sont
asymptotes.

-20 -
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Exercice2

On considére la fonction f définie sur ]—OQ—][L/]—],-RX[ par:

2__
f (X):x X+2

2X+2 G
et Cs sa courbe représentative /
dans un repére orthonormé O

(QT’, ]‘) d’unité graphique 1 cm

(Pallure de Cs est donnée ci- /_\

contre, a titre indicatif)

1) Déterminer les limites aux bornes de I'ensemble de définition de f, en déduire I’existence d’une
asymptote (D) dont on précisera I'équation.

2@-+4x—6

2) Calculer f’(x) , montrer que f I(X) ZW.

3) Déterminer les variations de f sur son ensemble de définition, on calculera les extremums et on

complétera le tableau de variation avec les limites calculées au 1).
4) Démontrer que la droite (D’) d’équation y=?X—1 est asymptote a C; puis étudier la position relative de

Cs par rapport par rapport a (D’).
5) Déterminer les coordonnées des points d’intersection de Cravec la droite d’équation
y=1.
On nommera A et B ces deux points, A étant celui des deux points dont I'abscisse est la plus petite.
6) A estle point d’abscisse 0 de Cs, déterminer |’équation de la tangente (Ta) a C; au point A.
7) Existe t-il d’autres points de Cs ou la tangente est parallele a (Ta), dans I'affirmative calculer les coordonnées

de ces points.
8) Construire sur du papier millimétré dans un méme repére orthonormé (QI’, j‘) d’unité graphigue 1 cm

les droites (D), (D’), (Ta) et la courbe (Cy) .
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Correction2

1) pour tout réel X =0et

xz[ 1 2}
X—X4-2 X g(

X#-1

()=
X+2 xL2+§J 2+§(

lim £ (x)=—0

im (%) =10

Ilmx[ 1 2} —o0
x X2
lim2+2 =
X—>-00 X )
Ilmx[l—1 2} +o0
X X
lim2+2 =
X—>te0 X )
Xli[rllx2—x+2 —4) I
lim 2x+2=0 ﬂ‘
XIﬂ]x2 —X+2= 4 I
lim 2x+2=0 >xlr—9

f (X) =00

f (X) =0
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des deux derniéres limites, on en déduit que la droite d’équation x = -1 est asymptote a C¢
_X—X+2_u(X)
21K X+2 V(X
U(X) =X2—X+2=U'(X) =2x—1
V(X) =2X+2=V'(X) =2
F1(%) _(X-1)(2x+2)-2(x2—x+2) _ Axe+Ax—2X—2—-202+2X—4
(2x+2) (>+2F
£1%) _ 2@+Ax—6_ 20@+2X-3)
(2x+2F (2x+2¢

3) f'(x) est du signe de x?+ 2x — 3 car (2x + 2)> > O sur ]—OQ—][L]—].,-POC[

A=4-4x1x(-3) =4+ 12 = 16 > 0 donc deux racines réelles pour x?+ 2x — 3:

:ﬂ.:

_2-4_ .
5 lax, =——+—=-3

2

X

Calcul des extremums :

F(3)= (P—(J+2_9+3+2_14 _—7
2A-3)+2 —-6+2 4 2
1142 21
=222

tableau de variation de f:

Fred| + @ - - 0+
o | AN N
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(1, 4\ XR—X4+2 X—2_XR—x+2 (Xx-2)(X+])
YT (‘X 1) 22 2 X2 A2
_R—X+2—(X=2)(X+]) _ X—X+2—(R—2X+X—-2) _
2X+2 2X+2 B
_R—X+2—(—x-2) _
2X+2 2X+2

Jim 2x+2=+o0=>fim f (9 —(%x—l):O

Jim 2x-+2=—s0=> Jim f (¥ —@x—ljzo
doncIackoitedécuationy:%x—lﬁc’asyrrptoteétcT en-oogt +oc

position de la courbe Cr par rapport a I'asymptote (D) :

2X+ 2 <0sietseulementsix<-1
2x +2>0sietseulementsix> -1

donc sur l'intervalle ]-oo ; -1[ , Crest strictement au dessous de la droite (D’)

et sur I'intervalle ]-1 ; + o[ , Cs est strictement au dessus de la droite (D’)

5f(x)=1 XZXXEZ —1 x4 2= 2+ 25X =0
X(X—3)=0<=x=00ux=3
la droite d’équation y = 1 coupe la courbe en deux points A et B de coordonnées

A(0;1)etB(3;1).

6) Coefficient directeur de la tangente au point d’abscisse O :

r=23=2-3

I'ordonnée du point A est f(0) = 1 d’aprés la question 5)
Equation de la tangente au point d’abscisse 0 : y = f(0) (x — 0) + f(0)

(Ty): y:lz3 X+1

7) soit x I'abscisse d’un point éventuel ou la tangente est paralléle a (Ta)

deux droites sont paralléles (ou confondues ) si leurs coefficients directeurs sont égaux :

3 = 20+4x—6_-3 — A2+ 8y —
f'(x)= (2x ¥ 2 S 2X+2P =2 +8x—12

<:>—3(4x2 +8X+4) =R +8X—12 - 12R —24x—12=4x2+8x—12
<16 -32X=0<=-16X(x+2) =0<=x=0 0lix=-2
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on retrouves I'abscisse du point A et I'abscisse d’un autre point : x =-2

2P+2+2_ 8
T

calculons I'ordonnées de ce point : f(—Z)

il existe un autre point de Cfou la tangente est paralléle a (Ta)
c’est le point de coordonnées (-2 ; - 4)
8)

Y

(T
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Exercice3
Partie A
2
Soit ¢ la fonction numérique de la variable réelle x telle que : ﬂx)zsx;z—_?_)f_b

Déterminer les réels a et b pour que la courbe représentative de @soit tangente au point | de coordonnées (0; 3) a la
Droite (T) d’équation y = 4x + 3.

Partie B

3 +4X+3
x+1

Soit f la fonction numérique de la variable réelle x telle que : f(X)= et (C) sa courbe représentative dans

Un repere ortho normal d’unité graphique 2 cm.

1. Montrer que pour tout x réel, on a f(X)=a+4— ﬂxl,ad.‘ﬂ étant deux réels que I'on déterminera.

2. Etudier les variations de f. Préciser ses limites en l'infini et en donner une interprétation graphique. Dresser le tableau
de variations de f.
3. Déterminer I’équation de la droite (T) tangente a la courbe (C) au point | d’abscisse 0. Etudier la position de (C)
par rapport a (T).
4. Démontrer que | est centre de symétrie de (C).
5. Construire la courbe (C) et la tangente (T) dans le repére proposé.

Correction3

Partie A

¢(x)—3x);a)i +o est tangente en | si {0)=3 et @(0)=4 (méme coefficient directeur que la droite T).
A0)=b=3 et ¢(x) =+ +(])?2‘+%§3XZ &4 (0)=a=4.

Partie B

1. Ensemble de définition (. f(x):a+xﬁ(1—a(xzxﬁf @(—OO(Z)_(Z'%JF“:W:?A B=A4.

2. f'(x)—z'(x2 & })J:S'ZX(Z() —_(i(zxi]_)zl) d’ou les racines -1 et 1. Négatif a I'extérieur, positif a I'intérieur.

A l'infini —4;1 %(—4 qui tend vers 0 donc f tend vers 3, asymptote horizontale y = 3.

3. La tangente a évidemment pour équation y = 4x + 3. On fait le signe de
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(9= ax-3=DUH)_

qui est du signe de —x, soit (C) est au dessus de (T) pour X<0 et en-dessous pour X=>0.

4. Pour que le point Q(u, V) soit centre de symétrie de (C) il faut que T(U+X)+f(U—X)=2V ; ici ca donne :
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Exercice4

N
Soit f la fonction définie sur R—{1} par f(X)Z%X.
1. Etudier les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.

En déduire que la courbe C représentative de la fonction f admet une asymptote verticale dont on donnera une équation.

2
2. a. Vérifier que, pour x différent de 1, f(X):—3X+%.

Peut-on en déduire que la droite d’équation y = 3x est asymptote oblique a la courbe C ? Justifier.

b. Trouver les réels a, b et c tels que, pour x différent de 1, f(X)=aX+b+X—El.

En déduire que C admet, au voisinage de +00 et de —©0, une asymptote D dont on donnera une équation.
c. Etudier suivant les valeurs de x la position de C par rapport a D.
3. Etudier les variations de la fonction f et dresser son tableau de variation.

4. Construire la courbe C et ses asymptotes.

Correctiong
I, _N2
1. lim 22X i =X lim —2x=30;
x>0  X—1  x—do X xk
Iimi =-00, lim-—= =+e0 : asymptote verticale x = 1.
10~ " x=1 0
x4 x>1
2 _ 2 _N2 2
2.a. =X+ A Y S =f(X) ; on ne tire aucune information de cette écriture car X
x-1 X1 X-1 X—
tend vers I'infini a I'infini.
¢ (abx=D+c_al+b-ax-brc 22+ |32
b. &X+b+——= = = b—a=3 d’ou
x-1 X-1 x-1 x-1
c-b=0
F()=—2x+14+—L |
X-1

En 190 et en —0, i tend vers 0, on a une asymptote D d’équation Y=-2X+1 .

x—1

c. Lorsque x>1, i >0 donc C est au-dessus de D, lorsque x < 1, i <0 donc C est en dessous de D.

X—1 x-1



iz}

Le pilier du bac élaboré par le professeur chercheur sy saidou

3. F10)= (AX+I)(X—D (-2 +3X)(1) _ —4x2 +7X—3+22 —3x _ -2 +4x—3
' (x-1¥ (x-1¥ (x-1F -

Le discriminant est négatif, f est du signe de -2, soit négative.
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Exercice 5

On considére la fonction f définie sur [L+od par
2_
£(x) :%_X”

7 ¢ Cr sa courbe représentative dans un repére orthonormé (Gt §)

1. Déterminer les coordonnées des points A et B intersections de Cr avec la droite d’équation y
=3.
A étant des deux points celui dont I'abscisse est la plus petite.

1 X2_2X_3
2. Montrer que f'(X)=2_=0
() o
3. Déterminer les équations des droites (Ta) et (Ts) tangentes respectives aux points A et B de
la courbe C:.
4

4. Montrer que f(x) peut s'écrire sous la forme f(X)=X—3+X—_1

5. Etudier la position relative de la courbe Cy. par rapport a la droite (D) d'équation y = x - 3

6. Construire dans un méme repére ortho normal (O,i*; j‘)d’unité graphique 2 cm les droites
(Ta) et (Tg), la droite (D) et la courbe Cy

7. Existe-t-il un point de la courbe Cr tel que la tangente en ce point est paralléle a la droite
(D)?
(justifier la réponse par le calcul )

Correction 5

en déduire les variations de f.

I- Etude de fonction -1)

X—4x+7

f(X) =1
XR—4x+7 _3

x—1
X —4X+1=3x—3
X—7x+10=0
A=49-4x1x10=9>0
don@racinazelles

:7—53 =2 et x :7—53 =
La droite d’équation y =3 coupe la courbe représentative de f en deux points d’abscisses 2 et 5. A(2 ;
3) et B(5 ;3) sont donc les deux points recherchés.
2)
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F1(%) = (2&x—4)(x —]()X—_(]s(22—4x+7) x1

_ 2R —X—AXHA—X+AX—T _ X2 —2X—3
- (x-1)? - (x

f'(x) est du signe de x?- 2x — 3 car (x-1)?>0 sur]1 ;+ o [.
Calculons les racines du polynéme x? - 2x -3
A=(-2)2—4x1x(-3) =4+12=16>0
don@racinazelles

_2-4 -2
=TT

-1 etx :2—;4:

Ce polyndme admet deux racines réelles —1 et 3 donc x%2x-3 est positif a I'extérieur de ces racines —
1 et 3 on en déduit le signe de f’(x) puis les variations de f

x|l 3 +o
%) - ¢+
fixd
\ : /
fadmet un minimum en 3 qui est : f(3) _?_gff+7 _9_122+7 =%'=2

3) déterminons les équations réduites des tangentes (Ta) et (Tg) aux points d’abscisses 2 et 5 de la
courbe :
coefficient directeur de la tangente au point A :
(2-1)? 1
Equation de la tangente au point A :

y=f(2)(x-2)+£(2)

y=-3(x-2)+3
y=-3x+6 +3
(Ta):y=-3x+9

coefficient directeur de la tangente au point B :
G-1p 6 16 4
Equation de la tangente au point B :

y =f(5) (x-5) +f(5)

5
4

_ 3/ 3 12 y_3y 3
y—z(x 5+3 Y=3*"71"71 (TB)'y_ZX y
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AX=3+54 x-D) "x-1 X— x—1

4
dono‘(x):x—3+x—_1

5) f(¥)—(x-3 =Xi_1>05ur]];+oc[

donc la courbe représentative de f est au dessus de la droite (D) d’équation y = x-3

6) Construction de la courbe C;et des droites (D), (Ta), (Tg)

o

|

ey

vl Lis
e

KN

7) le coefficient directeur de la droite (D) est 1,
cela revient donc a résoudre I'équation f'(x) = 1

4 _(x3x1), 4 :x2—x—3x+3+4:x2—4x+7:f(x)
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Xe—2X—3 _1

- (x=D2
X—2X—1=x2—3x—3
-1=-3

cette équation n’a pas de solutions dans IR donc il n’existe aucun point de la courbe tel que la
tangente en ce point est parallele a la droite (D)

Exerciec6

On considere la fonction f définie sur

Forg UL Ut par F(9=2—%14 g

1) et C sa courbe représentative dans un repere orthonormé

(QI*, ]‘) d’unité graphique 1 cm

(I'allure de Cs est donnée ci-contre, a titre indicatif ) Déterminer

les limites aux bornes de I'ensemble de définition de f, en déduire
I’existence De plusieurs asymptotes dont on précisera les

équations.

A2 —5x+2)
(O¢-1y

2) Déterminer les variations de f sur son ensemble de définition,

1’) Calculer f’(x) , montrer que f l(X)

3) on calculera les extremums et on complétera le tableau de
variation avec les limites calculées au 1).
4Déterminer les coordonnées du point A d’intersection de Cf
Avec | axe des ordonnées
Déterminer repére ortho normal d’unité graphique 1 cm, la
courbe Cy, les asymptotes trouvées dans les questions
précédentes et |la droite I'équation de la tangente T en la courbe
au point A.

Construire dans un (Ta)
La droite T coupe-t- elle la courbe Cfen d’autre point que A

(justification par le calcul)
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Exercice7
On considere la fonction f définie sur

]—OQZ[U]ZJ@({ par f(X)— X-10x+32

et C; sa courbe représentative dans un repéere
orthonormé (QT’, ]‘) (voir figure 1)

1)

2)

3)

4)

5)

6)

4x-8

. M
Calculer les limites aux bornes de ( :I foure 1
I'ensemble de définition. =" ~. gH
Préciser I'existence d’une asymptote

Montrer que f(X) %172 .III

Déterminer les variations de f sur son ensemble de définition, on calculera les extremums et
on complétera le tableau de variation avec les limites calculées au 1).

Montrer que f(x) peut se mettre sous la forme : f(X) :%-X_2+Xi—2 .

En déduire que la droite A d’équation y:Zx—Z est asymptote a la courbe en - et en +o.

Déterminer le signe de f(x) selon les valeurs de x et en déduire la position relative de la
courbe représentative G par rapport a I'axe des abscisses.

Déterminer une primitive F de la fonction f sur I'intervalle] 2 ; +oo[, pour cette question
utilisez I’expression de f(x) trouvée a la question 4) .

Calculer I'aire en unités d’aire de I'ensemble des points M(x ; y) tels que :
3<x<6et0<y<f(x)(voir partie grisée figure 1) , on donnera la valeur exacte simplifiée,
puis la valeur arrondi a 10 pres.

(Rappel : Si u est une fonction dérivable et non nulle sur un intervalle I, une primitive de la
1

u
fonction m sur | est la fonction In |u/)
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Correction7

1) Pour tout réel X différent de Oet de 2ona:

10 2 10 2
1:()()_x2—10x+32 X[l x+x2} [_ ]

G T

10 32
x"ml et I|mx[1—1—O Sﬂ —o0
limx=—0 |77 L X X e lim f () =—c
lima-3-4
10 32
I 1—+==1
m e I|mx[ 1O+3—ﬂ:+oo
XlanOOX 0 X—>40 X X >)!mf(x):+oc
lim4-S=4
x—0 X )
lim>é—10x+32=16|
I|m4x—8 o (MPTR=—c
I|mx2—10x+32 16
I|m4x—8 0 hmf(x):m
des deux dernieres I|m|tes on en déduit I'existence d’une d’asymptote, la droite d’équation x = 2.
Xe—-10x+32
Df (=2

U(X) =x—10x+3R2=U'(X) =2x-10
V(X)=4x—8=V'(X)=4
£ = 108402 -10x+32) _BC-—16x—0+80-4-+40x 128
(4x—8p (4x—8p
_Ae-16x—48 _4@—4x-12) »e—-4x-12
(4x—8P 16(x—2F A(x—2F
3) f'(x) est du signe de x? - 4x — 12 car 4(x-2)? > 0 sur 'ensemble ]—OQZ[U]Z—RX{
A=(—4R—4x1x(~12)=16+48=64>0 donc 2 racines reglles
4-8 4 4+8 12
X=g =g =% %=y 737"
on en déduit le signe de f'(x) et les variations de f
calculons les extremums :
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I-o D 2 6 T
4( 2) 8 _16 _16 3 HCO +00
4><6—8 B 162 fx) / \
-0 -Co 172

1, », 4 x8, 4 _(Xx-9(x— 2)
V527 X2 A 4(x 2
R=2-Bx:16+16_—10+2_¢

4x-2) 4x-2)

1 1 4 (1 4
f(x)—(zx—Z)_llx 2+X_2 (4x 2) )
Iim4—4 lim f 1
Ilmx 2= oo AM () (4 ):O

I|m4 4 1
Ilmx 2= Jm}hmf(x) ( ):O

dm:Iadatedeqjatlmyzzx—zestasynideélammemmetm

5) Pour cette question, on peut se servir de la question 3) , f atteint admet —3 comme maximum
sur l'intervalle ]-c0 ; 2[ donc f(x) < 0 sur ]-oo ; 2[ et f atteint comme minimum % sur ]2 ; +oo[ donc
f(x) >0 sur ]2 ; +oo[ on peut donc en déduire que la courbe représentative de f sera strictement
en dessous de I'axe des abscisses sur |- ; 2[ et strictement au dessus de |'axe des abscisses sur
]2 ;+oo[ . On peut sinon étudier le signe de x* - 10x + 32 et le signe de 4x — 8 et en déduire le signe

de f(x).
6)f(X)= 4x 2+ 4 F(x) —2x+4|n|x 2)
orx-2>Osu]2;+oc[dornF(x)=§—2x+4In(x—2)

d’apres la question 5) la courbe représentative de f est strictement au dessus de |'axe des
abscisses sur l'intervalle [3 ; 6] donc I'aire en unités d’aire de la partie grisée est :

J; ok ={FOoE =[’§ —2x+4|n(x-2)I -

[%6—12+4|n4—(§—6+4|n1ﬂ:2_87 ~6+4In4=8in2-Zua~29ua

Exercice8
Partie A
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Soit g la fonction définie sur IR par g(x) = x3 —3x — 4

1 Etudier le sens de variation de g sur IR

2 Démontrer que I'équation g(x) = 0 admet dans IR une solution unique que I’on notera «a
Donner une valeur approchée de a 3 102 prés

3 Déterminer le signe de g sur IR

Partie B

x3 — 2x%
x2 -1

Soit la fonction f définie sur IR\{—1; 1} par f(x) = on note C; sa courbe représentative dans

un repére orthogonal

1 Etudier les limites de f aux bornes de ses intervalles de définition

En déduire I'existence de deux asymptotes dont on donnera les équations
2 Calculer la dérivée de f sur IR\{—1; 1} et déterminer son signe

3 Dresser le tableau de variation de f

X+ 2
x2-1

4 Montrer que pour tout x de IR\{—1;1}, f(x) =x+ 2 +

5 Justifier I’existence d’une asymptote oblique A a Cy
6 Etudier la position relative de Cy et A

7 Déterminer les abscisses des points de Cy admettant une tangente paralléle a A
Exercice9

x%2—2x+1

On considere la fonction f définie par : f(x) = 2 7—x

1) déterminerDy puis les réels a, betctelque: f(x) = a + g + ﬁ [1]

2) 2 a) donner le tableau de variation de

f < pour calculer la dérivéede f(x) on peut utiliser l 'écriture [1]

b) En déduireque:V x € ]0,1[: f(x) <0
3) C la courbe représentativité de f dans un repére orthonormé ( ,7, ) unité graphique 2cm
a) Démontrer que C admet trois asymptotes dont on donnera les équations

A ’ 7’ A H 1 7 .
b) Démontrer que I'axe A d’équation x = 5 estunaxe de symétrie de C

C) Représenter A les asymptotes et la courbe C dans un repére (0,7,])
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d) discuter graphiquement et suivant les valeurs du parametre m le nombre de solution de I'équation :f (x) = m
4) soit la suite (u,) définie pourtoutn € N* paru, f(n+ 1)

a) calculer uq ,uz

b) Démontrer que (u,) est décroissante et minoré < on peut utiliser le tableau de variation de f >
5)soit S, = U1 Upy oo Uy

Calculer s, en fonction de n < on peut utiliser | écriture [1] >

. 74 3 S
Calculer lim,,_, Spet démontrer que llmn_,oon—’; =2

EXERCICE 10
Soit f la fonction définie par :

3x245x+1
fo) ==

C sa courbe représentative dans un repére (0 ,7,7).

1) Déterminer le domaine de définition de f notéDy, puis déterminer les réels a, b et c telsque ; V x € Dy

- <
f(x) —ax+b+er2

2) Etudier les variations de f

3) Démontrer que C admet deux asymptotes (D) et( D') | une (D) est oblique puis étudier la position relative de(D)
par rapport a C

4) Déterminer I’équation de la tangente de (T) a C au point d’abscisse x, = 0

5a) Est-ce qu’il existe des points de C ou la tangente est parallele ala droite2x —y+1=07?

b) Est-ce qu’il existe des points de C ou la tangente est perpendiculaire a la droite (D) ?

6a) Démontrer que la courbe C admet un centre de symétrie le point Q (-2,-7)

b) Déterminer les points d’intersections de C avec les axes.

7) soit g la restriction de f sur l'intervalle I [—1, +oo[

a) Démontrer que g réalise une bijection de I vers un intervalle / que I'on déterminera ; donnerle TV de g1

b) donner I'équation de la tangente (T") au courbe C’ de g~ au point d’abscisse xo% et en déduire (g‘l)’(%)

8) Représenter les courbes C et C’
9) Discuter graphiquement suivant les valeurs du parametre m le nombre de solutions de I’équation :
3x2+(5-mx+1-2m=0
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Les fonctions exponentielles
et logarithmes

Exercice 1

Dans tout le probleme, | désigne I’intervalle] O ; + oof

Partie A

Soit g la fonction définie sur l'intervalle | par :

g(x) =x2+3-2Inx

1.a. On note g' la dérivée de la de fonction g ; calculer g'(x) et étudier son signe, pour x appartenant a l'intervalle I.
b. Dresser le tableau de variations de la fonction g.

Les limites de la fonction g en 0 et en + o« ne sont pas demandées.

2. Calculer g(1), en déduire le signe de g(x) pour x appartenant a l'intervalle I.
Partie B

Soit f la fonction définie sur l'intervalle | par :

1 1 It x
Xi= — % — —+ ——
f(> 2 2x x

On note f' la fonction dérivée de la fonction f sur l'intervalle | et C la courbe représentative de la fonction f

| (921200 qunités graphiques 2 cm.

dans un repére ortho norma
1. a. Etudier la limite de f en 0 et en déduire I'existence d'une asymptote a la courbe C.
b. Etudier la limite de f en + c.

2. a. Montrer que pour tout réel x de l'intervalle I,
. gx)
=
fi = &2

b. Déduire de la partie A le signe de f"(x) puis le sens de variation de f sur l'intervalle 1.
c. Etablir le tableau de variations de la fonction f sur I'intervalle 1.

3. Soit D la droite d'équation y = %2 x dans le repére (@.r.0)

a. Montrer que la droite D est asymptote a la courbe C.
b. Déterminer par le calcul les coordonnées du point d'intersection E de la courbe C et de la droite D.
c. Sur l'intervalle I, déterminer la position de la courbe C par rapport a la droite D.

o (0.

4. En utilisant les résultats précédents, tracer avec soin dans le méme repér + 47 1a droite D et la courbe C.

Partie C
1. On consideére la fonction h définie sur l'intervalle | par :
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R(x) = 1__ ln_x
2x x

En remarquant que
I x

x
est de la forme u'(x).u(x), déterminer une primitive de la fonction h sur l'intervalle I.

2. Hachurer sur le graphique la partie du plan limitée par la courbe C, la droite et les deux droites
D’équations x =1 etx = el/2
Calculer l'aire, exprimée en cm?, de cette partie hachurée.

Correctionl :

Partie A

1.a. La fonction g est dérivable sur I comme somme de fonctions
dérivables sur | et :

2 _
g'(x}: Do — 3: u
X x
2(x2—-1) 2(x-11x+1)
X X
(x + 1) et x sont strictement positifs sur l'intervalle I donc g'(x) est du
signe de x - 1.

1.b. On en déduit le tableau de variation de g :

[0 1 +60
g'(x=) - o+

& \4 /

2.a.9(1)=12+3-2In1=4

donc g admet sur un minimum absolu en 1 qui est 4, donc pour tout réel
x de l'intervalle I, g(x) > 0.

Partie B

la

o1

lim —x =10
a0 2

lim L = o = lim f(x) = -

—_— - = -

r=0t D x=0"
limlnx=-w
A—s0" . Inx

_ = lim — = -w
lim x= 0" L
A—0" E
Par conséquent la droite d'équation x = 0 est asymptote a C ( asymptote
verticale )

1.b.
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. 1
i —x = +m

A g 7

lim =0 b= lim f(x) = 4o

A= e F oy A=+
. 1
llmﬂz[]
e R
2.a.
1
1 1 —x-1.lnx
x)= —+ + &
7 2 2x= xe
1 1 1-Inx
2 2x= x=
_x2+1+2—21nx
Zx=
X2+ 3-2lnx  g(x)
2= Zx=
2.b.

f'(x) est du signe de g(x) puisque 2x2 > 0 sur |.
Or g(x) >0sur |, il en résulte f est strictement croissante sur I.
2.C.

z|0 +oo
£z +
f(z) /m

3.a.
lim [f(x)— %x] _

K 4o

lim (—L+ —“”:J= 0

A= 4o 2x X

d'aprés partie B 1 b,
Donc la droite D d'équation y = % X est bien asymptote a la courbe C. (
asymptote oblique )
3.b.
Soit (x ; y) les coordonnées de E , E est le point d'intersection de D et
de C, donc ses coordonnées sont solutions du systeme :

y = jix
o

’=3

résolvons I'équation
X
(x)=—
! 2

sur | pour trouver l'abscisse du point E :
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o
= —
Jxo >
1 1
_ +HI=D
2 .
-1+ 21
nx:G
o
— 14+ Z21lnx = 0
1
lnh - = —
2

1
=& - \.I"re_'
I'abscisse du point E est wfg, son ordonnée est donc
y= el2
E(~fe; ~Jel2)

c. pour étudier la position de la courbe C par rapport a la droite D, il
suffit d'étudier le signe de I'expression f(x) - x/2 =

-1+2lnx

X
Cette expression est du signe de -1 + 2Inx puisque x > 0 sur 1.

1+2Inx>0 S 2nx>1 S Inx>12 S x> /e
C est au dessous de la droite D sur l'intervalle [0 ; -\/g]

C est au dessus de la droite D sur l'intervalle ['JE'_ ;+ o[
4.
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C

La droite D étant au dessus de la courbe C sur l'intervalle [1; e'/?]

é‘l'ﬁ
A= _[1 {g— f(x)} dx unités d'aire

g
A= j {1—— ln_x} dx unités d'aire
1 2x x
gl ft
A= _[1 Ax0dx unités d'aire
PG
A=[ h(x)dx x4om?
J'l" n(x)dx = H(¥?)- H(l)

1 vz (n 5’”2)2 _

—Ine
2 2

1 2
1 1 2 1 1 1
M2 = = _un
2 2 2 4 & &
1
—cme
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Exercice2

Dans tout le probleme, 1 désigne l'intervalle JO ; + oo
Partie A
Soit g la fonction définie sur ]JO ; + oof par :
gx)=xInx-2x+3
1.a. Déterminer la limite de g en 0.
limxlnx =10
(on admettra que s—o )
b. Déterminer la limite de g en + «
(on pourra mettre x en facteur ).
2. Déterminer a l'aide de la dérivée @', le sens de variation de la
fonction g.
Dresser le tableau de variations de g.
3. Calculer g(e). En déduire que pour tout x appartenant a ]0 ; + oo,
9(x) >0
Partie B
Soit f la fonction définie sur ]0 ; + oo[ par :
f(xX) =2x2In x - 5x2 + 12 x
On note C la courbe représentative de f dans le plan rapporté a un
repere orthogonal ayant pour unités graphiques :

e 2 cm en abscisse,
e 1cm en ordonnée.

1. Soit x appartenant a ]O ; + «o[. Montrer que f '(x) = 4g(x).

2. a. Déterminer la limite de fen 0.

b. Déterminer la limite de f en + co.

3. Dresser le tableau de variations de la fonction f.

4. a. Déterminer une équation de la tangente T, a C en son point |
d'abscisse 1.

b. Déterminer une équation de la tangente T, a C en son point K
d'abscisse e.

5. Tracer Ty, ToetC.

Partie C

1. Soit la fonction définie sur ]O ; + oo[ par

Hix)= 1—;:3 [ln x— 1—]
3 3

et h la fonction définie sur ]O ; + oo par h(x) = x2 Inx.

Vérifier que H est une primitive de hsurJO ; + oof .

2. Soit D la partie du plan limitée par les droites d'équation x =1 et x =

e, I'axe des abscisses et la courbe C. Calculer l'aire A, exprimée en

unité d'aire, de la partie D. On donnera la valeur exacte puis la valeur

arrondie au centieme.
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Correction 2
Partie A
l.a.

limxlnx=10

A=0
1in&(—2x+ =3
1.b.

iliﬂ%f()‘:):3

g(x}:xlnx—2x+3:x|:lnx—2+ E:|
X

lim lnx = +w
A= 400 . 3

3 = lim [1nx—2+—:|:+co
lim-—=20 Ao e X

A oo En

lim x = +m

A—d 400

= lim g(x)=+4m

2. g est dérivable comme somme de fonction dérivable sur JO ; + oo],
calculons g'(x) :
1
glxy=1l-lnx+x ——2=Inx-1
X
Etudions le signe de g'(x) :

g(X)>0 =Inx-1>0 =Inx>1=x>e
donc g est décroissante sur [0 ; €] et elle est croissante sur [e ; + o« [

On en déduit le tableau de variation de la fonction g :
=0 = +oo

gz - +

e

3. gle)=elne-2e+3=e-26+3=3-¢

g admet sur l'intervalle 0 ; + oo[ un minimum absolu en e qui est 3 -e ,
donc pour tout réel x de l'intervalle ]0 ; + oof

g(x)>3-e>0.

Partie B.

1.

f est dérivable comme somme de fonctions

dérivables sur 0 ; + oof

Filx)=2x*Inx-5x24+12x

Fixy=4xIlnx+ Zxﬂ-l— 10x+12
X

=dxlnx+2x-10x+17
=dxlnhx-8x+12

=4(xlnx—-2x+3)=4g(x)
2. 4.
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Filx)=2x*Inx-5x*4+12x

limxlhx=20

;._}D 5 0 = liﬂnl (Elen x): 0 _

lim 2% = :»1){1_1}139{(;&:):[]
S _

lim (-5x2+12x)= 0

b.

Filx)=2x*Inx-5x*+12x

Filx)= xz[zmx— 5+E}

x

lim x2 = +m
lim Z2lnx = +m l
Ah Ao . 12

12 :>11m|:21nx—5+—}:+m
im -5+ —=-5 A X
A= 40 b

lim xz[zlnx— 5+£}: lim f(x)=+w

A oo i A=+

3. f'(x) =4 g(x) donc f'(x) > 0 sur ]O ; + oo[ d'ou f est strictement
croissante sur ]O ; + ool.

=[0 : +oo
f'iz) +
Fix) /
4. a.

Tangente T, a C en son point | d'abscisse 1.
f'(1) = 4(1In1-2+3) =4

Le coefficient directeur de Ty est 4.
f(1)=2In1-5+12=7.

y - f(1) =f(1)(x - 1)

y-7=4(x-1)
Ti:y=4x+3
b

f'(e) = 4g(e) = 4(3 - e) =12 - 4e est le coefficient directeur de la
tangente en e.

f(e) =2e%ne -5e2+ 12 e=2e2-5e2+12e =-3e2+12¢e
Equation de T

y=-3e2+12e + (12 - 4e)(x - e)

y = (12 - 4e)x - 3e2 + 12e - 12e + 4e?

To:y=(12-4e)x + e

5.
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AT
A !
i)
¢
T1 &
Partie C
1

La fonction H est dérivable sur]0 ; + o[ etona:

Hixy= ;—xE [lnx— %J

() = x2| nx = |+ tet[L
H(x)_x[lnx 3]+3x(xJ

1 1
= x*lnx- §x2+3—x2: lnx=hlx)

(forme (uv)' =u'v +uv')
On en déduit que H est une primitive de la fonction h sur ]JO ; + oof .

2.
7

L

C

11 &
Sur l'intervalle [1; €] , la courbe C est au dessus de I'axe des abscisses
donc l'aire A de la partie D est égale en unité d'aire a :

]
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_[: Fixidx = _[: (Zx*lnx-5x*+12x)dx

] o .
= |28 () - ;:+6x2:|

-l e 3T
o

11 37
A= 2[— —e® + Ga2 - —Jcmz
9 9

( vérifiez quand méme !)
soit environ A s 31,35 cm?
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EXERCICE 3
Partie A : étude d'une fonction
Soit f la fonction définie sur F intervalle [0 ;+ co[par f (X) =x In(x +1).

Sa courbe représentative (C) dans un repére orthogonal (' ; 7 est donnée en annexe,
1. a) Montrer que la fonction f est strictement croissante sur l'intervalle [0; + oo[.
b) L'axe des abscisses est-il tangent a la courbe (C) au point O ?
2. On pose

1 x
! '[” x+1
a) Déterminer trois réels a, b et c tels que, pour tout x =-1,

2 e

2

ax

=axt+ib+
x+1 x+1

b) Calculer I.

3. A l'aide d'une intégration par parties et du résultat obtenu a la question 2, calculer, en unités
daires, l'aire A de la partie du plan limitée par la courbe (C) et les droites d'équations
x=0,x=1lety=0.

4. Montrer que I'équation f (x) = 0,25 admet une seule solution sur l'intervalle [O;1].

On note @ cette solution. Donner un encadrement de ¢ d'amplitude 107,

Partie B : étude d'une suite

La suite (un ) est définie sur ITpar

1 k]
H, = .[u i lnix+Ddx

1. Déterminer le sens de variation de la suite ( u, ) La suite ( u, ) converge-t-elle ?
2. Démontrer que pour tout entier naturel n non nul,
In 2

n+1
En déduire la limite de la suite (u, ) .

0=, =
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Correction 3:
Partie A : étude d'une fonction
1.a) f est dérivable sur I'intervalle [0 ;+ co[ comme produit de deux fonction dérivables sur [0 ;+ cof et

pour tout réel x de [0 ;+ w[,0na:

Frx) = ln(x+1) 4 xx— il
x+1

=lnix+11+

x+1
sur]O;+ e[ ,x>0doncx+1>1douln(x+1)>InlilenrésulteIn(x+1)>0
sur]O;+ eo[,x>0doncx+1>1dou
.0
x+1
donc sur ]JO ;+ o[ ; f' (X) > 0 par conséquent f est strictement croissante sur [0 ;+ eo[
b) Déterminons I'équation de la tangente au point d'abscisse O :
Coefficient directeur de latangente : ' (0)=In1+0=0
Ordonnée du point d'abscisse de (C) : f (0) =0
L'éguation de la tangente au point d'abscisse 0 est donnée par y = f"' (0)x + f(0) soity =0
L'axe des abscisses est donc bien tangent a la courbe (C) au point O(0 ; 0).

2. On pose
1 2
1= T dx
0 x+1
a)
2 2
X aib4 x :(ax+b](:ﬁf+lj+ c
r+1 r+1 r+1 r+1 r+1
x? _cxx2+ax+bx+b+c@ X ax*t+latélxt+ib+c
x+1 r+1 x+1 x+1
par identification
a =1 a =1
%2 1
a+bh=0= ¢h=-1 donc 1:x—1+ :
+ +
btec=0 e = A g
b)

1
2 2
[ Zar=[ x-14 : dx=|:x——x+1n(x+1)j|
0 _4 7

f:l—1+1n a=Inl= i+1n2
2 2

3.Six =0 ; f(x) =0 puisque la fonction f est croissante sur [0 ;+ co[ donc la courbe (C) est au dessus de I'axe des
abscisse sur [0 ; 1] par conséquent l'aire A de la partie du plan limitée par la courbe (C) et les droites d'équations x =
0, x =1 ety =0 estdonné en unités d'aires, par :




94

Le pilier du bac élaboré par le professeur chercheur sy saidou

Iulf(x}dx = Iulxln(x +1idx posensu'ix)=zetvix)=In{x+1

on E:.d,onl:'m(:Jr]I—X2 et v'(x)= 1
' 2 x+1
2 ! 2 2 :
|:x_1n(x+1}} 1z cfx=[x—1ﬂ(x+1]'} _lf
2 2 2

U_”Ex+1 0

Iulf(x}dx

1 1 1{-1 1
xidr==ln2-0- | —4+1n2|=—
'Il':'f(} 2 2(2 ] 4

4. La fonction f est strictement croissante et continue sur [0;1] de plus f(0) = 0 <0,25

et f(1) = In 2 > 0,25 donc I'équation f (x) = 0,25 admet une seule solution sur l'intervalle [0;I].
Sur la calculatrice on lit f(0,56) < 0,25 < f(0,57) donc 0,56 < ¢¥< 0,57

Partie B : étude d'une suite

1. Pour tout entier naturel non a:

1 B+l 1 ®
By, — H, :qu 1n(x+1).:£x—_|-nx ln(x + Ndx
.-, = jﬂl(x’“l — 2"V n(x 4+ 1dx = Inlx”(x—ljln(x+1]dx

=0

re[01]= sx-1=20 = " (z-Din{z+ N =0 = I:x”(x—ljln(x+1)dx50

In(x+1) =0
= u,,,— 4, =0 donclasute (24,) est décrotssante (1)
xe[ll]= @ hix+D2z0=u, = I:x In(x+1dx=0

la suite (u, ) est donc minorée par 0 (2)

De (1) et (2) , on en déduit que la suite ( un ) est convergente.

2. Pour tout entier naturel n non nul et tout réel x de l'intervalle [0 ; 1] on a
0=2ln(z+11=2ln 2 501t 02z In(x+ 102 2" In 2

en intégrant cette double inégalité sur [0 ; 1] on obtient pour tout entier naturel non nul :

1
1 1 »+l
0 [ x*In(x+1dx= | 2" In2dx d'ow 0= u, <1n 2| = _In2
0 u n+l], n»+l
. In 2
Pour tout entier naturel n, 0 =, =
n+1
lim 0=10
1n 2 { Théeoreme des gendarmes ) = lim u, =10

lim — ¥ 4
N |
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EXERCICE 4

Partie A

On considére la fonction g définie sur [ par g(x) = €* -2x.

1. Calculer g' (x) ou g' désigne la dérivée de g puis dresser le tableau de variations de g.
2. En déduire que pour tout réel x de E., g(x) > 0.

Partie B

On consideére la fonction f définie sur E.par f (x) = e -x*.

1. Déterminer la limite de fen - topuis la limite de fen + ©o.

Pour la limite en + ©2, on pourra remarquer que pour x non nul f (x) peut s'écrire :

(5

2. Calculer f'(x) ou f' désigne la fonction dérivée de la fonction f, puis en utilisant la partie A construire
le tableau de variations de f

3. On admet que I'équation f (x) = 0 admet au moins une solution dans E..
a) Calculer f (-1) et f(0).

b) Montrer que la solution de I'équation f (x) = 0 est unique et

gu'elle appartient a l'intervalle [-1; 0]

c) En utilisant une calculatrice pour calculer f (x) pour différentes valeurs de x, donner une
valeur approchée & 10 prés de cette solution.

Correction 4

Partie A

1. Pour tout réel xona g' (x) = €*-2.

g' (x) >0 équivaut a € -2 > 0 équivaut a €* > 2 équivaut a x> In 2

donc la fonction g est croissante sur [ In 2 ; + ©o[ et décroissante sur] - c2;In 2]
g(ln2) =€ -21n2=2-21In2.

T oo In2 + o
g'fx) - +
gix)
2-2WnZ

2. Le minimum de la fonction g : g(In2) =2 - 2In 2 > 0 donc pour tout réel x on a : g(x) > 0.
Partie B
On consideére la fonction f définie sur E.par f (x) = e -x’.

1.

fl@)=er -

fim o =0 |

lim (—x%) = —o0 = ?fliﬂ-lw A

¥— —m
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Pourtoutréel x non nul on a

f(x):ex—xfzxz(i—lJ

2z

X
g" g"
lim —=0= lim | ——1|=-1
= 4w x2 ¥ tw | p 2 = lim flix:l=+03
. 2 = 4w
lim x* = +4co
= 4w

2. Pour tout réel xon a: f'(x) =e* - 2x = g(x) > 0 d'apres la partie A.
on en déduit f strictement croissante sur [

il olee] + oo

fie) +

” //
-

3.a)f()=e"-1=1/e-1;f(0)=€"-0°=1

b) La fonction f est strictement croissante sur [-1 ; 0] et on a : f{-1) < 0 < f{0) donc la solution de I'équation f (x) = 0 est unique
et elle appartient a l'intervalle [-1 ; 0]

c) f{(-0,704) < 0 < f{-0,703) donc la solution de cette équation est comprise entre -0,704 et -0,703 on peut donc

prendre -0,704 comme valeur approchée a 107 prés de cette solution la valeur retenue.

Exercice 5
On considére la fonction f définie pour tout x £ E.par: f(x) = (x* + x + 1)e*.

Dans le repére ortho normal (o ¥ j:‘d'unité graphique 2 cm sur chaque axe, on note C;

sa représentation graphique et C,,, la représentation graphique de la fonction exponentielle.
1.a. Déterminer la limite de fen + co.

b. Donner les valeurs de

. X - X
lim x%2" et de lim xe

K —m K= —m
c. En déduire que
lim fixi=10
= —wm
Que peut-on en déduire graphiquement ?
2.a. On note f ' la fonction dérivée de fsur E., montrer que f ' (x) = (x + 1)(x + 2)e”.
b. Etudier le signe de f ' (x) sur E
c. En déduire le tableau de variations de la fonction f
3. Déterminer le signe de fsur E..
4.a. Préciser les positions relatives de C; et de Ceyp.

b. Construire ces deux courbes dans le repére (0, i jj .

5. Soit F la fonction définie pour tout x£ E par : F(x) = (x? - x + 2)e”.

Prouver que F est une primitive de fsur E

6.a. Déterminer la valeur exacte de I'aire en cm? du domaine D délimité par la courbe C;, I'axe des abscisses et les droites
d'équations x=-1etx=0.

b. Déterminer la valeur exacte de I'aire en cm? du domaine D' délimité par les courbes C; et C,, , et les droites d'équations
x=-letx=0
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..correction5 :
l.a.

lim (x2+x+1) =+
¥ 4w

lim F(x)=4co

lim ¥ = +co Hr 4w
=+ 4

b.

- X - X
lim z%" =0 = lim =ze
W= - = -

C.
Xl = x2+x+12x—x22x+x£'x+ex

lim x2e™ =10
= —rma

lim xe™ =0 ;lim f(x)=10

lim =10
=+ =00

La droite d'équation y = 0 est asymptote a la courbe représentative C;en - o

2.a.

Fixi=(x*+x+1e" Ff=wv= f'=uv'+tuv'

FUxy=(2x+ e’ +(x*+ x4+ = (x*+3x+ 2)e’

(x+D(zx+2) =22 4+x+22+2=x4+3x+2

done Fx)=(x*+3x+2)" =(x+D(x+2)2"

b. f ' (x) est du signe de (x + I)(x + 2) car &> 0 sur E

le polynéme (x + I)(x + 2) a deux racines réelles distinctes -2 et -1 et son signe est positif a I'extérieur des racines.

C.

Fi-N={1-1+let=gl= ! Fi-2y=(4-2+1e? =327 = iﬁ
= =)

o oo -2 -1 +i
Fix) + 0 - 0 -+

/e +aoo
7 () D / \”E /

3. D'apreés le tableau de variation f (x) > 0 sur [
4.a.

Filxi—e" =(x+ x+ e’ —e" = (z*+x)e" = z(x+ 1"

f (x) - € est donc du signe de x(x + 1)

fix) - e + 0 - 0 7

sur l'intervalle ] - ©o; - 1] la courbe C; est au dessus de Cy,
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sur l'intervalle [-1 ; 1] la courbe C; est en dessous de Cey,
sur l'intervalle [1; + co[ la courbe C; est au dessus de Cy,

Cop

b

5

A

3

2

1

1
’_’é/—?/ T
4 -3 -3 1 a] 1
5. Pour tout x= E.par:F'(x) = (2x-1)e*+ (x*-x+2)e" = (x* -x+2+2x-1) e* =

(%% + x +1) € = f(x) donc F est une primitive de fsur E..
6.a. Sur l'intervalle [-1 ; 0] la courbe C; est au dessus de |'axe des abscisses donc I'aire de D est donné en unité d'aire par :

I_Ellf(x]ai'x =[F0f, =[x+ 200" ]
=(0-0+2%" —(1+14+2)e =2 -4
liwa = deom? ﬂire(ﬂ]:(2—4e'l)x4:8(1—22'1)cm2

b. Sur l'intervalle [-1 ; 0] la courbe C; est au dessous de courbe C,,, donc I'aire de D' est donné en unité d'aire par :

[_”1;;*— Fmdr=[er-F(n] =[], - [F0 ],
=2 2! —(2—4g-1)=1—g-1— D24del= 32711

Aire(D = 4(3e™ = 1) cm?

Exercice 6
Partie 1
Soient les fonctions f et g définies sur [0 ; 9] par
F@=—l 1 et gm=Z

1+ x 2
1. Résoudre algébriquement I'équation f(x) = g(x)
2. Calculer I'intégrale I :

[ 7toax;

On donnera la valeur exacte de I.
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Partie 2 L
. e N . ] . | quantites
Un produit conditionné en boite est mis sur le marché. On désigne & |
par X le prix d'une boite de ce produit en dizaine d'ouguiyas.
On admet que la quantité acheté par les consommateurs, en
fonction du prix x appliqué sur le marché, est donné par f(x) en
centaines de boites. 5

On admet que la quantité proposée sur le marché par les
producteurs, en fonction du prix de vente x auquel les producteurs 2
sont disposés a vendre est donné par g(x) en centaines de boites.

Sur le graphique ci-contre sont tracées dans un repere ortho normal
les courbes représentatives des fonctions f et g.

1. On pourra utiliser le graphique pour conjecturer les réponses aux questions suivantes, puis on les justifiera
algébriguement.

a. Combien de boites seront achetées par les consommateurs si le prix de vente est de 40 ouguiyas la boite ?

b. Lorsque I'offre est égale a la demande, le marché atteint son équilibre. Donner le prix d'équilibre en ouguiyas et
le nombre de boites correspondant.

2.

a.D'apres le graphique , les producteurs étaient disposés a vendre des boites a un prix inférieur au prix
d'équilibre.

On appelle surplus des producteurs , le gain réalisé en vendant des boites au prix d'équilibre. Ce gain est
donné en milliers d'ouguiyas par I'aire du triangle OAE ( 1 unité d'aire = 1 millier d'ouguiyas) .
Calculer ce surplus en ouguiyas

b. Le surplus des consommateurs est I'économie realisée par les consommateurs qui étaient préts a payer
plus cher que le prix d'équilibre. Ce surplus est donné en milliers d'ouguiyas par I'aire de la partie grisée
du plan sur le graphique (3 =x =9)

Préciser quelle intégrale permet de calculer ce surplus et en donner I'arrondi a I'ouguiyas.

Correction6 :
Partie 1
Soient les fonctions f et g définies sur [0 ; 9] par
10 x
flx)=——=1 et g(x)==
1+ x

2
1.
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10 x 1n-{1+xy «x
-l=—= — ' =__ =
1+=x 2 1+ =x 2

Jflx)=glx) <=

X - =x(l4x) e P tx=18- 2%
1+ x 2

+3x-18=10
A= -dxlx(-18)=8+72=081=10

donc deux solutions réelles distinctes ;

-3-4% -1z .
x = = =—6 <0 ne convient pas
2 2
-3+% 6
x2= =—=3
z 2

La seule solution acceptable est donc x = 3 (ce que I'on retrouve
sur le graphique )
2.

9 10

[, 7(xax = Em—ldx=[101n(1+x}—xﬁ
=10ln10-9-{10ln 4-3)=10In10-101n 4 -6
=10ln 2 +10ln5-201n 2 -4

= 1'31115—1'31112—6:10111;—6 =101ln2,5-6

1.
a. graphiguement on peut conjecturer f(4) = 1, vérifions le
algébriguement :
10 10

)= — 1= —
7 4) 1+4 ]
donc 100 boftes seront achetées par les consommateurs si le
prix de vente est de 40 ouguiyas la boite.

1=2-1=1

b. Lorsque I'offre est égale a la demande, le marché atteint son
équilibre ce qui se produit quand f(x) = g(x) graphiqguement on
peut conjecturer que I'équilibre a lieu pour x =3 ety = 1,5 soit
pour un prix de 30 ouguiya la boite et 150 boites.
Algebriquement f(x) = g(x) si x = 3 d'apreés partie 1. 1.
De plus :

10 10

i ——=1=—-1=2,5-1=1,5
73) 1+ 3 4
2.
a/(OAE) 0AXAE_ 3x15 —2.25um

2
Le surplus des producteurs est donc de 2250 ouguiyas.

b. f; f(x)dx = 10In(2,5) — 6ua = 103[10In (2.5)-6]
=~3163um
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Le surplus des consommateurs est donc de 3163 UM

Exercice 7

Soit f la fonction définie sur l'intervalle [0 ; + o[ par f(x) = (x - 1)(2 - €™)

Sa courbe représentative C est tracee dans le repére orthonormé ci-dessous (unité
graphique 2 cm)

1.a. Etudier la limite de fen + o

1.b. Montrer que la droite Ad'équation y = 2x - 2 est asymptote a C

1.c. Etudier les positions relatives de C et &

2.a. Calculer f'(x) et montrer que f'(x) = xe™ + 2(1 - &)

2.b. En déduire que pour tout réel x strictement positif, f'(x) >0

2.c. Préciser la valeur de f'(0) , puis établir le tableau de variation de f

3. A l'aide d'une intégration par parties, calculer l'aire, exprimée en cmz?, du domaine
plan limité par la courbe C , la droite #et les droite d'équationx =1etx =3

4.a. Déterminer le point A ou la tangente est paralléle a &

4.b. Calculer la distance, exprimée en cm du point A a la droite 4.

I4
|3

=
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Correction? :
1. a.

JFy=E-D2-e")

lime™ =0= lim(2-¢ "= 2

e Ao = lim f(x)= +®
lm (x-1)= 4w A 400

1.b.

filx)-(2x-2)=(x-1)2-e")-2x+2

= Zx—xe'”—2+€"‘—2x+2:r—3"‘—xr—3'”:e"‘—i

lime™ =10
A= 400

_ . = xl_i}r?mf(x)—(Zx—Z): 0
lim —=10

e Y-

on en déduit que la droite &d'équation y = 2x - 2 est asymptote a la courbe représentative C de f.
l.c.

Flx)—- 2x-2)=¢e" " —xe™"=(1-xje”"
f(x) - (2x - 2) est du signe de 1 - x car e™ >0 sur [0 ; + o[

e sixe[0;1]cestadiresiO0 =x =1,1-x =0 etdans ce cas la courbe C sera au dessus de la droite &
e sSixe[l;+ oof,cestadiresix =z1,1-x =0 etdans ce cas la courbe C sera au dessous de la droite &.

2. a.La fonction f est dérivable comme produit de fonction dérivable sur [0 ; + oo et pour tout réel x de l'intervalle
[0+ oo
FUix)=12-e ")+ (x-1)e""

=2-eg *+xe”t - ¢

=xe "+2-2¢ " =xe "+ 2(1-e"")

2.b.
Xr0=-x<0=¢"2l=1-e">0=2(0-¢"1 >0
or xe =0 sur [0, 4o

donce fix)=xe"+2(1-e ") =0 sur [0;+m]

2.C.

f'0)=0+2(1-1)=0

f0)=(0-1)(2-1)=-1

x| 0 +on
F'igdo +

fix)

3. Sur l'intervalle [1 ; 3], la courbe C est en dessous de la droite &, donc l'aire en unité d'aire du domaine demandée
est :



103

Le pilier du bac élaboré par le professeur chercheur sy saidou

f(zx— 2y F(x)dx = J'f (x - Ve~ *dx

-

Hw'=g ' = u=—-¢g
v=x—-1=v'=1

_[13 (x—1e "dx = [(l - x)e'”]j - _[f—e'”cix

e [e'“:IE = —2g7% - (€_3 - e'l): el - 377

1

ui donne en tenant compte de l'unité d'aire 4 cm2 :

1
— Jcmz
e
.au

4. pomt A la tangente est paralléle a £, donc elle a le méme coefficient directeur que £ soit x I'abscisse de A :
Ay=2x-2

Clexg-y,-2| Ppre-(z-e?)-2

’ J2Ercn: NG

— T: ST unité de longueur = 5{
T ©
Fin=2e

xe "+ 2(l-e =2

R

xe "+2-2¢"=2 =
(x -2 " =0
x =2 qui est l'abscisse du point A

ordonnee de A

f(=0@2-1p2-e)=2-¢"
Lepoint & a pour coordonnees

Al2.2 — e

Exercice 8
Partie A :

Soit g la fonction définie sur ]0 ; + o[ par g(x) =x3- 1 + 2 In x.

(In x désigne le logarithme népérien de Xx)

1. Calculer g'(x) et étudier son signe.

2. Dresser le tableau de variation de la fonction g.

(Les limites ne sont pas demandées).

3. Calculer g(2).

4. Déduire des questions précedentes le signe de g(x) sur l'intervalle ]JO ; + o[ .
Partie B : Courbe représentative d'une fonction et calcul d'aire

On considere la fonction f définie sur JO ; + o[ par :
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ln x

flxy=x-1-

x2

On appelle (C) sa courbe représentative dans le plan rapporté & un repére orthogonal (&2 7).
(unités : 3 cm sur I'axe des abscisses, 2 cm sur I'axe des ordonnées.)
1.a Déterminer
Hm, S R S
1.b Montrer que la droite (D) d'équation y = x - 1 est asymptote oblique a (C).
Y a-t-il une autre asymptote a (C) ? Si oui, donner son équation.
1.c Calculer f '(x) et montrer que l'on peut écrire
7ay = B
. X
1.d En utilisant les résultats de la partie A, déterminer le signe de f'(x), puis dresser le tableau de variation
de la fonction f.
1.e Calculer les coordonnées du point d'intersection entre I'asymptote (D) et la courbe (C). Etudier la position de la
courbe (C) par rapport a la droite (D).

1.f Tracer dans le repére (3% : 7 ) la courbe (C) et les droites (D).
2.a Montrer que la fonction H définie par :

Hix)= i(1+1n x)
x

est une primitive de la fonction h définie sur ]O ; + o[ par:
B(x) = In 2x

X

2.b Soit &le domaine plan limité par (D), (C) et les droites d'équation x =1 et x = -\/g. Hachurer £; calculer la
valeur exacte de l'aire, en cm?, de £ ; en donner une valeur approchée au mm?

Correction8
Partie A : Etude du signe de x*- 1+ 2 In x
1. La fonction g est dérivable sur ]0 ; + ool :

g'lx)= 3x2+3> 0 pourtout réel x & ]EI;+0:J[
x

donc la fonction g est strictement croissante sur 0 ; + cof.
2. Tableau de variation de la fonction g.

a 1 —+

= "xn —+
= N ///7

3.91)=1-1+2In1=0

4.

Six =1, alors g(x) = g(1) puis que la fonction g est croissante soit g(x) = 0
Six =1, alors g(x) = g(1) puis que la fonction g est croissante soit g(x) = 0
conclusion :sur]0;1],g(x) = Oetsur[1;+ ea[,g(X)=0

On peut résumer tout cela par le tableau de signe suivant :
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x |0 1 + Co
E(x) - 0 +

Partie B : Courbe représentative d'une fonction et calcul d'aire

On considere la fonction f définie sur O ; + co[ par :
Sxy=x-1-2F

On appelle (C) sa courbe représentative dans le plan rapporté & un repére orthogonal (<27,
(unités : 3 cm sur lI'axe des abscisses, 2 cm sur I'axe des ordonnées.)

= lim f(x) =400
= dw x
limx—-1=-1
¥—= 0
lxiﬂln;{=—03 Clnx = lim f({x)=+cw
_ = lim = -0 P 0
1111:EI =0 ¥l 2

De la derniére limite, on en déduit que la droite d'équation x = 0 est asymptote verticale
a la courbe (C).
(*) voir formulaire

1.b

-1
Fy= (=1 ="
lim 2% g

= 4wy 2
donc la droite (D) d'équation y = x - 1 est asymptote oblique a (C).
Il'y a une autre asymptote a la courbe (C) ( voir 1.a.) , c'est la droite d'éguation x = 0.
lc
F(x)=x-1-2%

x2

1
—x2—2zxln x x—9xln x

(x)=1-24 =1-
J i) = =
x(1-21n x) 1-21nx
=].— I =1— 3
x x
_x3 1—21nx_x3—1+21nx_g(x]
s x’ N x’ s

1.d f'(x) est du signe de g(x) car x> > 0sur]0 ; + oo[ et le signe de g(x) a déja été trouvé a la partie A :


http://homeomath.imingo.net/formulairesti.htm#limites

106

Le pilier du bac élaboré par le professeur chercheur sy saidou

X0 1 +ca
' (x) - 0+
+oo Lo
[ &) /
0
f(1)=0

1.e Soit x I'abscisse du point d'intersection de I'asymptote (D) et de la courbe (C) ,on a:

f(x) =x - 1 soit In x =0, par conséquent x = 1.

I'ordonnée de ce point est f(1) =0 .

La courbe (C) et la droite (D) se coupent au point de coordonnées (1 ;0)
f(x) - In x est du signe de - In x ( voir Partie B 1 .b)

Etudions le signe de - In x :

-Inx 20silnx =0soitInx =Inl1doux =1

sur]0; 1], - Inx =0 donc la courbe (C) est au dessus de la droite (D)
sur[1;+ eo[, - Inx =0 donc la courbe (C) est au dessous de la droite (D)

1f
07
ke / R
o~ ¢ ]
2.a

Pourtout réel x on a:

H '(sz%(l+1n x)+i[l] e

XLz %t x? %t x?

donc H est une primitive de la fonction h définie sur ]0 ; + o[
2.b Soit file domaine plan limité par (D), (C) et les droites d'équation x =1 et x = '\1{63'_.
Sur[1; 'J;] la courbe (C) est au dessous de (D) donc I#™ % %™ A |imité par (D), (C) et

les droites d'équationx=1etx = '\/E_est en unité d'aire :



107

Le pilier du bac élaboré par le professeur chercheur sy saidou

L“E(x—u — F(x)dx = jmif dx = f;g(x)dx - [H(xjf

1

{i(1+1ﬂ\!;:'+(1+1ﬂ1):|=_—1(1+%1ne]+1=_—1(1+l]+1=
=)

-3 -3 3
=—— +lua=|——+1|x6bom?=6—- ——cm?
2_\!&_‘ EFs [EJQ_ ]X [ _\jgﬁm

. 2
on trouve en arrondissant au mm? ; %>

-::]/

()

—

I

R—-
!
= =

Exercice 9

Partie A - Etude d'une fonction

Soit la fonction f définie sur l'intervalle 1=]0 ; + co[ par :
f(x) = In(2x) - In(x+1)

1. Vérifier que pour tout réel x de lon a :

Fx) = 1n(2)+1n[ il J
r+1

2. a. Etudier les variations de la fonction f sur l'intervalle |

b. calculer les limites de la fonction f aux bornes de son ensemble de définition
l.

c. Dresser le tableau de variation de la fonction f.

3. On note (C) la courbe représentative de f dans un plan muni d'un repére

orthonormal &+ -7 - Junité de longueur est 2 cm.

a. Déterminer l'abscisse du point d'intersection de la courbe (C) avec l'axe (O ;
i).

b. déterminer une équation de la droite (T) tangente a la courbe (C) au point
d'abscisse 1.

c. tracer la courbe (C) et la tangente (T)

4. Determiner le nombre ¢rtel que la tangente (£ ) a la courbe (C) au point
d'abscisse «¢xsoit parallele a la droite d'équation y = x.
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Partie B - Etude d'une fonction primitive

Soit la fonction g définie sur I=]0 ; + o[ par :

g(x) =x1In(2x) - (x + 1) In(x + 1)

1. Démontrer que la fonction g est une primitive de la fonction f sur I.

2.a.

Etudier le signe de f(x) d'aprés les résultats de la partie A.

b. En déduire les variations de g sur l'intervalle |

3. Calculer en cm2 la valeur exacte de l'aire de I'ensemble des points M(x; y) du
plantelsque 1 = x =2et0 =y =f(X)

Préciser une valeur décimale approchée a 0,01cm? pres.

Correction9
1. pour tout réel x de lona:
Flxy=1n(2x)— InCx+ 13

In(2y+ In(xy— Incx+ 1)

1n(2)+1n[ i J
r+1

donc pour tout réel x de lon a:

£y = In(2) + m{ il J

x+1

2.a. la fonction f est dérivable sur | comme somme de 2 fonctions dérivables

2 1
I_')‘: = —— =
f(> Zx x+1
1 1 _x+1—x_ 1
surlet X r+1 x(x+1) (X +1)

f'(x) > 0 sur I donc f est strictement croissante sur 1.

b.
Flx)y=1n(2x)-In(x+1)
lim In(2x) = -
A=0" )
1 -
lim In(x + 1) = In1=0 lim fi(x) = -~

on en déduit que la courbe représentative (C) de la fonction f admet la droite x
= 0 comme asymptote ( asymptote verticale )

) = In(2) + ln[ * J

x+1

lim = fm — - fim oL

A=y 4o A oo 1 A= oo 1
x+1 x[1+—] [1+—J
o -

or In(1) = 0 donc

lim m[ * J: 0
s\ ]

11 =1In2
On en déduit donc x—lmo S t

La droite d'équation y = In 2 est asymptote a la courbe représentative (C) de f (
asymptote horizontale )
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F(x) +

2
fiz)
-0

3.a. Le point d'intersection de (C) avec I'axe des abscisses a une ordonnée nulle
donc son abscisse x Vvérifie I'équation f(x) =0

Fflxi=0=
In2xy—-ln(x+1)=0&
In2xi=Inix +1) =

2rx=x+1=

x=1
C'est donc le point d'abscisse 1.
b. Calculons le coefficient directeur de la tangente au point d'abscisse 1 :

iy b 1
fﬂ)_lxz_z

On sait de plus que f(1) = 0 d'aprés la question 3.a
L'équation de la tangente au point d'abscisse a de la courbe est : y - f(a) = f'(a)
(x - a)
Donc I'équation de (T) esty - 0 =0,5(x - 1)
1 1

(T}:y:E}:—E

C.

(T2

N

x=0[CC)

4. Pour (&) soit parallele a la droite d'équation y = x il faut que ces deux
droites aient le méme coefficient directeur c'est a dire 1.
Par conséquent ¢xdoit vérifier I'équation f'(x )=1
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1
x(x+1):
Z(x+1r=1
T+ x=1
X*+x-1=20
H=14+4=5=0donc 2 solutions pour

I'équation x2+ x-1= 0
145
2
—1-.5

X, = ——— < 0 ne convient pas

—1+f5
2

= 0 convient

donec o =

Partie B.
1. La fonction g est dérivable sur I, calculons sa dérivée :
glx)=xIn(2x)-(x+1)Inx+1)

1

') =1-(2x) + % = —1-In(e+1) - (x+1) ——
2x x+1

Inf2x)+1-Infx+13-1
In2xy— Inx+1)
F(x)

g'(x) = f(x) donc g est bien une primitive de f sur I.
2.a on sait que f(1) = 0 on en déduit donc le signe de f(x) :

x[0) 1 +0o
y

fiz)

-0

fx) - by

2.b

z|0) 1 +co

f(x) - 9+

2(x) /’lﬂ}\\

gMY=In2-2ln2=-1n2

3.La courbe représentative de f est au dessus de I'axe des abscisse sur
I'intervalle [1; 2] donc l'aire de I'ensemble des points M(x; y) du plan tels que 1
ZX £2et0=y =f(x)estégale a:

(LE i (x}dx)u.a

(u.a unités d'aire )
Calculons l'integrale :



111

Le pilier du bac élaboré par le professeur chercheur sy saidou

["reodx=[g@] = 22~ g
J‘ff(xj.:fx: 2lnd- 33+ 1n2

=2nz22-3n3+In?
=4h2z2-3ln3+In?2

32
=51n2—31n3=1n25—1n33=1n§

L'unité d'aire étant de 4 cm?,
L'aire du domaine demandé est donc de :

v=Ilnd
T
32 32 —=
1n—u.a.=41n—?cm2m 0.680 cmm?2 9| 1
EXERCICE10
Partie A

Soit g la fonction définie sur]0 ; + co[par: g(X) =-x + x In x.
(ou In désigne le logarithme népérien ).

1. Résoudre dans I’intervalle] 0 ; + co[l’équation g(x) = 0.

2. Résoudre dans I’intervalle] 0 ; + oo[1’inéquation g(x) > 0.
Partie B

Soit la fonction f définie sur]0 ; + eo[ par :

-3 1
x)=—zx*+—x%lnx
Fix) 2 5
On appelle (T") la courbe représentative de f dans un repere orthonormal

(0.1.7) (unités:2cm).

1. Déterminer

limm Ff{x) et liﬂ}j Fix

2. Montrer que f '(X) = g(x) . Utiliser les résultats de la partie A pour établir le

tableau de variations de f.
3

3. Calculer F (2%}, On fera apparaitre le détail des calculs.
4. Soit A le point d'abscisse 1 de (I7).
Déterminer une équation de la tangente en A a la courbe (T7).

5. Tracer dans le repére 01,00 q tangente T ainsi que la partie de la courbe (T
), relative a l'intervalle [0 ; 6] .

6. Soit la fonction F définie sur ]O ; + o[ par :

Fixny= %fln x—£x3

a. Montrer que F est une primitive de fsur ]JO ; + col.

b. Calculer en cm? l'aire du domaine limité dans le repere (0.1.7) par la courbe
(T), I'axe des abscisses et les droites d'équation x =1 et x = e . On en donnera une
valeur approchée & 107 prés.
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Correction10

Partie A

1. g(x)=0

Xx+xInx=0

X(-1+Inx)=0

-1+Inx=0

(x ne peut pas étre égal a 0 puisque la fonction g est définie sur 0 ; + o[ )
Inx=1

Inx=1Ine

X=e

S={e}

2.9x)>0

X(-1+1Inx)>0

X est toujours strictement positif puisque la fonction est définie sur ]0 ; + eol.
-1+ Inx>0sietseulementsilnx>1

si et seulementsilnx >1Ine

si et seulement si x > e

Signe de x(-1 + In x) :

37| (] [ +co
z |0 + +
-1+ nx - +
-+ Inx - +
S=]e;+w[
Partie B
l.en+co

-3 1 -3 1
= —x*4+—_x*lnx=x|—+—Inx
J(x) 4 2 |:4 2 j|

lim ln x = 4w
¥= 4o

. -3 1
lim —+ —1ln x= 4+
¥ 4w 4 2 lim f{x)=+wm

: ¥+
lim x%=+4w ©
¥=* 4o

en0

limxlnx=10

¥—=0 ) 1 5

_ donc limn—x lnx=10

im — QY done Lim f (x) =0
lim —2 x%= 0

¥=0 4 J

2. fest dérivable sur]O ; + oof et pour tout réel x de JO; + o[ ona:
f(x:'=_T3x2+lx21nx

nuw

Fix) = ;—B(Exj+%(2x]1n x+1§x2x%

u'viur!

-3 1
= ?x+ xln x+§x: —x+zxln x=g(x)
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en utilisant les résultats de la partie A on en déduit les variations de f

%[0 £ +coo
7ix) - +
i \ /
-E
f(é‘:l:ié'2+_é|21n€:£€2+lé,2:_é‘z

-z 1 -3
N=—+_Ilnl=—
S 4 2 4

donc le point A d'abscisse 1 a pour ordonnée -3/4.
Sil=gli=-1+1ln1=-1

Le coefficient directeur de la tangente au point d'abscisse 1 est f'(1) = -1, on en
une I'équation de la tangente au point d'abscisse A :

y=FNx-1)+ F(1)
3
y——l{x—l}—g

y:—x+1—i
4
y:—x+l
4

5. Construction de la courbe (T") et de la tangente en A sur [0 ; 6]

/(1“}

/
/
/
.
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6.a. F est une primitive de f sur ]JO ; + eo[ si F est dérivable et F'(x) = f(x)
F est dérivable et

Fixny= 1—:Jrzln x—£x3

6 36
F'(x):lB:ﬂrzln x+lx3x1——£3x2

£ £ x 36
:llenx+lx2—£x2:lx21n x+ix3_ux2

12 2 12 12
= —x%ln x—ixz = iJr:2+lx21nx
12 4

On retrouve bien F*(x) = f(x) donc F est bien une primitive de fsur JO ; + eo[
b.
{

/

=
xﬁ“’“‘m

-
ks

e

—

(I
L'unité d'aire est de 4 cm?

sur I'intervalle [1 ; €], la courbe (I") est en dessous de I'axe des abscisses
en unités d'aire l'aire du domaine est :

‘ 1 11 57
L - Ffixdr = - [Efln x - ﬁXE:L

= - l‘=,='31n‘=3'—£‘=5'3 - llnl—ﬂ
BN 36 & 36

& L, 11 3+_11}

g — —g
|36 36 36

5 5 11 5 5 11
=— |- +t—|=| =8 — — |ua
| 36 36 36 36

encm?:
3_
[ > 3 11Jx4:fm9+Hcm2scs9,94 ctm?

_E JES—
36 36
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EXERCICE11

Partie A : Etude d'une fonction auxiliaire

Soit g la fonction définie sur E.par g(x) = e*(x + 3) -1

1. Déterminer la limite de g en + oo et la limite de g en - co.

2. Determiner, a I'aide de la dérivée g', le sens de variation de g. En
deduire le tableau de variation de g.

3. Montrer que I'équation g(x) = 0 admet une solution unique a qui
appartient a I'intervalle ]-4 ; O[.

4. Déduire des questions précédentes le signe de g(x) en fonction
des valeurs de x.

Partie B: Etude d'une fonction et tracé de sa courbe représentative
Soit f la définie sur Epar : f(x) = -x + (x + 2)e*

On note (Cy) la courbe repreésentative de f dans le repére
orthogonal (O ; 7 ; f) ( Unités graphiques : 2 cm sur I'axe des
abscisses et 3 cm sur I'axe des ordonnées)

1. a. Déterminer la limite de f en -co.

b. Montrer que la droite d'équation y = -x est asymptote a courbe
(C) en -0,

c. Etudier, en fonction des valeurs de x, les positions relatives de
(D) et Cs

2. En remarquant que f(x) peut s'écrire

Fx) = e{$+ (x + z)}
&

déterminer la limite de f en + oo.

3. Vérifier que pour tout réel, on a f'(x) = g(x)

4. Dresser le tableau de variation de f.

5. Déterminer une équation de la tangente (T) a (Cs) en son point A
d'abscisse 0.

6. Déterminer, a I'aide de la calculatrice, une valeur approchée de
a & 107 preés, puis une valeur approchée de f(c) & 102 preés.

7. Tracer, dans le repére (O; 7 ; })? la courbe (Cy), la tangente
(T) et I'asymptote (D).

(Utiliser la feuille de papier millimétré fournie)

Partie C.

1. Soit H la fonction définie sur E.par H(x) =(x + 1)e*. Calculer
H'(xX) puis en déduire une primitive de f sur E..

2. Calculer en cm?, I'aire A comprise entre la courbe (Cy) , I'axe des
abscisses , la droite d'équation y = -2 et I'axe des ordonnées. On
donnera la valeur approchée a 107 pres.
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correction 11
Partie A :
1.

lim e’ = +w
A= 4o

_ = lime*(x+3)=+w
lm (x+ 3) = +w Amb o

K 4o

= lim(-1)=-1

EEE ]

= lim g(x)=+4w

glxy=e"(x+3)-1=xe" +3e&" -1
lim xe* =0

lim 3¢ =0 = lim g(x)= -1

A —ao

lim (=1) = — 1

A —ao

Femarque : la courbe représentative de g

admet la droite d'équation y = -1 comme asymptote
2. La fonction g est dérivable sur E. etona
glixi=e’(x+3)+e”

=e’(x+3+1)

=" (x+4)
e*> 0 sur E.donc g'(x) est du signe de x + 4
On en déduit les variations de g

= |-00 -4 +co

g'®| - b+

g = \ /
el

g(-4)=e*(-4+3)-1=-¢*-1

3.
g(0)=e’0+3)-1=3-1=2

o Lafonction g est dérivable sur [-4; 0]
e g'(X) >0 pour tout reel x de I'intervalle ]-4 ; O[

« 0€&[g(-4);9(0)]=[€*-1;2]

donc I'équation f(x) = 0 admet une solution unique o sur
I"intervalle [-4 ; 0] (théoréeme de la bijection)
4.



http://homeomath.imingo.net/biject.htm
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= |-oo -4 Z 4o
g'@ - b A

1 +c0
el

pour X £]-o0; a] , g(X) =0

pour X €[a; +oo [, g(x) =0

= |-oo of +co

g(z) -0 4+

Partie B.

la

Filx)i=-x4+(x+2)" = -x+xe” + 2&”

lim-x=+m

A= =0

lim xe”

]

lim 2e® =0

1.b
flxy—(—x)=-x+xe"+ 2"+ x

0 r= lim f(x)=+w

=xe' + 2e”

lim xe® =0

liI';'l Ta® =0 = xl_i,n_-lm [f(x)'_ (‘x:']= 8]

donc la droite d'équation y = -x est asymptote a courbe (Cs) en -oo.
l.c.
f(x) - (-x) = (x + 2)e* est du signe de (x + 2)

e Six =-2,lacourbe Csest au dessous de la droite d'équation
D:y=-x.

e Six 2-2,lacourbe Csest au dessus de la droite d'équation D
Ty =-X.

( voir position relative de 2 courbes )
2. L'expression

f)=e'| 4+ (x+2)
&

est obtenue en mettant e* en facteur dans f(x).

fl=e| =+ (x+2)
&

i = lim

R—r oo

lim —— =0 {
5

%+ Cx + 2}} = 4o
hmix+2)=+4mw

EECR

lim e* = +w

R—d 400

EECR

. = lim f(x)= 4w
lim [T+(x+ 2)}: +0

Ao [ =


http://homeomath.imingo.net/liminf1.htm
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3. fest dérivable sur Eet:
Fixi=—-1+e* + (x+ 23"
=—-14+(x+2+ 1’
-1+ (x+ 3"
(x+3)e" -1=g(x)

4. On a déterminer le signe de g(x) a la guestion 4 de la partie A, on
peut donc en déduire les variations de f et dresser le tableau de
variation de f.

- sur J- oo; a] f'(x) < 0 et f est décroissante

-sur [a ; +oo [ F'(X) > 0 et f est croissante

f atteint son minimum en a.
= |-C0 A +co

Pl - -

fiz)
\E@ /’

5.f'(0) = g(0) = 2 d'apreés la guestion 3 de la partie A
f0)=-0+(0+2)e’=2

I'équation de la tangente au point A d'abscisse O :

y-f(0) =1'(0) (x-0)

y-2=2X

y=2X+2.

6. On peut utiliser la méthode de dichotomie que I'on peut
programmer sur calculatrice graphigue. On trouve ainsi

f(-0,80) < 0 et f(-0,79) > 0 donc une valeur approchée de a. & 107
prés est a =(1-0,79.

Valeur approchée de f( o) =1,34 ( pour trouver cette valeur sur la
calculatrice on est obliger de laisser les deux fonctions f et g dans le
méme tableau).

7.

(Cf)

—1

@)



http://homeomath.imingo.net/bac/pbget02.htm#4.%C2%A0
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Partie C.

1. La fonction H est dérivable sur E.et

H'(X)=e*+ (x+1)e"=e* (x+ 1+ 1) =€e*(x + 2)

donc la fonction h définie sur E.par h(x) = e*(x + 2) admet H
comme primitive sur E.

f est dérivable sur E., soit F une primitive de f sur E.:

f(x) = -x + e*(x + 2)

F(X) = -x2/2 + (x + 1)e*

2. L'unité d'aire en cm? est de 6 cm?.

Sur l'intervalle [-2 ; 0], Cr est au dessus de I'axe des abscisses (
minimum > 0 ) donc l'aire est égale en unité d'aire a :

j:hf(x)dx::{-%;w+(x:+l)e”}
=["£+(o+nﬁ]—[-“jﬁ+(—2+Uaﬂ]

=1-{-2-1e7)

1+2+e™

= 3+e°

A =6(3+e?) cm? =18,81lcm?

(Cf)

—1

=l

/o
) (@)

Exercice 12
Partie A

Soit g la fonction définie sur I'intervalle
I =]0; +oo[ par g(x) = x2 - 2Inx.

1) Etudier le sens de variation de g et dresser son tableau de variation.

( On ne demande pas de calculer les limites aux bornes de I )
2) En déduire que pour tout réel strictement positif :

9(x) >0

Partie B

Soit la fonction f définie sur I'intervalle | par :
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1 2 14+1lnx
= —x--4+—"
Fix) 5 > .

On note ( C) la courbe représentative de la fonction f dans le plan muni

d'un repere orthonormal o.i.J) , d'unité graphique 2cm.

1) a) Etudier la limite de f en 0 et en déduire I'existence d'une asymptote
alacourbe (C)

b) En remarquant que f(x) peut s'écrire :

f&):lx—§+l+mx

2 x x
étudier la limite de fen +co .
2) a) Montrer que pour tout nombre réel x de I'intervalle I,

o L)
f{ﬂ—2x2

b) Déduire de la partie A, le signe de f *(x), puis le sens de variation de la
fonction f sur I'intervalle |

c) Dresser le tableau de variation de f.

3) Soit (D) la droite d'équation

ol 3

2 2
a)Montrer que la droite (D) est asymptote a la courbe
(C).

b) Déterminer par le calculs les coordonnées du point d'intersection de
la courbe ( C) et de la droite (D)

c) Sur I'intervalle I, déterminer la position de la courbe (C ) par rapport
aladroite (D)

4) Construire avec soin, dans le repéere {@.1.7) |a droite (D) et la
courbe (C)
Partie C
On considére la fonction h définie sur I'intervalle | par :
k(x)= BT

X
1) En remarquant que h(x) est de la forme u’(x) u(x) , déterminer une
primitive de la fonction h.
2. On consideére la partie du plan limitée par la courbe ( C), la droite (
D ) et les droites d’équation : x = 1/e et x = e2 Hachurer cette partie de
plan, puis calculer son aire en cm?.

Correction12

Partie A

1) g est dérivable sur ] 0 ; + co[ et pour tout réel x appartenanta] 0 ; + o
[ona:

2 _ 2 _ —
g'(x):Ex—Ez ex?-2 _2(x*-1)_ 2x-Dix+1)
X X X X
sur I'intervalle ]0 ; + e[, 2(x + 1) et x sont strictement positif donc g'(x)

est du signe de (x -1) on en déduit les variations de g :
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xlo 1
g'fx) -0 F

o[\, 7

2)g(1)=1-2In1=1>0

g admet un minimum absoluen x =1 quiestg(1) =1
donc pour tout réel x appartenanta] 0 ; + ]

g(x) > 0.

Partie B

1) a)

limnln r=-00 = lim{l+lnx)=—-co
L x>0

. 1+1lnx
= lim = —cd
¥=+0 x

- +
lim x =10
¥ 0"

interprétation graphique la courbe (C) admet une asymptote verticale
d'équation x = 0.
b)

In x

lim — =10
¥ 4wy

lim —=10 P = lim f{x) =4

2) a) f est dérivable sur | et pour tout réel x appartenantalona:

l-:Jr—(1+1n x

. 1 x
Xl=—+ =
Jix) =3 p
1 1-1-1lnzx 1 Inzx
-t = — =
2 xe 2 x
2 2

xf  dxlnx _x*-Zxlnx _ g(x)

2 xE 2 x® 2 %2 2 %t
b) g(x) et 2x2 sont strictement positif sur | par conséquent
f '(x) est strictement positif on en conclu que f est croissante sur 1.

¢)

|0 +eo
t' () +
3) a)
1 3 1+1n x
ﬂ”‘(f‘a]‘ -
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. I+ln=x
litn
Or = +w x
(limite calculée partie A question 1) a) )
donc la droite (D) est asymptote a la courbe (C)
b) soit x I'abscisse du point recherché on :
1 3 1+1lnx

SR =gr-oe —

=0

=0=l4+lnz=0=

_ 1
nz=-1l= " =ple= x= =
)

1/e est I'abscisse du point recherché , il suffit de reporter cette valeur
dans I'équation de (D) pour avoir I'ordonnée de ce point :

1 1 3 1 32 1-13e
:J,-?:—X———:———z
2 e 2 2o 2 2e

C’est donc le point de coordonnées :

[1_1—32]
g De
1 3 1+1ln x
-l —-x—-=1|=
Fix) (2 2]
l+lnz>=0=lnx>-1 x> 87

X
1

sur I'intervalle ]0 ; e[, 1+ Inx < 0 donc la courbe (C) est strictement en
dessous de la droite (D)
sur I'intervalle Je™* ; + oo[ la courbe (C) est strictement au dessus de la

droite (D)
4)
N
|-
T //’ —
7
¥
(L)
1
Partie C :

1) h est dérivable sur I, soit H une primitive de h sur |
posons u(x) = In x on a u*(x) = 1/x et par conséquent h est de la forme u'u
on en déduit : H = u#2

(x- dn x)?
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lie x

Lif(x:'—[;—x— ;Jd’x= r LInx e

: L2

27 22 (In =)

[1nx+—ﬂnxj :| =1r1»;=,'2+—(1n‘§|:I gl e
2 lie 2

=2+ 2+1—l=E
2 2

L'unité d'aire est de 4 cm?
L'aire de la partie hachurée est donc 4 x 9/2 = 18 cm?

On considere la fonction f définie sur ]J0; + o[ par:

f{x)=1+1nx

et on note C sa courbe représentative dans un repére orthonormal (Q.2.7)
( unité graphique : 5cm)

Partie A : Etude de la fonction f.

1. Etudier les limitesdefenO et en + o

(pour cette derniére on pourra remarquer que :

Iln x

1
Jlx)=—+ J
x x
2. a. Montrer que :
, -ln x
£ = —

pour tout x appartenanta 0 ; + o[
b. En déduire le sens de variation de f .
c. Dresser le tableau de variation de f.

Partie B : Etude de quelques points particuliers de C
1. Déterminer l'abscisse x; du point d'intersection M, de C avec I'axe des abscisses.

2. Soit x, = 1/'\1/6'_ . On note M, le point de C d'abscisse x,.

a. Déterminer une équation de la tangente £, au point M,.

b. vérifier que £, passe par O.

3. Indiquer I'abscisse x; du point M; de C tel que la tangente £i; 3 C en M; soit paralléle a I'axe des abscisses.
4. Soit f" la fonction dérivée de f' : calculer f''(x) pour

X appartenanta]o; + co[.

Déterminer le réel x, qui annule f'"(x) .

On appelle M, le point de C d'abscisse x,.
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5. Vérifier que x4, X5, X3, X, sont quatre termes consécutifs d'une suite géométrique dont on indiquera la raison.

6. Placer les points M;, M,, M3, M, dans le repére (0.2,.7)

Construire les tangentes boet by puis la courbe C.

Partie C : Calcul d'une aire

1. On note g la fonction définie sur ]J0 ; + o[ par:

g(x) = (In x)?

Calculer la dérivée de g. En déduire une primitive de f sur ]0 ; + o[ ,aprés avoir remarqué que :

1 Inx
Sy ==+ =

X X
2. Hachurer le domaine plan limité par la courbe C, I'axe des abscisses et les droites d'équation x = 1/e et x = 2. Calculer la
valeur exacte A de l'aire de ce domaine exprimée en cm?2.

Correction :
Al

_ = liml+lnx=-e
lim 1=1 B+ 0 = 1i1101‘f(x3. = —m

on peut en déduire en passant que la droite d'équation x = 0 est asymptote a C.

1 ln=x
Fy =
x x
lim l—D
" = lim F(x)=0
] ln x ¥ = +m
lim =1

On peut en déduire que la droite d'équation y = 0 est asymptote en + o
2.a.
f est dérivable sur J0 ; + o[ et pour tout réel xde]0; + c2[ona:

l:Jr:—l(lﬂur:+1]|
O

2.b.
f '(x) est du signe de - In x car x2 >0 sur ]0 ; + o[

=1—1nx—1= -ln x

xe x= x=

- Inx > 0 si et seulement si Inx < 0 si et seulementsi0<x<1

on en déduit que sur l'intervalle ]0 ; 1], f'(x) =0 donc f croissante
sur l'intervalle [1; + co[, f'(x) =0 donc f décroissante .

2.c.
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5 5

x 0 1 +co
F i) + -
1
fix)
-m [:I
1+1In1
Jily = T 1
Partie B :
1. Le point M; a pour ordonnées 0 donc son abscisse est solution de I'équation f(x) =0 :
+
Fix) = X e a0 nx= -1
1 1 _1
S lhr=-lnes=shzx=lnh—= x=—=g¢
& g

X = 1 M, [l Cl]

g 2
2.a.
coefficient directeur de la tangente au point d'abscisse x, :

- ].ﬂ lln 2 1_

Iz 1 _ 7;=1n—\;‘r2_=2 =2=1><:€=€

v [ 1 ]2 1 1 1 2z 1 2

T g
g

ordonnée du point au point d'abscisse x, :
1 1 1
1+ 1n 1-= -

f 1 = '\_J'E . 2 -2 _
: ?‘3 1 1

e e
T2

b2 |

équation de la tangente :'}12 au point M, :

o))l

i)
.

g
RN
l}r=ix—£ £
2 R
_e,
-

b. c'est bien I'équation d'une droite passant par I'origine du repére.
3. la tangente au point M; d'abscisse x; est paralléle a I'axe des abscisses donc son coefficient directeur est nul donc f'(x;)

=0onendéduitx;=1etM;(1;1)
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4.
' _-lnx_ Inx
fixy = TEE . R
1 t-2xl
f"(xj=_;x xnx=_x—2x1nx=_1—21nx=21nx—1
x-!- xﬂ- x3 x3
Elnx_1=[]<:>21nx—1=[]<:> 21nx=1@1nx=%

Jliz)=08 ———

@1nx=1§1ne@1nx=1n~j;<:> x=\){=3_

|=1
b
I

|=~e
(E0 )
|=1
-
I
=

6.

Partie C :
1. g est dérivable sur ]J0; + co[ et pour tout réel xde ]0; + c2[ona:

g(x) = (Inx)?
g'(x)=2x 1_(1113:)1 _plnx
x x

ORE
X X

F(xy=Inx+ ;—(ln x)?

2.
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A= E‘ F(x)dx = {m X+ %(m x)2:|1_ .

&

2
In2 + l(1112)2 - lnl+ l(lnl] =
2 e 2 &

ln2+l(1n2)z— —1+l =
2 2
1 I |
In2 + E(lnz) + 5:1,4314:.& =35 8cm?

Exerciceld

Partie A : Résolution d'une équation différentielle

On considére I'équation différentielle (E):y ' +y=-x-1;

ou y désigne une fonction de la variable x, définie et dérivable sur I'ensemble des réels E..

1. a) Résoudre I'équation différentielle y' +y = 0.

b) Déterminer la solution h de cette équation différentielle y* + y = 0 prenant la

valeur l/een x =1.

2. Déterminer le nombre réel a tel que la fonction u définie sur E.par u(x) = e + ax soit solution de
I'équation différentielle (E).

Partie B : Etude d'une fonction auxiliaire f

La fonction f est définie sur E.par : f(x) =e™ - x.

1. Déterminer les limites de la fonction f en + coet - co.

2. f " désigne la fonction dériveée de la fonction f

Calculer, pour tout réel x, f* (x) puis en déduire le tableau de variations de la fonction f.
3. a) Montrer que I'équation f(x) = 0 admet une solution unique ¢ dans I'intervalle [0 ; ].
b) Donner un encadrement de ¢rd‘amplitude 0,01.

4. Préciser le signe de f(x) sur I'intervalle [0 ; I].

Partie C : Calcul de Faire d'une partie du plan

La représentation graphique Cs de la fonction f, dans le plan muni d'un repére ¢&:i ;7 Jest tracée sur la
feuille jointe en annexe, qui est a rendre avec la copie.

1. Dans le demi-plan constitué des points d'abscisses positives, hachurer la partie D limitée par la courbe Cs,
I"axe des abscisses et |I'axe des ordonnées.

2. Calculer en fonction de ¢xla mesure, en unités d'aire, de I' aire de la partie D du plan.

Partie D : Etude d'une fonction g et représentation graphique
La fonction g est définie sur ]-co ; [ par:

x
glx)= —
& - X

(ou ¢rdésigne le nombre réel trouvé a la partie B) et on note Cy sa courbe représentative dans un repere du
plan.
1. a) Veérifier que, pour tout X& ]-eo ; |

xa®

glx)=

¥
1- xe
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b) En déduire la limite de la fonction g en - o et interpréter graphiquement cette limite.

2. En utilisant les résultats trouvés dans la partie B question 4, déterminer la limite de la fonction g en «x.
Interpréter graphiquement cette limite.

3. a) La fonction g’ désignant la dérivée de la fonction g, montrer que pour tout x £]-co ; e[ :

g " {1+ x)
(g7 = x)°
b) En déduire les variations de la fonction g sur J- ez ; ¢x[ et dresser le tableau des variations de la fonction g.

4. Tracer la courbe representative Cq de la fonction g dans le repére figurant sur la feuille annexe a remettre
avec la copie

g'lx) =
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Correction 12

Partie A : Résolution d'une équation différentielle

1. a) Les solutions de I'équation différentielle y' +y = 0 sont les fonctions y définie sur E.par y(x) = k ™
ou k est une constante réelle quelconque.

b) h est une solution de I'équation y' +y = 0 donc h est de la forme : h(x) = k ™

h(1) = 1/e d'ot k e “1/e = ™ par conséquent k = 1.

La fonction h est définie sur E.par : h(x) = e™

2. u(x) =e™ + ax donc pour tout réel xona:u'(x)=-e*+a
deu'+u=-x-1lonendéduit que pour tout réel xona:-e*+a+e”*+ax=-x-1

soit encore : ax + a =- x - 1 par identification : a =- 1.

La fonction u définie sur E par u(x) = e™ - x est solution de I'équation différentielle (E).
Partie B : Etude d'une fonction auxiliaire f

1.

Filxi=e " —x

lim " =10 lim ¢ " = 4o

S lim fi{x)=—co B lim f{x)= +co
lim — x = —co |[F*4e lim — x = 400 |[fr—w

=t = -

2. Pour tout réel xona: f' (x) =-¢e>-1<0comme somme de deux nombres strictement négatif sur E.
f est donc strictement décroissante sur E.:

| -co oo

Fix) _

T
e

3.a)f(0)=e’-0=1>0etf(l)=e"-1=1/e-1<0doncon af(0)> 0> f(1) de plus la fonction est dérivable
et strictement décroissante sur I'intervalle [0 ; I] par conséquent : I'équation f(x) = 0 admet une solution
unique ¢¥sur [0 ; 1]

b) (0,56) > 0 > f(0,57 ) donc 0,56 < ¢¥< 0,57 est un encadrement de ¢ d'amplitude 0,01.

4. f est strictement décroissante sur [0 ; 1] et f( &) = 0 par conséquent on en déduit le signe de f(x) sur
I'intervalle [0 ; 1] :

si x appartienta [0 ; [ alors f(x) >0

si x appartienta] ¢x ; 1] alors f(x) <0

Partie C : Calcul de Faire d'une partie du plan
1. Voir figure :
2. L'aire D est délimité par les droites d'équation x =0 ; x = ¢, la courbe Cs et I'axe des abscisses.
Sur I'intervalle [0 ; ¢x] ; f (X) 20 donc I'aire de la partie D en unités d*aire est donnée par :
= i x? z ﬂﬁg Sﬁj
Xdx=|-—e"-—| = —-——-(-1)=1-2"" - —h.a
[F s _ L —— (1) .

{on peut aller plus loin sachant que F () =0 c'est & dire 2”7

o=

:g)

2

= | #4
|, 7(0dx=l1-a-|ua
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Partie D : Etude d'une fonction g et représentation graphique
1. a) Pour tout X£ J-co; ¢x[:

x xa’ xa® xa’
g(x): -% = -¥ ?;': - x x: ¥
e " —x (e —x)e g ‘g —xe 1- xe
b)
¥
xe
gix)=
1— xe”

. x
lim xe" =10
¥—= —m

xliﬂ_l 1=1 lim gi{x)=10
= litn (1—;:@*):1 Fo e

limm xe®™ =10
= —w

donc la droite d*équation y = 0 est une asymptote horizonte a la courbe Cy en - co,
2.

X X
x = =
A TS
limzx=o =10
lim Ff(x)=10 = lim g(x) = +mw
s = lim f(x)= 0* Koa
Flx)z0sixe[0e Koa

Interpreétation graphique : la droite d'équation x = ¢rest asymptote a la courbe Cq
3.a)Pourtoutx £]-co; ex]:

x N 'y —uv!
glx)= — [_] = —
g " — x L v
, e " —x)—x(—e " =10 & " —x4+zxe " 4+x & +zxe e ({1+=x)
54 (xj = —x 2 = —x 2 N —-x ] = - 2
(e™" = x) (™" = x) (e”" — x) (™" — x)

b) g'(x) est du signede 1 + xsur ]-eo ; a[car (€*-x)2>0et e*>0sur]-w; al:
1+x>0six>-1.
On en déduit que sur ]-eo ; -1], f'(x) =0 donc f décroissante .
etsur [-1; «[, f'(x) 20 donc f croissante .
-1

gi-1y=
=
ol -1 oL
g'ix) — ] +
0 e
g 1 /
e+1
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-3 —4 CE -3 ]

Exercicelb

Soit la fonction f numérique définie pour tout nombre réel par
f(x) = 2 + (2 - x)e**.

On désigne par € sa courbe représentative dans un repére orthogonal (C.1.)
(‘unité graphiques : 4 cm sur I'axe des abscisses et 1cm sur I'axe des ordonnées)

1. Déterminer la limite de fen + co.

2. a. Déterminer la limite de f en - co( on pourra poser X =2x)

2. b. En déduire que la courbe € admet une asymptote f:dont on donnera une équation.
2. c. Etudier les positions relatives de €et 4.

3.a. Montrer que f '(x) = (3 - 2x)e**, oul f * désigne la fonction dérivée de f.

4. a. Donner une équation de la tangente T & € au point d'abscisse 0.

4.b. Tracer &, T puis €.

5. Soit G la fonction numérique définie pour tout nombre réel x par :

Fix) = —%xe“ +§£“

Montrer que G est une primitive de la fonction g définie pour tout nombre réel x par

g(x) = (2 - x)e**.

6.a Hachurer la partie A du plan limitée par €, la droite d'équation y = 2 et I'axe des ordonnées.
6.b. Calculer I'aire de A.

En donner la valeur exacte en unités d'aire.

Donner une valeur arrondie de cette aire, en cm2, & 10 prés.
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Correction 15:

1.

lim (2-x)= -0

S lim (2 — x)e*" = —o0 = lim f({x)= -0
lim = Y= +oo ¥ ¥ 4w

2.a.

Premiére méthode :
Fixy=24(2-x)e® =2+ 2™ -z = 2422 — xe%e”

lim xe™ =10
i = lim xefe® =10
litn £ =10 L

lim 2= 2 > = lim f(x)= 2
lim 2e*" =10

Seconde méthode :
en posant X = 2x :

Fixy= 24(2- x)e* = 24 2" — xe?" = 24 2% —%g‘f

lim X =-m
¥—= —m

lim 2= 2
A= - ¥
Jim De* =10 » = lim [2+EEX—?2X]:2=> lim fx)=2

X x

lim —e™ =10
Fs-w 2

2.b. de la derniére limite calculée on en déduit que la courbe € admet pour asymptote la droite fd*équation
y=2en -,

2.C.

f(X)-2=2+ (2-x)e*-2=(2-x)e*.

f(x) - 2 est du signe de (2 - x) car e > 0.

X[-co o +co

a2 + 0 -

- sur I'intervalle ]- oo; 2] la courbe est au dessus de la droite &,
-sur I'intervalle [2 ; + oo[ la courbe est au dessous de la droite .

3.a.

la fonction f est dérivable sur FE.et pour tout réel x on a:

f'(x) = (-1)e® + (2 - X)(2e%) = (-1)e* + (4 - 2x)e* = (3 - 2x)e** .

3.b.

f *(x) est du signe de (3 - 2x) car € > 0, on en déduit les variations de f sur E.:
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F ) + 0 -

2+%
) /
>

3 3
f(EJ:E+(2—EJEE§:2+1—e3:2+€—
2 2 2 2

4.a.

Coefficient directeur de la tangente au point d*abscisse O :
(0)=3

Ordonnée du point d'abscisse 0 :

f(0)=2+2=4

Equation de la tangente au point d*abscisse O :

y =f'(0)(x - 0) + f(0)

y=3x+4

4.b.-6.a

5.
La fonction G est dérivable sur E.et pour tout réel x on a :



134

Le pilier du bac élaboré par le professeur chercheur sy saidou

G'x)=- %sz - %x(?ghj +%(2£2”j = —%Eh— xe ™ 4 %Eh

42?{

= Eé‘ —ze® = (2 -x)e® = g(x)

donc G est une primitive de la fonction g sur E..
6.a voir 4.b

6.b.

L'intersection de la courbe € avec la droite £est le point de coordonnées (2 ; 2) voir question 2. a. ,

['aire est donc délimitée par les droites d'équation x =0, x = 2, la courbe et la droite d'équation y = 2, sur
I'intervalle [0 ; 2] la courbe représentative de f est au dessus de la droite d'équation y = 2. (question 2. a).
En unité d'aire :

A= J';(f(?f:'— 2}:11};: .I'ng{x}dx: [G(I}E = [‘%X€2x+§g“:|

4_
A= —12e4+ie4— —llﬁlxeu+ien = —‘=3'4+E‘=3"‘—E =z 2
2 4 2 4 4

I'unité

2

d'aireestde 4 cm? (4 x1)
donc la valeur exacte de A en cm? est €* - 5 =~ 49,60 cm?2
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Exercice n°8 :
Une usine d’horlogerie fabrique une série de montres. Au cours de la fabrication peuvent apparaitre deux
Type de défauts, désignés par a et b. 2% des montres fabriquées présentent le défaut a et 10% le défaut b.
Une montre est tirée au hasard dans la production. On définit les événements suivants :
» A «lamontre tirée présente le defaut a » .
» B : «lamontre tirée présente le défaut b » .
» C: «lamontre tirée ne présente aucun des deux défauts » .
» D : «lamontre tirée présente un et un seul des deux défauts ».
On suppose que les événements A et B sont indépendants.
1) Montrer que la probabilité de I’événement C est égale a 0,882.
2) Calculer la probabilité de I’événement D.
3) Au cours de la fabrication, on préléve au hasard successivement cing montres.
On considere que le nombre de montres fabriquées est assez grand pour que I’on puisse supposer que
les tirages
se font avec remise et sont indépendants.
Soit X la variable aléatoire qui, a chagque prélévement de cing montres, associe le nombre de montres ne
présentant
aucun des deux défauts a et b.
On définit I’événement E « quatre montres au moins n’ont aucun défaut ».
Calculer la probabilité de I’événement E. On en donnera une valeur approchée a 10° pres.

Solution8

1) A et B sont indépendants, donc P(ANB) = P(A)x P(B) = 0,02x0,1 = 0,002.
On aP(C) =1- P(AUB) = 1-[P(A)+ P(B)- P(ANB)]= 1-0,02—-0,1+0,002 =0,882.
On a P(Avoir le défaut a seul) = 0,02—0002 = 0,018.De méme P(Avoir le défaut b seul) = 0,1—-0002
=0,098.
Donc P(D) =0,018+0,098 =0,116.
3) On aune loi binomiale de paramétresn =5 et p = 0,882
p(x = k) = c¥(0,882)% (1-0,882)>*
P(E)=p(x=4)+p(x=5)=0,89110"3

Exercice n°9 :
Chaque matin de classe, Ahmed peut étre victime de deux événements indépendants :
» R : «il n’entend pas son réveil sonner » ;
» S : «Son scooter, mal entretenu, tombe en panne ».
Il a observé que chaque jour de classe, la probabilité de R est egale 0,1 et que celle de S est égale a 0,05.
Lorsque qu’au moins I’un des deux événements se produit, Ahmed est en retard au lycée sinon il est a I’heure.
1) Calculer la probabilité qu’un jour de classe donné, Ahmed entende son réveil sonner et que son scooter
tombe en panne.
2) Calculer la probabilité qu> Ahmed soit a I’heure au lycée un jour de classe donné.
3) Au cours d’une semaine, Ahmed se rend cing fois au lycée. On admet que le fait qu’il entende son réveil
sonner
un jour de classe donné n’influe pas sur le fait qu’il I’entende ou non les jours suivants.

Quelle est la probabilite qu> Ahmed entende le réveil au moins quatre fois au cours d’une semaine ?
Arrondir le résultat a la quatriéme décimal
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Solution9
1) Il faut calculer P(R NS)
Les évenements R et S étant manifestement indépendants, R et S le sont aussi.
Donc P(R ~nS) =P(R) x p(S) = (1-0,1)x0,05 = 0,9x0,05 = 0,045.
2) |l faut gu’ Ahmed entende son réveil et que son scooter marche. La probabilité qu il soit a I’heure est
donc égalea P(R nS).(RetS) sont deux événements indépendants)
P(R nS))=P(R )xP(S)=(1-0,1)x(1-0,05) = 0,9x0,95 = 0,855.
3) Si X est la variable aléatoire correspondant au nombre de fois ou Ahmed entend son réveil, X suit une loi

binomiale de parametresn=5etp =0,9.
La probabilité qu’ Ahmed entende le réveil au moins quatre foisest : p(x = 4) + p(x = 5) = 0,9185

Exercice n°10:

Une urne contient 4 boules blanches et 2 boules noires indiscernables au toucher.
1)On effectue trois tirages
successifs au hasard d’une boule selon la procédure suivante : aprés chaque
tirage si la boule tirée est blanche, on la remet dans I’urne et si elle est noire, on ne la remet pas dans
I’urne. On désigne par X la variable aléatoire égale au nombre de boules noires obtenues a I’issue
des trois tirages. On pourra s’aider d’un arbre pondére.
a) Quelles sont les valeurs prises par X ?
b) Calculer p(X =0).
c) On se propose de déterminer maintenant p(X = 1).Montrer que la probabilité que la seule boule noire
tirée
soit obtenue au second tirage est égalea 8 /4-5

En remarquant que la seule boule noire peut étre tirée soit au premier, soit au deuxieme, soit au
troisiéme tirage, calculer p(X = 1).

2) On reprend I’'urne dans sa composition initiale : 4 boules blanches et 2 boules noires indiscernables
au toucher. Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 3.

On effectue maintenant n tirages successifs au hasard d’une boule dans I’urne selon la méme procédure : apre
S
chaque tirage, si la boule tirée est blanche, on la remet dans I’urne et si elle est noire, on ne la remet pas dans
I’urne. Soit k un entier compris entre 1 et n.
Soit N I’événement : « la k-ieme boule tirée est noire et toutes les autres sont blanches ».
Soit A I’événement : « on obtient une boule blanche dans chacun des k —1 premiers tirages et une boule noire
au k-ieme ».

Soit B I’événement : « on obtient une boule blanche dans chacun des (n —k) derniers tirages ».

Calculer P(A), PA(B)et P(N)
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Solution10

On dresse ['arbre pondéré suivant

LES valeurs prises par X sont (dehautenbas) 0,1,1,2,1,2,2.
b)P (X =0) =P ()3

c) la probabilité demandée s’obtient en suivant la troisieme branche. Elle est égale a

P (BNB) = %x%x% =f—5.0nademéme P (NBB) = §x§x§=%;P(BBN)= §x§x§ =%
P (X =1) = P(BNB) + P(NBB) + P(BBN) = — .

2)

= (Zyk-1 5 (1) 2 22
> PA)=(G) X(s)_ 3k
» P,4(B).on sait que donc que I'on a tiré une noire au k ieme tirage. il reste donc 4 blanches et une noire .on tire (
n-k) boules blanches avec une probabilité P,(B) = (g)"‘k

» siseulelakieme boule tirée est noire c'estque N =ANB
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2k—1 4
P(N) = P(ANB) = Py(B) x P(A) = = x (5 )"

Exercice n°11 :

Une maladie est apparue dans le cheptel bovin d’un pays. Elle touche 0,5% de ce cheptel .

1) On choisit au hasard un animal dans le cheptel. Quelle est la probabilité qu’il soit malade ?

2) a) On choisit successivement et au hasard 10 animaux. On appelle X la variable aléatoire égale au

nombre

d’animaux malades parmi eux.

Montrer que X suit une loi binomiale dont on donnera les parameétres.
Calculer son espérance mathematique.
b) On désigne par A I’événement « aucun animal n’est malade parmi les 10 ».

On désigne par B I’événement « au moins un animal est malade parmi les 10 ».

Calculer les probabilités de A et de B.

3) On sait que la probabilité qu’un animal ait un test positif a cette maladie sachant qu’il est malade
est 0,8.Lorsqu’un animal n’est pas malade, la probabilité d’aveir un test négatif est 0,9. On note T
I’événement

« avoir un test positif a cette maladie » et M I’événement « étre atteint de cette maladie ».

a) Représenter par un arbre pondéré les données de I’énoncé.
b) Calculer la probabilité de I’événement T .
c) Quelle est la probabilité qu’un animal soit malade sachant que le test est positif ?

solution 11
1) La probabilité est de 5/1000 = 0,005

é) a) On suppose le cheptel assez important, donc le tirage successif de 10 animaux X suit une loi binomiale
e

parametres : n = 10 et de probabilité p = 0,005.

E[X]=n p=0,05.
b) P(A) = €3, (0,005)° (0,995)1° =0,951.P(B) =1 — P(A) = 0,049
3) a) On a l’arbre suivant :
T
0,9 T
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b) ona P(T) = Py(T) + Py (T) = 0,005 X 0,8 + 0,995 x 0,1 = 0,004 + 0,0995 = 0,1035.

P(TNM) _0,005x0,8

C) Pr(M) = T 0,1035

=0,038.

Exercice n°12 :

Le laboratoire de physique d'un lycée dispose d'un parc d'oscilloscopes identiques.

La durée de vie en années d'un oscilloscope est une variable aléatoire notée X qui suit la loi de durée
de vie sans vieillissement ou encore loi exponentielle de paramétre >0.

1) Sachant que P(X>10) = 0,286 , montrer que = 0,125 au ceniéme pres.

Dans la suite de I'exercice, on prendra= 0,125.

2) Calculer la probabilité qu'un oscilloscope du modele étudié ait une durée de vie inférieure a 6mois.

3) Sachant qu'un appareil a déja fonctionné 8 années, quelle est la probabilité qu'il ait une durée de
vie supérieure a 10 ans.

4) On considere que la durée de vie d'un oscilloscope est indépendante de celle des autres appareils.
Le responsable du laboratoire décide de commander 15 oscilloscopes. Quelle est la probabilité
gu'au moins un oscilloscope ait une durée de vie supérieure a 10 ans ?

solution1?

1)X suit la loi exponentielle de parametre4 ; donc
P (X > 10) = e7 104 0,286ve —104 = In0,86 < A = —In0,86/10 =0,12510"3 .

2) 6 mois = 0,5 année . on a donc P(X < 0,5) = 1 — e~%125%05= 0 061.

3)I’appareil ayant déja fonctionnée 8 ans, la probabilité qu’il ait une durée de voe supérieure a dix ans est
Egale a

P[(X>8)N(X>10)] _P(X>10) _ 1—e—0-125x10 ~0.779
P(X>8) T P(X>8)  1-e0125x8 -’

P(X>8)(X > 10) =

4) On aici un schéma de Bernoulli, avec comme succes le fait pour un oscilloscope d’aveir une durée

de vie supeérieure a 10 ans, dont la probabilité est égale a 0,286 et un nombre d’appareils égal a 15.
La probabilité de n’avoir aucun oscilloscope en état de marche au bout de 10 ans est donc : (1—0,286)15 =
0,71415.

Donc inversement la probabilité d’aveir au moins un oscilloscope en état de marche au bout de 10 ans
est égale a : 1—(0,714)™ = 0,994.
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Exercice n°13 :

Tous les résultats seront arrondis & 10 prés.

Une entreprise produit en grande quantité des stylos. La probabilité qu'un stylo présente un défaut
est égale a

0,1.

1) On préleve dans cette production, successivement et avec remise huit stylos.

On note X la variable aléatoire qui compte le nombre de stylos présentant un défaut parmi les huit
stylos préléves.

a) On admet que X suit une loi binomiale. Donner les parameétres de cette loi.
b) Calculer la probabilité des événements suivants :

A « il n'y a aucun stylo avec un défaut »
B « il y a au moins un stylo avec un défaut »
C « il y a exactement deux stylos avec un défaut ».

2) Envue d'améliorer la qualité du produit vendu, on décide de mettre en place un contréle
qui accepte tous
les stylos sans défaut et 20 % des stylos avec défaut.
On prend au hasard un stylo dans la production. On note :
D I'événement « le stylo présente un défaut », et E I'événement « le stylo est accepte».
a) Construire un arbre traduisant les données de I'énonce.
b) Calculer la probabilité qu'un stylo soit accepte au controle.

c) Justifier que la probabilité qu'un stylo ait un défaut sachant qu’il a été accepte au controle est
égale 2 0,022 a 10° pres.

3) Apres le controle on préleve successivement et avec remise huit stylos parmi les stylos acceptes.
Calculer la probabilité qu'il n'y ait aucun stylo avec un défaut dans ce prélévement de huit stylos.

Solution13

1) a) X suit a lagAoi binomiale de deux parametres n=8 et p=0,1.

b)P(A) =P(X =0)=C4’(0,1) (0,9)°=0,4310"
P(B)=P(X>1)=1-P(X =0)=0,5710"
P(C)=P(X=2)=C4"(0,1) (0,9)° =0,1510"*

2) a) On atarbre de probabilité suivant :
1\@.\ -

]

0,9

S
H>
m
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b) P(E) =P, (E)xP(D) +P(D)xP(E) =0,1x0,2 +0,8x1=0,92.
c)Pg(D)= p(EnD)/P(E) =0,02/0,92= 0,0221073

3) On a anouveau une épreuve binomiale de parametre n =8 et p = 1-0,022 = 0,978.
La probabilité gu’il n’y ait aucun stylo avec un défaut dans ce prélevement de huit stylos est :

Cq’ (0,978) (0,022)" =0,8369 =0,8410~

EXERCICE 14
Pour la féte de I'école, une association propose une loterie selon le principe suivant :
- Le joueur mise 10 ouguiyas.
- Il fait tourner deux roues identiques chacune s'arrétant devant un repére. Chaque roue est divisée en
Quatre quartiers sur lesquels sont indiqués les gains en ouguiyas : 10; 0; 5; 0. Tous les quartiers ont
La méme probabilité de s'arréter Devant le repeére.
Le gain obtenu par le joueur est égal a la somme des gains indiqués sur les quartiers sur lesquels se sont
Arrétées les roues.

v v

rouen® 1 rouen® 2

Dans I'exemple ci-dessus, la partie assure au joueur un gain de 15 UM.

1. Etude du gain d'un joueur pour une mise de 10 ouguiyas.

On nomme G la variable aléatoire qui a chaque partie associe le gain du joueur en ouguiyas.

a) Reproduire et compléter le tableau suivant donnant les valeurs prises par la variable aléatoire G selon les quartiers

sur lesquels se sont arrétées les roues :

roue 10 1] 5 1]
n°1
roue

ne 2

10
1
5
a

b) Prouver que la probabilité que le joueur obtienne un gain supérieur ou égal a sa mise est 50 %.

c) Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire G.

d) Calculer la probabilité, notée p (G > 10), qu'un joueur obtienne un gain strictement supérieur a sa mise.
e) Calculer I'espérance mathématique de la variable aléatoire G, puis donner son interprétation.

2. Etude du bénéfice de I'association pour une mise d’ouguiyas.

On suppose dans cette question que la mise du joueur est ouguiyas.
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On note B la variable aléatoire qui, a chaque partie, associe le bénéfice (positif ou négatif) réalisé par
I'association, c'est-a-dire

la différence entre la mise qu'elle a encaissée et le gain éventuel qu'elle a reversé au joueur.

a) Exprimer en fonction de m I'espérance mathématique de la variable aléatoire B.

b) Déterminer m pour que I'espérance de bénéfice de I'association soit d'au moins 5UM

Solution 14

1.a)

roue 10 0 o 0
n” 1
roue
n” 2

10 20 10 15 10
1] 10 0 ] 0
g 15 5 10 5
1] 10 0 5 0

b) p(G 210) = P(G = 10) + P(G = 15) + P(G = 20) = 5/16 + 2/16 + 1/16 = 8/16 = 1/2 = 0,5 s0it 50 %.
¢) P(G = 0) = 4/16 = 1/4 ; P(G = 5) = 4/16 = 1/4 ; P(G = 10) = 5/16

P(G = 15) = 2/16 = 1/8 ; P(G = 20) = 1/16.

d) P(G > 10) = P(G = 15) + P(G = 20) = 2/16 + 1/16 = 3/16.

e)
E{h = lx D+l><5+ix10+lx15+ix 20
4 4 16 8 16

= E+£+E+£= E+ﬂ= 2,59+ 5=7.5
4 ) ) 4 4 8
le gain moyen est donc de 7,5 UM. L'espérance de gain est donc plus petite que la mise.
2.B=m-G
a)EB)=E(M-G)=m-E(G)=m-7,5.
b) E(B) =5 équivautam - 7,5 =5 soitm =12,5 UM
Il faut donc que la mise soit d'au moins 12,5 UM pour que l'espérance de bénéfice soit de 5 UM.
EXERCICE15

Dans un lycée de 1200 éleves, chaque éléve étudie, comme premiére langue, I'allemand, I'anglais ou I'espagnol.
Les éléves sont internes, externes ou demi-pensionnaires. La répartition de I'ensemble des éléves est la suivante :
¢ 15 % étudient I'allemand en premiére langue et, parmi ceux-I3, le tiers est demi-pensionnaire;

® 75 % étudient I'anglais en premiére langue et, parmi eux, 16 % sont internes ;

® parmi les éléves étudiant I'espagnol en premiére langue, aucun n'est interne et 20 sont externes.

1. Compléter, apres l'avoir reproduit, le tableau suivant :

Mambre Mombre de demi{MNombre Total
d'externes  |pensionnaires  |d'internes

ALLEMAND

ANGLAIS 216

ESPAGNOL

Total 300 1200

2. Dans cette question et les suivantes, les résultats seront donnés sous forme de fraction irréductible.

On prend, au hasard, un éléve parmi les 1 200 éleves du lycée, tous les éleves ayant la méme probabilité d'étre
Choisis.

On considére les événements suivants :
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e A: " |'éleve est demi-pensionnaire" ;

e B: " |'éleve apprend I'anglais comme premiére langue vivante" ;

e C: " I'éleve apprend I'espagnol ou I'allemand comme premiére langue vivante ".

a) Déterminer la probabilité de chacun des événements A, B et C.

b) Décrire, a I'aide d'une phrase, I'événement A i"1B. Calculer la probabilité de cet événement.

c) Déduire des questions précédentes, la probabilité de I'événement A '-'B.

3. On choisit au hasard un éléve parmi les externes. Calculer alors la probabilité pour que cet éléve apprenne
L’espagnol

Comme premiére langue vivante.

4. Sachant qu'un éléve choisi apprend I'allemand comme premiére langue vivante, quelle est la probabilité
Pour qu'il

Soit externe ?

Solution15

1.

® 15 % étudient I'allemand en premiére langue soit 15 % 1200/100 = 180 éléves

et, parmi ceux-I3, le tiers est demi-pensionnaire soit 180/3 = 60 éléves.

® 75 % étudient I'anglais en premiére langue soit 75 1200/100 = 900 éléves.

et, parmi eux, 16 % sont internes 16 *900/100 = 144 éléves.

¢ parmi les éléves étudiant I'espagnol en premiére langue, aucun n'est interne et 20 sont externes.

Mombre Marmbre de Mombre | Total
d'externes derni- dinternes
pensiannaires
ALLEMAND B4 B0 tala] 180
ANGLAIS 216 540 144 00
ESPAGMOL 20 100 ] 120
Total 300 700 200 1200

2. Dans cette question et les suivantes, les résultats seront donnés sous forme de fraction irréductible.
On prend, au hasard, un éléve parmi les 1 200 éleves du lycée, tous les éléves ayant la méme probabilité d'étre choisis.

On considére les événements suivants :

e A:"|'éléeve est demi-pensionnaire" ;

e B: " |'éleve apprend I'anglais comme premieére langue vivante" ;

e C: " I'éleve apprend I'espagnol ou I'allemand comme premiére langue vivante ".

a) Déterminer la probabilité de chacun des événements A, B et C.

P(A) = card A/ card {i=700/ 1200 =7/12

P(B) = card B/ card £1=900/ 1200 =9/12 =3/4

P(C) = card C/ card %i= (180 +120)/1200 = 300/1200 = 3/12 = 1/4

b) A B : " I'éleve est demi-pensionnaire et apprend I'anglais comme premiére langue vivante "

P(A ™iB)=card (A 1B )/ card £l=540/1200 = 9/20

c)P(A '“B)=P(A)+P(B)-P(A mB)=7/12+3/4-9/20=35/60 + 45/61 - 27/60 = 53/60

3. Il y a 300 externes et parmi ceux ci 20 ont choisi I'espagnol comme premiére langue vivante donc la probabilité pour
que cet éléve apprenne I'espagnol comme premiére langue vivante sachant qu'il est externe est de 20/300 = 2/30 =1/15
4. Il y a 180 éléves qui ont choisi I'allemand comme premiére langue et parmi ceux ci 64 sont externes donc la probabilité
pour que I'éléve soit externe sachant qu'il apprend I'allemand comme premiére langue vivante, est

64/180 = 16/45.
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EXERCICE 16

Cet exercice est un questionnaire a choix multiples constitué de cinq questions : chacune comporte
trois réponses, une réponse et une seule étant exacte.

Les réponses a cet exercice sont a inscrire dans la feuille jointe en annexe, en cochant pour chaque
question la case correspondant a la réponse proposée. Aucune justification n'est demandée.

La réponse exacte a une question rapporte 1 point ; une réponse fausse a une question (ou une
réponse multiple) colite 0,5point, I'absence de réponse ne rapporte rien. Si le total de I'exercice est
négatif, il est ramené a 0.

Une grande boulangerie propose 500 pains dont la répartition est donnée dans le tableau suivant.

Mature | Sans sel | Complet | Total

Fain 100 40 70 210
maisan

Pain de g0 30 a0 160

campagne

Fain au B0 40 30 130
levain

Total 240 110 150 500

1. Le pourcentage de pains maison parmi I'ensemble des pains a vendre est :

a)20% b) 42 % c) 35 %

2. Le pourcentage des pains au levain parmi les pains nature est :

a)36%b)12%c) 25 %

3. Le premier client achéte au hasard I'un des pains de la boulangerie, la probabilité pour que ce soit un pain de
Campagne ou un pain complet est :

a) 0,10 b) 0,52 ¢) 0,3

4. Un client achéte au hasard un pain sans sel, la probabilité que ce soit un pain au levain est :

a) 13/50 b) 4/11 ; ¢) 11/50

5. Le prix d'un pain de campagne en 2000 était p0 OUGUIYAS. Le prix du méme pain de campagne en 2006 est
ps = 1,5 UM. Sachant que le prix de ce pain de campagne a augmenté de 4 % par an de 2000 a 2006, p, était :
a)1,17 UM b) 1,09 UM c) 1,19 UM

Solution16
Mature | Sans sel | Complet | Total
Fain 100 40 70 210
maison
Fain de 80 30 a0 160
campagne
Fain au B0 40 30 130
lervain
Total 240 110 150 500

1. Le pourcentage de pains maison parmi I'ensemble des pains a vendre est :

210/500 = 0,42 soit réponse b) 42 %

2. Le pourcentage des pains au levain parmi les pains nature est :

60/240 = 0,25 soit réponse 25 %

3. A:" Le pain est de campagne " ; B : " le pain est complet "

card (A miB)=50; card A=160; card B=150

card (A “-'B) = card A + card B - card (A 1B) = 160 + 150 - 50 = 260
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P(A '-B) = card (A '-'B)/card( £) = 260/500 = 0,52 donc réponse b) 0,52

4. Un client achéte au hasard un pain sans sel, la probabilité que ce soit un pain au levain est :
40/110 = 4/11 soit réponse b) 4/11

5. Le prix d'un pain de campagne en 2000 était p0 euros. Le prix du méme pain de campagne en
2006 est pg = 1,5 UM. Sachant que le prix de ce pain de campagne a augmenté de 4 % par an de
2000 a 2006, p, était : c) 1,19 UM

a une hausse de 4 % correspond un coefficient multiplicateur de 1,04 ( voir coefficient

multiplicateur)
ps = (1,04)® p, donc p, = pe/(1,04)° = 1,5/(1,04)° = 1,19 UM soit réponse c) 1,19 UM

EXERCICE17

On a posé a 1000 personnes la question suivante : « Combien de fois étes-vous arrivé
en retard au travail au cours des deux derniers mois ? ».

Les réponses ont été regroupées dans le tableau suivant.

0 1 2 ou plus Total

262 212 73 847

1 250 73 23 346

2 ou plus 5] 34 14 107
Total &72 318 110 1000

1. On choisit au hasard un individu de cette population.

a) Déterminer la probabilité que I'individu ait eu au moins un retard le premier mois.

b) Déterminer la probabilité que l'individu ait eu au moins un retard le deuxiéme mois sachant qu'il n'en a pas
eu le premier mois.

2. On souhaite faire une étude de I'évolution du nombre de retards sur un grand nombre n de mois (n entier
naturel non nul).

On fait les hypothéses suivantes :

- si l'individu n'a pas eu de retard le mois n, la probabilité de ne pas en avoir le mois n + 1 est 0,46.

- si l'individu a eu exactement un retard le mois n, la probabilité de ne pas en avoir le mois n + 1 est 0,66.

- si l'individu a eu deux retards ou plus le mois , la probabilité de ne pas en avoir le mois n + 1 est encore 0,66.
On note A, I'événement « l'individu n'a eu aucun retard le mois n »,

B, I'événement « l'individu a eu exactement un retard le mois n », C, I'événement « l'individu a eu deux retards
ou plus le mois n ».

Les probabilités des événements A,, B,,, C, sont notées respectivement p,, qn, 'n. a)

a) Pour le premier mois ( n = 1), les probabilités p,, g.et r; sont obtenues a l'aide

du tableau précédent. Déterminer les probabilités p4, qiet rq

b) Exprimer p,.1 en fonction de p,, q, et r, .On pourra s'aider d'un arbre.

c) Montrer que, pour tout entier naturel n non nul, p,.1 =-0,2 p, + 0,66.

d) Soit la suite (u,) définie pour tout entier naturel n non nul par u, = p, - 0,55.

Démontrer que (u,) est une suite géométrique dont on donnera la raison.

e) Déterminer Lim u,. En déduire Lim p,
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solutionl1?7

On a posé a 1000 personnes la question suivante : « Combien de fois étes-vous arrivé en retard au

travail au cours des deux derniers mois ? ».
Les réponses ont été regroupées dans le tableau suivant.

0 1 2 ou plus Tatal
252 212 73 547
1 260 73 23 346
2 ou plus B0 33 14 107
Total 572 318 110 1000
1.0n choisit au hasard un individu de cette population.
a) A : " l'individu choisi a eu au moins un retard le premier mois "
A" I'individu choisi n'a eu aucun retard le premier mois "

P( &) =card £/ card {i=572/1000 = 143/250 = 0,572
P(A) = 1- P( £)=107/250 = 0,428
b) B : " lI'individu choisi a eu au moins un retard le deuxieme mois "
card (B m £) =250+ 60 = 310
on veut calculer
P(B\&)=P(B M &)/P( &) =card (B  &)/card ( &) =310/572 = 155/286 =0,542
2. Voila un arbre pondéré qui résume I'énoncé :
046 Ay

Ay
Bn+1

Cn+1
An+1

=

0,66
Gn

Br1+1

Cn+1

056 A

Cy
B:v1+1

Cn +1

On souhaite faire une étude de I'évolution du nombre de retards sur un grand nombre n de mois (n
entier naturel non nul).
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On fait les hypothéses suivantes :

- si l'individu n'a pas eu de retard le mois n, la probabilité de ne pas en avoir le mois n + 1 est 0,46.
- si l'individu a eu exactement un retard le mois n, la probabilité de ne pas en avoir le mois n + 1 est
0,66.

- si l'individu a eu deux retards ou plus le mois, la probabilité de ne pas en avoir le mois n + 1 est
encore 0,66.

On note An I'événement « l'individu n'a eu aucun retard le mois n »,

Bn I'événement « l'individu a eu exactement un retard le mois n », Cn I'événement « l'individu a eu
deux retards ou plus le mois n ».

Les probabilités des événements An, Bn, Cn sont notées respectivement pn, gn, rn. a)

a) p1 = 0,572 ( voir question 1) ; q1 =318/1000 = 0,318 ; r1 = 110/1000 = 0,110

b)

Fan = PA" (‘qxﬂj * P(ﬂm :I + PB" (ﬂ:’eﬂzI XP(BM) +PG" (""imﬂ) * P(Cm)

p,a=0,46p +0,66g +0,66r
c) Pour tout entier naturel nonnulona:

Pag =0 d6p, +0,66g, +0 66r,, =0, 46p, +[Zfl,66(gr;,d +rx}
Patadetrn=1=p2,,=046p, +0,66{(q,+r,)=0.46p,+0,66(1-p,)
Pog=046p +0,66-0066p =-02p +0,606

d) Pour tout entier naturel nonnulona:

By = Pap — 0,55 =-0,2p, +0,66-055==-02p, +0,11=-0,2({p,—0,55) =-0,2u,
i -0, 2u,

donc (un) est une suite géométrique de raison -0,2.

e) On en déduit
lim u, =0 (g=-0,2¢ JL1]

P, =u, +0,55
lim p,=0,55

N— +m

2+l =

Exercicel8

Pour passer le temps Aissata et Soufi invente un jeu avec leur paquet de 32 cartes a jouer et un paquet de bonbons.
On rappelle que dans un jeu de 32 cartes on trouve quatre couleurs (pique, cceur, tréfle carreau) et dans chaque
Couleur, on a une série de 8 cartes (7, 8, 9, 10, valet, dame, roi, as)

Margaux propose la régle suivante :

- On tire une carte et on regarde si c'est un roi. Sans remettre la carte dans le paquet, on tire une seconde carte et
On regarde si c'est un roi.

- Si, sur les deux cartes, on a tiré exactement un roi, on gagne 10 bonbons ; si on a tiré deux rois,

On gagne 20 bonbons ; sinon on a perdu !

On note :

R; : I'événement " tirer un roi au premier tirage " et &1son événement contraire

R, : I'évéenement " tirer un roi au deuxiéme tirage " et Rason événement contraire
1. Justifier les valeurs des probabilités suivantes :
1 3 4
P(RY==— P (R)=="— PFP_(R)=—
g A 31 W 31
2. On traduit le jeu par un arbre pondéré. Reproduire I'arbre ci-dessous en inscrivant les probabilités en écriture
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Fractionnaire sur chaque branche.

E,
E

R

E:
Ry

Fa

Dans ce qui suit, les probabilités seront données sous forme décimale arrondie au milieme
3. Calculer la probabilité des événements :

A : " tirer un roi au premier et au deuxiéme tirage "

B : " tirer un roi a un seul des deux tirages "

4. On s'intéresse au nombre de bonbons X gagnés apreés deux tirages.

Recopier et compléter le tableau suivant qui donne la loi de probabilité de X .

Mombre
de bonbons x, 0 10 20
P =x) 0226

5. Calculer I'espérance mathématique E de cette loi, arrondie au millieme.

Solution 18

1.1l y a 4 rois dans le jeu de 32 carte avant le premier tirage donc la probabilité de tirer un roi est de :

cardf 4 1
P(R)= "L = _
cardll 32 8

,,,,,

3
P‘Q,':sz': E

Au deuxiéme tirage sachant qu'aucun roi n'a été tiré au premier tirage il y toujours les 4 rois mais une carte

de moins dans le jeu donc la probabilité d'obtenir un roi est de :

4
PR} = —
3131 R,
E
1/3 1 —
2237 Fa
4/31.-Rz
Mg
273 1TR;
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3.

1 3 3
P(A)= P(RiM Ry) = P(R)X Py (Ry) = —x —=——= 0,012
=y (Rym &yl (Ry)x Py (Ry) NET . .
P(B):P((leﬂ_gju(?lm Rﬂ):P(R R_)+P(Rlﬁﬂj)

1,28 7 04 7T 7 1T o0
g 31 8 31 62 62 62 31

4.
Mombre
de honbons %, 0 10 20
P =x 0,762 0,226 0,012

5. Calculer I'espérance mathématique E de cette loi, arrondie au millieme.
E =2,5 bonbons.

EXERCICE19

I'urne d’AHMED contient des jetons bleus, des jetons blancs et des jetons rouges.

10% des jetons sont bleus et il y a trois fois plus de jetons blancs que de jetons bleus.

MOUSSA tire un jeton au hasard.

S’il est rouge, il remporte le gain de base.

S’il est blanc, il remporte le carré du gain de base.

S’il est bleu, il perd le cube du gain de base.

1. On suppose que le gain de base est 2 ouguiyas.

a. Déterminer la loi de probabilité sur I’ensemble des résultats possibles.

b. Calculer le gain moyen que I’on peut espérer réaliser sur un grand nombre de tirages.

2. On cherche a déterminer la valeur g, du gain de base, telle que le gain moyen

réalisé sur un grand nombre de tirages soit maximal. Le résultat sera arrondi au centime d’ouguiyas.
Soit x le gain de base en ouguiyas

a. Montrer que le probléme posé revient a étudier les éventuels extremums de la fonction f définie sur [0 ; + co[par
f(x) =-0,1 +0,3x* +0,6x.

b. On désigne par f' la fonction dérivée de f sur I'intervalle [0 ; + o[ .

Déterminer f '(x).

c. En déduire le sens de variation de fsur [0 ; + ca].

d. Conclure sur le probléme posé.

solution19:

déterminons le pourcentage de chaque jetons :
jetons bleus : 10%

jetons blancs : 30 %

jetons rouges : 60 %

1. a.

Soit X le gain obtenu,

X peut prendre les valeurs 2 ; 22; 23,

Loi de probabilité de X :

p(X=2)=60/100
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p( X =4)=30/100

p( X =-8)=10/100

1. b.

E(X)=2 %60/100 +4 x30/100-8 >10/100 =

(120 + 120 - 80)/100 = 160/100 = 1,6.

2.a.

Loi de probabilité de X dans le cas d'un gain de x euros :
X peut prendre les valeurs x ; x2; -x> .

Loi de probabilité de X :

p( X =x) =60/100

p( X = x?) =30/100

p( X =-x*) =10/100

E(X) = x 60/100 + x* %30/100 - x* %10/100 =

-0,1° + 0,3x% + 0,6x

On cherche a rendre maximal E(X) donc cela revient bien a étudier les éventuels extremums de la fonction f

définie

sur [0; + oo par
f(x) = -0,1x° +0,3x” +0,6x.

2.b.
f'(x) =-0,3x* +0,6x +0,6 = -0,3(x? - 2x - 2)
2.C.

x-—2x-2

bh=d-dxl=x{-21=12 >0 donc 2 racines :

g—ﬁg—;ﬁzl_ﬁ

X

1
2
x, = 2F A2 2425 gL gl
2 2
x(0 1= {3 +eo
7x) + -

e

go=2,73 UM est le gain de base tel que le gain moyen
réalisé sur un grand nombre de tirages soit maximal.
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EXERCICE 20

Une résidence de vacances propose deux types d’appartements (studio et deux pieces)
a louer a la semaine. L’appartement doit étre restitué parfaitement propre en

fin de séjour.

Le locataire peut décider de le nettoyer lui-méme ou peut choisir 'une des deux formules
d’entretien suivantes : la formule Simple (nettoyage de I'appartement en fin

de séjour par le personnel d’entretien) ou la formule Confort (nettoyage quotidien
du logement durant la semaine et nettoyage complet en fin de séjour par le personnel
d’entretien).

Le gestionnaire a constaté que :

- 60 % des locataires optent pour un studio et parmi ceux-ci 20 % ne souscrivent
aucune formule d’entretien ;

- La formule Simple a beaucoup de succeés : elle est choisie par 45 % des locataires
de Studio et par 55% des locataires de deux-piéces ;

- 18 % des locataires ne souscrivent aucune formule.

On rencontre un résident au hasard.

Soit S I’événement « Le résident a loué un studio »

A I’évéenement « Le résident a souscrit la formule Simple »

B I’évéenement « Le résident a souscrit la formule Confort »

R I'événement « Le résident n’a souscrit aucune formule d’entretien »

1. Traduire I’énoncé a I'aide d’un arbre pondéré.

2. a. Quelle est la probabilité que le résident ait loué un deux-pieces?

b. Calculer Ps(B).

3. a. Calculer P(R™1S) ; en déduire P(R™1 .5).

b. Le résident a loué un deux-piéces. Montrer que la probabilité qu’il assure
lui-méme le nettoyage de son appartement est 0,15.

4. Le gestionnaire affirme que prés de la moitié des résidents choisissent la formule
Simple. Présenter les calculs qui justifient son affirmation.

5. La location d’un studio a la semaine colite 350 ouguiyas, celle d’un deux-pieces
480 ouguiyas.

La formule Simple colte 20 ouguiyas et la formule Confort 40 ouguiyas.

Soit L le co(it de la semaine (loyer et entretien) ; il prend différentes valeurs L;.

On désigne par p;, la probabilité que le colt de la semaine soit égal a L;.

a. Recopier et compléter le tableau ci-dessous.

L; 350 370 390 480 500

P; 0,12 0,21 0,12

b. calculer I'espérance de L. en donnant une interprétation
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Solution 20 :
1. (en rouge les déductions simples )
45 A
100
35
0 100
m -~ B
inh
100
k.
5]
AT 1004
100 g
E
E
5

2ap( )=1-p(S)="1-60/100 = 40/100 = 0,4.

2. b. Ps(B) = 35/100

3.a.m ¥ ®

P(RF = Ps(R)~ p(S) = (20/100)  (60/100) = 12/100 = 0,12
PR~ 5)+P(R S)=p(R)donc:

PR )=p(R)-P(R S)=0,18-0,12=0,06

3.b. il s'agit de calculer la probabilité de R sachant 5':
R & 0,06
pLs) G, 4

= 0,15

4.

plA)= p(Ar 8)+ p(An §)

P (ApE)+ pz(p ()

45 60 55 40 27 22 49

= b4 + s = + = = 0,49
100 100 100 100 100 100 100

Le gestionnaire affirme que prés de la moitié des résidents choisissent la formule simple et le résultat le
confirme.
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coiit
Fix
A5 A 370
100
35
o 1lp
00~ a0 390
20
100
E
i 330
53
A0 1002
100 = 0 500
420
E
40 520
E
1] 450

Ly 350 | 370 330 450 500 520

T2

012 |1 027 | 021 | 0,06 |0,22 | 0,12

E(L) =350 x0,12 + 370 =0,27 + 390 =0,21 + 480 0,06 + 500 0,22 + 520 =0,12
E (L) =425 UM, c'est le colt moyen d'une location.
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L.es Sujets du bac national

Bac 2014 session Normal

Une cage contient six pigeons dont quatre femelles et deux pigeons males ; parmi ces pigeons,

on dispose de deux couples de plumage blanc et de deux femelles de plumage gris.

On tire au hasard et simultanément deux oiseaux de cette cage (les tirages sont équiprobables) .

1) on considére les probabilités :

P4 Laprobabilité de | événement A : < les deux oiseaux tirés sont de plumage gris >

P, La probabilité de 'événement B : < les deux oiseaux tirés sont de méme couleur >

P3 La probabilité de ’'événement C : K les deux oiseaux tirés sont du méme sexe >

2) on suppose dans cette question, que le tirage a donné deux oiseaux de méme couleur. On note P,

La probabilité que ces deux soient de méme sexe.

Parmi les réponses proposées pour chaque question ci- aprés, une seule réponse est exacte.

o

N Question Réponse Réponse Réponse C
A B

1 Le nombre de tirages possibles est 62 A? C?

2 la probabilité P; est: 4 1 2
15 15

3 la probabilité P, est: 1 7 8
15 15

4 la probabilité P; est: 2 8 7
15 15 15

5 la probabilité P, est: 1 3 7
3 7 15

Recopie sur la feuille de réponse et compléte le tableau ci- contre en choisissant la bonne réponse.

Aucune justification n’est demandée :

QUESTION T~

1

Réponse
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Exercice2 :

On considére le plan complexe muni d’un repére orthonormé(0; u; v)

1) Résoudre, dans I’ensemble des nombres complexes, chacune des équations suivantes :
z2-2z+17=0 (E;)

z22+8z+17=0 (E;)

z—1+4i
2) pour tout nombre complexe z tel que z# —4 —i,on pose: ff(z)= P
VA 4
on considére les points A, B, et C; d’affixe respective zy = —4—1i,zp =1—4ietz, =4+1.

a) Placer dans le repére (O;u; V) les points A, B , C et déterminer la nature du triangle ABC .
b) Calculer le nombre < = f(—1 + 4i) puis donner son écriture algébrique et trigonométrique.
c)Déterminer puis construire I'ensemble 75 des points M du plan d'affixe z tels que |f(z)| = 1

d) Déterminer puis construire I’ensemble
I, des points M du pland'affixe z tels que f(z) soit imaginaire pure .

3) on considére la suite de nombre complexe (z,,),,cy definie par z, = 4 + i et pour tout entiern,
Zpi1 = ;zn . on appelle M,, le point d’affixe z,, .

a) calculer z,, z,.

b) Montrer que la suite de terme général V,, = |z,,| et une suite géométrique.

c)onpose S, =0M, + OM +............... + OM,, . Donner I'expression de S,, en fonction de n

Calculer lim,,_,, . S, .

Exercice3
On consideére la fonction numérique f définie par f(x) = 2x — 1 + 2e* . soit (C) sa courbe représentative
dans un repére orthonormé ( O;7;j) d’unité 1cm

1a) justifier que la lim f(x) = —w et lilll f(x) = +c.
n—>—oco n—+oo

b) calculer et donner une interprétation graphique de lim (f(x) - (2x— 1)) et lim 12
n—-—o n

——0 X
2a) Dresser le tableau de variation de f

b) Montrer que f realise une bijection de R surl'intervalle J que I’on donnera.

c) Montrer que I'equation f(x) = 0 admet dans R une unique solution < puis vérifier

que —0.3 <x< —0.2.
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-
2

3) construire C etC’ Représentant respectivement la fonction f réciproque f~'dans repére (O ;7;j

4 a déterminer une équation de la tangente T a c au point d’abscisse x_- .

1
—20c+3 "

b) vérifier que (f‘l)'(o) =

5) on considére la suite numérique u,, définie pour tout entier naturel n par u,, = f(n)

a) Montrer que la suite ( u,, ) est la somme de deux suites : arithmétique et géométrique dont on
Déterminera le premier terme et la raison.

b) on pose s,, = Uy + U  Feereerrnnnnene u, .Donner | expression de s, en fonctionden.

Calculer lim,,_,, s, .

Exercice 4

On considére la fonction g définie sur 'intervalle |0; +oo[ par g(x) = x — 3 + 3inx.

1a) calculer la lim,,_, 4+ g(x), lim,,_,, o, g(x)

b) calculer la dérivée de g'(x) et dresser son tableau de variation de g .

b) montrer que I’équation g(x) = 0 admet dans R un unique solution « . Vérifier que 1,59 <x< 1,60
b / En déduire le signe de la fonction g sur l'intervalle |0; +oof.

Partie B

(x—-3)Inx
x

Soit f la fonction définie sur Pintervalle |0; +oo[ par f(x) =

3inx

3 Inx (1) et f(x) =Ilnx— — 2).

(x—

On peut donc aussi écrire : f(x) = -

On désigne par (C) la courbe représentative de f dans un plan rapporté a un repére ortho normal
(0;7;)).

1a) Démontrer que lim,,_,o+ f(x) = +oo,lim,_ o, f(x) = +oetlim,,,(f(x) —Inx) =0.
b) interpréter graphiquement les limites précédentes.

2a) calculer la dérivée f'(x) .vérifier que f'(x) et g(x) ont le meme signe .

—(a-3)%
3

et donner une valeur approchée de f(x) a 10~ 1prés.

b) montrer que f(x) =
C ) Dresser le tableau de variation de la fonction f.

3a) déterminer I’équation de la tangente T a C au point A d’abscisse 1.

b) Déterminer les coordonnées des points d’intersection de (C) avec I'axe des abscisses. Tracer (C) et T
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C) Discuter graphiquement, suivant les valeurs du parameétre réel m le nombre de solution de I'équation :
2x2 — mx + xlnx — 3lnx = 0.

e Inx
4.3) Calculer I'intégrale J—f d

e
b) En utilisant une intégrale par parties, calculer 'intégrale | = fl Inxdx.

c) justifier que I'aire s du domaine plan limité par la courbe (C) , ’axe des abscisses et les droites

D’équation x = 1 et x = e est donnée par s = — fff(x)dx .Calculer cette aire
Fin

2 solution bac 2014 session normal /professeur sy saidou

Solutionlles probabilités

Questions 1 2 3 4 5

Réponses c b b c b

Solution 2 les nombres complexe s

1) résolvons les équations Eq et E,
E{=2z%-2z+17=0
OnposeA=b?>—4ac=(-2)2—4x1x17=4—-68=—-64 - VA =8i

—-b—/A 2-8i 2(1-4i)

Z,= 2a 2 2 =1-4i
7, 2 hHVE 2480 20144D 5{1 41+ 4.}
17 2 ~ 2 = 2~ L L L

E,=2z?+82+17=0 OnposeA=b?—4ac=(8)?—-4x1x17 =64 —68 = 2i

_—b—VA _-8-2i _ 2(-4-d) _ ., .
I3=—% "3 T - -4t
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2) plagons les points et déterminons la nature du triangle

A Prof SY SAIDOU

v

Déterminons la nature du triangle

Méthode 1
g = ZeT7p _ Aicli4i 3+5i _ (3+5i)(-5-3i) _ —-15-9i-25i+15 _ -34i _
T ZaZp  -4-i-1+4i  -5+3i— (=5)2+(3%2) 25+ 9 T 34

conclusion Le triangle est rectangle et isocéle en B.

2¢™M€ Méthode

On calcule les distances pour voir si le triangle est isocéle et aprés passe par le théoréme de
Pythagore pour vérifier que le triangle est rectangle.

Maintenant calculons les distances :
|z, — zg| =|4+i—1+4i| = |3 +5i| =3*+5*=V9 + 25 =V34.
|zg —zg| =|—4—i—1+4i|=|-5+3i| =v3%+5%=v9 + 25 =34
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Conclusion les deux distances sont égales donc le triangle est isocéele
» wverifions que le triangle est rectangle
|z¢ — 24l =|2¢ — zp| + |24 — 2|

14+i+4+i| =34 +V/34

V68 =V68
Conclusion

Le triangle est rectangle en B .

z—1+4i
z+4+i

—1+4i-1+4i _ -2+8i _ (—2+8i)(3-5i)

b) o« = f(=1+ 4i) on sait que f(z) = “1t+4it4+i 3450 (3)2+(5)2

= f(—1+4i) =

—6+10i+24i+40 34+34i 34(1+i) , ,
= = =1 x=1
" ” ” +idonc +1i

Donnons la forme trigonométrique d’ <

V2 (cos G) + isin (E) )

COS X= 1

1
|| =12+ 12=v2 arg x= 0 vz
g 1

T

T
= arg «=_.
sin <= ’

Déterminons puis construisons I’ensemble I tel que|f(z)| = 1

z—1+4i . g
pvevie 1 enremarquant que —1 + 4i = —zp et4 + i = —z, ce que nous donne
Zy_Z MB
=|u =128 1 M4 = MB
Zy_Z, 7 MA

conclusion:l'ensemble I'; est la mediatrice du segment [AB]

d) déterminons puis construisons I'ensemble I, tel que f(z) soit imaginaire.
f@)€iR o arg (f(2) =3 +kw < (MA,MB)=5+r

Conclusion : 'ensemble I, est un cercle de diamétre [AB]

3) calculons Z, et Z,

. '8 o . . .
On sait que z,, ¢ =2Zn D Zo+1)=,Zo ON saitquex=1+4+ietzy =4+ ionremplace

1+i . (A+D@+i)  4+i+4i-1 3450 3 5i
Z1=— X4 = = = = — —
177 ti 2 2 2 213
« 1+i _ 3  5i (1+0)(3+5i) 3+5i+3i-5 -2+8i 2(-1+4i) -1 .
= — =— X - —_= = = = = —
22=34 2 213 4 4 4 2x2 z+Zl

b) Montrons que la suite v,, = |z,| est une suit géométrique.

o«
VUn+1 = Izn+1| = Ezn
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o
Vni1 _ 1Znsal _ | 5]12al _ |E| _|1+i
Vn |z |lzn| 12 2

1 1 2 o, ,
= \/ (E) Z 4+ (E) 2 = \/7_ donc v,, est une suite géométrique de raison q

get de premier terme vy = |zy| =|4 + i| =4 +12 =17

¢) donnons I’expression de s,, en fonction de n

S, =0M, +OM,.................. OM,, = |zg| + |Z1].eeeeeee [Zpt1] + 124] = V0 + Vieererrennnee Vpe1 + 0,
V2in41
_ 1-gn 1"
Sp= Vg X 1+4q =417 X 1_(@) =

_(_)n+1
-(3)

solution3 la fonction exponentielle

SO - vBE W -

Calculons la limite de lim,,_,, s,= 2(vV17 X

1a) justifions que lim,,_,_o,(f(x)) = - co_et limy,_,., o (f (X)) = + oo
xlim,_,_(f(x))= lim 2x—1+2e* =2Xx -0 —14+2X0= —o0
n—-—o

# Um0 (F(0)) = lim 2x—1+2€* =2X+00—1+2X 0= +oo

b) calculons et donnons une interprétation graphique de llm (f (x)—(2x— 1)) et luzt ! Ecx) .

> lm (f(x)—(Zx—l)) =2x—1+2e —2x+1=2e*=0

x) 2x—-1+2e€* 2x 2e*
> lim (2= = +—-2-—+—-+oo
n-+oo X x x
Conclusion

nl_llr_rgo(f(x) —(2x—1))=0 A0en—

litrn % =+00 donc C; admet une branche parabolique de direction oy en +co
n-+oo

nlj:zrgo(f(x) —(2x—1))=0 A0en —

2a) dressons le tableau de variation de f

On calcule d’abord la dérivée f' (x) =2 + 2e* > 0 - 2e* > —2 ce qui est impossible signe de a >
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X =00 400
f (x) +
f(x) +00

b) Montrons que f realise une bijection de R sur L'intervalle |

f est continue et strictement croissante il réalise donc une bijection vers l'intervalle

I]—o0; +oo[ — J]—oo; +oof.

C) Montrer que l'equationf(x) = 0 admet une unique solution «

On sait que sait que f est bijective.

0 € al'intervalle ] |—; +o[ Donc I'équation f(x)= 0 admet une unique solution < tel que
—0.3 <x< —0.2. f(-0,3) =-0,12; f(-0,2)=0,23

3) courbe

ﬂsrof‘ :5}/ Daidou

-4

v




170

Le pilier du bac élaboré par le professeur chercheur sy saidou

4) a Déterminons I’équation de la tangente au point xy= X
f'(x0)(x — x0) + f(x0)
f'(xg) =2+ 2e*, f(xg) =2 x

-1+ 2e*

e = LYl
y=2+2e* (x—x)+2x—1+2e%= Ty:y=(2+2e*)(x—x)

1
—2x+3

b) vérifions que (f~1)'(0)

TP | 11 . _ _ o &
(f )(0)_;”(1“1)’(0) =t S zizen onsait f(x) =0 & 2a—1+4 2e%=. 2e%=-2a+1

1
2+41-2a  —-20+3

on remplace par sa valeur

5) Montrons que u,, = f(n) est la somme de deux suites arithmétique et géométrique

u, = f(n) =2n— 1+ 2e™ . onpose C, = 2n — 1 montrons que C, est une suite arithmétique
Chr1=2n+1)—-1=2n+2-1=

Chi1 -Cp, =2n+2—-1-2n+1=2.Donc C, estunesuites arithmétique de raison r =2 et de
Premierterme Cy =2 X0 —-1= -1

onposed, =2e" ,d,,; =2e""1 =2e" xe

Montrons que d,, est suites géométrique

d 2e™ xe , p pon . ,
;—” = —m =€ donc d, est suites géométrique de raison q = e et de premier terme
n
do = Zeo =2
b)on pose s, = uy +Uq Feoerenenees U,

donnons I'expression de s,, en fonctionden.

On sait que s, est la somme d’une suite arithmétique et géométrique donc

Sn=C0F Cloenennncuceanains +Cp +dg + d e +d, , Lol
S, =n“"—-1+2x e
n+1)(-1+2n-1 1-e™1  (m+1)(2n-2 1-entl -
S, _ (n+1)( )+2>< _ (n+1)( ) +2%
2 1- e 2 1-e

1_en+1

* Calculons (a imite de s, lim,_, .o Sy, = lim,,_,, , n* — 142X =+

1-e
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solution : 4

1) Calculons les limites de g(x) en 0" et en + o :

li“"x—>0+ g(X) = llmx —3+3Inx=0—3— 00 =—0 donc ;gi'g_';_g(x) = -0

X—
limg(x)=limx—3+3Ilnx=+0—3+3(4+x) =+ donc lim g(x) = +
xoFoo xX—=+oo x—+00

b) Calculons la dérivée de g(x) :

gx) =x—3+31nx=>g’(x):1+;>0.

X o+ a + o0
+
g'(x)
+o00
g(x)
0+

2.a)g(1,59) = 0,018 et g(1.60) = 0,010 d’ots 1,59 < a < 1,60, g est continue est strictement croissante.

Elle admet donc une unique solution a.

b ot a 400

g(x) - ¢ +
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Partie B :

1.a) Démontrons que lim f(x) = +o , lim f(x) = +oet lim (f(x) —Ilnx) =0
x—-0*t X—+00 x—+00

» limf(x) = lim w = 4o Donc:
x—-07% x—0

0+ Eg}f(x) = too

> llmf(x)—llm Inx— 3><——+oo 3 X0 =400 Donc : Jgi’g_kf(x):+°°

xX—+00

» lim(f(x)—Ilnx)= lim lnx — 3 nx = lim —22% = 0 Donc:
x—+00 xX—>+00 X

X—+00 X

b) Interprétons graphiquement les limites :

v La droite d’équation x = 0 est une asymptote verticale (A.V) a C f
v’ Ladroite d’équation y = In x est une asymptote oblique (A.0O) a C ¥

2.a) Calculons f' (x) et vérifions que f'(x) et g(x) sont de méme signe :

3 >< (-3Ilnx)
f(x) = (x— 3)ln;\c= Inx— 31nx:>f (x)=1— x— nx) _1_3+3inx

x2 x x2

x—3+3Inx gx)
x? B

Donc f'(x) a le méme signe que g(x)

_ 2
2.b) Montrons que f(a) = %

fx )_Mﬁf(a) =@. Onsaitqueg(a) =a—3 +3lna

ga)=0=a—-3+3ma=0=Ilna = ‘%3 On remplace In a par sa valeur.

f( )_ (a— 3)( a+3) f(a) _ (a 3)

a

2.c) Dressons le tableau de variation de la fonction f

b ot a 400

f'(x) - ¢ +

f(x) +O\ /+oo

lim (f() -

Inx)=0

x 3+3Inx _

x2 x2
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3.a) Déterminons I’équation de la tangente

f'(xo)(x — x0) + f(x0)

_(1-3)ln1 _ 0

f(xo):f(l)—f 1=0

I} _ 1-3+3in1 _ 1-3+3%0 _
f (xo) - (1)2 - 1 - 2

Doncy = -2(x—1)4+0=-2x+1 =

y=-2x+1

3.b) Déterminons les points d’intersections avec I'axe (0x)

ou lnx=c¢e

ou x =e

oux=1

On pose f(x) :0@@:0@ (x—-3)Inx=0=x—-3=00ulnx=0
A
Prof SV Saidou
S x=3
Sx=3
S x=3
3.c¢) Discutons graphiquement suivant les valeurs de m
2x% —mx + xlnx—3lnx = 0 o Lnx3inx _ —2x04mx
X
xlnx 3lnx _ —2x%+mx
X X - X
3lnx _ —2x+m

sSlnx — =
X

3lnx _

Sinx — =Y

0
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m m<2| m=2 m>2

Nombre de solutions 0 1 2

4.a) Calculons l'intégrale de |

2

elnx Inx 1 ’ u
f1 de EnremarquantqueT =X Inx=u.u= -

Donc l'intégrale de | = [(@)]‘{ = [((l";)z) — ((1"21)2)]5 = [(@) —0]¢

On sait que In e = 1. Donc, On aura : E] = J= E'AU

5.a) Justifions que I'aire S = — fle f(x)dx
5.b) Calculons lintégrale
I= fle Inxdx

Uvx)=1=ukx)=x
{v(x) =lnx=v(x) = %

1= flelnxdxz [x Inx]§ —flexx%dx
I=[xInx]§ - fleldx

I=[xInx]§—[x]§ = I=[xlnx—x]§

I=[elne—e—(1ln(1)-1]ieI=[exl-e—-(0-1]] = I=[e—e+15=1

5.c) [1; e] En remarquant que S = —I + 3]

S=-[{f(x)dx=[{—I1+3]dx=[+;x3 - 1] = [} =;UA

§ = (3] - DUA = UA.
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Exercicel
Soit la fonction f définie sur Rpar: f(x) = e 2* 1 +3x -1
(C) la courbe représentative dans un repére (0;7; J)

1.a) Calculer : lim,_ ., f(x), lim,_ . (f(x) — (3x — 1)) interpréter graphiquement.
b) Montrer que lim,__, f(x) = +oo, lim,__, % = —oo interpréter graphiquement.
2.a) Calculer la dérivée f'(x) et étudier son signe.

b) Dresser le tableau de variation de f.

3.a) Montrer que I'équation f(x) = 0 admet exactement deux solutions « et 3.

Vérifierque —1,3 <a <—-1¢et0,2< £ <0,3

b) Représenter la courbe (C)

4) On définie les suites (u,,) et (v,,) pour tout entier naturel npar:u, = e ?* ! etv, =3n-1

a) Démontrer que la suite (u,,) est géométrique décroissante.

b) Démontrer que la suite (v,,) est arithmétique croissante.

c) Les suites (u,) et (v,) sont-elles adjacentes ?justifier.

5) Pour tout entier naturel non pose s, = f(0) + f(1) + f(2) + - + f(n)

a) Calculer s,, en fonction de n

. Y Sn
b) Calculer lim,,_,, ., s,, et llmn_)+ooF

Exercice2

Partie : A

On considére la fonction g définie sur 0. +oo[ par: g(x) = x* — 3 + 2Ilnx

1.a) Calculer lim,_o+ g(x), lim,_ . g(x)

b) Calculer la dérivée g'(x) et dresser le tableau de variation de g.

2.a) Montrer que g réalise une bijection de ]0. +oo[ sur un intervalle j que I'on déterminera.
b) Montrer que I’équation g(x) = 0 admet une unique solution «.

Vérifierque 1,34< o < 1,3

c) En déduire le signe de la fonction g sur 'intervalle 0. +oo|.
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Partie : B

1-Inx

On considére la fonction f définie sur ]0. +oo[ par: f(x) =x—2+ "

On note I sa courbe représentative dans le plan, mini d’un repére (o ;U; ') orthonormé.

1.a) Démontrer que lim,_ g+ f(x) = 400, lim,_ o, f(x) = +o0 etlim,_ o, (f(x) — (x —2)) =0
b) Interpréter graphiquement les limites précédentes.

c) Etudier le signe de d(x) = f(x) — (x — 2), résumer dans un tableau et interpréter graphiquement.
2.a) Calculer f'(x) et justifier que f'(x) a le méme signe que g(x)

— 4a? -

1 . . . .
o et donner une valeur approchée de f(a) a 1071 prés

b) Montrer que f(a) = 30
c) En déduire le tableau de variation de f
3.a) Donner I'équation de la tangente T a I au point A d’abscisse xy = 1
b) Montrer que la courbe I' coupe I’axe des abscisse en un deuxieéme point autre que A d’abscisse
B telleque1,9<pB <2
c) Tracer Pallure de la courbe dans le repére (0;7; J)
4) Soit n un entier naturel n > 3, on considére I’aire du domaine E du plan compris entre la courbe et les droites

d’équations respectivesy = x —2,x =3 etx=n

n —-1+Inx
d

a) Justifier que cette aire exprimé en cm? est donnée par : I,, = f3 —

b) Calculer Iy = f:%dx a I’aide d’une intégration par parties. En déduire I,, en fonction de n

c) Calculer la limite de I’aire i,, du domaine E quand n tend vers +oo

Exercice3

2x+1
x+1

Soit f la fonction définie sur |—1; +oo[ par: f(x) = —In(x+1)

Soit (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (o ;7; 7°) unité 1 cm.
1.a) calculer lim,_, ,, f(x),lim,_ @ et interpréter graphiquement.
b) Montrer que lim, _, _;)+ f(x) = —o interpréter graphiquement.

2.a) Calculer f'(x) et vérifier que la courbe (C) admet au point d’abscisse 0 une tangente horizontale dont on

Donnera une équation.
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b) Dresser le tableau de variation de f

3.a) Calculer f"' (x) et vérifier que la courbe (C) admet un point d’inflexion A d’abscisse 1.

b) Ecrire une équation de la tangente (T) au point d’abscisse A.

4.a) Montrer que la restriction g de f sur I = ]0; +oo[ réalise une bijection de I sur un intervalle J que I'on

Déterminera

b) Dresser le tableau de variation de g~ 1.

c) Calculer (g—l)’ (3 - Zzznz)

5.a) Montrer que I'équation f(x) = 0 admet exactement deux solutions a et f8
Vérifierque —0,7 < a < —0,6 et 53 < f <54

b) Placer sur le repére (o ;7 ; J°) les points d’intersections de la courbe (C) avec les axes, son point d’inflexion,
Les tangentes précédentes puis représenter la courbe (C).

c) Représenter la courbe (C’) de g~

6.a) Montrer que la fonction f admet des primitives sur |—1; +oo] .

b) Déterminer les réels a et b tels que la fonction F(x) = ax — (x + b)In(x + 1) soit une primitive de f sur
]—1; +oo[.

c) Calculer, en fonction de B I’aire du domaine plan délimité par la courbe (C), I’axe des abscisses et les droites

D’équations x = 0 et x = 8 donner une valeur approchée de cette aire a 10‘2prés.

Exercice4

Soit la fonction f définie sur |0; + o[ par: f(x) =x— 1+ 1+ Inx

Soit (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (o ;7; 7°) unité 1 cm.
1.a) Montrer que : lim, o+ f(x) = —co , interpréter graphiquement.

b) Calculer lim, _,, ., f(x)

Montrer que la droite A d’équation y = x — 1 est une asymptote a la courbe (C).
c) Etudier la position relative de (C) et A.

2) On considére la fonction g définie sur ]0; +o[ : g(x) = x> — Inx

a) Vérifier que g (%) =1 +2m2

b) Calculer g’ (x)
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c) Etudier les variations de g et montrer que pour tout x de ]0; + [ : g(x) > 0

3.a) Calculer f'(x) et vérifier que pour tout x de |0; +o[ona: f'(x) = gif)

b) Dresser le tableau de variation de f.
4.a) Montrer que f réalise une bijection de ]0; +oo[ sur un intervalle J que I'on déterminera.
b) Montrer que I’équation f(x) = 0 admet une unique solution « et vérifier que :% <a< %
5.a) Préciser les points de la courbe (C) en lesquels la tangente (T) est parallelea A.
b) Représenter la courbe (C), les droites (T) et A dans (0;7; 7))
c) Discuter graphiquement, suivant les valeurs du parameétre m, le nombre de solutions de
I'équation (m+1)x—1—-Inx =0
Soit un entier naturel, n > 1. On note u,, I’aire du domaine plan délimité par
la courbe (C), ’'asymptote oblique A et
les droites d’équation respectivesx =n et x=n+1
a) Exprimer u,, en fonction de n
b) Calculer et interpréter graphiquement lim,,_,, ,, u,
Exercice5
On consideére la fonction numérique f définie par : f(x) = x + 2 + e* soit (C) sa courbe représentative dans
Un repére orthonormé (o;7; J) unité 1 cm.

1 .a) Calculer les limites de f(x) en — w0 eten + o

b) Calculer et donner une interprétation graphique de limxﬁ_oo(f(x) —(x+ 2)) et lim,_ . %
2) Dresser le tableau de variation de f.
3) Montrer que f réalise une bijection de R sur un intervalle J que I’on déterminera.
4) Montrer que I'équation f(x) = 0 admet une unique solution a puis vérifier que —2,5 < a < —2
5) Construire (C) et (C’) représentant respectivement la fonction f et sa réciproque f~! dans le repere (0;7; 7).
6.a) Déterminer la primitive F de f qui vérifie que F(0) = 0

SoitA(«a) I’'aire du domaine plan limité par la courbe (C), I'axe des abscisses et les droites d’équations

respectives x=aetx=0

6 —2a -a?

b) Calculer A(a) en fonction de a. Montrer A(a) = >
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7.a) Déterminer une équation de la tangente (T) a (C) au point d’abscisse xy = «a

b) Vérifier que (f~1)'(0) = —

a+ 1

8) On consideére la fonction g définie par: g(x) = In(x + 2 + e¥)
a) Déterminer I'ensemble des définitions de g.

b) Dresser le tableau de variation de g.

c) Construire la courbe I de g dans un nouveau repére (0; U; V)

)

Exercice6

On consideére la fonction numérique définie sur ]0; +oo[ par: f(x) =x* -2+ (x — 3)Inx

Soit (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (o ;7; 7)) unité 2 cm.

1) Calculer et donner une interprétation graphique :lim,_ o+ f(x) ,lim,_, o f(x) ,lim,_ @)

2.a) Calculer f'(x) et montrer que la courbe (C) admet au point d’abscisse xo = 0 une tangente horizontale

Dont on donnera une équation
b) Calculer "' (x) en déduire les variations de f' et le signe de f.

3.a) Montrer que I’équation f(x) = 0 admet dans I'intervalle ]0; + o[ exactement deux solutions a et
Telles que :a < f§ et Vérifierque 0,4 <a <05 et 1,6 <f <17

b) Construire la courbe (c).
1) Soit g la restriction de f sur l'intervalle I = ]0; 1|

a) Montrer que g réalise une bijection de I sur un intervalle J que I’on déterminera.

b . 1 s s 1 9 -g7'C1)
b) Dresser le tableau de variation de g™~ réciproque de g puis vérifier que .llmx_)(_1)+ —=—— —

x+ 1
c) Construire dans le repére précédent, la courbe (C’) représentative de g1

5) Soit la suite numérique (4,,) définie pour tout entier naturel n > 3 par: An:ff‘f(t)dt
a) Vérifier que la suite A4,, est croissante et positive.

b) Utiliser une intégration par parties pour calculer: G(x) = flx(t —3)Intdt

En déduire la primitive F de f sur l'intervalle ]0; + o[ qui vérifie que F(1) = B

12

c) Donner I’expression de A4,, en fonction de n et a et montrer que :
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d) Quelle interprétation géométrique peut-on donner a cette limite ?

Exercice7

On considére la fonction numérique définie sur |1; +oo[ par: f(x) = 2

x(x2- 1)
. . P . a 9 c
1.a) Déterminer les réels a, b et c tels que : f(x) = St it
b) En déduire une primitive F de f sur |1; +oo[
e s 3 32
c) Calculer l'intégrale I = fz f(x)dx et montrer que I = In (E)
2) On considére la suite numérique (u,,) définie pour tout n entier naturel, n > 2 par: u,, = ﬁ

Onposes, =u; +us+--+u,

a) Montrer que pour tout entier naturel, n > 2

1 1 1 gyt 1
n un_(n—l)n nn+ 1)

n-1 n n+1

- . 1
b) En déduire que pour tout entier natureln > 2 :onas, = - —

uis calculer lim s
2 n(n+1) Y n—-+o °n

2 2 2 + + 2
1x2x3 2x3%x4 3x4x5 2006 x 2007 x 2008

c) Simplifier lasomme : 4 =

Exercice8
On considére la suite numérique (u,,) définie par : uy = 6 et pourtoutn € N
Up1 = 3u, +10n - 13
1.a) Calculer u4, u, et vérifier que u; = 43
b) Justifier que la suite numérique (u,,) n"est ni arithmétique ni géométrique.
On définie la suite numérique (v,,) par: pourtoutne N,v,, = u, + 5n—4
a) Démontrer que la suite (v,,) est une suite géométrique dont on déterminer la raison et le premier terme.
Exprimer v,, en fonction de n.
b) A partir de quel terme peut on avoir v,, > 2013
c) En déduire que pourtoutn € N,u,, =2x3"—-5n+4
3) Pour tout entier naturel n, on pose : s, = ug +uq + -+ u,

Déterminer I’expression de s,, en fonction de n.
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Exercice9

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé (o; u; v )

1.a) Résoudre dans C 'équation : (E;) z>+2z+10=0

Onnote z; et z, ses solutions avec I,,(z;) <0

b) Résoudre dans C I'équation : (E;) z>—4z+ 20 =0

Onnote z; et z, sessolutionsavecl,;,(z4) <0

2) On considere les points A, B, K, L, et E d'affixes respectives : z4 - 2y, Zp - z5; Zg_ 23; 2z 24 Zp_ 23 — 21
a) Placer les points A, B, K, L, et E dans le repére (o;u; V)

b) Ecrire zp_ z3 — 2i sous forme algébrique.

c) Déterminer la nature du quadrilatére ABLE et du triangle AKE.

z-2-4i
z+1-3i

3) Pour tout nombre complexe ztel quez#+ —1 + 3ionpose: f(z) =
Déterminer et représenter dans le méme repére les ensembles des points M du plan d’affixe z dans chacun

des cas suivants :

» Tjtelque|f(z)|=1
» T, telque|f(z) —1| =+V10

Exercicel0

1) On pose : (z)= 23 — 52> + 12z — 8

a) Calculer P(1)

b) Déterminer les réels a et b tels que : tels que pour tout z on a : P(z) = (z- 1) (z*+ az +b)
c) Résoudre dans C I'équation P(z)=0

2) On considére le plan complexe rapporté a un repére orthonormé (o; u; V)

Soit les points A, B et C d’affixes respectives zy, = 1; zp = 2 + 2i et zc = 2 — 2i
a) Calculer le module et un argument de chacun des nombres z; z, et z;3

—

b) Placer les points A, B et C dans le repére (o;u; V)

z
3.a) Ecrire le nombre 22 sous forme algébrique. En déduire la nature du triangle OBC
Z3

z-1 |

b) Déterminer et représenter 'ensemble I' des points M d’affixes z telle que |Z > i
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Exercicell

—

Le plan complexe est mini d’un repére orthonormé (o ;u; V')

Pour tout nombre complexe z, (z #-2i), on pose :

(-4 + 2Dz -5

f(Z) = z+ 2i
1) Calculer z; = f(1) et I'écrire sous forme algébrique.

2) Résoudre dans C I’équation f(z) = z.

3) Placer dans le repére (o ;u ; V') les points A et B d’affixes :

. 1.
Zy=—2ietzg = —1—51

b) Déterminer I’ensemble I'; des points M du plan d’affixe z tel que : |f(z) + 4 — 2i| = V65

1,
z+ 1+El

c) Vérifier que pour tout nombre complexe z, (z #-2i)on a: f(z) = (—4 + 2i) N 2

En Déduire I'ensemble I'; des points M du plan d’affixe z tel que : |f(z)| = V20

—

d) Construire I'; et I, dans le repére (o;u; V')

Exercicel2

—

Le plan complexe est mini d’un repére orthonormé direct (o ;u; J')

7+ 3i

1) On pose z; =%, z;=(1+DA-10) etzz=_—_

a) Donner la forme algébrique de chacune des nombres z{, z, et z3
b) Donner la forme trigonométrique de chacune des nombres z4, z, et z3
2.a) Placer dans le repére (o0 ;u ; 7' ) les points A, B et C d’affixes respectives :
Zy=1—-i,zg=2,z2c=1+1i
b) Montrer que le triangle ABC est isocéle ; puis donner la nature du quadrilatére OABC.

c) Déterminer et construire I’ensemble A des points M du plan d’affixe z tel que : |ﬁ| =1
. . . . . -2
3) A tout point M d’affixe z, (z + 2), on associe le point M’ d’affixe z’ tel que : z’=:
a) Résoudre dans I’ensemble C I’équation z’ = z.

b) Montrer que pour tout nombre complexe z, (z + 2)ona:|z' — 1| = P l_Z|2| en déduire

une relation entre les distances OM, BM et IM’ ou I est le milieu du segment [OB].
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c) déduire que si M décrit A, alors M’ décrit un cercleI' dont on donnera le centre et le rayon.

Exercicel3

Une urne contient 4 boules blanches et 2 boules noires indiscernables au toucher.
On effectue au hasard un tirage de boule simultanément de I'urne.
On note A, I'événement < on a obtenue aucune boule noire >
On note A, I'’événement < on a obtenue une seule boule noire >
On note A, I’événement <<on a obtenue deux boules noires >
Soit x la variable aléatoire qui, associe le nombre de boules noires tirées.
Parmi les réponses proposées pour chaque question ci-aprés, une seule réponse est exacte.
Recopie et compléte le tableau suivant en choisissant la bonne réponse.

Aucune justification n’est demandée.

" | Questions Réponses A Réponses B | Réponses C
; ; . 2 2
1| Le nombre de tirages possibles est : Cs Az 62
2 La probabilité p(A4,) est : 4 5 (f) 2
6 15 6
3 La probabilité p(4,) est : 8 1 2
15 6 6
4 La probabilité p(4,) est : 4 5 1
6 15 15
5/ L’espérance mathématique de x est : 2 16 4
3 15
Questions 1 2 3 4 5

Réponses
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Exercicelq
Une urne contient 6 boules indiscernables au toucher dont trois sont rouges, deux sont vertes et une seule est jaune.
On tire simultané et au hasard, trois boules de cette urne. Soit X la variable aléatoire qui a chaque tirage,

on associe

le nombre de couleurs de boules tirées.

Parmi les réponses proposées pour chaque question ci-aprés, une seule réponse est exacte.

N° | Questions Réponses A Réponses B | Réponses C
1 | Le nombre de tirages possibles est : c A3 63
La probabilité que le tirage soit
unicolore est :
2 1 1 1
3 20 2
La probabilité que le tirage soit
tricolore est :
3 0,3 1 7
40 6
La probabilité que le tirage soit
bicolore est :
4 i 5 13
40 20 20
5 L’espérance mathématique de x est : 4 _7 4
9 20

Recopie et compléte le tableau suivant en choisissant la bonne réponse.

Aucune justification n’est demandée.

Questions 1 2 3 4 5

Réponses
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Cours complexes

L'ensemble des nombres complexes, noté € | est I'ensemble des nombres Z tel que Z=a+1b gyec a€R | bER
et °=—1,

@ est appelé la partie réelle du nombre complexe (noté Re (2) yet Pla partie imaginaire (noté Img(z) ).

On peut associer a tout nombre complexe £ = a+ib yn point image M{a:b) dansle plan complexe

(O;1;7v)

Axe des imaginaires
4l » Mla;b)

—{%;OM )=arez :
0=(u;OM )=arg Axe des réels

I 1 1
T T T

e/

O
=)
L

On appelle "module de < " (noté lz] ) le réel positif 7 correspondant a la distance @M et "argument de Z "
(noté ATE Z) e réel 6 correspondant a une mesure de lI'angle orienté (%, 0M ) 4 2k prés.
On dit que M gst I'image du nombre complexe < et que < est l'affixe du point M

On appelle réel pur tout nombre complexe Z =@ (Img(2)}=0y ¢t on appelle imaginaire pur tout nombre
complexe Z=10 (Re(z)=0)

Soit Z=a+ib on appelle conjugué de £ le nombre complexe z=a—ib
Soit Mrl'image du nombre complexe £ et M’ I'image du nombre complexe Z alors M " est

le symétrique de M par rapport a I'axe des réels (axe des abscisses).
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Il existe trois écritures possibles pour un nombre complexe:

-L'écriture algébrique: (Z=d+ib

-L'écriture trigonométrique: \z=lz|(cosB+isinb)

— i
-L'écriture exponentielle: z=lz|e”

Le module 2| d'un nombre complexe se détermine a partir de son écriture algébrique grace a la formule

Suivante:

lz|=Vd*+b*

L'argument 6 d'un nombre complexe se trouve a l'aide du cercle trigonométrique apres avoir préalablement
déterminé son cosinus et son sinus grace aux relations suivantes:

.+ 2k aveckeZ

Soit deux points Aet B ayant pour affixe respective Z4 et £& | on peut alors calculer I'affixe du vecteur AB .
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Zm=Z5— 74

On peut également calculer la distance AB .

|AB=|zE|=|zH—zA|

On peut également déterminer un angle orienté:

Zp—Z¢

— ~ (4B;CD)=
(2, AB}—WEEIE_WE{ZH_EA} Et plus généralement:

Zp—Zy

Il est possible de déterminer des solutions complexes aux équations du second degré dont le discriminent est
2 _ i 2 i i i
négatif. En effet pour I'équation @2 +0z+¢c=0 g A=b"—4ac <0 yiors | existe deux solutions dans C :

z:—b—l V1A — —b+iv|Al
La 2a

Quelques propriétés a connaitre concernant les modules:
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-H
Dans tous les calculs concertants les nombres complexes, on ne laissera jamais ! pour tout =2

-2 __ -3___ - . . . ; , .
dans un résulta final (se souvenir que  ——1. I"=—1. eiC... ) ¢t on ne laissera jamais de I au dénominateur

(Penser & multiplier par I'expression conjuguée). Formule d'Euler:

i —ig i —ig
e +e : e —e
cosf=—— et sinfd= :
2 21

Translation: Soit deux points M et M7 gaffixe respective < et £ " Si M st I'image de Mpar translation

de vecteur Y alors:

Z'=7+2;

Rotation: Soit deux points M et M7 gaffixe respective Z et £ " Si M et I'image de M par rotation de
Centre {2 daffixe @ et d'angle 6 alors:

(z'—w)=e"(z—w)

Homothétie: Soit deux points Mot M7 gaffixe respective < et £ " Si M et I'image de Mpar

homothétie de centre <2 d'affixe @ et de rapport K alors:
(z'—w)=klz—w)

Il faut savoir interpréter géométriquement une égalité complexe et réciproquement savoir transformer les
propriétés geométriques en égalité complexe. Voici un petit tableau non exhaustif afin de vous y aider:
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Eqgalité complexe

Interprétation géométrique

z5—2|=3 La distance 45 est égale a 3.
i [
Z,~7Zs. (BC;BA|=—
arg ( | =— alors
) ZC_ZEI 2
ABC est un triangle rectangle en B.
_ (BC;BA)=Z
Z 4 2'3:1. ' - 2 ot AB=BC
Zp—Zp
ABC est un triangle isocele rectangle en B.
_ . (BC;BA)=L
Ze—Zp

ABC est un triangle équilatéral.

Ig—Z,4=Zp,—ZIp 1B=DC ABCD est un parallélogramme.
Zp—Z
5 -k _____ ABCDestun trapéze.
Zc™2p AB=k DC
AM = BM | e point M appartient & la médiatrice du segment |4B]

2 —2=lz3—254

z,—z|=R avec R € R

AM=R

Le point M appartient au cercle de centre A et de rayon
R.
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Les Probabilités coursi

1) Le vocabulaire des probabilités

1) Exemple

Une urne contient 3 boules : une bleue, une rouge, une verte. On tire au hasard une boule de cette urne, on note sa couleur
puis on la replace dans l'urne que I'on agite. On tire alors une deuxiéme boule de I'urne en notant sa couleur.
On dit que I'ensemble des opérations ainsi réalisées constitue une épreuve ou expérience aléatoire. On peut représenter

I'ensemble des résultats possibles ou éventualités par un tableau ou un arbre :

B
B<\|§/

B| V|R v

V

2| <@~
Sy
<
<
<
By
<

R
B
ERIVRIRR RV

2) Evénement
Considérons Q = {(B,B);(B,V);(B,R);(V,B);(V,V);(V,R);(R,B);(R,V);(R,R)} I'univers ou ensemble des éventualités de cette
expérience.
L'événement A, ={(B,B);(V,V);(R,R)} est I'événement "Obtenir 2 boules de méme couleur"
A; = {(B,R);(B,V);(B,B)} est I'événement "Obtenir une boule bleue au premier tirage"

Remarque

Si une épreuve donne comme résultat (B,R), nous pouvons dire que I'événement A, est réalisé mais par contre A; ne I'est pas.

3) Evénement élémentaire

A; ={(B,B)} est I'événement "obtenir deux boules bleues".

C'est un événement qui ne contient qu'une seule éventualité. On dit que c'est un événement élémentaire.

4) Evénement "A et B"

Considérons les événements A;, A, et A; précédemment définis :
A; : "Obtenir 2 boules de méme couleur"

A, : "Obtenir une boule bleue au premier tirage"
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A; : "obtenir deux boules bleues".
Une épreuve étant accomplie, nous disons que I'événement A; est réalisé lorsque les événements A, et A, sont
simultanément réalisés.
L'événement A; est I'événement "A; et A,", noté A, et A, mais aussi A;NA,.

A;=A,etA,={(B,B)}

5) Evénement incompatible

Reprenons I'événement A, : "Obtenir une boule bleue au premier tirage" et soit A, = {(R,R)} : "obtenir
deux boules rouges".

Aucune éventualité ne réalise simultanément A, et A;; on dit que A, et A, sont incompatibles et on note
A,NA =D

Remarque

Les événements élémentaires sont deux a deux incompatibles

7) Evénements contraires

Soit A; : "Obtenir 2 boules de méme couleur".
On note A_1 I'événement contraire, c'est-a-dire "obtenir un tirage bicolore".
On a A, = {(B,B);(V,V);(R,R)} et donc A, = {(B,V);(B,R);(V,B);(V,R);(R,B);(R,V)}

Ainsi, si une épreuve est accomplie, I'un et I'un seulement des deux événements A, et A, est réalisé.
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COURS de Probabilité2

1) La notion de probabilité Nonbrece | Nonbred tios Fralm
lancers duchiffre1

Considérons I'épreuve suivante : elle consiste a lancer un dé ; 1000 173 01730

I'univers associé est Q = {1;2;3;4;5;6}. Notons {®;} I'événement 5000 84 01633

élémentaire "obtenir le chiffre i",1<i<6 10000 1690 01650
20000 330 0,1680

4 séries d'épreuves comportant 1 000, 5 000, 10 000 et 20 000
lancers ont été résumées pour l'apparition du chiffre 1 par le
tableau ci-contre :

On remarque que les résultats sont tres proches. On supposera, comme en physique, que I'on admet
"une valeur exacte" (ou théorique) de la mesure.
Nous admettrons que la fréquence de {®;} est une valeur approchée d'un nombre réel compris entre 0 et 1

que I'on appelle la probabilité de I'événement {®;} que I'on note p({®;}). Dans le cas présent, on supposera

1
pliod = .

Définition

Soit E une épreuve aléatoire. L'ensemble des éventualités est QQ = {®,,m,, ..., ®,}.

- A chaque événement élémentaire {®;} est associé un nombre réel, élément de [0;1] appelé probabilité

de I'événement élémentaire (représentation idéale de la fréquence) tel que : p({m,}) + p({®,}) + ... + p({w,}) =1
- La probabilité de tout événement A est la somme des probabilités des événements élémentaires qui

le composent.

En particulier, p(QQ) = 1.

-SiA= alors p(A)=0

2) L'hypothése d'équiprobabilité Supposons que tous les événements élémentaires soient tels que p({®,}) =

p{®;}) = ... = p({m,}). On dit alors qu'ils sont équiprobables. L'égalité p({®.}) + p({®,}) + ... + p({®,}) = 1 entraine

1
pe.}) =

Les mots "au hasard", "indiscernable au toucher", "bien équilibré", ... sous-entendent des expériences

équiprobables.
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Propriété
Dans I'hypotheése d'équiprobabilité, le nombre total d'éventualités étant n, si un événement A est constitué de m

m effectifde A Card(A) nbre de cas favorables a A

n " effectif de Q ~ Card(QQ) = nbre de cas possibles

Eventualités alors sa probabilité est p(A) =

3) Propriétés des probabilités

Probabilité de la réunion de deux événements

&0

Exemple

Un sac contient un ensemble de 50 jetons de formes et de couleurs différentes. 20 sont
ronds, 40 sont rouges et 15 sont a la fois ronds et rouges.

On tire au hasard un jeton du sac. Calculons la probabilité pour qu'il soit rond ou rouge.

Désignons par A et B les événements :
A : "obtenir un jeton rouge" et B : "obtenir un jeton rond"

On peut représenter la situation par le schéma ci-contre :

Par lecture du schéma, le nombre d'éléments de AUB est 40 + 20 - 15 (on note Card (AUB) =40 + 20 - 15)

(40-15)+15+(20-15) 40 20 15
50 _50+50'50_p(A)+p(B)'p(A et B)

et p(AouB)=

Propriété
Si A et B sont deux événements quelconques alors p(A ou B) = p(A) + p(B) - p(A et B)

Probabilité de la réunion de deux événements incompatibles

Si A et B sont deux événements incompatibles,ona AnB=J et p(AetB)=0
Dans ce cas, p(A ou B) = p(A) + p(A)

Conséquence

Soit A un événement quelconque. A et Tsont deux événements contraires donc Ar\7= Jet AUT =Q.
L'application directe de la derniére propriété donne 1 = p(QQ) = p(A ou X) =p(A) + p(?).

Soit p(A)=1-p(A)
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On considere une expérience aléatoire et I'ensemble des résultats est muni d’une loi de probabilité p.

A et B sont des événements de E, avec A de probabilité non nulle.

La probabilité de B sachant que A est réalise, est le nombre réel, noté pg(A) défini par :
AnB
pa(B) = AN B)
g p(A)
Dans le cas d’une loi équirépartie, la probabilité de B sachant que A est réalisé devient alors :
0a(B) = p(A n B) _ nombre d'éléments de A N B

p(A) nombre d'éléments de A
= proportion du nombre d’éléments de A N B sur le nombre d’éléments de A.

Exemples
Bilal tire 1 carte parmi les 32 d'un jeu bien battu. On s’intéresse a la probabilité de I’événement B :
« la carte tirée est un as » .
e Dans le cas ou Mohamed n’a rien vu, il est clair que la probabilité de I’événement B est
p(B) = 4/32 = 1/8.
e Supposons maintenant que Mohamed a pu se rendre compte que la carte tirée n’est pas un honneur
e (valet, dame ou roi). Appelons A I’événement « la carte tirée n’est pas un honneur »
e (e probabilité 20/32 = 5/8.
On sait que cet événement B est réalisé. La probabilite cherchée est alors la probabilité conditionnelle :
_p(AnB) _4/32 _1

PAB) =0 A T BB 5
qu’on aurait pu aussi déterminer directement (4/20 = 1/5)
L’information apportée par la réalisation de I’événement A a permis de diminuer la probabilité
de I’événement B.
e Supposons que Mohamed a pu se rendre compte que la carte tirée est rouge
e (événement 4’ de probabilité 1/2).
e Danscecas:

A'NB)_2/32_1
p(A) 12 8

o (B) = X

La réalisation de A4’ ne change pas la probabilité de B.

Il résulte de la définition d’une probabilité conditionnelle la propriété suivante :
Si on connait la probabilité de I’événement A et la probabilité conditionnelle de B sachant qu’A est
réalisé, on en déduit la probabilité de A n B (événement A et B) :

P(A N B) =p(A) pa(B)

Si A est un événement de probabilité non nulle et A son événement
contraire, alors les événements BN A et BN A constituent une partition de
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Par suite, p(B) = p(B N A) + p(B N A) = p(A) pa(B) + p( A) pa(B).
A et A constituent une partition de E. Cette situation se généralise 3 une partition quelconque de E.
Formule des probabilités totales

Soit Ay, Ay,...,A, des événements de probabilités non nulles constituant une partition de lI'univers E.
La probabilité d’un événement B de E peut se calculer par la formule :
P(B) = p(Ar N B) + ... + p(An N B)

p(B) = P(A)*xPy (B)+P(A)xP, (B)+..+P(A) xR, (B)

qu’on peut aussi €crire :

Soit E I'ensemble des résultats d’une expérience aléatoire ; A et B sont deux événements de E.
Premiére définition

Les événements A et B sont indépendants lors que la probabilité de 1’un est la méme que ’autre soit
* ou non réalisé.
Autrement dit : p(B) = pa(B) ou p(A) = ps(A).

Exemple
e C(C’estle cas des événement A’ et B étudiés au début du chapitre (voir I’exemple du tirage d’une carte)
e , mais pas des événements A et B...

e On tire deux cartes au hasard une a une avec remise, dans un jeu de 32 cartes. On considére
e lesévenements Ty :
e «lapremieére carte tirée est un trefle » et T, : « la deuxiéme carte tirée est un trefle”. 1l est facile de
e montrer que
e les deux événements sont indépendants, mais que ce n’est plus le cas lorsque le tirage a lieu sans
e remise.
Deuxiéme définition

Dire que deux événements A et B sont indépendants signifie que :

P(A N B) =p(A) x p(B).

5) Modélisation d’expériences indépendantes

On considere les deux expériences aléatoires suivantes :
A : on lance une piece de monnaie équilibrée, les issues de I’expérience sont notées P et F.

B : on tire au hasard un jeton dans une urne qui contient trois jetons portant les lettres a, b et c.

Lorsqu’on effectue successivement les deux expériences A et B, l'issue de I'une quelconque des deux expériences ne
dépend pas de l'issue de I’autre.
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Les issues de la nouvelle expérience qui consiste a

b

successivement A et B sont des listes d’issues telles que P
L’arbre donnant toutes les listes de résultats possibles c
On modélise cette expérience aléatoire en définissant
d’une liste d’issues comme le produit des probabilités 3
issue.

. F b
IV) Lois
1) Espérance et variance d'une loi o
Un exemple

Un jeu consiste a jeter un dé truqué.

On sait que p(1) = p(3) = p(5) = p(6) = 0,1 et que p(2) = 0,2 et p(4) = 0,4.

(P;a)

(P;b)

(P;c)

(F;a)

(F;b)

(F;c)

Le joueur gagne 10UM si le 1 sort, 20UM si le 2 sort, 30UM si le 3 sort, ..., 60UM si le 6 sort.

On consideére I'ensemble des gains possibles, soit {10,20,30,40,50,60}.
et la loi de probabilité associant a chacun des gains la probabilité de I'obtenir.

Cette loi est donnée par :

Gain 10 20 30 40 50

60

Probabilité du gain 0,1 0,2 0,1 0,4 0,1

0,1

On appelle espérance de cette loi le nombre

m =10x0,1 + 20x0,2 + 30x0,1 + 40x0,4 + 50x0,1 + 60x0,1 = 35.

On appelle variance de cette loi le nombre :

V = (10 - 35)°x0,1 + (20 — 35)?x0,2 + (30 — 35)?x0,1 + (40 — 35)?x0,4 + (50 — 35)°x0,1 +

(60 —35)*x0,1 = 205

L'écart-type de cette loi, noté o, est la racine carrée de la variance : ¢ = \/T/

effectuer
(P;c),..

est:

la probabilité
de chaque
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Une expérience aléatoire qui ne comporte que deux issues possibles (succés S ou échec E) est appelée

épreuve de Bernoulli.

/
S,

La loi de Bernoulli associée a cette épreuve est défini par :
avecg=1-p

Xi S |E

pi P |q

o Le jet d’'une piéce de monnaie bien équilibrée constitue un exemple simple d’épreuve de Bernoulli :
e la probabilité du succes (pile par exemple) est 0,5, ainsi que celle de I’échec.
La loi est résumée par le tableau

X; |S E

pi 11/2]1/2

On lance un dé cubique bien équilibré et on s’intéresse a I’obtention ou non du 6. La probabilité du succes est
1/6. La loi est résumée par le tableau :

X S E

p; |1/6|5/6

On appelle schéma de Bernoulli une expérience qui consiste a répéter plusieurs fois et de maniere
indépendante une épreuve de Bernoulli.

e Sion jette trois fois la méme pieéce de monnaie en appelant succes I'événement « obtenir pile » on est en présence
d’un schéma de Bernoulli a 3 épreuves.

e Une urne contient 3 boules noires et 5 blanches.
Une expérience consiste a extraire trois boules de I'urne et a noter leur couleur.

Si le tirage se fait avec remise, on est bien en présence d’'un schéma de Bernoulli a trois épreuves, la probabilité

d’un succes (obtenir une boule blanche par exemple) étant 5/8, et celle d’un échec (obtenir une boule noire) 3/8.
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Si par contre le tirage a lieu sans remise, nous ne sommes plus en présence d’un schéma de Bernoulli, puisque les épreuves ne
sont plus indépendantes les unes des autres (ainsi la probabilité d’obtenir une boule blanche dépend alors des tirages
précédents).

Quand dans un schéma de Bernoulli ou I’on répéte n fois une expérience de Bernoulli avec un succes
De probabilité p, on s’intéresse au nombre de succés obtenu.

Ce nombre est dans I’ensemble E = {0, 1, 2, ..., n}.

La loi de probabilité sur cet ensemble est appelée la loi binomiale de parametres n et p.

Propriété L'espérance de la loi binomiale de paramétres n et p est égale a np.
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FORMULAIRE — RESUME — MATHS en TERMINALE

COMPLEXES

Professeur sy saidou

Mixv) dans (O ; i. }'] apour affixe z :z—x+iy dans T

Le conjugué de zest: T =x—iy

— T -.

Module de z: |o| = /27 =4fx" 4 y°

Forme trigonométrique : 1= plcosfl+ isind) ob @ = angle (1.OM) [2n]

Forme exponentielle : z = pe™ (avec [ = p et 8 =angle (i,0M) - argument de z)
Conjugué de z: T = pe™"

Soient A et B d'affixes z, zp alors AB a pour affixe 7z -z, et AB= |:B - :A|

Proprictds dex modiles
- I 1 i
K e et

Propridtds dex argiomenis

arg ¢ ¢'=arg ¢ + arg 7’ [3:‘1] arg ( %_} = arg z - arg ' []:‘t] arg T =—arg z [11'!:]

Transformations wstielles

soit une transformation telle que Miz) — M'(Z')

Translation de vecteur u daffixer: £ =z + ¢

Homothétie de centre Q d'affixe wmet de rapport k@ 2" - e= & (z- @)
Rotation de centre © d'affixe wet dangle 8 : 2" - w =" (z- w)
EQUATIONS DU SECOND DEGRE DANS

Soit l'équation az® + bz + ¢ =0 et le discriminant A = b* - 4ac

ll— e
. . . —braaA —bh—4/A c -
si A > 0 alors 2 solutions réelles z, = L I,= al Bl iy =— | tiy=—
d . 2a oo T oa
. : b
si & =0 alors | solution réelle -, = -5
il
' ; —b 4 i4/-A I —iy/-A c —fr
si A < 0 alors 2 solutions complexes ;j = ————— ; ;= ————— el [z, =— | [+, =—
2a - 2a T oow B

siAZOalors az” +bz4c=alz—z)z-z,) et siA—0Oalors ar” +bz+c=aiz-z,)
1/5
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IDENTITES REMARQUABLES
a 4 b"-(a ' b)(a:—ab l b:)

(a+ b)s - +3ahb+3ab” + b
(a-by =a' -3ab+3ab*- b a@-b"a-by(@ +ab+ b )

Professeur sy saidou

i, =, +nr

SUITES
Suites arithmétiques de raison r et premier terme w, alors  u_, =u_+r ou

"I“terme” + "dernier”
2

-

Somme de n termes consécutifs de la suite = "nbre de termes" *
nn+l)

en particulier [ +2+ 34+ .
u_,=qu_ ou u_ =ug"

Suites géométriques de raison g et premier terme 4 alors
mumbvy de rermes

avecq# 1

Somme de n termes consécutifs de la suite = "1° terme” * —
I-¢4
" l— tnd
......... 41" - (x£1)
I-x

en particulier 1+ x4+ x’ 41’ +

FONCTIONS LOGARITHME ET EXPONENTIELLE

“«— () =" Ine=1:Inl=0 : Inab=Ina+Inb

s Inﬁ-lna—lnb
b

(’” - l cuoh = f‘( b ca-l‘
¢
a' =e™ . Ina’ =xlna yme' s> x=Iny
LIMITES USUELLES DE FONCTIONS
5
A ¥ ! 3 . R y . . Inx
Iim Inxy = 4+ lim ¢ = 400 lim ¢" =0 Im — =420 limye' =0 lim — =0
T e g — ek X g ——t L x
e’ Inx
Im — =420 lim — =0 limx"" =0 limx"" =0
Ll S .t L B o .t e L
. sinx . l=cosx . In(l+x :
im 2wl ima—%% T L0 et R oy i
x~~0 X a0 x s

liminx=-x limxlnx«0
e L Pl 1] X

[V
-~
L
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DERIVEES PRIMITIVES

fix) fix) fixd flix) fix) Fix)
k 0 x 1 x !
1 -1 —i 1
- i — nE N ;
r x 4 ! ! ml': 2;.1.'
|
In x - & & a a’ lnea
x
|
e g -gin x sin x CO8 X tan x -
CO&"
Opdrations et application des dirivées
| =u' i’
Uty =ty Ky =k ¥ =a by L oV
() =+ (ku i (6 v) =i v+ [n] oz {1 IJ ﬂ:

g2

Equation de la tangente 4 la courbe C, en Ale fla)) @ v = fla)ix—a)l+ fla)

(0" )= '™ {'r o !,r}' - v ol (&)= u'e”

CALCUL INTEGRAL - EQUATIONS DIFFERENTIELLES

{lnu]'-i
I

Si F primitive ce falors [ f(r)dr = F(b)-F(a) etsi glx)= [ findr alors gix)= fix)

Jorwde=—[ s

[ rwvar= [ rnars [ rmna

[l frspaindi=af firdes pf e
sia=hetf=0alors _,!’:_m}m =0 ;
si asbetms fs M alors mib-a)= [ f(6)dr s M(b-a)

Intégration par parties [ u(en'(1) dt = [uge) vin ] - [uwown) dr
Egua diff

b
Les solutions de y'= ay + & sont des fonctions fix)=Ce™ —— ob C est un réel
i

/5

sia<het f< galorsa J'"fmdr = ‘I'"gmdr
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PROBABILITES

Dénoinbremenis :

n!l=1x2x3x ... xn avec 0! =1 et(n+l)! =n! x (n+l)

i
Le nombre de combinaisons de p Eléments pris parmi n est noté [ ]
P

(e () (M) )

[ myo L
Développement (o + £)" =a” + [ I ]4:"'!; ot [.E]“HF +ot b

Géndralitds : P(AUB) = P(A)+ P(B1-P{ANE) ; P(A)=1-P(A) ; P2)=1; P(&)=0

En cas d'équiprobabilité  P(A) = nombre d'éléments de A . nombre de cas tavm::xhles
nombere d'éléments de 2 "nombre de cas possibles”

P(AN B)

Proba de 8 sachant 4 : P,(H) =
PiA)

5 81 A et B sont indépendants PA N B) = PLA) = P(H)

TRIGONOMETRIE - PRODUIT SCALAIRE

Formules d'addition

cosia+b) = cos a cos b — sin a sin b cos(a-b) = cos a cos b+ sina sin b
sinfa+f) = sin a cos b+ cos a sin b sin{a-1) = sin @ cos b — cos a sin b
Formules de duplication

cos(2a) = cos” o — sin‘e = 2eos” a—1 = 1 — 2sin’ sim{2a) = 2510 o cos a

Vafewrs remarguables

T L 4 T T
i) - — - -
6 4 3 2 .
sin 0 l E ﬂ 1 0
2 2 2
CO8 | ﬂ ﬂ l 0 -1
2 2 2
tan 0 ? 1 ‘\E n'existe pas 0
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Produit scalaire

uet v tels que =0A ; v=OB : soit = unglc((i—l.(TB.l alors u*v =0A* OB = OA x OB x cosf

st u(xiy) et vix'sy') alors ue v = xx'+ yy'

si OB se projette en OH sur OA alors u*v = OA x OH (si les vecteurs sont de méme sens)

ey =-0Ax OH (si sens contraires)

wet v sont orthogonaux <> ueyv=0

Al Khashi - * = b + ¢ =2be cosA

» b r » 3 ‘l-
Théoréme de la médiane : ¢~ + b «2AI" + —

; . il -
Aire du triangle : S = :/u- sinA

2 a b C
Formule des sinus : -

sinA sinB 5 sinC

Equation de droite :

ax + by + ¢ = 0 équation de D qui admet pour vecteur directeur u (-b:a) et normal (" L") v (a:b)

I
A
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