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Cet ouvrage est destiné aux ¢étudiants de deuxiéme année des classes
préparatoires aux grandes écoles et aux étudiants du tronc commun de
technologie des universités ainsi que les étudiants du semestre 3 des
sciences techniques du systéme LMD. Il contient des chapitres de cours et
des exercices résolus a la fin de chaque chapitre. Les solutions sont souvent
détaillées et permette a I’étudiant de compléter sa compréhension du cours et
faire soit méme son évaluation.

Les deux premiers chapitres traitent les outils mathématiques notamment les
torseurs utilisés pour simplifier écriture des équations de la mécanique.

Le chapitre trois décrit ’équilibre statique des solides et les différentes liaisons
entre les solides et les équations qui les régissent.

Le chapitre quatre est consacré a la géométrie des masses donc aux centres
d’inertie et aux tenseurs d’inertie des solides. Savoir utiliser le théoreme de
Huygens permet de résoudre un bon nombre de problémes en mécanique des
solides et vibrations.

Les chapitres cing, six et sept traitent la cinématique du point matériel et la
cinématique du solide indéformables ainsi que les contacts entre les solides. Le
maniement des angles d’Euler et leur assimilation sont indispensables pour la
compréhension de la mécanique des solides.

Les chapitres huit et neuf décrivent la cinétique et les théoremes fondamentaux
de la dynamique et le principe de P'action et de la réaction.

Le dernier chapitre traite la dynamique des solides en mouvements de rotation
autour d’un axe et de leur équilibrage statique et dynamique.

De nombreux exercices résolus dans cet ouvrage montrent aussi la manie¢re dont
il faut utiliser les théoré¢mes généraux de la mécanique et combien il est
important de faire un bon choix des reperes pour la détermination des éléments
cinématiques et cinétiques des solides.

La mécanique est la science qui décrit les lois des mouvements et de ’équilibre.
Elle est a2 la base du dimensionnement des mécanismes, des machines, des
structures, des ouvrages et autres réalisations de ’homme.

Jespere que le lecteur ayant utilisé 'ouvrage pourra a la fin, en utilisant les
torseurs des actions mécaniques et les différentes liaisons, écrire les équations de
mouvement d’un mécanisme quelconque et résoudre le probleme.

Je tiens a remercier, toutes celles et ceux qui voudrons me faire parvenir leurs
critiques, remarques ainsi que leurs suggestions afin d’améliorer le contenu de cet
ouvrage.

L’auteur
Email : kadikali@yahoo.fr



Préface

Quand Ali KADI m'a amicalement demandé d'écrire la préface de cet ouvrage, je
n'ai pas hésité a répondre affirmativement. L'occasion qui m'est donc offerte me
permet de m'adresser directement aux étudiants, aux enseignants et ingénieurs
concernés par cet ouvrage. Elle me permet aussi de témoigher toute ma
reconnaissance a l'auteur qui nous a offert, la, un ouvrage fort intéressant
traitant d'un domaine clé des sciences de l'ingénieur, a savoir la « cinématigue et
dynamigue des solides indéformables» ou chaque cours est suivi d'une série
d'exercices corrigés.

L'ouvrage est structuré en chapitres complémentaires les uns des autres,
traitant en détail de la géométrie des masses jusqu'a la dynamique des solides en
passant par les théoremes fondamentaux de la dynamique et du principe de
l'action et de la réaction. Il s'adresse aussi bien aux étudiants des deux
premieres années des universités, aux étudiants des classes préparatoires aux
grandes écoles, ainsi qu'aux enseignants et ingénieurs. Chacun en trouvera ce
dont il a besoin. L'étudiant, pour approfondir ses connaissances et aller au-dela
des concepts vus aux cours. L'enseignant, pour améliorer sa source de savoir.
L'ingénieur pour en faire une référence indispensable.

L'ouvrage proposé intégre un élément nouveau : l'approche méthodologique de
résolution de problemes. Corollaire dune dizaines dannées de travail
universitaire effectuée par l'auteur, l'approche est construite avec le souci
constant de proposer des exercices corrigés a difficulté croissante, permettant
la maitrise graduelle des principes directeurs du cours.

Enfin, I'heureuse idée d'avoir inclut au début de l'ouvrage une sélection des
principaux outils mathématiques connexes a la compréhension de la science
mécanique, ne peut que renforcer la notoriété de cet ouvrage.

Professeur Kamel BADDARI
Doyen de la faculté des sciences
Université de Boumerdeés

Algérie
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CHAPITRE |

LES OUTILS MATHEMATIQUES
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LES OUTILS MATHEMATIQUES

La modélisation de I’espace réel, considéré dans le cadre de la mécanique classique comme
étant a trois dimensions, homogene et isotrope suppose I’introduction d’outils mathématiques
tel que les vecteurs, et les notions sur les torseurs. Dans cette partie nous présenterons les
rappels et I’ensemble des opérations mathématiques sur les vecteurs. Nous développerons
aussi I’étude sur les torseurs qui sont des outils mathématiques trés important en mécanique
classique, notamment en mécanique des solides. L’utilisation des torseurs en mécanique
permet de simplifier I’écriture des équations relatives aux grandeurs fondamentales de la
mécanique.

1. Opérations sur les vecteurs

Dans tout ce qui suit, on s’intéressera a I’ensemble E des vecteurs \7 de I’espace usuel. E est
un espace Euclidien a trois dimensions.

2. Définition

Un vecteur est un segment de droite OA sur lequel on a choisi une origine O et une extrémité
A ; il est défini par :

son origine ; A_—

sa direction ; /

son sens ,

son module.

—

Par convention on adopte la notation suivante : vecteur : \7 ou OA

3. Classification des vecteurs

Il existe plusieurs types de vecteurs :

- Vecteur libre : la direction, le sens et le module sont donnés mais la droite support et le
point d’application (origine du vecteur) ne sont pas connues ;

- Vecteur glissant : le point d’application (origine du vecteur) n’est pas fixe ;

- Vecteur lié : tous les éléments du vecteur sont déterminés ;

- Vecteur unitaire : c’est un vecteur dont le module est égal a 1.
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4. Composantes d’un vecteur

- o> -
Considérons une base de I’espace R® notée: R, =(O,e,,e,,e,). Cette base est orthonormée

i e.e /b Siis]
S0 si i

La base R, est dite directe si un observateur se plagant a

- —
I’extrémité du vecteur e, verra le vecteur e, tourner vers le

IR
5 _ o €
vecteur e, dans le sens contraire des aiguilles d’une montre.

Dans cette base un vecteur V. de composantes (x,y,z) € R® s’écrirait :

- -

- -
V =xe+ye,+1ze,

N
Les quantités réelles x,y, z sont appelées composantes du vecteur V dans la base R*.

X
La notation adoptée est lasuivante: V= <y

Ro Z
5. Loi de composition interne : Somme vectorielle

- - -
La somme de deux vecteurs V, et V, estunvecteur W tel que:

- - > -

vV V,,V, eR® nousavons W =V,+V, e R®

- -

- - -
Soit (a;,a,,a,) les composantes du vecteur V, d’ou:V, =a,e+a,e,+a,e, et

(b,,b,,b,) les composantes du vecteur V, d’ou:V, =b,e,+b,e,+b,e,

Le vecteur somme est défini par la relation :
W =V,+V, =(a, +b)e+(a, +b,)e,+(a;, +b;)e,

L’élément neutre ou vecteur nul, est noté : 0 = (0,0,0)

5.1 Propriétés de la somme vectorielle

- > o

R
- la somme vectorielle est commutative : V,+V, =V,+V, ;
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B L - - — - - -
- la somme vectorielle est associative : (V1+V2j+v3 =V, + (V2+V3j ;

> -

- I’élément neutre est définipar: V+0=V ;
- Atout vecteur V correspond un vecteur oppose noté —V tel que : V+(—Vj =0

5.2 Multiplication par un scalaire

Si A estun nombre réel et \7 un vecteur, leur produit est un vecteur.

VAeR , ¥V eR® ========> W = AV R’

Le vecteur VT/ est colinéaire au vecteur \7 .

Si le vecteur V a pour composantes (a, b, c) tel que : V= a, ej+ a, e:+ a, ez ; le vecteur w
s*écrirait: W = Aa, ej+ Ja, e:+ Aa, ez

La multiplication d’un vecteur par un scalaire vérifie les propriétés suivantes :

a) Distribution par rapport a I’addition des scalaires : (4, + /12)\7 = /11\7+ /12\7 ;

b) Distribution par rapport a la somme vectorielle : /1(\71+V:) = /1\71+ /1\72 ;

c) Associativite pour la multiplication par un scalaire : 4,(4,V) = 4,4,V

6. Combinaison linéaire des vecteurs

Soit les n vecteurs: V;,V,,V, o Vi V, de I’espace R® et A,,4,, 5, 0emen. A, des
nombres réels. Les vecteurs A4, V,,4,V,, 4, Vy oo, AV, AV, sontaussi des

- - - - - n -
W = AV, + 4, V,+ AVt . + 4.V, =D 4V,
1
Le vecteur W est appelé combinaison linéaire des vecteurs : V,,V, ,V;,...c....... V,

6.1. Dépendance et indépendance linéaire entre les vecteurs
6.1.1. Définition

On dit que les n vecteurs: V,,V,,V,,.viineene, Vi V_ de I’espace R® sont linéairement
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n - -
indépendant si et seulement si, ils vérifient la relation suivante :Z/li V, = 0 entraine que
i

tous les A, sont nuls.

Si les A, ne sont pas tous nuls on dit que les vecteurs sont linéairement dépendant entre eux.

6.1.2. Propriéetés sur I’'indépendance des vecteurs

a) Un vecteur V est a Iui seul un vecteur linéairement indépendant ;

b) Dans un systéme de vecteurs linéairement indépendants, aucun d’entre eux ne peut étre un
vecteur nul ;

c) Dans un ensemble de vecteurs indépendants, tout sous ensemble prélevé sur ces vecteurs

forme un systeme de vecteurs indépendants.

6.1.3. Propriétés sur la dépendance des vecteurs

Si n vecteurs sont dépendants entre eux alors, au moins I’un d’entre eux est une combinaison

L, B -> - - — - 3
lineaire des autres. Soit les n vecteurs: V,,V,,V,,.cccooenrnnn, Vi V, de I’espace R et
A Ay Ag e A, des nombres réels, si ces vecteurs sont linéairement dépendants la relation :
n - -
> AV, =0

Implique qu’il existe des A, non nuls, de telle sorte que la relation puise s’écrire :

AV + ALV, + Vo + +A4,V, =0 quidonne par exemple :
ilvl_—(/IZV2+/13V3+ ............. mnvnj
1:--(,12v2+13v3+ ............. +,1nvnj

1
On dit alors que V, dépend linéairement des vecteurs : V,,V,,...ccccco..... Vv,
Remarque :
a) St V,V, Vs, V. sont linéairement indépendant, alors les vecteurs
VoV V,.V,.1: V.., lesontaussi quel que soit les vecteurs ,V,,,,V, ., ...
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Dans un ensemble de vecteurs linéairement indépendants, chaque vecteur est une
combinaison unique des autres vecteurs.
. - n - - n - . 3
b) Soit W=>a,V, et U=>) BV, deux vecteurs indépendants:
i i
L’egalité entre les deux vecteurs indépendants est équivalente a n égalités entre les nombres
7 - - e
réels: Si W=V < o =4
7. Produit scalaire de deux vecteurs

On appelle produit scalaire de deux vecteurs V, et V, une loi de composition externe qui

- -
associe aux deux vecteurs, un scalaire (nombre reel) noté: V..V, tel que:

diz

Le produit scalaire est nul, si :

VV,.V, eR® =V.V,eR

- - - -
V.V, = cos(V,.V,) ; lerésultat d’un produit scalaire est un scalaire.

= Les deux vecteurs sont orthogonaux ;
= L’un des vecteurs est nul.

7.1 Propriétés du produit scalaire

—

a) linéarite : (V1+V2 j.W =V, W.V,.W

[N].vT/ =z(ﬁ.v7/j

N

b) symeétrie par rapport aux vecteurs : \7\/T/ =VT/\7 donc : \7\7 >0 si V ¢6

- -
Le produit scalaire est une forme linéaire symétrique associée aux vecteurs V. et W .

7.2 Expression analytique du produit scalaire

- o> -
Considérons une base b de I’espace R® notée : b = (e,,e,,e,). Cette base est orthonormée si :

> o 1 sii=]j
ei'ej = . . -
0 si i#] e,
La base b est dite directe si un observateur se plagant a I’extremité
- - —
du vecteur e, verrale vecteur e, tourner vers le vecteur e, e
2

)

dans le sens contraire des aiguilles d’une montre.

D
=
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Soient deux vecteurs V, et V, . Leurs expressions dans cette base sont :

- - - -

V,=ae+a,e,+a,e,

- - - -

V, =b,e+b,e,+b,e,

Le produit scalaire des deux vecteurs est donné par :

- - — - - - - -
V.V, =|ae+a,e,+a,e, |-|be+b,e,+b,e, |=ab, +a,b, +a,b,

7.3. Norme ou module d’un vecteur

- -
On appelle norme ou module d’un vecteur V , note : ’v la racine carrée positive du produit

Nous avons en particuliers : H1\7H = ||l||”JH
i i < e ] <

Deux vecteurs sont dits orthogonaux si et seulement si leur produit scalaire est nul :

scalaire du vecteur par lui-méme.

- < <V + . appelé inégalité triangulaire.

7.4. Vecteurs orthogonaux

- -

A - - -
Si VIW < V.W =0
Si trois vecteurs non nuls sont orthogonaux deux a deux, ils sont alors linéairement

indépendant et ils constituent une base orthogonale dans R?.

7.5. Base orthonormée

Une base est dite orthonormée si les vecteurs qui la constituent sont perpendiculaires deux a

- > -
deux et si leurs normes sont egales a 1. Si b = (e, e,,e;) est orthonormée nous avons alors :

- - - - - -

e,.e, =0 , €.+6,=0 ,  €,.8,=0

-> - ”2 - - 92 - - —E
e,-¢ =6 =1 , e,ee,=6€,=1 , e;.e,=¢;=1
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8. Produit vectoriel de deux vecteurs

Le produit vectoriel de deux vecteurs V, et V, de I’espace R® est un vecteur W

sin(\Z,VZj n

- -

perpendiculairea V, et V, ,définipar: W =V,AV, =

g

‘

- - -
ou n :estun vecteur unitaire perpendiculaire a V, et V,
Le produit vectoriel est nul si :

- Les deux vecteurs sont colinéaires ;

- L’un des vecteurs, est nul.

8.1. Propriétés du produit vectoriel

a) Le module du produit vectoriel est égal a I’aire du parallélogramme formé par V, et V, ;

b) Le produit vectoriel est distributif a gauche et a droite pour la somme vectorielle :
(\Z+\72)/\VT/:\Z/\VT/+\72/\VT/
W A (\Z+\7;)=VT//\ \Z +VT//\\7;

c) Le produit vectoriel est associatif pour la multiplication par un nombre réel :
(AV) AW =A(V A W)
VAIW)=A(VA W)

d) Le produit vectoriel est antisymétrique (anticommutatif)
VAV, ==V, AV,

Si on applique cette propriété au produit vectoriel d’un méme vecteur, nous aurons :

\7/\ \7:—(\7/\ \7)=6
On déduit a partir de cette propriété que : deux vecteurs non nuls sont colinéaires si et

seulement si leur produit vectoriel est nul.

- - - -

Si V.//V, alors V.AV,=0

Eneffetsi V,// V, onpeutécrire: V=1V, = V,AV,=AV,AV,)=0
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8.2. Produit vectoriel des vecteurs unitaires d’une base orthonormée

-> - -
Si b =(e,e,,e;)est orthonormée nous avons :

. - - - - - - - - -
Sens direct : e AR, =6 , e,ANE =6 . E3AR =6,

B - — - - — - — - -
Sensoppose:  e,Ae, =—g, . EAE,=—8 , B AE=-8,

8.3. Expression analytique du produit vectoriel dans une base orthonormé direct

Le produit vectoriel de deux vecteurs V, et V, de composantes respectives dans une base

Xl X2
orthonormée direct R: \71: Y, et \72: Y,
R 141 R 22
X1 Xz lez_zle
VAV, =4Y, A1Y, = 1Z,X,-X,Z,
Zl Zz X1Y2 _lez

8.4. Produit mixte
On appelle produit mixte de trois vecteurs V,,V,,V, pris dans cet ordre, le nombre réel défini
par : Vl.(VZ/\V3j

Le produit mixte est donc un scalaire égal au volume

du parallélépipéde formé par les trois vecteurs.

Le produit mixte est nul, si : £

{

\:

- les trois vecteurs sont dans le méme plan ;

- deux des vecteurs sont colinéaires ;

- I’un des vecteurs, est nul. Vi

On montre facilement que, dans une base orthonormée directe, le produit mixte est un variant
scalaire par permutation circulaire direct des trois vecteurs car le produit scalaire est

commutatif:

Vlo(Vz/\V3j = 30(V1/\V2j =V20(V3/\Vlj
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Remarque :
Une notation simplifiée, dans laquelle les opérateurs n’apparaissent pas, est adoptée dans ce

cas pour faciliter I’écriture des équations vectorielles :
— - — B . . - -
V,+| V, AV, | est équivalent a [ Vs, 3j

nous avons alors : (\Z\ZZ]:(Z\Z\Z):(\ZZ?)
8.5. Double produit vectoriel

Le double produit vectoriel de trois vecteurs respectifs V,,V,,V, estun vecteur W exprimé

- -

par la relation : W =V, A (VZ/\ng. Le vecteur W est perpendiculaire au vecteur V, etau

- -
vecteur formé par le produit : V, AV, , il est donc dans le plan formé par les vecteurs

V, et V,. Levecteur W peuts’écrire: W =aV,+bV,

Nous pouvons présenter cette relation autrement par identification des scalaires a et b, on

obtient :

> o> o > o> >

VIAVuaVy = (VieVy)V, = (VieV,)VY,
Il faut faire attention a I’ordre des vecteurs car le produit vectoriel n’est pas commutatif.

Pour retenir cette formule, il est plus simple de I’écrire sous la forme :

9. Projection des vecteurs

9.1. Projection orthogonale d’un vecteur sur un axe
Soit V un vecteur quelconque, et (A) un axe de I’espace défini par son vecteur unitaire u .

La projection orthogonale du vecteur V est la composante V, de ce vecteur du cet axe.
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9.2. Projection orthogonale d’un vecteur sur un plan

Soit V un vecteur quelconque, et () un plan de I’espace défini par lanormale n. La

projection orthogonale du vecteur V est la composante V_ dans le plan.

IR
Le vecteur V a deux composantes I’une dans le plan et I’autre perpendiculaire au plan. On a

> o> o

ainsi:V, =V -V, =V — (V.n)n

- o> o - > >

Qui s’écrit aussi sous la forme : V_ =(n.n)V — (V.n)n

On retrouve la relation du double produit vectoriel

- - - - - -
entre lesvecteursV et n: V_=nA(MAn)

10. Division vectorielle

- - -

Si XAV =W ,onditque X est le résultat de la division vectorielle de W par V
i)V ne doit pas étre un vecteur nul ;
i) W et V doivent étre orthogonaux

N

- - -
S’il existe une solution particuliere X, , alors elle est la forme X, =aV AW

- -

En remplacant cette valeur dans I’expression )—(>/\V =W on obtient :
0{(\7/\VT/) /\\7 =VT/ = aW(\7.\7) —a\7(\_/).V_\)/) =VT/
Comme \7LVT/ alors \7VT/ =0 ; on obtient :
aVT/ (\7\7) =VT/ = a= Viz

- -

Nous avons aussi : XAV =X, AV = (X-X,)AV =0 cette expression montre que le
vecteur (X— X,) est parallélea V , dans ce cas nous pouvons écrire que :
(X=X,)=A4AV avec AelR ou X =X +4V

V\?;N + AV

finalement : X =
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11. Regle des sinus dans un triangle
Soit un triangle quelconque ABC nous pouvons établir une relation entre les trois cotés et les
trois angles du triangle.

Dans les triangles ABD et CBD , nous avons :
sina:% et sin ,B_ DB

AB
g
d’ou: ABsina = BCsin g a

BC _ AB
sine  sing

On déduit :

De méme pour les triangles AEC et BEC , nous avons :

sina _EC et sin(z-0) _EC d’ou ACsina = BCsin(z —8) = BCsiné
AC BC

On deduit : o= = AC

sinae sing

On déduit finalement une relation appelée régle des sinus dans un triangle:
BC AB AC
sinae sinfg sin@

12. Opérateurs et vecteurs

12.1 Opérateur gradient dans un repére orthonormé R(O, i, ,k)
On défini I’opeérateur vectorielle noté : V = § i +5 j+§ k comme étant la dérivée dans
X z

I’espace suivant les trois directions des vecteurs unitaires.

Le gradient d’un scalaire U est défini comme étant la dérivée vectorielle suivant les trois

—

directions respectives i, j,k par rapport aux variables : x, y, z

éa(]U(x Y, z)_a—UT+%T+%—UE ou é?éau VU
X

oy

Exemple :
U =3xy—-2zx+5yz : a—U:3y—22 , a—U:3x+52 , Q:—2x+5y
OX oy 0z

gradU(x y,z) =By —22) |+(3x+52) j+( 2x+5y)k

Le gradient d’un scalaire est un vecteur.
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12.2 Opérateur divergence dans un repére orthonormé R(O, i ﬁ, ,E)

La divergence d’un vecteur V =V, i+V, j+V, k est déefinie comme étant le produit scalaire

de I’opérateur : 3 :£T+—T+ QE par le vecteur \7 ; note : div\7 = %\7
ox oy oz
— - - - - - 6V
d|v(V) —I+£j+£k (in+vyj+vZ kj:avx+ y+aVZ
oy -~ oz ox oy oz

La divergence d’un vecteur est un scalaire.

12.3 Opérateur rotationnel dans un repére orthonormé R(O, i ﬁ, ,E)

Le rotationnel d’un vecteur V =V, i+V, j+V, k est définie comme étant le produit

vectoriel de I’opérateur : V_£|+ET+QE par le vecteur V ;
oXx oy oz
— > - - — = — o~ 07 - - -
rotV =VaV ; rot(V) = —I+—j+—k AV, i+V j+V, K
oy oz
Le rotationnel d’un vecteur est aussi un vecteur.
o (v v,
x | |y @
. — Vv
Sous la forme matricielle nous aurons : rot(V) = i/\ vV, = Ny _ N,
oy 0z OX
0 v, oV,
— V —_——
0 z ox oy

Remarque :

- -
Si f estunchamp scalaire et A et B deux vecteurs quelconqgues, les relations suivantes
sont vérifiees :

- —

- div(f A)_ deVA + Agradf ;
—— 62 82 62
- rot(rotA) grad(dlvA) — AA , aveC A=—+—5+—;
ox® oy® oz
- rot(f Ay=gradf A A) + f rot(A);

—_

- rot(gradf ) = 0
- div(rot(A):O'

> — > > —o >

- div( A/\ B) = B.rot(A) — A. rot(B)
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EXERCICES ET SOLUTIONS

Exercice 01 :

Deux points A et B, ont pour coordonnées cartésiennes dans I’espace : A(2,3,-3), B(5,7,2)

-
Déterminer les composantes du vecteur AB ainsi que son module, sa direction et son sens.

Solution :
Le vecteur ATB est donne par : ATB = C_)EJF (:)TA = 37+ 4T+ 5?

Son module : AB =+/32 + 4% +5% = /50

Sa direction est déterminée par les angles («, £,60) qu’il fait avec chacun des axes du repére.

-
Ses angles se déduisent par le produit scalaire du vecteur AB par les vecteurs unitaires du

repére orthonormé :

o =(AB,1) : ABei=ABlcosa < cosa=t0ol_ 3 _0a4 = o-6489°
AB 50
B=(AB,]) : ABej=ABLlcosf < cosﬂ—E—L—OSGS — =5554°
e 1 = Jes =" |
0= (AB,K) : ABek = AB.LcosO < cos@=22K_ 5 _0707 = 0-4499°
AB 50

-
son sens : comme le produit scalaire du vecteur AB avec les trois vecteurs unitaires est

positif alors, il a un sens positif suivant les trois axes du repere.

N

K4

»
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Exercice 02 :

— -

La résultante de deux forces F, et F, estégalea50N et fait un angle de 30° avec la

force F, =15N . Trouver le module de la force F, et I’angle entre les deux forces.

Solution :

- >

R=50N ; V,=15N; a=30° ,nousavons: R=F+F, C
Dans le triangle rectangle: ACD rectangle en D, nous avons : 5
AC? = AD? + DC?

AD=AB+BD=F, +F, cosé

DC =F,siné A

On obtient alors : R = (F, + F, cos@)® + (F,sin#)* = F’ + F} + 2F,F, cosé

R?=F2+F2+2FF,cos0 (1)

sinozzc?D = CD= Rsina
Nous avons aussi : cD }: Rsina =F,singd (2)
sinH:F— = CD= F,sind

2

F+F R -F
AD _F + , C0s@ 050 — cosa—F, 3)

= C
R F,

et COSa =

en remplacant I’expression (3) dans (1), on aboutit a :

Rcosa— F
R? = F2 + F2 +2F1F2(%] —F2+F/ +2F,(Rcosa—F,)

2

dou: F,=4R?*-F2-2F(Rcosa—F,)

F, =+/50% ~15% — 2x15(50c05 30° ~15) = 44,44N

L’expression (3) nous donne : cosé = % =0,566 = @ =55,528°

31



UMBB Boumerdes, Faculté des sciences, Département de physique
Cours exercices, Mécanique Rationnelle : TCT et LMD-ST sem :3 A.KADI

Exercice 03 :
Soient les vecteurs suivants : U, = A i+ A, j+ Ak et U,=B,i+B, j+B;k

1) Calculer les produits scalaires : U,.U,, U,.U,,

- -

j+5k , V., =-3i+15]-75k , V.=-5i+4j+k

N
I_

Ondonne:V, =2
2) Calculer V,.V, et V,AV, ;
3) Sans faire de représentation graphique que peut-on dire du sens et de la direction du

vecteur V, parrapporta V, ;

4) Calculer les produits suivants V.« (V,A V,;) et V,AV,A V,) ;
5) Determiner la surface du triangle forme par les vecteurs V, et V,

Solution :

—

1) U,.U,=AB,+AB,+AB, , U.U=A>+A’+A’ , U,.U,=B>+B+B;

2) V..V, = 6-15-37,5= 45

2 (-3 (75-75 [0
VAV, ={-15A{ 15 ={-15+15=40
5 |-75 | 3-3 |0

3) Comme le produit vectoriel des deux vecteurs est nul, alors ils sont paralleles

> o -

AV,=0 = V, IV,

De plus leur produit scalaire est négatif V,.V, =—45, alors les vecteurs V, et V, sont

paralleles et de sens opposés

2 -3 -5 2 |315
4) Vie(V,A V,)=q—-1e|< 15 A4 4 |=1-1e440,5=63-405-225=0
5 -175 1 5 |-45

on peut retrouver ce résultat par la méthode vectorielle :

- -

Nous avons V, /[ V, soit W =V,AV, < lew , calculons V,.W

—

V, LW
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- - -

V,IW et V. IV, = V.IW < V.W=0

2 -3 [-5 2 315 [-198
VIAV,AV;)=<=1A]4 15 A3 4 |=9-1A440,5=4166,5
5 -75 1 5 |-45 (1125

VoAV, A V,)=—198 | +166 j+112,5K

5) Lasurface du triangle formé par les vecteurs V, et V, estdonnée par la moitie du

module du produit vectoriel des deux vecteurs :

Nous avons : \72 /\\73 = 31,57+ 40,57— 4,5E alors :

VZA\/: = /3157 + 40,57 + (-4 5)? =51,50 /v\

_)/\\7 >
5 'VZ ’| _5150 v,
2

c’est la demi surface du parallélogramme :

= 25,75

Exercice 04 :

Soient les vecteurs :
U=2i+6k ,V=8i+yj+zk,P=3i-4]+2k, Q=-2i+y j+12k

— -
1) Déterminer y etz pour que les vecteurs U et V soient colinéaires ;

- -

2) Déterminer lavaleur dey pour que les vecteurs P et Q soient perpendiculaires;

Solution :
2 |8 —6y 0 0
1) SiU etV sontcolinéairesalorssU AV =0 < <0Aqy=1-22+48=<0 = {zy—_24
6 |z 2y 0 B

-

2)Si P et (3 sont perpendiculaires alors : |3 6:0

P.Q=0 < {-4.]y =0 & —6-4y+24=0 yzg
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Exercice 05 :

-> > >
Trouvez le volume d’un parallélépipéde dont les cotés sont les vecteurs : U, P, Q, tel que :

—

U=2i+6],P=3]+5k ,Q=i+4]j-2k,

Solution :
Le volume d’un parallélépipéde est un scalaire positif. On doit utiliser une opération
vectorielle dont le résultat est un scalaire positif : ¢’est le module du produit mixte des trois

vecteurs : v=J.(|3A(3)
2 [0 |1 2 [-26
U.(PAQ)=46«[13A14 | = <6.¢ 5 =-52+30=-22; =

0 |5 |-2 0 | -3

V =

J.(BAé)‘=|—22|=22

Exercice 06 :
La trajectoire d’un mobile dans un repére orthonormé directe R(O, i, j, k) est donnée par les

A " : t?
équations paramétriques suivantes : x = 4t> | y=4(t —3) , 7=3t+t°

N
Montrer que le vecteur vitesse V fait un angle constant avec I’axe oz. Quelle est la valeur de

cet angle.
Solution :
V, =8t
La vitesse du mobile est donnée par : V =<V, =4(1-t*)
V, =3(1+1t?)
Nous avons en effet :

2 4V2 =
go= " Nty j
v v

z z

) 64t? +16(1-t%)*  J6at® +16t* — 32t +16
3(1+1t?) 3(1+t%)
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V1G22t 1) J16(1+1%)°  4(1+t’) 4

tgo = = .
J 3(1+t?) 3(1+t%) 31+t%) 3

tgo :% = ¢ =5313° lavaleur de I’angle est bien constante.

Exercice 07 :
1,22 0
La ligne d’action d’une force F de 800 N, passe par les points Aq 0 et B {122
2,74 0,61

dans un repere orthonormé. Déterminer les composantes de cette force

Solution :

-
- -

- AB . ) . :
Nousavons: AB=AB U,; = U, = AB vecteur unitaire porté par la ligne d’action.

o _AB_ -122i+122j-213k _ -122i+122 ]-213K
®AB[(-122)? + (122)? +(-213)? 2,74

—

U, = 0,445 +0,445 —0,777K
La force E s’écrira :

F = FU,, =800(-0,445 i+ 0,445 j—0,777K) = ~356 i + 356 |- 621,6 k)
Les composantes de la force sont ainsi connues suivant les trois axes du repere.

Exercice 08 :

> o >

Soit un repére orthonormé direct R(O, e, ,e,,e,) dans I’espace vectoriel Euclidien R® a trois

dimensions dans le corps des nombres réels. Soit un axe A(O,u) passant par le point O et de

u1 Vl

L - - —
vecteur unitaire u tel que : u =-<u, , etun vecteur quelconque V =4V,
u3 V3
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Onnote 7, un plan orthogonal a I’axe A(O,u)

1)

2)

3)

4)

5)

. . . - - - - - -
Calculer les produits scalaires suivants: u.u , V.V , u.V ;

- -

- - - -
Déterminer les composantes du vecteur W =uaAV dans le repére R(O,e;,e,,e,) ; En

déduire dans cette base la matrice représentant I’opérateur produit vectoriel noté :
e

Trouver I’expression du vecteur \7u . projection orthogonale du vecteur \7 sur I’axe
A(O,J) ; En déduire la matrice [up] représentant I’opérateur projection orthogonale sur
I’axe A(O,J) ;

- -
Trouver I’expression du vecteur V_ : projection orthogonale du vecteur V sur le plan

7, ; En déduire la matrice [u,[] représentant I’opérateur projection orthogonale sur sur le

plan 7, ;

X
Déterminer I’expression de la distance d d’un point P <y al’axe A(O,u) ; En déduire
R z

I’expression matricielle représentant la distance au carrée : d dans le repére R.

Solution :

1)

2)

Calcul des produits scalaires :
- - 2 2 2 g - 2 2 2 - 4
UeU=U; +Uy +Uy, V.V=V +VS +VS |, u.V=uV,+uV,+uV,

W _ V . - o> -
=UAV dans le repére R(O,e,,e,,e,)

U V1 U2V3 _U3V2
- - - - - 3 - vz -
W =uaAV =|u, |A|V, |=| uV,-uV, | ,sous forme matricielle I’expression s’écrira :
Us V3 l'|1V2 _U2V1

0 -u; wu, [V 0 -u; wu,
W =| u, 0 —-u [V, < W= u, 0 -u |V
-u, U 0 ||V, -u, u 0
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0 -u; wu,
W =[*ulV avec: [fu]=| u, 0 —u, | opérateur produit vectoriel.
-u, u 0

3) Expression du vecteur V, , projection de V sur I’axe A(O,u) dans R

- - -\
Nous avons : 'V, :(V . uju

- - o\ - - - -
V, =V «ulu=(uV, +u,V, +uV)u = (uV, +u,V, +uV, ) u,e+u,e,+Uu,e,

- — -
= (usl +U,U,V, +U,U,V, )e1+ (uluzvl +U2V, +U,U,V, )e2+ (u1u3V1 +U,U,V, +UlV, )e3

ul
“luy (0 U, uV =[ulu]V
u3
ul u12 ulu2 ulu3
Nous avons donc : [u, ]=[u]u™]=|u, [(u, u, u)=|uu, uZ u,u,
u2 ulu3 u2u3 u§

4) Expression du vecteur V_, projection de V sur le plan (z)orthogonal a u

Le vecteur V a deux composantes, I’une perpendiculaire au plan elle est portée par I’axe
(A) et I’autre dans le plan ().

Nous avons alors : V =V +V_ :(\7 . JJJ + \7,,
V. =V—(V . u)u =(u .u)V—(V . uju , on retrouve la forme du double produit

vectoriel d’ou: V, = U/\(V/\ uj . Le produit vectoriel est anticommutatif, alors :

> o - -

VAU=—-UAV =-[*u]V , cequidonne: V :[*u]{—[*u]v}

T

mais nous savons que : [*u]" = —[*u] on a finalement :

- -

V, =Bl ol V] - BT W -,V
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avec [up J=[ul*uf

Développons cette expression :

0 -u, u, [0 u -u,| |ui+ul -uu, -uu,
uo]=Ful*ul =| u;, 0 =-—ul-u, O u |=|-uu, ul+ul -u,u,
-u, u 0 fu =-u O —ul;  —Uu,uy U +ul

sachantque : u/ +u? +uf=1alors: u? +us=1-u’ ,u?+uf=1-u2 ,u’+ul=1-u?

La matrice [u, ] s’écrira:

u;

0 0
1 0|—|-uu, u: -—uu,
0 1| [—-uu, —uu, U

2
1-u; -uu, -uu, 1
[u.]=|{-uu, 1-u? -u,u,|=|0
-uu, —uu, 1-ul 0

Ju, J= ]~ [JuT
ornous avons [u, |=ul*u] = [Fu]*u] =[]-[u]u]

finalement : Furu] + [ulu] =[]
5) Expression de la distance d du point P a I’axe A(O,J)

d = |

Calculons le produit vectoriel : C_)TD/\J

——

Le vecteur OP a pour composantes : OP =r

I
N < X

é%AL(csﬁmﬁjAazgﬁAa

N

I:|T3/\J I:rP ul|sin 90° = I:|T3' =d

nous avons alors :

d? = ((57% Jj . (C_)E/\ Jj nous allons utiliser la régle du produit mixte afin de développer

cette expression.
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/\JJ[C_)_F)’/\ uj (OP/\J C_)_IE’ J) (J,C_)_Is/\ J,(S_F)’j

(¢
i

u,OP,un OTDJ = J (OE’/\ (U/\ OTDD qui s’écrit sous forme :

d2=u.V  avec V= (673/\ (J/\ (TPD

D’apres ce que I’on a vu précédemment, nous pouvons ecrire :

0 -z vy
[*r}: yA 0 -xX
_y O

47 = . [OEA(JA oajj .. [OBA(_ omjj (AT = H ([*r][_*r]m

or nous avons [-*r]=[*r[

dz:F}T([*r][*r]T{J}:[JT[IO{ } avec (* I* r]T) [1,]

y2+z2  —xy — Xz
[I,]=] —-xy x*+22 —yz
- Xz —yz  XP+y?

en faisant intervenir la masse du solide, nous obtenons une matrice de la forme :

_j(yz +2%)dm —'[xydm —szdm
[3,]= s —J'xydm J'(x23+ z%)dm —iyzdm
—ixzdm S —_[yzdm _[(xzs+ y?)dm

S S S a

qui est une matrice tres particuliére que I’on retrouvera dans les chapitres sur la cinétique et
la dynamique des solides.

Elle est appelée matrice d’inertie du solide.
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Exercice : 09

> o -

- -
Résoudre I’équation vectorielle: aanx=b ou a et b sontdeux vecteurs non nuls.

Solution :

- -
L’ équation n’admet de solution que si a et b sont orthogonaux. Soit (z) un plan
- - - B B .
contenant les vecteurs a et x , alors le vecteurs b est perpendiculaire a ce plan (r).
R . . - e e d .
On cherche d’abord une solution particuliere avec un vecteur x, tel que: a et x, soient
- -

- -
deux vecteurs perpendiculairesentreeux: al X, = a. x, =0

- — -
Alorsonaaussi: a A X, =b Multiplions vectoriellement a gauche cette equation par le

- . - - - - - - - -> - - -
vecteur a ,onobtient: a A| a AX,|=a Ab <& ala.x,|-x|a.al=a Ab

R
=b : el S

. en faisant la différence entre ces deux équations, nous
=D

- -

B L, - - - — — - - -
obtenons la solution générale x : a A x—a A X, =0 < a Al X=X, |=0

- - -
Comme le produit vectoriel est nul alors alors a //( X— xoj dou: x-x,=4a

i — - - - B /\g -
Onafinalement: x=x+1a = X=———+41a
a
Représentation géométrique :
A ¢
b
N
XO
— -
a 2 Aa
X
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Exercice : 10

On dispose de deux forces I’'une de 9 N I’autre de 7 N . Comment doit-on les disposer pour
obtenir une résultante de : 16 N; 11,40 ; 3N

Exercice 11 :

Calculer la surface du triangle ABC, ou les sommets ont pour coordonnées dans un repére
orthonormé : A(-1,-3,-2) , B(2, 2,-2), C(3, 2, 4)

Exercice 12 :

Déterminer la résultante des trois forces concourantes au point A(2,2,3) :

7i+25K 3 F,=2i-j+5K ; F,=-3i+j+4K

N
| —

F

-

Calculer: |[Fi—F,|, |[FiaF,| , [Fi+F,

En déduire le module, la direction et le vecteur unitaire porté par la résultante

Que peut-ondirede F, et F, .

Exercice 13 :

-> >

Soit le systéme d’équations vectorielles dans un repere orthonorme direct R(O, i, j, k),

- -
déterminer les deux vecteurs X et Y telsque:

)_()+\_(>=_; @ avec \Z:7|+4j+2k
XAY =V, (2 /. =8i-15+2k

On multiplie vectoriellement a gauche I’équation (1) par le vecteur X puis on applique la

regle de division vectorielle qu’on vient de voir dans I’exercice (09).

- > o

;(/\ ()?H?j = ;(A\Z = XAY = XAV, ,onremplace cette expression dans I’équation (2)

d’ou: XAV, =V, ondéduitd’apres ce que I’on a vue dans I’exercice (9) que :

)_(>=V2 A21 +/1\Z
Vl
. 8 7 . -38
ng -15|A| 4 +/1(7i+4j+2kj :@ -2 +/1(7i+4j+2kj
2 2 137
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X =[ =8 )i 22 aa |1+ [ B 22 |k
69 69 69
On déduit \7 facilement par :
Y =V.— X =(7T+4?+ 2?)—[_—38+mj7—(_—2+4,1ﬁ—[£+2/1)?
69 69 69

> (38 2 137 o
Y=(@+7(1 /1))|+(E+4(1 /1)) ( 69 +2(1—/1)jk

Exercice 14 :

> o >

Dans un repére orthonormé R(O, i, j,k) on donne trois points A, B, C de I’espace ayant pour

coordonnées : A(1,3,4), B(-14,-2), C(0,11). Soit () un plan défini par ces trois points et

N
la normale n a celui-ci.

- o

Déterminer les composantes du vecteur V 3i+ - 4k dans le plan () et suivant la

normale a ce plan.

Solution :
Le vecteur V s’écrirait: V =V, +V,_

o0 V.L(x) et V. e(n)

- - -

Le vecteur unitaire n est perpendiculaire au plan et aussi aux vecteurs AB, AC,BC
A|OrS HOAEZO y H-__ézo y H-é&zo
Nous avons : ATB :—27+ j—6k , AE: :—T—ZT—3E : BC = 7—3 j+3k

—

Soit W =ABAAC=| 1 |An|-2|=| 0 |=-15i+5k

Le vecteur W est perpendiculaire au deux vecteurs AB et AC donc aussi au vecteur BC :

alors il est perpendiculaire au plan () formé par ces trois vecteurs. On déduit le vecteur

unitaire normal au plan () par : ﬁ_@ M
W 106
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On peut Vérifier facilement :

neAB = | Z121+5K .(_zTJ—eEj:so—sozo
J106

n.AC =| T1o1+5k .[_T—zf—3§)=15—15=0
J106

n.BG = | 191+5K .(T—3T+3Ej=—15+15=0
J106

La composante, du vecteur, suivant la normale au plan s’écrirait :

- e bl > - - 1 - -\ \—> 65 -

V., =|V.n|n= 3I+j—4kj. (—15|+5an=——n
( j (( 106 \/106

S 65 > 65 |-15i+5k | 1 ( S e)
VAR - _ = [9757-325k
J106 J106| /106 106

La composante dans le plan () se déduit par :

V. =V-V, = (3?+ T—4Z)—i[975?— 3252) _ L(_ 657 i+ j— 99?)
106 106
Exercice 15 :

N
Déterminer I’expression générale des vecteurs W orthogonaux aux vecteurs :

V,=-i+2j+3k et V,=i+3j-5k. Endéduire les vecteurs unitaires porté par W .
Exercice 16 :

> o o

Soient trois vecteurs libres U, V, W ; montrer qu’il vérifient la relation suivante :
U/\(VAW)+W/\( j+ /\( /\Uj

Solution :

On utilise la formule de développement du double produit vectoriel.

JA(GAW/}V(J. vT/j_vT/(J. \7j
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\X/A(JAV}ZJ(VY/O \7)—\7(\K/A J)
W(MG):W (\7. Jj_J(V. ij
La somme des trois termes donne :
\7(6. Wj_vv( Ue \7}6(\&. GJ_G(W/. ijﬁ (\7. Jj_J(V. vﬂ=
\7(6. wj_v(w. JJ-W(J. \7j+vT/ (\7. Jjﬂj(\ﬁ. GJ_J(G. ij:B
Comme le produit scalaire est commutatif alors :

j=6

[V ) e ] (v Ve U )+ G- ) Ve
Soient deux forces I?1 et FZ faisant chacune respectivement un angle de 25° et 35° avec

=

Exercice 17 :

IR
la résultante R qui a une valeur de 400 N . Déterminer les modules des deux forces.

Solution :
Utilisons la regle des sinus : F,
BC  AB _ AC ~35° R

sin25°  sin35°  singa
a =180°—(25° + 35°) =120°

ornousavons: AB=F , BC=F, et AC=R

Dod: F, =R SN2 _ 95N et F =R M7 _ o5
sin120° sin120°

Exercice 18 :

N

Soit P=2ti+5t2 j—7t°k , Q=-4t3i+10t? j—2tk

1) Verifier les relations suivantes : %[P.Q
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2) Calculer les produits suivants : 5{5/\6} et B/\[B/\ 6}

Soit un vecteur U = o i +t* j—k ; quelle est la valeur de o pour que le vecteur U soit

N
perpendiculairea P.

- o> >

3) Déterminer le volume du parallélépipéde formé par les vecteurs U,P,Q ;

4) Déterminer la composante deQ sur I’axe A passant par les points A(0,0,1) et B(1,2,1)

Exercice 19 :

> o5 o

Soit f unscalaireet A, B, C trois vecteurs quelconques, vérifier les relations suivantes :

——

1) div(f A)_ fd|VA+A gradf ;

-—

2) rot(f A) = gradf A A+ f rot A

> > o

3) AABAC = B(A.C)~C(A.B) ;

-—  — -—

4) rot(rotA) grad(dlvA)

—

5) rot(gradf) = ;

N

6) div( rot K) -0

— - —

7) dIV(A/\ B)_B rotA— ArotB

Solution :

1) div(fZ\)=§(fAX)+%(fAy)+§(fAZ)

oA
_f| B, A +Axﬂ+Ayﬂ+Azi
oXx oy oz OX oy 0z

- -—

= fdivA + gradf

P A, ofA,  OfA, oA, Ai_fai_Aﬂ
ox oy oz oy oy 0z Y o1
2) rot(f Ay =| 2 [a] ta || TAC_ A | g OA g O fOA O
oy Y 0z  0oX az oz oX 0z
P oA, oA | | A, of (oA, o
oz) A, ox oy ox  Yox oy Moy
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OA
([ ) a2 g
oy oz ‘ oy 0z
=| f A _ oA, +Aaf Ag —g_r_a_laf/\A+frotA
0z OX * oz 0z
8A
(| D AN T ﬁ
X oy ) Tx
A, -B,C,
3) AABAC = Ay/\B /\C A /\BC—BC
A, B,C, - B,C,
( ny_Bny) Az( z X_BXCZ
= ( y Z_Bzcy) Ax( x y )
( z X_BXCZ) Ay( y“z )
AB.C,-ABC, -ABC,+ABC,+ABC,-AB,C,
= AZBZCX A,B,C,-ABC,+ABC, +ABC, -ABC,
AB,C,-~AB.C,-ABC,+ABC +AB,C,-AB,C,
B,(AC,+AC,+AC,)-C,(AB +AB,+AB,)
| B,(AC,+AC,+AC,)-C,(AB +AB, +AB,)
B,(AC,+AC, +AC,)-C,(AB +AB, +AB,)
_B(A.C)-C(A.B)
o) (oA, OA)) [O[OA OA | 0(0A OA
x oy e oyl ox oy ) oz\ 0z  oOX
-— oA OA
4) rot(rotA)— 9 A OA, _OA |_| 0|0A ) Of%h OA
oy oz ox oz\ oy oz oX\ ox oy
N\ AN o (on o) oo oA
o) \ X ) \xlaz ox) eyloy a
o(oA, OA BA ) (07 +az 0* A
ox\ ox oy oz ox* oy* ot )"
oA 2 2 2 N
_| 2 6AX+ v A 82+82 82 A, _grad(dlvA) AA
oyl ox oy oz ox° oy® oz
O(0A 9N OA ) (0* o & A
ozl ox oy o1 ox* oy* oz*) °
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o) (o) [2(d)_a(a)) (ot o
X X oy\oz) oz\oy o0yoz oyoz 0
—_— - 2 2 -
5) rot(gradf):iAi= o) ot = or_ot ). 0|=0
oy oy oz\ ox) ox\ oz 00X  OLOX
o || | afef) ofef ot o’f | \0
oz oz) |ox\oy) oylox oxoy  Oxoy
D’une autre maniere :
rot(grad f)=VAV f = f[%% -0
o) (%A A
ox oy oz
6) div( rotA):V.[V/\A]: O, %A A
oy 0z  OX
0| | oA
0z ox oy

_ofoma A a(on oA, 0(0A oA,
ox\ oy oz oy\ oz oX oz\ ox oy
A, O°A, O'A, 0°A, O°A, A 0
OX0y OX0z 0yoz 0Oyox 010X  0Ozoy

D’une autre maniere :

N

div( rot A) = V.

—

VA AJ soit (V/\ A]= B les vecteurs V et A sont perpendiculaires au

- >

vecteur résultat B . Nous avons alors : div( rot A)=V.B

-

Comme VJ_g = §.§=0 d’ou : div(rotA)=0

0
ox| (AB,-AB,
7) div(A/\Bj: aﬁ .| AB, -AB,

y

5| \AB-AB,

0z
=3(AYBZ—AZBy)+ﬁ(AZBX—AXBZ)+3(AXBY—AyBX)
OX oy 0z
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OA oA
g [ A, g (AR, o (A A
oy oz oz oOX ox oy

A8, By} (3B, 0B, ,(B, B
oy oz oz ox L ox oy

— - —>

div(AA B) = B.rotA— ArotB

Exercice 20 :

- - -

Soit unvecteur r =xi+Yy j+zk exprimé dans un repére orthonormé R(O,

N
|

, 1,K).

1) Calculer gfrféa(r) et éﬁa(lj;
.

—

2) Si U(r) estun champ scalaire a symétrie sphérique, montrer que grad (U (r)) estun

vecteur radial ;

—

3) Calculer div(?) et en déduire que pour un champ électrique Coulombien : E = k% ona

—

divE=0 :

4) Montrer que A(1j=0 avec r=0;
r

5) Calculer ro?(?j

Solution :

1 1
1) Nousavons: r=+x>+y2+2% =(x*+y2+2°) et lz(x2+y2+zz)_E

r
o or> or> orp 1> 1o 1o
rad(r)=—i+— j+ —k=x(x>+y*>+z*) 2 i+ y\x* +y* +z°) 2 j+ zx* +y* +2°) 2 k
grad (r) =2 i 20+ k=X y e 2t ey ey 2t e el syt )
deyied 7

_(x2+y2+zz)% o
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e(j a[lj? 8(1]‘? 8(1)*
grad —li+—|=|j+—| = |k
r oX\ r oy\r oz\r

_X(X2+y2+22)_2?—Y(X2+y2+22)_g?—2(x2+y2+22)€§
C Xityjrzk T
3

r

3

(x2 +y’+ 22)2

2) é}jda (U (r)) _ ou(r) T+ ou (r) 3+ ou(r) E _ ou(r) @TJF ou (r) g7+ ou(r)or
OX oy 0z oX 0OX or oy or oz

aU(r)[ar» or arkj au(r) r

or \ox 6yJ 0z o r

3) div(?]: ET+£T+EE (x?+y?+zzj 8y a =3
ox oy oz ax ay oz

4) A(EJ - div(grad (ED - div[— %J =L 3¢ Yegrad (— isj
r r r r r

OX
de méme pour yet z: ai(—isj=3—z , i(_ij=3_z
y

alors, nous obtenons :

A(1j=—i3 (3XT+3—VT 329] e 3rra 23

_ 8( 1} 6( 1J8r 3r x  3x
nousavons ; —| —— |=—| - |—=>-"=
ar 3 6

r r r r re ré r® r: r
9 (x) [2_%
OX oy oz 0
5) rot() i/\y:%—g:0=0
oy 0z OX
0 o _ox| \0
o) o oy

Car x, y ,z: sontdes variables indépendantes
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LES TORSEURS

Les torseurs sont des outils mathématiques trés utilises en mécanique. L’utilisation des
torseurs dans I’étude des systemes mécaniques complexes est trées commode car elle facilite
I’écriture des équations vectorielles. Une équation vectorielle représente trois équations
scalaires et une équation torsorielle est équivalente a deux équations vectorielles donc a six
équations scalaires. Nous verrons dans les prochains chapitres quatre types de torseurs
différents : le torseur cinématique, le torseur cinétique, le torseur dynamique et le torseur des

actions.

1. Moment d’un vecteur par rapport a un point
Le moment M , d’unvecteur V d’origine B ( glissant ou lié) par rapport a un point A est
égal au produit vectoriel du vecteur

position AB par le vecteur V .

-— - " MA(V)
lls’écrit: M, (V) =ABAV | R
\Y
Le triedre formé respectivement par les A
- - - B
vecteurs (AB ,V , M,) estdirect. (A)

Remarque :

Le moment au point A est indépendant M, (V)
de la position du vecteur \7 sur I’axe £ \7 /
(A) . En effet nous avons : \/C

(A~ B

M, (V) = ACAV = (AB+BC) AV

Or nous avons : éE Il \7 = éa)/\\7=6

- - - - >

M, (V) = ACAV = (AB+BC) AV = ABAV
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Le moment M A (V) est perpendiculaire au plan formé par les vecteurs AB et V.

La distance AB est souvent appelée bras de levier.

2. Moment d’un vecteur par rapport a un axe

Le moment M L (V)d’un vecteur V par rapport a un axe (A) défini par un point A et un
vecteur unitaire u, est égal a la projection du moment MA(\/) sur I’axe (A).
M 07) = (M 00
Le moment par rapport & I’axe A est
indépendant du point A.

3. Lestorseurs
3.1. Définition

Un torseur que nous noterons [T ] est défini comme étant un ensemble de deux champs de

vecteurs définis dans I’espace géométrique et ayant les propriétés suivantes :

a) Le premier champ de vecteurs fait correspondre a tout point A de I’espace un vecteur R

indépendant du point A et appelé résultante du torseur [T] ;

-

b) Le second champ de vecteur fait correspondre a tout point A de I’espace un vecteur M ,

qui dépend du point A. Le vecteur M , €stappelé moment au point A du torseur [T]

3.2. Notation

La résultante R et le moment résultant M A au point A, constituent les éléments de

réduction du torseur au point A.

Soit R la résultante des n  vecteurs glissants: V,,V,, Ve V,  appliqués
respectivement aux points: B;,B,,B,,............... B,. Nous pouvons deéfinir a partir de ce

systeme de vecteurs deux grandeurs :

N n
- Larésultantedes n vecteurs: R=)>»V. ;
=1

- n. — -
- Le moment résultant en un point A de I’espace est donné par: M , = z AB, AV,
i=1
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Les deux grandeurs constituent le torseur développé au point A associé au systéme de

-

N
vecteurs donnés. On adopte la notation suivante : [T], =1 R
M A
Remarque : Un torseur n’est pas égal a un couple de vecteur, mais il est représenté au point
A par ses eléments de réduction.
4. Propriétés des vecteurs moments

4.1. Formule de transport des moments

R=>V,
Connaissant le Torseur [T]A =4 _, % _, _ enunpointA de I’espace nous pouvons
M, =Y ABAV,

i=1

déterminer les éléments de reduction de ce méme torseur en un autre point C de I’espace.

Le moment au point C s’exprime en fonction du moment au point A , de la résultante R et

du vecteur éA. Nous avons en effet :

M—; = iégl/\\z = i(é—,&+ ATB:) /\\7i = iéZA\Z + i Agl /\\Z — CAn i\z + i ATB: /\\Z
i1 = = i1 i1 i1

- -

M, =CAAR + M,

M. =M, + CAAR
Cette relation tres importante en mécanique permet de déterminer le moment en un point C en
connaissant le moment au point A.

4.2. Equiprojectivité des vecteurs moments

Les vecteurs moments M A aupoint A et MC

au point C ont la méme projection sur la droite AC :
On dit que le champ des vecteurs moments,
est équiprojectif.

!

M.=M, + CAAR
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La projection du vecteur moment sur I’axe CA revient a faire le produit scalaire avec le

vecteur CA & un facteur multiplicatif prés. Nous avons par la formule de transport :

M.=M, + CAAR

Multiplions cette relation scalairement par le vecteur CA.

CA-M. =CA-(MA + CAAR

~CA-M, + CA.(CAAR)

or CAAR estun vecteur perpendiculaire a CA alors: CA. (C_:A/\ R)=0
on obtient finalement :
CA.-M.=CA.M, ou M..CA=M,.CA
Le produit scalaire est commutatif.

-— -
Cette expression exprime que les projections des vecteurs moments M. et M, sur la droite

CA sont égales.

5. Operations vectorielles sur les torseurs

5.1. Egalité de deux torseurs

Deux torseurs sont égaux (équivalents), si et seulement si, il existe un point de I’espace en
lequel les eléments de réduction sont respectivement egaux entre eux. Soient deux torseurs

[T,] et [T,]telque: [T,], =[T,], égaux au point P, cette égalité se traduit par deux égalités

vectorielles : [T,], =[T,], < _Ri: RZ_H
Mip =My,

5.2. Somme de deux torseurs

La somme de deux torseurs [T,] et [T,] estun torseur [T] dont les éléments de réduction

- -
R et M, sontrespectivement la somme des éléments de réduction des deux torseurs.

{

=L+l o [Tl=12770%
p=Mp+My

l;UJ,
Py
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5.3. Multiplication d’un torseur par un scalaire

—

si fl=2f] < [L="74R avec 1 eIR

i\ZP =4 IVl)lp

ol

5.4. Torseur nul
Le torseur nul, noté [0] est I’élément neutre pour I’addition de deux torseurs. Ses éléments

de réduction sont nuls en tout point de I’espace.

6. Invariants du torseur
6.1 Définition
On appelle invariant d’un torseur [T]P toute grandeur indépendante du point de I’espace ou

elle est calculée.

6.2 Invariant vectorielle d’un torseur

La résultante R est un vecteur libre, indépendant du centre de réduction du torseur, elle

constitue I’invariant vectorielle du torseur [T ]

6.3 Invariant scalaire d’un torseur ou automoment
L’invariant scalaire d’un torseur donné, est par definition le produit scalaire des éléments de

réductions en un point quelconque de ce torseur.

Le produit scalaire R. M . est indépendant du point A. Nous avons vu précedemment la

formule de transport: M. = M A + CAAR ;en faisant le produit scalaire de cette relation

par la résultante R, on obtient :
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on voit bien que le produit scalaire, des deux éléments de réduction d’un torseur, est

indépendant du point ou est mesuré le moment.

7. Axe central d’un torseur
7.1. Définition
Soit un torseur donné de résultante non nulle. L’axe central (A) est défini par I’ensemble des

points P de I’espace tel que le moment du torseur en ce point, soit paralléle a la résultante.

VPeA = Mpza R avec ae<lR

L’axe central d’un torseur est paralléle a la droite support de la résultante du torseur :
Démonstration :

Soient P et P’ deux points de I’axe central, nous pouvons écrire :

-

- -— — —
M,=a R et M, =a'R carlesdeux moments sont parallélesa R

et nous avons aussi par la formule de transport :

M,=M, + PPAR
a Ii):a' I3+ IE’I_D)/\E = (¢ —-a')R= PP'A R
Par définition le vecteur résultat de PP'A R est perpendiculaire a PP' et R ou nul.

La seule possibilité ici est, qu’il soit nul, alorsdanscecas: « =a' et PP'AR=0

PPAR=0 <« PP'// R :d’olIaxe central est parallele a la résultante du torseur.

Nous allons montrer aussi que I’axe central est le lieu des points ou le module du moment

-

M| du torseur est minimum.

Soit P un point appartenant a I’axe central et soit A un point quelconque de I’espace

n’appartenant pas a I’axe central. Nous pouvons écrire par la formule de transport :

M,=M, + APAR
on déduit alors :

-

M.

-

2 — |2 5 5)\2 - -— > -
:HMP + (AP/\R) +2MP.[AP/\R} ornousavons: M, =a R
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-— - S 5)\2 > ([ -
M., =[M; +(AP/\R) +20{R-(APAR

Quel que soit P appartenant a I’axe central le moment en ce point est minimum.

7.2. Symétrie du champ des moments d’un torseur

N

Soit un repere orthonorme direct R(O, x, y, z) dont I’axe vertical est confondu avec I’axe

central (A) = (O, z) du torseur défini au point O par : ], =4R=Rz |
M, =M,z

A N
ZA

>
z

N
X
On défini un autre repére local orthonormé direct en un point A quelconque de I’espace tel

- o

que I’axe Oz reste confondu : R(A,u,v,z) telque uav =12)

L’axe (A,u) rencontre I’axe (O, z) en un point C.

— — —_ =

Onpose OC=hz et CA=Lu d’ol OA=OC+CA=hz+Lu

Par la formule de transport nous pouvons écrire :

M,=M, + RAOA =M, z + Rza (hz+LU)

-

M,=Myz +RLv
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D’aprés cette relation, on constate que les vecteurs moments autour de I’axe central sont
L, - >
situés dans le plan (v, z).

- Si L=Cte alors:MA.Z:MOZ.Z+RLZ.U:MO;

- Le module du moment M, est constantsi L=Cte: M, = \/(MO)Z +(RL)?

On remarque que les vecteurs moments situés a une méme distance L de I’axe central (A) sont
tangents au cylindre de révolution de méme axe (A) .

On constate aussi que lorsque le point A ou est mesuré le moment se déplace le long de I’axe

(C,u), le moment en ce point fait des rotations. Nous avons alors

- pour L=0 M, estparallelea z

-

IR
- pour L>o M, estorthogonal al’axe z

On constate donc une torsion du moment lorsque le point A s’éloigne de I’axe central du

torseur, c’est de la que vient I’origine du mot torseur.

7.3. Equation vectorielle de I’axe central
Soit O I’origine des coordonnées dans un repére orthonormé et (A) I’axe central d’un

- -

torseur [T]. Nousavons: VPe(A) = M,=41 R< M,/ R=>M,A R=0

- - - -

Et MP:M_; + IE’E))/\E = EAMpzﬁ/\Mo + _R)/\PO/\Ez(_))
En utilisant la propriété du double produit vectoriel, on aboutit a :
RAM, + PO(R?})-R (R-PO)=0

OP(R?)=RAM, -R (R.PO) = op=""Mo  (R-OP)p

R: R?

OP =

— R/\_)Mo . (R;OP)FQ
R? R?
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Le premier terme de cette équation est indépendant du point P, on peut le noter comme étant

—  RAM, , _
un vecteur OP, = "0 et le second terme dépend du point P car c’est un vecteur
R2
paralléle @ R . On pose w= A d’ol: OP=OP, + AR

R2

L"axe central du torseur [T] passe par le point P, défini & partir de O par I’équation :

S RaMy e R

OPR, =% et parallele a R donc au vecteur unitaire : U = —-.
2

R IR]

7.4. Pas du torseur

- —
Nous savons que pour tout point P de I’axe central nous avons: M, =4 R

N
Le produit scalaire de cette expression par I’invariable vectorielle R donne :

o

M,

_I\ZP.I3=1 R-R dol: A

D

-— -
Comme le produit M. R est I’invariant scalaire du torseur, la valeur A est indépendante

du point P. A est appelée *’ Pas du torseur’’ elle n’est définie que si: R = 0

8. Torseurs particuliers
8.1. Glisseur
8.1.1. Définition

Un torseur de résultante non nulle est un glisseur, si et seulement si, son invariant scalaire est

nul. Cette définition peut se traduire par :[T] est un glisseur < I[T] :LVI P:R =0 VP,
avec R=#0

On sait que I’invariant scalaire est indépendant du point P ou il est calculé. Comme la
résultante n’est pas nulle alors on peut dire que : un torseur est un glisseur, si et seulement si,

il existe au moins un point en lequel le moment du torseur est nul.
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8.1.2. Moment en un point d’un glisseur

Soit [T] un glisseur donné. Il existe au moins un point ol le moment du glisseur est nul.

Soit A ce point, nous pouvons écrire : M,=0,

Par la formule de transport le moment en un point P quelconque s’écrit :

M, =M, +RA AP

M,=RA AP
Cette relation exprime le vecteur moment en un point P quelconque d’un glisseur dont le

moment est nul au point A.

8.1.3. Axe d’un glisseur

Soit [T] un glisseur donné et A un point quelconque tel que : M, =0,

Cherchons I’ensemble des points P pour lesquels le moment du torseur est nul :

Si M =0 < RA AP =0 ; cette relation montre que le vecteur AP est colinéaire 2 la
résultante R.

L’ensemble des points P est déterminé par la droite passant par le point A et de vecteur

unitaire paralléle a la résultante E& :

Cette droite est appelée axe des moments nul du glisseur ou axe du glisseur. Elle représente
I’axe central du glisseur.

Un torseur de résultante non nulle est un glisseur, si et seulement si, son invariant scalaire est

nul.

8.2. Torseur couple

8.2.1. Définition

Un torseur non nul est un torseur couple, si et seulement si, sa résultante est nulle.
- -

R=0

Cette définition se traduire par : [T] estun torseur couple < B
3P telque: M, #0
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8.2.2. Propriétés du vecteur moment
Le moment d’un torseur couple est indépendant des points de I’espace ou il est mesuré.

Nous avons : V, =V, tel que:

R=V,+V,=0 = V,=-V,
Le moment en un point A quelconque de I’espace est donné par :

- - - - > >
-

M, = APAV,+ AQAV, = APAV,— AQAV,

M, = A_IS/\\Z— A?Q/\\Z =(§_F)’/\\Z

On voit bien que le moment au point A est indépendant

du A. on va montrer qu’il est aussi indépendant des points P et Q.

- -

Eneffetnousavons: M, =QPAV, = (QH+ HP) AV, = HPAV,

H est la projection orthogonale du point P sur la droite support du vecteur V, .

En réalité le moment d’un torseur couple ne dépend que de la distance qui sépare les deux

droites supports des deux vecteurs, il est indépendant du lieu ou il est mesuré.

8.2.3. Décomposition d’un torseur couple

—

Soit [TC] un torseur couple défini par : [TC]{Q . Ce torseur couple peut étre décomposé

M

en deux glisseurs [T,] et [T,] tel que: [T ]=[T,]+[T,] ou les deux glisseurs sont définis

comme suit: [T, ]

M=M,+M,, ou Pestunpointquelconque

-— - -— -

Les invariants des deux glisseurs sontnuls: I, =M. R, =0 ; I,=M,,. R, =0
Il existe une infinité de solution équivalente a un torseur couple.
Le probleme est résolu de la maniére suivante :

a) on choisis un glisseur [T,] en se donnant :

—

- larésultante du glisseur : R, ;
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- I’axe (A,) du glisseur, défini par un point P, tel que: (A,) = (Pl,l‘zl)

b) Le glisseur [T,] est défini alors par :

- sarésultante R, =-R, ;
- sonaxe (A,) est déeterminé facilement car il est paralléle a (A,) ; il suffit alors de

connaitre un point P, de cet axe. Le point P, est déterminé par la relation suivante :

— -

RAPP, =M

Cette relation détermine la position du point P, de fagon unique.

9. Torseur quelconque
9.1. Définition

Un torseur est quelconque, si et seulement si, son invariant scalaire n’est pas nul.

-

[T] estun torseur quelconque < ReM, =0

9.2. Décomposition d’un torseur quelconque

Un torseur [T] quelconque peut étre décomposé d’une infinité de fagon en la somme d’un

torseur glisseur [T, |et d’un torseur couple|[T, ].

Nous procédons de la maniére suivante :
a) Choix du point P

On choisit un point P ol les éléments de réduction du torseur [T] sont connus :[T]{

Le choix du point P dépendra du probléme a résoudre, on choisit le point le plus simple a

Me

déterminer. Une fois que le choix est fait, la decomposition du torseur quelconque est unique.

b) Construction du glisseur [T, ]

— -
- larésultante égale a la résultante du torseur quelconque : R, =R , avec son axe qui passe

par le point P déja choisi ;

—

- -
- Le moment est nul sur cetaxe : M,, =0

63



UMBB Boumerdes, Faculté des sciences, Département de physique

Cours exercices, Mécanique Rationnelle : TCT et LMD-ST sem :3

Le glisseur [T, ] aura pour éléments de réduction : [T,]=1

c) Construction du torseur couple [T, ]

B - -
- larésultante estnulle: R, =0

A.KADI

- -
- Le moment du torseur couple est égal au moment du torseur quelconque: M,, =M,

R, =

Le glisseur [T, ] aura pour éléments de réduction : [T,]=1 |
M,p =

Z| ol

P

On obtient ainsi [T]=[T,]+IT, ]

En chaque point choisi initialement nous pouvons faire cette construction. Tous les glisseurs

obtenus auront la méme résultante. Ils différent par leurs axes mais gardent la méme direction

car ils sont tous paralléles a I’axe portant la résultante du torseur quelconque.

10. Tableau récapitulatif sur les torseurs

Eléments de reduction au point A Construction minimum | Type de torseur
- -
R#0 U lié uni T l
DR n vecteur lié unique orseur glisseur
R . M A = O
R-0 Deux vecteurs lies formant
RN un couple Torseur couple
M,#=0
5 — 6 Un vecteur lié + 2 vecteurs | Torseur quelconque
*Ma# liés formant un couple
- -
R=0 Vv | T |
. ecteurs nuls orseur nu
A=0
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EXERCICES ET SOLUTIONS

Exercice : 01

-

Dans un repére orthonormé R(O, i, j,k), deux points A et B ont pour coordonnées :

A2, 2,-3) et B(5,3,2); Déterminer:
1) Le moment du vecteur glissant AB par rapport au centre O du repére ;

2) Le moment du vecteur glissant ATB par rapport a la droite (A) passant par le point O et le
point C(2, 2, 1)
Solution :

1) Le moment du vecteur AB par rapport au point O est donné par :

2) (3) (13
Mo =OAAAB=| 2 |A|1|=|-19[=13i-19 j—4k ;
~3) (5) (-4

2) Moment du vecteur AT_% par rapport au point a la droite (A) définie par le point O et le

N
vecteur unitaire u tel que :

J—OC—2T+2?+E—1(2?+2T+QJ
OC J4+4+1 3
13 (2 . "
MA:(MO- uju: -19|.=|2|u ==(26-38—-4)u=—-——u ;
R 3 3
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Exercice : 02

- -

Soient les trois vecteurs V, =—i+ j+k ; V, = j+2k , V, =

FaEE PN X
i — j définis dans un repere
e

[

orthonormé R(O, TE) et liés respectivement au points A(0,1,2), B(1,0,2), C(1,2,0)

1) Construire le torseur [T ], associé au systéme de vecteurs V,,V, .V, ;

2) En déduire I’automoment ;
3) Calculer le pas du torseur ;

4) Déterminer I’axe central du torseur vectoriellement et analytiqguement.

Solution :

1) Les éléments de réduction du torseur [T ], sont :

> > o

La résultante : R =V,+V,+V, = T+ 3K

—_ > o > — >

Le moment au point O : IWO =0AAV,+0BAV,+0C AV,

) 0 -1 1 0 1 1 -1 -2 2 -1
Mo =[1|A] 1 |+|O[A|L|(+|2|A|-|=|-2|+|-2|+]| 2 |=|-2
2 1 2 2 2 0 1 1 -3 -1

N

2) L’automoment : A=Fﬁz.|\_/|%O =U+3Ejo(— i—2?—§j=—2—3=—5

- -

R-My, -5 5
R \12+32 V10

4) Equation vectorielle de I’axe central :

3) Pasdutorseur: p=

SiI’axe (A) estun axe centralalors: V Pe(A) = M > =4AR

—

> RA M_;

Son équation vectorielle est donnée par: OP = n? +AR avec Z€lR
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) 0 5 0
OP_1 1Al -2]|+41 :i—3 + 411 :1|+ 3 +A]]+ i+3/1 k
10 10 2 10 10
1 3
X

Si 6)73_ y alors: x:E ; y:—i+/1 et z:i+3/1
, 2 10 10

. 1 9
D’ou : z:—+3 + +3y+—=3y+1
10 (y 10j 10 y 10 Y

L’axe central est une droite dans un plan paralléle au plan (yOz) situé a x :% et

d’équation: z=3y+1

Exercice : 03

- -

Soit le torseur [T, ], défini par les trois vecteurs V.= 2i+3j-7K ; V,=3i— -k ,

-> > >

\73 —_i- 2T+8§ définis dans un repére orthonormé R(O, i, j,k) respectivement au points

s

Ry

2 o0 R,=2i+ j+3k et
2

A(1,0,0), B(0,1,0), C(0,0,1) ; et le torseur [T, ], =
0

M, =-3i+2j-T7k.
1) Déterminer les éléments de réduction du torseur [T, ], , conclusion;
2) Déterminer le pas et I"axe central du torseur [T, ], ;

3) Calculer la somme et le produit des deux torseurs ;

4) Calculer I’automoment du torseur somme .

Solution :
1) Eléments de réduction du torseur:[T,], = _51 _V1+V +V, . B

Mo —OA/\V +OB/\V +OC/\V

- - - -

N
1 =Vt 2+3:0
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1) (-2) (0 3 0 -1 0 -1 2 1
Mo=|0|A] 3 |[+|1|A|-1|+|O0|A|-2|=|T7|+]| O |+|-1|=|6|=1+6]
0) \-7) (0) (-1) (1 8 3) -3 0 0
R =0
[Tl]O: ——)l - -
Myo=1+6]
2) Pas et axe central du torseur [T, ],
5 (20 j+3K | -3i+2j-7k
_ R,-M, ( J j ( . ) _3+2-21 11
Pas du torseur : P, = = = =—-—
R, 4+1+9 14 7
Axe central du torseur : C_)TD:RZA—ZI\AZJHHR?Z
2
—E+2/1
2 -3 2 -13 2 14
= 1 1 5
OP=—|1|A| 2 |[+41]|==| 5 [+ 1|=| —+4
14 14 14
3) (-7 3 7 3 1
—+31
3) Somme et produit des deux torseurs
a) Somme des deux torseurs :
§=R7+ Y =27+_')+3ﬁ
[T]o=[T1]o+[T2]o={ i .

b) Produit des deux torseurs :

[T1]0°[T2]0={R—1> ‘{R—E =F\_;1°M20+F\T2°Mlo=(27+]}+3Ej.(—37+2_j_72j:—25
My (Mg

4) Automoment du torseur somme :

—

R.M, :(27+T+3EJ.(_2T+87—7E):-17

F
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Exercice : 04
On considere les points A(0, 1, 1), B(0, 1, -1), C(1, 1, 1) et D(0, 2, -1) dans un repére

-> > >

orthonorméR(O, i, j, k). Déterminer :

- -
1) Les éléments de réduction du torseur associé aux vecteurs AC et BD ;

2) L’axe central du torseur vectoriellement et analytiquement.

Exercice : 05
Soit A un point de I’espace dans un repere orthonormé R(O,?, j,ﬁ), avec
6A= —%T—%T—%E et un vecteur V, =-3 i+ j+3k dont I’axe passe par le point A .

Soit [T, ], un torseur défini au point O par ses éléments de réduction R, et M 0 telque:

[T] R,=(e—-4)i+a j+3ak
20 M, = (20 +9) j+(—3a—§)k
1) Déterminer les éléments de réduction du torseur [T, ], dont la résultante est le vecteur V, ;

2) Pour quelle valeur de « les deux torseurs sont égaux ;
3) En déduire le pas et I’axe central du torseur [T2 ]O pour cette valeur de « .

4) Calculer le produit des deux torseurs pour a =2

Solution :
1) Eléments de réduction du torseur [Tl]o
- 2> 2 2 -21/9 -3 0
[Tl]0 = Yl :_::IJF stk ; d’ou I\?I10 262\/\\712 -4/9 |[A] 1 |=| 11
My = OAAY, _12/9) (3 ) (-113
\7 =—37+ T+ 3E

[T1]0= = N N
M, =11j-(11/3)k

2) Les deux torseurs sont égaux si leurs éléments de réductions sont égaux.

v <R _3i+ j+3k = (a-4) i+a j+3ak
[T1]0=[T2]0 < e . = - 11~ - 2.
Mo =M, 11j- 7k = (20 +9) + (Ba-2)K
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Cette égalité est vérifiée pour: a =1

4) Pas et axe central du torseur [T, ], pour a=1.

Le torseur s’écrit : [T, ], = _Ez = _3l+ J+3k%
M, =11 - (L1/3)K

- -

R,.M O S = -
Pas du torseur : PZ=2—22°=i(—3|+J+3kj.(1lj—2kj:0
R, 19 3
] 3 H ~ R_;/\M_Z)O S
Axe central du torseur : C’est I’ensemble des point P tel que : OP = Y AR,
2
_E_gi
i . -3 0 -3 5171
OP:1— 1 (Al 11 |+ 1 |= —E+/1
3 -11/3 3
—§+3/1
19

si (X,Y, z) sont les coordonnées du point P alors : nous aurons les trois équations scalaires:

x=—£—3/1 , y=—£+/1 , z:—§+3/1
57 19 19
385

le point P décrit la courbe : 2x+3y+z= o
5) Produit des deux torseurs pour o =2

- R,=—2i+2j+6k
Pour @ =2 letorseur [T,], sécrit: [T,], =1 > S 20
MZO :131—?k

. 7R‘2> :V10M20+R20M102_7
M

20

IvllO
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Exercice : 06
Soient deux torseurs [T, ], et [T,], définis au méme point A par leurs éléments de réduction

dans un repére orthonormé R(O,?,T,ﬁ) :
R, =-3i+2j+2k R,=3i-2j-2K
[Tl]A = E - J - et [TZ]A = —j - i N
M, =4i-j-T7k M,, =4i+ j+7k
1) Déterminer I’axe central et le pas du torseur [T,], ;

2) Déterminer I’automoment du torseur [Tl] montrer qu’il est indépendant du point A ;

A

3) Construire le torseur [T], = a[T,], +b[T,], avec aetbelR ;

4) Quelle relation doivent vérifier a et b pour que le torseur [T]A soit un torseur couple ;

5) Montrer que le torseur couple est indépendant du point ou on le mesure ;

6) Déterminer le systeme le plus simple de vecteurs glissants associés au torseur somme :
T +[T 1,

Solution :

1) Axe central et Pas du torseur [T, ],

Axe central : Il est défini par I’ensemble des points P tel que : (33:—R1A';A1A +/1I3l
1
12 g
-3 4 -3 -12 -3 17
op=t| 2 (Al c1lea 2 |=Lc13]4a] 2 |=|-Bia
17 17
2 ) (-7 2 -5 2 5
-—+24
17
Pas du torseur [T,], : P, :R1°—|\2/|“‘:i(—3?+ 2T+ ZE).(4?—T—76):—§
R? 17 17

N

2) Automoment du torseur [T,], :  R,+M,, = (— 3i+2j+ ZE) . (4?— -7 Ej — 28
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L’automoment est indépendant du point A. En effet, d’apres la formule de transport nous

- - - -

pouvons écrire: M, =M, + ABAR, = R.M,=R.M,+R..

-

ABA R

Lo M A =R M s » onvoit bien qu’il est indépendant du point A.

3) [T],=a[T,], +b[T,], < [T],= R=aR+bR,

-

M, =aM,, +bM,,

], - R——3(a b)|+2(a b)j+2(a b)k
M., =4(a+b)i—(a-b)j-T7(a-b)k

4) Condition pour que [T]A soit un torseur couple :

il faut que larésultante soitnulle: R=0 = a=b

- - -
Le moment dans ce cas seraegala: M,, =4(a+b)i =8ai

— -
5) Le moment d’un torseur couple ou les résultantes R, , R, ont le méme module mais de

sens opposees et appliquées aux points quelconque A et B s’écrit :

—a - -

 —OAAR+OBAR, =OAAR +OBA(-R)
=BA/\R1=(I§H+ HTA)/\F%

- -

:HA/\Rl=—AI_-)|/\F\_’)1:P_\I_->|/\F\?2

{

v
Ry
N

Le moment d’un couple est indépendant de la distance entre les points A et B , il dépend
uniquement de la distance qui sépare les deux droites supports des résultantes. Cette distance

est appelée bras de levier.
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6) Systéme simple de vecteurs glissants associés au torseur somme : [T, ], +[T, ],

Le torseur somme [T ], estdonné par: [T], =4 R=0
M, =8i
La résultante peut étre décomposées en deux vecteurs quelconque de méme module et de sens

opposé dont I’un des vecteurs est placé au point A, on obtient alors :

- X
M, = AAAV+ ABA-V = ABA-V =51 Ma
systeme de deux vecteurs glissants : (A, \7) y
- - - W A B >z
et (B, —V) , telque: V.M, =0 v,

Exercice : 07

Soient deux torseurs [T, ], et [T,], définis au méme point O dans un repére orthonormé

ﬁ :ZSina?+ZCOSaT F? :ZsinaT—ZCOSaT
[Tl]o =3 3 - ] - et [T2]o =15 2 - ) >
M, =acosa i—asina j M,, =—acosa i—asina j
1) Déterminer les pas des deux torseurs ;
2) Quelle est la nature des deux torseurs ;

3) Déterminer I’axe central du torseur [T, ], ;

4) Déterminer Iinvariant scalaire du torseur [T, ], défini par : [T, ], = k,[T,], +k,[T,], ou
ket k, IR ;

5) En déduire I’équation scalaire de la surface engendrée par I’axe central quand k, et k,
varient ;

et [T,], ;

6) Calculer le produit des deux torseurs [T, ],
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Exercice : 08
On consideére deux points A(0, 1, 0), B(0, -1, 0) et deux vecteurs A_\K/I = —maT+ ,BE
[

ATD = maT+ ,BE dans un repére orthonormé R(O, TE) :

1) Déterminer les équations de I’axe central du torseur défini par les vecteurs AM et AP ;
2) Deéduire I’équation de la surface balayée par cette axe lorsque « et g varient en gardant

m constant.
Exercice : 09
Soit [T] un torseur et A un point quelconque de I’espace.
Déterminer I’ensemble des points P tels que le moment M » du torseur [T] au point P soit

paralléle au moment M, du torseur [T] au point A .

Exercice : 10

On applique a un solide de forme quelcongue deux forces tel que : El =—F, =200Nu

aux points A et B du solide.
1) Quelle est la nature du torseur lié aux deux forces ;

2) Montrer que le moment de ce torseur est indépendant des point A et B.
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STATIQUE

La statique est la partie de la mécanique qui étudie I’équilibre des systémes matériels soumis

a un ensemble de forces. Ces systémes peuvent se réduire a un point matériel, un ensemble de

points mateériels, un solide ou a un ensemble de solides. Dans ce chapitre nous analyserons les

actions mécaniques exercées sur ces systemes a travers I’étude de I’équilibre de celui-ci.

Un systéeme matériel est en équilibre statique par rapport a un repére donné, si au cours du

temps, chaque point de I’ensemble garde une position fixe par rapport au repére.

1. Les systemes de forces dans I’espace

Les systemes de forces sont classés en trois catégories :

Concourants : les lignes d’action de toutes les forces du systeme passent par un méme

point. C’est ce que I’on appelle forces concourantes en un point.

- Paralléles : les lignes d’actions des forces sont toutes paralléles, on dit aussi elles
s’interceptent a I’infini

- Non concourantes et non paralléles : les forces ne sont pas toutes concourantes et pas
toutes paralléles.

1.1. Composantes d’une force

- - o> >

Soit une force F appliquée a I’origine O d’un repere orthonormé R(O, i, j, k). Les

composantes de cette force sont définies par :

z Z
A
g F F
Fle/ 0/
> F, i >
2 ; A ;
X X

F=F,+F =Fsin@+ Fcosd = Fsindcose + Fsingdsing + F cosd
F =Fsin@cosg i+ Fsin@sing j+ FcosOk

—

- N N
F=F i+F j+F. k nous avons aussi : F2? =F.° +Fy2 +F?
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1.2. Cosinus directeurs

IR
Les projections de la force F sur les trois axes 0x, oy, 0z
donnent respectivement les angles :

0.,0, ,0. nousaurons alors :

<l

F.=Fcos0, , F, =FcosO, , F.=Fcoso,

N

N

- - - - —
Si i, j,k sontlesvecteurs unitaires du repere nous aurons : F = F, i+ F, j+F_k

F =F(cosd, i+cosd, j+cosd. k)=FA avec A=cos6, i+Cosd, j+CosO. k

-

Le vecteur A a la méme direction que la force F et pour module 1.

cos® 4, +cos’ 6, +cos’ 4, =1

2. Force définie par son module et deux points sur sa ligne d’action
Soient deux points A(x,,v,,z,) et B(x,,v,,z,)appartenant a la droite (A) support de la

force F . Levecteur AB s’écrira: AB = (xg—x)i+(z—y,)j+(zz—z,)k

AB=d_ i+d, j+d. k > B

AB=\|d} +d +d =d A

Soit u le vecteur unitaire le long de la ligne d’action de la force. 1l est donné par :

N

<l

N
X

=AB=dx i+dyj+dzk

Z :l(d;er ;+dZ;)Comme la force est donnée par:
AB |42 4+d?+q? d 7
X y z
- - F —> —> -
F:Fu:;(dxz+dy]+dzk),

. : , d d d
Composantes suivant les trois axes du repere : F, = F d , F,=F— , F.=F—=

d
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3. Equilibre d’un point matériel
On appelle, point matériel, une particule suffisamment petite pour pouvoir négliger ses

dimensions et repérer sa position par ses coordonnées.

Ty

{

{

N
X

\o
<

Un point matériel est en équilibre statique lorsque la somme de toutes les forces extérieures

auxquelles il est soumis, est nulle.

Ces forces peuvent étre coplanaire ou dans I’espace.

- - - - -

- - - -
o+ Fyt Fyt Fyocoe, +F=0 < R=)F=0
i
Une particule soumise a deux forces est en équilibre statique si les deux forces ont le méme
module, la méme direction mais de sens opposé tel que leur résultante, soit nulle.

i -

+F,=0 ; F,-F,=0 = F,=F, F F,

< L >

1

4. Liaisons des solides
4.1. Liaisons sans frottements
Dans le cas d’une liaison sans frottement entre un solide et un plan, la réaction est toujours

normale au plan au point de contact quelques soit le nombre de forces extérieures appliquées

au solide.
7 . -
Mur Ilssi Xf réaction /T\N .
N o~ p ,
F,
E 7
73 v 2
action
E | - - -
N+ P=0 N+ F=0
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Dans le cas d’un contact ponctuel sans frottement, la condition d’équilibre est realisée, si la

somme de toutes les forces extérieures appliquées en ce point est égale a la réaction normale

en ce méme point. N+ Y F, =0

4.2. Liaisons entre solides avec frottements

On pose une piéce de bois en forme de parallélépipéde sur un plan horizontal. Cette piéce de
bois est en équilibre statique. La réaction du plan horizontal est égale et opposée au poids de
la piéce. -

N N N
T
F
P N
o P
Figure :b.1 Figure : b.2

Appliquons graduellement en un point de cette piece une force horizontale F (figure : b.1)

La piéce ne bougera pas tant que cette force est inférieure a une certaine valeur limite, il

existe alors une contre force ; qui équilibre et s’oppose a cette force 17“ ; est appelée
force de frottement statique.

Elle résulte d’un grand nombre de parameétres liés aux états de surfaces, a la nature des
matériaux et aux forces de contact entre la piece et la surface considérée.

Cette force de frottement statique obeit a la variation représentée sur la figure suivante.

Si po est le coefficient de frottement statique (dépend uniquement de la nature des surfaces
de contact) nNOUS pouvons écrire :

A T, : force maximum
de frottement statique

Ny

T : force de frottement

Partie flatique dynamique

v
1l

> Pour que I’équilibre statique soit réalisable il faut que : |T| < z, |N|

> A I’équilibre limite on aura : |;“| = 11, |X7|
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Dans le cas d’une surface avec frottements (figure ci-dessous), la condition d’équilibre

- - - -
s’écrira: N+T+ ZF; =0  (lasomme des actions et des réactions, est nulle)

=
=

N
A
v Tl

[

m

Ho = =189

=
H
RS

La force de frottement T est dirigée dans le

sens contraire du mouvement et I’angle ¢ est appelé angle de frottement statique.

- bd
Si F > |Tm| le solide se met en mouvement de glissement sur la surface.

;=k|xf| avec k < :ﬂ:
Mo et 1g ¢ k

N

Wy
Ce coefficient k indépendant du temps est appelé coefficient de frottement dynamique, il est
aussi indépendant de la vitesse.
Ce tableau reprend quelques coefficients de frottement statiques et dynamiques des surfaces

de matériaux en contact :

Coefficient de frottement|Coefficient de  frottement
statique W dynamique k
Acier / Acier Mouillé 0.1 0.05
0.4
A sec 0.6
Bois / Bois Mouillé 0.5 0.3
Métal / glace 0.03 0.01
Téflon / Acier 0.04 0.04
Cuivre / Acier A Sec 0.5 0.4
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5. Systéme de forces

5.1 Moment d’une force par rapport a un point

-—

Le moment M (F), par rapport a un point O, d’une force F appliguée au point A est égale

au produit vectoriel : A/f(F)O:f)A/\F . Le triedre formé par les vecteurs

—

o) \/vF
V3 A
Remarque :

Le moment d’une force, glissant le long d’un axe
(A), par rapport a un point O est indépendant du point A ou elle s’applique.

M, =OAANF = (OH+ HA)AF avec OH L (A) o
- — — — A M F
M, —OH/\F+HA/\F comme HA I/ F (F)o )
Alors ;IA/\F O d’ou M _5H/\F Ij"
0O
T A
/ H

5.2 Moment d’une force par rapport a un axe

Soit O un point sur I’axe (A) et u vecteur unitaire porté par cet axe.

-— >

On détermine le moment par rapport au point O, noté : M (F)/, , sa projection sur

N

I’axe (A) est donnée par : ]_\7[(1?")/A :(1_\71(1?)/0-;) u

-— >

M(F),
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5.3 Théoreme de VARIGNON

Le moment d’un systeme de forces concourantes en un point A par rapport a un point O est
égal au moment de la résultante des forces par rapport au point O.

Dans les deux cas de figure nous montrerons que le moment résultant est égal au moment de

la résultante des forces du systéme.

figure :a

figure :b

Figurea: Nousavons R = ZE.(A) et le moment au point O est donné par :

i

— — — o

M(R),O ZM (F)—(OA/\F+0A/\F F oo +OANF,

M(R),y = (OAN (Fot Fyt oo +F)

— >

M(R),, = OA/\ZF — OAAR

Figureb: Nousavons R=) F,(M,)

OM, = O+ AM, , OM, = Od+ AM, , eoevvr...... OM , = OA+ AM,
ZM(F),O_OMAF+07\4 T +OM AF,

ZM (F),o = (OA+ AM,) A Fort (OA+ AM ) A Fyt eveeseeesressen 1+ (OA+ AM YA F,
Or xﬂlz./ll?‘i =====> /ﬂ\/?m }? -0 ;  on obtient finalement :

S M, (F) 10 = OAN (Fyt Fyt oo 1 F)=04ArR=M(R),,

82



UMBB Boumerdes, Faculté des sciences, Département de physique
Cours exercices, Mécanique Rationnelle : TCT et LMD-ST sem :3 A.KADI

5.4. Moment d’un couple de forces

Un couple de force est défini par deux forces de méme module, de sens opposée et portées par
deux droites parallélestel que : F, =—-F, ; F, =F,

ZMi(Fi)/O = Ml(F1)/0 +M, (Fz)/o

— > — - — — -

=04 N F+OA,AF, = (—0A,+ OA4,) A F,

N

- R - A
ZMi(F;)/O = A4, AN F, %o
L
£ F
2
o) > R
Yo
Xo

La somme des forces, est nulle mais le moment n’est pas nul. Un couple de force produit
uniquement un mouvement de rotation. Le moment d’un couple est indépendant du point ou
on le mesure, il dépend uniquement de la distance qui sépare les deux droites supports des
deux forces.

e Un couple ne peut jamais étre remplacé par une force unique ;

- -

e Un systeme force couple tel que M LF  peut toujours se réduire en une résultante
unique. On choisit la résultante des forces au point O ou s’applique le moment de telle
sorte que son propre moment soit nul et le moment en ce point serait égal a la somme des

moments de toutes les forces du systéme.

M

B
=y
§¢
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6. Statique du solide
Tous les solides que nous étudierons dans ce chapitre sont considérés indéformables : la
distance entre deux points du méme solide reste constante quels que soit les systémes de

forces extérieures appliqués.

{

On consideére un solide (S) quelconque soumis a des forces : (F}, F, Fy .......... ,F) appliquées

aux points : (M, M,,M,,............. M,)

6.1. Equilibre du solide
Pour que le solide soit en équilibre statique il faut et il suffit que :
- La résultante de toutes les forces extérieures appliquées au solide, soit nulle ;

- Le moment résultant de toutes ces forces en un point O, soit nul.

Un solide (S), soumis a des actions mécaniques extérieures est en équilibre statique si et
seulement si le torseur représentant I’ensemble de ces actions est un torseur nul.

Ces deux équations vectorielles se traduisent par les six équations scalaires suivantes :

R =0 M =0
R=0 = {R =0 et M,,=0 = M, =0
R =0 M, =0

Le systtme est completement déterminé si le nombre d’inconnues est égal au nombre

d’équations indépendantes.
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6.2.Equilibre d’un solide dans un plan

Dans le cas d’un solide soumis a des forces coplanaires, le systéeme précédent se réduit a trois
équations scalaires.

Soit (xoy) , le plan contenant les forces appliquées au solide, nous avons alors :

z=0 et F,=0 © M =M, =0 et M_=M,

Les équations d’équilibre se réduisent a :

Rx:zF;x:O ’ RyZZEyZO ’ M/O:ZMIZ:O
Ex X
i = Ey 1 OAz = yl A; n \
0 0
- /.A'l A\n
L1
0 1.4 A? —
- -— - i = — F2
M, =O0A4,NF, =1y, "y F, = 0 0 e
0 0 xiEy_y[Esz[z ’ V;

M, :ZMI'/O =0

6.3. Réactions aux appuis et aux liaisons a deux dimensions

6.3.1. Appui simple d’un solide sur une surface parfaitement lisse

Les contacts entre les solides sont ponctuels.

Soit (S) un solide reposant sur une surface (P), on dit que le point A du solide est un point
d’appui s’il reste continuellement en contact de la surface (P). Si le plan (P) est parfaitement

N
lisse alors la force de liaison (la réaction R ) au point de contact est normale a ce plan.

>
g(ib
\/
o]
=
&
ol
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6.3.2. Articulation d’un solide

Un point 4 d’un solide est une articulation lorsqu’il reste en permanence en un point fixe de
I’espace.

a) Liaison verrou (Articulation cylindrique)

Les solides sont en contact entre eux suivant une surface cylindrique. Le solide (S,) a deux
degrés de liberté par rapport au solide (S,) : Une translation suivant I’axe Az, et une rotation
autour du méme axe.

A~

X
- (S2)

SU T [
i '

- - -

R,=R, +R, avec R, =0 LaréactionsuivantI’axe de I’articulation (Az) est nulle.

b) Liaison rotule (Articulation sphérique)

g £

Liaison sphérique : 3 degrés de liberté (rotations)

La réaction au point 4 de I"articulation sphérique a trois composantes : R, =R, + R, + R

¢) Encastrement d’un solide
On dit qu’un solide est encastré lorsqu’il ne peut plus changer de position quels que soit les

forces extérieures appliquées. Cette liaison est représentée par deux grandeurs :
-
R : larésultante des forces extérieures appliquées au solide et actives au point 4

-—
M, , . le moment résultant des forces extérieures appliquées au solide par rapport au point A
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=4

{

v

x|
[
M
N
<
>
T
T
3y

=1
=
N

d) Combinaisons de liaisons
Avec ces différents types de liaisons (Appui simple, articulation cylindrique, articulation
sphérique et encastrement) nous pouvons réaliser des comobinaisons qui permettent de

réaliser montages mécaniques statiqguement déterminés.

Exemples:
(1) Appui simple deux fois ' ; |
i i . . [ !
(2) Appui simple et une articulation A 2

(4) Encastrement et appui simple

(3) Encastrement seul

Vv, WY

Ces combinaisons sont dites isostatiques (statiquement déterminées) si le nombre d’inconnues
est inférieures au nombre d’équations indépendantes qu’on peut établir. Certaines

combinaisons ne sont pas autorisees et ne peuvent trouver la solution par la statique seule.
Exemples : 2 appuis articulés, une articulation et un encastrement, encastrement deux fois.

Certaines combinaisons sont hyperstatiques, elles ne peuvent trouver solution par

la statique.
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Exemple : appui simple trois fois

Nous représentons dans le tableau ci dessous les différents types d’appuis et de liaisons et les

composantes des réactions associées a celles-ci.

Type de liaisons

Composantes de la réaction

Appui simple rouleau ou

Surface lisse sans frottement :

—

R : laréaction est normale au point d’appui.

Appui simple avec frottements

R, R, :deux composantes dans le plan de contact

X

Articulation cylindrique d’axe Oz

- - - - i
R.,R, avec R =0 ; Lacomposante suivant I’axe

de I’articulation est nulle

Articulation sphérique > > - .
Pheriq R, R, ,R_ :trois composantes
Encastrement > > -

R,R,R. e M, trois composantes plus le

moment au point d’encastrement.
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EXERCICES SOLUTIONS

Exercice 01 :

Déterminer les tensions des cables dans les figures suivantes :

o

AN _40° 20°
%
400N
figure: 1
Solution :
Figure 1 :

Au point C nous avons :

- - -

T 4T +P=0

La projection sur les axes donne :
— T, €0s40°+ Tz €0s20°=0
TeaSiN40°+ Tz SiN20°-P =0
dou: T., =354N T =2885N

Figure 2 :

Au point C nous avons :

- -

'FCA+TCB +P= 6

La projection sur les axes donne :
— T, SiN70°+T; c0s10° =0
Tea COS70°—TzSiN10°-P =0

d’oli: T, =3390N ; T., =3234N

B

A\70°

A.KADI

figure : 2
Ay
: 3
40° N 20° B
Tea Teg
40° 20° -
C »

AY
A
i
70°
TCA
CLIT~.
5B
v TCB
P
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Exercice 02 :

Une barre homogene pesant 80 N est liée par une articulation cylindrique en son extrémité A
a un mur. Elle est retenue sous un angle de 60° avec la verticale par un cable inextensible de
masse negligeable a I'autre extréemité B. Le cable fait un angle de 30° avec la barre.

Déterminer la tension dans le cable et la réaction au point A.
A
y

7 7>C

/>

Solution :

Le systeme est en équilibre statique dans le plan (xoy), nous avons alors :

N

ZFi:6 N §A+'I?+I3:6 (1)

SMy,=0 & ABAT+ADAP=0 (9

- [ Lcos30° — [(L/2)cos30° >0 - [—T cos60°
AB: ; AD _ ;. P ; _

Lsin30° (L/2)sin30° -P T sin60°
L’équation (1) projetée sur les axes donne: R, —T cos60° =0 (3)

R, +Tsin60°~P=0  (4)

) . o L cos30° —T cos60° (L/2)cos30° 0 0
L’equation (2) s’écrira : . A . + . A =
Lsin30° T sin 60° (L/2)sin30° -P 0

LT cos30°ssin 60° + LT cos60°sin 30° — %cos 30°=0 (5)
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P (e}

b)) = T ZECOSSO =34,64N

3 = R, =T cos60°=17,32N
@4 = R, =P -Tsin60°=30N

d’otl R, =4RZ +R:, =34.64N etl’angle que fait la réaction avec I’axe ox est donné par :

cosé = F;AX =05 = @=60°

A

Exercice 03 :

On maintient une poutre en équilibre statique a I’aide d’une charge P suspendue a un cable
inextensible de masse négligeable, passant par une poulie comme indiqué sur la figure. La
poutre a une longueur de 8m et une masse de 50 Kg et fait un angle de 45° avec I’horizontale
et 30° avec le cable.

Déterminer la tension dans le cable ainsi que la grandeur de la réaction en A ainsi que sa
direction par rapport a I’horizontale.

yA

»
»

P

Solution :

Toutes les forces agissant sur la poutre sont dans le plan (xoy) . Le systéme est en équilibre
statique d’ou

SE-G o RaTsP=0 "

Z_I\Zi,A:S = ATB/\'?+AES/\I3:6 2
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Nousavons T= P , et AB : AG P ) ;
42 2.2 —Tsin15° AR

-P
L’équation (1) projetée sur les axes donne: R,, —T cos15°=0 (3)

_%{4\/5 _%{2\/5 _ a{ 0 _?{—Tc0515°_ F?{RAX

Ay

R, -Tsinl5°-P=0  (4)

L’équation (2) s’écrira : (j\/gj A (::_ (s:?nsi::j N (;g} R [_Opj _ [8}

— 4T [25in15° + 4T~/2 cos15° — 2P+/2 =0 (5)
2P+/2

T- _ — T =35355N
4+/2(c0s15° - sin15°)

(3) = R, =34150N et (4) = R, =59150N

d’ol R, =4/RZ +RZ, =683N et I’angle que fait la réaction avec I’axe ox est donné par :

R
cosd = RAX =0,577 = @ =54,76°

A

Exercice 04 :
La barre AB=L est liée en A par une articulation cylindrique et a son extrémité B, elle repose
sur un appui rouleau. Une force de 200 N agit en son milieu sous un angle de 45° dans le plan

vertical. La barre a un poids de 50 N.

Déterminer les réactions aux extrémites A et B. X A
| P/ AR
B
A B 45°
EO) | G B >
v B W/ﬁ
Solution :

Toutes les forces agissant sur la poutre sont situées dans le plan (xoy) . Le systéme est en

équilibre statique, nous avons alors :
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>F =0 & R4+Ry+F+P=0 (1)
SM,,=0 < ABARg+AGAF+AGAP =0 @)

La projection de I’équation (1) sur les axes donne :
R — FC0s45°=0 (3)
Ry, + Ry —Fsin45°—P =0 (4)

En développant I’équation (2) on aboutit a :

L 0 L/2 — F cos45° L/2 0
A + A ] + A =0
0 Rg 0 — Fsin45° 0 -P
L L FV2 P

LRB—EFcos45°—EP:0 & Rg————-—=0 (5

(5) = R,=9571N
3) = R, =14142 N

4 = R, =9571N; doll R,=,R%+R =170,76N

Exercice 05 :

Une échelle de longueur 20 m pesant 400 N est appuyée contre un mur parfaitement lisse en
un point situé a 16 m du sol. Son centre de gravité est situé a 1/3 de sa longueur a partir du
bas. Un homme pesant 700 N grimpe jusqu’au milieu de I’échelle et s’arréte. On suppose que
le sol est rugueux et que le systéeme reste en équilibre statique.

Déterminer les réactions aux points de contact de I’échelle avec le mur et le sol.

yA
2B R,
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Solution :

] OB 16
AB=L =20m,0OB=16m, Q=700N, P=400N, sina ZE = 2—0 =08 = a=5313°

L’échelle est en équilibre statique. La résultante des forces est nulle. Le moment résultant par

rapport au point A est aussi nul.

Zl?i:% = IR?A+IR?B+(3+I3:6 (1)
SM,,=0 = ABAR,+AGAQ+ACAP=0 0)

Nous avons aussi :

—(—Lcosa) —(—-(L/2)cosa) -—(—(L/3)cosa >(Rg) =2( 0 >0

AB| . ; AG . ; AG . A ; Q ,; P
Lsina (L/2)sinax (L/3)sina 0 -Q -P

La projection de I’équation (1) sur les axes donne les équations scalaires :

-R,, +R; =0 (3)

Ry —Q-P=0 (4)

En développant I’équation (2), on aboutit a :
—Lcosa Rg —(L/2)cosa 0 —(L/3)cosa 0 0
] AN + . AN + i A =
Lsina 0 (L/2)sinx -Q (L/3)sinx -P 0

—RBLSina+Q%COSa+ P%cos(x:O (5)

5) = RB:°95“(9+5) doil R, =3625N
sina\ 2 3

B) = R, =Rz =3625N
(4) = R, =1100N ; ondéduit: R, =115834N
Exercice 06 :

On applique trois forces sur une poutre de masse négligeable et encastrée au point A.

Déterminer la réaction a I’encastrement. l 800N 400N 200N
s
A | I

Z15m: 25m  2m
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Exercice 07 :
Un plaque carrée de coté a, de poids P est fixée a un mur a I’aide d’une articulation sphérique
au point A et d’une articulation cylindrique au point B. Un céble CD inextensible et de masse

négligeable maintient la plaque en position horizontale. Une charge Q = 2P est suspendue au

point E de la plague. Les donnéessont: b = a ; a=30°

Déterminer les réactions des articulations en A et B ainsi que la tension dans le cable en

fonctiondea et P

z z
D D
B0° b B0\ gilb
Bl [
A e R A o .
7 y AN y
a a - l T
E A P c
/ ﬁb / E[ b
X Q X v (3

Solution :

La plaque est en équilibre statique dans le plan horizontale, nous pouvons écrire :

ZE-:B ~ Ry+R,+T+Q+P=0 (1)
SM,,=0 = ABAR,+ACAT+AEAQ+AGAP=0 )

Articulation spheriqueen A: R, ,R, R,
Articulation cylindrique en B et d’axey: R;,,0,Rg,
Le triangle ACD est rectangle en A , et I’angle (DA,DC) = 30° alors I’angle (CA,CD)=60°

—T cos60cos45 —(TV2)/4
La tension aura pour composantes: T =| —T cos60sin45 |=| — (T\/E)/4

T sin 60 (T~/3)/2

95



UMBB Boumerdes, Faculté des sciences, Département de physique

Cours exercices, Mécanique Rationnelle : TCT et LMD-ST sem :3 A.KADI
0 0 i 0 _(a i a ~(al2
Q O |; P 0 |; AB/2a/3|; ACla|; AB|2a/3|; ABla/2
-2P -P 0 0 0 0

Projetons I’équation (1) sur les axes du repére :

R, + Ry —(TA/2)/4=0 ©)
Ry —(TV2)/4=0 4)
R, + Ry, —(T/3)/2-2P-P =0 (5)

L’équation (2) se traduira par :

0 Ry, ) (a) (-(T+2)/4 a 0 al2) (0 (0
2a/3|A| O |+|a|a|-(TV2)/4|+|2al3|A| O |+|al2|A] O |=]0
0 R, ) (0) | (TV3)/2 0 —2p) Lo ) |-P) (o

Le développement de ce produit vectoriel donnera trois équations :

2p V3 4P aP (6)

3 2 3 2

—aT£+2aP+£:O (7)

2 2

2a

5 Re =0 ®)

La résolution de ce systeme d’équations donne :

8 = Ry=0 ; (1) = T=¥P ; 6) = Ry, =-P
3 5.6 5.6

5) = R, ==—P ; 4) =» R, =——P ; 3) = R, =——P

() = Ry =3 () = Ry =" (3) = Ru="

R, =1739P et R, =P

Exercice 08 :

Une enseigne lumineuse rectangulaire de densité uniforme de dimension 1,5 x 2,4 m  pese
120 Kg. Elle est liee au mdr par une articulation sphérique et deux cables qui la maintienne
en position d’équilibre statique, comme indiqué sur la figure. Déterminer les tensions dans

chaque céble et la réaction au point A.
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Ondonne:C(0;1,2;--2,4), D(0;0,9;0,6).

v

Exercice 09 :

Une porte métallique rectangulaire de densité uniforme de dimensions a x b, de poids P, est
maintenue en position verticale par deux articulations, I’une sphérique au point O et I’autre
cylindrique au point A . Une force F est appliquée perpendiculairement au plan de la porte au

point C milieu de la longueur. Afin de maintenir cette porte en position fermée, on applique

un moment M au point A. Déterminer les réactions aux niveau des articulation O et A ainsi
que la force F nécessaire pour ouvrir la porte. Ondonne: a=2m, b =3m, BC=b/2,
M = 400N, P = 800N

AY
Om
- o
B AF&A
C \ b
2
P 0
N e
Solution :
i i 0 i 0
Nous avons: OA=|b|; OG=|b/2|; OC=|b/2
0 al2 a
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i 0 0 F R R,

Etaussi: M=\-M|; P=|-P|;F=|0]|;R, =Ry [; Ry=| O

0 0 0 R, R,

La porte est en équilibre statique, nous pouvons écrire :

> F=0 = IR?(3+IQ_>A+E+I3=6 (1)

ZI\_/I_:,O -0 = OAm F\TB+6_()3/\ F+OGAP =0 (2)

Projetons I’équation (1) sur les axes du repeére :

Rot + Ry +F =0 3)

R, —P =0 (4)

ROZ + RAZ = O (5)

L’équation (2) se traduira par :

0) (R, 0 F 0 0 0 0
bia]l O [+|b/2|{A| 0 |+|b/2|A|-P|+|-M |[=|0
0) (R, a 0/ la/2) | 0 0 0
R, +3F —0 (6)
2
aF -M =0 (7)
“bR,, -2 0 ®)
2
la résolution de ce systéme d’équation nous donne :
(4) = R, =P =800N ; 6) = RAZ=%=—266,66N
7 = F=M=200N; 8) = RAX=;=—100N
a
(5) = R, =-R,, =26666N ; (3) = R, =-R, —F =-100N

on déduit ; R, =849N ; R, =2848N
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Exercice 10 :
Une barre AB de masse négligeable supporte a son extrémité B une charge de 900 N, comme
indiqué sur la figure ci-dessous. Elle est maintenue en A par une articulation sphérique et en

B par deux cables attachés aux points C et D. Déterminer la réaction au point A et la tension

0 3 0 0
dans chaque cable. Données: Al -1,5|;B[0|;C| 3 |; D| 3
1 0 1,5 _115
Yy A
y A
D
e
B
o)
X
NP .

Solution :
Le systeme est en équilibre statique. La résultante des fores est nulle et le moment résultant de

toutes les forces par rapport au point A est nul. Nous avons alors :

Y F=0 =N F?A+'I?BC+'I_'>BD+(3:6 1)
ZMi,A:O 2= AEA§B+AEA?BC+AEAT;D=6 (2)

Noua avons une articulation sphérique en A: R, , R, R,

Déterminons les composantes des tensions dans les cables BC et BD :

Les vecteurs unitaires suivant les axes BC et BD sont donnés par :
> BC _ -3i+3j+15K
* BC \/32 +32+(15°

—_0,661+0,66 j+0,33k

> BD _ -3i+3j-15K
® BD \/32+32+(1,5)2

—_0,661+0,66 j—0,33k
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Les tensions dans les deux cables s’écriront sous la forme :

—

TBC = TBC U_B)c = _0166TBC T"' 0’66TBC _j)+ 0’33TBC E

—

Tap = Tap Ugy = —0,66Tgg i +0,66Tgy j—0,33Tg, K

La projection de I’équation (1) sur les axes donne les trois équations scalaires :

R,, —0,66T,. —0,66T,, =0 3)
Ry, +0,66Ty. +0,66T,, —Q =0 4)
R,, +0,33T,. —0,33T,, =0 (5)

L’équation (2) s’écrira :

3 0 3 — 0,667, 3 —0,66T,, 0

15 |A|-Q [+|15|A| 0,66T;. |+]|15|A| 0,66T,, |=|0

-1 0 -1 0,337, -1) {-0,33T, 0
En développant ce produit vectoriel, nous obtenons les trois équations suivantes :
-Q+(1,5%x0,33)T,. +0,66T,. —(1,5%0,33)T,, +0,66T,, =0 (6)
(-3x0,33)T,. +0,66T,. +(3%x0,33)T,, +0,66T,, =0 @)
-3Q+(3%x0,66)Ty. +(1,5%0,66)Ty. + (3% 0,66)Tyy +(1,5%0,66)T,, =0 (8)

A partir de I’équation (7) on déduit que : Ty =5Tg,
Q

En remplacant dans I’équation (6) on obtient: T, = col

=160,43N

D’ou: T, =802,15N

3) R, =0,66(T, +T,5) = 63530N
4 R, =Q-066(Ty +Tgp) = 264,70N

5) R, =033Ts, —Top) = —156,70N

R, = y/RE +RZ, +RZ, = 705,85N
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Exercice 11 :

Une plaque triangulaire homogene ABC de poids P est lié & un support fixe par
I’intermédiaire d’une articulation sphérique au point A et cylindrique au point C. On donne
OA=0C=0B = a. La plaque est maintenue en position inclinée d’un angle de « =30° par
rapport au plan horizontal (xoz) par un cable inextensible BD, accroché au point D & un mur
vertical. La corde fait un angle de g =60° avec la verticale. Une charge de poids Q = 2P est
suspendue au point B e (yoz).

Le centre de gravité G de la plaque est situé 1/3 de OB a partir de O.

1. Ecrire les équations d’équilibre statique ;

2. Déterminer les réactions des liaisons aux points A et C ainsi que la tension du cable.

AY AY
D

Solution :

Nous avons OA=0B=0C=a : Ong; Q=2P; a=30° , p=60°

R 0 0 0 0
Le point B e (yoz) ; Ry| R, |; Ro| R, | T| Tcosp |; Q[ -2P|; PP
R, Re, -Tsing 0 0
—a a 0 0 2a a a
A 0 ;Cs0 ; Bjasina; Gs(a/3)sina = AE 0 ; ATB asina ; Aé (a/3)sina
0 0 acosa (a/3)cosa 0 acosa (a/3)cosa
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Le systeme est en équilibre statique, nous avons alors :

Y F=0 =N %A+R’%C+'F+6+I3=6 (1)
ZMi/A:O = AEAFZ:+AEA?+AEA5+A6AB=6 (2)

La projection de I’équation (1) sur les axes donne trois équations scalaires :

R, =0 ©)
Ry +Re, +TCOsf~2P-P=0 (4)
R,, +Rg, —Tsinfg=0 (5)

En développant I’équation vectorielle (2), nous obtenons trois autres équations scalaires :

2a 0 a 0 a 0 a 0 0

0 |A|Rg |+]| asina [A| Tcosp |+| asina (A|=2P |+| (@/3)sina (A| =P |=|0

0 R, acosa —Tsing acosa 0 (a/3)cosa 0 0
. . aP

—aTsmasmﬂ—aTcosacosﬂ+2aPcosa+?cosa:O (6)

—2aR, +aTsin =0 @)

2aR;, +aT cos f—2aP -aP =0 (8)

Les six équations permettent de trouver toutes les inconnues :
B = R,=0 6) = T=232P ; (1) = R,=P

8 = R,=092P; (5 = R,=P ; (4 = R, =092P

d’ol: R, =R% +RE +RZ% =1358P ; R =,RZ +RE +RZ =1358P
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Exercice 12 :

Un systeme mécanique composé d’une barre coudée ADE de masse négligeable et d’un
disque de rayon R, de masse négligeable, soudé a celle-ci au point C comme indiqué sur la
figure ci-dessous. La barre est supportée par deux liaisons cylindriques en A et B. On relie le
disque a une poulie fixe par un cable inextensible, de masse négligeable, auquel est

suspendue un poids P. Au point E, dans un plan paralléle au plan (xAz), est appliquée une

force E inclinée par rapport a la verticale d’un angle 4 =30° . Un moment _I\Z est appliqué
a la barre afin de maintenir le systéme en position d’équilibre statique dans le plan horizontal
(XAy). Ondonne F=2P,et a=60°.

1. Ecrire les équations scalaires d’équilibre statique ;

2. En déduire les réactions aux points A et B ainsi que la valeur du moment M pour

maintenir le systeme en position d’équilibre statique dans le plan horizontal (xAy),

ZA

Solution :
Nous avons AC=CB=CD=DE=a ; F=2P; a=60°; pB=60°

La poulie de rayon r est aussi en équilibre statique alors: Tr=Pr d’ou: T=P

0 ) 0 ) Rcosa _|a
A0 : AB<2a; AH a : AE<3a :
0 0 Rsina 0
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R ax Ry —Psina —2Psin g 0

Rl O |; Rl 0 |; T 0 : F 0 : M| -M
R, Re, Pcosa —2Pcos 0

ZI;,:6 = IR?A+ ;+'I?+E:6 (1)
ZI\/I;A:B = R/T+ATB/\I¥B+AT-|/\'F+ATE/\E=6 2)

Projetons I’équation (1) sur les axes :

Ra + Ry —2Psin f—Psina =0 (3)
0=0 (4)
R, +Rg, —2Pcosf+Pcosa =0 (5)

En développant I’équation vectorielle (2), nous obtenons trois autres équations scalaires

0 0 Rg, Rcosa —Psina a —2Psin g 0
-M |[+|2a|A| O |+ a A 0 +|3a A 0 =0
0 0 Rs, Rsina Pcosa 0 —2Pcos g 0
2aR;, +aPcosa —6aPcos =0 (6)
-M —RPCOSZa—RPSin2a+2aPCOSﬁ=0 (7)
—2aRg, +aPsina +6aPsin =0 (8)

Le systeme d’équation permet de trouver toutes les inconnues.

(7) = M =2aPcosp —RP =P(av3-R) = P(,732a—R)

8 = RBX:3Psinﬂ+§sina:%(6+\/§):1,933P

6) = Ry = 3Pcosﬁ—%cosa =;(6\/§—1) = 2,348P
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(5) = R,, =2Pcosi—Pcosa—R,, = —;(2J§+1) = —1116P

4 = R, =Ry =0

Yy

(3) =R, =2Psin+Psina—R,, =;(\/§—2) =0,067P

Exercice 13 :
Soit le systéeme, constitué de deux masses ponctuelles, liées entre elles par une tige homogéne
de longueur AB= L et de masse négligeable. Le systeme est soumis a deux liaisons sans

frottement en A et O. on donne mg =3m, =3m.
1. Trouver I’angle 8, qui détermine la position d’équilibre en fonction de m, d, L. ;

2. En déduire les modules des réactions aux points A et O ;

3. Calculer 9, , lesréactions R, et R, pour L=20cm, m=0,1Kg et d=5cm

Solution :
i d ~ [Lcosd, Ra - Ry sing, 0 0
AO|dtgd, | ; AB| Lsing, | ; R, 0 |; Ry| Rocos@, |; Py| =P, |; Ps| —Ps
0 0 0 0 0 0
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1) le systeme est en équilibre statique :

YFR=0 = R_;+ _;+F?A+_;:6 (1)

1

Z i,A:5 = A6A|30+A73/\|;B -0 (2)
La projection de I’équation (1) sur les axes donne :

R,—R,sing, =0 (3)
R, c0sé, —P, —P, =0 (4)

L’équation (2) s’écrira :

d - Ry sing, L cosé, 0 0
dtgd, |A| R,cosé, |+| Lsing, |A|—-P; |=|0
0 0 0 0 0
P02
dR, cosd, +dR, 2% _p | cosg, =0 (5)

cosd,

L’équation (5) donne: dR,(cos® @, +sin®@,)—P,Lcos* G, =0

—%c ~ 3mgL

dol R, A cos’ 6,

En remplacant I’équation (4) dans I’équation (5) on obtient :
cos® 6, N 6, = Arcos ad e
3L 3L

_PA+PB _ 4mg

2) D’aprés I’équation (4) : R =
)D'ap q ) °  cosd, cosd,

D’apres I’équation (3) : R, =4mgtgé,

3) A.N:pour g=10m/s® nousaurons: 6, =461° , R,=58N , R, =42N

Exercice 14 :

Un disque de faible épaisseur, de rayon R = 30 cm et de poids P = 350 Kg doit passer au

N
dessus d’un obstacle en forme d’escalier de hauteur h= 15 cm sous I’action d’une force F
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horizontale appliquée au point D situé a la méme hauteur que le centre O du disque.
Quelle est la valeur minimale de la force Fnin  pour faire démarrer de disque ?

On considére que les frottements sons négligeables, et on prendra g = 10m/s’ .

F
(0]
R P
S h
& B \\%

Exercice 15 :

Un arbre homogeéne horizontal AB de masse négligeable est maintenu a ses extrémités par une
liaison sphérique en A et cylindrique en B. Au point C est emmanchée une roue de rayon R et
de masse négligeable. Un fil inextensible est enroulé autour de la roue et porte une charge Q.
Une tige DE, de masse négligeable, est soudée a I’arbre au point D . Elle supporte a son
extrémité E une charge P de telle sorte qu’elle fasse un angle de 30° a I’équilibre avec la
verticale, dans le plan (xDz). Ondonne: P=15000N; a=05m; L=1m; R=0,3m.

Déterminer les réactions aux appuis A et B ainsi que la charge Q a I’équilibre statique.

Ol
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Solution :
P=1500N; a=0,5m; DE=L=1m; R=0,3m; AC=DB=2a; CD=4a
(0} (R} (-Lsin30° R A R, 0 0
Nous avons: AB| 8a | ; AH| 2a |; AE 6a ' Ra RAy yRgl O |;Q O ;P O
0 0 —Lcos30° R, Rg, -Q -P

1) le systeme est en equilibre statique :

ZI?,=6 = R1+R2+(3+B=5 (1)
>M,,=0 = ABAR,+AHAQ+AEAP =0 )

La projection de I’équation (1) sur les axes donne :

Ry —Rg, =0 ©)
R,, =0 (4)
Ry +Re, —Q-P =0 ()

L’équation vectorielle (2) se traduit par :

0 Ry R 0 —Lsin30° 0 0
8a|A| O [+|2a|A] O |+ 6a Al 0 |=]|0
0 Rs, 0 -Q —Lcos30° -P 0

En développant cette expression on aboutit a trois équations scalaires :

8aR,;, —2aQ -6aP =0 (6)

RQ - LPsin30°=0 (7

8aR,, =0 (8)

On déduit facilement des six équations scalaires la réaction en A et B ainsi que la charge Q.
8 = R, =0 . () = Q- L—Rpsin 30° = 25000N

6) = Ry = Q40P 29758 5 (5) = R, =Q+P—R,, =19125N

4) =R, =0 ;) >Ry =Ry =0

R, =R, =19125N : R, =R, = 7375N
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Exercice 16 :

Un couvercle homogene ayant la forme d’un demi disque de rayon a de poids P est

maintenu par un axe horizontal AB avec une liaison sphérique en A et cylindrique en B. Une

corde inextensible CD , de masse négligeable est attaché au point C et souléve le couvercle

de tel sorte qu’il fasse un angle o =30° avec I’axe horizontal (oy). L’autre extrémité est

attaché au point D (- a,0, a). Ondonne : OA=0B =a

. . . 4
Le centre d’inertie G du couvercle est situé sur I’axe OC ettel que: OG = 3_a
JT

1. Ecrire les équations scalaires d’équilibre ;

2. En déduire les réactions des liaisons A et B ainsi que la tension de la corde.

7 4 BEEy 7 4 EEsy
D D

<V

X X
Solution :
~(—2a ) —a —-a
Nous avons: AB| 0 | ; AC| acos30° |; AG ﬂcosso"
0 —asin30° 32[
~ " sin30°
3
- > > o _CD
Déterminons les composantes de T, en effet nous pouvons écrire : T =T ug, =T D
7ot —21-0866airioak _ oer 7 4337 f40,750T k
ay/(-1) +(-0,866)? + (1,5)°
R A 0 —-0,5T 0
d’ou Al Ray |» Rg|Rg |5 T|-0433T|; P| O
Ra, Rg, 0,750T -P

25 <

. AN
/
Cc

<V
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1) Le systeme est en équilibre statique :

ZE,=6 = _)A+ _;+'F+I_5=8 (1)
SM,,=0 = ABAR,+ACAT+AGAP=0 @)

La projection de I’équation (1) sur les axes donne :

R, —05T =0 3)
Ry +Rg —0,433T =0 (4)
R, +Rg, +0,750T —P =0 (5)
L’équation vectorielle (2) se traduit par :
—2a 0 -a —-0,5T -a 0 0
0 |A|Rg, |+|(ay/3)/2|A| -0433T |+| (2a3)/37 |A| O |=|0
0 Rg, —(al?2) 0,750T —(2a)/3r -P 0
3 g7s0aT - 24% op 2848 (6)
2 37
2aR;, +0,750aT +0,25aT —aP =0 (7)
—2aR,, +0,433aT +£.0,5aT =0 (8)
2
(6) < 0,432T -0,367P =0 = T =0,849P
P-T
(7) & 2R, +T-P=0 = Ry, =——— =0,075P
(8) < 2R, +0,866T =0 = Rg, =—0,433T =-0,367P
B) & R, -05T=0 = R, =0,5T =0,424P
(4) < R, —0,433T -0,433T =0 = R, =0866T =0,735P

5) < R, +0075P+0750T—-P=0 = R, =0,288P

R, =R% +RZ, +RZ, = Py/(0,424)7 +(0,735)" +(0,288)* = 0,896P

Ry =R +RZ =P/(-0,367)” +(0,075)* =0,374P
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CHAPITRE IV

GEOMETRIE DES MASSES
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GEOMETRIE DES MASSES

Objectifs du chapitre

Afin de comprendre et de pouvoir décrire les mouvements des systémes matériels, il est

important de connaitre la répartition géométrique afin de se préparer aux concepts de

cinétiques et dynamiques des solides.

L’intérét de cette partie est de nous permettre de connaitre un certain nombre de données sur

la répartition des masses des systémes. Nous, nous intéresserons a la détermination :

- des centres de masse du solide

- des moments d’inertie, des produits d’inertie par rapport a des axes et aux tenseurs
d’inertie des solides quelconques dans différents reperes.

L’opérateur d’inertie sert a caractériser la répartition des masses d’un solide, afin d’étudier

par la suite, un mouvement quelconque de celui-ci.

1. Notions de masse d’un systeme matériel

A chaque systéme matériel (S) est associé, une quantité scalaire positive invariable en

mécanique classique, appelée : masse du systeme

La masse d’un solide fait référence a la quantité de matiére contenue dans le volume de ce

solide.

Cet invariant scalaire obgit aux propriétés mathématiques suivantes :

Aditivité des masses

La masse d’un systeme matériel (S) est égale a la somme des masses qui le composent.

Exemple : masse d’un livre = somme des masses des feuilles qu’il contient.

La masse d’un systéeme materiel est définie par la grandeur scalaire suivante :

M = j dm(P)
Pe(S)

L’élément dm(P) est la mesure de la masse

au voisinage du point (P).

111



UMBB Boumerdes, Faculté des sciences, Département de physique
Cours exercices, Mécanique Rationnelle : TCT et LMD-ST sem :3 A.KADI

Un systeme matériel est un ensemble discret ou continu des points matériels ou encore une

réunion d’ensembles continus ou discrets de points mateériels.

1.1. Systemes discrets

La masse d’un systeme discret est la somme des n points matériels discrets de masses m; :

m=>"m,

i=1

1.2. Systémes continus

Si le systeme est constitué d’un ensemble continu de masses, la masse du systeme

s’écrirait sous la forme d’une intégrale continue : m= J'(S) dm(P)

- Le systeme (S) est un volume

La masse s’écrirait : m = Ip(P)dV
\%

p(P) est la masse volumique au point P et dvun élément de volume du solide (S)

- Le systéme (S) est une surface : (cas des plaques fines) I’épaisseur est négligeable

devant les deux autres dimensions.

La masse s’écrirait: m= J-O'(P)dS
S

o (P) est la densité surfacique au point P et dsun élément de surface du solide (S)

- Le systeme (S) est linaire : (cas des tiges fines) les deux dimensions sont négligeables

devant la longueur de la tige.

La masse s’écrirait: m= Ii(P)dI
L

A(P) est la densité linéique au point P et -un élément de longueur du solide (S)

Dans les systemes homogenes (solides homogénes) la densité des solides est constante.
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2. Centre d’inertie (centre de masse) des solides
On appelle centre d’inertie d’un systéme matériel (S) le point G défini par la relation :

IéTde:B

Pe(S)

- - - - -

ou P est un point du solide avec 673:xi+yj+zz et (36=XG I+Ys J+2ZsK

—

- -
Soit O le centre d’un repére orthonormé (O, i, j,k) nous pouvons écrire dans ce

repére : OTD = OE;+ GTD I OPdm = J. OoGdm + _fGP dm alors nous obtenons :
Pe(S) Pe(S) Pe(S)
=0
- 1 . =1 =
0G=—— [OPdm ; 0G==[OPdm
jdm Pe(S) m Pe(S)

Pe(S)

Les coordonnées du centre d’inertie G d’un systéeme homogeéne sont déterminées par des
calculs utilisant les éléments infinitésimaux tel que : dl pour les éléments linéaires, ds pour

les éléments surfaciques et dv pour les éléments volumiques. Ainsi nous pouvons écrire :

jx dm jy dm Iz dm
Xquzl J-X dm, y62%2£ J-y dm , ZG:&ZE '[Z dm
j dm m Pe(S) I dm m P(S) J« dm m P(s)
Pe(S) P&(S) Pe(S)
Remarques :

- Le centre d’inertie des masses homogenes coincide avec le centre d’inertie de leurs
volumes s’ils sont volumiques ou de leurs surfaces s’ils sont surfaciques.
- Si le solide présente des éléments de symétrie (axes ou plans) son centre d’inertie est

nécessairement situé sur ces éléments de symeétrie.
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3. Centre d’inertie d’un systeme composé

Dans la réalité c’est le cas le plus souvent rencontré, les calculs sont élémentaires en
résonnant sur chacun des €léments qui composent les systémes.

On détermine d’abord le centre d’inertie de chaque élément A, du systéme au point G; , puis
on détermine le centre d’inertie G du systeme comme barycentre des points G; .

Soient les éléments d’un systéme cOmpoSe: A, A, e, ,A, ayant pour centres

d’inertie respectifs : G,,G,,...cccceovrvrinennnen. ,G_ayant pour vecteurs positions dans un repere

N

ROV, 1K) & ol r

y
L7
>

ou A, estlai®™

n )

quantité.
Elle peut étre un élément de longueur, de surface, de volume ou de masse.

Le centre d’inertie du systéme aura pour coordonnées :

ou: X, Y,, z, sontlescoordonnées des points G; ou I’élément A, est concentré.

Si les A, sont des éléments de masses alors on peut écrire :
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4. Théoreme de Guldin

Une seconde méthode pour la détermination des centres d’inertie des solides linéaires ou
surfaciques homogeénes fut trouvée par Guldin. Elle consiste a faire tourner ces solides autour
des axes qu’ils n’interceptent pas. Les solides linéaires décriront des surfaces et les solides
surfaciques décriront des volumes.

4.1. 1*" Théoréme de Guldin

La surface S engendrée par la rotation d’un arc de courbe de longueur L autour d’un axe (A)
sans I’intercepter dans son plan est égale au produit de la longueur L de I’arc par la longueur

de la circonférence 2 7 R, décrite par le centre d’inertie G de I’arc de courbe.

Soit L lalongueur de I’arc et R; sont centre d’inertie.
L
La longueur (périmétre) décrite par la rotation du centre d’inertie G s
R
par rapport a I’axe (A) estdonnée par: 2z R; , alors la surface o
décrite par cet élément est égale a :
LI S/A
S,=27 R; L d’ou RG:2 C
T
(A)
N N : - S
Dans le cas d’un systéme homogéne de plusieurs éléments on aura: R, = —2ak/a_
272- Ltotale
. 7 » - S/oy
si I’axe (A) represente I’axe (O, y) nous aurons : X, = L
T

. , - S
si I’axe (A) represente I’axe (O, x) nous aurons : Y. :ﬁ
T

4.2. 2ieme Théoréme de Guldin

Une surface plane homogéene S , limitée par une courbe fermée
simple et tournant autour d’un axe (A) sans le rencontrer
engendre un volume V.

Le volume V engendreé est égal au produit de la surface S

par la longueur du périmetre 2z R, décrit par le centre

d’inertie G de cette surface autour de I’axe (A) .
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Soit S lasurface et R; ladistance de son centre d’inertie a (A) .
La longueur (périmetre) décrite par la rotation du centre d’inertie G par rapport a I’axe (A)

estdonnee par: 27z R, , alors le volume décrit par cette surface est égal a :

. \Y
V,, =27 R, S dol R, =—1%-
271 S
Dans le cas d’un systeme homogene composé de plusieurs surfaces on aura :
R _ Vtotale/A
o = —aeia
27[ Stotalle
T 7 y - Vtotal/oy
si I’axe (A) représente I’axe (O, y) nous aurons : X, = 7S
VA

totale

. ] > \
si I’axe (A) represente I’axe (O, x) nous aurons : y. =$
T

totale

5. Opérateur d’inertie (tenseur d’inertie) : Moment d’inertie et produit d’inertie

La notion d’opérateur d’inertie permet d’exprimer les divers torseurs, déja vue précédemment,

afin de faciliter I’étude de la cinétique et de la dynamique des solides.

5.1 Opérateur produit vectoriel

- -

Considérons deux vecteurs u et V dont les composantes sont exprimeées dans une base
-
i

orthonormée directe R(O, TE) :

- > 2o v PO S
u=u,i+u, j+u k , V=Xi+Y j+Zk
u, X u,Z-u,Y
Le produit vectoriel des deux vecteurs s’ecrit : uAV =|u, |A|Y |=|u,X -u,Z
u, Z uy —-u,X
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- -
Comme le vecteur u est connu et V quelconque, on constate que I’on peut passer du

> o

N
vecteur V au vecteur uAV  par une opeération linéaire tres simple a vérifier. Le produit
vectoriel est distributif, par rapport a I’addition et a la multiplication, nous pouvons alors

écrire :

vV 2elR et ¥V elR® ona: UAAV = A(UAV)

-> o

- - 3 . - - - -
vV,,V, € IR® onaaussi : uUa(V;+V,)=UAV,+UAV,

- >

IR
on peut conclure que I’on passe du vecteur V au vecteur uaV , par application d’un

opérateur linéaire que I’on notera : [A] ; d’ou I’écriture: uAV =[AV qui se traduit sous
i

forme matricielle dans la base orthonormée R(O, i, j,E) par :

u,Z-u,Y 0 -u, u, |X X
uX-uZl=lu, 0 -u|Y|=[A]Y
uy-u X —-u, u, 0 | Z Z
0 -u, wu
La matrice | u, 0 —u, | estantisymetrique dans cette base.
-u, u, 0

Pour déterminer le tenseur d’inertie, nous avons besoin d’un nouvel opérateur qui est le

double produit Vectoriel : (U/\ VA u)]=—(UA(uAV)j car le produit vectoriel est

antisymetrique. D’apres les relations précédentes, nous pouvons écrire cet opérateur sous la

forme : (J/\ (J/\\7)) —UA ([A]V) ~[AFV.
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Cet opérateur est aussi un opérateur linéaire et son écriture sous la forme matricielle dans la

2 2
- - - _(Uy+uz) UXUy u,u,
base R(O, i, j,k) estlasuivante: [A] =| u,u, —(u?+u?) u,u,
uu, u,u, —(uf +uj)

On voit bien que la matrice [A]* est symétrique et de méme pour la matrice [B]=-[A] |

alors nous utiliserons cette derniére afin de représenter les tenseurs d’inertie d’un solide dans
-
i

une base orthonormée R(O, i TE)

5.2. Opérateur d’inertie
5.2.1. Définition du moment d’inertie d’un solide

Soit un solide de masse dm lié a une tige (AA’) de masse négligeable, en rotation autour

d’un axe (A). Si on applique un couple au systeme (tige + masse), il se mettra a tourner
librement autour de I’axe (A) . L’étude dynamique de ce systeme se fera dans les prochains
chapitres. Le temps nécessaire a cet élément de masse dm pour atteindre une vitesse de
rotation donnée est proportionnel & la masse dm et au carré de la distance r qui sépare la
masse de I’axe (A). C’est pour cette raison que le produit  r’dm est appelé moment

d’inertie de la masse dm par rapport a I’axe (A) .

5.2.2. Matrice d’inertie : Moments et produits d’inertie d’un solide

—

Soit un repere orthonormé R(O, i TE) et un solide (S) tel que O € (S). Le moment d’inertie

de ce solide par rapport au point O est obtenu en intégrant la relation rdm . I, = J'rzdm
(8)
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les intégrales sont calculées sur le solide. Celui-ci peut étre linéaire, surfacique ou volumique.
L’élément d’intégration dm(P) est situé en un point P du solide.

L’ opérateur d’inertie s’écrit: 1,(V) =— IéPA (6P/\V)dm , le vecteur \7 est indépendant du
(%)

point P . Le point P est un point quelconque du solide (S) et dm est I’élément de masse

entourant le point P . Le tenseur d’inertie du solide au point O est représenté dans la base

—

R(O, i, j,k) par une matrice notée 1,(S),, : appelée matrice d’inertie en O dans la base

{

A -D -E I
R(O, i, j, ) dusolide (S): 1,(8),s=|-D B -F|= -, 1, -1,
~E -F C | |1, —1, 1,

La matrice 1,(S),; est symétrique, réelle et diagonisable. Elle admet trois valeurs propres

réelles et trois directions propres réelles et orthogonales.
e Les valeurs propres sont appelées moments principaux d’inertie ;

e Lesdirections propres sont appelées axes principaux d’inertie.

—

Si le point P a pour coordonnées (x,Y,z)dans la base R(O,H, ,E) le vecteur OP a pour

— — - —
expression: OP=xi+y j+zk et d’aprées ce que I’on vient de voir précédemment,

N

I,(V)= J'OP/\ (OP/\V)dm les éléments de la matrice d’inertie s’écriraient sous la forme :
(%)

Moment d’inertie par rapporta I’axe (Ox) : 1, = j(y2 +2%)dm
(s)

Moment d’inertie par rapport a I’axe (Qy) : 1, = J'(x2 +2%)dm
s)

Moment d’inertie par rapport a I’axe (Oz) : 1, = j(x2 +y?)dm
(s)
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Moment d’inertie par rapport au plan (Oxy) : I, = J'xydm . ou produit d’inertie
()
Moment d’inertie par rapport au plan (Oxz) : 1, = Ixzdm : ou produit d’inertie
)
Moment d’inertie par rapport au plan (Oyz) : 1, = jyzdm : ou produit d’inertie

)
5.2.3. Solides présentant des plans de symétrie

Certains solides présentent des formes particulieres admettant des plans de symétrie par

- > >

rapport aux axes du repére R(O, i, j,k) choisi. Pour chaque plan de symeétrie, les produits

d’inertie sur les deux autres plans sont nuls :

(xOy) plan de symétrie ====> 1 =1,=0
(yOz) plan de symétrie ====> 1 =1=0
(xOz) plan de symétrie ====> 1 =1 =0

a) si (xQy) est un plan de symétrie du solide

P(+2z) est symétrique du point P(-z) par rapport au plan (xOy) d’ou :

szdm:O et J.yzdm:O donc 1,=1,=0 z
Pe(S) Pe(s) @ P(+2)
I -1 0 >
XX Xy y
IO(S)/R: _Ixy Iyy 0
0 0o 1, X

® P(-2)

Dans ce cas I’axe Oz qui est perpendiculaire au plan (xQOy) est un axe principal d’inertie ;

nous pouvons le montrer facilement par le produit suivant :
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En effet, tout axe orthogonal a un plan de symétrie matérielle est axe principal d’inertie sur

tous les points du plan.

b) si (yOz) est un plan de symétrie du solide
P(+x) est symétrique du point P(-x) par rapport au plan (yOz) d’ou :
[xzdm=0 et [xydm=0 donc 1, =1, =0

X
Pe(S) Pe(S) ® P(+X)
I 0 0 >,
b= 0 1, -1, /L
0 -1 4 Izz
y y o P(x)

Dans ce cas I’axe Ox perpendiculaire au plan (yOz) est un axe principal d’inertie .

c) si (xOz) est un plan de symétrie du solide
P(+y) est symétrique du point P(-y) par rapport au plan (xOz) d’ou :
[yzdm=0 et [xydm=0 donc 1, =1, =0

Pe(S) Pe(S) y
® P(+y)
I XX 0 -1 Xz >
IO(S)/R = 0 Iyy X
-1 Xz 0 I z VA
® P(-y)

Dans ce cas I’axe éy perpendiculaire au plan (xOz) est un axe principal d’inertie.
5.2.4 Solides présentant un axe de symétrie

Soit Ox un axe de symétrie matérielle d’un solide (S). Pour chaque élément de masse dm

du solide ayant une coordonnée (+x) nous pouvons lui associer un élément dm symeétrique

par rapport a I’axe Ox et de coordonnée (-x) de telle sorte que: szdm =0 et jxydm =0
Pe(S) Pe(S)
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-
On remarque de la méme maniére que précedemment, I’axe Ox est un axe principal d’inertie.

Tout axe de symétrie matériel est un axe principal d’inertie sur tous les points de I’axe.
Remarques

e Tout repere orthogonal direct, dont deux de ses plans sont des plans de symétrie matérielle
du solide, est un repére principal d’inertie du solide.

e Tout repére orthogonal direct, dont deux de ses axes sont des axes de symétrie matérielle
du solide, est un repére principal d’inertie du solide.

5.3. Solides a symétrie de révolution

Dans le cas des solides ayant un axe de révolution tel que (cylindre, disque, cone, etc...), la

masse est répartie de facon symétrique autour de cet axe. Soit un cylindre d’axe de révolution

> o > -

Oz dans un repére orthonormé R(O, x,y, z). Tout plan passant par I’axe Oz est un plan de
symétrie, d’apreés ce que I’on a vu précédemment tous les produits d’inertie sont nuls.

Xy Xz yz

5.4. Solides a symétrie sphériques

Pour tout solide a symétrie sphérique (sphére pleine ou creuse)

-> -

de centre O, tous les repéres R(O, x,y, z) ayant pour centre

le méme point O sont des reperes principaux d’inertie. y
Les trois axes du repere jouent le méme role, alors tous les X

moments d’inertie sont égaux :
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l,=1, =1, ettous les produits d’inertie sont nuls car tous les plans sont des plans de
symétrie: I, =1,=1,=0

Nous pouvons écrire :

Ly + 1, +1,, =3l = j(yz +2z%)dm + j(xz +2z%)dm + j(xz +y?)dm = 2j(x2 +y?+2%)dm
s) s) s) (s)

I, _2 .[(xz +y?+2%)dm
36

5.5. Solides plans
Dans le cas des solides plans, I’une des coordonnées de I’élément , dm est nulle. Si le solide

est dans le plan (xOy) alors z=0 .

On déduit immédiatement que : |, = jyzdm = szdm d’ou :
®) ®)
L, = [OC+y?)dm =1, +1, et =1,=0; 1 = [xydm
(s) (S)
A y
0 >
X

Le moment d’inertie par rapport a I’axe perpendiculaire au plan du solide est égal a la somme

des moments par rapport aux deux axes du plan du solide.

> o >

5.6. Moments d’inertie par rapport a O , aux axes et aux plans du repére R(O, x, Y, 2)
Le moment d’inertie d’un solide (S) déja défini précédemment par rapport a un point O, un

axe ou un plan est donné par I’intégrale : Irzdm(P) ou P est un point du solide et r la
®)

distance du point P par rapport au point O, par rapport a I’axe ou par rapport aux plans du

repére.
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a) Moment d’inertie par rapport au point O.

il est donné par : I, = Irzdm(P)
®)

ou r? :représente la distance OP? = x> + y? +z°

alors: 1, = _[(xz +y? +z%)dm(P)
s)

b) Moment d’inertie par rapport aux axes

b.1.) axe Ox
il est donné par: 1, = Irzdm(P)
(8)
ou r? :représente la distance du point P & I’axe Ox;

d’oll OP2 =y2+z%; alors: | = J'(y2 +22)dm(P)

XX
()

b.2.) axe C?y

il est donné par : 1, = _[rzdm(P)
(s)

ol r? :représente la distance du point P & I’axe Oy ;
= j(x2 +2%)dm(P)

(S)

d’oll OP? =x*+2* ;alors: I,

b.3.) axe E);

il estdonné par: 1, = _[rzdm(P)
®)

ou r? :représente la distance du point P & I’axe Oz ;

d’oll OP2=x2+y? ; alors: I, = I(x2 +y2)dm(P)
s)

z| ;P
oL >
................................. y
A
: P
rZ
O >
y
X
A
X
P
r2
O .
>z
y
A
y
P
r2
0 .
z
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Les moments d’inertie par rapport aux plans (xOy), (xOz), (yOz) sont donnés en fonction de

la distance qui sépare le point (P) du plan considéré, ce qui se traduit par les équations

suivantes :
IXOY = jzzdm(P) ' Isz = jyzdm(P) ) Ion = '[dem(P)
(s) (S) (S)

Il résulte des différentes relations précédentes que :

a) La somme des moments d’inertie d’un solide par rapport aux trois axes d’un repére
orthonormé est égale au double du moment d’inertie du solide par rapport au centre du
repére.

Lo + 1y, +1, = J.(y2 +2z%)dm + J‘(x2 +2%)dm+ J.(x2 +y?)dm
®) (s) )

= 2j(x2 +y?+2%)dm =2l
(s)

b) La somme des moments d’inertie d’un solide par rapport a deux plans perpendiculaires est
égale au moment d’inertie du solide par rapport a I’axe d’intersection des deux plans.

IyOx—i—Iszzlxx ! I>(Oy+|zOy=|yy ! Isz—i_IyOzzlzz

6. Détermination des axes principaux et des moments principaux d’inertie

- 5 >

Soit une matrice d’inertie d’un solide (S), dans une base orthonormée R(O, x,y,z), de la

A -F -E
forme: 1,(S),s=|-F B —D| il existe au moins une base orthonormée de méme
-E -D C

L -> > - 3 -> > - B
centre O et de vecteurs unitaires (e,e,,e;), notte R, (O,e,e,,e;) appelée base

principale ou repere principal d’inertie au point O.
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Dans cette base principale, les axes (O,e;), (0O,e,), (O,e;) sont les axes principaux

d’inertie et la matrice d’inertie est une matrice diagonale. Les éléments de cette diagonale sont

appelés moments principaux d’inertie dans cette base.

-
o
o O

La matrice d’inertie dans la base R, (O,e,,e,,e;) s’écrirait: 1,(S),z, =

o O
-

w

avec 1, I,, I; moments principaux.
- - - Ve - - Ve -
Les axes (O,e,), (O,e,), (O,e;) étant des axes principaux, nous pouvons écrire :

- -

- - - -
1o(S)rer=lie lo(S)re, =18, 15(S)res =158,

D’une fagon générale nous aurons :

A —-F —E]&| I, 0 0]®& A-l, -F —E & [0
-F B -D|e|=/0 1, Of|e|=| -F B-1, -D |e|=|0
-E -D C | e [O ] e -E  -D C-l]¢| [0

Les vecteurs unitaires (e,,e,,e,) ne sont pas nuls, alors ce systeme admet une solution si le

A-l, -F -E
déterminant de la matriceestnul: | -F B-1, -D |=0
-E -D C-I,

La solution de cette equation scalaire donne les trois valeurs propres qui sont les moments

principaux d’inertie. En reportant ces valeurs propres dans I’équation  1,(S),z € =1, ¢

on obtient les vecteurs propres qui ne sont autre que les directions principales.
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7. Moment d’inertie par rapport a un axe A(O,n) quelconque dans un repere
orthonormé direct R(O, X, Y, 2)

Soit (P) un point du solide (S) de masse m et un axe (A) passant par le centre O du repére

I, = Irzdm:

de vecteur unitaire n. Le moment d’inertie par rapport a I’axe (A) est donné par :
(PeS)

HP%dm ; avec HP=|I:IP|:r : distance de I’élément matériel dm(P)
(PeS)

al’axe (A), H est la projection orthogonale de P sur cet axe.

LA
YA

N 4

-—

Nous avons : OP = OH + HP

, ondeduit que: nA(6H+ _H_P):nA6H+ nA HP
Comme D//C_)_ii et |n|=1 alors: HAOB‘z nA HB‘=|OP|:r
n1lHP
a X
Si n et OP ontpour coordonnées n =<4 et OP=1qy
e

z

N
Les composantes du vecteur unitaire n porté par I’axe (A) sont appelées cosinus directeurs.

B a) (X (pr=n
Nous avons alors [NAOP|=| B [A|Y |=| X—az
r) \z) \ay—/X
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5 )2 SN [
D’ou: NAOP| =[nAHP| =(B-u) +(x-az) +(ay— px)* =17

En remplagant r® dans I’expression: 1, = jrzdm on aboutit a :
(PeS)

o= (82— w) + (x—az) +(ay - Ax)* jim

(PeS)

I, =a® [(y?+2%)dm  +p° [(+2%)dm  +p° [(xX*+y?)dm

(PeS) (PeS) (PeS)
—2af Ixydm —2ay Ixzdm -2y Iyzdm
(PeS) (PeS) (PeS)
I, =a’l + B2, +7%, =20, —2aA,, —2PA,, ;  cette expression représente

I’ellipsoide d’inertie, elle peut se mettre sous la forme matricielle suivante :

Ixx _Ixy _Ixz a N R
T
l,=(@ B 7)1, 1, —1,|B|=n"1u(S).n
_Ixz _Iyz Izz 4

Le moment d’inertie d’un solide (S) par rapport a un axe (A) passant par un point O et de
vecteur unitairen est égal au produit doublement contracté du tenseur d’inertie O par le

N
vecteur unitaire n .

8. Produit d’inertie par rapport a deux axes orthogonaux A(O,J) et A'(O,U)

8.1. Définition

Le produit d’inertie noté 1, est défini comme étant I’intégrale des coordonnées x, et X

Vv

du point P relativement au axes A(O,u) et A'(O,v) : I, = jxuxvdm
P(S)

— >

X, . coordonnée de P sur I’axe A(O,u) tel que: x, =OP.u

u

— >

X, . coordonnée de P sur I’axe A'(O,v) tel que: x, = OP.Vv

v
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Le tenseur d’inertie étant connu au point O , le produit d’inertie par rapport aux deux axes a

A - -
pour expression : 1, =—Vv.I,(S).u

uv

8.2. Démonstration

Deux propriétes vectorielles seront utilisées dans la démonstration de I’expression du produit

d’inertie :

- le produit mixte dont on connait la régle de  permutation:
(Vlvvz’vs) = (stvuvz) = (\/2’V37V1)

- le double produit vectoriel dont on connait le résultat.

> o> o > o5 o o

(AA B).(CA D) = (A.C)(B. D) — (A. D)(B. C)
on pose : A 673 : E:U , C OTD , 5=;
(OPAU)«(OPA V) = (OP. U)(U+ V) — (OP. v)(u+ OP) = —(OP- v)(u- OP)
ar: (U.v)=0
(OP. V)(U.OP) = —(OPA U) . (OPA V)
— _(UAOP).(VAOP)
_ _((JA OP), v, oE)j

e e

(OP. v)(u.OP) = ((JAoﬁ), v, oﬁ)jz—[ v, OP, (HAOE)jz—C. (OPA (UA OP)

v [u(op OP)—OP(u. oﬁ)} (v uj(OP OP) +(C oﬁj@ OP)

1 2
X u, v,
. - - -
Soit: OP =<y ; Uu=4qU, ; V=1V,
z U, V,
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1) : —(V JJ(O_I;’.O_F)’): —(V,U, +V,U, + VU )(X2 +y? +2%)

= VU, (X" + Y2 +2%) = v,u, (X2 + Y2 +2%) —vu (X + Y2 +2°)

-> >\ > —
(V-OP)(UoOP) = (VX +V, Y +Vo2) (U, X+ U, Y +UsZ) = V,U, X2 +V,U, XY +V,U, XZ

(2) FV,U XY VLU, Y+ VLU, Yz

2
+VaU; XZ+V,U, YZ+V,U, Z

@D+ = x,.x, ==V, (y* +2°) =V,u, (X +2%) = VU (X° +y?)
+ (Vyu, +V,u,) Xy + (VyUy + VU, ) XZ + (V,Ug +VoU, YZ

Le produit d’inertie est donne par I’intégrale : |, = J'xu x,dm d’ou
P(S)

I, =-Vv,u, j(y2 +2%)dm-v,u, J.(x2 +2z%)dm-v,u, J.(xz +y*)dm
PeS PeS Pes

+(vyu, +v,u,) jxydm+ (vu; +v3u,) szdm+ (V,u; +vou,) jyzdm
PeS PeS PeS

Cette expression s’écrira sous forme matricielle :

Ixx _Ixy _Ixz u,

- -

Ly = (Vv V) =1, 1, —l,lu| < I, =-V.15(S).u
_Ixz _Iyz Izz Us

Le produit d’inertie du solide (S) par rapport aux axes orthogonaux A(O,J) et A'(O,C) est

égal a I’opposé du produit doublement contracté du tenseur d’inertie 1,(S) par les vecteurs

) A d g
unitaires u et v.
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9. Changement de repeére.

- 5 > > > o

Soit un repére orthonormé fixe: R, (O, X,, Y,,Z,) et un repere R,(O,X,,Y,,z,)en rotation par

rapport a celui-ci. A I’aide de la matrice de passage nous pouvons exprimer le moment
d’inertie dans I’un des repéres et le déduire dans I’autre repére et inversement.

En effet nous pouvons écrire :

- - - -

X, X, X, X,

- - - - -
Yi|= PR1—>RO Yo 1 Yo |= PR0—>R1 Y. | » avec : PFQ,%R1 = PR1~>R0
- - - -

Z Zy Zy Z

La matrice de passage de R, vers R, notee: P, permet de déduire la matrice

>R !

d’inertie du solide dans le repere R, en la connaissant dans le repere R, et inversement.
T
lo (S)/R1 = PRO—>R1'IO (S)/R0 'PR0—>R1

Io(s)/R0 = PRTﬁRo-Io(S)/Rl-PRﬁRO
Exemple d’application :

Déterminer la matrice d’inertie de la barre AB de longueur L de masse m dans le repére
- > > -> > -

R,(O,x,,Y,,2,)en rotation par rapport au repére fixe R, (O, X,, ¥,,2,) -
En déduire la matrice d’inertie dans le repere R, .
On détermine la matrice d’inertie de la barre dans le repere R, : Nous avons un solide

X=0

X

lintaire: dm=Adx; y=0etz=0dou: I, =1,=1,=0 et I

Xy Xz
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0 O 0
) +L X mLZ . mL2
|W:|ZZ=.[X dm:jx/ldx=T d’ol: 15(S)g =|0 2
) -L )
0 0 mL
L 3 IR

On détermine la matrice de passage de R, vers R, en exprimant les vecteurs unitaires de R,

en fonction de ceux de R, :

- s ; - 0 d N N
X, =CosaX,+sinay,+0.z :

! 0 Yo 0 X cosa  sina 0| %o
- B - - - - B -
y, =-sinax,+cosay,+0.z, = |y, |=|-Siha cosa O]y,
- — - — - O 0 1 -
z,= 0x, + 0.y, + z, 4 Zo

cosa sina 0 cosa —sina 0

avec: P, .. =|-sina cosa 0| et B o :PRTﬁRO =(sina cosa O

0 0 1 0 0 1

La matrice d’inertie dans le repere R, seraégalea: 1,(S),z = PRTﬁRO 15(S) /g, Pr o,

[cosa —sina 00 ?_2 0 [ cosa sina 0
16(S)/r, =|Sina@  cosa 00 m3 —sina cosa 0
0 0 1 2 0 0 1
L 10 0 mL® |L
L 3 |
2 2 ]
sin a _mb sinecosa O
2 2
16(S) g, = ML Ginacosa M cos?a 0
2
0 0 mé‘
L 1R,
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10. Translation du repere R de centre O vers un centre A
On considére un solide (S) dont la matrice d’inertie est connue au point O d’un repere fixe

R(O,X,,Y,,2,). Soit un point A de coordonnées (X,,Y.,Z,) centre du  repére

R(A X,,Y,,2,) €n translation par rapport a R(O, X,, Y,,Z,) -

La matrice d’inertie au point A du solide (S) est donnée par :

Axy I Axz

AXX
IA(S)R0 = _IAxy IAyy _IAyz
- Isz - IAyz IAzz RO

Les éléments de cette matrice s’obtiennent en

-
remplagant le vecteur OP comme précédemment >

X
S

par le vecteur AP dans I’opérateur d’inertie.

Nous avons en effet : AP = OP—OA = (X=XA) X+ (Y= YA) Yot (z—2,) 2,
On obtient ainsi les moments et les produits d’inertie en A :

Lo = [((y=y2)? +(2-2,)7 Jdm

(S)

| o = j(y2+zz)dm+ yf\jdm+z§fdm—Zijydm—ZzAjzdm
() (s) (s) s) (5)

Soit m la masse du solide (S) et G son centre d’inertie. Les coordonnées(X;,Ys,Z;) du

centre d’inertie dans le repére R(O,X,,Y,,Z,) déja exprimé au début du chapitre, ont pour

expression Lo Xg = l jxdm ;Y = l J‘ydm : Z; = l J.de
m C)] m (S) m (S)

jxdm =MXg Iydm =myg ; jzdm =mzg

(S) (S) (S)
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En remplacant ces termes dans I’expression de 1,, , on obtient :
Lo = low + m((yi +22)=2Y,Ys - 22AzG) , et par permutation les autres termes
Ly = oy + m((xi +25) = 2X, X —ZZAZG)

IAzz = IOzz +m((Xi + yi)_ZXAXG _2yAyG)

De la méme maniére pour les produits d’inertie nous avons :
I py = I(x— X )Y —Ya)dm= _[xydm— Xa jydm— Ya jxdm +XaYa J.dm
) ) (8 (S) )

Ly = Loy —M((XaYs + YaXs —X,Y,) €t par permutation les autres termes

Axy
Isz = IOxz - m((XAZG +ZpaXg — XAZA)

IAyz = IOyz _m((yAZG +Z,Ye — yAZA)

11. Théoréme de HUYGENS

Si le tenseur d’inertie est connu au centre d’inertie G du solide (S) dans la base

> o> o

R(O, X,,Y,,2,) ; alors on peut déterminer le tenseur d’inertie au point O dans la méme base.

Reprenons le cas précédent avec le point A qui coincide avec le centre d’inertie du solide

> o o - -

(S), nous aurons dans le repere R(G, X,, ¥,,2,) : (_BE =0P-0
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En remplagant par les opérateurs d’inertie on obtient : 1 (S),z = 15(S)r, = Jo () /g,

En utilisant les relations trouvées précédemment, en changeant le centre du repere en G, nous

déduisons facilement :

IGxx = IOxx +m((Yé + Zé)_zyeye _ZZGZG)z IOxx _m(Y(Z; + Zé)
Loy = oy er((xf3 +25) = 2% Xg —ZszG)z oy, — M(Xg +232)
IGzz = IOzz +m((X(23 + yé)_ZXGXG _2yGyG)= IOzz —m(xé + yé)
De la méme maniére pour les produits d’inertie nous avons :

Iny = IOxy _m((XGyG + Yo Xg _XGyG)= IOxy —MXgYe

lox =lox _m((XGZG + 25X _XGZG)= loxe = MXZg

Loy, = oy _m((yGZG +Z5Ys _yGZG): Loy, —MYsZg

m(y(zg + 2(2;) —MXsYe —MXgZg
dol 1 Jog (S)R0 =] —MXgYe m(xé + 2(23) —MygZg
—MX, Zg —myszg  mM(xZ+Yys) R,

Ces expressions permettent de déterminer la matrice d’inertie du solide en O : 1,(S), , dans

> o> >

le repere R(O, Xy, Y,,2,), €n connaissant la matrice d’inertie en G : 1,(S)g dans le méme

repere car elle est plus souvent facile a déterminer.

lo (S)RO =g (S)RO +Jo (S)RO

Cette expression permet de connaitre les six relations de Huygens, qui lient les moments
d’inertie et les produits d’inertie en un point O d’un repére et le centre d’inertie G du solide

dans le méme repére.

2 2
IOxleGxx+m(yG+ZG) IOxyZIny+mXGyG
_ 2 2 —
Loy = layy +M(Xg +23) low = g + MXgZg
2 2
IOzzzlez+m(XG+yG) IOyz=|Gyz+myGZG
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Le théoreme de Huygens est tres pratique car il permet de déterminer le moment d’inertie

> o5 >

d’un solide dans n’importe point O de I’espace centre du repére R(O, X, Y, z), en connaissant
le moment d’inertie au centre d’inertie G de coordonnées ((Xs,Ys,Zg) Ppar rapport au méme

repére.

Exemple :

Déterminer le moment d’inertie au point O de la plaque mince rectangulaire de masse m, de
longueur 2a et de largeur 2b de centre d’inertie G (a, b, 0)

On détermine le moment d’inertie de la plaque au point G, puis par le théoreme de Huygens,
on le déduit au point O.

Les plans (xGz) et (yGz) sont des plans de symétrie, alors tous les produits d’inertie sont

nuls: g, =1g, =lg, =0 ; lamatrice d’inertie en G est diagonale.

Gyz

y
2b
> > X
Masse de la plaque : m = o 4ab
Nousavonsunsolideplan:z=0 = Ig, =1lg, +1g, ,
24 2o 2dxdy = o [ dx [ y2dy = .22 2b° p0 _ mb’

o = m= S=0 xdy = o | dX =o0.2a—-b’ =cdab—=

o !y !y !y y j _jby y 5 5

ma?

3

IGxx = _[dem = _[XZOdS = GJXZdXdy = GTXZdX]?dy = O'.gas.Zb = U4aba—32 =
S s S b

—a

m, » 2
IGzz :|Gxx+|ny:§(a +b )
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La matrice d’inertie au point G s’écrit

: IG(S):

On déduit par le théoréme de Huygens :

mb? 4
loye =———+Mb* =—mb?
3 3
2
ma
loy = 2 +ma® = —ma?

2
m: 0 0
2
o mMa 0
3

oy =0+ mab

7 oy =0+ma.0=0

imb2
3

La matrice d’inertie au point O est égalea: 1,(S) = —mab

o =0+mb.0=0
—mab 0
ﬂma2 0
3

0 gm(a2+b2)

A.KADI
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EXERCICES ET SOLUTIONS

Exercice 01 :

Déterminer le centre d’inertie des corps solides homogénes suivants :
a) Un demi-cercle matériel de rayon R ;

b) Un demi disque matériel de rayon R ;

¢) Une demi sphére matérielle creuse de rayon R ;

d) Une demi sphere matérielle pleine de rayon R .

z
"% X 74/ v

(@) (b) X
Solution : ©) (d)
a) L axe (Oy) est un axe de symétrie donc : x; =0, le centre de masse du solide est situé sur
, - 1
I’axe de symétrie. Ona: y; = —Idm

m S

Le solide est linéaire ayant la forme d’un demi cercle, sa masse est donnée par :

m= J'/ldl ou: A est la densité linéaire et dl un élément de longueur. L’élément de longueur
S

Rcosé
dl a pour coordonnées : dl . avec: 0<0<rx
Rsing

(@) \dl — RdO
0 X X
La masse du solide est donnee par . |||=J/1dl =_[/1Rd9=/17zR
S 0
y —l_[ydm—ij.y/ldl —insinmde—E(—cosﬁ)ﬂ—E ; dou: G e :20R
© m 3 ms ARy V4 0 ' ' Yo 27
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b) L’axe (Oy) est un axe de symétrie donc : x; =0, le centre de masse du solide est situé sur

o 1 . . .
I’axe de symétrie. Ona: y; = —'[dm . Le solide est un demi disque, sa masse est donnee
m S

par: m-= jads ou: o est la densité surfacique et ds un elément de surface. L’élément de
S

, rcosé
surface ds a pour coordonnées : ds{ ino avec: 0<é<r
rsin

sd=rdodr
La masse du solide est donnée par :
z R 7 2 0 X 'X
m=jzo|s=jzro|6c|r=/1jro|rjo|6>:ai (b)
S 0 0 0 2
1 1 2 7. 2 ., %
=—|ydm==|yods = rsinérdadr = r’dr|sin@rd@
X =0
Yo _ 4R dou: G 4R
3 Yo =
3

c) Lesplans (xOz) et (yOz) sont des plans de symetrie donc: x; =y, =0, le centre de

. . - 1

masse du solide est situé sur I’axe de symétrie. Ona: z; = —Idm
m

S

Le solide est une demi sphére creuse, sa masse est donneée par :
m= Iods ou: o est la densité surfacique et ds un élément de surface. L’élément de surface
S

Rcosé@cosy
dsest donné par: ds=RdORwcosd etapour coordonnées: dsq Rcosé@siny
Rsing
avec : R constant ; oses% L 0<y <27
7 A
v
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7l2

2z
La masse du solide est donnée par: m = Iods =oR? jcosédejdw = o027R’®
S 0 0

1 1 rl2 ] 2 R 7[/2. ) 2
Z. =—|zdm="—|zods = cos@sin@éd@ |dy =— |sin@d(sind) | d
¢ m! m! o27R? -([ ;[ v 27[‘([ ( );[ v
R Sinzé"”/2 R R . Xs =0
I =— 2T =— z,=— , dou: GJ y;=0
27 2 o 2 2
zo =R/2

d) Les plans (xOz) et (yOz) sont des plans de symétrie donc : x; = y; =0, le centre de

. o o 1
masse du solide est situé sur I’axe de symétrie (Oz). Onaalors : z; = —jdm
m
S

Le solide est une demi sphere pleine, sa masse est donnée par :m:J'pdv ou: p estla
S

densité volumique et dv un élément de volume. L’élément de volume dv est donné

r cosé@cosy
par :dv =rdé& rdy dr cos@ eta pour coordonnées : dv< rcosdsiny
rsind
7 A
avec: 0<r<R; Oges%  0<w<2z ~_Us
La masse du solide est donnée par : 0
R 72 2z 2 ................ y
mszdv:pjrzdr _[cosédejdw:p—ﬂR3
S 0 0 0 3 l//
. . X
on déduit :
1 1 ot 712 2r o R sinzeﬂl2 3R
7o =—|zdm=—=|zpdv =2 (r®dr |cos@singdd |dy = — 0 27="1
Gm! m!pd m~([ l ;[l// 27R° 4 2 G
3
X =0
3R . °
zG:? d’ou: G< y; =0
z; =3R/8
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Exercice 02 :
Déterminer le centre d’inertie des masses linéiques homogenes suivantes :

A

2R y y y
2R 2R
X X
Exercice 03 :

Déterminer le centre d’inertie de la surface triangulaire homogene suivante.

b a b a b a
Figure 01 Figure 02 Figure 03

Masse du solide plan: m=0S = a.ib.h

Calculons y; = %'f ydm = %j yo ds (figure 02)
S

S

L’élément de surface est donné par : ds=L,dy ; avec L, =CD

Dans les triangles semblables OAB et CBD , nous avons : C—D:u i=u
OA h b h
b . _ b
L1=E(h—y) ce qui donne : ds=ﬁ(h—y)dy avec 0<y<h
1 2+ b 2 (hy> y3\h h h
Ve m!y bh!yh( y)dy hZ(z 3)0” 3 Yo =3

Calculons x; = iJ.xdm = iJ‘XU ds (figure 03)
m S m S

L’élément de surface est donné par : ds=L,dx ; avec L,=EF et 0<x<a+b
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: L
Dans les triangles semblables OEF et OBC , nous avons : EF _ BC = h
OF OC X a+b

L, :L.x , cequidonne: ds :L.de
a+b a+b

a+b a+b 2 2
Xe :lj‘mds:i X" xdx = —2 J-deng_(aer) C Xg _2(a+b)
ms bh ¢ a+b b(a+b) 3 b 3 b

0
Exercice 04:
Déterminer, par intégration et par le théoréeme de Guldin, les coordonnées des centres

d’inertie des corps surfaciques homogeénes suivants :

A
y B y A
okta — b %
<
2 X b .
- . R o
2R R -2q
Figure 01 Figure 02
Solution :
figure 01 :

Centre d’inertie par intégration :
Par raison de symétrie, le centre d’inertie est sur I’axe (Ox) , alors y; =0
On calcule d’abord le centre d’inertie du triangle puis celui de la portion de disque, ensuite on

déduit le centre d’inertie du solide.

a) Centre d’inertie du triangle :

masse du triangle : m; = oS, = o 2a.2R _ 2aR ; y 4
B

on choisit un élément de surface : X i
1]

ds, =CD.dx=L,.dx ;avec: 0<Xx<2R . 0 E F_»
N i X

Les triangles OED et OFB sont senblables ; C\ a

.. OE ED x L2 a 2R A
Nous pouvons ecrire : —=—<< —= =L ==X
OF FB 2R a R
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2R
szdx _4R
0 3

1 1 T a 1
XiG :—jxdm1 :—‘fX(;ds1 = JX(T—XdX =
ml s ml s 0

o2aR R 2R?

b) Centre d’inertie de la portion de disque :

Masse de la portion de disque : y A

m, = _[odsz = J_T rder@ = 0.aR?
S 0 -a

on choisit un élément de surfe ds, = rd@.dr okt \
X =rcosé
y=rsind
avec: —a<fd<+a et 0<r<R

v

de coordonnées : {

. 1 1
On déduit alors : x,. =— | xdm, =— | xods, =
2G mzj 2 m J- 2

Xog = .
RZ

al 3 o 3«

! ]irzdr Tcoséd@ =
aRz 0 -0 -

Centre d’inertie du solide :
_ XM — X6 My, XS — X565,

© m, —m, s, -,

4R 2R sina _,

X, = .
¢ 2aR — aR? 3" 2a-oR

Centre d’inertie du solide par le théoreme de Guldin :
La rotation se fait autour de I’axe Oy

4R 2 2R sina

¢ 2x8, 27.(2aR — aR?) 3 2a-oR

figure 02 :
Centre d’inertie par intégration :

On calcul le centre d’inertie des trois solides (rectangle, quart de disque, disque) séparément
puis on déduit le centre d’inertie du solide entier.
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a) Centre d’inertie du rectangle :

Masse du rectangle : dm, = ods, = odxdy yt
Avec 0<x<2a ; 0<y<b; m =c2ab
1 1 o 2a b b
o =gy = e =2 o
1 1 X
..... 2 a~ R
1 1 o 2a b b
=—|ydm, =— | yods, =——— | dx| ydy ==
Yo mlg':y ' mlgy ' aZab-([ _!yy 2

b) Centre d’inertie du quart de disque :
On fait une translation de repére de 2a suivant I’axe (Ox) puis on calcule les coordonnés du

centre de masse du quart de disque. On choisit un élément de surface :

2

dm, =ods, =ordddr avec:0<r<R; Oses%; dou m,=0

Les coordonnées du centre de masse seront données par :

1 1 o 2r ml2 4R
Xog :2a+—jxdm2 :2a+—IXc;ds2 =2a+ Irzdr '[coséde=2a+—
m, S, 0 0

m, 3 O_7ZR2 3r
4
Voo =~ [ ydm, == [ yods, =—2 Terr”fsinede—ﬁ
©om, 5, ©om, 5, i R* 3 0 3

(o2
4

c) Centre d’inertie du disque :

Masse du disque : m, = o.7a’
Les coordonnées du centre de masse sont: X,; =a et Yy,; =a

Le solide est homogene, alors le centre d’inertie des masses est le méme que le centre
d’inertie des surfaces. Les coordonnées du centre d’inertie du solide qui est un systéme
composé seront données par les relations suivantes :

Xy My + Xoe My — Xgq .My X5.S) + Xp6.S, — Xa5-S,

- m,+m,—m, + - S, +S,—S, +

Sur I’axe des X : X
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a 4R 7R? , ab 4R 7R? 3
—ab+|a+—| —aua — 4l a+—| —7a
2 3 4 2 37 4

d’ou: Xg = ; = >

ab+ﬂi—7za2 ab_}_ﬂR;_ﬂaz

de méme sur I’axe des vy

_ Yic My + YoM, — Ya6.M;y _ Yic-S1 1 Yo Sy — Y3553

Yo
m +m, —-m, + S, +S, =S, +
d’ou:
2 2 3
Eab ﬁﬂ_ 2 ﬂ &_m3
2 3r 4 3
Yo = 7zR2 - 2
ab+"— —7a? ab+> —7a?

Les coordonnées du centre d’inertie du solide composé sont :

a2b+(a+4RjﬂR2_ﬂa3 aibz_’_Ri:;_ﬂ_a?
G 2 3r) 4 2 3
2 ! 2

ab+~ -’ ab+~ - m’
4 4

A.KADI

d) Par le théoréme de Guldin, en faisant tourner le solide autour des axes, nous déduisons le

centre d’inertie du solide compose.

La rotation par rapport a I’axe y donne la coordonnée X :

2 2 2
ma’b + 27z[a+‘mj.ﬂj—7za2.27za azb+[a+ 4R].7ZR

Vtot / y . 3 g

3

Xe

“ozS, ¢ 2 B 2
gt 2;:[ab+ﬂR —ﬂazJ ab+ﬂ|: —ma’
La rotation par rapport a I’axe x donne la coordonnée vy, :

2 3
ﬂbz.a+1.(:ﬂR3j—ﬂa2.2ﬂa angR_,zaa

Ve = Vi [ X Ve = 2 _ 3
G~ A _~ G — 2 - 2
27[-8'[0’[ Zﬂ(ab +ﬂj _ﬂ_aZJ ab +ﬂj _7za2
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Exercice 05:
En faisant tourner la surface limitée par I’axe oy, la courbe parabolique d’équation y* = 4ax
et la droite d’équation y = 2a, nous obtenons un volume, comme représenté sur la figure ci-

dessous. Déterminer le centre d’inertie de ce volume.

[ N

y1y=2a B(a,2a)

dyzztg’ y? = dax o dv=Tx

v

Solution :

) 2 x=0 = y=0
Nous avons y° =4ax = X=-— pour:
4a X=a = y=2a

La rotation de cette surface par rapport a I’axe des y donne un solide de révolution d’axey.
Par raison de symétrie, le centre de masse sera sur I’axe Oy, alors: x; =0 et y; =0
A un hauteur y , on choisi un élément de volume (couronne) dv ayant une surface circulaire

égale & 7 x* et d’épaisseur dy tel que: dv=7zx*dy avec 0<y<?2a

Le volume total décrit par la rotation de cette surface est égal a:

52a

2a 2a 4 2
V = | zxPdy = Y _lay=—"_|Y | L
! y Iﬂ(lGazJ Y~ 16a? { 5| 5

0 0

La coordonnée du centre de masse du volume suivant I’axe Oy est donnée par :

y ljydm—ijypdv—lzfyfzx2 dy Tyﬂ v zdy
° my oV g Vel V' da
2a 6 2a
7 5 T y
- dy = DA
Ve 16a2V~!y Y e Zﬂag{el 3
5
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Exercice 06:
Déterminer le centre d’inertie du disque homogene aprés avoir percé un trou de rayonr,

comme indique sur la figure.

Exercice 07:
Déterminer les coordonnées du centre d’inertie, par le théoréme de Guldin, des solides

homogeénes suivants :

y y A a
R—L R >
X 2r X
) Figure 01 Figure 02
Solution :
a) figure 01 :

Le solide est constitué d’un demi disque évidé d’un triangle isocele dont la base est le
diametre du disque et la hauteur le rayon du disque.

Par raison de symétrie le solide a son centre d’inertie sur I’axe desy, d’ou: x5 =0

4 5 51 3
_ Vi /x _ Vol(sphére) —Vol(2cones) EﬂR _2'§7ZR 2 R
© 272.'Stot 271"(Sdisque - Striangle) 272_(@2 . RZ) 3 7-2
2
b) figure 02 :

Le solide est constitué d’une plaque rectangulaire évidée d’un demi disque.

ma’h —;ﬂfz.27[(a— r)

_ Vtot / y _ VOI(cyIindre) _VOI(demi—torre) _ _ a2b - ﬂfz (a - r)

¢ 272-'Sto’[ 27['(Sdisque - Striangle) 272'.(ab _ iz) 2ab - mZ
2
h*a— i7zr3
y _ Vtot /X _ VOI(cyIindre) _VOI(sphére) _ ' 3 _ 3ab2 _4r3)
¢ 272-'Stot 27['(Sdisque - Striangle) Zﬂ.(ab _ iz) 3(2ab - ﬂrz
2
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Exercice 08:
Déterminer par le théoreme de Guldin le centre d’inertie des solides homogenes suivants :
y A
Y a Y a Y a |
A R \
b E |
R \l/ § a
- a X a X a X b X

Exercice 09:

Calculer les volumes engendrés par la rotation des surfaces ci-dessous autour de I’axe 'y ?

Ya
LD

a »
Exercice 10:

X

y 4
b

v

y 4
R

A

y

y

Déterminer le centre d’inertie d’un cone de hauteur h et de rayon de base R par rapport a son

sommet.

ZA

R

T

X

Par raison de symétrie le centre d’inertie du cone est situé sur I’axe Oz. On choisit un élément

c s r R
de volume : dv = zr°dz et situé a une hauteur z tel que : 7 =

Le centre d’inertie est donné par : zg

z

1
—jzdm avec: 0<z<h
mS

Calculons d’abord la masse du cone. Nous avons : dm = pdv

m= pIdv = pjﬂrzdz = pﬂj‘E—jZZdZ = pr
S S 0

d’ou : z4

h
%_S[zdm =%_([Zp7zl’2d2 =

prR?h

h2

R? h?

1

—=p=7R*h

3

_h[z,o;z R
0 h2

3

2

3h
_ 34, _
]dz_hsgz dz =

R
r=—z
h
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Exercice 11 :
Déterminer les tenseurs d’inertie en O relativement au repére orthonormé R(O, x,y,z) des
solides homogeénes (S) suivants :

(S) est une barre AB de longueur L, de milieu O, portee par I’axe Oy ;

(S) est un cercle de centre O, de rayon R, d’axe Oz ;

(S) est un disque de centre O, de rayon R, d’axe Oz ;

1
2
3
4. (S) est une sphere creuse de centre O, de rayon R ;
5. (S) est une sphére pleine de centre O, de rayon R ;
6

(S) est une plaque rectangulaire de dimension a x b de centre de gravité O, I’axe Oz est

perpendiculaire a la plaque ;

7. (S) est un parallélépipéde plein de dimension 2a x 2b x 2c et le centre du repére est en O

milieu du coté 2a.
Solution :
1. Le solide est une barre de longueur L
Nous avons un solide linéaire AB = L de

masse m et de densité linéaire 4 tel que :
-L/2 0 L/2

m=[dm=[ady=AL = i=" A B
S ] dy
X

On choisit un élément de longueur dy ayant

v

pour coordonnées : (0,y, 0) telque: —L<y<+L

Les moments d’inertie sont données par :

Ixx :I(y2+22)dm ; Iyy :J.(XZ-’_ZZ)dm ; Izz :J‘(X2+y2)dm
s S *

Les produits d’inertie sont données par : I, :jxydm S szdm 1y, =Iyzdm
S S S

On remarque que les axes Ox et Oz jouent le méme réle vis a vis du solide, alors: I, =1

XX y24

L élément de longueur choisi a pour coordonnées x =0 etz=0 alors |, =0 ettous les

produis d’inertiesontnuls: I, =1,=1,=0

Xy Xz yz
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L/2 3|L/2 3 2
Ixxzjyzdm: J'yz/idy:ﬂ— _A _mb
: e 31, 12 12
L/2 L2 3 2
Ixxzjyzdm: .fyledy:iy— _AL_mb
< i 3., 12 12
- -
mL 0 0
o _ 12
Le tenseur d’inertie de la barre au pointOest: Io=| 0 0 O
mL’
0 O
(- 12 -

2. Lesolide est un cercle de rayon R de centre O et d’axe Oz

Le périmetre du cercle est égal a : L =22R y4

La masse du solide est donnée par : m= AL = 1.22R

Les plans (xOz) et (yOz) sont des plans de symétrie y | R """

alors tous les produits d’inertie sontnuls: I, =1, =1,=0 0 >
On voit aussi que les axes Ox et Oy jouent le méme 7 § X
role par rapport au solide alors les moments d’inertie

suivant ces axes sont eégaux : I, =1

Nous avons un solide dans le plan (xOy), alors quel que soit I’élément de masse dm choisi il

aura pour coordonnées : (x, y, 0) , et nous avons aussi dans le cercle : x* +y* =R?

|, = j(x2 +y?)dm :jRde = mR?
S

S

I, = I y?dm et I, = szdm , en faisant la somme des deux moments d’inertie nous
S S

obtenons: I, +1,, =J‘(x2 +y?)dm=1, ,ornousavons Iégalité : 1, =1
S

I mR?
= |, ,=-%2 alors : 1, =1_=

alors: 21, =1, "= w =1y 5

Z

Dans un solide plan, le moment d’inertie suivant I’axe perpendiculaire au plan est égale a la

somme des moments suivant les deux axes du plan.
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[ mR? ]
0 0
2
o mR*
Le tenseur d’inertie d’un cercleen Oest: 1,(S)=| O 5 0
0 0 mR?

Nous pouvons aussi calculer les moments d’inerties 1,, et 1 autrement:

On choisi un élément de longueur dl = Rd@ ayant pour coordonnées (Rcos@, Rsin g, 0)

2
Nous aurons ainsi : 1, =jy2dm = jRZ sin® o = 2.aR°
S 0

Ornousavons: m=A427R = A4 :% en remplacant A dans I’expression de I, , on

: mR? , A |
obtient: 1, = 5 .Onobtient 1, de laméme maniere.

3. Lesolide est cercle de rayon R de centre O et d’axe Oz
La surface du disque est : S = zR?

La masse du solide est donnée par : m = oR = o.7R?

Les plans (xOz) et (yOz) sont des plans de symétrie alors

tous les produits d’inertie sontnuls: 1, =1, =1, =0

Xy Xz
On voit aussi que les axes Ox et Oy jouent le méme

role par rapport au solide alors les moments d’inertie

suivant ces axes sont egaux : I, =1,

Nous avons un solide dans le plan (xQOy), on choisi un élément de masse dm = ods = ordé.dr

telque: O<r<R et 0<0<2x

X =1rcosé
Les coordonnées de cet élément sont : dm{ y =rsin@ , et nous avons aussi : x> + y® =r?
z=0
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R 2 R4 RZ mRZ
l, = _[(xz +y?)dm :Irzmde.dr = er3dr.jd0 =o.—2r=0mR*—=
g . 0 5 4 2 2

I, = j y?dm et I, = szdm , en faisant la somme des deux moments d’inertie nous
S S

obtenons : 1, +1,, =J(x2 +y?)dm=1, ,ornousavons I"égalité : 1, =1,
S

I mR’®
alors: 21, =1,, = |XX=§ alors 1, =1,= 1

Dans un solide plan, le moment d’inertie suivant I’axe perpendiculaire au plan est égale a la

somme des moments suivant les deux axes du plan.

2
mR 0 0
4
e , mR?
Le tenseur d’inertie d’un disque en O est: 1,(S) = 1 0
0 mR?
L 2 -

4. Le solide est une sphére creuse de rayon R de centre O .

L’élément de surface ds est repéré par les coordonnées sphériques: (R,8,w) tel que:

Rcosécosy
dsq Rcosdsiny
Rsind

Avec : —%s@s- et O0<wy <27

<V

Nous avons alors : x* +y® +z° =R?
La surface de I’élement choisi est donnée par :

ds = Rd4.Rdy.cosé = R* cosad6.d
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wl2 2
Masse de la sphére creuse : m = _[ads = joRZ coséd@.jdyx = c.4R?
s —xl2 0

Les plans (xOy), (xOz) et (yOz) sont des plans de symétrie alors tous les produits d’inertie sont

nuls: I, =1,=1,=0

Xy Xz
On voit aussi que les axes Ox, Oy et Oz jouent le méme réle par rapport au solide alors les
=1 =1

XX vy 21

moments d’inertie suivant ces axes sont égaux : | nous pouvons écrire :

XX

I +Iyy+|zz :J(yz+22)dm+'[(x2+zz)dm+‘|'(xz+y2)dm
S S .

3l, = 2j(x2 +y?+2%)dm= 2jR2dm = 2mR?
S S

2

dou: I, ==-mR?
3
ng2 0 0
3
Le tenseur d’inertie en O d’une sphere creuseest: 1,(S)=| O %mR2 0
0 0 ngz
i 3

5. Lesolide est une sphére pleine de rayon R de centre O .
L’élément de volume dv est repéré par les coordonnées sphériques: (r,0,y) tel que:
I cosé@cosy

dv< rcosésiny
rsind

<V

Nous avons alors : x* +y* +z°=r

Le volume de I’élément choisi est donnée par :

dv =rdé.rdy.drcosd = r* cosédd.dy.dr
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R wl2 2z
Masse de la sphére pleine : m= jp dv = _[p r’coséd@.dy.dr = p_[rzdr. _[coséde.J‘dy/
S S 0 -rl2 0
4
m= p.—.aR*
773
Les plans (xOy), (xOz) et (yOz) sont des plans de symétrie alors tous les produits d’inertie sont
nuls: I, =1, =1,=0 . Onvoitaussi que les axes Ox, Oy et Oz jouent le méme rdle par
rapport au solide alors les moments d’inertie suivant ces axes sont égaux: |, =1, =1,

nous pouvons écrire :

XX

S S S

R l2 2 5
81, =2[(x* +y*+2°)dm = 2[r’dm =2p[r'dr. [cosad6. [dy = 2.3 4z
S S 0 —l2 0 5
2 2
doi: 31, = 23 parR’ o =28 p 2R = 2R
5 573 5
2
Lo =1, =1, _ng2
ng2 0 0
5
Le tenseur d’inertie en O d’une spheére pleineest: 1,(S)=| O %mR2 0
0 0 ng2
L 5 ]

Exercice 12 :

Déterminer les tenseurs d’inertie en O relativement au repére orthonormé R(O, x,y,z) des

solides homogenes (S) suivants : quart de cercle, quart de disque, demi-sphére creuse, demi-

sphére pleine.
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y A y y A y A
—R —R
R N
)
X X
z z
z z
Fig :01 Fig :02 Fig :03 Fig :04

a) Calculer pour chacun des solides le moment d’inertie par rapport a la droite (A) passant

par le point O et le point A de coordonnées (R, R, 0) ;

b) Déterminer les axes principaux d’inertie pour chaque solide.

Solution :

fig : 01 Le solide est linéaire de longueur : L = El donc de masse : m = 17

On considére un élément de longueur : dl = ARd& y 4

avec: 0<6< % , de coordonnées (0,Rcos@,Rsin#) 7 d' = ARd@
Les axes Oy et Oz jouent le méme rolealors: 1, =1,

Nous avons un solide dans le plan (xOy), alors quel que

soit I’élément de masse dm choisi il aura pour Z

coordonnées : (x, y, 0) et nous avons aussi dans le cercle : x* + y* = R?

I, :j(x2 +y?)dm :ijdm =mR?
S

S

Iy = j y?dm et I, = szdm , en faisant la somme des deux moments d’inertie nous
S S

obtenons : I, +1,, = j(x2 +y?)dm=1, ,ornousavons I'égalité : I, =1
S
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_ mR?

alors: 21, =1,
2

S . -
I, = alors : | _Iyy

XX

=

Z XX

Calcul du produit d’inertie 1, :jxydm
S

w2 72 R3

ly =Ixydm = IRcose.Rsine.iRd9:1R3 jsinéd(sine) :2,7
S 0 0

mR?

2

N mR?
Le tenseur d’inertie du quart de cercleen O est: 1,(S) =

T

0

A.KADI
_2m RT_mR”
R 2 T
, )
_mR 0
”2
mR 0
2
0 mR?

2) Moment d’inertie |, par rapport a la droite (A) passant par O(0,0,0) et A(R, R, 0)

Soit u le vecteur unitaire porté par cette droite , il s’écrit :

S OA Ri+Rj 27 22 2. -
U=s——=—F—===—-l+—]J=—-(i+])
OA /R%?+R? 2 2 2

Le moment d’inertie par rapport a la droite (A) est défini par :

' mR*>  mR? 0 V2
VR A I
| =ul 0 (S)u=| Y2 Y2 o MR mRT N2
22 P 2 2
0 0 mR%| O
2 A -C 01 1
IA:[%j L10)-c A 01 :%(A—C, ~C+A 0)1
0 0 BJoO 0
mR? mR?
|, =———
2 V4

%(A—C—C+A)= A-C
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3) Calcul des moments principaux d’inertie.

Si I, I, , I; sont les moments principaux d’inertie , ils sont solution du déterminant :

A-l -C 0
~C A-1 0 |=0 = (B-D|(A-1)?*-c?]=0
0O 0 B-I

(B-1)(A-1-CYA-1+C)=0

on déduitalors: 1, =B = I, =mR?
2 2
l,=A+C = |,-TR_ MR
T
2 2
l,=A-C = |,="%" MR
2 T

4) Détermination des axes principaux d’inertie
a) Axes principaux

- -
Soit e, un vecteur unitaire porté par cet axe principale tel que e, =<m ou (I, m, n) sont les

n

cosinus directeur alors nous avons : 1> + m? + n®> =1 et nous avons aussi :

A-1, -C 0 17 [o (A—1,)1-Cm=0 1)
-C A-1, 0 |m|=l0] < {-Cl+(A-1)m=0 )
0 0 B-I|n| |0 (B-1,)n=0 3)

L’équation (3) nous donne: n=0

En résolvant ce systeme d’équation nous obtenons les valeurs des cosinus directeurs.

Multiplions I’équation (1) par n et I’équation (2) par m et faisant la différence :
(A-1)1°-Cml =0
~Clm+(A-1,)m* =0

(A=1)I12—(A=1)m?*=0 (A=1)1?-m?)=0 < 12=m? =l=%m
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V2

nousavonsainsi: 1> +m?+n’=1 < 1?+1°+0=1 = 2I’=1=l=+——

2
V2

dons m= J_r7 . Nous avons donc I’axe principal passant par O et de vecteur unitaire :

?(g —%,O) ; 2(£ £ ,0) et (0,0,1)

De la méme maniére si on utilise les moments I, et I, on retrouve les mémes axes qui

sont : §(££0) : (—££o . (0,0,1)

Pour les solides restant leurs tenseurs d’inertie ont déja été calculés précédemment. On
procede de la méme maniére et on retrouve facilement les moments principaux ainsi que les

axes principaux d’inertie.

Exercice 13 :

Déterminer les tenseurs d’inertie en O relativement au repere orthonormé R(O, x, y,z) des

solides linéaires et homogenes (S) suivants :

4 A A
d YT L YT L
L
L L L L
L -~ -
X L X X
L L
z z z
Figure :01 Figure :02 Figure :03
Solution :
Figure :01

Le solide de la figure :01 est compose de trois barres Sy, S, , S; . Le moment d’inertie du
solide au point O est égal a la somme des moments d’inertie de chacune des barres au méme
point O.
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I(S)o = I(Sl)o +1 (Sz)o +1 (Sa)o

I(Sl)O =

mL2

3
0
0

0 0

0 0
mL?

3

; 1(S;)0 =

O2 0

mL 0
3

mL?

3

A.KADI

S1

Figure :01

Pour la barre S3 , nous utiliserons le théoreme de Huygens. On détermine le moment

d’inertie au centre d’inertie Gz de la barre puis on le raméne au point O par le théoréme de

X =L
Huygens. nous avons 65 Yo =L/2
z, =0
mL?
12
Le moment d’inertie de la barre Sz en Gz est donnees par : 1(S;)g, =| O
0

Nous avons par le théoréme de Huygens :

Ixx (SS)O

= Ixx(SS)G3 + m(y(23 + 2(23) =

mL

2 mL

mL

2

12

4 3

ly (Sa)o = Iyy(s3)es+m(xé +24)=0+mL* =mL?

Izz (SS)O

Ixy (83)0

Ixz (SS)O

I yz (SS)O

mL
= Izz (SS)GS + m(Xé + yé) = 12

= Ixz (Ss)es +MXg Zg =0

= Iyz (53)03 +MysZs =0

er[L2 +—

)

L2

L mLl?
=1, (S3)6s +MXg Ve :0+mL.E

mL?
12
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d’ou le tenseur d’inertie de la barre Sg au point O : 1(S,), =

Le tenseur d’inertie du solide au point O est égal a:

I(S)o =

1(S)o

— 2 —_ B
"oy 0 | o
3
=/ 0 0 o |+o0
0 0 mL
I 3 | |0
2
2mL 12/2
3 2
_| _mLzs2  AML
3
0 0

2mL?

2
mL —mL?/2
—mL?/2 mL?

0 0

, )
0 mL -mL?/2 0
0 —mL?/2 mL? 0

mL2 0 0 iml_2
3
3 _

A.KADI

Pour le solide de la figure (2) utiliser la méme technique de résolution. Le tenseur d’inertie du

solide de la figure (3) se déduit a partir de celui de la figure (2).

Exercice 14 :

Les deux panneaux solaires d’un satellite sont de forme rectangulaire, montés tel que
représente sur la figure ci-dessous. Afin de maitriser les différentes rotations du satellite, il est
demandé de déterminer :
a) Le tenseur d’inertie du systeme en O relativement a R(O, x,Y,2) ;

b) Le moment d’inertie par rapport a un axe passant par le point O et le point A(c,%,O)

A

v

A

YT ¢

A

[

d
l

Y

v
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Solution :

a) Tenseur d’inertie du systeme au point O dans R(O, X, Y, z)

Le systéme est formé de deux panneaux rectangulaires identiques S; et S2 de masse :
m = o.ab et de centres de gravité respectifs : G; et G, .
On calcul les tenseurs d’inertie en ces centres d’inertie puis, par le théoreme de Huygens, on

déduit les tenseurs d’inertie au point O dans le repére R(O,X,y,2).
Les plans (xOz) et (yOz) sont des plans de symétrie alors tous les produits d’inertie sont

nuls: I, =1, =15, =0 Nous avons un solide plan:z=0 alors I, =1,, =0 et

Oyz Oyz
aussi & 1oy + 1o,y =lo, -
Nous avons aussi : 1(S;), =1(S,), donc 1(S), =2I(S,;),

Calculons le tenseur d’inertie du panneau (S;) en G; :

b/2  al2 y? a/2 ma?
_ 2 2 _ 2 _ 2 _ 24 J _
I i _i(y +2 )dm_iy dm_é[y o.dxdy = o Idx Iy dy_ob,[ 3} =

-b/2 -al2 -al?2

b/2 al2 T mp?
lay = J.(x2 +2%)dm = jx2dm = J.XZO'.dXdy =¥ IXZdX de - G;{?} _

S Sy S -b/2 -al2 b/2 12

m(a’® +b?)
lo1z = Sjl(x2 +y2)dm = Iy, + gy, ==,

Les plans (xG,z) et (yG,z sont des plans de symétrie, alors tous les produit d’inertie sont

nuls: gy, =gy, =gy, =0 ;  onobtient ainsi :
-, - - -
ma 0 0 ma 0 0
12 ) 12 )
mb mb
1(S))e = 0 et I(S =/ 0 0
( 1)Gl 12 : 2 ( 2)62 12 ) X
0 o Mm@+b) o o M@ +b)
i 12 i 12

Les coordonnées du point G; sont (c+%, 0, 0) et celles de G; (—c—%, 0, 0) .
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En appliquant le théoreme de Huygens comme précédemment nous obtenons les tenseurs
d’inertie de Sy et S, au point O.

I (Sl)o = (Sz)o

ma?

12
0

0

12

2

0 0
+m(c+g)2 0
2 2
0 M+ m(c+9)2
12 2

Le moment d’inertie du solide est donné par : 1(S), =1(S,)o +1(S,)o =21(S,),

ma 0 0
6 , A
1(S) =| 0 m: +2m(c+g)2 0 -|0
2 2 0
0 0 W+2m(c+g)2

W o

O o o

b) Moment d’inertie par rapport a I’axe (A) passant par les points O (0, 0, 0) et A(c, ¢/2, 0)

Soit u le vecteur unitaire porté par (A) ,

OA ci+@/2j ¢ =

N
u=

il s’écrit :

—

(al2)

OA Jc?+(al2)? fc?+(al2)?

Le moment d’inertie par rapport a la droite

+ _j)=COSa
Je? +(al2)?

(A) est défini par :

—

i+sina j

CoOSo

0

N A 0 O]|cosa
I, =u".I,(S).u=(cose, sina, 0) 0 B 0| sina |=(Acosa,Bsina,0) sina
0 0 DL O
2 2
I, = Acos’ a + Bsin’ a = cosza+{ma +2m(c+g)2}sin2a
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Exercice 15 :

Une piéce mécanique homogene est constituée d’un cylindre creux (S;) de masse my, d’axe
Oy, et soudé a sa base a un parallélépipede (S,) de masse m, tel que représenté sur la figure
ci-dessous. Déterminer :

1. Le tenseur d’inertie de la surface cylindrique au point O ;

2. Letenseur d’inertie du systeme /,,(S) au point O ;

3. Le moment d’inertie du systeme par rapport a la droite (A) faisant un angle de 30° dans le

sens positif avec I’axe Ox et passant par O ;

4. Le produit d’inertie du systéme par rapport aux droites (A) et (A') appartenant au plan

(xOz) tel que A" L A.

A
y
................................... T R
A [
v e o
! X
FER e
b . g
a
Solution :

1. Tenseur d’inertie de la surface cylindrique (S;) au point O

Nous avons un solide ayant un axe de révolution (Oy) alors : 7_.(S,) =1_(S,), nous pouvons

aussi voir que les axes (Ox) et (Oz) jouent le méme role.

Les plans (xOy) et (zOy) sont des plans de symétrie d’ou : 7, (S,) =1,.(S;)=1,.(5,)=0
On choisi un petit elément de surface : dm, =o.Rdp.dy avec 0<@p <27 et0<y<h
ayant pour coordonnées : (Rcosé, y, Rsin@) telque: x®+z> =R’

2 h
Masse du cylindre : m, = [dm, = [o.Rd0.dy = oR [d6.[dy = o.27R I
S S 0 0

Nous avons alors :

2z h

1,(S))= I(xz +2%)dm, = IRZJRdey = oR® J‘a’QJ.dy = oR* 2n.h = 0.27Rh. R* = m,R?
N N 0 0
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Or Ixx(Sl) =Izz(Sl) alors :‘Ixx(Sl)+Izz(S1) = 21xx(Sl) :J.(yz +Zz)dml +J.(x2 +y2)dml
S S

21 _(S,) = j(x +z)dm1+j2y dm, < 2I_(S)=1, (S)+J‘2y dm,

1,,(S)) 1,,(S)) 1,,(S))
_ Tw i\l 2 A 2
L(8) == +'£y dmy === l o-RdO.dy == +aRj dejy dy
2 2
Ixx (Sl) = mlzR + m13h
_mle N mh’ 0 0 ]
2 3
1,(8,)= 0 m, R? 0
0 0 m,R* N m,h?
— 2 3 -

2. Tenseur d’inertie du systéme [, (S) au point O ;

15(8) =1,(8) +1,(S)
Calculons le moment d’inertie du parallélépipéde : 7,(S,)
Les plans (xQOy) et (yOz) sont aussi des plans de symétrie alors tous les produits d’inertie
sontnuls: 7,,(S,)=1.(S,)=1,.(S,)=0

On choisi un élément de masse tel que :

a a C C
dm, = pdxdydz avec ——<x<—; -b<y<0; ——<z<—
o = pdxdy > X > y > z >

al? 0 cl?2
La masse su solide (S,) est: m, = J.pdm =p jdx_[dy J.dz = pabc

S, —al2 -b —cl2

Comme les coordonnées sont indépendantes, nous allons calculer séparément les intégrales :

al2 cl2 aZ
J- 2dm, = pc;[lz 2dx.[)aly g[ziz = Ebc = 1
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al2 0 cl2

J-yzdmz =p J.dx.[yzdy J.dz=pa?c:

-al2 -b —cl2

al2 0 cl?2
[2dm, = p [dx[dy |2*dz= pab

-al2 -b —cl2

Nous avons ainsi :

1,(8,) = [(V* +2°)dm, =

S,

3

m,a

12

1,(S;)= '[(xz +2%)dm, =

S,

m,a

12

L.(Sy) = [ (7 +y")dm, =
Sz

mb®>  m,c? b
+—2—=m,

c

2

-
my| —+—
3 12

|

b® m,b?
3

[ m,c’

12 12

12 3
12

3

CZ
+_
3
2 myc? a’+c?
+ =m,
12

2 m2b2 [bz aZJ
b =y —

12

2, 2
1,(S,) = 0 mz(a e J 0

}?2 hZ bZ 2
my| ——+— |+ m,| —+-— 0 0

2 3 3 12

) a® +c*
1,(S)=|0 m,R" +m, T 0
2 2 2
0 0 m, R—+h— +m, b—+—

| 2 3 3

A 0 O
Onpose: [,(S)=|0 B 0].
0 0 C

A.KADI
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3. Moment d’inertie du systeme par rapport a la droite (A)

- -

- - —
Soit n le vecteur unitaire porté par I’axe (A), il s’écrira: n=cosa i+0. j-sSinak

cosa

- - -

ny O Le moment d’inertie par rapport a (A) estdonné par: I, =n" .I,(S).n
—sina

Nous avons ainsi :

A 0 0| cosa cosa
I, =(cosa,0,—sina)) 0 B O 0 =(A4cosa,0,—Csina)l O
0 0 C\-sina —sina
I, = Acos’ a+Csin’a ; I, = 3_A+£ et en remplacant A et C nous obtenons

4
3 R®> R b P 1 R? h? b a?
Iy, =—|m| —+—|+my| —+— ||+~ |m| —+— |+my| —+—
4 2 3 3 12 4 2 3 3 12

4. Produit d’inertie par rapport aux droites (A) et (A")

—

est le vecteur unitaire porté par I’axe (A) : n(cosa, 0, -—sina)

S

- -
¢t est le vecteur unitaire porté par I’axe (A') : ¢(sina, 0, cosa)

Le produit d’inertie par rapport aux droites (A) et (A') est donné par la relation:

I =—t"1,(S).n

A 0 O] cosa Ccos«
I, =—(sina,0,cosa)]0 B O 0 |=—(4sina,0,—Ccosa) O
0 0 C|-sina —sing

NG

I,, =—Asinacosa +Ccosasina :Tg(C—A)

J3 R h? p? 42 R2 K p? 2
Ly=—7|m|—+—|+my| —+—|-m| —+—|—m,| —+—
4 2 3 3 12 2 3 3 12

V3 a?=¢?

I = .
=M T T
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Exercice 16 :
Déterminer le tenseur d’inertie en O, sommet d’un c6ne plein et homogene d’axe de
révolution Oz, de hauteur % et dont le cercle de base a un rayon R, comme indiqué sur la

figure ci-dessous. N

dv = 2mrdr dz

-

Solution : X

Cone : Deux plans de symétrie (xoz) et (yoz) = I, =1_=1_=0

Xz vz

Les axes ox et oy jouentle mémerdle: 7 =1,

Nous avons : x> + y® =72 et I’élément de masse est égal & : dm = pdv = p2rdrdz

Dans les triangles OAB et OCD , nous avons D = oc =

r
0A R
0<r<%z et O<z<h

2,
4 h 2

h h
R R
I = :[(xz +y?)dm =:[r2.p27z7fdr.dz = p27z_!( Iradr)dz = p2x T J.z"dz = pﬂth.E

0 0

A . 1
or nous avons la masse d’un cone est donnée par : m = g,o;rRZh alors pzR?*h =3m

dou: 7 = 3 R
10

Comme 7, =1, ,nous pouvons aussi écrire :

2l =1, +1, = J.(y2 +2%)dm + J(xz +z%)dm :J.(x2 +y2)dm+2jzzdm

N N S S

1
21 :IZZ+2j22dm = I =i+Jzzdm=imR2+I22p2ﬂrdr.dz
' 2 3 20 5

Sy
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R

~ 3 ) h ;z _ 3 ) RZ h . 3 ) RZ h5
I —EmR +p27r£( E[rdr)dz —%mR +p7zh—2'(|).z dz:%mR +p7zh—2?
2 2
I :imR2 +p7rR2h.h— :imR2 +§mh2 :E(mR +mh?)
20 5 20 5 5 4
%m}e2 +§mh2 0 0
1,(S) = 0 imR2 +=mh® 0
20 5)
0 0 imR2
L 10
Exercice 17 :

Soit une plaque carrée homogéne de coté a, de masse m dans un repére orthonormé

R(O,x,y,z) . Le centre de masse de la plaque est en O, avec I’axe Ox perpendiculaire a la

plaque.

1.
2.

Déterminer la matrice d’inertie de la plaque au point O ;
A I’aide de plaques identiques, on construit une boite cubique vide de masse M. On

désigne le centre de masse de cette boite par le point O, , qui est aussi le centre du repére
R(0;,%;,¥,,2,)

Donner les coordonnées des centres de masses de chaque face de la boite par rapport au
repeére R(O,,X,,9,12,) ;

Déterminer la matrice d’inertie de la boite dans le repere R(O,,x,,y,,z,) ;

Le repére R(O,,x,,y,,z,) est-il un repere principal d’inertie ?

Calculer le moment d’inertie de la boite par rapport un axe passant par O, et F.
-4 Z, A
—— dm = o.dydz F
4 B
a Q >
y 0 >

rd 7 G 2

X a X2 a7 "
D C
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Solution :

La plaque est un solide plan de masse m = o a” dont I’axe Ox est I’axe perpendiculaire a

celle-ci alors: 7 =1, +1_

Les axes Oy et Oz jouentle méme role d’ou: 7, =1,

Z

Les plans (xOz) et (yOz) sont des plans de symétrie: 7, =/1_=1_=0

yz

On choisi un élément de masse dm = odydz de coordonnées (0, y, z) telque:

—ggysﬁ . —2<2<% Onauraainsi:
2 2 2 2
al?2 al?2 0614 maZ
_ 2 2 [.2 [.2 _ 24, _°- _
I, —:[(x +z%)dm —:[z dm —:[z a.dydz-a{}f/gly.t;"lzz dz = 5 1
al?2 al?2 (Ta4 maz
I_= .[(xz +y?)dm :Iyzdm =Iy20.dydz =0 Iyzzdy. Idz =——=
N N N —al?2 —al?2 12 12
ma2
I.=1,+1, =21 =
6
_maz ]
0 0
6 2
Le tenseur d’inertie de la plaque en son centre O est : [,(S) = "Z 0
2
0 0 ma
- 12 -

2.a. Coordonnées des centres d’inertie de chaque plaque formant la boite :
La boite est composée de six plaques identiques symétriques deux a deux par rapport au
repére R(O,,x,,y,,z,), O, estaussi le centre d’inertie de la boite.

Les centres d’inertie des plaques ont pour coordonnées :

(ABCD):(%, 0, oj : (EFGH):[—%, 0, oj

a

(AEFB):(O, 0, %} : (DHGC):[O, 0, _Ej

N

(BFGH):(O, ,oj : (AEHD):(O, —%, oj
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2.b. Matrice d’inertie de la boite dans le repére R(O,,x,,y,,z,) ;

Comme la boite est cubique, alors tous les plans sont des plans de symétrie et tous les axes

jouent le méme ro6le. Nous aurons une matrice diagonale dont les éléments sont tous égaux.

On va procéder en cherchant les matrices d’inertie des plaques deux a deux.
Les plaques (4BCD) et (EFGH) ont les mémes matrices d’inertie en leur centre d’inertie :

ma 0 0
6 2
1.(ABCD)=1,(EFGH) = n;; , en utilisant le théoreme de Huygens on
0 maz

déduit leurs tenseurs d’inertie au point O, .

r .
5 0 0
ma2 a ?
I1,,(ABCD) =1,,(EFGH)=| 0 ot m(gj 0
ma2 a ?
0 0 +m| —
| 12 2
= .
ma 0 0
6
ma2
I1,,(ABCD) =1,,(EFGH)=| 0 - 0
0 0 ma2
(- 3 -
on déduit facilement par rotation des axes
-, .
ma 0 0
3
ma2
I1,,(BFGC)=1,,(AEHD)=| 0 5 0
0 0 ma2
- 3 -
_maz ]
0 0
3
ma2
1,,(AEFB) =1,,(DHGC)=| 0 3 0
0 0 ma2
. 6 —
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1,,,(boite) = 21 ,,(ABCD) + 21 ,,(BFGC) + 21 ., (AEFB)

1, (boite) = 2

1, (boite) =

. . M
La masse de la boite estdonnée par .M =6m = m= r

1, (boite) =

2.c. Lerepére R(O,,x,,y,,z,) est-il un repére principal d’inertie ?

[ 5Ma®

18

5Ma?
18

0

Ma?
18

+2

+2

la matrice s’écrirait :

A.KADI

comme tous les plans de ce repére sont des plans de symeétrie et que tous les axes ont le méme

role alors le repére R(O,, x,,y,,z,) estun repére principal d’inertie. La matrice étant

diagonale nous pouvons facilement le vérifier avec tous les axes.

IR
En effet nous avons : 1, (boite).x, = I (boite) de méme pour les deux autres axes.

2.d. Moment d’inertie de la boite par rapport a un axe A passant par O, et F.

J_OF _ 1
O0,F .3

- —al?2
Nous avons: O,F| al2

al?

(- ?+ ;-i- ;)

IR
, Soit u le vecteur unitaire porté par cet axe, il s’écrira :
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Le moment d’inertie de la boite par rapport a un axe passant par O, et F' est donneé par la

relation: I, =u" .1, (boite).u

_ ) . i,
S5Ma 0 0 1
18 V3
( 1 1 1 5Ma’ 1 | 5Ma’
IA il e e B O = =
3 V3 V3 18 V3 18
Ma? 1
0 0 —
i 18 L V3
2
I, = 51\1/15 L’axe O,F estaussi un axe principal d’inertie.
Exercice 18 :

Pour mesurer la vitesse du vent, on construit un anémometre a I’aide de quatre demi sphéres
creuses (S1) , (S2) , (S3), (Ss) de méme masse m et de rayon R, liées entre elles par des
tiges de masses négligeables, comme représenté sur la figure. La distance des centres des
demi spheres au point O est égale a b.

Déterminer le tenseur d’inertie de I’ensemble par rapport au point O.

A A

y

y
( ........ G202 y
N b

4 N\ oo _d (&

0O,

o
X
C
o
v
X

Solution :

(01), (07) , (03), (0Oy) : sont les centres des demi spheres

(G1), (G2) , (G3), (Gy) : sont les centres d’inertie des demi spheres
00,=00,=00,=00, =b

Les centres d’inertie des demi sphéres sont connus par rapport a leurs centres respectifs :

0,G,=0,G,=0,G,=0,G, =§ (déja calculé dans I’exercice 01.)
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Pour resoudre cet exercice nous calculerons les tenseurs d’inertie de chaque demi sphére en
son centre O, puis on le calculera en son centre d’inertie G, par le theoréme de Hugens. On
passera ensuite de chaque centre d’inertie au point O en appliquant encore une fois le
théoreme de Huygens.

1. Moment d’inertie de la sphére (S;) en O,

Nous avons : (xO,y) et (zO,y) des plans de symétriealors: [, =1, =1,, =0
Les axes Ox et O,z jouentle mémerdledonc: 7, =1,_.

Le moment d’inertie d’une demi sphére creuse a été déja calcule dans les exercice précédents.

On choit un élément de surface : tel que dm = ods = cR*dy cos@d6 avec: 0 <y <27 et

T .
Oses? Nous avons aussi : x° + y* +z° = R? ;
Calculons: 1, .
.

Onpeutécrire: 1, +1,.. = I(y2 +z%)dm + J‘(x2 +y%)dm
M N

200, = [ (& +y? +2°)dm+ [ y2dm = [ R*dm + [ R? sin® 6.0R*dy cos 60

N N S 51
ml2 2 2 2
2, = mR* +oR" J'sinz O.cd(sin G)Idw = mR? +0'R4%.27r =mR’ + GZERZ.R? = 4”;R
0 0
4mR* 2
21,,, = = =mR* =
Oyxx 3 Oyxx 3 Oyzz
Calcul de 7,

1y, = I(xz +z%)dm :j()c2 + 2 +2%)dm - J‘yzdm = '[dem— JRZ sin 0.0R*dy cosGd 6
51 51 S 51 51

wl2 o mRZ 5
Lo, =mR* —oR* [sin” 6.cd(sin®) [dy = mR* - =§mR2
0 0
EmR2 0 0
3
Le tenseur d’inertie de (S;) en Oqest: 1, (S;)=| O %mRz 0
0 0 ngz
L 3
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On déduit le tenseur d’inertie au point G, dans le repére (O,,x,y,z) par le théoréme de
) R \
Huygens : les coordonnees de G; sont (O, X 0) dans ce repere.

I, (S) =14 (S)+mld?) = 1,(8)=1,(S,)~mld?)

_ , _
EmR2 —m[ﬁj 0 0
3 2
15.(S) = 0 %mRz -0 0
2
0 0 ngz —m[ﬁJ

Le tenseur d’inertie au pointOdans le repére (O, x, y,z) se déduit aussi par le théoreme de
] R N
Huygens : les coordonnees de G; sont (b, > 0) dans ce repere.

1,(8,) = I, (S,) +m(D?)

2 2
EmRz—m£ +m£ —mbﬁ 0
3 2 2 2
1,(S,))= —mbg —mR? -0+ mb? 0
2 2
0 0 ngz —m(ﬁ) +m| b? +(£)
3 2 2
ngz —mbﬁ 0
3 2
1,(S))= —mb£ ngz +mb® 0
2 3
0 0 %mR2 + mb?

Le moment d’inertie de (S,) se déduit facilement & partir de celui de (S,) . Les coordonnées

de G, sont (b, —g, 0) dans le repere (O, x,y,z) , nous avonsdonc: /,(S,)=1,(S,)

De la méme maniére pour les demi sphéres (S,) et (S,), nous avons:

ngz 0 0
3
Le tenseur d’inertie de (Sz) en Ozest: 1, (S,)=| O %mR2 0
0 0 ngz
L 3
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On déduit le tenseur d’inertie au point G, dans le repere (O,,x,y,z) par le théoréme de

Huygens : les coordonnées de G, sont (—g 0,, 0) dans ce repére.

1o, (S)) =15, (S)+mld2) =1, (S,) =1, (S,)—mld?)

ngz -0 0 0
3 2
1, (S,)= 0 %mR2 —m(?j 0
2
0 0 ngz —m(ﬁj

A.KADI

Le tenseur d’inertie au pointOdans le repére (O, x, y,z) se déduit aussi par le théoreme de

Huygens : les coordonnées de G, sont (—g, b, 0) dans ce repére.

14(S;) =15 (S,) +m(D?)

15(S;) = mb—

2

0 0 ngz—m(gJ +m{b2+(
ng2+mb2 mb£ 0
3 2

R 2

1.(S,)= b— ZmR? 0
0( 2) m 5 3m
0 0 %mR2+mb2

Le moment d’inertie de (S,) se déduit facilement a partir de celui de (S, ). Les coordonnées

de G, sont (g, —b, 0) dans lerepere (O,x,y,z) ,nousavonsdonc: /,(S,)=1,(S,)
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Le tenseur d’inertie du systéme au point O est donné par :

]0(5)22]0(51)"‘2]0(52)

EmR2 —mbﬁ 0

3 2
1,(S5)=2 —mbg ~mR? +mb® 0 +2

0 0 ZmR? + mb?
—mR? + 2mb* 0 0
1,(5)= 0 —mR* +2mb° 0
0 0 —mR? + 4mb*®

Exercice 19 :

A .KADI
ZmR? + mb* mbg 0
mbﬁ EmR2 0
2 3
0 0 ZmR? + mb*

Un solide homogene de densité p, de forme paraboloide, est engendré par la rotation d’une

surface parabolique autour de I’axe oz . L’équation de la parabole limitant cette surface est

) h
donnée par : z = Fyz

1. Montrer que la masse du solide est: M = %p;szh ;

2. Déterminer le tenseur d’inertie du solide au point O ;

3. Calculer le moment d’inertie en G suivant I’axe Gx : 1,

v

v
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Solution :
1. Masse du solide
On considére un élément de volume : dv = s.dz = ny*dz
La masse du solide est égale a :
R n* 1

h p2
R
M = p.S[dv = p'szzyzdz = pﬂ'([Tzdz = ,07[7.? =§p7rR2h

2. Tenseur d’inertie du solide au point O ;

A.KADI

Le solide a un axe de révolution (Oz) donc les axes (Ox) et (Oy) jouent le méme réle, nous

avonsainsi: 1, =1,,

2 2 ¢ R? 2 2 L R? ) R?
Lo =_£(y +z )dm=_([(72+z ) P71y dz=_(|;(72+z ),0.7r72dz

W3 h 4 3

h 4 h 2 4 3 2 4 2 2
Io, = p7r|:J-R722dZ+J.R723dZi| = p;z[R h—+ R™ h }: p;z’th[R—th—}
0 0

2 2
1, =2m| B S M (g2 gp2)
3 4| 6

4

I, = J.(x2 +y%)dm = J.(x2 + 2+ 2% —z%)dm :J‘(x2 +22)dm+J‘y2dm—J‘zzdm
S S S S

N

4 2
Iy, =1,, +Iy2pig/2dz —.[zzpm;zdz =1, + pﬂj%zzdz—pﬂj.%fa%
S S S

N

0

MR?

4 p3 R2 B4 , [R? h R?
IOzz:IOyy+p7Z.h_2'?_ ET.T:IOyy+p7Z'R h?—z :ony‘l'ZM 3
1. =1, + M (ar? ~3n2)= (ar? + 3n2)+ M (ar? —3n?)= L Mg

Y6 6 6 3
M (4R? +302) 0
6
Le tenseur d’inertie s’écrit : 1,,(S) = 0 %(4132 +3h?)
0 0

h
4

|
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3. Calcul du moment d’inertie en G suivant I’axe Gx : I
Nous utiliserons le théoreme de Huygens pour passer du point O au point G.
Loy =16y +M(d2) = g = 1o _M(dz)
Déterminons d’abord les coordonnées du centre d’inertie G :

L’axe (Oz) étant un axe de révolution alors le centre d’inertie se trouve sur cet axe d’ou :

1
X; =y; =0 et z, =M'[zdm
N

1 7 R* |
o=y o=
N

0

2 3 2 3
za’z:ﬁR—h—— 2pr R° h —2h

M k'3 paR’h h 3 3

zo=—h

3

2
ondéduit: 1, =1, —M(y:+z2) :%(41?2 +3h2)—Mgh2 :%[4132 +%j

2
I = Ml ype 12
6 3
Exercice 20 :
On découpe une plaque carré de cété a et de masse m dans un disque plein et homogéne de

masse M et de rayon R, tel que représenté dans la figure

> o o

1. Déterminer le tenseur d’inertie du disque par rapport au repere R, (O, xo0,y,,z0) ;

2. Déterminer le tenseur d’inertie de la plaque dans le repére R, (O, x1, y,, z1) puis dans le

> o o

repere R, (0, x0,y,,20) ;

> 5 o

3. Endéduire le tenseur d’inertie du systéme dans le repere R, (O, xo0,y,,z0) .
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Solution :
- - -

1. Tenseur d’inertie du disque plein dans le repére R, (O, xo,y,, z0)

Déja calculé a I’exercice 11.3

- ]
MR® .
100
1, (disque) , =| 0O MR’ 0 _ MR 010
o \AISGHE) R 4 2 ‘o,
0 0 M§ Ry
I Ir

> o> o

2. Tenseur d’inertie de la plaque dans le repere R, (O, x1,y,, z1)

Les plan (xOz) et (yOz) sont des plans de symetrie alors tous les produits d’inertie sont nuls.

Les axes Ox et Oy jouent le méme role : [ (plaque) = 1, (plaque)

Solideplan: z =0 = [_(plaque) =1 (plaque)+ 1, (plaque) =21, (plaque)

12 al2 2 2
oo ,a® ma

I, ZJ.ydezj.yZO'dxdyza Idx Iyzdy20'£=aa a _
s s

12 12 12

—al2 -al2

ma
Iy=l. et L.==
| ma® ]
0 0
12 ) ,/1 00
Io(plaque)Riz 0 n;c; 0 :m‘; 010
2 0 0 2
0 0 ma R,
- I&

> 5 o

On determine le tenseur d’inertie de la plaque dans le repere R, (O, xo, y,, zo) en utilisant la

matrice de passage du repere R, vers le repére R,.
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- - - -

Nous avons : x, =C0S45°x,+sin45°y, = g(xo+ Vo)

- - - -

¥y, =—Sin45°x,+c0s45°y 2%(—x0+ Vo)

- -

21 = 2o
X 1 1 0%
L. ] - \/E -
Sous forme matricielle nous aurons : | y, | = - -1 1 0 |y
2 0 0 +2)
1 0

La matrice de passage du repere R, vers le repere R,est donnée par :

1 1 0 1 -1 0

P —Q -1 1 0 pr —Q 1 1 0
R1>RO — et R1->RO — 2

0 0 2 0 0 2

Le tenseur d’inertie de la plaque dans le repere R, est calculé par :

1, (plaque)

R, :PRTHRO .Io(plaque) R - Pt sro

1 -1 0 100 1 1 0
V2 ma® V2
Io(plaque)Ro=71 1 0 1 010 >y -1 1 0

0 0 42 00 2jp 0 0 42
(1 -1 0Y1 1 o0 (2 00
zo(pzaque)Ro:’"Z‘j1 1 1 0]-11 o0 =mz‘; 020
0 0 J2 /0 0 242 00 4)p
(100
=M 0o 10
200 0 2
R,

le résultat reste inchangé dans les deux reperes.
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> 5> o>

3. Tenseur d’inertie du systeme dans le repere R, (O, xo0,y,,z0).

1, (Systeme) = I, (disque) — 1, (plaque)

]\4R2 100 2 100 MRZ 2 100
1, (Systeme) = 010 - ™lo1o0| = ( . n;- c; j
0 0 2 0 0 2 0 0 2
R R, R

ornousavons: a’> =R?+R’>=2R> = a=R\2 en le remplacant dans I’expression du

tenseur, nous obtenons :

1

2 2
1, (Systeme) :(MR _ 2mR J 0
0

12
RO
. 100
IO(Syste‘me)=E(3M—2m)R2 010
00 2
R
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CHAPITRE V

CINEMATIQUE DU POINT MATERIEL
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CINEMATIQUE DU POINT MATERIEL

1. Définition

La cinématique est I’étude des mouvements dans I’espace et le temps indépendamment des
causes qui les a produit et des phénomenes qui les influencent. La position du point materiel P
est déterminee dans I’espace a chaque instant du mouvement.

Par rapport a la statique ou a la géométrie des masses, traités dans les chapitres précédents, la
cinématique introduit un nouveau parametre qui est le temps. Ce paramétre sert a fixer et a
repérer toutes les positions occupées par le point matériel, parmi toutes les positions qu’il a
occupé auparavant.

La notion de temps permet de rendre compte de la simultanéité de deux événements, de
I’ordre de leurs successions et de la durée de I’intervalle qui les sépare. Ceci nous améne a
travailler dans un repére ou un observateur lié a ce repére, peut étudier le mouvement dans

I’espace et le temps.

2. Hypotheses fondamentales

Pour étudier le mouvement d’un point matériel P ou plus généralement d’un systeme de
particules ou de solides un observateur doit reperer leur position :

- dans I’espace ;

- dans le temps.

En cinématique classique, on suppose que :

- I’espace est Euclidien ( a trois dimensions) ;

- le temps est absolu (indépendant de I’observateur)

3. Les reférentiels
Afin d’étudier completement le mouvement cinématique, I’observateur doit définir :

- un repere d’espace, lié a I’observateur, avec une origine O et une base orthonormée

> > >

(i,j,k), letriedre (O, i, j,k) ainsi constitué défini complétement le repére d’espace ;
- un repére de temps (échelle de temps) par une origine et une unité de mesure. Dans le

systeme MKSA la seconde est I’unité de mesure du temps.
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Le repére d’espace et le repere de temps définissent a eux deux le repere <<espace temps>>
noté (R).

Dans ce repére, a un instant donné par I’horloge, A

z
la position d’un point P(t) est définie par ses /\/
coordonnées , x(t) ; y(t); z(t) tel que: P P(t) P(t+4t)

OP = x(t) i+ y(t) j+ 2(t) K

y
La position du point P est connue de fagon

instantanée dans I’espace et dans le temps.

3.1. Trajectoires et vecteurs vitesses

BN
I

Soit P un point matériel repéré dans un référentiel R(O, i, j,k) fixe. Sa position est donnée

a chaque instant par le vecteur : ?(t) = 65(‘[) = X(t) T+ y(t)T+ z(t)z. On dit que le vecteur

X(t)
r(t) a pour composante dans le repére fixe : r(t)=<y(t) al’instant t.

z(t)
Le déplacement du point P dans I’espace est donné par les équations paramétriques des
coordonnées (X, Yy, z) en fonction du temps. En éliminant le parametre temps entre elles, on

obtient la trajectoire décrite par ce point dans I’espace.

< J/v

?(t):65(t) : position du point P dans R(O,?,T,E) al’instant t .

— -
|

?(t+At):OP(t+At) . position du point P dans R(O, TE) a l’instant t+At.
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Le vecteur déplacement de la position r(t)a r(t+At) est donnée par:
Ar(t) =r(t+At)—r(t). Les positions occupées par le point P dans I’espace, décrivent une

N

trajectoire (I") par rapport au référentiel R(O, i,T,E) choisi.

x(t) = 2t* +3
Exemple: r(t)=qy)=t/2 , en éliminant t on obtient : x =8y’ +3
z(t)=0

C’est I’équation d’une parabole dans le plan (xoy). Le mouvement se fait selon une trajectoire
parabolique.

La trajectoire a elle seule n’est pas suffisante pour caractériser completement le mouvement
du point P. |l est nécessaire de préciser et d’étudier les variations du vecteur déplacement
car ceci nous amenera a connaitre le vecteur vitesse du point par la premiere derivée et le
vecteur accelération par la seconde dérivée par rapport au temps. Ces deux vecteurs
permettent de caractériser totalement le mouvement du point P sur la trajectoire.

3.2. Vecteur vitesse

Le point matériel se déplace de la position P(t) a la position P(t+At) pendant la durée de

rtA)-r(t) _AT()

temps At a la vitesse moyenne : \7 t) =
p y moy () At At

Le vecteur vitesse instantanée est obtenu lorsque : At — 0 , elle est définie par :

oo AT o oo drt
V(t)=Ilim V_  (t)=Ilim Ar(® , on aainsi la vitesse instantanee: V (t) = ®
At—0 At—0 At dt

3.3. Vecteur accélération

> 5 >
|

La dérivée du vecteur vitesse dans le méme repére R(O, i, j,k) donne I’accélération

AV d2e()
dt  dt?

Les deux vecteurs cinématiques permettent de comprendre la nature du mouvement et de

instantanée du point P : y(t) =

prévoir les différentes phases selon le que le vecteur vitesse est de méme sens ou de sens

contraire au vecteur accélération.
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4. Les systemes de coordonnées

A.KADI

Le point matériel P peut étre repéré dans I’espace dans un repére fixe (R) de centre O par

trois types de coordonnées différentes mais liées entre elles :

- o >

- Cartésiennes : (X, Y, z) vecteurs unitaires du repere (i, J,k)

- Cylindriques : (r,6,z) vecteurs unitaires du repére (u,,u,,k)

> o5 o

- Sphériques : (r,0,¢) vecteurs unitaires du repere (e, ,€,,€,)

Ces trois types de coordonnées permettent de décrire tous les types de mouvements du point P

dans I’espace.
4.1. Les coordonnées cartésiennes
Elles sont aussi appelées coordonnées rectangulaires.

> 5 >

Si le point P est repéré dans R(O, i, j,k) par les coordonnées cartésiennes (X, Y, z) qui

— — -

dépendent du temps, alors le vecteur positionOP s’écrirait: OP =xi+y j+ z k on déduit

le vecteur vitesse et le vecteur accélération par la premiére et la seconde dérivée :

\7(t):M dXT dyT+d— ; notée sous forme : V(t)—xT+§/T+EE
dt dt  dt ° dt

avec [\7|(t) = \/>.<2+ >./2+ 22

R N 2 0> o0 o0
dV(t) d’ Xi+ d’y 7, d°z k; notée sous forme : ;/(t)—XIJr)/JJrZk

y(t) =

+
dt? t21 t?
avec : [y|(t) =\ x*+y*+2°
X
OP—XI+yj+Zk , OP= 1y
R Z

OP = x* +y? +12°
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4.2. Les coordonnées cylindriques (r,8,z)

Si le point P est repéré par les coordonnées cylindriques : (r,#,z) qui dépendent du temps

- -

dans un repére R(O,u r,ug, k) le vecteur position s’écrirait : OP =ru, +2 k

N

doP -~ du, >

\7=—=rur+r “+zk
dt dt
du, _du, o~

avec - 49 _ =6u, ,on obtient ainsi :
dt  do dt

V=ru-+ r€u5,+zk

V.=r,V,=r0 , V, =12

i rcosé
Dans le repére R(O, i, j,k) le vecteur OP s’écrit: OP =<rsiné
z
L’ accélération est déterminée par :
N 9 - - o - ¢ - .
)= d OZP _dv _ d(ru,) N d(réu,) o
dt dt dt dt
- o0 > ° d LT o o - o0 . d u_; o0
= - +zk
v r dt 0 0 dt
- - .l d - d - .l
or nous avons : Sur — 4Ur .d—ezeue e L a9 =-0u,
dt  do dt dt do dt

L’expression de I’accélération devient :

oo >

7/ (r r6’)u +(r9+2r<9)u +zk dou: y= (F—r92)2+(l’:9.+2;‘é)2+22
y,z(.r.—rez); 79=(r.6.?+2;é) ; ;/Z:.z.

4.3. Les coordonnées sphériques (r,8,p)

I COS¢ C0Sé
Dans le repére R(O, i, j, ) le vecteur OP a pour composantes : OP =< rcos¢gsiné

rsing

- - -
En coordonnees sphériques il s’écrit: OP =OP.e, =re,
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avec .

—

. - -
, €, =—sinpu+cospk

- - ) -
e, =Co0Spu+singk

C oo du_ > de,_ o de - de, -
U:COS(per—SIn(pe(p ; d—:ee, 40 =—Uu ’E:e‘ﬂ’ dqo =-—€,

de, s, = du - o > e e -
alors : m =—(pSIn(pu+COS(0E+(pCOS(pkZHCOS(peg—(DSIﬂ(ou-i-(oCOS(ok

& =éCOS¢)eg+(.p(—Singou+COS(/)k)=éCOSgpeg+qooe(p ; on déduit la vitesse du point P :
- - - V :;
- d(re > de, - - -
\Y :d;)tp = (dtr) =rer+rT_re +r9c03(pe troe, ; = V=4V, =r9003¢>

I’accélération se déduit facilement en dérivant I’expression de la vitesse par rapport au temps :

- \ fo ; \ d r.t;
y:dv _d(re,)  d(rocospe,) (ree,)

dt dt dt dt

. d(re) 0 > o o — « - oo o o — oo
(1) : it =re +r(@cospe,+pe,)=re +rocospe,+rope,
@) : d(r@cosweg) .. . e,

dt
de, _de, do_ -
—9u——9 cos e—sm e
dt  do dt (cosg ve,)

d(rocospe,) - o
% r9c03¢e€+r9c05(pe9—r49¢osmqoeg—r92COS(p(COS(pe —singe,)
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drécosg y S e . - ¥ L2
( - 9e,) =-10”cos’ pe,+(rocosp+rocose —ropsing)e,+ro’ cospsinpe,

d(rée:;) o o — 0o > od; e o o0 —> ode‘;d—¢

=rpe +rpe +ro—>-=rpe +rpe +r :
dt P P P T T

(3)

- . >
de(p * - d(rgpe(ﬂ) o o o > '2_)
comme —t=-gpe, alors  — —==rpe,+rpe,~ro’e,

En sommant les trois termes, on aboutit a :

7y, =r—rp’—r@’cos’ ¢

cose d

.a(r2 é)— ré(.osingo

¥, =r@cos@+rodcosp+rocosg—ropsing =

D) . . ° o l ) i .
7, =T p+r0*cospsing +r o+ r(p:—.%(r2 @) +r6’sinpcose
r

5. Les mouvements curvilignes

Soit P un point matériel décrivant une trajectoire curviligne le long d’une courbe (I'). Les

composantes normale H et tangentielle ; a la courbe au point P sont naturellement les plus
usitées pour décrire les mouvements curvilignes. Les composantes sont en mouvement avec le
point matériel, le long de la trajectoire. Le sens positif de la normale est choisi dans toutes les
positions vers le centre de la courbure. Ainsi le sens de la normale change en fonction de la
courbure de la trajectoire.

La vitesse et I’accélération du point matériel P, sont déterminées a partir de ces composantes
et de leur changement de direction. Considérons un élément de cette courbe et étudions le

mouvement du point matériel sur cette trajectoire.

5.1. Abscisse curviligne
Pendant une petite variation de temps dt, le point matériel est passé de la position P vers P’

parcourant une distance ds (longueur d’arc) le long de la courbe avec un rayon de courbure

p. Lespoints P et P’ sont infiniment voisins de telle sorte que la longueur de I’arc PP’

compris, entre les deux points soit confondue avec la longueur ds =PP’.
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La courbe est alors orientée dans le sens positif des s croissant. La variable s est appelée

abscisse curviligne du point P .

A

y

5.2. Tangente, Normale et Rayon de courbure

A partir de la définition de I’abscisse curviligne nous pouvons écrire: ds = pd&

Le vecteur déplacement OP est une fonction paramétrique de la variable angulaire 6.

N
Le vecteur unitairer tangent a la courbe est donné par la relation:

> dOP dOP dt dOP 1 1dOP ., ds |[doP
T= = —= .— =————- etnousavons aussi V = — =|——
ds dt ds dt ds VvV dt dt dt
dt
— 2 N > z s

Nous avons aussi : 72 =1 alors LT)=21.0|0|L;)=0 , alors 3—; est perpendiculaire ¢

dr - . d7 drdo 1 -
on pose —— =N ; NOUS pouvons écrire: —=——.—=-—.n

déo ds d@ ds p

ds . d; H
comme —=p ; alors —=—.

do ds p

- le vecteur unitaire n de direction normale a la courbe (I') au point P est dirigé vers le
centre de la courbure ;
- p estun scalaire positif appelé rayon de courbure de la courbe (I") au point P.

on déduit a partir du produit vectoriel du vecteur unitaire tangent a la courbe et du vecteur

unitaire perpendiculaire a la courbe au méme point P un troisieme vecteur unitaire appelé

> o >

- - -
binormale : b = zAn. Cestrois vecteurs (z,n,b) forment une base orthonormée direct.
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.3 > dn dn
Nous avons aussi: n“ =1 = n. r =0 alors & a des composantes dans le plan
S S
T dn > o
perpendiculaire a n, il s’écrit alors : & =Ar+ub
S
dg d » - d - - - e - - - — -
—=—(zA n):—T/\n +tA—=—nNAN+A(At+ub)=cAub)=—un
ds ds ds ds p
, . db - . 1 :
d’ou P —4N . 0N pose par convention — u = T ; nous obtenons finalement :
S
db n .1 . . : . A
v = T le scalaire T est appelé torsion au point P de la courbe (I') il peut étre
S

—

. e db . -
positif ou négatif suivant que le vecteur & a méme sens que le vecteur n ou le sens
S

contraire. Nous pouvons aussi écrire :

—
-

=—(B/\;)=Q/\T +B/\ =—NAT +bAan—=-

dn_d de 10 pol_ b
ds ds ds ds T Yo, T

on déduit finalement une relation entre les trois vecteurs de la base :

dn_ b ¢
ds T p

5.3. Repere de Frénet

- -
Les deux vecteurs unitaires ainsi definis, tangentiel z et normal n au point P constituent

N
les premiers vecteurs de la base de Frénet. Le troisiéme vecteur unitaire b de la base est

obtenu par le produit vectoriel des deux premiers, il est appelé binormale a la courbe (I') au

> o> >

point P estdéfinipar: b=zAn .

La base ainsi obtenue est appelée base de Frénet. Elle dépend de I’abscisse curviligne s lié au

-> -5 >

point P . Le repere R(P,z,n,b) lié au point P est appelé repére de Frénet.
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5.4. Vitesse et accélération du point P dans le repere de Frénet
Pendant une petite variation de temps dt le point matériel est passé de P a P’ parcourant une

distance ds le long de la courbe ayant un rayon de courbure p.

Nous pouvons écrire: ds=p d@ ou d@ est la variation de I’angle compris entre le

— -
vecteur unitaires 7 et 7' tangents a la courbe aux points P et P .

e Lavitesse du point P estdonnée par: V = % = p(jj—te ; sous la forme vectorielle, elle

. >

s’écrit:\7=p(jj—t0; =p6’r=V; avec Vzpé = 9:1
Y2

e L’accélération du point P est donnée par :

- dV dr dv~ . drz dr do :> dn dn déo .
y=—=V—+—17 nousavons: —=—.—=0n et —=——=-0r1
t dt dt d d t dt dé dt
A H - o dV*) . > V ) H 7 AlA H H .
on déduit : y=V9n+Er ; comme #= — I’expression de I’accélération devient :
Y2,
> Vi .o . . : ds
y =—n+V ¢ Cette expression peut aussi s’eécrire en fonctionde s etde t car V rn

6. Les mouvements particuliers

6.1. Mouvement a trajectoire circulaire

On dit que la trajectoire d’un point P est circulaire dans un repére orthonormé R(O,T,T,E)
fixe, si le point P se déplace le long du périmetre du cercle de rayon a constant et
appartenant au méme repeére.

On choisit un cercle dans le plan (Oxy) de telle sorte que son centre coincide avec celui du

repére. Le point P sur le cercle est repéré par deux coordonnées :
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- - -

Le rayon a du cercle et I’angle 8 = (Ox,0OP) que fait les vecteurs OP avec I’axe OxX.
o i . > OP - N
Soit e, levecteur définipar: e, = o’ alors nous avons : OP =OP.e,

de - de -
—=g, et g =
o

do "

Le rayon de courbure est ici constant, la vitesse du point P est donnée par la dérivée du

IR
Le vecteur unitaire e, change de direction avec I’angle 6 : d’ou

vecteur position :

Upy_dOP_ de._ de do oo
dt dt  ~ do dt

oo >

c -
— 71— _af’e +ade, a

0 =w :vitesse angulaire du point P ;

60 =w :accélération angulaire du point P .
La vitesse du point P est tangente au

cercle et a pour valeur algébrique : V(P) =ade,

L accélération du point P a deux composantes : I’'une tangentielle: y, =afd =aw, I’autre

. —
normale : y, =-af* =-aw”. On remarque que le vecteur accélération normal y_  est

N

-— - -—
toujours de sens opposé au vecteur position OP : y, = -aw’e, = -w’ OP

Connaissant la vitesse et I’accélération angulaire nous pouvons connaitre la nature du

mouvement :
Si 46>0 le mouvement est accéléré
Si 86<0 le mouvement est retardé

Si 6=0=6=Cte le mouvement est uniforme, I’accélération tangentielle est nulle, mais

I’accélération normale ne I’est pas.
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6.2. Mouvement a trajectoire hélicoidale
Un point P est en mouvement sur une trajectoire hélicoidale dans un repére R(O, i, j,k) s’il
décrit une hélice droite, dessinée sur un cylindre de rayon a.
Les coordonnées cartésiennes du point P dans ce repere sont données par les équations
paramétriques en fonction du temps t sous la forme suivante :

x(0) = acoso(t)
OP =1y(@) =asing(t) ; a: rayon de I’hélice

2(0) =bo(t)

L’angle @ joue le méme rbole que dans les coordonnees cylindriques ou polaires. Le
paramétre b = Cte est appelé pas de I’hélice. On remarque que, lorsque I’angle & augmente
de 27 les positions x et y ne changent pas mais suivant I’axe vertical z on fait un
déplacementde : 2z b
X(@+27)=x(@) ; y@+2x)=y(0)
2(0+27)=b(@+27)=b0+27b=2(0)+2xb

i

Le vecteur position du point P dans le repére R(O, i, j,k) est donné par :

6E:a(ai+zzzaei+b92

Les vecteurs vitesse et accélération s’écriront :

V(P)=ade,+bok =V, e,+V, k

o 0o >

7(P)=—ad’e, +abe,+bok

On remarque que le rapport entre les composantes EA o
de la vitesse suivant les vecteurs unitaires e, et k ; R S >
: 0 e y
est indépendant de I’angle 4. / '
X
V, b0 _b
Vv, ap @
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Cette expression traduit le fait que toute tangente en un point P de I’hélice fait un angle

N

constant avec la verticale passant par le point P et parallele au vecteur k . Le mouvement

hélicoidal est uniforme si la vitesse angulaire de rotation est constante, donc indépendante du

parametre temps (é’ =w =Cte).

Dans ce cas la vitesse et I’accélération auront pour expressions :
V(P)=awe,+bok avec V(P)=w,(a®+b?)

- -
7(P)=-aw’e, , I’accélération est dirigée vers I’intérieure de la courbure.

On a vu précédemment dans les mouvements curvilignes que I’accélération du point P

o > av > vi-> L. >
s’écrivait sous la forme : 7/(P)=Er+—n ou les vecteurs unitaires z et n sont les
Yo,

vecteurs, tangentiel et normal au point P de la courbe.

- -

En appliquant cette relation dans le cas du mouvement helicoidal uniforme ou 7 =e¢, et

—

IR
n=—e,_ ,sontles vecteurs tangentiel et normal au point P de la courbe nous obtenons :

r

2 2 2
- - - - Ve~ i
y(P)=-aw’e, =—n = -aw’e, =——=e, << aw’=-— enremplacant la vitesse
Yo,
2 2 2 2 2 2
o (a®+b a“+b b
ofeb) @) b
P a a

par son expression on aboutita : ae’ =

Comme la normale en P est toujours dirigée vers I’intérieur de la courbure, on peut

déterminer facilement le centre C de la courbure en écrivant la relation suivante :
- -
PC =—pe,

-> o> -
Nous pouvons aussi associer au point P le repére de Frénet R(P,—e,,e, k).

7. Mouvements a trajectoires planes
7.1. Définition

-> > >

Soit O le centre d’un repére cartésien R(O, i, j,k) fixe, telque k=1iA j et P un point

en mouvement sur une trajectoire (I') dans le plan (xoy) de ce repere.
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En utilisant les coordonnées polaires (r,6 ) le vecteur position du point P s’écrira :

N
- - -

> 2 > de S 2 .
OP=re, avec r>0 avec:e =cosédi+sinfdj = e, = d@' =-sindi+cosd j ; d’ou

5
e A S > o o
2 =—cos@i-sin@ j=—e, ainsinousavons: k =¢e e,

de

La vitesse du point P en fonctionde e, et e, estdonnée par :

> dOP dro drdo o o
V=——=—e+r———=re +rébe,
dt dt de dt
L’accélération aura pour expression :
dvV _d’opP o

H:__—= ;—re.z (;+ Z;é—H’@ e
}/ dt dt2 ( )r ( )19

Géométriquement, les positions des points P et P’ sont infiniment voisines sur la

trajectoire.

En passant de P a P’ le vecteur position balaie I’aire dS qui est la surface du triangle OPP” :

dS:%oEAdoE

=1r.rd9 =l.r2d9
2 2

La dérivée de cette expression par rapport au temps, notée : S est appelée vitesse aréolaire.

t dS

Elle représente I’aire balayée par unité de temps: S r? 49 _ 1

S _1..d0 1.5
dt 2 dt 2
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7.2. Loides aires
Nous avons vu précédemment que le mouvement du point P étant dans un plan, sa vitesse

L > d O © > , . .
s’écrivait: V= BPra =re + reeg ; le produit vectoriel du vecteur déplacement par le

vecteur vitesse conduit a la relation suivante :

SZOEA%ZI’;A(I:Q+I’&€;J ‘3_‘92 26 K

- - °
Onpose: C=Ck avec C=r?6 , encomparant avec la vitesse aréolaire, on aboutit a

la relation suivante : S = @ = Er2 0 = ¢ ;
dt 2 2

- C . :

S = > ; C : est appelée constante des aires.

On remarque aussi que la dérivée de la constante des aires est reliée a I’accélération y,, car

ﬁlOo

nousavons: C=d(r’@)=2rré+r’0=rQ2roé+r=ry, = y,=
7.3. Mouvement a accélération centrale

a) Définition

On dit qu’un point P décrit un mouvement a accelération centrale dans le repére orthonormé

- - -
RO, i, j, )si et seulement si, le vecteur position OP du point P est colinéaire avec son
7 7 - - Ve - - .
vecteur accelération y(P). Dans ce cas nous pouvons écrire : y(P)=A4 OP avec A€ IR.
Le mouvement a accélération centrale est un mouvement a trajectoire plane, il résulte de la

d’ OP
dt?

condition de la colinéarité que donne I'équation : OP/\ y(P) O avec y(P) =

-

(. : . > dOP .
En dérivant I’expression vectorielle OPAT et en tenant compte de la condition de

colinéarité entre le vecteur position et le vecteur accélération, nous obtenons :
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. - - - . 5 2
%OPAdOP =dOPAdOP+opAd OP

-0
dt dt dt dt?

-

ce qui signifie que :(_)P/\dd—tP:C est une constante indépendante du temps et appelée

constante des aires comme précédemment.

OEA%=E=r2é§ C=r’0 = 9=£2
"

b) Expressions des vecteurs, vitesse et accélération, en fonction de la constante des aires

En remplagant & en fonction de C dans toute expression, nous avons :

Tdt dodt do ride  de

* dr drdé dre+ C dr d [1]
r=—-= ——f=—— =
.

“ dr dre+ Cdr C d d(lj C? d? (1]
r=———m——-"pqg=——-=-=-—"—- —C_ — e —
dt  de r’de r?de do\r r> de?\r

En remplacant ces expressions dans celles des vitesses et accélérations nous obtenons :

— . - ¢« - d 1\ C~
V(P)=re,+rfde, =—C—| — |e,+—e
( ) r [ dg(rjr r 4

oo meo e w o (G2 g2 (1) C2)o CP(1 d? (1))
V(P)=(r-r@%)e +(2ré+rfhe, =| —— Sl le, == =+ =lle
() ( )r ( )9 ( rz dez(r) 3j r z(r dez[rjj r
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c) Expression de la trajectoire en coordonnées polaires

Nous avons une relation entre I’accélération du point P et le vecteur position, elle est donnée

— -
par: y(P)=A4 OP ;en lesremplacant leurs expressions respectives en coordonnees

polaires et on obtient :

C?(1 d? (1))~ > d2 (1) 4 5 1
——|-t—=|=|le,=4re, =>—|—|+Fr+==0
retr do°\r do“\r) C r

Lorsque la valeur de A est connue, la résolution de cette équation permet de déterminer

I’expression de r en fonctionde 6 .

On obtient la loi du temps du mouvement a partir de la loi des aires, en effet nous avons :

C=r?f == C:rzz—f ; d’oU dt:%rzdﬁ or r estune fonction & : r = f(0)

o
dt :é f(0)’de =t-t, =%I f(8)*d@ ;apartir de cette équation, on reconstruit la
0

trajectoire du point P .
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EXERCICES ET SOLUTIONS

Exercice 01 :

1. Représenter les points A et B de coordonnées polaires : (1,0) et (2,57”) ;
2. Représenter les points C et D de coordonnées cylindriques : (2,%,2) et (2,7-2),

- -—
Exprimer les vecteurs OA et OB dans les reperes locaux correspondant.

3. Représenter les points E et F de coordonnées sphériques : (2,%,%) et (1,%,37”) ;
Exprimer le vecteur EF dans le repere local : (E,e, ,e,,€e,).
Ondonne: e, =sin@cosg i+sin@dsing j+cosdk
e, =C0sdcosg i+cosdsing ji—sindk
e, =—Singi+cosy j A A
z z
y
M (r,0) »M(r,0,2) »M (1, 0, p)
0 2 |
0 > 0 > 0 >
X r y r y
0 H 0 H
X X
Solution :

— - -

1. Les coordonnées polaires : M (r, 8) avec OM =ru, ou u, estun vecteur unitaire
AL 0 = OA=r=1 e 6=0

B(2, 5—ﬁ) — OB=r=2 et =L _z:+%
4 4 4

2. Les coordonnées cylindriques : M (r, 8, z)

— - - - z4
OM =ru,+zk ouu, estun vecteur unitaire C(0, 2,2)
ce % 2) = 0C=2u+2k , 9:% /
0 >y
C(x:ZCos% : y:23in% , 2=2) ~D(-1 0, 1)
- - = X
D@, z, -1) = OD=u,-k , O=r

D(x=1cosz , y=1sinz , z=-1)
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Expressions des vecteurs OA et OB dans leurs reperes locaux respectifs :

Le OA peut s'écrire - 674:(61.@)@(674.@)@(61. zjz

. -> o - T
Dans le repére local : (A,u,,u,,k) avec ¢9=E nous avons :

- T ..rxT72 7
u CoOS—I1+SIn— ) =]
2 2

r

- - - -

U, =-sin=i+cos— j=—i
2 2

K=k

wmuél=[6KTJQ+(6K(—B)@+(6LEJE=2J+2E

r

De la méme maniere pour le vecteur (;B
Le OB peut s’écrire : OB = (C_)TS u_:ju_: + (C_)TB u;}u;ju (C_)TB sz

-> > -
Dans le repére local : (B,u,,u,,k) avec 6= nousavons:

- I
,=cosmi+sing j=—i
> 2 > 2
U, =-sinzi+coszj=-]j
- -
k=Kk

d’ou (3% = (O_é (—T)ju_:+ (O_é (—T)Ju_;+(0—é. EJE = U_:—E

3. Les coordonnees sphériques (r, 6, @)

X =1rCc0SfCcosg
—> - L L. -— B
OM =re, oue, estunvecteurunitaireOM< Yy =rcosdsing

z=rsind
x=1 X=-+/6/4
T T ~E , T 3r —
E(2, n Z) = OE: y=1 et F(2 3 T) — OF{y=+61/4
z=+2 7=1/2

A.KADI
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Expression du vecteur EF dans le repere local (E,e,,e,,e,) avec: & :% et ¢ :%

On donne : ei:sin0003¢>T+sin93in¢?+cos¢9§ = ;=%T+%T+%E
e;:cochos(pT+cos¢95in¢T—sin6?§ = ;%L%T_%K
e;Z—Sin¢7+COS(0T = e::—%7+72?

Js J

nous avons : EF = OF —OF = —(TG+1)T+ (76—1)} (%—\/E)E
EF :(e&.;]a(&.;ﬂ;{&.gjg

Vo N2 3o

En développant cette expression on abouti a : EF = (72— 2)er—Te9+7e¢

Exercice 02 :

Un point matériel se déplace sur une trajectoire décrite par les équations paramétriques

X=t
suivantes : <y =2t* ; Déterminer :
z=0

1. Le vecteur unitaire r tangent a la trajectoire ;

2. Lerayon de courbure p ;

N
3. Lanormale n alatrajectoire ;

—

4. Labinormale b ;

Solution :

1. Vecteur unitaire r tangent a la trajectoire

-

N
7 alaméme direction et le sens que le vecteur vitesse. 7 =

<y

<
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V = 7/)( = 0

Lavitesse s’écrit: v=qv, =4t = v=i+4t] et y=4y, =4 = y=4
Vv, = v, =0

et |;| :\/vf +Vo V] = V1+16t2

i+at] 1 o 4
= i+ j
V1+16t2  A1+16t2  1+16t2

<

On déduit : 7 =

<

2. Le rayon de courbure p ;

- -

N
Dans la base de Frénet , I’accélération du point matériel est égale s’écrit : y =y +7,

- -
Ou y, et y, sontrespectivement I’accélération normale et tangentielle.

2
v

Or nous savons que : y,, =— , calculons y, :
o,

dv 1 1y 16t
Comme =—=_32t[l+16t* ) =——— etque y®=y;+y;
7t it 2 ( ) ,—l+16t2 q VY O=UN T
) (t6t)’ 16 16

On déduit : y% =y*—y? =16—

= - e —
1+16t7  1+16t2 AN T

3
vi 1416t (116t )
VN 4 4

VJ1+16t2

R
3. Lanormale n alatrajectoire

Soit s I’abscisse curviligne, la normale a la trajectoire est donnée par la relation :

> dr drds  dr drdt pd? ds
nN=——>=———"—7=p——=p ——  car Vv=—
ds dt ds v dt dt

- - - 1 -> - 3
P4 JA+16t°)2 — (i+4t j)I6(1+16t°) 2 | p4(-4i+ i _ (1+16t> )2 4(— 4+ j)
v 1+16t?

N

v El
(1+16t2)2  4(1+16t° )2 (1+16t> )2

N -4t = 1 -
d’olu:n= i+

J
N1+16%  1+16%
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4. Labinormale

> 5 >

C’est un vecteur unitaire perpendiculaire au deux premiers,d’ou: b =zAn

1 -4t
(1+16t%) @+16t%) | (o 0
o % L |o| . 5<|o
(1+16t°) (1+16t°)
0 0 1 1
Exercice 03 :

Un mobile se déplace a vitesse scalaire constante sur une trajectoire d’écrite par des équations
paramétriques en coordonnées cylindriques :

z=kr

r=r,e” ,ou Kk, r, c:sontdesconstantes positives.

1. Trouver I’équation horaire r(t) sachantqu’a: t=0=¢ =0 ;

2. Déterminer le vecteur accélération et le rayon de courbure de la trajectoire.

Solution :

1. Equation horaire

La vitesse du mobile en coordonnées cylindriques est données par :

e > e 5 e

- - - -
V=V +V +V, =re +ree +zk ondéduitles composantes de la vitesse:

V, =h,pc.e” =cop.r ; V,=rp ; Vv,=kr=kppc.e” =kco.r

on abouti finalementa : v=v? +v. +v? = \/c2 P r+r2p*+k’c? o’ r?
V=rpy1+c?(L++k?) comme la vitesse étant constante : v =v, = Cte

V, = rg.o\/1+c2(1++k2) , O NOUS Savons que : g.o:(ll—gtp etque: 1+c’(1++k?) =K

, v
Vo = rd—(p.K on remplace r par son expression: v, = r0e°‘/’d—¢).K < e“dp=—"-dt

dt dt Kr,

on intégre cette expression par rapport au temps et on obtient :
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f v v
_[e"‘/’dgo:—odt = Loow Yo in
5 Kr, c Kr,

\ 1 . 1 Vv 1
sachantqu’a t=0 ¢@=0, alors: A== ;cequidonne:=e* =—2t+=
C C Kr, ¢

Co _

(¢]

cv, cv . .
" —L2t+l < re*” :?°t+ r, onsaitque r(t)=r,e® dou: r(t)= %o t+ o
r0

2. Vecteur accélération

En coordonnées cylindriques I’expression du vecteur accélération s’écrit :

oo >

7/ (r rqo )e +(r(p+2l’(0)e +zk

onsaitque: p=Cte = ¢=0; v=Cte = r=0

'—) e o

I’accélération devient : ;/ =-rp’e + 2rpe,

LN LN .

y=—rp’e +2ngoe°"’(pe =-rp’e +2c¢’ re

e . . v .
Le rayon de courbure se déduit a partir de la relation: o = comme w=¢ alors:

yo,

re J1+c?(L++k?
p=¥= ¢ _( ) _ ryl+c’@++k®) ;  p=ryl+c’(@++k?)
() @
Exercice 04 :

Un mobile supposé ponctuel, décrit la courbe plane dont I’équation en coordonnées polaire

(p,0) estdonnée par: p= %po (L+cos@) ou p, : constant désigne une longueur donnée.

1. Quelle est I’allure de la trajectoire du mobile ?
a. Précisez les positions des points d’intersection de cette trajectoire avec les axes
cartésiens ox et oy ;
b. Exprimer en fonction de & , I’abscisse curviligne s du mobile, compté a partir du
point A qui corresponda 8 =0 ;

c. Pour quel angle polaire nous avons s = p,, on notera par B la position correspondante
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d. En deéduire le périmetre de cette trajectoire fermée étudiée ici.
2. On choisira comme origine des temps, I’instant ou le mobile est au point A . On admet
que la trajectoire est décrite avec une vitesse angulaire @ constante.

a. Exprimer la vitesse linéaire du mobile en fonction du temps puis en fonction de p ;

b. Déterminer les composantes d’accélération radiale y, et orthoradiale y, ; en déduire
I’accélération » du mobile en fonction du temps ;

c. En utilisant les expressions de y, et y, , déterminer I’accélération normale y, a

I’instant t;
d. En déduire le rayon de courbure de la trajectoire en fonction de & ; Retrouver ce

résultat directement.

Solution :

a) Tracé de la courbe et intersection avec les axes

La trajectoire dont I’équation en coordonnées polaire s’écrit p = %po (1+cos@) estune

courbe fermée appelé cardoide. L axe Ox est un axe de symétrie car : p(0) = p(-0)

Pour: =0 = p=p,=0A ; O=n = p=0
4 Po . T Po :
0=" = p=Lr-0oc ; 6=-Z= p=£2r-0cC
2 7 P75 2 T P75

La courbe coupe I’axe Ox en O et A avec OA= p,
La courbe coupe I’axe Oy en C et C’ avec OC =0C'= %

AN -
a /B
;

=

yA
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b) L’abscisse curviligne S en fonction de 6

Les composantes du point M en coordonnées polaires sont : M {Z et les variations de

longueur par: dp et pd@ . S étant I’abscisse curviligne nous aurons alors :

(dS)* = (dp)* +(pd0)* = dS =/(dp) +(pd)’

comme : dp = —%po sinéd@ on déduit facilement :

2 2
ds :\/(—%posinedej +(%p0(1+cos¢9d0)j :%pode\/(sin9)2+(1+cos¢9)2
dsS =%pod91/2il+ cosH) ; Or nous savons que : 1+ cosé = 2coszg

on déduit finalement : ds = p, cosgde

on obtient I’abscisse curviligne par intégration de cette relation :

S= pofcosgde =20, sin§+ Sy

Les conditions initiales impose qu’au point A (9 =0) alors S, =0
Larelationentre S et € devient: S =2p, sing

c) Angle polaire pour lequel S = p,

Soit B le point pour lequel nous avons : S = AB = p,

S=p, :>23ingzl singzl - 9==
2 2 2 3

d) Périmetre de la trajectoire fermée

Soit P le périmetre de cette trajectoire. Le demi périmétre est donné par :

Vi

P o e P 0
—=A0=|ds= cos—dfd = —=2p,S5in— =2
2 { Pog_[o 2 5 Po 2|, Po

dou: P=4p, périmétrede la cardioide.
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2. Vitesse linéaire instantanée du mobile
a.1l Vitesse linéaire en fonction du temps

L’origine des temps est prise au point A et la vitesse angulaire @ est constante donc :
6 =wt. Lavitesse est donnée par la relation: v = z—? or nous avons : dS = p, cosgdﬁ

v=3_ 5 c0s890_ 05999
at P TP g

Ce résultat peut étre obtenu d’une autre maniere en déterminant les composantes radiales et

wt
= Py COST

— -

orthoradiale de la vitesse. En effet nous savons que : OM = pu,

-—
N

La vitesse s’écrit : v :%:,.Oup+péug
. 1 . -1
Avec : p:—§p0w3|ncot et p@zzpoa)(l+COSa)t)
_ .2 N2 _ 1 22 2 2
v=1\p"+(p0) _Epoa)\/sm ot+(1+cos”wt)

V= %poa)w/2(l+ cosmt) = %poa), [2(2cos? %t) = poa)cos%t

a.2 Vitesse linéaire en fonction de p

L’équation de la cardioide qui S’écrit: p = %po (1+cos@) peut aussi s’écrire :

p:pOCOSZQ=pOC082w—t AN
2 2 Po
1
, . . . . wt o, 2
Or I’expression de la vitesse en fonction du temps est : v = p,@ C0S— = p, 0| —
Po

Cequidonne: Vv=aw.pp,
b. Les composantes de I’accélération : radiale y, et otrhoradiale y,

—

— - - M . > ¢ - 3 i
nousavons: OM = pu et v:d%=pup+p9u9 on déduit :

204



UMBB Boumerdes, Faculté des sciences, Département de physique

Cours exercices, Mécanique Rationnelle : TCT et LMD-ST sem :3 A.KADI
*)_dv_oo 0°2 - Z.é éoa --_ -_ B
7/——t—(p—p Ju,+(2p0-pOu, avec 6=0 car &=cw=Cte

y,=p-p0* =—%pOQ)ZCOSa)t -~ %poa)z(ucoswt) =- %p0w2(1+ 2cosmt)

Vv, =2p0= 2(—%poa)sina)tja) =—p,0’sinot

L’ accélération y du mobile se calcul par :

1 - 1
y = ,/yi +yh zipoa)z\/(1+ 2cosmt)® +(2sinmt)’ :Epoa)z\/1+ 4(1+cosmt)

1 > | , ot
=—p.w°,/1+8c0s° —
Ve 2/70 2

c. Déetermination de I’accélération normale y, a partir des accélérations y , et y,

> — -

Nous avons: «a = (?,Ox) et f=(N,OM), onsaitque: (N,'F) =% et (u:,u;) =%

On projette les deux accélérations sur I’axe portant la normale ﬁ , On obtient :

YN =-7,C08 B —y,sinp

Exprimons I’angle « et # enfonctionde @ :

En coordonnees polaires nous avons : x = pcosé et y= psing alors:

ga = dy _d(psing) _ (1+cosd) f:os¢9—_sin2 o _ C(-)SI9+C-082(9 _ —cotg(g—gj
dx d(pcosd) —(1+cosé)sind—sindcosd sin @ +sin 260 2

30 T 30 T 36
tga:—COtg 7 :tg E+7 < a:E—O—?

nous avons aussi géométriquement : o =6 + S +% on déduit: g =%

On remplace g dans I’expression de y,, , ce qui donne :

Yn =—7,C08 S —y,sin B = %p0w2(1+ 2cos€)cos§+p0a)25in esing

_3 a)zcosg—E a)zcosa)—t
7N 2,00 5 2,00 5
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c. Rayon de courbure

2 2
. - v v
On sait que dans les mouvements curvilignes : y, = R = R=—

2 2 , ot
y?  Pow cosT =, 0
Cequidonne: R=—= 3 2t =— p, COS—

w2 s wtcos®t 3 2
2P0 2

2 1)

R=—p,Ccos—

30"y

On peut aussi déduire le rayon de courbure d’une autre maniére en sachant que :

S:2posing et a:6’+ﬂ+%

0
cos—da
_ds T
da 3
2

R == p,C0S—
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Exercice 05 :
Dans un repére orthonormé R(O, X, y,z) la position d’un point M est déterminé par les
équations paramétriques suivantes : x =sinote”' ; y=cosote? ; z=2e""
Déterminer :
1. Les modules de la vitesse et de I’accélération du point M ;
2. Le rayon de courbure en fonction de z;
3. Soit H la projection orthogonale du point M sur le plan xoy , quelle est I’équation polaire
du point H .
Solution :
1. Vitesse et accélération du point M
— |V, =we”' (sinmt+coswt)

V=—-—=V, =0 e’ (coswt—sinwt) ; ondéduit le module de la vitesse par :
V, =2we”

V=V +V/]+V? =0V6e”
L’accélération est donnée par :

IV 20° e”' cosmt
T Yy = —2mw°e”'sinwt ; on déduit le module de I’accélération par :
72 — 2&)2 ea)t

y=\ri+rs+ri =2J20% "

7/:

2. Rayon de courbure en fonction de z

Dans la base de Frénet, I’accélération tangentielle est égale a la dérivée du module de la

. . \%
vitesse, ce qui donne :  , = c:j—t = 0?66

L"accélération normale se déduit a partir de la relation : y* = y? + » &
2 2

7[3] = }/2 _7/'[2 = (Zﬁwzewt) —(a)z_\/g_e"’t) — 2(w2.ewt )2

VN = a)z\/zem

D’autre part nous avons une relation entre le rayon de courbure et I’accélération normale qui
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2 ot 2
est donnée par : p = Ve , cequidonne: p= ﬁa);/_&l =32
T 0’2

32

z . -
Ornousavons: z=2e”" = e =3 , Ce qui conduita: pzT.Z

3. Equation polaire du point H .

H appartient au plan (xOy) ces coordonnées sont données par les équations paramétriques :

X=sinote”' ; y=coswmte”

, . . — [X=rcosd
Les coordonnées polaires du point Hsont (p , &) telque: OH = . avec
y=rsinéd
— - —
r=4x*+y®> et OH =ru, ol u, vecteur unitaire.
. . . 2 2
Nous avons ainsi : r = \/(sm ote’f +(cosmte | =e
X sinote’t : cosmte”
cosf=—=————=sinowt et smezlz—t:cosa}t
r e’ r e’
cosé =sinwt ) , . Vs Vs
_ par conséquent ces deux équations nous donne :0 = —-wt < ot=—-60
Sin@ =coswt 2 2

Z g

ce qui nous ramene a I’équation polaire du pointH: r =e¢?

Exercice 06 :

Soit M un point repéré dans le plan (xoy) par les équations paramétriques suivantes :

x=4t>-1 et y=242t Déterminer:

1. Le vecteur vitesse du point M en fonction du temps ainsi que son module ;

2. Le vecteur accélération du point M en fonction du temps ainsi que son module ; En
déduire les accélérations tangentielle et normale ;

3. Lerayon de courbure de la trajectoire ;

4. On considére que le repére cartésien et le repere polaire ont la méme origine et que I’angle

6 est repéré par rapport a I’axe ox. Calculer les vitesses, radiale, orthoradiale et angulaire.
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Solution :

1. Vitesse et accélération du point M

v dom _ [V, =8 déduit le module de la vit
== , onde e mo e de la esse par .
at Vy :2\/5 Ul u Vi p

V= V7V =224/8t7 +1

2. Accélération du point y M ainsique y, et y,

o , S dv (7,=8 .
L’accélération est donnée par: y = — = cdou: y=4y>+y2 =8
par: y =~ {m 0 y=\7s+7,

A \
Dans la base de Frénet nous avons : y* =y? +y% avec: y, = O(lj—t

1
d( 8t% +1 Zj
1
yo=2~ /. 2«/2%16t(8t2 1)z = 202

dt V8t +1

comme nous avons : y2 =y2 —y2

g (18042 ) _, st e4 8
I A8t2 +1 8t2+1 8t*+1 In A8t2 +1
3. Rayon de courbure de la trajectoire
V2
il est donné par la relation: p=—
VN
2 2 3
dol: p= 8'(8t +18 B +1 :(8'[2 +1)5
4. Vitesses : radiale, orthoradiale et angulaire
a. Vitesse radiale
: 1
2 2\ 2 =
V. _dr_d0c+yT)® car r=(x"+y?)?
dt dt
2 1P 2 1
d( (a* -1+ ) diet’ +1)p 1 .00 1 327
V, = = == 6at3(l6t* +1)2 ==
dt dt 2 Vi6t* +1

A.KADI
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b. Vitesse orthoradiale

Nous avons larelation: VZ =V?+V/ = V7 =V?-V?

3 2 6 2 4
V32:8.(8t2+1)_( 32t ] eat? og 10241° 6417 +128" +8

J16t% +1 16t* +1  16t* +1

4t +1
\J16t* +1

on voit dans cette expression que la vitesse radiale est continue et ne s’annule jamais alors elle

V, =% 232

. , . X .
ne change par de signe. En coordonneées polaires nous avons : cosd =— et sinf = Y
r r
L sind =0 , .
nous avons ainsi pour t=0 = dou : O=rx
cosd =-1

V. =0
au méme instant t =0 nous avons : X
{vy =242

Ces deux conditions nous conduisent a la situation suivante :

Pour t=0=>60=r Vy=V,

On voit que pour t=0 la vitesse radial V, est négative et comme elle ne change pas, elle le

) ) 4t +1
restera et par conséquent elle aura pour expression : V, = — 242 L

NJ16t* +1

c. Vitesse angulaire

2
o A+l

Vv Ji6tt 2
Noussavonsquezvezrd—e _, 40V, _ 16t°+1 _ o p 4 +1

dt dt  r A16t4 +1 16t* +1
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Exercice 07 :

-

Soit R, (O, i, j,k) un repére orthonormé direct fixe. Soit deux vecteurs u et v tel que:

>
u

1.

2.

3.

4.

du
dy

- -

=cosy i+sinyj , v=

N
- o >

Vérifier que j_v: —u et que la base formé par les vecteurs unitaires (u, v, k) est
v

orthogonale directe ;

Soit ( C) une courbe décrite par le point M dont I’équation paramétrique est donnée par :

—

OM =au+bwk ou aet bsontdesconstantes et  le parameétre de représentation.

a) Calculer dOoM en fonction de (a,b,U,E) ;

dy
b) En déduire dd_s en fonction de ¢ =+/a’ +b* , s étant I’abscisse curviligne ;
v
c) Déterminer 7 = d Cf)fl\f/dl// , Vecteur unitaire tangent a la courbe au point M en
Hd OM/WH

fonction de (a,b,;,z) ;

N

d) En déduire que I’angle @ compris entre les vecteurs z et k est constant

—

. d : - A AP 1
Exprimer d—T en fonctionde «, ¢ et u.En déduire n ainsi que la courbure = ;
S

Déterminer la binormale b au point M . En déduire I’expression de la torsion % sachant

que'ﬁ
" ds

—H|=s4

g T
, Vérifier que le rapport R est constant.

Solution :

1.

<l

> > .2 - d . >
Nous avons : U =cosy i+siny j , alors: v:d—:—sm1//|+cos;//j
7%
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, o~ dv > . -
d’ol: —=—-cosy i—siny j=—
dy

—

La base (u,v,k,) estdirectesi: uav =Kk,

Cosy siny

J/\U:I:O & | siny |A| cosy |=(cos® w +sin l//)k_)=k—;
0 0
d OM -
2. Calcul de i en fonction de (a,b, v k) sachant que : OM = au+ bz,//k
v
a) dOM: d_ bkz
dy dy
b) E:dﬂ: a’+b? =c?
dy | dy
doM dOM dy L
0 on déduit - 7 — (M) dt d}i dt dc,),l\f/dl/IZaVerko
”\/(M)H dOM dOM dy HdOM/de ¢
dl,y S dt
>_ay b~ - vJa’+b® ¢
I
c C c c

d) a:(;,l:o) constant

. ) . A b
pour le montrer on utilise le produit scalaire : z « k, = || ||k,[cosa < ==cosa
c
comme b et ¢ sont des constantes alors « est constant.

- - -
On peut exprimer le vecteur unitaire sous la forme : 7 =sina v+ cosak,
-

3. Expression de ?j—r en fonctionde «, c et u.
S

—

dl/j:c et d—Tz—sinau

dr_drdy dy
ds dy

—= Or Nous avons : ds _
ds dw ds

1
— == =
dy ¢
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N

. . . dr sina ~

on obtient ainsi ;— =—-———u
ds C

] o o> 1
Détermination de la normale n ainsi que la courbure R ;

dz n . , . . dr sina
Nous savons que : — =— et par analogie avec I’expression précédente : — =———-u

ds R ds c

1 sina

On déduitque: < R ¢ on le vérifie facilement pat le produit scalaire : z.n=0

n=-u
En effet : (sinav+ cosa kOJ .n=0
4. Labinormale b au point M

0 -1 0
b=rzAan < b=|sina|A| 0 |=|-cosa|=-cosaV+sinak,
cosa 0 sina
. , db n
Expression de la torsion sachant que : o = T
S
d n u . d db dy cosa> .
—— =—=—— 0rnousavons : — = . = u les deux expressions nous
ds T T ds dy ds c
1
donnent : — = — 293¢
T c
. (g . T —cl/cosa
De la on vérifie facilement que le rapport: —=— = —tga
c/sina

Exercice 08 :

Un bateau schématisé par un point mobile M se déplace a une vitesse constante \7 par
rapport a I’eau d’une riviere. L’eau de la riviere se déplace a une vitesse lj constante par
rapport aux berges tel J =U T avec R(O,T,f,z) un repeére fixe.

Le mouvement du point M est tel que a chaque instant le vecteur vitesse \7 est orthogonale au

— — -

vecteur déplacement OM . On posera OM =re,
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1. Donner I’expression de la vitesse du point M en fonctionde U et V dans R(O, i, j,k) ;
a) Exprimer les composantes de la vitesse dans la base (M e, ,e,, k) ;
b) Donner I’expression générale de la vitesse en coordonnées polaires.

2. Déterminer I’équation de la trajectoire du bateau par rapport au repere R(O, i, j,k) en
coordonnées polaires r = f(9), sachantqu’a t=0:60=0 et r=r, ;

a) Mettre I’expression de la trajectoire sous la forme : r = L ;
1-ksin@
b) Préciser les expressions de p et k, puis donner la nature de la trajectoire.

- -
1€9,K)
a) Donner I’expression générale de I’accélération en coordonnées polaires ;

IR
3. Déterminer I’accélération du bateau dans la base (M ,e

b) En déduire que I’expression r? (jj—f est une constante et donner sa valeur

c) Calculer la durée de révolution du bateau autour du point O. on donne :

J-ZIZ de 27

0 1-ksing)’ Ky

Exercice 09 :
- > >

Soit R, (O, i, j,k) un repere orthonormé direct fixe et R,(M,e, e, ,e,) un repere local

sphérique lié au point M. (YP = OP.e?r = rei

N
- - -

- - . 3 - . - - de - - . -
u=cosyi+siny j ,e =sindu+cosék, dz//r:e“’ et e, =cosdu—sindk

-> - -
Exprimer dans le repere R (M,e e, ,e,), lavitesse et I’accélération du point M.
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Exercice 10 :
Les coordonnées d’un point M, en mouvement dans un plan sont données par :

x=a(l+cost) et y=bsint, t:représente le temps, a et b sont deux constantes positives.

1. Donner I’équation de la trajectoire du point M, quelle est sa nature ?

2. Exprimer la vitesse du point M. Existe-t-il des instants tel que le module V de la vitesse
soit égale a une grandeur A > 0 donnée ? discuter les solutions.

3. Le vecteur vitesse peut-il étre normal au vecteur accélération ?

4. Représenter graphiquement ces vecteurs sur la courbe.

Solution :

1. Equation et nature de la trajectoire

L’équation cartésienne de la trajectoire s’obtient en éliminant le parametre temps des
équations paramétriques.

5—l:cost et %:sint en utilisant la régle trigonométrique : cos®t +sint=1 on
a
2 2 2 2
aboutit a : (5—1j +y_2=1 = (x Za) +y_2:1
a b a b

onpose: Xx—a=X et y=Y [I’expression devient:

X? y?

—+— =1 c’est I’équation décentrée suivant I’axe (Ox) , d’une ellipse de demi grand
a b

axe a etde demi petitaxeb .

2. Vitesse du point M

dx ]
|V, =——=-asint
- M x

Nous avons : V _4doM _ dt

dt Vv, :ﬂ:bcost
dt

D’oti: V? =V7? +V} =a’sin’t+b”cos’t =b* +(a® —b?)sin*t

V =,/b? +(a? -b?)sin?t

On doit chercher s’il existe un instant t telque: V=4 avec 4 >0
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2 2 2 2
A2 =b*+(a*-b?)sin’t < /12 Ez =sin’t sint=+ }“2 Ez
a — a —

or on sait que la valeur du sinus est comprise entre 0 et 1, cela revient a discuter la double

2 K2

inégalité : 0< e <1 qui se traduit par deux équations :
A2 -b*>0 = A2>b

2> —b%*<a®-b? = A<a

Il existe bien des instants t tel que V =4 acondition que: a<A<b

- -
3. Lesvecteurs vitesse V et accélérationy :

N

S’ils sont perpendiculaires (V L y ) alors leur produit scalaire estnul. V. y =0

o - d\7 y, =—acost
Calculons le vecteurs accélération: y = — = .
dt 7, =-bsint

Si V.y=0 = Vy,+V,»,=0 < a’sintcost—b’sintcost=0

(a® —b?)sintcost =0 qui s’écrit aussi sous la forme : (a®> —b?)sin2t =0

comme nous avons : a>b alors sin2t =0 ce qui se traduit par :

2A=mr = t=m% avec me IN

4. Représentation graphique des vecteurs
Représentons I’hodographe du mouvement et tracons sur la courbe les deux vecteurs dans les

positions ou ils sont perpendiculaires.

VY v, )
En effet nous avons : (—XJ =sin%t et [FYJ =cos’t
a

. v, (VY _— . .
Ce qui donne : (—Xj +( g ] =1 c’estI’équation d’une ellipse de demiaxe a et b
a

respectivement sur I’axe Ox et Oy.
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On trace deux cercles : 'underayon A=a etlautrederayon A=b cara<A<b
Et I’intersection de ces deux cercles avec I’hodographe des vitesses donne les quatre points

donc les instants ou la vitesse est perpendiculaire a I’accélération.
On voit bien que V Ly aux points A, A, surl’axe (Ox)et B,, B, surl’axe (Oy) qui

. T
correspondent aux instants t = mE avec me IN
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CHAPITRE VI

CINEMATIQUE DU SOLIDE
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CINEMATIQUE DU SOLIDE

1. Généralités
Un solide est dit indéformable, si la distance entre deux points de celui-ci reste constante et

invariable au court du temps : d[A(t), B(t)]= ||ATB|| =Cte

La mécanique des solides permet d’étudier le comportement des solides et determiner tous les
parameétres cinématiques de I’ensemble de ses points quel que soit la nature du mouvement.
La notion de torseur, déja étudiée dans les chapitres précédents, sera treés utile dans la
cinématique des solides. La formule de transport permet, connaissant la vitesse d’un seul
point du solide de déduire facilement la vitesse de tous les points du solide.

L’objectif de la cinematique du solide est de connaitre la position, la vitesse et I’accélération

de tous les points du solide par rapport a un repere détermine.

2. Notion de Repéres et Référentiels

Pour étudier le mouvement d’un solide ou d’un systeme composé de plusieurs solides, il est
indispensable de repérer la position de chaque point ainsi que les vecteurs cinématiques dans
I’espace et le temps.

Nous considérons en cinématique classique que I’espace est Euclidien, a trois dimensions et le
temps est absolu et indépendant de I’observateur.

Afin de repérer le solide, I’observateur va définir :
. e . L. , b d - -
- Un repere d’espace défini par une origine O et une base orthonormée (x,,Y,,z,). Le

triedre (O, X,,Y,,2,) défini complétement le repere d’espace dans lequel peuvent étre

exprimées les coordonnées de tous les points du solide.
- Un repére de temps (appelé aussi échelle de temps) avec une origine et une unité de
temps. Dans le systeme MKSA I’unité de temps est la seconde.

Ces deux reperes définissent un repere espace-temps appelé en cinématique classique

référentiel ou simplement repere. Nous choisissons ensuite un point O, quelconque du
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—

solide. La position de ce point est donnée a chaque instant par le vecteur position OO,
exprimé dans le repéere R(O, X,,Y,,Z,). Les coordonnées du point O, dépendent du temps et
permettent de connaitre a chaque instant la position du repere R(O,, ., Y., Z,) lié au solide.

Le passage du repere R(O,X,,Y,,z,) Vers le repereR(O,,X,,Y,,z,) lié au solide est

> o o

déterminé par la matrice de passage qui exprime les vecteurs unitaires (X,,Y,,Z,) €n

- > -
fonction des vecteurs unitaires (X, Y., z,). Cette matrice de passage s’exprime en fonction

des angles d’Euler que nous verrons dans ce chapitre. L’ orientation du repere lié au solide est

indépendante du choix du point O,.

L’ensemble des parametres de translation et de rotation constituent les parametres de situation

ou degrés de liberté du solide dans I’espace par rapport au repére R(O,)(Z,;ZJ,ZJ). Si le

nombre de parameétres est égale a 6 (3 rotations et 3 translations) on dit que le solide est

completement libre dans R(O, X,, ¥,,2,). Si le nombre de parametres est inférieur a 6 , on dit

que le solide est lié ou soumis a des liaisons, certains parametres ne varient pas au cours du

temps.

3. Systemes de notations

Dans I’étude de la cinématique nous adoptons la notation suivante :

> o o

Soit R, (O,,x;,Y,;,z;) un repére lié & I’observateur et P un point du solide, nous avons :

—

O,P : vecteur position du point P par rapport au repere R, ;

—

- 'oOP : .

V'(P) :d% : vitesse du point P par rapport au repére R, ;

- V(P . . \

7' (P) =% - accélération du point P par rapport au repére R, ;

Les parametres cinématiques sont toujours liés au repeére.
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4. Repere d’étude, lié a I’observateur et repére de projection

Les parameétres cinématiques (vecteurs vitesse et accélération) des points du solide sont

étudiés dans un repere R, (O,,x;,Y,,z,) lié a I’observateur. Ce repére est appelé repére d’étude.

Les composantes des vecteurs vitesses V'(P) et accélération ' (P) étant mesurés et définis

- o> o

dans le repere R,(O;,X;,Y;,z,) nous pouvons connaitre leurs composantes dans n’importe

quel repere de I’espace R (O, X,,Y,,Z,) que I’on appellera repere de projection.

Le choix de ce repére de projection permet d’exprimer les parametres cinématiques avec des
expressions mathématiques plus simples. Il est souvent intéressant de choisir le repére de
projection différent du repére d'étude afin de simplifier et réduire les calculs. Le repere de
projection étant mobile par rapport au repére d’étude, il faut faire attention lors des
dérivations que les vecteurs unitaires du repére de projection changent de direction donc il

faut en tenir compte.

5. Mouvement d’un repére R, par rapportaun repere R, lie al’observateur

> o5 o > o5 o

Soit R, (O,,x,Y;,z;) un repere lié a I’observateur et R, (O,,X,,VY,,Z,) un repére en
mouvement quelconque par rapport au premier. Tout point de I’espace peut étre repéré

totalement dans R, et déduire ses composantes dans R, ou inversement en connaissant le
mouvement de R, par rapporta R, .

Le mouvement du repére R, est totalement connu si :

- La position de son centre O, est totalement connu dans R, ;

- L’orientation des axes de R, est connu par rapport a ceux de R, .

5.1. Repérage du centre O, du repére R,

Le repérage du point O, centre du repere R, est déterminé par les composantes du vecteur

—

0,0, liant les deux centres des repéres dans R, ou R, , ceci se traduit par les relations

suivantes :
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0,0,-% 0,0,
Dans R, : O_i_Ok. i ; Dans R, : O_i_Ok- v
0,0,-2, 0,0,-2,
R R

5.2 Repérage de I’orientation des axes du repéere

Pour repérer I’orientation des axes du repere R, , on raméne ce repére en O, de telle sorte
que lescentres O; et O, soientconfondues (O, =0,).

Le repére R, est en rotation quelconque par rapport au repére R., dans ce cas chacun des

> o o

vecteurs unitaires (Xx,,Y,,z,) aura des composantes >
Az,
\ 7 - i
dans le repere R; ; nous pouvons alors écrire : Ay
—>k , k
- - - - Zk \\\ ,’I
Xi =0y X+ Qpp Yo+ Qg3 2
- - - - ()\i\\E:IIOII »
Yi =0y X+ Qg Y+ Op3 2y v T
\\ yi
- - - - \
Zi = Qg X+ Qg Y+ O3 Z 5 \
X X

- -
X: X

i A QO k
- -
Yi Oy Oy Oy | Yy
- -
Z, Ay Ap Ax)l 7,

La matrice [P] (3x3) definie par les eléments «; est appelée matrice de passage du repere
R, au repére R, . La matrice [P] est orthogonale droite, trois paramétres indépendant

permettent de repérer I’orientation du repere R, . Les paramétres indépendants les plus utilises

pour déterminer I’orientation de la base mobile sont les angles d’Euler que I’on présentera en
détail dans ce chapitre. Nous allons d’abord étudier les relations existant entre les deux bases

R, et R, puisexpliciter la formule de la base mobile et ses conséquences.
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5.3. Formule de la base mobile
Soit R,(O;,x;,Y;,z;) un repéere fixe et R, (O,,X,,Y,,z,) un repere mobile par rapport au
premier. Les vecteurs unitaires du repere R, sont orthogonaux entre eux et de module

constant et égale a 1, mais ils changent de direction dans I’espace.

> >

— - - - - - -
x| =lvel=]z]=1 et x.y =0, x.z,=0,y,.z,=0
Nous allons déterminer les dérivées de ces vecteurs dans le repére R, :

dix, dy, dg
dt ' dt dt

Soit Q, =#(ax +by,+cz,), le vecteur rotation de la base R, (O,,X,,Y,.Z,) par rapport &

la base Ri(Oi,g,ﬂ,Z).

Nous avons alors les relations suivantes :

dd%J_xT( :%e(y:,;k) ; NOUS pouvons écrire : dgk :0.x:+cy:—bz:)
di - di - dlg a 1
X X - - - . D —>| -
dtk = dé?k it =(0.x+cy,—bz,)0=6b |A|0|=Q, AX,
C 0
dd;k ly, :%E(XZ,Z:) ; NOUS pouvons écrire : d%=—cx:+0.y:+az:)
" - J! > di a 0
y y - - —> e . —>I -
dtk = d@k it =(—Cx +0.y,+az,)0=0|b |A|1]|=Q,AY,
c 0
dd%Lz: :%e(fk,ﬂ) , ous pouvons écrire : a :b>7k—a37k+0.z:)
diz, diz d'o 2| [°
7 7 - - — e . ﬁl -
dtk = d¢9k it =(bx,—y+0.2)0=6b |A| 0 |=Q, A7,
c 1
Nous avons donc : =Q‘k/\>§ ; ddzk :QL/\;k ; ddtzk :QL/\Z:
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5.4. Dérivée dans le repére R, d’un vecteur V(t) exprimé dansun repére R,
Le vecteur V (t) s’écrira: V(t) = X, X, +Y, ¥, +Z, z, dans lerepére R, .

\ _odivy) o o o s o
Sa dérivée dans le repére R, a pour expression : 4 XX +Yi Y+ 2k z,

Sa dérivée dans le repére R, s’écrira:

dvV() d V()
dt dt

- - - - - -
1 1 1
+ X, AAXAY, QLAY +Z, QL Az,

i Ky N N N N Ky, S
d (\j/t(t):d (;/t(t)+Q‘kA(kak+Yk Yo+ Z, zkj:d ;{[(t)-i—Q:(/\V(t)

d'V(@) _dV()

+O AV (T
dt dt AV

On obtient finalement :

-

5.5. Propriétés du vecteur Q,

- - -

a) Levecteur Q, est antisymétrique par rapport aux indicesiet j: Q, = -QF

- -

b) Formule de Chasles: Q, =Q}+Q' (principe de composition)

i
i

d'Q, d“Q,
dt

c) égalité des dérivées par rapport aux indices.

6. Angles d’Euler
6.1 Angles d’Euler de type 1

> o> - > o o

Soit R, (O,,x,,y:,z;) un repére fixe et R, (O,,X,,Y,,Z,) un repére lié au solide (S), en
mouvement quelconque dans I’espace. Le centreO,du repéreR, appartient au
solide O, € (S).

Dans le cas des angles d’Euler de type 1, on considere que les centres O, et O, des deux

reperes sont confondus : O, = O, , ce qui signifie que le repére R, ne fait que des rotations
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par rapport au repére R,. Trois paramétres indépendants sont nécessaires pour définir
completement I’orientation du repére R, par rapport a celle de R, .
Le passage du repére R, vers le repere R, se fera par trois rotations en utilisant deux reperes

intermédiaires R, et R,.

6.1.1. Passage du repere R, vers le repere R, : (précession)

- -
La rotation se fait autour de I’axe z, =z, .

> o5 o > > >

On passe du repére R.(O,,x,,Y,,z,) vers le repére R, (O,,X,,V,,2,) en faisant une rotation

d’angle w : appelé angle de précession. La vitesse de rotation est donnée par:

* —>

- e — - -
Q,=ywz,=ywz, carz estconfonduavec z, .
La représentation se fait par des figures planes, a partir desquelles nous construisons les

matrices de passage. Nous avons ainsi :

- -

- — 4 H
_ ; Précession
X, =cosy X;+siny y;+ 0.z, A
. Yi

- . - - -
y, =—siny X, +cosy y;+ 0.z, Y1 R
- - - - l// Xl
2, =0.x,+0.y;+ z, N

., ] . ) 4 N
Ces trois équations peuvent étre mise R > X,
sous forme matricielle et nous obtenons: Z; =1,

=

w =%, %)=(Y;,y,) avecz, =x Ay,

X cosy siny  0) X
y, |=|-siny cosy O]y,
, 0 0 1)z
cosy siny O
Psiri =| —Siny cosy 0| estlamatrice de passage du repére R, vers le repere R..

0 0 1

La matrice de passage de R; vers R, est égale a la transposée de Py, o © Py p = P risrR
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6.1.2. Passage du repere R, vers le repere R, : (Nutation)

- -
La rotation se fait autour de I’axe x; =X, .

> 5> o

On passe du repéere R,(O,,X,,Y,,z,) vers le repere R (Ol,xl, yl, l)en faisant une rotation

d’angle & : appelé angle de Nutation. La vitesse de rotation est donnée par:

—>l . > « > - -
Q, =0x, =60x, car X, estconfonduavec x, .

Nous avons ainsi : . Nutation
Zl

- - - - N

X, =X+0.y,+0.2, Z,
N

- 4 0 y2
y, = Ox+cos¢9y1+sm¢92 N
— —
z, =0.x,— sm9y1+c056?z 2] 5

— - > yl
Sous forme matricielle et nous obtenons: X =X,
- - - - - - -
0=(y,,Y,)=(z,,z,) avecx, =y,Az,)

- -

X2 1 0 0 X

- B —

Y, |=|0 cos@ sind |y,

z: 0 —sin@® cosé ;1

1 0 0
Psyre =0 c0s@ sind | estlamatrice de passage du repére R, vers le repére R, .
0 -—sin@ cos@

6.1.3. Passage du repere R, vers le repere R, : (Rotation propre)

- -
La rotation se fait autour de I’axe z, =z, .

> > >

On passe du repere R, (O,,X,,Y,,z,) Vers le repére R (Oz,xz,yz, 2)en faisant une rotation

d’angle ¢ : appelé angle de Rotation propre. La vitesse de rotation est donnée par :

. -

- -
QZ (pz =@z, carz, estconfonduavec z, .

Nous avons ainsi :
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. S s . Rotation propre
X, =C0S@X,+singpy,+0.z, Y,
Y, =—sSingx,+cospy,+0.2, Yi 5
- - - - (0 Xk
z, =0.x,+0.y,+ 2, K
Sous forme matricielle et nous obtenons: 1) 5
> X,

- -
Z, =17,

- -

¢ =X, %) = (Y2, i) avecz, =x Ay,

Xk cosep sing 0) X2
Y. |=|—-sing cose 0|y,
Z, 0 0 1 z,
cose sing 0
Paro =| —Sing cose 0| estlamatrice de passage du repére R, vers le repére R,.
0 0 1

Le passage du repere R, vers le repere R, ou inversement se fait par trois rotations
successives de telle sorte que tous les axes de R, occupent des positions différentes de celle
de R,. La matrice de passage de R, vers R, est donnée par le produit des trois matrices

successives, on obtient :

Xk COSpCOSy —sinycosdsing  cosesiny +singcosdcosy  singsind ) Xi
Y. |=|—sin@cosy —siny cosdcosep —sSin@cosy +siny cosdcoseg Ccos@sing |y,
z: sindsing —sin@cosg cosé Z

La matrice de passage de R, vers R, estdonnée par la transposée de cette derniére.

Le vecteur rotation instantané du repere R, par rapport a R, aura pour expression

o — * —

N * -
vectorielle: Q, =y z,+0x+¢z,

Il aura une expression différente selon qu’il soit écrit dans I’un ou I’autre des deux reperes.
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psingsiny + 6 cosy
Dans R, ,nousaurons: Qi= <—g@sin@cosy +6siny

PCoSy +y

wsin@sing +6cos e
Dans R, ,nousaurons: Q= {wsindcose—@sing

(p+z/./c051//
Rk

A.KADI

Ce vecteur instantané de rotation permet de déduire la vitesse de tous les points du solide en

connaissant la vitesse d’un seul point appartenant au solide.

7. Champs des vitesses et accelérations d’un solide

Soit un repere fixe R, (O;,X;,Y;,z;) etun solide (S,) li¢ a un repere R, (O,,X,,Y,,Z,) en

mouvement quelconque dans I’espace. Pour tout point su solide (S,) nous pouvons lui

associer son vecteur position, donc son vecteur vitesse et vecteur accélération.

Considérons deux points A, et B, appartenant au solide (S, ), nous allons chercher une

relation entre leur vitesse et leur accélération.

7.1. Champs des vitesses

Le solide (Sx) est indéformable, alors la

——

distance A B, = Cte reste constante au cours
du temps dans les deux reperes.
Ce vecteur s’exprimera de fagon différente

dans R, et R, . Les vitesses des points

A, et B, sontdifférentes car le solide

a un mouvement quelconque.
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Dans le repére R, nous avons: O,B, =O,A,+ A B, = A B, =0,B,-0,A, =Cte

Dans le repére R, nousavons: O,B, =O, A+ AB, = AB =0B,-0,A =Cte

Des deux expressions nous pouvons déduire une relation entre les vitesses des deux points
appartenant au solide.

Les vitesses des deux points par rapport au repére R, sont données par:

— —

—>i dloi —>i diOiB
Vi) =SB e Vi) - S

Ses deux expressions peuvent s’écrire sous la forme :

> d'0O,A d“O, N
VI(A)= o k — thk + QL AOA (1)
> d'oB, d“O0B, 2 -
V(B,) = S k — T K+ QIAOB, ... (2)

En faisant la différence entre les deux expressions (2) - (1) : on aboutit a :

vﬁ‘(Bk)—vﬁ‘(Ak)=di(OiE?k_diOiKkj 2 (9 oA

" +Q, A| O,B,—0,A,
d(0B-OA] 4,5
or on sait que : it _J QIB" =0 car O;B,—OA =AB,

On obtient ainsi la relation de distribution des vitesses dans un solide :

—

Vi(B)=V'(A)+QAAB,
Cette relation est d’une grande importance dans la cinématique et la dynamique des solides.
Elle permet, a partir de la vitesse d’un point du solide de déduire la vitesse de tous les autres

points du solide en connaissant la vitesse de rotation du repere lié a celui-ci.

Remarques :

i -
a) Si le vecteur rotation instantané Q, =0 , alors le solide est en mouvement de translation

pur et tous les points du solide ont la méme vitesse : V'(B,) =V'(A) ;

b) Si V'(A) _0 et V'(B,) :Q‘k/\AiBﬁk . on dit que le solide est en mouvement de

rotation pur autour du point A, € (S,) ;
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c) Le mouvement quelconque (général) d’un solide peut étre décrit comme étant composé

d’un mouvement de translation du point A e(S,) a la vitesse V'(A) et d’un

-

mouvement de rotation autour du point A, € (S,) a la vitesse de rotation Q, .

7.2. Equiprojectivité du champ des vitesses d’un solide

Nous pouvons le montrer par deux méthodes différentes.

a) Nous avons montré précédemment que V'(B,)=V'(A)+Q, A A B,

——

En multipliant cette expression par le vecteur A, B, , nous obtenons:
AB,-V'(B,) = AB.-V'(A)+ AkBk'(Q:(/\ AkBkJ
Par permutation circulaire du produit mixte, nous pouvons facilement voir que I’expression :
AB,. (g; . AkBkj -0 (ABAAB, |0
On obtient ainsi I"égalité : A B,-V'(B,) = AB,-V'(A)

(propriéteé d ‘équiprojectivite du champ des vitesses du solide)

b) Cette expression peut étre retrouvée

d’une autre facon.
Le solide (S,) estindéformable

——

et la distance A, B, est constante alors :
o \2
o(ne)
——=0
dt
N
I
—> dAB
=2AB £=0
dt ABT

—

2AkBk.(\7‘(Bk)—\7‘(Ak)J:O d'ol AB,.V'(B,)=AB.V'(A)
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Cette propriété d’équiprojectivité entraine I’existence d’un vecteur liore Q; tel que :

V "(B,) = V (Ak)+Q' A AkB , Ce qui permet d’introduire la notion de torseur cinématique.

7.3. Champs des accélérations
Pour chaque point du solide (S,) lié au repere R, , on déduit I’accélération a partir de la

d'V'(A,)

vitesse a partir de la relation : y'(A,) = it

Nous allons chercher une relation qui lie les accélérations : 7' (A, ) et »'(B,)

Nous avons déja établi une relation entre les vitesses des deux points :

—

VI(B)=V(A)+Q AAB,

Nous déduirons la relation entre les accélérations par dérivation de I’expression des vitesses.

ey dVI(B)_dVI(A) d'o o o d'AB
B,)= = B, +QA——
7' (By) at at + at AAB+Q A
W AR - -— -— k AR -
et comme : 'g‘:B d" dAth +Q A A B, —Q'/\AkB car m:o

on obtient finalement la relation entre les accélération des deux points A, et B, du solide :

P (B =y (A)+ L2 iQi CAAB+Q A(QIAA;_gJ

-

On constate que si la vitesse de rotation est constante Q, = 0 I’expression devient :

7(B) =7 (A)+ QLA (Q'AAkgj S A) - Akg[ j

7.4. Torseur cinématique

La formule de distribution des vitesses est donnée par la relation :

—

V "(B,) = V (Ak)+Q'/\AkB

La formule de transport des moments entre deux points A, et B, du solide a pour expression :
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—

M (By) = M (A.) + RA A B, ; nous constatons qu’il y a équivalence entre ces deux équations.

Le vecteur vitesse au point B, est le moment au point B, d’un torseur que nous noterons :

—

[C]Bk et la résultante n’est autre que le vecteur rotation instantané €, .

Le torseur cinématique au point B, ou (torseur de distribution des vitesses) relatif au

mouvement du solide par rapport a R, a pour éléments de réduction :

—

- le vecteur rotation instantanée Q| ;
- lavitesse au point B, : V'(B,)

Q,

il sera noté sous laforme : [Clg =17 R N .
V(B =V'(A)+Q A AB,
Le torseur cinématique est d’un grand intérét car il caractérise complétement le mouvement

d’un solide par rapport au repere R, en ce qui concerne les vitesses.

Comme les éléments de réduction du torseur cinématique sont des fonctions du temps alors le
torseur cinématique en dépend, il a donc a chaque instant une résultante et un champ de

vitesse différent.

7.5. Axe instantané de rotation

On appelle axe instantané de rotation I’axe central du torseur cinématique. Nous avons montré
précédemment que I’axe central est I’ensemble des points P tels que le moment du torseur
en ce point soit parallele a la résultante. Dans le cas du torseur cinématique, I’ensemble de ces
points constitue I’axe dont les vitesses sont paralleles au vecteur vitesse instantanée de
rotation.

A chaque instant le mouvement du solide peut étre considéré comme étant la composition

—

d’un mouvement de rotation de vitesse de rotation Q| autour de I’axe instantané et d’une

R
translation dont la direction instantanée est parallele au vecteur vitesse de rotation Q,

Soit un solide (S) lié a un repére R, en mouvement quelconque par rapport a un repére R, et

Q, le vecteur rotation instantané du solide par rapport a R, .
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On considére un point Ae(S). Soit (z) un plan de normale n et contenant le point A

—

tel que la vitesse de rotation du solide soit parallélea n : Q; =Q, n . Le vecteur vitesse
du point Ae(x) peut se décomposer en deux vecteurs, I’un dans le plan (z) et I’autre

perpendiculaire a () , ce qui donne :

V(A) =V, (A)+V,(A) avec V,(A)e () et V,(A)L()

> Q,
> A n
z = b (71'
Oi N Vt (A)
Yi
X

D’aprés ce que I’on a développé sur les torseurs, il est possible de trouver un point P tel
que: V(A =Q A PA , alors I’expression de la vitesse du point A s’écrira :
V(A) =V, (A)+Q! A PA
Quelque soit Q e () nous pouvons par la formule de transport écrire :
V(Q) =V (A) + QLA AQ =V, (A)+ QL A PA+ Q! A AQ =V (A) + Q) A PQ
V(Q)=V,(A)+QiAPQ
Nous pouvons conclure que le vecteur vitesse du point Q e () s’écrit :
V(Q) =V, (Q)+V,(Q)

avec: V. (Q) =Q APQ et V. (Q)=V,(A)
On constate que la composante de la vitesse, normale au plan (z) est la méme pour tous les

points du solide. On obtient finalement quelque soit P et Q:

V(Q)=V.(Q)+ QLA PQ
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Le mouvement du solide dans ce cas se décompose a chaque instant en un mouvement de

translation dans le plan et en un mouvement de rotation autour d’un axe passant par le point

N
P et paralléle au vecteur unitaire n .

L’axe ainsi défini par le point P et le vecteur unitaire n // Q, constitue I’axe instantané de
rotation du solide par rapport au repére R, .

Nous savons que I’axe central d’un torseur est le lieu des points P ou le moment est
minimum ou nul. Dans le cas d’un torseur cinématique, la vitesse instantanée est nulle sur
tous les points de I’axe central. On déduit que si la vitesse est nulle, en deux points distincts
d’un solide, alors I’axe joignant les deux points est forcément un axe de rotation donc un axe

central du torseur cinématique.

8. Lois de composition des mouvements

8.1. Loi de composition des vitesses

> o - > o> o

Soit R,(O;,X;,Y;,Z;) un repére fixe de référence et R,(O,,X,,Y,,Z,) un repere en

mouvement quelconque par rapport au repére fixe. On considere un solide (S,) dont le

- = >
mouvement est connu dans le repere relatif R, (O,, X, Y,,Z,)-

— — —

Soit P un point du solide, nous pouvons écrire a chaque instant : O,P = 0,0, + O, P

—

La vitesse du point P dans le repére R, est donnée par la dérivée du vecteur O,P dans ce

méme repeére.

N
— — —

> d'oP d'00, dOP Zk
V i (P) — i — i~k + k (Sk)
dt dt dt 4
Développons les deux termes de la vitesse, ce qui donne : | .
- O« Yi
dg—tio" =V'(0,) : vitesse du centre du repére R, ;
k
\ OI -
par rapport au repere R, ; / Y,
0. F KO [ - — - - - _)
d ;)tkp=d CikP+QL/\OkP=Vk(P)+QL/\OkP '
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Finalement la vitesse du point P dans le repere R, s’écrit :

VI(P)=V*(P)+ (V "(0,)+Q} A C_)_:Pj qui s’écrit aussi sous la forme :

V'(P)=V*(P)+V,(P)
V'(P) : vitesse absolue du point P pour un observateur li¢ R,

V¥(P) : vitesse relative du point P par rapport & R, en mouvement par rapport a R,

N

V. (P) : Vitesse d’entrainement du point P s’il était immobile dans R, .

—

8.1.1. Propriétés mathématiques du vecteur V,' (P)
e V/(P)=-V(P) . antisymétrique par rapport aux indices donc aux repeéres ;

¢ V/(P)=V)(P)+V](P)

8.2. Loi de composition des accélérations

—

L’accélération absolue »'(P) du point P se déduit a partir de la vitesse absolue :

N iy ik ivgi i
}/i(P)zd V (P):d \Y (P)+d V (Ok)+d (Q,AOP)
dt dt dt dt

Développons chacun des trois termes :

i\ k kys k . - - >
) YO _dVE o vip) =)ol avEP) ;
dt dt
3 dvi(o,) -
i — 2 =y'(0,) :
) qt 7( k)
d (Qk/\OkP)zd Q, /\é_k_lsﬁ—Qik/\d Oo,P
dt dt
i) o -
=dd?kAokT:>+Q;A 4OP, oo
_d QkAé;E+QLA( k(p)m;Aé}J
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La somme des trois termes donne :

N
i i N

S (P) = 7 (P)+ QL AV¥(PY 47 (0, ) + 3 d?k /\OkTD+QL/\(Vk(P)+QL/\OkPj

d'Q,

Y (P)=7*(P)+| 7' (0,) + AOP+QLA(QLAD,P) |+2Q1 AV¥(P)

Cette expression peut s’écrire sous une forme réduite :
7' (P)=7"(P)+ 7 (P)+7.(P)
7'(P) : accélération absolue du point P (par rapport a R, fixe)

7*(P) : accélération relative du point P (par rapport au repére R, )

N
i Oi N - - —

I > Q - - R N X
7 (P)=7'(0,)+ m “AOP+Q, A (Q, AO,P): accélération d’entrainement du repére R,

—

7c(P) =2Q, AV*(P) : accélération de Coriolis ( accélération complémentaire)
L’accélération de Coriolis est une composition entre la vitesse de rotation Q, du repére R,

par rapport au repére R, et la vitesse relative V*(P) du point P.

L accélération de coriolis du point P est nulle, si et seulement si :

- La vitesse de rotation du repére relatif par rapport au repére absolue est nulle : Q; =0 ;
- La vitesse relative du point P estnulle: V¥(P)=0 ;
- La vitesse de rotation est colinéaire avec la vitesse relative : Q; // V*(P)

9. Mouvements particuliers fondamentaux

9.1. Mouvement de translation pur

Un solide (S,) lié a un repere R, (O,,X,,Y,,Z,) estditen mouvement de translation pur

par rapport a un repére R, (O,,X;,V;,z;) silesaxesde R, (O,,X,,Y,,Zz,) gardent une direction
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> o o

fixe par rapport a ceux de R, (O, x;,V;,z;) , au cours du temps.
Tous les points du solide ont la méme vitesse et la méme accélération que le point P e (S,).

La vitesse de rotation du solide est nulle par rapporta R, .

>R (S
I Il - — - Zk -
On peut écrire: V'(P)=V'(O,) et Q,A0,P=0 LEN Yy
——> - - - Ok
Comme O,P =0 alors Q, =0 N
Xk

Dans ce cas le champ des vitesses est un champ uniforme.

Le torseur cinématique qui décrit le mouvement de translation pur est un torseur couple, dont

la résultante est nulle mais le moment n’est pas nul.
Q=0

[Ck/i ]P = —>_k - N

V'(P)=V'(Q)=0

Comme tous les points du solide ont la méme vitesse a chaque instant alors les points
décrivent des trajectoires paralleles. Trois types de trajectoires peuvent étre décrites :

Soient P et Q deux points du solide :

- Trajectoire en translation rectiligne : P I g I -

- Trajectoire en translation curviligne :
les vitesses de points P et Q sont
paralleles et égales.

- Trajectoire en translation circulaire, o ‘ S e,

les points P et Q décrivent des

cercles de méme rayons a la méme vitesse
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9.2. Mouvement de rotation pur autour d’un axe du solide
9.2.1. Vitesse d’un point P du solide

Un solide (S,) lié a un repére R, (O,,X,,Y,,Z,) estditen mouvement de rotation pur par

rapport a un repére R,(O;,x;,Y;,z;) si unaxede R, (O,,x,,Y,,z,) reste fixe a tout instant et

> o> o

d’une maniere permanente dans le repére R,(O,,X;,V;,z;). Nous avons donc deux points

> o >

distincts O, et | dusolide (S,) qui restent fixe dans le repere R, (O,, X, Y;,z;)au cours du

mouvement de rotation.

> o5 o > o >

Le repére R, (O,,X,,VY,,Z,) esten rotation pur par rapport au repére R,(O,,x;,Y;,Z;) & une

vitesse angulaire donnée par: Q, =wz, =wz, et V'(0,)=0

Soit P un point quelconque du solide et n’appartenant pas a I’axe de rotation tel que :
IP=r X,

Quel que soit | €z, et z, ,on peut écrire:

—

Vi()=V'(0,)+Q, A0, 1 , ornousavons :

— —

Q01 = Q.AO,1=0 dou:

Vi) =V'(0,)=0

| et P sont deux points du solide, nous pouvons alors écrire :
VIP) =V (N+QAIP = QAIP = VI(P)=Q.AIP

Onremplace Q, et P par leurs expressions, la vitesse du point P devient :

. - - . -

V‘(P):Q:(/\il3 = WILAT X, =Ty Y,

Dans un mouvement de rotation pur, le torseur des vitesses est équivalent au torseur glisseur

défini par : [C,,]. = %kioﬁ avec lez etz
Vi)=0
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9.2.2. Accélération du point P du solide
Nous avons trouvé précédemment la vitesse du point P, elle est donnée par :

VI(P)=Q, A P ; on déduit I’accélération par dérivation de cette expression :

S dVIR) diol = o dlip
dt

"(P AP + QA —— Or NOUS avons :
7'(P) dt Tt
T LTS - \ ST
de d +QuAIP ; comme IP =Cte dans lerepére R, alors d =0
. d'P 3 = . N .
ce qui donne : pPra Q, A IP, I’expression de I’accelération devient :
- aQ - = N
7' (P)= dtk/\IP+QL/\(QL/\IPJ
En développant cette expression on obtient :
- d’ g;' — X 5 5 2 D
y'(P)= KAIP + Q, (Q-IP)- 1P (Q,.Q})
ornousavons: QL LIP = Q.IP=0 et Q.0 =0Q!"
I’expression finale de I’accélération sera :
7' (P) = 1P Q) + L
Accélération normale Accélération tangentielle
suivant iP au point P
- o - - - di g;' e
Enremplagant Q, =wz, , IP=rx,_ et K =z, par leur expressions

dt

respectives

e - -

y'(P)=-ry’x, +  ryy, =7,(P)+y(P)

Les expressions de la vitesse et de I’accélération peuvent s’exprimer facilement dans le repere

R, (O;,x;,Y,;,z,) en determinant la matrice de passage du repére R, vers le repere R, : Py, g
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- - - -

X, =Cosy x;+siny y,+0.z,

Y, =-siny x,+cosy y,+0.z )7 Yi R
k
- d - - Xk
X, =0.%+0.y;+ Z | ’ .
cosy siny O 8= > X;
d’ou Py g =|-Siny cosy O Z; =7,
0 0 1

La vitesse et I’accéleration, aurons pour expression dans R; :

L] bd

VI(P)=ry y, =ry(-sinyx,+cosyy,)=—rwsiny x,+rycosyy,

- . e

y'(P)=—ry® x +ry y, =-Ty’(cosy X +siny y,)+ry(-siny x+cosy y,)

7' (P) ==r(y’ cosy +wsiny) .+ r(—y?siny +wcosy) y,

9.3. Mouvement hélicoidal (rotation + translation)

Un solide (S, ) lié aun repére R, (O,,X,,Y,,Z,) décrit un mouvement hélicoidal par rapport a

> o >

un repere fixe R, (O;,%;,Y;,z;) Si:

> o5 o

- Un axe du repere R, (O,,X,,Y,.z,) reste en coincidence a tout instant avec un axe du

> o o

repere R;(O;,X;,Y;,2;)

> o o

- La coordonnée du point (O,) centre du repere R, (O,,X,,Y,,Z,) suivant I’axe de

> > >

coincidence, est proportionnelle a I’angle de rotation du repere R, (O,,X,,Y,,Z,) par

> o5 o

rapport au repere R.(O,,x;,Y,,z,) au cours du mouvement de rotation.

— - -

Nous avons alors: 0,0, =4 w(t)z, =1 w(t)z, , lescalaire A4 représente le pas du

mouvement hélicoidal le long de I’axe de coincidence.

Nous avons deux mouvements qui se superposent :

N

IR
- Un mouvement de translation le long de I’axe commun z, =z, ;

N

R
- Un mouvement de rotation autour de ce méme axe z; = z, .
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Soit P un point du solide, nous avons a chaque instant: O,P = 0,0, + O, P

0
Le vecteur 6,61 s’écrit dans le repére R, :6;bk: 0
R (Av(®)
B a B acosy(t)
Le vecteur O, P s’écritdans lerepere R, : O,P= <b etdan R, O, P= < bsiny(t)
Rk ¢ Ri ¢

—

La somme des deux vecteurs nous donne le vecteur O,P dans le repere R, :

B acosy(t)
O,P={bsiny(t)
R e+ 2w ()

La vitesse et I’accélération du point P dans le repere R, se déduisent facilement par

dérivation dans le méme repére :

N —ay./sin w(t) S —aysiny(t) —aw? cosy(t)
Vi(P) = d d(zipz bl/./COSl//(t) et yi(P):%: by cosy(t) —by? siny(t)
Ay () Ay (1)
i R
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Exercice 06: Simulateur de vol

Pour simuler les conditions de vol des avions, les ingénieurs ont congu un appareil spécial

pour I’entrainement des pilotes qui consiste en un bras (1) en rotation dans le plan horizontal
- o> - . .

tel que : R, (O, X,,Y,,2,) : repére fixe ;

> > o -> o -> >

R,(O,x,,V,,2,) ;repére mobile lié au bras, avec z, = z, et (x,,X,) = (370, )71) = sens positif ;
Un cockpit (2) en rotation autour de I’axe ;1 tel que ;1 = xz et (371, yZ) = (zj, zZ) =6 sens
positif; R, (B, xz yZzZ) . repere lié au cockpit avec OB = R.

Un siége-pilote (3) en rotation autour de I’axe y: tel que : yt = y: et (x:,x:) = (z:,z:) =@

sens positif. R;(B,X,,Y,,2;) : repere lié au siege-pilote. Le pilote est lié au siége, sa téte

— -

est reperé par le vecteur position BT =Lz,.

Tous ces éléments sont en rotation contrélée par I’ordinateur pour simuler les différentes
manceuvres. Il a fallu faire des calculs pour déterminer les paramétres cinématiques afin de les
varier de facon sensée pour savoir a quelles accélérations seront soumis les pilotes.

Vous étes I’ingénieur responsable de ces calculs, il vous est demandé de :

1) Etablir les figures planes représentatives des trois rotations et les matrices de passages
correspondantes ;

2) Trouver le vecteur position du point T, ainsi que le vecteur rotation du siege pilote par
rapport a Ro;

3) Déterminer le vecteur vitesse absolue du point T par composition de mouvement et par la
cinématique du solide.

4) Déterminer I’accélération absolue du point T par composition de mouvement.

On prendra R, comme repere de projection

U Ay Yo 2

1
! >

i -7 3 /
[

|

s

!

- N AT T A ‘ -
RS

D A A R R S A T ——

N AR EN S ns

: PR Sty
I 1

J:_ . d |
i

€ T >
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Solution :
1. Figures planes des trois rotations et les matrices de passages correspondantes ;

a) Rotation du bras

> o >

Nousavons: OB=R et R,(X,,Y,,Z,) unrepére fixe. R, : étant le repere de projection on

exprimera toute les données dans ce repere.

> > >

R, (x,,¥;,2,) renrotation/a R, tel que: z, =z et (X,,%)=(Y,,Y,) =W sens positif

Matrice de passage de R, vers R,

Y1
Xy coS —sin 0) X B
- i 4 4 - Z0 = Zlo vl// »
Yo |=|siny cosy Ofy, Yo
. 0 0 1 2, A
PR >R R X,

a) Rotation du cockpit

> o> o > o -

R,(B,x,,Y,,Z,) :enrotation/ R, tel que x, =x, et (y,,V¥,)=(z,,z,) =6 sens positif ;

Matrice de passage de R, vers R, E
- - Z,
- ) - X, =X >
y, |=|0 cos@ -sind |y, 1o z,
;| L0 sing cosé ),

1 2 9
P N
RIHRZ bd y2
Y1

a) Rotation du siége pilote

> o5 o -

R, (B, X3, Y5,2;) enrotation/ tel que: y, =y, et (x,,X;)=(z,,2;) =¢ sens positif.

Matrice de passage de R, vers R,

X3 cosp 0 —sing) X2

Y3 |= 0 1 0 Y,

;3 sing 0 cosg ) 7
PR SR,
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2. Vecteur position du point T par rapport a R, exprimé dans R,

Nous avons : OT = OB+ BT , sachant que BT = Lz,

R 0 Lsing R+ Lsing
OB= 0 ; BT= <0 = 0 d’ou: OT= 0
0 L L cos L cos

Rl’RZ RS RZ ¢ RZ §0

Vecteur rotation du siege pilote :

° - * -

Q=2+ QL+ Q) =y, +0X,+ w7, ;
Par la matrice de passage de R, vers R, le vecteur z, ‘écrit: z, =sin@y,+cosdz,
Q=py,+0x,+ y/(siney2+ cosezzJ = 0x2+(¢>+ wsin 9) y,+wCcosfz,

R 0
Q= Jp+ysing
1/./c039

2

3. Vecteur vitesse du point T

3.1. Par composition de mouvement

- - -

V,, =V +V,, < V°T)=V*T)+V,(T)

4B Locose
dt

La vitesse relative est donnée par: V?2(T) =
—Lesing

2

La vitesse relative s’écrit : V) (T) =V °(0) + Q) A oT

. 0 R+Lsing Lysingcose
V2(T)= <wsind A 0 = <—L6&cosg+wcosd(R+Lsing)
v cosO R, LCosg —:/./sine(RJrLsin )
2 RZ
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En faisant la somme on obtient :

Lpcosep+ Lysin@cose

Vo) = —Lécos<o+z}cosH(R+Lsingo)
—Losing—ysind(R+ Lsing)

2

3.2. Par la cinématique du solide

La vitesse relative s’écrit: V°(T) =V ° (B) + Q2 A BT

0 R 0
Nousavons: V°(B)=V°(0)+Q2A0B= {ysind A 0 = Ry cos@
weos® R0 g [-Rysing
2 ? 2
0 Lsin g L¢COS¢+Ly/sm9005go
QABT= {p+ysind A 0 = —L9c05¢+Ly/c0593|ngo

v cos0 R, LLCOs@ _Lgsing—ysindsing
R

La somme des deux expressions donne :

Lgcose + Lysindcos o

VO(T) = —LéCOS(p+l/./COSG(R+LSin(p)
—Losing —wsind(R + Lsing)

4. Accélération absolue du point T par composition de mouvement

Son expression est donnée par la relation suivante @y, (T) = 7, (T) + ¥t (T) + ¥ coriotis (T)

P M= 72 M)+ 72 M)+ 7 (T)

Explicitons chacun des termes de cette relation :
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. d2\72(F) L;z;cosw—L(pzsin(p
(1) 72 (T T 0

- L;/;sin(p— Lp® cose

N
0 O

72 (T)=y° (0)+ d d?z /\Cﬁ#Q?/\[Q?\(ﬁ'J

7°(0)=0
dOS_io - dzéo . 9 . R+Lsing
it 2ZA0T = 2A0T= Jysin@+whcosd A 0
. wcosd —y dsin o R, L LCosg
2
Lcosw(:;sim9+y./écosaJ
dOg_iO > . . o o
() : ” 2 AOT = L&cose +(R+ Lsin go)(z//cose—l//esin 6)
—(R+Lsin¢)(:;sin6+y./écosej
RZ
R R 0 0 R+ Lsing
Qg/\(Qg/\OTJ= wsing A wsing A 0
cosé cosé Lcose
R, v R, v R,
0 Ly cosgsin@
QSA(QSAO? = Jysin@ A {-LOcosp+ycosA(R + Lsing)
w cosd —ysind(R + Lsing)
2 2

A.KADI
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—w?(R+Lsing)+ Ly 0cos pcosd
(3): Q‘;A(QS/\ (ﬁ'}z w Osin O(R + Lsing)+ Ly? cospcosdsin

—LO? c03g0+1/./éc039(R+ Lsing)— Ly’ cosgpsin® @
R

2

7. (M= 2(5%\7 Z(T)J

é L(;)COS(/) — 2Ly psindsing
4): y.(M)=2 wsing A 0 = 2p0sinp + 2Ly pcosdcos e
w C0S 0 —Lgsing — 2Ly psin@cos g
R, R, R,

La somme de ces expressions donne I’accélération absolue du point T

7T = (1) +Q) +3) + ()
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Exercice 10

Soit un systéme constitué de deux solides (S;) lié au repere R (C,x,,V,,z) et (S2) lié au
repére R,(C,X,,Y,,Zz,) en mouvement par rapport a un repere fixe R, (O, X,, ¥,,Z,)
(Sy) : est une barre de longueur L, de masse m dont I’extrémité A glisse sur un mur et I’autre
extrémité B est articulée au disque ;
(S2) : est un disque de masse M et de rayon R qui roule sans
glisser sur un plan horizontal tel que représenté sur la figure ci-dessous.
1. Déterminer la relation exprimant le non glissement du disque sur le plan au point I ;
2. Déterminer le centre instantané de rotation (C.1.R.) de la barre :
a) Géométriqguement
b) Analytiquement.

*)A -
R $ Yo Yo Y
%N "
A 0
0! >
| -
XO
Solution :
. Lsing . Lsin®
R, (X,, Yo, 2,) : repere fixe; OC= R ; Ol= 0
0 0
R, R,

Rl(C,;l,;l,;l) - lie a la barre; tel que : ez(g,i):(%,i)et Q; :9;1 :0;0

. -

- 5 > > o - > - * -
R,(C,X,,Y,,2,) : lié¢ au disque ; tel que : a = (X,,%,) = (Y,,Y,) et Q) =—az, =—az,
1. Condition de roulement sans glissement
La condition de non glissement du disque sur le plan est vérifiée si, la vitesse du point |

appartenant au disque est nulle : V (I e disque) =0 par la cinématique du solide écrire :

N L4.9cos6’
7o " 20 o~ R . 7o d°ocC
Vi) =V '(C)+Q,AClI =0 avec: V°(C)= . 0
0
Ry
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Lo cosd 0 0 0
0+ 0A {I-R = 1o
0 RO - RO 0 RO 0

Ry

2. Centre instantané de rotation de la barre

a) Gométriquement

<~

LOcosd—Re =0

Soit 1, le centre de rotation instantanée (C.I.R.) de la barre .

A.KADI

Sa position est repéré en tragant deux droites, I’une perpendiculaire a la vitesse V°(A) au

point A et I’autre perpendiculaire a V °(C) au point C. Le point d’intersection de ces deux

droites est le (C.1.R.) de la barre. N
Yo
Ib
V(A V()
o >
| -
XO
En effet nous avons :
- - - - - - - — HO %0
Vo) =VO(A) + Q°A AL =0 e VO(A) =QAlLA = |V (AL

VO(1,)=V°(C)+Q°ACI, =0 « V°(C)=Q°AI1.C =

a) Analytiguement

i X i Xx—Lsing
Soit Ol,= Jy = Cl,= {y-R
R, % R, L Z

On saitque : V°(1,) =V °(C)+ Q°ACI, = 0

VO(A)LI,A

V(C)LQ!
VO(C)LI,C
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R L Lécos@ 0 X—Lsin@ 0
VO(C)+QIACI, =0 < 0 + 0A <y-R = <0
0 0
R R\ R L2 Ry

L&cosd—(y—R)0 =0 y=R+Lcosd

(x—=Lsing)# =0 = X=Lsind

z=0 z=0

Ry

Ry
Exercice 11 :

-> > -
Soit R, (O, X,, Yy, 2Z,) un repere fixe lié a un demi cylindre creux de rayon R, sur lequel se

déplace une barre de longueur 2L. Le mouvement se fait dans le plan vertical (xQOy). La barre
est en contact permanent avec le demi cylindre en deux points, I’extrémité A en contact avec
la surface du cylindre et le point C avec son bord.

1. Déterminer les coordonnées du centre instantané de rotation (C.1.R.) géométriquement ;
2. Retrouver les coordonnées du centre instantané de rotation (C.1.R.) analytiquement ;

3. En déduire la vitesse du point C de la barre.

(CIR) 4
- ! -
Xy B - Yo
V°(C) a
R D
N a
N
XO
A D

Solution :
1. Coordonnées du C.1.R. géométriquement :

La vitesse du point A est tangente au cercle de rayon R. On trace la perpendiculaire a V °(A),

elle passe par le point O et elle rencontre la perpendiculaire a V °(C) au point I. La vitesse du
point C est portée par la barre.
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Le triangle CAl est rectangle en C car il est inscrit a I’intérieur d’un cercle de diamétre CI.
Le triangle COA est isocéle : OC = OA=R, les angles(CO,CA) = (AO,AC) =(AD,AC) =«
Le triangle COl est isocele : OC =0l =R, lesangles(CO,Cl) =(l10,IC) =2«

X, = Rcos2«

On déduit facilement les coordonnées du point I tel que : E)T: .
R, Vi = Rsin2a

2. Coordonnées du C.1.R. analytiquement :

On sait que la vitesse du centre instantané de rotation (C.I.R.) de la barre est nul :

Vo) =V (A)+Q)A Al = 0 : Déterminons d"abord la vitesse du point A :

i - Rcos2a . 2R arsin 2 i X, + Rcos2a
Nous avons : OA= {-Rsin2a = V°(A)= -2Racos2a et Al= <y, +Rsin2a
0 0 0
Ry R, Ry
2Rasin 2a 0 X, +Rcos2a (0
—-2Racos2a  + 0 A y, +Rsin2a= 40
0 0 0
R0 o RO RO

Ry

2Rasin2a —aly, +Rsin2a)=0 = y, =Rsin2a

_2Rac0s2a +a(x, +Rcos2a)=0 =  x, =Rcos2a

3. Vitesse du point C de la barre

Nousavons:V°(C):V°(I)+Qf/\l?i . or: V°(I):5

. o 0 R—Rcos2a Rasin 2a
Vo(C)=QAIC= {0 A ~Rsin2a = <Ra(l-cos2a)
a 0 0
R, R, R,
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Exercice 12 ;

Soit un systéme constitué d’un cylindre fixe de rayon R lié au repére R, (O, X,, ¥,,Z,) et d’un

- > -
disque de masse m de rayon r lie au repére R,(B,X,,Y,,Z,) en mouvement de rotation

autour du cylindre comme représenteé sur la figure ci-dessous. Déterminer :

> o> >

1. La matrice d’inertie du disque au point O, dans le repere R,(O,X,,V,,Z,);

2. Larelation entre y et ¢ exprimant la condition de non glissement du disque au point I ;

3. Lavitesse et I’accélération du point M par composition de mouvement.

N

N y
Yo A .
r 0

C 5

Y,

74 |
R
(0] >

o

Exercice 13:

Un c6ne homogeéne de hauteur h, de rayon de base R est en mouvement de rotation autour de
— .

I’axe vertical z, d’un repére orthonormé fixe, avec une vitesse angulaire y =Cte. L’axe

principal du cone est incliné d’un angle S constant par rapport a cet axe. Le cone tourne

aussi autour de son axe principal avec une vitesse angulaire 9 =Cte comme représente sur la
figure ci-dessous. Le repére R, est le repere relatif.

On prendra aussi le repére R, comme repere de projection.

Déterminer :

1. Les matrices de passage de R, vers R, etde R, vers R, ;

2. Lavitesse et I’accélération du point C par dérivation ;

3. Lavitesse et I’accélération du point M par composition de mouvement ;
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\:

1l
N
N

\
\
n
(S

x
N

=
o
x
<
Il
>
N
{

Solution :

1. Les matrices de passage de R, vers R, et de R, vers R, ;

Nousavons: OC=h et R,(X,,Y,,Z,) Unrepere fixeet R, : le repére de projection.

> > > ¢« >

R(%,Y:,2) :telque: zo =z 6t (X0, %)= (Yo, ;) =y avec Q) =y z, =yz, , y =Cte

-

)=(zj,z§)=ﬂ=Cte avec Q; =0 , b:o

> o o > o - >
2

R,(X,,Y,,z,): tel que :x, =X, et (y,,

> o> o > o -> - - .

Ry (X;,Y5,2;5): tel que iz, =z, et (x2,x3)=(y2,2)=9 avec Q2 =6z,=0z, , 6=Cte

Matrice de passage de R, vers R, > >
N IR Z, Z,
Xy 1 0 0 X, Y
Yy, |=|0 cosg sing|y,
Z, 0 —sing cosp) z, 5 R
Y1
PR SR, B
: Y,
Matrice de passage de R, vers R,
X3 cos® sind 0) X
Y, |=|—sin@ cosd 0]y,
2, 0 0 1),
PR,>R,
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2. Vitesse et accélération du point C par dérivation ;

2.1. Vitesse
) 0 ) ) i 0 Rcosé Rcosé
Nousavons: OC= <0 ,OM =0C+CM= <0 + Rsing = Rsiné
h h h
RZ RZ RZ O RZ
- 0 A 2 A - — - - - . >
V°(C)= d d?c _groc +QIA0C , avec: Q) =Q,+Q =y 7,
R 0
or: z,=-sinBy,+cosfBz, dol: Q= <—wsinp
R, w Ccos
. 0 0 _whsin g
V(C)= {-wsingan {0 = 0
; h 0
R, WCOSS R, R
2.2. Accélération :
- d0\70(C) d2\70(c) - -
°(C) = = +QIAV(C
7 (C) ” o AV (C)
. 0 _whsin g 0
7°(C)= {-wsinB A 0 = —w?hsin fcos
. N B _
R, wcos 3 R R, w° hsin gsin g

3. Vitesse et accélération du point M par composition de mouvement ;
3.1 Vitesse :

Nous avons : V°(M)=V?(M)+V, (M),

Rcosé . d%M —Résin@
avec. OM= <Rsind = V?*(M)= P R@coséd
R Lh 0
2 R
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0 R cos —y'/hsin,[i—Rz/'/cos,Bsina
V,(M)=V°(0)+QIAOM= <—wsin A <{Rsinf= Ry cos 3cosé
R weosp R LD Ry sin Bcosd
2 R

2

—y./hsinﬁ— Rz/./cos,BsinH— Résin@
cequidonne: V°(M)= Ry./cosﬁcose+ RO cosd
Ry./sin,Bcose

3.2 Accélération :

Nous avons : y°(M)=y*(M)+y2(M)+y. (M),

- —~R#?coso
ﬂM):%: ~R#?%sin6
0

R2

N
0 0 N

7/2(M):70(O)+dd?2AOKA+Q§/\(Q§/\OKA); avec : 7°(O)=6

d°08 4700 2, 2, =
2=——24+077AQ3=0

dt dt
R L 0 0 Rcosé
QgA(QgAOMJ: —ysinB A J-wsinB A Rsin@
R Lweosf g weosp R, h
0 —y./hsin,B—R:/./cosﬁsiné’
Q‘Z’A(Qg/\(ﬂ} —z/./sinﬂ A Rz/./cosﬂcosﬁ

R y./cosﬂ Ry./sinﬂcose
2 R
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—Ry?cosd
QSA[QSA oM j: —y?cos g(hsin g+ Rcos Ssin6)
—y?sin g(hsin B+ Rcos Bsin )
RZ
0 — Résin@ —ZRéx/./cosecosﬂ
7. (M) =2 [Q(Z’AVZ(M)J= —wsing A | ROcos@ = |—2ROysindcos
v Cos B 0 _2RAysindsin g
R, R 5

La somme de toutes ces expressions donne :

- Rcos@(@% Wi+ 2Réy./cosﬂj

7°(M)={—w?cos g(hsin B+ Rcos fsin@)— Rsin 9(«9% ZRéz/./cosﬁj

—y?sin g(hsin g+ Rcos Asin@)— 2R Ay sin Osin 3
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EXERCICES ET SOLUTIONS

Exercice 01 :
. - o> - - > -
Sotentt R,(O,X,,Y,,Z,) unrepere orthonormé fixe et R, (O,e,,e,,e;) unrepere en
. . -
mouvement par rapport au repere fixe avec une vitesse de rotation @ .

de, =~ de, =~ de,
+e,A +e,A
dt dt dt

.
N

N | —

N
Montrerque: @ =

Solution :

- de - - - Y - B S
Nous avons : e,A——- =€ Al A€, |=w(e € )— e(a).el) w—¢e,(w-€,)

dt
- de2 - > - > 5> o > o> o
e,A ot =e,A| ONE, |=w(e,-8,)— e (a)-e) a) e,(w-¢,)

e - S S
B A— :eg/\(@/\%j:a)(e3°es)_e3(a)‘e3):a)_e3(w°e3)

A.KADI

> > o

Faisons la somme des trois expressions en sachant que : a) (a). e )e + (a). e )e +(w-€5)e,

nous obtenons :

- de_) e_) - de_) - > o> o > o> o > o o - o -
EA—L+e, A—2+eA—2 =30 (w-8,)€+(w-6,)e,+(w.-8,)e, =30-w=2w
1 dt 2 dt 3 dt 1 1 2 2 3 3
- - -
> 1| 2> de de, =~ de,
®=—|6n +6, e,
2 dt dt
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Exercice 02 :

Une sphere (S) pleine et homogene, de centre G, de rayon a, roule de maniére quelconque sur un

plan fixe horizontal (P). Soit R,(O,X,,Y,,Z,) un repere orthonormé fixe li¢ au plan tel que

z, L (P). Soit R(G,X,,Y,,Z,) un repere orthonormé direct, li¢é a la spheére tel que:

S

— - - -

OG =xX,+YyY,+az,). Lorientation du repére Ry par rapport a R, se fait par les angles

d’Euler classiques y,8,¢ . On prendra R, comme repere de projection.

1. Etablir les figures planes de rotation de la sphere ;
2. Donner I’expression du vecteur rotation instantané de la sphere ;
3. Déterminer la vitesse du point de contact I de la sphére avec le plan fixe.
4. Ecrire la condition de roulement sans glissement de la sphere sur le plan.
> A
Z, 5
—>
Yo
N
XO
Solution :
— - - -
(S) : estune sphére homogene derayon a ; (P):unplanfixe; OG =XX,+YyY,+az,)

R,(O,X,,Y,,2,) : repere fixe ; (X,,Y,) € (P) et z, L(P)

> o o .
R (G, X,,Y,,Z,) : repere lié a la sphere.
Le passage du repére Ry  vers le repére R, se fait par trois rotations utilisant les angles d’Euler

(v,0, ) et deux repéres intermédiaires R, et R,
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1. Les figures planes :

N

5
a) Passage du repére R, vers R, :la rotation se fait autour de I’axe z,, = z,

. . Yi
Matrice de passage du repere R, versR,

N N - - G l//

X cosy siny  0) %o L=1 - ;
- . - 0
Y, |=|—siny cosy 0|y,

- -

Zl 0 0 1 ZO /4

PR1—>R0 " X,

- -

b) Passage du repére R, vers R, : la rotation se fait autour de ’axe X, = X,

22

Matrice de passage de R, vers R, I ¢ P2
N N Xl = X2 > -
| (1 0 0\ X Z)
Y, |=|0 cos@ sinf |y,
;2 0 -sin@ cosd Z o

N Y,

PRZ—)Rl yl

- -

c) Passage du repere R vers R, : la rotation se fait autour de I’axe z, = Z,

Ys
Matrice de passage de R, vers R, G @
Xs cosp sing 0) % z_; = z_; Y,
Y, |=|—sing cosp O]y, o
z, 0 0 1)z .
v X,
PR R, X,
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2. Vecteur rotation instantané de la sphére dans le repere R,

g * *«

e e Tl
s =8, 3L, +8 =L, +0UXt YW

- -
Exprimons X, et z, danslerepére R,. D’apres les matrices de passage nous avons :

- -

5

X, = cosy X,+siny Y,

- . - - . . - - -
Z, =—sin@y,+cosfz, =—sinf| —siny X,+cosy y, |+cosdz,
- . . - . - -

Z, =sin@siny X,—sinfcosy y,+cosf z,

ce qui donne : Q! = ga(sin@siny/xo—sinﬁcosy/ Y,+cosd Zoj+0(cosy/xo+ sinl//yojﬂ//zO

Q! :(gosinﬁsint//ﬂ%:osw] X0+(—¢sin0cosw+05iny/j y0+(l//+ (ocosﬁjzo
@sin@siny + 6 cosy

Ql= J{-psinfcosy +0Osiny

v+ (.ocos 0
R,

3. Vitesse du point de contact | de la sphere avec le plan fixe

Les points G et I appartiennent a la sphere. Par la cinématique du solide, nous pouvons connaitre la

- g - -—>
vitesse du point I & partir de celle de G, en effet nous avons : V°(1) =V °(G) + QI AGI

X - X

N — 0 .

Avec: 0G= <y = V’(G)= d dct)G: y

a 0

R, R,

X 0
et Ol= Jy =Gl= 0
R, 10 R, (-2
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;( @sindsiny + 6 cosy 0
Vo= 1y + —g@sinfcosy +0siny A ¢ 0 , onobtient finalement :
0 w+ @cosd —-a
R, ;

X —a(—gosinﬁcosy/+9sinl//j

V(= y +a(g;)sin6?sinw+écos1//)

R, 0

4. Condition de roulement sans glissement de la sphére sur le plan.

Pour que la condition de roulement sans glissement soit satisfaite il faut que la vitesse du point I soit

. . X —a(—(;sinecosy/ﬂésint//):o 1)
nulle:  V°(1)

I
0

)./ +a((.osin95ing//+écoswj=0 @)
R

0

On multiplie I’équation (1) par siny et I’équation (2) par cosy puis on fait la différence des deux

;(sinl//—a(—g;)sinﬁcosy/sint//+ésin21//)20 (1)
équations :

ycosy +a(g.osin@sin1,1/(:051,1/+écos2 t//ij 2
-1 = —).(Sinl//+)./COSl// +aé:0
y X

W et COSI//ZW

X=X °
L’équation devient : X=Xy +a6=0
X*+y?

comme Nous avons aussi : siny =
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Exercice 03 :
Soit le systéme mécanique composé d’une tige OO, de longueur L et d’une plaque rectangulaire
de dimension 2a et 2b articulée en O; avec la tige (voir figure). R, étant le repére fixe ; R, en

N
rotation de y autour de zo. La plaque tourne autour de la tige a une vitesse angulaire ¢ .

On donne i =Cte ; 6 =Cte ; ¢ =Cte
1) Déterminer les matrices de passage de R, vers R, et de R, vers R, ;

2) Déterminer le vecteur rotation instantané de R, par rapport a R, exprimé dans R, ;
-
3) Déterminer par dérivation la vitesse V°(0,) exprimée dans le repére R, ;
-
4) Déterminer par la cinématique du solide la vitesse V”(A)par rapport a R, exprimée R, ;

N
5) Déterminer par dérivation et par la cinématique du solide °(0,) exprimée dans le repére R,.

<« -
T L, =1,
N
- -
Z, Z, Ys
- 0
1 =Y 2b

o} - @ W(D >

\

x
N

Solution :
Latige : OO, =L ; Laplaque : Longueur2a , Largeur 2b

> o >

R,(O,X,,Y,,2,) : repere fixe ;
> o o

5
R,(O,X,,Y,,Z,) :repére en rotation autour de I’axe z, par rapport au repére R,

> o o -
R,(0O,X,,Y,,Z,) : repere lié a la tige, en rotation autour de I’axe Yy, parrapport a R,
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=

5
R;(0,,X;,Y;,2;) : repere lié a la plaque, en rotation autour de I’axe z, par rapporta R,

ondonne:l/./=Cte , t.9=Cte , g;:Cte

1. Matrices de passage z, ;
2
Matrice de passage de R, vers R, 0
X, cos@ 0 sin@) X o
yl=l 0o 1 0 |y, ) X
Z —sind 0 cosé ;2 .
X2
PR R,
Ys
Matrice de passage de R, vers R,
. : . 2b
X3 cosp sing 0) % Q [ R
Y, |=| —singp cosep O] Y, 22 Y,
23 0 O 1 22 gp -
X3
P
R3—)R2 v

2. Vecteur rotation instantané de R, par rapporta R, exprimé dans R, ;

D’aprées la relation de Chasles nous pouvons écrire :

* *

Q=040 Q" =g +0y,tyL

- - - -
Exprimons le vecteur unitaire Z, dans le repére R, ,il s’écrit: z, =—sin@X,+cosf z,

D’ou: QF =(022+9y2+l//(—sint9xz+cos922j =—t//sint9xz+<9y2+(g0+ l//COS@sz

—ysinf
Q)= 0
@+ cosl

A.KADI
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3. V°(0,) par dérivation et exprimée dans le repére R, ;
N 0 Oii_> 2 Oii_> - N
Par dérivation nous avons : V°(0,) = d dt02 _d t02 +QIA 00
0 N - g.ysinH
—_ d2 02 N . —)0 —>1 —>0 . - - .
Or 00:= <0 = o =0;et Q,=0Q,+Q/=0Yy,+yz= 9
R, L W cos®
RZ
—ysing 0 Lo
V%(0,)= 0 A 0 = Ly sin@
wcosé R L 0
R, ? R,
4. Vitesse du point A par rapporta R, exprimee dans le repere R, ;
Par la cinématique du solide nous pouvons écrire :
VO(A) =V (0,)+Q A 0,A
a acosg
Le point A est dans le repere R, et a pour coordonnées : O,A= <0 = asing
R, 0 R, 0

. Lé —ysind acos@

D’ou: V°(A) = Lysind + 0 A asing
0 @+ cosd R 0

R, R,

L é— asin (p( (k+ t/./cos 9)

V°(A) Ly sind+acosg go+1//c0519j

— a(t/./sin(psine +écos goj

A.KADI
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5. Accélération y°(0,) par dérivation et par la cinématique du solide dans le repére R,.

5.1. par dérivation

Nous savons que : iy =Cte ; 0 =Cte ; ¢ =Cte ; alors :

2 d0\70(0 ) d2\70(0 ) 2o O
‘(0,) = 2= 2+ QIAV(O
7 (0,) dt dt 2 ©,)
ce qui donne :
0 —y./sin¢9 Lo — Ly’ sinfcosd
7°0,)= {LwOcosd + 0 A JLysing = 2Ly Bcosd
0 + 1 cosd 0 " ") 2
R and —-LO’-Ly’sin’ 0
? R, R, R,

5.1. par la cinématique du solide

N
0 0

#0,) = 7'(0)+ 3 d?z A052+93A[93A062j

Les points O et O, appartiennent a la tige leurs vitesses et leurs accélérations sont nulles dans

le repére R, li¢ a la tige.

y%(0)=0 car le point O est fixe dans la tige ;

dog_;o B —l/./éCOSQ 0 0
2 A00,= 0 A 0 = Ly O cosd
R, -y Osind R, L R, 0
~ Ly’ sin@cosd
Qg/\(Qg/\OC;ZJ: L{yécos@

—~LO>~Ly’sin’ @
RZ
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La somme de ces trois expressions donne :

0 —Lt//2sin6’cost9 —Ll,//2 sin@cos @
7°(0,)= Ly @cosb + Lw@cos&’ = 2L1,1/0c050
R, 0 —LH—L(// sin’® @ —L@—Ly/ sin” @
RZ RZ

Exercice 04 :

Soient deux barres articulées en A faisant partie d’un mécanisme de régulation. La barre OA est

- -
en rotation autour de 1’axe zz dans le plan horizontal (XY, ). La barre AB est en rotation autour

— -

de I’axe y1 dans le plan (X Z ) . Soit P un point mobile sur la barre AB tel que. AP =rz, ,

— —

OA=a X AB=b Z ; (aetb sont des constantes). R, : repére de projection. Déterminer :

1. Les matrices de passage de R, vers R, et de R, vers R, ;

" -
2. Q) , V°(B) et y°(B) par dérivation direct et par la cinématique du solide ;

Solution
6K ax ;Kg bz et

> o5 o
R,(O,X,,Y,,2,) : repere fixe ;

> 5> > - o
z

R,(0O,X,,Y,,Z,) :enrotation tel que z, =z,

et 0=(X,,X) =YY Q? =0z,

> o o

R,(A,X,,Y,,Z,) : enrotation tel que y1 Y, et w=(X,%)=(2,,2,), Q) =pYy,
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1. Matrices de passage

Matrice de passage de R, vers R,

Yi
Xo cosd —sinf 0) % N
- . - , =1, Q ') % > —
Yo |=|sin@ cos@ 0]y, Yo
2 0 0 1) f
PR0_>R1 N X,
XO
Matrice de passage de R, vers R, X,
X, cosy 0 —sin@) X Y, =Y, oY >
- - 1
Y, |=| O 1 0 Y
;2 siny 0 cosy Z v
P i z
R,—»R Z, 2

- - -
2. Q) puis V°(B) et y°(B) par dérivation direct et par la cinématique du solide

IR
a) la vitesse instantanée de rotation QY

0
Q) =0 +Q =py,+07= 1y
R ¢

_)
by V°(B) par dérivation direct et par la cinématique du solide

*) par dérivation directe
a 0 a bsiny a-+bsiny
Nous avons : OB =0A+ AB= {0 + {0 = 0 + 0 _ 0
R 0 p b R 0 R bcosy R bcosy

2

- 0 e 1 B - N
Par dérivation nous avons : V"(B) = d 0B = d OB +Q’A0B
dt dt 1
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R by cosy 0 a+bsiny by cosy
V’(B)= .0 + 0 A 0 = (a+bsiny)d
~bysiny R 0 R beosy —bysiny

1 1

*) par la cinématique du solide

Nous pouvons écrire : V(B) =V (A) + Q%A AB
p 2

0 a 0
Nousavons:V°(A)=V°(O)+QIO/\(_)7A < V(A= {0A {0 = <{adb
RWRLIO RILO

Car V°(0) = 0  Nous avons ainsi :

N 0 0 bsiny by cosy
V’(B)= <af+ Jy+ 0 = J(a+bsiny)d
R 0 R & R beosy —bysiny
R1

_)
by »°(B) par dérivation et par la cinématique du solide

*) par dérivation

- 0 %O 1 %O - -
Par dérivation nous avons : y°(B) = dvVE _dVv (B)+Q?/\V°(B)
dt dt
bt;cosw—b;//2 sin 0 bl/./cosy/
y°(B)= (a+bsiny/)5+bél/./cosy/ + 0 A (a+bsinw)é
—bg.z;sinl//—bylzcosy/ R Y o —bysiny

A.KADI
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by cosy —by’siny —(a+bsiny)o’
7'(B)= <(a+bsiny)f+200ycosy

—bl;sinl//—bly2 cosy
R

1

*) par la cinématique du solide

Nous pouvons écrire :

N
00 N

y'(B)=y"(A)+ d d?z AAB + Qg/\[ng\ ABJ

N
00 N

Calculons d’abord : »°(A) = y°(0) + d d?l AOA + Q) A (Qf/\ OA)

Sachant que »°(0)=0 , on obtient :

. 0 a 0 0 a -af’
y'(A) = 0 0 + OA <0A 0= aog
RIQ R10 R10R16’ RIOR 0
1

050 150 - - oo (1
0°Q; _d 24+ QAQ)= {y+ J0A w=

dt dt L1) é L] L]
R1 0 R1 Rl 0 ; o
1
d°5° Oy bsiny by cosy
o 2AAB= <y A 0 = <bOsing+bOycosy
5 R, bcosy —b!;COSW
R1 Rl

A.KADI
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N 0 0 bsiny 0 by cosy
Qg/\(Qg/\ ABJ: WA WA 0 = {wn { bOsiny
R, 0 R 0 R bcosy R 0 o by siny

—by’siny —b6*siny
= bOwcosy

—by?’ cosy
R

1

En faisant la somme des trois termes nous obtenons :

e bz;cosw —by’siny —b6*siny
7°(B)= af + <b@siny+bOwycosy + by cosy
0 —bt;cosy/ -b 2
W cosy
Rl R1 Rl

bl;cosy/—bw2 siny —(a+bsiny)6?
7' (B)= (a+bsint//)5+2bé’g/./cosy/
—bl;sinl,//—bw2 cosy

Exercice 05 :

Une barre homogeéne mince de longueur AC = 2L et de centre G , repose sans frottement sur un
petit rouleau fixe au point B et s’appuie contre un mur lisse au point A . R, : est le repére de
projection.

1- Déterminer la vitesse de glissement en A eten B ;

2- Déterminer les coordonnées du C.l.R. (centre instantanée de rotation) géométriquement et

analytiquement.
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Solution :
Au point B nous avons un glissement sans frottement ; AC = 2L ;lerepére R, est le repere

> o o

de projection. R,(O,X,,Y,,Z,) : repere fixe ;

-> > - - > -> - - * - . —

N —
R(G,X,,Y,,z,) :esttelque z,=2, ; a=(X;,X)=(Y,,Y,) et Q) =az,=az,

1. Vitesse de glissement aux points A et B

0 a
Les coordonnées de A et B dans le repére R, sont : OA= |- atga OB= 10
RyL Y R, LV

0

o d’ OA aa
VO(A) = = -
) dt cos’ a
0

R

0

Comme A et B appartiennent tous les deux a la barre, la vitesse V °(B) se déduit par la

cinématique du solide : V°(B) =V (A)+ Q) A AB

0 0 . —-aatga
VIB)= {-—2% 4 lg A latga = {-—2% tag
COS o 0 0 COS o
B 0 R, R, 0
’ R
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3- Coordonnées du C.1.R. (centre instantanée de rotation).
a) Géométriqguement
On sait que la vitesse du centre instantané est nulle. En utilisant la relation de la cinématique du

solide nous pouvant déterminer la vitesse du point | a partirde A oude B :

- - N N N N 5 R —>0 _>0
VO =V (A)+QAAl =0 <V°(A)=Q°AIA = V_)(A)Lgil
VO(ALIA
- - - — - N N R —>0 _,0
Vi) =V (B)+QIABI =0 <V (B)=Q'AlB =" (B
V°(B)LIB

Alors, en tracant une perpendiculaire a2 V°(A) en A et une autre perpendiculaire 4 V°(B) en B,

P’intersection de ces deux droites nous donne le centre instantané de rotation.

a) Analytiguement

On doit chercher les coordonnées du centre instantané de rotation. Le mouvement de la barre est

X

- -
un mouvement plan. On cherche un point 1{y telque V°(1)=0 . en effet nous avons :

0
0
g - - M O X O
VI =V (A)+QAAl =0 o -2 4 Jo+ ly+atga=10
COS o °
0 0
R 0 RO a RO
0
—a(y+atga)=0 = y=-atga
ao ° a
-——+tax=0 = X= >
COS & COS o

256



UMBB Boumerdes, Faculté des sciences, Département de physique
Cours exercices, Mécanique Rationnelle : TCT et LMD-ST sem :3 A.KADI

Exercice 07 :
Un cbne de rayon R, de hauteur h et demi angle au sommet a , en contact avec le plan
horizontal (OX,Yo) suivant I’une de ses genératrices. Le cone roule sans glisser sur le plan

(OXyYy) . Lerepére R, (O,x,,y,,2,) estlerepére fixe.

1) Déterminer la vitesse de rotation Q5 du céne dans le repére R, (O, x,,,,2,) ;

2) Ecrire la condition de roulement sans glissement ;
_) L]
3) En déduire larelation liant, QS , v et « ;

% L]
4) Endéduire Q) enfonctionde w , R et h .

-— -

u € 04 (_)Zle au plan(;o,y:) a=(04,00)

Solution :

-— -

OC=h ; CA=R ; a=(04,00)

> o >

R, (0,x,,,,2,) repere fixe ;

- o> - - e —

R, (O,x,,,,2,) enrotation tel que : Q) =y z,

-> o> - - - -

R,(C,x,,y,,z,) liéauconetel que :x, =x, et Q) =gpx,

(0,;1) est I’axe du cone ; (0,;1) € (;0,;0) et (O,JZ)J_(O,;l) I’axe (O,z,) termine la

construction du triedre directe.

- - -
Soit u le vecteur unitaire porté par la génératrice O4 du cone. Nous avons : y = (x,,u)
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1. Vecteur rotation instantanee du cone par rapport au repére R,

- - - *« *
Q=00+ Q) =px,+yz, A
z
- 0
Or, nous avons : Z
N IR N (24 - -
z, =Sina x,+Cosa z, ¥ X =X
N
o _ s - 9 = > Yo
Q, =px,+y|sinax,+CoSa z; 4
v

—>0 ° . . - . -
Q, =|ptysina |x,+ycosaz,

2. Condition de roulement sans glissement ;
Du fait du roulement sans glissement du céne sur le plan horizontal, tous les points en contact
du plan suivant la génératrice OA ont une vitesse nulle, en particulier les points O et A.

Comme les deux points appartiennent au méme solide, nous pouvons écrire :
VO(4) =V°(0)+QA04=0 or V°(0)=0
ce qui donne : QIA 04=0 , Cette expression montre que Q5 // 04

- - - -
or nous savons que OA L z, alors nous avons aussi : Q) 1 z, se qui se traduit par :

—

- —
QY . z, =0 enremplacant Q) par son expression on obtient

*)0 - . L] A — bd L] bd s
Q, «z,=0 < (0+W5|najx1-zo+ wCosa |z,.2z, =0
- = ->

> - V4 )
X 2y = x| 2] COS(x; 20) = cos(E—a) =sina

- > ->

2,024 =|z)||7,|COS @ = COS 2

(g?)ﬂ}sinajsina+(¢}cosajcosa:0 = gpsina+ y=0 < ¢= L4
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3. Relation liant, Q% , v et «

. -
’ H 0 H .
On remplace ¢ dans I’expression de Q, , ce qui donne :

> 2N B > e ( cosa - *]
Q, = —— +ysina |x,+ycosaz, =ycosa| —————x,;+z;

sina sina
4. QY enfonctionde v , R et h
Comme nous avons sina = R et cosa = h

VR? +h® NR? +h?
On obtient: QY :Lw —ﬁxl-l-zl
VR? + h? R

Exercice N°08 :

A.KADI

Soit le dispositif mécanique composé d’une barre homogene AB de longueur L, de masse m et

d’une hélice de rayon R, de masse M. Le point A de la barre se déplace sur I’axe y, et la

. - —
barre tourne avec une vitesse angulaire constante y autour de I’axe x, = x, . L’hélice tourne

— - .
autour de I’axe y, = y, avec une vitesse angulaire constante : ¢ .

L A A
z z - -
° ! Vo= V3 A
€ y(t) ....... » z, N
L ] Zs
4
. B f
L Zy
B >
X2
0 v X ¢
A 7 _ -
Yo EN N
X3
- -
Xo X1

On prendra R, comme repére relatif et de projection.
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Le moment d’inertie de I’hélice au point B , exprimé dans le repére R, est donné par:

cC 0 O
Lyip, = 0 2Cc O

0O 0 C R
Déterminer:

1. Le centre d’inertie du systéme barre + hélice dans le repére R, ;
2. Le tenseur d’inertie du systéme barre + hélice au point 4 dans le repére R, ;

3. Lamatrice de passage de R, vers R, etde R, vers R, ;
4. Lavitesse de rotation instantanée Q3 de I’hélice par rapporta R, ;
5. Lavitesse V°(4) et I’accélération »°(4) par dérivation ;

6. Lavitesse V°(B) et I’accélération »°(B) par par la cinématique du solide ;

7. Lavitesse et I’accélération absolues du points A par composition de mouvement ;

Exercice 09 :
Une tige homogene de longueur AB =L et de centre G est en mouvement tel que, son

IR
extrémité A soit assujetti a se déplacer suivant I’axe vertical (O, z,) d’un repere orthonormé

> o> o - >

fixe R(O, x,, v,,2,) . L’autre extrémité B est en mouvement quelconque dans le plan (x,,y,) .
1. Déterminer le nombre de paramétres necessaires pour décrire totalement le mouvement de
la tige et construire les différents reperes permettant de faire I’étude cinématique de la

tige ;
2. Déterminer la vitesse instantanée de rotation de la barre par rapport a R,
3. Déterminer les différentes figures planes et les matrices de passage;
4. Déterminer la vitesse et I’accélération absolue des points A, B et G exprimé dans le

repere R, .
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Zg
A
G
(0] >
>,
Yo
B
N
Xo

Solution :
1. Repéres et parametres permettant I’étude du mouvement de la tige

AB=L; Ae(0,z,) tousletemps, B e (x,0y,)

Ry (x4,¥4,2,) : repere fixe ;

> o> o> e o >

R, (xy,y1,2,) unreperetelque: z; =z, (xy,x,) = (v,,3,) =y et Qf SyYzy =Yz

> o o - - >

R,(x,,v,,z,) unreperetel que: y, =y, ,(x,,x,)=(z,,z,)=w et Q,=-0y, =-0y,

onaainsi: ABeR, telque: BA =Lz,

Les deux angles et € sont suffisant pour décrire entierement le mouvement de la barre

par rapport au repere R, .

2. Vitesse instantanée de rotation de la barre par rapport a R,

0
Nousavons: Q) =Q;+Q) =-0y,+wz,= -6
RU YV
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3. Figure plane de chaque repére ;
3.1. Matrice de passage du repére R, vers R,
Matrice de passage de R, vers R, ;
1
Xy | (cosy -—siny 0) % =R 2V
Yo |=|siny cosy O]y PR0—>R1
z, 0 0 1) 2, 74
- xl
Xo
3.1. Matrice de passage du repére R, vers R, -
Zy
- ) - - _ -~ B ve N
X2 cosd 0 sin@\ ™ =Y, ;Zl
yol=| 0 1 0 jy
z, -sin@ 0 cosd) 0
- X
PR?—>RI X 2
gdsiny
Q) =—0y+yz =—0(-siny x,+Cosy y,)+wz,= <—6cosy
v
RO

On prendra R, comme repére de projection car les expressions cinematiques sont plus

simples dans ce repeére.

4. Vitesse et Accelération absolue des points A, B et G exprimé R,.

) L .
0 Lsing Yy —sing
Nous avons : OA4= 0 , OB= 0 , 0G=%: 0
L
L =
R cosd R 0 20036?
R,
- - 0 o 1 o - N
4.1. calculde V°(4) : V°(4)= d04_d OA+QfAOA
dt dt
R 0 0 0 0
Vo(4)= 0 + oA 0 = 0

R —L@sing RW R Lcosd R —L@sing
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4.2. calcul de V°(B)

- 0 i 1 s - —
VO(B):d OB _d OB+Qf/\OB
dt dt
. Lécose 0 Lsing Lécose
V°(B) = 0 + J0Aa 0 = Lysiné
0 W 0 0
R B A R

La vitesse du point B peut aussi s’obtenir a partir de celle de A par la cinématique du solide :

VOB) =V (4) + Q%A AB
2

. 0 0 Lsing Lécos@ Lécose
V°(B)= 0 + <-0a 0 = Lysing = {Lysing

g \=LOsing p |y g |-Lcoso % _LOsing+ LOsing k 0

- - 0 g I A - -
4.3. calcul de 7°(G) : VO(G):d 0G _d OG+Q§’A0G
dt dt
L .
éecose 0 %sine E@cose
V°(G)= 0 + <0A 0 = £1,//Sin6‘
Lésiné’ w Lcose 2L
_= R = L
R 2 R 2 205|n0

R

La vitesse du point G peut aussi s’obtenir a partir de celle de A ou de B par la cinématique du
solide, en effet nous avons :

VO G)=V°(4)+ QA AG

L . £6.?c030 £écos@
. 0 0 Esm& 2 2
Vo(G) = 0 + {-6a 0 = £1//sin6? = £y/sin6?
° A L4 L 2 2
R —L@sing 7% ——cosd . L . L. .
R 2 _LOsind+=0sing —Z9sing
R R 2 R 2
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45. calcul de y°(B) :

4.6. calcul de »°(G) :

7°(B)

70(B)=

Faculté des sciences, Département de physique
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d’V°(4)

— dJV?O(A) - -
00 4) = - +QIAV(4
7 (4) ” ” AV E(4)
0 0 0 0
0 + O/\ O = 0

_LOsing - L¢92c030 R W R —LOsing _LOsind—LO%cosd

R

1 _)0 - -
(B)—d V (B) d'v (B)+QSAV°(B)
dt dt
L&cos& L4923|n6? 0 LOcosd
Lz//smH+L://90059 + 0 A Lysing
0 74 0
YR

LécosH—L(62+Lw2)sin6
Lz;sin9+2L1/./écose

0
- 0 _)0 1 —>0 - -
V6=V @) _dV (G o, o
dt dt
Locoso—Lo%sino L bcoso
2 2 0 2
éq//sineJr%y/@cose + 0 A éwSinﬁ
- . % L .
_L%sino-Lo? coso B ———0sind
2 2 R 2

Locoso-Lo Sin9—£W2 sing
2 2 2
%y/sin0+Lwecose

—£¢.9.sin6—£02 cosé
2 2
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CHAPITRE VII

CINEMATIQUE DES SOLIDES EN CONTACTS
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CINEMATIQUE DES SOLIDES EN CONTACT

1. Mouvement de deux solides en contact

Soient deux solides (S;) et (S,) liés aux repéres R, et R, mobiles par rapport a un
repere fixe R,. Les deux solides en mouvement sont assujettis a un contact ponctuel a tout

instant en un point fixe 1 appartenant au plan () tangent en ce point aux deux solides.

82/6\

T, " (

N
n : lanormale au plan (r)
-

Q, €(7)

Q, L(n)
Au point de contact des deux solides

nous pouvons distinguer :

- 1, €S, :pointdusolide S, en contact avec le solide S, al’instant t;

- 1,eS, :pointdusolide S, en contact avec le solide S, au méme instant t;

- |l eR, :lapositioncommunede I, €S, etl,eS, aumémeinstant t;

Le point géométrique | n’appartient ni @ S, nia S, . Les points |I,1,,1, occupent
géométriqguement la méme position mais ils ont des réles cinématiques différents.

L’ensemble des points | € R, constitue une courbe T" d’écrite sur le plan ()

L’ensemble des points |, € S; constitue une courbe I, d’écrite sur le solide S,

L ensemble des points 1, €S, constitue une courbe I', d’écrite sur le solide S,

La vitesse de glissement du solide du solide S, par rapport au solide S, appartient au plan

(7) tangent au point de contact. Soit M, un point du solide S, et M, un point du solide
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S, ; d’aprés ce que I’on a vu précédemment sur le champ des vitesses des points d’un solide,

nous pouvons écrire dans le repere fixe :

VO(l) =V (M) +Q AM, I,

VO(|2)=VO(M2)+QgAM2|2

La vitesse de glissement du solide S, par rapport au solide S, est donnée par la relation :

v, (1) =V2(1,)-V°(l,)

Comme les trois points occupent la méme position géomeétrique nous pouvons écrire :

\/_;](I):VO(Mz)_VO(Ml)+Q(2)/\Mzrz_Qf/\erl

—

V(1) =V'(M,) -V’ (M) +Q;AM M,
Le vecteur rotation du solide S, par rapport au solide S, a pour expression : Q) =QJ-Q?
D’ol: Q) =Q;+Q; on retrouve ici la loi de Chasles.

Le vecteur rotation Q) du solide S, par rapport au solide S, a deux composantes, I’une

- - -

tangent et dans le plan Q, e (z) , I'autre normale au plan: Q_1(z) : Q) =Q,+Q,

N

Q, =nA(Q;An) : Vecteur rotation de roulement du solide S, par rapport au solide S, ;

A

Q, =(Q;.n)n : Vecteur rotation de pivotement du solide S, par rapport au solide S,

En général, lorsque deux solides sont en contact ponctuel, il peut y avoir :
Glissement , roulement et pivotement de I’un sur I’autre.

La condition de roulement sans glissement est vérifiée lorsque la vitesse de glissement est
nulle : vg(|)=v°(|2)—v°(|1)=o < VL) =Vl

Si le solide S, est fixe alors : V°(I1):6 = V(l,) :V°(I1)=6

Dans ce cas, quel que soit M €S,, avec S, en roulement sans glissement par rapport au

solide S, , nous pouvons écrire : V(M) =V (1) +Q A LM ;
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—

comme V°(I,)=0 alors: V°(M)=QLA I,M
e Si V (1)=0 : onditque lesolide S, roule sans glisser sur le solide S, ;

e Si ﬁn 0 . on dit que le solide S, ne pivote pas sur le solide S, ;

e Si Q =0 : ondit que le solide S, ne roule pas, il glisse sur le solide S, ;

1.1. Mouvement de deux solides en contact en plusieurs points
Dans le cas ou deux solides sont en contact en plusieurs points, les considérations précédentes
peuvent étre reprise en chaque point de contact.

Cas particuliers :
- Si deux solides S, et S, sont en contact en deux points A et B et si la vitesse de

glissement en ces deux points est nulle V°(A) =V °(B) = 0 alors le vecteur rotation Q

est un vecteur directeur de la droite AB passant par les deux points :

— — —

VOB) =V (A)+QLAAB=0= QAAB=0 < QL/AB
- Si deux solides S, et S, sonten contact en plus de deux points et si la vitesse de

glissement est nulle en tous ces points, ils sont nécessairement portés par le méme axe

donc ils sont alignes.
1.2 Transmission par friction d’un mouvement de rotation entre deux cylindres
Soient deux cylindres S, et S, de rayons respectifs R, et R, liés a un bati fixe et ayant
des mouvement de rotation d’axes respectifs (O, ;1) et (O, z:)
Leur vitesse de rotation respective est donnée par : 53 =Q? z—; et (ZS =-Q) z_;
Soit P un point de contact entre les deux solides. Les axes de rotation sont paralléles a : Zl :

La condition de roulement sans glissement au point P s’écrira: V°(P) =0
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Le point de contact P peut étre associé au solide S, et S, , par la cinématique du solide nous
pouvons écrire: PeS, = V°(P)=V°(0,)+Q°A0,P

PeS, = V°(P)=V°(0,)+Q°A0,P

N - —

or nous avons V °(P) = 0 et les points O, et O, alors: QYAO,P=QIA0,P

—

X

l—‘o‘L

|
Ty O

Dans la transmission de mouvement par friction, les deux cylindres ont des mouvements de
rotation de sens contraire si le contact se fait a I’extérieur et de méme sens si le contact se fait

a I’intérieur des cylindres.

— - — -

Les points O,,0,,P sontalignés. Si O,P=-R,x, alors O,P=R,x

— - 0

. —>0 0 O% - 0» —
D’ou: Q, AO,P=Q,A0,P & QAR X =Q,2,AR, X

Q R
~Q)R =R, = —=-—2
QZ R1

Si le contact se fait a I’intérieur (cylindre S, a I’intérieur du cylindre S,) les deux cylindres

tourneront dans le méme sens :

. HO — %0 — 0 - - 0 - -
D’ou: Q; AOP=Q,A0,P < QAR X =Q5Z,AR, X

0 0 (1) Rz
Ql Rl :Qsz Py ?
2 1
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2. Mouvement plan sur plan
2.1. Définition

> > >

Le mouvement d’un solide (S) lié a un repére R (O,,X,,Y,,Z,) par rapport a un repére fixe

> o> o

R, (Oq, Xy, Yo, 2,) €st un mouvement plan sur plan si et seulement si, un plan (Ps) du solide

> o> o

reste en coincidence avec un plan (z,) lie au repére R, (O, Xy, Yo, 2Z,) -

On étudie ainsi le mouvement relatif de deux plans, I’un constituant le référentiel fixe. Les

- -

vecteurs z, =z, sont orthogonaux aux plans (Ps) et (z,) respectivementen O et O,.

\

> o5 >

Le vecteur rotation instantané du solide (S) lié¢a R,(O,,X,,Y,,z,) par rapport au repére fixe

Ry (Oy, o, Yo, Z,) estdonné par: Q) =y z,
Tous les points du solide se déplacent parallelement au plan (z,), leurs vecteurs vitesses sont
aussi paralleles a ce plan, alors VP € (S) nous aurons :
VI(P) = fOX+9®)y, = V°(P).z,=0
On remarque dans ce cas que I’automoment V°(P). Q) =0 du torseur cinématique
Qo
[Cl, =1 . décrivant le mouvement est nul. En effet nous avons :

V°(P)

V°(P). Qf:(f(t))?()+g(t)%).y;zt)=0 , hous pouvons conclure que :
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- Si w=Cte = Q]=w=0, larésultante du torseur étant nul, alors le torseur est un
couple et le mouvement est une translation rectiligne sur le plan (z,), I’axe central du

torseur reste indéfini ;

- Si w varie au cours du temps, alors Q) = , dans ce cas le torseur est un glisseur dont

IR
I’axe central est I’axe instantané de rotation orthogonal au plan (z,) donc parallele a z,, .

2.2. Paramétrage du solide

la position du solide est déterminée par :
a) La position du point O, € (S) dans le repére R, est donnée par :
661 =XX,+ YYo=
R

0

O < X

> > > -

b) L’orientation du repere R, (O,,X,,Y,,Z,) par rapport au repére fixe R,(O,, X, Yo, Z,)

L. i i %0 o - > > - -
définie par la vitesse de rotation : Q, =wz, tel que (Xy,%,) =(Yy,Y,) =¥
Le passage du repére R, vers le repere R, s’exprime par les relations suivantes :
- — . —
X, =COSy X,+Siny y,

- -

y, =—=Siny X,+Cosy Yy,

\:

N
1= 2,

N

La matrice de passage de R, vers R, est donnée par :

cosy siny O
=|—-siny cosy O
0 0 1

P

R—Ry

Le mouvement plan sur plan est un mouvement a trois degrés de liberté : (x, y,y) ; deux

degrés de translation et un degre de rotation.
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2.3. Vecteurs vitesse et accélération d’un point quelconque du solide

Si P est un point quelconque du solide (S), il aura pour coordonnées :

— - -

Dans R, : O,P=ax;+by, ,lepointP est fixe dans le solide.

— - - - - - -

Dans R, : O,P =ax;+by, =a(cosy x,+siny y,) +b(-siny x,+cosy y,)

— - -

O,P = (acosy —bsiny) x,+ (asiny +bcosy) y,

acosy —bsiny

—

O,P= <asiny +bcosy
R 0

0

Dans R, : OP :001+OlP:xx2+y370+(ac03t//—bsin1//)>§+(asim//+bc03t//)37o

X+acosy —bsiny
OP= <Jy+asiny+bcosy

R, 0
La vitesse du point P par rapporta R, se déduit de deux fagons :

a) Par la cinématique du solide :

R R L X 0 acosy —bsiny
V(P)=V°(0)+QA0P={y + {0 A Jasiny+bcosy
0 /4 RO 0
>.<—(asinz//+bcosw)z/./
VO(P)= <y+(acosy —bsiny)y
0
R,
b) Par dérivation :
- i—az}sinw—b{yeosw >.<—(asinw+bcosw)z}
V°(P):dd(t)P= §/+a1/./cosy/—bz}sinw = §/+(acosw—bsinw)¢}
0 0
Ry Ry
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L accélération du point P par rapporta R, se déduit facilement par dérivation du vecteur

N
vitesse V °(P), dans le méme repére.

. ;—(asinz//+bcosw)z;}—(acosz//—bsiny/)wz
dOVO(P) .

St .);+ (acos;y—bsin1//)1;;—(asiny/+bc051//)z//2

0

VO (P) =

Ro

2.4. Centre instantané de rotation

- > >

Soient deux points A et B du solide (S) lié a un repére R (O,, x,,Y,,Z,) en mouvement par

rapport au repere fixe R, (O,, X,,Y,,2,) lié¢ au plan (z,)

% AQD)
5 S ) (75
2 R A L1(t) B
Yo V@)
0 X

Comme les vitesses V°(A) et V°(B) appartiennent au solide et au plan (rz,), nous

pouvons écrire d’apres la loi de distribution des vitesses :

VO(B) =V (A)+ QA AB
ol QY est la vitesse de rotation du repére R, par rapport au repére R, . Le vecteur vitesse
de rotation instantané est normal au plan (z,), ce qui entraine que I’axe instantané de rotation

A(t) est perpendiculaire a (z,) .

L’étude sur les torseurs a montré que quel que soit le point pris sur I’axe central d’un torseur,

le moment en ce point est paralléle a I’axe central.
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Dans le cas d’un torseur cinématique, tous les points de I’axe instantané de rotation (axe
central) ont une vitesse parallele a cet axe. De plus dans le cas d’un mouvement plan sur plan

tous les points du solide ont leurs vitesses paralléles au plan (z,) . Par conséquent, le point
d’intersection | entre le plan (z,) et I’axe instantané de rotation A(t), a une vitesse nulle.

Ce point est appelé centre instantané de rotation : (C.1.R.)

2.4.1. Détermination analytique du centre instantane de rotation (C.1.R.)

Soit P un point quelconque du solide. La loi distribution des vitesses nous permet d’écrire :
VO(P)=V°(1)+Q°A IP =Q°A IP
La position du C.1.R s’obtient en multipliant vectoriellement cette expression par Q. :
- - - - - - 2 -
VO(P)A Q! I(Qf/\ |P]/\Qf :(ij IP
. — Vﬁ0 P 5"
d’ou : IP =L/\zl
- levecteur IP est perpendiculaire au vecteur vitesse V°(P) au point P ;

o,
- il a pour module : |IP| =”VQ#)H
1

2.4.2. Détermination géométrique du centre instantané de rotation (C.1.R)
Si le point | est un centre instantané de rotation du solide (S) , nous pouvons le déterminer

géométriquement en connaissant la vitesse de deux points A et B du solide.
Ve (A)
En effet nous avons :

VO(A)=Q°AIA = VO(A) L IA V°(B)

Vo(B)=Q°AIB = V°(B) L IB
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Le centre instantané de rotation (C.1.R.) se trouve a I’intersection des normales aux vecteurs

vitesses V°(A) a partir du point A et V°(B) a partir du point B . Cette méthode est

souvent utilisée pour vérifier les coordonnées du (C.1.R.) déterminé déja analytiquement.

Dans le cas particulier d’un disque, il est tres facile de le vérifier :
Les vitesses aux points A et B sont tangentes aux disques.
En tracant les deux perpendiculaires aux vitesses

Respectivementen A et B, leur point d’intersection

est le point | centre du disque ayant une vitesse nulle.

3. Base et roulante

Le centre instantané de rotation (C.I.R.) est un point mobile par rapporta R, et par rapport

au repére R, lié au solide. 1l décrit deux courbes différentes dans les deux repéres, on appelle

alors :

- Base du mouvement : du plans (Ps) du solide sur le plan (z,), la trajectoire du point |
dans le repere R, ;

- Roulante du mouvement : du plans (Ps) du solide sur le plan (z,), la trajectoire du point
| dans le repere R;;

Nous pouvons exprimer le vecteur vitesse du point | dans le repére R,, nous avons en effet :

. 0—% 0 - - . 0 -
Voay= 470l _d°©0+0) _ 5, 4°0ll
dt dt dt

En introduisant les coordonnées du point | dans le repére R, tel que :

XI
- - -
Ol =X x+Yy, y,= Yo
R, 0
Par la formule de la cinématique du solide nous pouvons écrire :
0 - 1 -—
d"O)l  d Ol

- - +Q°A0, I =VI(1)+Q° A0,
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on obtient finalement V°(1)=V*'(1)+V°(O,) +QJ A (fl

Comme le point | est le centre instantané de rotation, son expression analytique est donnée

- QAV(0)
par: Ol =—————— - —
g

On obtient alors : V°(1) =V*(I)

= Q°A0,l =-V°(0,)

Cette égalité indique que la vitesse du centre instantané de rotation est la méme dans les deux
reperesa R, et R,.
Il en résulte que la base et la roulante sont deux courbes tangentes en | a chaque instant.

L’égalité des vitesses au point | dans les deux repéres montre que la roulante roule sans

glisser sur la base.

3.1. Equation de la base
La position du point O, centre du repére R, lié au solide par rapport au repeére fixe R, est
définie par ses coordonnées dans le repére R, 1601 =XX,+ YYo=

R

o < X

0

- QAV°(O)

La position du point | dans le repére R, est donnée par: Ol = > qui s’écrit

aussi sous la forme : O, =

e — ‘>0
- z,AV " (O
M , OF NOUS avons :

2

7

> d°00, d°00, d% -d°00, - dx > - dy -
V°(O,) = 5 t= 1=V _y Loy oy Ly,
t dy dt dy dy dy

En remplagant I’expression de V °(0,) dans celle de 61I nous obtenons :

0,1 ZyN Xot—Yo [T Yo— Xo

S _VLAVeO) > (dx o dy ) dx o dy o
i dy dy dy dy

2

7
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Ainsi le vecteur position du point | dans le repére R, est exprimé par la relation :

a0
dy ”°

Cette equation définit la trajectoire (appelée base) du centre instantané de rotation dans le

— -

ol =00,+0,1 :(x—ﬂg)+(y+
dy

X, (1) =x- 5
dy

—

repere R,. Ol - Y, (t) = y+—O|X Yo
dy
Z,(t)=0

Ry

3.2. Equation de la roulante

Pour obtenir la trajectoire (appelée roulante) dans le repére R, lié au solide, il suffit
d’exprimer les vecteurs unitaires du repére R, en fonction de ceux de R, . En effet, nous

avons d’apreés la matrice de passage déterminée précédemment :

- - -

Xo =COSW X, —Siny X,

- - -

Yo =SiNy X+ COSy X,

Ol X, + =—V — X
1 0 dl//o d(//Yo dl//o dl//o

2

- g —>0 - - - - -
_vzaViO) A(% a4y j_ dx > _dy
7%

Alors la trajectoire dans le repére R, aura pour équations paramétriques :

X, (1) =ﬂsinx//—d—ycos;//
dy dy
(flz Y, (t) :ﬁcosw+ﬂsinw
dy dy
le(t) =0
R

En connaissant la matrice de passage de R, vers R, il est trés facile de déduire la trajectoire

de la roulante a partir de la base ou inversement.
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CHAPITRE VIII

CINETIQUE
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CINETIQUE

1. Définition

La résultante cinétique (quantité de mouvement), le moment cinétique (moment de la
quantité de mouvement), la résultante dynamique (quantité d’accélération), le moment
dynamique et I’énergie cinétique, constituent les éléments de la cinétique.

La cinétique a pour objet I’étude des relations entre les éléments de la cinématique et la

géométrie des masses.

2. Résultante cinétique, moment cinétique

- La résultante cinétique (quantité de mouvement) d’un point matériel M, de masse m et

de vitesse \7(M) est définie par la grandeur vectorielle :
B = m\7(M) ;

- Le moment cinétique o, du point matériel M en un point A quelconque de I’espace est

donné par le moment de la quantité de mouvementen A, il a pour grandeur :

—-— -

o,=AMAmMV (M)
2.1. Quantité de mouvement d’un systeme matériel (S)
a) Systeme matériel discret :
Le systeme est constitué d’un ensemble de point M; de masse m; et de vitesses V(M,) dans
un repére R.

- La résultante cinétique (quantité de mouvement) du systeme est donnée par la grandeur

vectorielle : P = > m, V(M,)

- Le moment cinétique o, du systeme matériel (S) en un point A quelconque de

I’espace est donné par le moment de la quantité de mouvement en A, il a pour grandeur

— -

vectorielle : o, =Y AM; Am;V (M,)
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b) Systeme matériel continu :
Dans le cas d’un systeme matériel continu (S) : linéaire, surfacique ou volumigue nous avons :
- La résultante cinétique (quantité de mouvement) du systéme matériel continu, est

donnée par la grandeur vectorielle : p- J\7(M )dm ;
S

- Le moment cinétique o, du systeme matériel continu (S) en un point A quelconque

de I’espace est donné par le moment de la quantité de mouvement en A , il a pour

grandeur vectorielle : ;A = _[AWI A\7(M)dm
S

3. Torseur cinétique

Soit un solide (S) de masse m et de centre d’inertie G, en mouvement par rapport a un repére
fixe R. Soit M un point de ce solide et deux points A et B quelconque de I’espace mais
connus dans le repére R.

Par définition nous avons les moments cinétiques en A et B qui sont donnés par :

— >

op= [AMAV(M)IM et o, = [BMAV(M)dm
S S

a0y = [ AMAV(M)dm— [BM AV (M)dm = [ (AM ~BM) AV (M)dm = [ ABAV (M )dm
S S S S

— —

G0y = ABA [V(M)dm = ABA P
S

cette relation est appelée loi de variation du moment cinétique
On constate que le moment cinétique obéit a la loi des transports des moments. Nous pouvons
alors construire un torseur cinétique dont les éléments de réduction sont: la résultante

cinétique et le moment cinétique.

P = [V(M)dm

[C]A =

o5 = [ AM AV (M)dm
S
P= fV(M )dm : résultante cinétique ou quantité de mouvement du systeme (S)
S

Op= jKM AV (M)dm : Moment cinétique au point A du systeme (S) dans le repere R.
S
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3.1. Expression de la résultante cinétique d’un systéeme matériel
Soit un solide (S) de masse m et de centre d’inertie G, en mouvement par rapport a un repere

orthonormé fixe R(O, x,y, z). Quel que soit M e (S) nous avons par définition du centre

—

d’inertie : IGM dm = 6
S

> o >

Les points G et M sont Mobiles dans le repere R(O, X, Yy, z), nous pouvons écrire :

— — >

GM =OM-0G et leurs vitesses sont liées par la relation :

dGM _dOM dOG o 9OM i Ve
dt dt dt dt

En dérivant cette expression par rapport au temps sous le signe intégrale, on obtient :

—

IdGM

dm = j(\7(|v|)—\7(e)jdm -0
[V(M)dm =V (G)[dm=mV(G) ce qui donne : P =mV (G)

La résultante du torseur cinétique est la quantité de mouvement du centre de la masse affectee

de la masse totale du systeme : I; = m\7(G)

3.2. Propriétés du moment cinétique
3.2.1. Théoréme de Koénig

- 5 >

Soit R, (O, x,y,z) un repére orthonormé fixe. Le référentiel de Koénig (appelé aussi

référentiel barycentrique) R; (G, X,y, z) est le référentiel lié au centre d’inertie du solide

dont les axes sont paralléles a ceux du repére fixe.

293



UMBB Boumerdes, Faculté des sciences, Département de physique
Cours exercices, Mécanique Rationnelle : TCT et LMD-ST sem :3 A.KADI

La vitesse du repere R, par rapport au repére R, estnul : Q(R; /R,)=0

N

Nous allons chercher une relation entre : 7
- le moment cinétique du systeme en G

dans son mouvement par rapport & R, et ®)

N

- le moment cinétique du systeme en G

> |
< |

dans son mouvement par rapporta R; .

> |
< !

Soit M un point du systéme matériel :

Sa vitesse dans le repére R, est donnée par: V°(M)=V°(G)+V°(M)

Son moment cinétique au point G dans R, s’écrira: og g =J.é7M AV (M)dm
S

Son moment cinétique au point G dans R, s’écrira: og g :jé_M AV ¢ (M)dm
S
Nous avons alors :
o, = [GM A(v°(c;) +V© (M)]dm = [GM AV (G)dm + [GM AV © (M )dm
S S S

-—

or nous avons par définition du centre d’inertie : IGM dm =0 on obtient finalement :
S

Gerr, = GM M AV (G)+ [GM AV E (M)dm = [GM AV & (M)dm = 57
S S S
- -
OGir, = OGIRs
Le moment cinétique en G centre d’inertie du systéme est le méme qu’il soit présenté dans le

repere R, oudans le repere R,.

En un point A quelconque de I’espace nous aurons par la formule de transport :

-

O pin = Oarn, + AGAMV(G)

Nous avons ainsi le théoreme de Koénig pour le moment cinétique.
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3.3. Moment cinétique d’un solide (S) indéformable, lié a un repere R, en mouvement
quelconque par rapport a un repeére fixe R, .

Soit M un point du solide, sa vitesse est donnée par la cinématique du solide, elle a pour

expression: V'(M) :V‘(Ok)+QL/\OkI\7I

Le moment cinétique au point O, est donné par: ¢'(0,) = IOIK/I AVH(M)dm
S

En remplacant I’expression de la vitesse dans celle du moment cinétique, nous obtenons :

O'i(ok):J-OkKA/\(Vi(Ok)+QL/\Ok|\_/)|jdm

S

o' (0,) :jokK/lAvi(ok)dm+jokK/|A(QikAok|\7| ]dm —o+0,
S S

—

avec : ;lzjd;KAAV‘(Ok)dm et gzszkMA(QLAOkﬁJdm
S S

Expression de ;1 :
o, = [O,MAV(0,)dm = j(d‘k& GM j AV (O, )dm
S S
= [0,GAV'(0,)dm+ [GM dm AV'(0,)
S S

o, =0,GAV'(0,)[dm+ [GM dm AV (O,)
S S
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Comme G est le centre d’inertie du solide, nous avons alors : IC;M dm=0

d’ou:

— -

o, =0,GAmV (O,)

Expression d

—

N
e o, :

0?2 = J.OkM /\(QL A (7);|\_/)| jdm
S

Afin de développer cette expression, nous utilisons les coordonnées du point M dans le

R
repere R, et les composantes du vecteur vitesse de rotation €, dans le repére R, .

5, =[O
S

S

A.KADI

N Q
L Q= 1Q,
R £
o X Q, X X Q) —yQ,
OKMJ: YA QA Y = YA XQ, — 20,
R, z R, Q, R, z R, z R, yQ, —xQ,
y(yQ, —xQ,)-z(xQ, - 7Q,) Q (Y +2°)-Q,xy-Q,xz
OkM]_ 2(2Q, —yQ,) = X(YQ, —XxQ,)= -Qxy+Q (x*+2%)-Q,yz
R [X(xQ, —2Q,) - y(zQ, -yQ,) g —Qx2-Q yz+Q,(x* +12°)
k k

[Q;Acm jdm:

R

ij(y2 + zz)dm—Qnyydm—Qijzdm
—QXSJ‘ xydm+Qyj(x2 +Szz)dm —ijzdm

S S S
—ijxzdm—QyJ'yzdm+QZJ'(x2 +2%)dm
S S S

cette expression peut s’écrire sous la forme :

N -

At 0, = [Iok ]Qlk
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- - -
on aboutit a I’expression finale : ¢'(0,) = 0,+ 0, quis’écrira:

o'(0,)=0,GAmV'(0,) +[l, JO

Cas particuliers :

- Silerepére R, est fixe par rapporta R, alors V'(O,) -0 = o' (0) =[l,]ol

-

- Silepoint O, estconfondu avec le centre G alors 0,G=0 =  o&'(G)=[l,]Q!

3.4. Théoréme de Koénig pour un systeme materiel (S)

Sous la forme généralisée nous avons :

o (M) =" (G)+MGAMV (G) avec o'(G)=oc"(G)

Nous pouvons ainsi écrire la relation sous la forme :

o' (M) =[I4 ], + MGAMV' (G)
I :estle moment d’inertie du systéme en son centre d’inertie.

4. Torseur dynamique
4.1. Définition
Soit M un point du systéme matériel (S) en mouvement par rapport a un repére fixe R.
dav(m)
dt
- On appelle résultante dynamique ou (quantité d’accélération) du point M :

L’accélération du point M est donnée par: y(M) =

sz;(M)dm ou II%):Zmi 7(M,)

- On appelle moment dynamique, le moment de la résultante dynamique (moment de la

quantité d’accélération) par rapport a un point A du repére R :

5y = [AMAZ(M)dm ot &, =Y AM,Am, 7(M,)
S 1
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On construit le torseur dynamique avec ces deux grandeurs comme éléments de réduction de

ce torseur. Le torseur dynamique en un point A du repére R s’exprime sous la forme :

=j?(M)dm B=Ym (M)
[D]A = ou [D]A = '

-—

é?A:J.AM/\y(M)dm 5=ZAM A, 7/(M)

Le systeme étudié n’est pas nécessairement indéformable comme pour le torseur cinétique. Le
moment dynamique obéit aussi de la méme maniere a la formule de transport des moments.

Les moments dynamiques en deux points quelconques A et B sont liés par :

- > — o

5, =065+ ABAD

4.2. Calcul de la résultante dynamique

Soit G le centre d’inertie du systéme dans le repere R , la résultante dynamique s’écrit :

dvV(M)

dP _dmv(G) -
dt dt =my(©)

5=£;(M)dm=j -

S

d—>
=—|V(M)dm =
dt!()

Si la masse du systéme est constante, la résultante dynamique est égale au produit de la masse

par I’accélération de son centre d’inertie.

D=my(G)
La résultante du torseur dynamique est égale a la quantité d’accélération du centre d’inertie du
systeme affectée de la masse totale.

4.3. Théoréme de Koénig relatif au moment dynamique

Soit R, (O, x,y,z) un repére orthonormé fixe. Le référentiel de Koénig (appelé aussi

référentiel barycentrique) R; (G, X,y,z) est le référentiel lié au centre d’inertie du solide

dont les axes sont paralléles a ceux du repeére fixe.

La vitesse du repere R, par rapport au repére R, estnul: Q(R; /R,)=0
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Nous allons chercher une relation entre :

- le moment dynamique du systeme en G dans son mouvement par rapport a R, et

- le moment dynamique du systeme en G dans son mouvement par rapporta R; .

N

Soit M un point du systéme matériel:
Son accélération dans le repére R, estdonnée par: y°(M)=y°(G)+y°(M)

Son moment dynamique au point G dans R, s’écrira: 5G,R0 = jéfl\7l M}(M)dm
S

Son moment dynamique au point G dans R, s’écrira: §G,RG = J'éfl\%/l A;/%(M)dm
S

Alors: 5, = [GM A (;0 (G)+ 75 (M )jdm = [GM A 75 (G)dm -+ [GM A 7© (M)dm
S S S
Sern, = [GM dmA7(G)+ [GM A& (M)dm
S S
or nous avons par définition du centre d’inertie : jéil\ﬁ/l dm= 6 on obtient finalement :
S
Sorn, = [GM AVE(M)dm =5, .
S

- -

5G/R0 = 5G/RG
Le moment dynamique en G centre d’inertie du systeme est le méme, qu’il soit présenté dans

le repére R, oudans le repere R;. Enun point A quelconque de I’espace nous aurons par la

formule de transport:  o,,p =0gr, AGAMV °(G)

Nous avons ainsi le théoreme de Koénig pour le moment dynamique.
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4.4. Relation entre torseur cinétique et torseur dynamique

Soit A un point quelconque du repere R, pas nécessairement un point du systeme matériel

et un point M du systéeme matériel. Nous avons le moment cinétique au point A qui est
donnépar: o, = IA_M AV °(M)dm
S

Dérivons cette expression :

0 Apn - N 0y, 0
o, ji AM AV (M) |d jd AM Av°(|v|)dm+jAMAwdm
dt !t ! dt

AV (M)dm+5,

d° 0' A_l\_/l) -
dAzi

d°AM >

or NOUS avons : =V°(M)-V°(A)

0 - - - N
9% _ oM AmVOG)+s,

_ j[vﬁ‘)(m)—vﬁ°(A)]Avﬁ°(M)dm+i =

S

on obtient ainsi la relation finale entre le moment cinétique et le moment dynamique

— o
§A:d oA
dt

Cette relation ne doit en aucun cas étre confondue avec la formule de transport.

FVO(A) AV (G)

4.5. Cas particuliers

Dans certains cas particuliers la dérivée du torseur cinétique est égale au torseur dynamique :
1) Aest fixedansR, < V°(A)=0

> do,

it Si: 42) Aestconfondu avecG < V°(A)/\V°(G):5

YVO(AIVIG) =0 < VO(A)AV'(G)=0

Dans ces trois cas particuliers seulement, nous pouvons écrire :

-
—

D, = 9% avec [D]A={9 et [c],;{
dt S,

1Tl

9

A
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5. Energie cinétique
5.1. Définition

L’énergie cinétique d’un systéme matériel continu (S) en mouvement par rapport a un repére
1

5 2
fixe R, est définie par la quantité scalaire exprimée par la relation : E2 = IE(VO(M )j dm
S

5.2. Théoréme de Koénig relatif a I’énergie cinétique

Soit R,(O,x,y,z) un repére orthonormé fixe. Le référentiel de Koénig (appelé aussi
référentiel barycentrique) R;(G,X,y,z) est le référentiel lié au centre d’inertie du solide
dont les axes sont paralléles a ceux du repeére fixe.

La vitesse du repere R, par rapport au repére R, estnul: Q(R; /R,)=0

Nous allons chercher une relation entre :
- L’énergie cinétique du systéeme dans son mouvement par

rapport a R, et

- L’énergie cinétique du systéme dans son mouvement par

< |

rapport a R

Soit M un point du systéme matériel. La loi de composition des vitesses donne :

VOM) =V (G)+V e (M)

en remplacant cette expression dans celle de I’énergie cinétique nous aurons :

E :J.%(VQO(GHV_)G(M)j dm %(vﬁ‘)(o)j !dm+£Vﬁ°(G).Vﬁe(M)dm+%£[VﬁG(M)J dm

S

d° GM

N
ornousavons: V°¢(M)= dans le repere R,

o _1{\,% i o d - 1 G i
EC:EKV (G)j !dm+v (G).E_S[GMdm+§£(V (M)j dm

nous avons aussi par définition du centre d’inertie que : JC;M dm=0
S
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L’expression de I’énergie cinétique devient :
(.7 ’ 1o % ’
0 _ - 0 - G
Ec = Z(V (G)J !dm+2£(v (M)J dm

. 2
qui s’écrit aussi sous la forme réduite : EZ =%[V°(G)J J'dm + E
S

L’énergie cinétique du systeme (S) en mouvement quelconque par rapport au repére R, est

égale a I’énergie cinétique du systéme dans son mouvement autour de son centre d’inertie G
augmentée de I’énergie cinétique du centre d’inertie affecté de la masse totale du systeme.

Cette relation constitue le théoreme de Koénig pour I’énergie cinétique.

5.3 Solide indéformable en mouvement quelconque

Soit R, (O, X,,Y,,2,) un repére orthonorme fixe et R, (O,,X,,Y,,z;) un repére lié a un
solide indéformable et de centre de d’inertie G.

Le solide est en mouvement quelconque tel que O, € (S) . La vitesse de rotation du repere R,

par rapport au repére R, est : Q2

Soit M un point quelconque du solide, nous avons par la cinématique du solide :
V(M) =V°(0,) +Q°AO,M

L’énergie cinétique du solide (S) est donnée par :

N 2 - - - 2
= :I%(VO(M)j dm:I%(VO(Ol)+Qf/\Ole dm

S S

EC j%(v (M )](v °(0,)+Q°AO,M jdm
S

~V°(0,). j%{vﬁ" M )jdm ; J%V%O(M ) .(ﬁfA oM )dm

S

=§V0(01).mVO(G)+Qf-J.%O_;KA/\VO(M)dm
S

L’expression du moment cinétique déja développée auparavant est donnée par :

°(0,) = [O,MAV®(M)dm
S
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Nous avons alors I’énergie cinétique en fonction du moment cinétique du solide:
E(C) :EVO(Ol)omVO(G)‘i‘QgOGO(Ol)
Si le centre O, du repere R, est confondu avec le centre d’inertie G du solide : O, =G alors:
1 - 2 - -
E2 = Em(vo(c;)j +Q2.0%(G)
Le moment cinétique en G s’écrit:  &°(G) =1, Q) on aboutit a la relation finale :

- 2 > -
E :%m(VO(G)] +Q% .1, Q0

N 2
%m(v 0(G)] . est I’énergie cinétique de translation du solide

QfT .1, Q) :estI’énergie cinétique de rotation du solide autour de son centre d’inertie G.

L’énergie cinétique totale d’un solide en mouvement quelconque dans I’espace est égale a la
somme de I’énergie cinétique de translation de son centre d’inertie affectée de la masse du

solide et de I’énergie cinétique de rotation autour du centre d’inertie.
Cette relation constitue le théoréeme de Koénig pour I’énergie cinétique.

L’énergie cinétique totale peut s’exprimer en fonction des torseurs cinématiques et cinétique

au point O, en la mettant sous la forme :

1] Qf mV°(G)

ES ==
C 2 %0 HO
ViM)) o (O)

L’énergie cinétique totale d’un solide est égale a la moitié du produit scalaire du torseur

cinématique par le torseur cinétique au point O, exprime dans le repere R, .

el =2l -],
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5.4. Solide indéformable en mouvement de rotation pur
Dans le cas ou le solide est en mouvement de rotation pur autour d’un axe A passant par un

point O, du solide et de vecteur unitaire u tel que : A(Og,u) avec Q) =Qu .Le moment

2 -
d’inertie par rapport a cet axe est donné par: 1, =u’ 1o, -U
—
z
(S)
Os N
5 y
X
2
u

(4)

L’énergie cinétique de rotation pure est donnée par :

1 ot % 1
Eg’:EQg .|OS.Qg=EQu

5.5. Energie cinéetique d’un ensemble de solides
L’énergie cinétique d’un ensemble de solides (S) constitué des solides (S1, Sy, Ss, ...... Sn)

dans un repére R, est égale a la somme des énergies cinétiques de chaque solide exprimée

dans le méme repére.

EL(S) = Y EL(S)
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EXERCICES ET SOLUTIONS

Exercice 01:

Une barre homogeéne de longueur OM = L, de centre G est en mouvement dans un repére

orthonorme fixe R, (O, x,, ,,z,) - On défini deux reperes R, et R, tel que:
R (O,x,,y,,z,) repere mobiletel que: z, =z, et 0 =(x,,x) =) ;

R,(0,x,,y,,z,) liéalabarretelque : y, =y, et a=(x,x,)=(z,z,) ;
On prendra R, comme repére de projection et comme repere relatif.

Déterminer :

1. Lavitesse de rotation instantanée 52 du repere R, par rapporta R, ;

2. Lavitesse /° (M) et I’accélération ;0 (M) par dérivation ;

3. Lavitesse 170 (G) et I’accélération ;0 (G) par composition de mouvement ;
4. Le moment cinetique (;" (O) au point O exprimé dans R, ;

5. Le moment dynamique &°(0)au point O exprimé dans R, ;

6. L’énergie cinétique de la barre.
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Solution :

1. Vitesse de rotation instantanée QY du repére R, par rapporta R, ;

0
Q) =Q+Q =—ay,+0z= o, Qf:—(;z;l car: xAz, =—y
0
R
2. Vitesse V°(M)et ’accélération y°(M) par dérivation ;
2.1. Vitesse
- 0 A1, 1 A1 - SN
V°(M)=d oM _d OM+Q§’A0M
dt dt
2L cosa dlo_X/[ —2Lo.zsina
Nous avons : OM = 0 = = 0
R 2Lsina 2L acosa
R
. —2Lo.zsina 0 2Lcosa —2Lasina
Vo) = 0 + 0 A 0 = 2LOcosa
2Lacosa 0 2Lsina 2Lacosa
R BYOA R
2.2. Acceéleration
- 0 _)0 1 —>0 - -
Yo=Y WD _dV M) o, poy
dt dt
—2L(;sina+a2c05a) 0 2L asina
y' (M) = 2L(Acosa —Oasina) + 0 A 2L0Ocosa
2L(;c05a—azsina) R 2Lacosa
R R
—2L(&sina+(a2+92)c05a
' (M) = 2L(5008a—2é0.zsina)
2L(&Cosa—azsina)
R
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3. Vitesse V°(G) et accélération °(G) par composition de mouvement ;

3.1. Vitesse
Lcosa Lo —Lo.zsina
%0 %1 HO - %1 d OG
Vo(G)=V(G)+V, (G) ,avec: OG= 0 = V(G)= " = 0
Lsina Lacosa
R
R,
. N N ) 0 Lcosa 0
VAG) =V (0)+QIAOG= {0 A 0 = <LOcosa
R 0 R Lsina R 0
. _Lasina 0 _Lasina
Vo (G)= 0 + LOcosa = Lécosa
Lacosa R 0 Lacosa
R R

3.2. Accélération
7°(G) =7 (G) + 7 (G)+7.(G)

— L(asina +a’ cosa)

I dl;l G
(G I /R
dt - .
L(acosa —a’sina)
R
- - 0_)0 > - N - N 0_)0 1_)0
yf(G)=y0(0)+d L AOG+QIA| QIAOG | avec: y°(0)=0 et &y _dQ
dt dt dt
. 0 Lcosa 0 0 Lcosa —L6%cosa
7 (G)= 10 A 0 + <40 A 0 A 0 = Lécosa
R1 0 R1 Lsing R1 o Rl 0 R:L Lsing 0
R,
L 0 _Lasina 0
7.(G) =2 [Qf/\Vl(G)j:Z 0 A 0 = —2Lafsina
o Lacosa 0
R R, R
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La somme de tous les termes donne :

. —L(Z;zsina+a2cosa) —L6%cosa
7°(G)= 0 + LOcosa +
L(acosa —a’sina) 0
R R,
—L[&Sina +(a’+ 92)00505}
7°(M) = L(Bcosa — 260 asina)
L(acosa-a’sina )
R

R,

0
—2Lafsina
0

4. Moment cinétique o°(0) au point O exprimé dans R, ;

Le moment cinétique au point O dans le repére R, est donné par :

0
c’(0)=1,Q8 + (7GA171V°(G) avec: I, =|0
0
N c 0 0 0 Lcosa
0= |o ’":f e+ 0
RL 3
N 0 —mI? §cosasina
o’ (0)= _m:f a + -ml*« =
ml? - mL? 6¢os®
0 R,
R, 3 R

02
L —>
m3 et Q)=
0 mL?
3
—Lasina
m Lécosa
Lacosa
R

—mlL? Ocosasina
4ml?

3
mL? 9(% +cos’a )

(24

A.KADI
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5. Moment dynamique §°(0)au point O exprimé dans R, ;

Il est déterminé a partir du moment cinétique par la relation :

6?0(0)— d°c®(0) d*c°(0)
dt dt

AQYAG(0)

—naLz(ecosozsinoc—eozsin2 a + 60 acos® aj

d' o° @QN B AmI? ;
dt 3
mL? 49(1+cos2 a)—20asina cosw)]
3
R,
4mI? -« »
, i — al
0 —mL 26c03asma 3
QY Ac’(0)={0A —4H;L a = {—ml’6*cosasina
0 , 1 5 0
mL® 0(=+cos” a)
R 3 R,
on déduit :
5 oo . o o _ o o 2 4 o o
—mL (Gcosasma—aasm a+6acos a—gaej
o (47 2 cossi
0 (0)= <-mL (§a+¢9 cowsma]
mLZ[.é(%+COSZa)—2é0.cSina cow)j
R

6. Energie cinétique de la barre.

L’énergie cinétique totale a pour expression :

— 2 - —
E.= %m(VO(G)J +Q) 1,.Q)

0 0
E.= %mLz(az sin® a +6° cos® o + a® cos® aj+%(0,—a,0j 0 ml?/3
0 0

A_.KADI
0 O.
0 —a
mL? 13| @
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L] L] 2 L] 2 L]
E. =%mL2(a2+HZCOSZaJ+mé a2+mé 0?

L] 2 L]
E, P Ll
3 2 3

Exercice 02:

On considere le systeme matériel suivant (£) compseé des solides suivants:

(Sy) : est un coulisseau de masse mj, de centre de masse G; lié au repére R; en mouvement

de translation rectiligne par rappport a un repére fixe R,(x,,y,,z,) Suivant I’axe z, .

(S2) : est une barre uniforme de longueur 2b , de masse m, , de centre de masse G, lié a R,

(S3) : est un disque homogéne de rayon R , de masse m3 ,de centre de masse Gs lié a R

4, 0 O 4, 0 0
On donne les tenseurs d’inertie : 7,,(S,)=| 0 B, 0 ; 153(5;)=1 0 C; O
0 0 C, R, 0 0 G R,

1. Déterminer les vitesses et les accélérations des points G, avec i=1,2,3
2. Calculer les moments cinétiques o, (S,/R,) des (S,) en G, avec i=123;
3. Calculer les moments dynamiques o, (S, /R,) des (S,) en G, avec i=1273;

4. En déduire le moment dynamique du systeme au point G; : gcl(Z/Ro) exprimé dans R,;

5. Calculer I’énergie cinétique du systétme E_(X/R,) par rapporta R,.
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Solution :

- o> o

R, (xy,¥,,2,) repere fixe ; etaussi repére de projection

- o> - - > - -

R (x,,y,2)) : z, =z, et Qf =0

> o o . >

- - —’0
Ry(x5,5,,02,) 1 x, =x, €t Q; =ax,

> > > -

B 0 B 0 B 0 B
Ol= Jbcosa ; OG,= <0 ; 0G,= 4{bsina ; 0G,=
R+2 R
R, 0 R, +2bcosa R, +bcosa

1. Vitesses et accelérations absolues des points G, avec i=1,2,3

1.1. Vitesses par dérivation:

. 0 . 0
— 0 d 0 .
VO(Gl):d ;Gl: 0 ; V°(G2)=d ZGZ: bacosa
R, —2basina R, —-basina
- 0 A o
VoG, = d_0G,_ 2bacosa
dt
R, 0
1.1. Accélération par dérivation:
= d° 170 G
PGy =T ) o
R, —2basina —-2ba’ cosa
0 *)O O
7°(G2):dVTt(G2): bacosa—ba’sina
R, ~basina—ba’cosa
0 _)O 0
}/O(Gs):dVTt(Gg): 2bacosa —2ba’sina

R

0

A.KADI

2bsina

RoR
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2. Moments cinétiques ;Gi(Si/RO) des (S,) en G, avec i=123;

Les moments cinétiques des trois solides en leurs centres d’inertie sont donnés par :

— - N

;Gl(Sl IRy)= GG AmV°(G)+1,Q] =0

. (4, 0 o][a| [4a
00 (S, 1R = G,G,am, VO (G,)+1,0%=| 0 B, 0||0|=| 0 |=4,ax,
0 0 Gllo| | o
. 4 0 07|-8] [-45
Goa(S,IR) = GG Am VO G+ 1,00 = 0 B, 0[] 0 |=| 0 |=-4,px,
0 0 ¢l|o 0

3. Moments dynamiques gc,-(S,-/Ro) des (S,) en G, avec i=123;

Les moments dynamiques se déduisent par la dérivée des moments cinétiques :

- 1 -
§Gl(Sl/RO) = d GGl(Sl/RO) =0

dt
- A2 (S, IR -
052 (S, 1 Ry) = Gzc(ltz o) =4, ax,
- 4o (S, R -
§G3(S3/RO): G36(1t3 o) =—4; B x,

4. Moment dynamique du systéme au point G, : gGl(Z:IRO) exprimé dans R,;

Le moment dynamique du systéme au point G, est égal a la somme des moments dynamiques

des trois solides au méme point.

5G1(Z/RO) = 5G1(S1 /Ro) + 5G1(S2 /Ro) +561(Sa /Ro)

> d°c. (S,IR) d°6.(S,IR) d°c.(S,/R,)
é‘ /R — Gl 1 0 + Gl 2 0 + Gl 3 0
Gl(z 0) P

dt dt

d° 0 (S, /R,) :6
dt
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Calculons d’abord les moments cinétiques des solides (S,) et (S,) en G, en utilisant la

formule de transport :

—_— -

0 (S, 1Ry) =04,(S, I R))+ GG, Am, Ve (G,)

0 0
04(S,/Ry) =4, ax,+| bsina |Am,| bacosa |= A2a+m2b2a(cosza—sin2a)jxo
—bcosa —~basina

0,1 (S, /Ry = (Az a+m,b* acos 2aj X,

— -

0 (831 Ry)) =055(S3 1 Ry) + G,GyAmy Ve (Gs)

0 0
oo (SaIRy) = —A, fro+| 2bsina |amy| 2bacosa =(—Asﬂ+4m3b2acoszajx_;
—2bcosa 0

;Gl (S,/R,) = (— A, /.3+ 4m.b* & c0s? aj;o

Les moments dynamiques se déduisent facilement par dérivation des deux expressions:

dO > /R oo ) . . —
9a(S: /Ro) _ A, a+m,b® (acos2a — 2 sin 20()}%
dt
d° G\ (S,/ R - - Y E
O_Glc(iﬁ o) _ — A, B+ 4m,b* acos® a —8m b’ O{ZSInaCOSajxo
- —A3}}+4m3b2;}cosza—4m3b2a2sinzaJ§o

Le moment dynamique du systeme est la somme des deux expressions :

501>/ R) = (Az o+ m,b? (aC0s 20 — 21’ sin 2a)j§o
+ [— A4, B+ 4m.b? 2 cos? o - 4m,b* o sin ZaJ;O

551>/ Ry) = [AZ a— A, B+ m,b* (6 c08 20 — 2% $in 27) + dmb? (2 00 & — ar? sin 205)}?0
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5. Energie cinétique du systéme E_(X/R,) par rapporta R,.

Ec (Z/Ro) =Ec(S1/R)+Ec(S,/Ry)+Ec(S;/Ry)
1 0 i 1 %oT ~o_ 1 2 22
EC(Sl/RO):Eml V (Gl) +E§21 'IGl'Ql 25m14b a SIn" o

2 -
1 (7 1720r . 2o 1 5 1
EC(SZIRO)ZEmZ(VO(GZ)j +§Qg .IGZ.Qg:§m2b2a2+EA2a2

N 2 N N . .
E.(S,/R,) = %m{V‘)(GS)J +%Q§T 1,,.Q0 = %m34b2 a? cos? a+%A3 ik

EC(Z/RO) =%(b2(4mla2 Sin® o +m, a’+4my a® cos’ a) + 4, a’ + A4, ,sz

A.KADI
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Exercice : 03
Le systeme mécanique représenté ci-dessous est composé de deux solides.
(S1) : une barre de longueur OO; = L, de masse négligeable, maintenue a ses deux extrémités

par des liaisons : sphériques O et cylindrique en O, (d’axe x, ). Le disque (S;) a un rayon R et
une masse m. La barre, lié au repere R, (X, Y;,Z,), est en rotation dans le plan vertical a une
vitesse angulaire @ par rapport au repére fixe R, (O, X,,Y,,Z,) autour de 'axe z, =z,. Le

> o> o - >

disque lié au repere R,(X,,Y,,Z,), tourne autour de I’axe X, = X, a une vitesse de rotation

@. Le tenseur d’inertie du disque (Sz) au point O; dans R, est donné par:

A 0 O
1,(S,)= |0 C 0| Onprendra R,comme repére de projection.
R 0 0 C
Déterminer :

La vitesse de rotation instantanée ;22 du disque par rapport au repere fixe ;

La vitesse et I’accélération du point O; par la cinématique du solide ;

Le moment cinétique et le moment dynamique aux points O; et O par rapport aR, ;
L’ énergie cinétique du systeme

Appliquer le théoréme de la résultante dynamique au systéme

© a0k~ w NP

Appliquer le théoreme du moment dynamique au systeme au point O.

Y1
(0] 0 y
Yo
0
v { - =
- Xl' X2
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Solution :

1. Vecteur rotation instantanée du disque par rapport a R,et exprimé dans R,

- - -
0 1 0
Q,=0Q,+Q,=

O | -

R,

2. Vitesse et accélération absolues du point O; dans R; par la cinématique du solide

L 0
V"(Ol):V"(O)+Qf/\07cﬁ)1 ; comme (561= 0 et Q)= <0
R (0 R0
N R 0 L 0
alors: V°(0,)=Q;A00,= {0 A <0 = 4L&

R10 R10 R10

d N 0_)0 N N N N O—)O l—)o
7°(0)=7° (O)+d Q AO0,+Q°AQ°A00, ona: d d?l :dd?l
N 0 L 0 0 — LB
7°(0)= {0 A 40 + 0 A LG = Lo

R0 RO R0 RILO . 0

3. Moment cinétique et moment dynamique aux points O; et O par rapportaR,

3.1. Moment cinétique et moment dynamique en O,

. . [A 0 0] [o] [As
c’0)=1,9)= |0 C 0| |0} | O
o 0c| |g| |co
i RUJ R
. v
- - Agp 0 Agp 4
N 0 _0 10 N BN .
5°(0,) =2 Gdt(ol)=OI "dt(ol)+Qan°(ol)= 0+ [0lr | 0 | |Ap?
co| gle co co
R, R R
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3.2. Moment cinétique et moment dynamique en O

0
5°(0) = 1,02+ 00, AmV°(0,) orV°(0,)= L&
0
R
. A0 0] [o] (L 0 Ao
c’(0)= |0 C 0 O |0]|Aam <LO = 0
0 0 C| |6]gl\O 0 (C+mL?)o
R R, R R R,
- 0%0 1%0 — -
5°0)=220) 40 ©O), 50, 550
dt dt
L | 0) [ A0 Ap,
5°00)= | 0 + |olh |0 = | Apo
2 c+mL)o | glo 2 (C+mL?)o . C+m)s

4. L’énergie cinétique du systeme

2 - A
1 - 1 o7 ¢ 1 o 1 ;
Ec =§m(VO(01)] +EQg -|01-Qg ZEmLZ 92"‘5((/7’ 0, 9] 8

R,

o 0O o
O o o
e S -

E. =3mL292+5A¢2+5ce2
2 2 2

5. Théoréme de la résultante dynamique au systeme

La somme des forces appliquées au systéme est égale a la masse du systéme par I’accélération
de son centre d’inertie.

S R -Lo?
Z Fext = mj/o(ol) ; avec . 70(01): LO
0

R,
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Ro, +Mgcosd = -mLo?
Ro+mg=my°(0,) < Roy + Royy —Mgsing = Lg’
Ro: + Roi, =0

6. Théoreme du moment dynamique du systéme au point O

Le moment des forces extérieures est égal au moment dynamique au méme point O.

— — —

Z'\_/'_;(F;t)=5°(0) < 00,A R01+OOl/\ma:5°(O)

L 0 L mg cos @ Ag

O0A |Roy |+ |0]a | —-mgsind |= | Apd
R\0J R\Roi) g0 gL O (C+mL?)o

R,
0 Ap Ap =0

~ LRy, = | Apo & {-LRy, =Apd

R\ LRoy, —mgLsin® (c+mL2)o —mgLsin @+ LRyy, = (C +mL2)g
R,
g;):Cte
Ao .

ROlz __I¢H

Oly —

2 )ee
R —E;%?E)H+mgﬂn0

Exercice : 04

-> o> -
Soit R, (O, Xy, Y,,2,) un repere orthonormé fixe lié au bati d’une éolienne constitué d’une

> > o

girouette et d’une hélice. La girouette (Si) lié au repére R,(O,x,,Y,,2,), a une liaison pivot
avec le bati fixe de maniére a tourner dans le plan horizontal autour de I’axe (O,z,), avec

- - - > - - — -
1

Z2,=2, , a=(X, %) =(Y,,y,) et OG=ax, ou a:estuneconstante positive.
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— -

L’hélice (S,) est lié au repére R, (O, x,,Y,,z,)et ayant un rayon GP =bz, , tourne autour de
I’axe x, =X, telque: f=(z,,2,) =(Y,,Y,)-

La girouette a un moment d’inertie par rapport a I’axe (O, z,) qui est égal a : |

Le tenseur d’inertie de hélice de masse M et de centre d’inertie G dans le repere R, est donné

A 0 O
par : IG(SZ)R2 =0 B 0
0 0 C R,

Un balourd représenté par une masse ponctuelle m située a I’extrémité de I’hélice au point P

N
sur I’axe (G, z,).

Déterminer :

1. Le moment cinétique de la girouette dans son mouvement par rapport a I’axe (O, z,);
2. Le moment cinétique o°(S, / R,) de I’hélice au point O exprimé dans le repére R, ;
3. Le moment dynamique de I’hélice par rapport a I’axe (O,z,): z,-6°(S, /Ro) , exprimé

dans le repere R,;
4. Le moment cinétique du balourd par rapport au repere R, et exprimé dans le repere R,;
5. L’énergie cinéetique totale du systéme par rapport au repere R, .

c_J A
Zole Z, Z,
P
S1)

s -
R
Xo

E
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Solution :

R, (O, X%,,Y,,2,) repére fixe lie au béti ;
R(O,%.,Y,,2,) telque: z,=2, ; a=(x,,%)=(Y,Y,) et Q) =az, =az,
Rz(G1X21YZ’Zz) tel que : X=X, ﬂ:(zl’ZZ) :(yl’Y2) et Qg =X =pFX,

— -

. — - -
Nous avons aussi : OG =ax, =ax, ; GP=bz,

A 0 O

Izz(Sl)R0:| ; IG(SZ)RZZ 0 B O
0 0 Clg
2

1. Moment cinétique de la girouette par rapport a I’axe (0, z,): z,00,(S,/R,)

. ~ 0 0 0
oo(Si/Ry) = 1,(S)g -/ =| 0 1, 0 Ol=l,a z,=la z,
" 0 0 g le

Z_()).;o(Sl/Ro):(IO} Z}j'z_;zla

2. Moment cinétique aO(SZ)R de I’hélice au point O exprimé dans le repére R,;
2
Le moment cinétique de I’hélice en O est donné par la relation :

(S, IR,) = 04 (S, /Ry) + M OGAV ° (G)

- Zl

- - s > 7

c,(S,/R,) = IG(SZ)RO.QS + MOGAV’(G) 2 5 y:
Or nous avons :
- - - « - *« - ﬂ
Q=0+ Q" = Bx,+az, avec: &= >
- - - X, =X y
z, =sinBy,+cos Bz, e '

. B
D’ou: Q) = ﬂx2+a(sin,8y2+cosﬁ zzj: asin B
a Cos 3

RZ
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% . d°0G _d?0G > g ° °
VO(G) = . +QIA0G= <asinfar 0= < aacosp

0 cos 3 R, 0 R, _aasin g
2

A0 O B a 0
c,(S,/R,))= |0 B 0} asin g+ M 0 A aacosf
RO 0 C acos B R, (0 R, (-aasinp

2
0,(S,/R,) = A,Zix2+ Bo.zsinﬁy2+Co.zcosﬁzz+ Maza.csin,[iy2+ Mazo.:cosﬁ’z2

00(S,1Ry) = Afix,+ (B +Ma? Jasin gy, +(C + Ma? )arcos f 2,

3. Moment dynamique de I’hélice par rapport a I’axe (O, zZ) 32)-50(52)R dans R,
2

Le moment dynamique est déduit a partir du moment cinétique par :

> d°o0(S, IR - 2 5 d°60(S, IR
50(82/Ro):$ Zo’é‘()(sz/Ro):Zo'%
- d° z..5°(S, IR L d 260, IR
> d°0°(S,/R,) _ ((’ i °)j;0(s jry 8 (0 o5, O)J
° dt dt SR | dt
o,
car : d % _ 0
dt
do(z_;.ao(sleo)j

ce qui donne : 27).50(82/R0):

dt

dO(Z).UO(sz/RO)j

dt

(UGN - - . - . -
:z—t(zo.(Aﬂx2+(B+Maz)ozsin,b’y2+(C+Maz)ozcosﬂz2 D

- 0 L . - > . > o
20.50(82/R0):?j—t(A,B(zo.xz)+(B+Maz)asinﬂ(zo.y2)+(C+Ma2)acos,B(zo.zz) )
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ornousavons: (z,.X,)=0 ; (z,-Y,)= cos(%—ﬂ) =sing ; (z,-2,)=cC0sp

-

— 0 L] L]
2,-6°(S, /R,) :(zlj_t((BJr Maz)ozsin2 ,B+(C + Maz)ozcos2 ) j

- dO
20-50(82/R0):

a(o.z(Bsin2 B +Ccos? f)+Ma? j

4. Moment cinétique du balourd par rapport aR, et exprimé dansR,;

Le balourd est une masse ponctuelle, son moment cinétique est donné par :

a
JO(P/RO):(_)E/\mVO(P) , avec:673=66+é73=a>?2+b22: 0
R, (P
N N /3’ a bo.zsinﬂ
- 0 2 — N . . .
V°(P):dd?P=ddOP+Qg/\OP: asinfar {0 = Jaacosf-bp
0 cos 8 R, (P aqsin A
2 RZ
: bl accos f—b/
a basin g ( acosfj ’Hj
c’(P/R)= <0 A m ao.ccosﬂ—b,b' =m bzo.csinﬂ—azc;zsinﬂ
R, b . aasin g a(ac;zcosﬂ—bbj
2
R

2

a’(P/R,) =mb(bb—ao.zcosﬂ]x2+ m(b2 o.zsin,B—a2 asin ﬂjy:+ ma(ao.u:osﬂ—bbj;2
c’(PIR,) =mb(bb—a&cosﬂ)x§+ masin ﬁ(b2 —az))72+ ma(ao.ccosﬂ—b,bj;2

5. Energie cinetique totale du systéme par rapport au repere R, .

L’énergie cinétique du systéme est égale a la somme des énergies cinétiques de chaque

solide par rapport au méme repeére.

EC(Z/RO): EC(SllRo)+ EC(SZ/RO)+ EC(S3/RO)
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Energie cinétique de la girouette :
1. - 1. -
E.(S,/R,)==1Q; = Zla
C( 1 0) 2 1 2

Energie cinétique de I’hélice :
1 o . .
E.(S,/R,)= E[Torseur cinétique|x [Torseur cinétmatique]
M VO(G) Qg - - - -

=V°(0).MV°(G)+35°(S,/R,)Q)

-

1
Ec(Sleo):_
21 59(s,/R,) ||V°(0)

ornous avons : V°(0)=0

. . Ap B
EC(SZIRO):EJO(SZ/RO)QQ :% (B+Ma?)asing . {asing
(C +Ma?)acos g acos

2

RZ

E.(S,/ Ro)zg(Aﬁ'%(B +Ma?)a? sin?  +(C + Ma? )a? cos? ﬂj

Ec(sz/RO)=%[Aﬁ2+(Bsin2 B+Ccos® B+ Maz)azJ

Energie cinétique du balourd P :

- 2 -
E.(P/Ry)= %m[v 0 (P)] or la vitesse V °(P) est calculée précédemment, nous aurons :

hd . . 2 *
EC(P/RO):%mbzoﬂsin2 ﬂ+%m(aacosﬂ—bﬂj +%maza28in2 B
EC(P/RO):%m(bzoﬂsin2 S +a?a? cos? ,6’—2abo.z,5’cos,6’+b2 Li+aa’sin? ﬂJ

E(:(P/R(J)zém(bzoczsin2 B —2aba fcos f+a%a+b? ﬂzj

La somme des trois termes donne I’énergie cinétique totale du systeme :
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Ec(S /R, )= %l& +%(A,82+(Bsin2 B +Ccos? f+ Maz)oﬁ)

+%m[bzoﬂsin2 ﬂ—2abo°;bcosﬂ+a2a2+b2 ,BZJ

EC(Z/RO): %a.z[l +Bsin? #+Ccos’ B+ Ma? +m(bsin® g+a |
+(A+ mbz)/i’.z—Zmabc;c,bcosﬂ

Exercice 05 :

Un systéeme de ventilation automatisé est composé de deux barres identiques et homogeénes,
soudeées entre elles au point A et d’une hélice de rayon R et de masse M.

(S1): OA = L de masse m ; (Sz): AB = L de masse m ; (S3): Hélice avec: BM =BN =R de
masse M . Le systéme est en mouvement comme le montre la figure (2).

0 0

Le tenseur d’inertie en B de I’hélice dans R, estdonné par: I;(S;)p =|0 B 0
2

0 A

> o> o

- - -
Le repére R,(O,X,,Y,,2,)est en rotation par rapport a R, autour de I’axe z, =2z, =z, sens

> o> o - o

positif. Le repere R, (A X,,Y,,2,)de centre A esttel que y,/y, .
Le repére R,(B,X;,Y,,2,)est en rotation par rapport & R, autour de I’axe y, =y, sens

négatif. R;: est le repére de projection ; On considére que : i =Cte et ¢ =Cte

Déterminer :

1) Le centre d’inertie du systéeme dans le repére Ry ;

2) Le tenseur d’inertie du systeme au point A dans le repére R, ;

3) La matrice de passage de Ry versR; etde R; versR;;

4) La vitesse de rotation instantanée du repére R3 par rapporta Ro ;

5) La vitesse et I’accélération absolues du point B par dérivation ;

6) La vitesse et I’accélération absolues du point M par la cinématique du solide ;

7) La vitesse et I’accélération absolues du point N par composition de mouvement, R, étant
le repére relatif ;

8) Le moment cinétique du solide Sz au point A dans le repére Ry;

9) Le moment dynamique du solide Sz au point A dans le repére Ry;

10) L’énergie cinétique du systeme
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. (Ss)
Z, = N
A -
A 22
L - Xq
(S1) Y, 7
O l// s ¢ Lo
Yo T X,
- vV .
X, X
Solution :

1) Centre d’inertie du systeme :

0
v ° v ° v — L/2)+M.L
AG= | 0 : AG= L2 : AG= JL AG= (ML/2*M.
2m+M
Rz —-L/2 R2 0 R2 0 —mL/2
R, 2m+ M
2) Tenseur d’inertie du systéeme:
mL*/3 0 0 mL*/3 0 0
1,(S,)= 0 mL*/3 0| et 1,(S,)= 0 0 0
2
R, 0 0 0 R, 0 0 mL"/3

A 0O A+ML* 0 0
1:(S;)= |0 B 0] ; Huygens = 1,(S;)= 0 B 0
2
R0 0 A RL 00 ArML
A+ ML? +2mL* /3 0 0
I, (Systéme)= 0 B+mL*/3 0
R 0 0 A+ML* +mL?/3

2
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3) Matrices de passage :

cosy —siny 0 cosp 0 sing
Pe,or =|SiNy cosy O et B . =/ 0 1 0
0 0 1 —sinp 0 cosg

4) Vitesse de rotation instantanée du repére R; par rapport au repére Ry

- - - - 0
Q=02+ Q0+ Q) =Yy, +0+yz,= -9
R,L YV
5) V°(B) et y°(B) par dérivation
o 0
OB=0A+AB=Lz,+Ly, =1L ;
L
. 0 (0 |-Ly -,
> 0 2 S 2 N
V"(B)=dd?B=OI OB+QgAOB= OA L= 0 ;avec d OB:O
L
R R 0
. . 0 |-Ly 0
- 0yv/0 2470 - - .
70(B)=OI \;t(B):d \;t(B)+Qg/\VO(B)= 0A 0 = {—Ly?
0 0
R, 4 R, R,
21,0 5
:avec sz
dt

6) VO(M) et y°(M) par lacinématique du solide

R Rcos¢e
V'(M)=V°(B)+Q3ABM avec: BM= {0 = 0
0

R

3

R2 Rsin Q
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. Ly [0 Rcosp |- Lw—Resing
Vo(M)= 0 + J—-on 0 = Ry cosp
0 ) Rsing ;
R,L¥ R, . Reocosp

RZ

N
0o —— —

}/ ‘(M) =y (B)+dd? /\BM+Q°/\(QO/\BM)

y°(B) : déja calculée

- - 0 0 Vo
d°Q; d?Q) = 2 .
3= QA= O 9= 0
dt dt 0
l//
R, R, l// R,
2 ﬁo N . .
avec =0 (y ety sont constantes)
d°§;° v o Rcosg 0
™ 3 \BM= 0 A 0 = <—-Rwepsing
0 Rsin 0
R2 RZ ¢ RZ
0 0 Rcos g 0 —Repsing
QO/\(QO/\BM)— — QA {—OA 0 = J{-oA Ry cosg
) ) Rsin ) ;
R, LV RV R ? g LYW R, Recosp
—Rgo COS(p Rl// cos @
QA (Q2A BM)= —Ry/(oSIn(o
—Rgo sing
RZ
—Rgo cos o — Rl// Cos @
d’ou: y°(M)= —Ll// 2Rz//¢S|n(p
—R(p sing
R

A.KADI

328



UMBB Boumerdes, Faculté des sciences, Département de physique

Cours exercices, Mécanique Rationnelle : TCT et LMD-ST sem :3

7) V°(N) et »°(N) par composition de mouvement

R R R —Rsing
VO(N)=V?*(N)+V,(N) , avec AN=AB+BN=LYy,+Rz, = L
Rcosg
— —Rg;cow
- 2
vZ(N)zOI AN _ 0
dt ..
—Resing
2
. . L 0 —Rsing -Ly
V2(N)=V°(A)+QIA AN= {0A L = <JRwycosep
R,V R, Rcos¢g 0
RZ
_Ly-Rgcosg
VO(N)= Ry cosg
—R(ksin(p
RZ
7 (N)=7°(N) +72 (N) +7.(N)
> Rp? cose
- dZVZ(N)
(N) = ——= 0
7~ (N) m S
~Re’sing
RZ
N R dogzo . L 0 0 —Rsing
7a(N) =y°(A) + dtz/\AN+Qg/\(Qg/\AN): OA <{0A L
R2 174 R2 /8 Rz RCOS(D
Ry?sing
y;(N)= § -Ly*
0
RZ

A.KADI
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L 0 - Rg.ocow 0
7.(N)=2Q5AV?(N)=2 {0A 0 = <—2Rpwycose

—Rgsin 0
R, W R, PSP R

Rp?cosp+Ry?sing

7(N)= { ~Ly*-2Rppcosp
—Ro’sing
R

8) Moment cinétique du solide (S3) au point A

o*(A) = °(B)+ ABAMVC(B) = I, Q2+ ABA MV °(B)

. A0 O 0 0 Ly
c’(A)=0 B 0 -p| +|L| AM| O =-Boy,+(A+ ML) yz,
00 AR2 vIR OJR, 0 .

9) Moment dynamique du solide (S3) au point A

- 0 %0 - - - N
5°(A):%—V°(A)/\MV°(B) or V°(A)=0 alors:
- 0 _)0 2 _)O - -
sy =B 0B, g0, 50(n

dt dt

2 o N o«

avec %=0 car ,e :sontconstantes
. 0 0
§°(A)=|-p| Al -Bop =(B-A-ML)yo x

/4 R2 (A+ MLZ)I// R2
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9) Energie cinétique du systeme au point A
solide (S1): E, =0 ;V°(G,) ~0 et |, =0 dans R,

R, mL?/3 0 0 |0
solide (Sy) : EczzanlAQ(gzz(O,O,t//) 0O 0 o0 |oO R Al
0 0 mLl*/3\y

L (- 2 o g . A0 0]O
solide(Sg):EcszaM[Vo(B)J +EQ§IBQg:§M(LV/j +§(0,—¢,y/)0 B 0f-¢
0 0 A y’,

1 2 .2 1 .2 1 .2
E.=—ML +—Bop"+—A
c3 2 l// 2 ¢ 2 l//

Energie cinétique du systétme : Ec=E¢ + Eq +Ecs

1( mL? o1 1
E_(Totale) == +ML? |2+ =Bp?+ = Ayp?
. (Totale) 2( 3 )t// SBe S Ay
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Exercice 06 :

> o> o

On considere, dans le repere orthonorme R, (O, x,, vy, z,), le systeme mécanique constitué de

> o5 o

deux barres homogeénes (S1) lié au repére R, (O, x,, y,,z,) et (S2) lié au repere R, (B, x,,¥,,z,)
Les barres ont une longueur OA=AB = L , de masse m, articulées au point A . Au point B est
articulée un solide (S3) qui est une masse M coulissante suivant I’axe x, . Soit G; et G, les

centres d’inertie, respectifs des deux barres. On prendra R, comme repére de projection.
Les tenseurs d’inertie des deux barres en leurs centres d’inertie respectifs sont donnés par :

00 0 400 2
0 0 AR1 0 0 AR2

Calculer en fonction de(l//,l/./,l; et L :

1. Les vitesses et les accélérations absolues

des points : G;, G2, B.
2. Le torseur cinétique du systéeme au point O ;
3. Le torseur dynamique du systeme au point O ;
4. L’énergie cinétique du systeme.

Solution :

1. Vitesses et accelérations par dérivation :

l.a. Vitesses

Nous avons : 9:%—1// = cosd=siny et sin@ =cosy

(L/2)cosy N ) == —(L12)ysiny
551: (L/2)siny = VO(Gl):d 06, _ (L/2)1/./c051//
R 0 dt 0
Ry
Lcosy + (L12)cosy = (3L/2)cosy . ) —(BL/2)ysiny
O“(;z: Lsiny —(L/2)siny =(L/2)cosy = V°(G2)=d 0G2= (L/2)1,/'/cosy/
R 0 dt 0
R,
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2L cos - —2Lz/./sinz//
. v o d° OB
OB= 0 = V' (B)= = 0
0 o 0
* R

1.b. Accelérations des points par dérivation :

- —(L12)(ysiny +y? cosy)
7°(G1)=dVTt(G1)= (L12)(y cosy —y? ssiny)
0
R,
. —BLI2)(wsiny +y? cosy)
N 01,0 o .
(G =N @i eosy -yt ssiny)
0
R,
. d°I7°(B) —2L(:;sinz//+z//zcosv/)
°(B) = = 0
(B) ”
0
R,

2. Torseur cinétique du systéme au point O ;
Le torseur cinétique a pour €léments e réduction :

- larésultante qui est égale a la somme des quantités de mouvement de chaque solide ;

_2Lysiny(m+ M)
PP = mV(G)+mV°(G,)+ MV (B)= | Lmycosy
0
R,

- le moment cinétique total qui est égal a la somme des moments cinétiques des solides.

°(3 I Ry) = 0°(S,/ Ry) +0° (S, Ry) +0° (S, / Ry)

a) moment cinétique du solide (S,) :o°(S,/R,) = 1,,.Q7+ 0G,AmV°(G,)
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. 0 0 0] [0 (L/2)cosy —(L/2)ysiny
c’(S,/R,)= |0 A4 0| + (L/2)siny A (L/2 )y cosy
0 0 0 0
R RV R
R
. 0 0 0
c’(S,/R,)= 0 = 0 = 0
* mLl® ¢ mL* * mL* * mL*

R, 17 g1 27 g3

b) moment cinétique du solide (S,) :c°(S,/R,) = 1,,,.Q5+ 0__ng mV°(G,)

. 4 0 0] [0 (3L/2)cosy —(3L/2)ysiny
6 (S,/R)= [0 0 0| |0 + {@2sing A m { (L/2)ycosy
Ry
N 0 0
c’(S,/R,)= 0 - 0
© mL’ mL? + 3mL* *
AO+ 1V/4 +
R, 4 R 12 4

7Z- , . L] L] .
or Nous avons : @ = 5V alors en dérivant nous avons : @ =—y en on obtient :

0

o’ (S,/Ry)= 0
2ml? *

R, 3

¢) moment cinétique du solide (S,) :c°(S,/R,) :573/\mV°(B) —0 car OB Il V°(B)
d) Moment cinétique du systeme :

R 0 0 0
JO(Z/RO)= 0 + 0 = 0
mL? * 2ml? 12 )
4 w R UNE Y
R, 3 Ry L 3
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3. Torseur dynamique du systéme au point O
Les éléments du torseur dynamique sont :

- larésultante dynamique : D =m, y°(G,) +m, y°(G,) + m, y°(G,)

“2L(m+ M)(psiny +y? cosy)

= mL(y cosy —w? ssiny)
0

Ry

0

R, mL” y

- le moment dynamique du systeme : 50(2/R0) =

d° GO(Z:/RO)=
dt

4. Energie cinétique du systéme.
L’énergie cinétique du systéme est égale a la somme des énergies cinétique de chaque solide
par rapport au méme repére.

Eg (Z/Ro) = Eg (Sl /Ro) +Eg (Sz /Ro) +Eg (S3 /Ro)

a) Energie cinétique du solide (S;)

2 -
1 I 1 -
E’(S,/R,) = Em(VO(Gl)j +§QfT 1,,(S,).Q°
ATV N NN
EXS, IR)==m —| w*+=00,p)0 4 0|0 |==m = | y’+=Ay’= ?
c(S1/Ry) 2"{2)‘” 5 (0.0.¥) : zm(zjv/ AV ==y
0 0 4|y
b) Energie cinétique du solide (S,)
2 -
0 1 0 1 o7 o
EX(S; 1 R) = 5m VO(Gy) | +590 L5p(S2)-05
L (LY . A 0 0|0
Eg(SZ/RO)ZEm(E) (93in2w+coszy/)y/2+5(0,0,¢9) 00 0]o0
0 0 4|6
0 mL? . o 1 ml? _ Y, ml?* *,
E-(S,/R)) = 3 (1+85|n 1//)(// +5A0 = (1+85|n 1//)1// + 24 74

2 L] L] L]
EX(S,IR,) = m6L wi+w?sin®y = ml? 1//2(%+Sin2 l//j
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b) Energie cinétique du solide (S,)
1 (=, ) '
EX(S,/R,) = Em(VO(B)j = 2ML* y’sin’ y

d) Energie cinétique du systéme :

2 e . . 2 e .
Eg(S3/R0)=ML (//2+mL2y/2(%+Sin2l//j+2MLzl//25in2y/ = m§ Wi+ (m+2M)L y’sin® y
0 mL® *, 2 "2 i 2
E.(S;/R,) = v+ (m+2M)L wsin®y
Exercice 07 :

Soit une plaque homogene (S) rectangulaire de largeur 2a, de longueur 2b et de centre de

masse G. Elle est rotation a une vitesse angulaire fixe autour de I’un des ses point A dans le

plan (x,,y,) telque z, =z, =z, =z, et (x;,x;) =(y,,y,) =y . Le point A se déplace sur
I’axe (O, x,) tel que : 04 = xx, et GA = %y3 . On prendra R, (O, x,,y,,z,) cCOmMme repére

de projection. Déterminer :

1. La vitesse de rotation instantanée de la plaque par rapport au repére R, : QJ

Les vecteurs vitesse et accélération absolues du point G : V°(G) et »°(G) ;

2.
3. Le moment cinétique de la plaque au point A ;
4. Le moment dynamique de la plaque point A ;
5. L’énergie cinétique de la plaque. SA R
yO y
Al
On donne :
<. .............. X - > e d
4 0 0 A ¥
I,= |0 4 0 2
0 0 C N
Ry © 'xo =X
2 2
4=mb , =" (a+b?)
12 12
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Solution :
1. Vitesse de rotation instantanée de la plague par rapport au repére R, : Q3
QF =Qi+Q;+Q) =—wz avec y=Cte

2. Vitesse et accélération absolues du point G : V°(G) et »°(G) ;

2.1. Vitesse absolue du point G :

—

Par la cinématique du solide nous pouvons écrire . V°(G) =V°(A4) + QA AG

B x —(b/13)siny
Nous avons : O4= <0 , AG=—§y3 =—%(cosy/yl+sin y/xlj: —(b13)cosy
R, 0 R 0
. x 0 _(I3)sing  |x—(bI3)ycosy
Vo(G)= {0 + 0 A <—(b/3)cosy= < (bI3)ysiny

2.2. Accélération absolue du point G :

Par dérivation nous pouvons écrire :  »°(G) = INVUG)

0_)0 1_)0 -
d°v°(G) _d'r*G) g
dt t

oo b oo ’2 .
x— W CoSy — i siny

K 2VG) | b( .
’(G)=——2= < —|wsiny+w?cos
7 (G) ” 3| Y Siny +y”cosy
0

R,

3. Moment cinétique de la plaque au point A ;

o, (SIR)=1,.0%+AG AmV°(G)

40 oTo —%Siny/ ).c—?}cosw
G (SIR)= |0 4 0| 0 |+m —%COS!///\ %.}/sinw
RLO O Cl-v 0 0
R R
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- B ° 2 ° . ° -
c,(S/R,) = —Cl//—m%yxsin2 1//+m%cosz//(x—%z//cosz//ﬂzl

- . 2 . -
c,(SIR,)) = —Cl//—l’l’l%l//ﬁ-m%xCOSl/l}Zl

4. Moment dynamique de la plague au point A ;

- o - -
é‘A(S/RO):MJrVO(A)/\mVO(G)
0 - 1 - . . 1 - . .
d aA(S/RO)zd GA(S/R°)+Qf/\aA(S/RO)=d o,(S/Ry) car Q0 =0
dt dt dt
dog (S/R ) oo b2 oo boo bo LI -
+0= —Cl//—mgl//+m§xCOSt//—m§xl//Slnl// z,
X —BI3weosy o
VO AmVO(G)= 10 Am L(BI)ysing = 10
0 0 m—xysSiny
R R R 3
- o0 2 (1) (1) _~)
on déduit : 5A(S/R0):{—Cl//—m?l//+m§xcosw z,
3. Energie cinétique de la plaque (S)
2 -
0 1 0 1 o7 ~0
EC(S/RO)ZEm V°(G) +o 1,(8).Q8
) 5 A 0 0| O
0 1 (< b 1 (b . 1 .
E (S, /R))=—m| x——wcosy | +—m| —wsiny | + —(0,0-w)0 4 0| O
2 3 2 \3 2 .
0 0 C|l-vw
. 2 . o o .
Eg(SllRO)=%m[x2+%w2—2—3bxl//cosy/j+%ﬁ//2
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Exercice 08 :

Soit un systéme constitue d’une tige filetee OA lié au repére R, (O, x,, y,,z,) . La tige de

- - .

masse négligeable tourne autour de I’axe z, = z, avec une vitesse de rotation « = Cte .

Un cylindre de masse m, de hauteur h et de centre d’inertie G, lié au repere

> o o

R,(G, x,,y,,z;)s’enroule autour de cette tige et il a deux mouvements:

R

- L’un, de translation de son centre d’inertie G, lié au repére R,(G,x,,y,,z,) , Suivant
- - - - - 7 = °
I’axe de latige x; = x, avec une vitesse linéaire x(z) ;
- - - - °
- L’autre, de rotation autour de I’axe x, avec une vitesse de rotation y = Cte et tel que

02075) = (22025) =W
On prendra R, comme repere relatif et repere aussi de projection.
Déterminer :
1. Le tenseur d’inertie du cylindre au point G par rapport aux repéres R, et R, ;
La vitesse de rotation instantanée du cylindre par rapport au repére R, ;
La vitesse et I’accélération du point M par composition de mouvement ;

Les torseurs, cinétique et dynamique, au point O par rapport au repére R, ;

o &~ WD

L’énergie cinétique du systeme.

- -

Zor£1
Z;
X(t)
(o) »

> o> o
Xy Xy, Xy
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Solution :

A.KADI

1. Tenseur d’inertie du cylindre au point G par rapport aux repéres R, et R, ;

Le tenseur d’inertie du cylindre dans le repére R, est donné par :

B 2
mR 0
2
I mR*>  mh®
¢ 4 12
0 0
R

mR?
4

mh?®

12

O O

2. Vitesse de rotation instantanée du cylindre par rapport au repere R, ;

- -
Le repére R, esten translation par rapport au repére R, alors: Q) =0
- - - - °« « _W
Q=02+ Q+Q) =az,~yx,= 10

(24
RZ

3. Vitesse et I’accélération du point M par composition de mouvement :
3.1. Vitesse :

B X B 0 0
Nous avons: OG= <0 ; GM= <0 = Rsiny
1{2 0 Ie3 R R2 RCOS(//

La vitesse absolue est égale a la vitesse relative plus la vitesse d’entrainement.

17°(M) = ;Z(M)+;2°(M)

o 0
I;Z(M)— d*GM _
dt

—

V(M) =V°(G)+QIAGM

Ry cosy et
R, —Rysiny
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Sy d0G_d06 o o L] |
V°(G) = e +QIANOG= {0+ J0A 0= <{xa
t .
0 a 0 0
R2 R2 R2 RZ
. 0 0 —Rasiny
QIANGM = 0 A Rsiny = 0
R @ R Rcosy R 0

2

En faisant la somme des termes on obtient :

x—Rasiny
Vo (M)= xa+ Ry cosy
—Rysiny

3.2. Accélération :

L’expression de I’accélération absolue par composition de mouvement s’écrit :

(M) = y* (M) + 72 (M) + 7 (M)

> 0
- 2 2 .
ron =Ry sing
t .
R, —Ry? cosy
- - 0 *)0 N - - N 0 *)0 N
;/S(M):;/S(G)+ddﬂ2 AGM+QIAQIANGM ; avec : dsz =0
t t
(1] (1] 2
ST o W L W= YP LS PO I
7,(G) = % = % +Q AV (G)= Jxa+ <0A <xa= 2x«
0 gla |0 0
R, ©ORL R
o o o 0 0
QIANQIAGM= {0A {0A <{Rsing= <—Ra’siny
R2 a R2 (94 RZ RCOSI// RZ 0
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NN 0 0 — 2Ry acosy

7C(M):2(Q‘§AV2(M)]:2 0A Rwycosy = 0
a _R. in 0
R,\% g |- Rysiny 2

. 0 . x—xa’ .0 —2Ry./0.zC081//
7’ (M)= <{-Ry?siny + 2xa + —Ra’siny+ 0

Ry 0 0 0

R Ry* cosy 2 R, R
;—xaz—ZRy'/o.zCOSl//

7 (M)= Z;C(rl—RaZSiny/—Rl/IZSiny/

— Ry cosy

A.KADI

4. Torseurs, cinétique et dynamique, au point O par rapport au repére R; ;

4.1. Torseur cinétique
Les deux éléments de réduction du torseur cinétique sont :

mx

- larésultante cinétique : P=mV°(G)= <{mxa ;
0
RZ

- le moment cinétique : o°(S/R,) =1,.Q% + OGAmV°(G)

. 40 0l-y| (x |mx y
c®(S/R)=|0 B 0| 0 |+{0 A {mxa = 0
0 0 B| a 0 0 Boa+mx’a
RZ RZ
_mRZ‘
- 2 vV
c’(SIR,) = 0
mR?  mh® ’ "
+mx° |a
4 3
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4.2. Torseur dynamique

Les deux éléments de réduction du torseur dynamique sont :

- la résultante dynamique : D =my°(G)=

- le moment dynamique : : 5°(S/R,) =

m(;—xa.z)

2mxa

0
R,

d°c°(SIR,)
dt

N 0 _)0 2 _)O — —
dou: 80(sIR) =L ST R) A7 (SR o, Joisiry
dt dt
mR?
R 0 0 5 4
5°(SIRy)= 0 + J0a 0
2 : mR*  mh?® 2
R2 2mxxa R2 (04 + +mx° la
R 4
2
2
SN SIR)= 1-"R0 4
R, me).co.t
5. Energie cinétique du systeme.
EC:EQ&IG.Qg +Em(V°(G)J =§(—l//,0,a) 0 B O 0
0 0 B
R2
. . . . 2 e 2 2
EC:!H4WAk—Ba2+—W1xZ+x2a2 _ L mRT e | mRT | mh
2 2 2 2] 2 4 3

a’+m

|

A.KADI

X2+X20[2

LV(0) AmVO(G) or V°(0)=0

)
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Exercice 09 :
Une machine de poncage des sols est composée d’un bras OAC de masse négligeable tel que
OA=L, AC=L/2 et d’un disque de rayon R et de masse M . Le bras est en mouvement de

rotation par rapport au bati fixe avec une vitesse de rotation y = Cte. Le disque tourne autour

du bras AC avec une vitesse de rotation & = Cte On prendra R, comme repére de

projection.

Déterminer : >
Zo, 2

1. Vitesse de rotation instantanée du disque ° lT

. Vitesse et accélération absolues du point C JIE

Le torseur cinétique du disque en O ;

2
3
4. Le torseur dynamique du disque en O ;
5. L’énergie cinétique du systéme.

Solution :

1. Vitesse de rotation instantanée du disque par rapport au repére R, :

0

Q=0+ Q =yz,+0x,= 0 ou y+o=Cre

R1 l//+9
2. Vitesse et accélération du point C :
2.1. Vitesse :

— — —_ L Ed

Nous avons : OC = OA+ AC= 0 . V°(0)=0

R —LI2
- - - - 0 L 0
ey =r°0)+QroCc = V°(C)= {0 A 0= <Ly
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2.2. Accélération:

N 0 HO 1 %0 - — 1 HO N
y°(C)=d G (C)-i-Qf/\VO(C) avec 47O _g
dt dt dt
. 0 0 - Ly*®
7°(C)= {0 A <{Ly= 0
0 0
RWY R
R
3. Le torseur cinétique du disque au point O :
Les deux éléments de réduction du torseur cinétique sont :
- - 0
- larésultante cinétique : P° =mV°(C)= <MLy
0
R
- le moment cinétique : o°(S/R,)=1..Q) + 56AMVO(C)
. MR? | 4 0 0 0 L 0
c’(S/R,)= 0 MR /4 0 0 |+ 0 A JMLy
) . e
R, 0 0 MR /2 || y+0 R Ll2 R 0
ML -
N y 7V
c®(SIR,) = 0 ;
MR (1,/./+é)+ML21}
R

4. Le torseur dynamique du disque au points O :

Les deux éléments de réduction du torseur dynamique sont :

. —MLl//.Z
- la résultante cinétique D= my°®(C)= 0 ;
0
R,

0 o 10 g _)
d"o (SIRy) _ 4" (SIR) , g, Jorsrr)

- le moment dynamique : 5°(S/R,) =
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d*c°(SIR) =

0
dt
MIL? -
- - - 0 a 2 v 0 2 e
(SIR) = QG (SIR)= {0A | O - —MZL W
R W MR (w+6)+ MLy 0
R 2 R
5. Energie cinétique du systéme.
- - 1 - 2
EC:?ﬁJOQg+§M@NWJ
MR? 14 0 0 0 .
EC:%(W+6’, 0, oj 0  MR*/4 O 0 +%ML21//2
0 0 MR?12|p \y+0
2

1MR?(* =\ 1 .
E.== +0| +=ML*y®
cT5T, (V/ ] 2 4

A.KADI
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Exercice 10 :
Le systéme mécanique représenté ci dessous est constitué de six solides.

- So: estun béti fixe lié au repére R, (O, xz yZzZ)

- S1, S, Sz, Ss:sont des barres de masses négligeables reliées entres elles par des liaisons
rotoides parfaites ayant leurs axes perpendiculaire au plan formé par les barres ; S, et S :
ont la méme longueur OB=AB=2a

-S4 est un volant de masse M de centre d’inertie G milieu de AB, relié a S; par une

liaison rotoide parfaite d’axe AB.

Le tenseur d’inertie du solide S, en son centre d’inertie G dans les repéres R, et R, est

A 0 O

donné par : IG(S4)/R3R =0 B O
"o o Blgp
11N

S; :estlié au repére R, (O, x,,Y,,2,), Sz : estlié au repére R,(O,X,,Y,,2,),
Sz :estlié au repere R, (A, X;,Y,,2;), Sa:estlié au repere R,(G,X,,Y,.2,),
On applique un moment M sur le solide S:1 al’aide d’un moteur électrique.

- -
Le point A se déplace sur I’axe z, =z, et lasolide Ss a un mouvement de translation

suivant le méme axe.

Déterminer :
- - 2 . .
1. Lavitesse absolue V°(G) dans R, et montrer que : [VO(G)J =K, 0°+K,p? ;

L’énergie cinétique du systeme ;
La puissance des efforts sachant que: P(R,/S;)=0 et P(R,/S;)=0;

Le moment cinétique du systeme en G dans le repere R; ;

a > w DN

Le moment dynamique du systéme en G dans le repere R, ;

On donne les figures planes suivantes :
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—
M
- - - N
yl yO XZ * Xl
4 - 2] -
X, z,
o) V .. 0 o .,
Xo Z,
A7
Z, Z,
¢ -
j Ya
G 14 -
Y3
> >
v 201 21
Solution :

R, (O, X, Y,,2,) li€aubati S, fixe;

R(O,%,Y,,z) liéas, telque:Q) =wz,=ywz, ;2,=1

R,(0,X,,Y,,2,) liéas, telque:Q; =0y, =0y, ; y,=Y,

R,(A X,,Y5,2,) liéa S, telque: Qi =6y, =60y, ; y,=Yy, et 61=%—9
R,(G,%,,Y,,2,) liéasS, telque: Qi =pX; =pX, ; X=X,

Le point A est en translation sur I’axe (O, z,)

1. Vitesse V°(G) dans R,

-— —

- 0 ~~ 3 N - -
_ 406 _d70G +QIA0G ; exprimons les vecteurs OG et QJ dans le repére R, :

VoG
©)=—4

Nous avons : OG =0B+BG =2az,—ax, et 7z:9+%+01 301:%—6

Ce qui donne : sing, =cos@ et cosf, =siné
A partir des figures planes, on peut écrire : z, =cos@z,+sin@x, puis on explicite

- — .
z, et x, danslerepére R,.
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Z, =-Siné@, X;+C€0SH, 72, = —COSHX,+SING Z,
X, =C0SH, X;+Sinf,z;, =sin@x,+c0sOz,
5 :cose(—cosex3+sin023]+sine[sin0x3+ cos@zsj
z, = (sin2 0 - cos@z)x3+ 2sin@cosfz, = (25in2 0 —1)x3+ 2sinfcosd z,
Nous avons ainsi : OG = 2a Z,—axX; = 2a[(25in2 6—1)x3+ 2sin Hcosez3)— a
4asin® 6 -3a L.
0G= 0 ;avec Q) =Q;+Q; et comme: 6’1:%—0 = 01=-0
R, 4asingcosd
- cosé
Q) =-0y,+yz =—0y3+w(—0030x3+sin6’23 = -0
wsing
R3
. 8adsindcosd —ycosd 4asin® 0 —3a
d’ou: V°(G)= 0 + -6 A 0
2a6(cos’ @ —sin® 6) wsing o |4asindcosd
3

R, R,
R 8a.6sin 6 cosd — 4asin 6 coso
Vo(G)= {wsin 6’(4asin2 0—3a)+ wcos@(4asin@cosd )
2a0(cos? 0 —sin? ) + 109(4asin2 0-3a)

. 4aésin¢9cos¢9
V%(G)= {awsing

Y
R,
(QO(G)j =[2aésin 29) +[ay./sin9j +(aéj
( QO(G)j =(aé) (2sin 26 +1) + (aysin6)’ = K, 02+ K, p2
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2. Energie cinétique du systéme ;

- - - 2
E. :%QQT 15(5,).0° + %M VO(G)J

A 0 0] -wcosé
EC:%[—z/./cosH,—é, y./sine 0 B O .—é +%M(K102+K2W2j
10 0 B| wsine

E. =%{Al//2 cos’ @ +BO*+ Bz//zsinze} +%M(K192+ K, !//ZJ

E, = %(Acosz 6+ Bsin? 9+ K,M )y +%(B + MK, )6

3. Puissance des efforts extérieurs, sachant que: P(R,/S;)=0 et P(R,/S;)=0 ;
Les liaisons sont sans frottement :

. —M cosé
Nousavons: P=M.Q) avec M =Mz, =M (-C0sEX,+sindz,)= 0
M siné&
R,
(.p—z/./cosé’
Q=Qi+Q;=| -0
wsing

—~Mcosd) | p—wcosd
P=M.Q}= 0 . -0 =-M cos@((p—yxcos@]+Mw5in29

R, M sing@ wsing

P=M y./— M é)cose
4. Moment cinétique du systeme en G dans le repére R, ;

A 0 0] |p-weoso A((p_wcosgj
ou(S)=1.0= [0 B 0 6 |= |-B@
R0 0 B | ysino Bysing
% R
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5. Moment dynamique du systeme en G dans le repére R; ;

> d°0.(S) d%os(S) = -
5s(8) =27 ==+ QYA 0 (9)
- cosé + ’ ésin@ . -y cosd
A((p 7 Y j ~cosd A(co y )
5.(S)= _B@ + | -6 | A |-B6
B(n//sineﬂ//ecose) wsing Bysind
R
R, i R,
A(;—I;COSH+I/./éSin9j
52(8): —Bg—Bl//ZSiI’I@C0809+Al/./Sine((.D—l/./COSQJ
B(g};sin0+y}écosej+Béz}cos&'JrAé(g.o—z}cosej
R,
A(;;—:;coseﬂ/./ésinej
52(8): —B;—Bl//2Sin6’0086’+Al/./Sin0((.0—l/./0089j
Ba}}sinszél}cosmAé({o—z/}cosej
R,
Exercice 11 :

Le systeme mécanique représenté ci dessous est constitué de quatre solides.

So : est un bati fixe lié au repére R, (O, X,, ¥,,2Z,)
S1: est un cadre relié au bati fixe par une liaison sphérique parfaite au point O. Il est lié

> o> >

- -
au repéere R,(O,x,,Y;,z,) et en mouvement de rotation autour de z,=1z, tel que:

(X0, %) = (Yo, Y1) =y et y=Cte
S, : est une tige mince et homogeéne, de masse m; , de longueur AB=2L , liée au cadre par

- -
deux liaisons rotoides d’axe X,, X,
Ss : est une plaque homogene rectangulaire, de masse m, de dimensions 2a x 2b , soudée a

la tige en son centre d’inertie O, , tel que O,C =§L et perpendiculaire a la tige AB . la

- -
plaque est animee d’un mouvement de rotation autour de I’axe x, = X, a une vitesse de

rotation 0 =Cte. Ondonne: OC=AC=CB=L.
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Le tenseur d’inertie de la plaque en son centre d’inertie O, dans le repére R, est donné par :

A 0 O . 2
lo,(S3)r= |0 B 0] avec A:&(a2 +b%) , B= m, . C-= m,a
0, \93) /R, 3 ; .
R, 0 0 C

Déterminer :
1. Le vecteur rotation instantane du repére R, par rapport a R, et exprimé dans R, ;

2. Lavitesse du point M par rapporta R, et exprimé dans R, ;
3. L’accélération du point O, par rapport a R, et exprimé dans R, ;
4. La vitesse du point N

VIM) = at) X+ B1) Y, ;
Le moment cinétique de la tige AB au point O par rapporta R, et exprimé dans R, ;

. Le moment cinétique de la plaque au point O, par rapport & R, et exprimé dansR, ;
7. L’énergie cinétique du systeme.

o o

> > N
A é 0t 22
- -
Zy + zZ,
9 -
- M Y3
 Xg
N
02 ;
2
Omls > = 2b 2a
So Yo
N
. 4 Xy

x
S

Solution :

1. Vecteur rotation instantané du repéere R, par rapporta R, et exprimé dans R, ;

R,(0,%,,Y,,2,) liéaubati S, fixe:

R (0,x,Yy,,2,) liéas, telque:Q) =wz,=wz, ;12,=1
R,(0,,%,,Y,,Z,) liéasS, telque:Q; =0 ;Xx,=X%X,,2,=2

par rapport a R, et exprimé dans R,, sachant que:
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OC=AC=CB=L; OZC:gL

—)0 —)2 —>1 —>0 * - — * - - A -
Nous avons: Q, =Q:;+Q;+Q; =0x+0+yz, avec : X, =CoSy X,+Sinyy,
0 cosy
—>0 ° N . - °« . .
Q, =0 cosy X, +siny y, |[+yz,= J0siny
4

0

R

2. Vitesse du point M par rapport a R, et exprimé dans R, ;

—_— [N —

oM :OC+COZ+OZK/I = Lz:+§Lx:+a373 = LzZ+§Lx:+a(cos¢9)72+sin6?z:)

2

—L — —
N 3 N 0 2 N N
OM= acosd ; et VOM):OI ;iM _d dct)M +Q5A0M
L+asing
RZ
2 o
0 0 §L —awcose
V'M)= {-afsind + {0 A acosd = —aasin€+§Lyx
agcosé L+asind .
R, R, ¥ R r | afcoso
2 2

3. Accélération du point O, par rapport & R, et exprimé dans R, ;

2

—L — —
-— _— -5 - - 3 - 0 2 - -—
002:OC+COZ:L22+ELX2 0o V‘J(OZ):d 00, _d OOZ+Qg/\002

3 dt dt
L
RZ

p >y = 4?00, -
V°(0,)=Q)A00, car it 2=0
*)0 O 3 2 .
V'(0,)= O A 0= EL(//
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L’accélération se déduit par dérivation :

- 0 4)0 2 *)0 - - 2 4)0 - .
;/"(Oz)=d V(©,)_dV (OZ)+Q‘§/\V°(OZ) avec:w=0 car y =Cte
dt dt dt
2 L]
R 0 0 —ELWZ

dou: »°(0,)= 0 A %Ll// = 0

0
RV gL O R

4. Vitesse V°(N) dans R, , sachant que: V(M) = a(t)x:+ £(t) yz

—-—

Nous avons par la cinématique du solide : V*(N) =V*(M)+ Qi A MN

B 0 0
MN = 0= bsin@
R, -b R, —bcosd

. 0 0 a(t) +bBsin g
VI(N) = a(t)x,+ St)y,+ {0A <—bsing = B(t)
R, 0 R, bcosd . 0

2

5. Moment cinétique de la tige AB au point O par rapporta R, et exprimé dans R, ;

5°(0) =0 (C) +OCAMV(C) =c°(C) = 1..Q° car :V°(C)=0 et Q°=0Q?

0 02 0 0 0 , ,
FO)=1.0= [0 M= o | |o[= | o [Ty Mg S
3 2 mL? - 3 3
/4
0 0 mL" |R, R 3 "4
R 3 2

6. Moment cinétique de la plaque au point O, par rapporta R, et exprimé dansR, ;

00(02) = |02.Q§
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- _
?Z(az b2 0 0 5 PRI
- m,b? 3
c°(0,)= 0 E 0 0| = 0
m,a? | |0 0
0 0 23 R, R,
R,L ]
5°(0,) = ™2 (a? 1b2)d 7,
2 3 2

8. Energie cinétique du systéme.
Ec (Systeme) = E (S,) + E¢ (S;)

2 -
1 (7 1 >
EC(SZ)=Eml(V°(C)) +§QfT .|C(53).§Qf

0 0 0 0 2
1 . m, L m,L° °
Ec(S;)=500y). |0 13 0 0= 16 y’
0 m,L* |R, LYV
R L 3

2

2 -
1 (7 1 >
EC(S3):§m2(V°(OZ)] +EQ§T .IC(S3).§Q§

M @+b? 0 0 )
1 (2, ) 1 ’ b? o
E.(S,)==m,| SLy | +>(6,00) 0 M, 0 0
3 2 3 ) 0
0 o M g
R,L 3
1 (2 ) 1m oo2m,L* . om .
E.(S))==m,| =Ly | +=—2(@°+b?)#* =—"—yp?*+—2(a’ +b*)H?
c(S3) 2[3 l//j >3 ( ) s Vg ( )
. mL? °, 2m, |_2 . my .
E. (Systeme) = W+ 9 (a +b?)6
\ 2
EC(Systeme):(T3 r;w jLZ m, (a +Db? )92

A.KADI
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CHAPITRE IX

THEOREMES FONDAMENTAUX DE LA DYNAMIQUE
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THEOREMES FONDAMENTAUX DE LA DYNAMIQUE

1. Objectif de la dynamique

La dynamique permet d’analyser les liens existant entre les mouvements déja décrits par la
cinématique et les forces ou actions qui leurs ont donné naissance.

Elle permet d’examiner le concept de force et d’une maniére globale le concept d’efforts
exerces sur un systéeme materiel quelconque. Pour toutes ces raisons, nous sommes amenés a
introduire la notion de torseur des efforts extérieurs, nécessaire a I’écriture du principe

fondamental de la dynamique.

2. Notions de référentiels

A partir du principe de I’action et de la réaction et du principe fondamental de la dynamique,
nous pouvons établir les théorémes généraux de la dynamique dans un référentiel Galiléen ou
non Galiléen.

En effet, un référentiel est dit Galiléen ou (absolu) si les lois de Newton exprimees dans celui-
ci sont valables. Tout repére en mouvement de translation uniforme par rapport a un repére
Galiléen est lui aussi Galiléen, car les accélérations constatées a partir d’un méme point seront

les méme dans les deux repéres.

3. Expression de la loi fondamentale de la dynamique

Soit un systeme matériel (S) non isolé et soumis a des interactions dans un repére Galiléen

> o> o

R, (O, X,, Yo, 2,) . Pour ce systeme matériel on distingue deux types d’actions :

- Les actions mécaniques intérieures, résultant des actions d’une partie de (S) sur une autre

partie de (S) ; ces actions sont appelées forces intérieures et notées : d F, ;

- Les actions mécaniques extérieures résultant des actions du reste de I’univers (le milieu

N
extérieur) sur (S) , ces actions sont appelées forces extérieures et notées : d F, .

Il faut choisir convenablement les conditions aux limites du systeme pour pouvoir classer les

actions (forces) intérieures et extérieures.
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En un point quelconque M du systeme (S) , la relation fondamentale de la dynamique
s’écrit :

dF+dF, = »(M)dm

dm : élément de masse au voisinage du point M ;
;(M) . accélération du point M.

En sommant sur I’ensemble du systéme matériel, nous avons :

[dF+[dF, =[7(M)m ,
S S S X

En un point A quelconque de I’espace les moments, de ces forces, sont donnés par :

[APAAF, + [APAdF, = [ APA 7(M)dm

S S S
Nous supposons que le systeme matériel (S) n’échange pas de matiere avec d’autres
systemes et que sa masse totale est constante.
Les actions mécaniques extérieures qui s’exercent sur (S) sont représentées par un torseur

[TFext]A . appelé torseur des forces extérieures dont les éléments de réduction au point A

—

F

sont : [TFext]A = —th
M Aext
IR
F.. : estlarésultante des forces extérieures s’exergant sur le systeme (S)
-
M .. :estle moment au point A des forces extérieures s’exercant sur le systéme (S).

Le principe fondamental de la dynamique montre que dans tout référentiel Galiléen, le

torseur dynamique [D], du systéme (S) est égal au torseur des forces extérieures [z, | A

calculé au méme point A .

Les éléments de réduction du torseur dynamique [D], du systéme (S) dans le repére Galiléen

R, (0,%,, Yo,2,) sSONt: [D]A{B

D :larésultante dynamique ; &, :le momentdynamique au point A.
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L’égalité des deux torseurs induit I’égalité de leurs éléments de réduction. Ce principe
équivaut a la généralisation des lois de Newton. Les éléments des deux torseurs peuvent étre
calculés séparément et ensuite faire I’égalité des expressions obtenues.

Le point A par rapport auquel on calcul les moments est un point quelconque, il faut faire un
choix judicieux pour faciliter I’écriture des équations. Souvent dans les problémes de
mécanique, on choisi le centre de masse du systeme car le moment d’inertie intervenant dans

les calculs est plus facile a déterminer.

3.1. Théoréme de la résultante dynamique

Soit un systéeme materiel (S) en mouvement dans un repére Galiléen R,(O,X,,Y,,Z,)

et soumis a des actions extérieures. La résultante dynamique du systeme matériel (S) est

égale a la résultante des actions (forces) mécaniques extérieures.

D(S/R,) =my°(G/R,) =S F.

ext

G : est le centre de masse du systeme.
La résultante des forces extérieures est égale a la masse du systéme par I’accélération de son

centre d’inertie.

3.2. Théoréme du moment dynamique

Soit un systéme matériel (S) en mouvement dans un repére Galiléen R,(O,X,,Y,,Z,)

et soumis a des actions extérieures. Le moment dynamique du systeme matériel (S) en un
point A quelconque est égale au moment des actions (forces) mécaniques extérieures au

méme point A.

55(SIR,) =M ,(S/Ry)

Au centre d’inertie du systéme cette égalité s’écrirait :

dog (S/R,)
dt

Comme nous I’avons déja montré précédemment, le moment cinétique au point G centre

54 (SIRy) = Mg (S/Ry) =

d’inertie du systeme est indépendant du repére dans lequel il est mesuré, alors il est souvent

plus simple d’effectuer le calcul des moments dynamiques au centre d’inertie des systemes.
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Remarque :
Le moment dynamique d’un systeme composé est égal a la somme des moments dynamiques

des éléments qui le compose par rapport au méme point.

3.3. Equations scalaires déduites du principe fondamental

Les équations vectorielles de la résultante et du moment dynamique conduisent chacune a
trois équations scalaires, soit pour les deux a six équations scalaires pour un systeme matériel
donné.

Le choix du repére pour expliciter I’équation de la résultante dynamique est le choix du point
ou sera calculé le moment dynamique doivent étre judicieux de maniére a simplifier I’écriture
mathématique des équations scalaires.

Ces équations scalaires sont des équations différentielles de second ordre et en générale non
linéaires. Elles contiennent les caractéristiques d’inertie et les données geométriques du

systeme ainsi que les composantes d’actions mécaniques appliguées au systeme.

4. Principe de I’action et de la réaction

Deux points A et B quelconque d’un systeme
matériel (S) sont en interaction, ils s’influencent
mutuellement par les actions et les réactions de
I’un sur I"autre.

—

F. s :actionde A sur B

—

Fg,, :actionde B sur A

Ces deux actions s’équilibrent, le principe de I’action et de la réaction se traduit par

—

7 - g -
I’équation: F,,;+Fg,, =0

Cette expression signifie que les actions sont portées par la droite qui joint les deux points A

— -

et B,onpeutécrirealors: F,;=4 AB et Faa=4 BA

- — -

Foo+Fan=A4 AB+A BA=A (AB—AB)=0
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4.1. Théoreme de I’action et de la réaction

Soient deux systemes matériels (S1) et (Sz) en mouvement dans un référentiel Galileen R, .
Appelons (S) le systeme constitué de la réunion des deux systémes : (S) =(S,) U (S,)
Le torseur des forces extérieures s’exercant sur (S,) se décompose en :
- [r]euq : résultant des actions du milieu extérieur (S) sur (Sy) ;

[z],  : résultant des actions de (S) sur (S) ;
Le torseur des forces extérieures s’exercant sur (S,) se décompose, en :
- [r)ese : résultant des actions du milieu extérieur (S) sur (S) ;
- [r],  :résultant des actions de (S;) sur (S2) ;
Appliquons le principe fondamental de la dynamique dans le repére Galiléen R, aux
différents systemes :
- a (Sy): [D]l = [T]Fextl +[T]1z
- a(S): [D]z = [T]Fextz +[T]12
- 2 : [D]=[r)eu +[rlrew
Sachant que : [D]=[D], +[D],

en les remplacant par leurs expressions on obtient :
[T]Fextl + [T]Feth = [T]Fextl + [7]21 + [T]Feth + [7]12 < [7]12 + [7]12 =0 = [7]21 = _[7]12

Cette expression traduit le théoréme de I’action et de la réaction. Pour le systeme matériel (S)
la relation : [z],, +[z], =0 caractérise les actions intérieures.
D’une maniére générale, lorsqu’il est possible de caractériser toutes les actions mécaniques

intérieures a un systeme matériel (S) par un torseur [r]Fim , celui-ci est toujours nul.

[T]Fint =0
4.2. Propriétés des forces intérieures
5 o

Le torseur des forces intérieures a comme éléments de réduction : [z],, = E"“ - Oﬁ

M gt =0
- no N - -
R = 0, (F+F;) =0 action réaction F; =—F;

i=1
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Le moment des forces intérieures en un point A quelconque de I’espace est donné par :

M = 35[ AM, A By AN A, | = 33[ AM, A+ (AM MM A,

A‘M’iA(Eij+Eji)+M;ﬁjAE,.ij=6

car (Fij+Fji)=O et MM AF. =0

Le torseur des forces intérieures est toujours un torseur nul : [T]Fim =0

5. Principe fondamental de la dynamique dans un référentiel non Galiléen

> o >

Soit un repére Galiléen R,(O,X,,Y,,2,) et un systtme matériel (S) lié a un repere

> 5 o

R, (O,,X,,Y,,2,) en mouvement quelconque mais déterminé et connu par rapport a R,.

L’ application du théoreme fondamental au systéeme matériel (S) dans son mouvement par

rapport au repere Galiléen R,(O,x,,Y,,Z,) Se traduit par I’égalité du torseur dynamique du

systéme et du torseur des forces extérieures en un point A quelconque et s’écrit :
[D]A/R0 = [TFext]A/RO

Nous avons vu précédemment en cinématique du solide que la loi de composition des

vecteurs accélérations s’écrit :

N
d 0O NN —_—— -

7’ (M) =" (M) +| »°(O,) + d?l AOM+QIAQIAOM +2(Qf/\V1(M)j

Sous forme réduite cette expression s’écrit:  y°(M) = 7' (M) + 7. (M) + 7. (M)
7°(M) : accélération absolue du point M ;

7 (M) : accélération relative du point M ;
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7. (M) :accélération d’entrainement du point M ;

7 (M) :accélération de Coriolis (ou complémentaire) du point M.

Ces trois accélérations donnent naissance a des résultantes dynamiques et a des moments
dynamiques en un point A quelconque de I’espace, nous aurons ainsi les trois torseurs

suivants:
[D]A/R0 = [D]A/R1 + [Die]A + [Dic]A = [TFext]A/R0

- Torseur dynamique du systéme (S) dans son mouvement relatif par rapporta R, :

_[;l(M)dm
[D]A/R1 = ,,S_> -
[AM A 7" (M )dm

S

- Torseur des forces d’inertie d’entrainement du systeme (S)

[72(M)dm
[Die ]AeRllRO = __S% -
j AM A 8 (M)dm
S
- Torseur des forces de Coriolis :
J-Z(Qf/\vl(M )]dm

[Dic]A =4° 0 N N
jAMAz[QfAvl(M)]dm
S

En remplagant les expressions des trois torseurs, nous déduisons facilement le torseur

dynamique dans le repére non Galiléen R, :

[D]A/R1 = [TFext]A/RO _[Die]AeRllRO _[Dic]A
Cette expression d’égalité des torseurs se traduit par deux équations vectorielles :
[ Mydm =>"F, — [} (M)dm —jz(QfAvl(M )jdm
S i S S

N

J.Ail\ﬁ/l/\jjl(M)dm:KI\H/l/\zFext
S i

~[AM A2 (M)dm — [ AM A 2(93Av1(|v|)jdm
S S
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Les actions d’inertie d’entrainement et de Coriolis sont des actions immatérielles, donc
fictives qui traduisent I’influence du mouvement d’un repére non Galiléen par rapport a un

repere Galiléen.

6. Théoréme de I’énergie cinétique

Dans de nombreux cas, pour déterminer I’équation du mouvement d’un solide ot d’un

systeme de solide, il est plus judicieux d’utiliser le théoréme de I’énergie cinétique afin
d’aboutir a la solution du probleme mécanique.

De plus la dérivée de I’énergie cinétique est liée a la puissance des efforts intérieurs et

extérieurs agissant sur le solide.

6.1. Travail et puissance d’une force

Soit un systeme discret composé de n particules M; de masse m;, mobiles dans un

référentiel Galiléen R(O,x,y,z). Soit OM; le vecteur position dans le repére R de la

particule M, son vecteur vitesse s’écrirait :

—

v ) =3Me oM v )t

—

d OM;, : le vecteur déplacement elémentaire durant un temps dt

IR
Si la particule M, est soumise a une force F, , le travail élémentaire de cette force est égale a :

—

dW, = F..d OM

La puissance que recoit la particule M, est égal a:

o _OW, - dom,

—F.V(M.
1 dt 1 dt 1 ( )

— -
il faut noter que chaque terme F, contient les forces interieures F,

.
et extérieures F._ . tel

iint iext

N
+ Fiext

que : T:i =F

iint

; pour I’ensemble du systeme nous aurons :

- —

W IZIE),-d(_)_I\_/r. ZZ(IE:int+Flext)'dOMi

P :ZE'G(MJ = Z(Eiint+ Eiext)'\7(|vli)
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6.2. Théoréme de I’énergie cinétique

L’ensemble des n particules M; de masse m; et de vitesse V(M) en mouvement dans le

référentiel Galiléen R(O, X, Yy, z) a pour énergie cinétique
n 1 = 2
E. = Z—mi(V(Mi)j
i1 2
La dérivée de cette expression par rapport au temps donne :

dE. & V(M) -
e _ym L8y,
dt boodt (M)

—

X : . . = dVv(M; .
or la force a laquelle est soumise la particule M, estégalea: F, =m, % , 0N obtient

dE, ¢

ainsi : Zﬁ.?(Mi):p
i=1

5
Comme la force F, contient des forces d’origines intérieures et extérieures, cette relation

dE

peut s’écrire : d_tc =P, +P,

P.. : puissance fournie au systeme par les forces intérieures ;

P... : puissance fournie au systeme par les forces extérieures.

La puissance des efforts intérieurs et extérieurs est égale a la dérivée par rapport au temps de
I’énergie cinétique.

En intégrant I’expression précédente entre deux instants t, et t,, le théoreme de I’énergie

)dt

ext

t;
cinétique devient : Ec(t,)-Ec(t)= [(Py+P
b

EC (tz) - EC (tl) =W, +Wext

int

la variation de I’énergie cinétique entre deux instants t, et t, estégale au travail de toutes

les forces intérieures et extérieures qui s’appliquent sur I’ensemble des particules.
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6.3. Energie cinétique d’un solide indéformable
Dans le cas d’un solide indéformable I’énergie cinétique est donnée par :
1

EC_ZIVZ(M)dm
S

R > > o

Soit Ry (O, X,, Yy, Z,) un repere orthonormé fixe et R, (O,, X, Y;,z,)un repére lié au solide (S)

indéformable, en mouvement quelconque tel que O, € (S).

Soit QY : la vitesse de rotation du repére R, par rapport au repére R, et M un point

quelconque du solide, nous écrire par la cinématique du solide :

VO(M)=V°(0,)+Q°AO,M

L’énergie cinétique du solide (S) en mouvement par rapport a un repére fixe R, a pour

dEg
dt

- %0 - -
expression : IVO(M).de:jVO(M).yO(M)dm
S S

0 - - — -
djtc = j(vo(ol)+QfA01Mj.y°(M)dm
S

en utilisant la régle de permutation dans le produit mixte, I’expression devient :

dEO - - - N
dtc =V°(0,)- [7°(M)dm+Q7 . [O,M . y°(M)dm
S S

qui peut s’écrire aussi sous la forme de produit de deux torseurs :

[7°(M)dm
. =[c], - [P,

dEgz ;zf
Vo(©,) |[OMAy°(M)dm
S

dt

La dérivée de I’énergie cinétique est égale au produit des torseurs cinématiques et
dynamiques, elle est donc égale a la puissance des quantités d’accélérations absolues.
On a vu précédemment, d’apres le théoreme fondamental de la dynamique que le torseur
dynamique est égal au torseur des efforts extérieurs pour un solide indéformable, d’ou
I’expression finale :

d(IjEtC _p
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6.4. Conservation de I’énergie totale
Le théoréme de I’énergie cinétique peut alors s’écrire :
dE. =P, dt =dW,,

Si toutes les forces extérieures dérivent d’une fonction potentielle U (r) indépendante du

—

temps, elles peuvent s’écrire sous la forme : F,,, =—gradU (r) et on déduit :

AW, = Foped 1 =—dU(r)

e
Le théoreme de I’énergie cinétique devient :
dE. =-dU(r) < d(E;+U)=0 etfinalement: E. +U =Cte
Ec+ U=E, E : Energie totale
Cette expression traduit le théoréme de conservation de I’énergie totale.

7. Dynamique des solides en contacts
7.1. Actions de contact entre deux solides : Lois de Coulomb

Les lois de coulomb introduisent les notions de frottement de glissement entre les solides.

Soient deux solides (S1) et (S2) liés aux reperes R, et R, mobiles par rapport a un repére
R, fixe. Les deux solides en mouvement sont assujettis a un contact ponctuel a tout instant

en un point | appartenant au plan (P) tangent en ce point aux deux solides.

—

n normaleen 1lauplan (P) (P/

T e(P)

Au point de contact des deux solides nous pouvons distinguer :

I, €S, :pointdusolide S, en contact avec le solide S, al’instant t;
I, €S, :pointdusolide S, en contactavec le solide S, au méme instant t;

| eR, :lapositioncommunede I, €S, etl,eS, aumémeinstant t;
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Le point géométrique | n’appartient ni @ S, nia S,. Les points |I,l,,1, occupent
géométriqguement la méme position mais ils ont des réles cinématiques différents.
La vitesse de glissement du solide S, par rapport au solide S, appartient au plan (P) tangent

au point de contact, elle est donnée par la relation :
Vg(l) :Vg (Sz /Sl) :VO(Iz)_VO(Il)
Le solide S, exerce une action sur le solide S, , tel que représenté sur la figure ci-dessus et

de méme pour S, qui exerce la méme action sur S; mais dans le sens opposé. Ces actions

peuvent étre représentées par leurs torseurs respectifs en un point A quelconque de I’espace.

Actionde S, sur S, : [T, ], ={Rﬁ ; Actionde S, sur S, : [Ty, ], ={Rﬁ
MlA MZA

La reaction se compose d’une normale N au plan tangent (P) au point | et d’une

composante tangentielle T située dans le plan (P) telque: R=N+T

Les deux composantes satisfont aux lois de coulomb déterminées expérimentalement.
7 - =
7.2. Réaction normale N

N
La réaction normale N est toujours dirigée vers les solides auquel elle est appliquée, c’est
une force répulsive. Elle ne dépend ni de la nature des surfaces en contact ni de la vitesse de

glissement entre les deux solides. Elle disparait lorsqu’il n’a plus de contact entre les solides.

7.3. Réaction tangentielle T
Deux cas peuvent se presenter : - Contact entre deux solides avec glissement
- Contact entre deux solides sans glissement

a) Contact avec glissement

Quand le solide S, glisse sur le solide S, , la vitesse de glissement n’est pas nulle, elle est
donnée par : V(1) =V (S,/S,)=V°(l,)-V°(l;) # 0

N
La réaction tangentielle T est colinéaire a la vitesse de glissement, mais de sens opposée.

Pour une vitesse de glissement fixée, le module de la réaction tangentielle (force de

-

T

N

frottement) est proportionnel au module de la réaction normale : [T|=f [N
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f : est le coefficient de frottement de glissement, il dépend de la nature et de I’état des surfaces
en contact. Ce coefficient, souvent indépendant de la vitesse de glissement, s’exprime aussi
par la relation :

f =tgp , ¢ :estl’angle de frottement.

En réalité quand les solides glissent I’un par rapport a I’autre, on constate que le coefficient de

frottement diminue légerement. De Ia, on distingue deux coefficients :

fs : coefficient de frottement statique pour VZ (S,/S)) = 5
fo : coefficient de frottement dynamique pour \79 (S,/S)) # 5

Si le mouvement se fait sans frottement: f;, =0 alors T =0, alors laréaction R est

normale au plan (P).

b) Contact sans glissement

N

T

-

Le solide S, ne glisse pas sur le solide S, tant que : <f N

On peut constater géométriquement qu’il n’y a pas de glissement tant que la réaction

- -> >

R=N+T estsituée al’intérieur du cone de frottement statique.

¢) Roulement et Pivotement

Les lois de Coulomb peuvent se géneraliser

aux actions de frottements de roulement et de
pivotement. Le roulement se fait le long de I’axe portant la vitesse de glissement et le

pivotement se fait autour de la normale au point de contact | des deux solides. Le moment

-
résistant au pivotement au point | estnoté : M et le moment résistant au roulement au

point | est noté : M v
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Dans le cas du glissement nous avons :

-

M

-

=4, [Nl et [M,|=4|N

Ip Ir r

A, et A, :sontappelés coefficient de résistance au pivotement et au roulement.

Ils ont les mémes dimensions que les longueurs et sont de valeurs tres faibles devant les

coefficients de frottement statique et dynamique.

7.4. Travail des actions de contact

Nous avons montré précédemment que les points de contact ont respectivement des vitesses

V(l,) et V°(l,), donc des déplacements élémentaires :dl, =V °(l,)dt et
dig, =V °(l,)dt

Le travail de la résultante R est donné par :

—

dW,, = R-dl, = RV °(1,)dt

-

dW,, = —R.dl,, = —R.V(I,)dt

Le travail total sera :

- —>

AW, +dW,, = RV (1, )dt — RV (1, )dt = [v (1,)dt -V (Il)dtj RV, (1)

Or nous savons que N LV (I) etque T // V (l) alors:

dw =ﬁ.\7g(|)=(ﬁ+?j.\7g(|)=?.\7g(|)

— -
Comme T et V (l) sontde sens contraires, alors le travail des actions de contact est

toujours négatif : dw = '?Vz (<0

C’est une énergie dissipée souvent sous forme de chaleur

Le travail peut étre nul si :

- il n’y a pas de frottement T-0 ;

- il n’y a pas de glissement \7g(|):6
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EXERCICES ET SOLUTIONS

Exercice 01 :
Soit une barre homogene de longueur AB=L, de masse m, de centre G dont I’extrémite A
repose sur un sol lisse et I’extrémité B s’appuie contre mur vertical parfaitement lisse.

Initialement la barre fait un angle 6, avec le mur. Les deux extrémites glissent, sans

frottement, respectivement sur le sol et sur le mur.
1. En utilisant les théorémes de la résultante dynamique et du moment dynamique, établir les

trois équations scalaires du mouvement de la barre ;

2. En déduire, a partir de ces équations, I’accélération angulaire & de la barre ;

w

En intégrant I’équation de I’accélération, monter que I’on a : 6? :Tg(cosé?0 —cosé) ;

4. Retrouver I’expression de #* en utilisant le théoréme de conservation de I’énergie
mécanique totale ;

. Déterminer en fonction de @ les réactions R, et R, ;
6. En déduire I’angle pour lequel la barre quitte le mur.

ol

v
{

Solution :

B - - B - -
Mur lisse = R, =R, x, ;Sol lisse = R, =R, y,
- - -

R,(0,x,4,,,2,) repére fixe

> o> o . - - %0 - e
R (A,x,y,,z;) liealabarretelque: z, =z, et Q =60z,=0z
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1. Equations scalaires du mouvement de la barre ;

a) Théoreme de la résultante dynamique :

> F=mp*(G)

-—

0G=
0

Ry

£0056?
2

£sin0
2

= V_)0 (G)=

£écos€
2

0

Ry

Projetons I’équation (1) sur les axes Ox et Oy:

R, =m

2

L(gcose—ez sinej

R, —mg= —m%(ésin0+ 0° COSH]

b) Théoreme du moment dynamique :

& R, +R,+P=my’(G)

@)

(3)

1)

—%ésine = 7%(G)=

R

é(a cosé — 6 sin ej

%(55in9+02 cosHJ
0

Le moment des forces extérieures est égal au moment dynamique du systeme.

S M(F,)l,=5°(SIR,)

(4)

avec 5°(S/R,) =

Calculons le moment cinétique : o°(S/R,) = OGAmV°(G) +I,.Q°

Le tenseur d’inertie de la barre dans le repére R, est donné par: /=

Le moment cinétique s’écrira :

c’(S/R,)=

R

JO(S/RO)z(—

£sin@
2
£COSH A
2
0

ml?
12

ml?

0+
4

R

'

£é’cosé’
2
—£05in9 +
2
0

N
Zy=~—

mL? ¢

R

-

[ mlL?

0
0

o O o

0
0

mlL?
12

d°c°(S/R,)
dt
- 0 i}
12
0 0 O
0 0 mL?
rL 12 |

QeO O

6 z, ,ondéduit le moment dynamique par :

A.KADI
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d°c®(SIR,) mL*e -
=— 0 z,
dt 6

SO(SIR,) =

2 o —

Nous avons ainsi : OBA Rs+OAA R4+ OGAP =—-""9 z, Cette équation vectorielle se

0 R, Lsind 0 (L/12)sing 0 0
traduitpar: | Lcos@ (A| O [+| O |A|R, |+]|(L/2)cos@ |A|—-P |= 02
0 0 0 0 0 0 _mL
6
200
—RBLcose+RALsinH—mg%sinez—mé % (5)

2. Accélération angulaire ¢ de la barre

Enremplacant R, et R, par leurs expressions dans I’équation (5) , on aboutit a :

2 oo . oo . 2 o
_m2L cosH(HcosH—<92sin9)+Lsin9(mg—m%(95in9+<92cos@))—mgésine:—m6L 0
2 v 2 v “
ML mgLsing=-"L 5 o 8- 3Lgna=0
2 2 2 L

3. Monter que I’'on a : 62 :3—g(cos€0 —cosé) ;
L

En multiplie I’équation de I’accélération angulaire par 26 on obtient :

200 — 3%6?sin @ =0 enintégrant cette équation on aboultit a :

0
0* :3%(—0050)|90 = 6° =32(cosf, -cosh)

t~|oq

4. Expression de&? en utilisant le théoréme de conservation de I’énergie :
L’énergie totale a I’instant initiale = 0 est égale a I’énergie cinétique a un instant
quelconquet: E,(S)=E (S) < E,(S)+E (S)=E,(S)+E.,(S)

A t=0 V°(G)=0 = EO(S):EPO(S)zmg%COSGO

a:t: L’énergie potentielle est égale a: E,, (S)) = mg%COS@

N 2
L’énergie cinétique totale est donnée par : E_.,(S) = %m(VO(G)] +%IGZZ (S).(Q{J )2
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d 2 ] 2 2
Avec: | V°(G) :(éﬁj et I, = ml
2 12

. 2 2 . 2 e 2 e 2 e
Ecl(S)Z%m(éﬁj +5(””L Jezsz o2+ 1 gz ML 2

2 2\ 12 8 24 6

En égalisant I’énergie totale aux deux instants, nous obtenons :

2 L] L]
m6L 0 o gcosﬁozgcosﬁ+§02

L L
ngcose0 = ngcoseJr

ce qui donne : 6% = 32(cosf, —cosh)

t~ |oq

5. Lesréactions R, et R, enfonctionde 6 :

Nous avons : 8 = g%sine et 0% = 3% (cosd, —coso)

B~

On remplacant les expressionsde ¢ et & danscellede R, et R, on les exprime en

fonction de @ :

R, = mg—mé[ggsin6’sin9+3§(00500 —cos@)cos@]
2\2L L

R, = mg—m%g(%(l—cos2 )+ cos @, cos @ — cos’ HJ

N

1 9 , 3
R, = —+—C0s” & ——cos6f, cosd
/ mg[4 4 2 " }
et
R, =m£( 3 85in6 coso - 3£ (cos@, —cos@)sin 9)
2\ 2L L

R, :mL( 3—gsin90039— 3—gcosﬁosin9+3—gcosesins9)
2L L L

N |

R, =%mg( gsinecose— cosd, sin 0)
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6. Angle pour lequel la barre quitte le mur

Lorsque le barre quitte le mur, la réaction en ce point sera nulle, d’ou: R, =0

R, zgmg( gsinﬁcosﬁ— cos@osinajzo

sin e(écose— cos@ojzo = Ecos¢9: cosg, = 9=Arccos[£coseoj
2 2 3
car pour & =0 labarre est en position verticale donc la barre quitte le mur pour :

0 = Arc cos( %cos 90)

Exercice 02 :

Une barre homogéne AB = L , de masse m est attachée initialement par son extrémité B, par
un fil inextensible a un bati fixe. L autre extrémité Ao repose sur un sol parfaitement lisse.
Soit 4, I’angle d’inclinaison initial de la barre avec I’axe vertical (O,,y,) . A uninstant t

guelconque on coupe le fil et la barre tombe sans vitesse initiale. On considére que le

mouvement se fait dans le plan (x,,y,) . Soit R, (4,x,,y,,z,)un repere lié¢ a la barre tel que

— -

(x9,x,) = (¥, ) =6. Ondonne OO: = xx, etletenseur d’inertie de la barre en son centre

4 00
2
d’inertie G dans le repere R, s’ecrit: /5, =|0 0 0 avec A= n;];
0 0 4 R

> o >

On prendra le repere fixe R,(O,x,,y,,z,) comme repere de projection.

1. Déterminer les vecteurs, position, vitesse, accélération absolue du point G ;
2. Appliquer le théoréme de la résultante dynamique au point G ; En déduire que le centre G
de la barre reste en mouvement vertical lors de sa chute ;

3. Appliquer le théoréme du moment dynamique au point G ;

4. En déduire I’expression de I’accélération angulaire & en fonctionde L,60,0 et g.
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Solution :

> > > .« >

R,(0,x,,y,,2,) repére fixeet R (4,x,,y,,2) esttelque: Q) =60z,=0z,

1. Vecteurs : position, vitesse et accélération absolue du point G ;

— — — - -

0G =00,+0,G = xx0+§COSt9y0

X X X
0G= %cose = V°(G)= —éésin@; 7°(G)= —%(g’sin9+92cosej;
Ry 0 R 0 Rl 0

2. Théoreme de la résultante dynamique au point G ;
La résultante des forces extérieures appliquées a la barre est égale a la masse de la barre par
I’accélération de son centre d’inertie. Le sol est lisse, alors la réaction au point A est suivant

I’axe (O, y) donc normale au plan horizontal.

- -

R+ P=my*(G) )

La projection de cette équation vectorielle sur les axes donne :

oo oo

mx=0 < x=0 2

RAy—P:—mg(z;sineJrHZcosﬁ] 3)

La barre tombe sans vitesse initiale alors: x=0 = x=Crte

Comme x=Cte alors le centre d’inertie G de la barre tombe verticalement.
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L’équation (3) s’écrit: R, =mg— m%(g?sin 0 + 6% cos 49]

3. Théoréme du moment dynamique au point G ;
Le moment des forces extérieures est égal au moment dynamique de la barre.

S M(F,)/G=5,(SIR,) @)
£sin6’
2 0
- - - L L . -
> M(F,,)!G=GAAR,= —Ecosé’/\ R, = 0 =—R,,sinfz,
i L .
0 R, 0 R ERAysme
R,
Le moment dynamique est égal a la dérivée du moment cinétique au point G :
> d°c(SIR - >
§G(S/R0)=% or nous avons : o, (S/R,) =1,.Q?
-, ;
n:/ll_g O O O 2 2
G (SIR)= | 0 0 o |o|="Egl Mg
ml? || ¢ 12 12
0 O T 0
RL i
> d°c (SIR,) mL?*~
0,(SIR,) = G 0° =
o(S1R)) === 50
- : L : mL?
En égalisant les deux expressions on obtient .ERAy sind = 5 0
mL 9
== 5
Y6 sing ®)

4. Expression de I’accélération angulaire ¢ en fonctionde L,0,0 et g.
En remplacant I’expression de R,, dans I’équation (3) on deduit I’équation differentielle

décrivant la chute de la barre :
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m—L_i:mg—m£ @sind+60%*cosf | = 0 m—L_L+m£Sin9 :mg—m£92 cosd
6 sing 2 6 sing 2 2

o 12
9:3(2g L& cosh) .

d’ou — sin@
L(1+3sin“ 0)

Exercice 03 :
Un pendule pesant constitué d’un solide homogene de forme quelconque, de masse m tourne

autour d’un point fixe O lui appartenant. La liaison entre le solide et le bati est de type

> o> o

cylindrique. Le pendule est lié au repere R, (O, x,,y,,z,) en mouvement de rotation par

rapport a un repére fixe R, (0, x,, y,,z,) lie au bati tel que : (x,,x,) = (y,,0,) =6

Le tenseur d’inertie du pendule en son centre d’inertie G dans le repére R, estégalea: 7

— -

Ondonne OG = Lx, avec L=Cte; R, estle repére de projection.

1. En utilisant les théorémes de la résultante dynamique et du moment dynamique, établir
I’équation différentielle du mouvement ;

2. Retrouver I’expression de cette équation en utilisant le théoréeme de conservation de
I’énergie mécanique totale ;

3. En déduire I’équation différentielle du pendule simple ainsi que sa période.

—

N1

Solution :

R,(0,x4,y,,2,) repere fixe

> o5 >

R (4,x,,y,,z) esttelque: Q) =0z,=0z
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Vitesse et accélération du point G :

VOG)=V°(0)+QPA0G= <0An {0= {LO
RO R 0 R 0
— dO _>0 d1_>0 — - 0 0 O —ng
7°(G) = I;t(G)= VCZZ(G)+Q§’AV°(G)= LO+ 0A JLO= Lo
0 0 0 0
Ry R R
R

1. Théoreme de la résultante dynamique et du moment dynamique au point G ;

1.a. Théoréme de la résultante dynamique au point G ;

La résultante des forces extérieures appliquées au solide est égale a la masse du solide par
I’accelération de son centre d’inertie. L articulation au point O est cylindrique, la réaction a

deux composantes dans le plan (x;, ;)

> o

R0+P=m;/_)°(G) (1)

La projection de cette équation vectorielle sur les axes donne :

R, +mgcosd =-mb? (2)
R,, —mgsiné’:ng 3)

1.b. Théoreme du moment dynamique au point G ;

Le moment des forces extérieures est égal au moment dynamique de la barre.
Y M(F,)IG=5,(SIR) (4)
) ~L R, 0
Y M(F,)IG=GOAR,= {0 A 1R, = 0 =-LR, z
: —LR
RO RO R TER

Le moment dynamique est égal a la dérivée du moment cinétique au point G :
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> d°c(SIR - > - . o
0;(SIRy) = % ornousavons: o, (S/R))=1,.Q) = o (SIR,)=1,0z

> d°c(SIR) =~

0. (SIRy) z‘iTO:IGHzO

o . 1,0
nousavonsainsi: —LR, =10 < R, :_GT

(4)

1.c. Equation différentielle du mouvement

On remplace I’équation (4) dans I’équation (3), on obtient : — GLQ —mgsingd =mLo

B(mi? +1,)+mgLsing=0 < 6+ "8 sing=o0
mL® +1

2. Equation différentielle en utilisant le théoreme de conservation de I’énergie totale ;
L’énergie totale dans la position 1 est égale a I’énergie totale dans la position2. : E, = E,
2 - 2
1 T 1 1 ¢ 1 . 1 :
E = Em(VO(G)j +EQf 1,.Q) = Em(wj +§IG.92

E, =mg(L— Lcosd) =mgL(1—-cosH)

.2 . .2
%mﬁe +%10.92 = mgL(l—cos6) < 6 (mI?+1,)=2mgL(1—cos6)

En dérivant les deux termes on obtient : 25é(mL2 + IG): ngLésin 0

oo A oo L .
O(mL> +1,)-mgLsind=0 < 0+ 8~ _sin6=0
mL® + 1

3. Equation différentielle du pendule simple ainsi que sa période.

Dans le cas d’un pendule simple 7. =0 , et s’il a de faibles oscillations alors : sind ~ @

L’équation devient: 6 + £9=0 o?=5 et r=2% _. |k
L L w g
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Exercice 04 :
Une demi sphére pleine de centre C, de rayon R, de masse M, de centre d’inertie G est

- o> -
animée d’un mouvement plan par rapport au repére fixe R,(O,x,,y,,z,)- Elle est en contact
avec le sol lisse en A et le mur lisse au point B. Elle glisse sans frottement sur les deux points.

Le tenseur d’inertie de la demi sphére pleine en son centre C dans le repere R, (C,x,,y;,z;)
4 0 0 ,

estdonnépar: /., =|0 4 0| avec A:gMR2 et CG=a
0 0 4

1. Déterminer la vitesse et I’accélération absolue du points G dans R, et R, ;
Déterminer les coordonnées du centre instantané de rotation (CIR) de la demi sphere ;

3. Calculer les réactions N, et N, enfonctionde 6,0 et & en utilisant le théoréme de
la résultante dynamique ;

4. En utilisant le théoréme du moment dynamique trouver I’équation différentielle de
mouvement de la demi sphére;

5. En intégrant I’équation de mouvement et en prenant les conditions : 8(0) =0 et é(O) =0,

2Mga

montrer que I’ona: 8% = sin@

6. Retrouver I’expression de 6° en utilisant la conservation de I’énergie mécanique totale ;
7. En déduire les expressions des réactions R, , R, et de I’angle limite 8, pour lequel la

demi sphére pleine quitte le mdr.

Solution :

1. Vitesse et accélération absolue du points G dans R, et R, ;

A partir du vecteur position du point G nous déduisons la vitesse et I’accélération :
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R —acosd R—acosd —a
Nous avons : OG =0C+CG= R+ <{—asind= <{R-asind , CG= 0
0 0 0 0
Ry V" R R, R,

_)O * *
Q =0z,=0z

Dans le repére R, :

. a(ésinméz cosej
R 0 2 adsing R 07 .
V°(G):d 0G_ —facosd = 7°(G):dV—(G): —a(5c0549+4925im9j
dt 0 dt )
Ry
Ry
Dans le repére R, :
- 0 10 > 0 —d 0
o) =0 _CC o, ci= lon Lo= |-ad
dt dt .
R 0 R 0 R 0
. - L L 0 0 0 aﬁ.z
7°(G) = d I;t(G) = d th(G) +QIAV(G)= —a<.9. (.)/\ —aé= —aé
0 [ 0 0
R, R YR R

2. Coordonnées du centre instantané de rotation (CIR) de la demi sphére ;

Nous pouvons le déterminer de deux facons : I’une graphique et I’autre analytique.
Méthode graphique : Les directions des vitesses des deux points A et B du solide sont
connues, on trace les perpendiculaires a celles-ci au méme point, leur intersection est le centre
instantané de rotation. Les deux normales se rencontrent au point C, alors celui-ci est

confondu avec le centre instantané de rotation (/ =C) .
Méthode analytique : La Vitesse du centre instantané de rotation est nulle : soit (x,,y,) les

coordonnés du C.1.R. dans le repere R, , nous pouvons aussi écrire :

. . R adsing 0 X, —R+acosé 0
Vo) =r°(G)+UAGI =0 < —@acosd + <0A {y,—R+asind= 10
0 0 0 0
R, 7 R, R,
Ry
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a@sin@—6(y, —R+asind)=0 < O0(y,-R)=0 = y,=R

—éacose+é(x,—R+ac056’)=0 = é(xl—R):O = Xx, =R

On voit bien que le C.I.R. est confondu avec le centre C de la demi sphére.

3. RéactionsR et R, en fonction de 8,0 et & par le théoréme de la résultante
dynamique
La résultante des forces extérieures appliquées au solide est égale a la masse du solide par

I’accélération de son centre d’inertie :
D FE=my°’(G) < R+R,+mg=my’(G) (1)
Projetons I’équation (1) sur les axes du repére R,

R, =ma[5sin0+92coseJ (2)

RA—mgz—ma[(;COSQ-i-stinHJ o RAzmg—ma[(;COSQ-i-stin@J (3)

4. Equation différentielle de mouvement de la demi sphére en utilisant le théoréme du
moment dynamique
Le moment résultant des forces extérieures est égal au moment dynamique du solide au méme

point C.
S M, (F.)c=5.(SIR,) < CAAR,+CBAR,+CGAmg=5.(SIR,)

Le moment dynamique est égal a la dérivee du moment cinétique :

> d°c. (SIR o . ,
0-(STRy) = % , le moment cinétique au point C est donné par :
R A 0 00 0
O (SIR) =1 ) =[0 4 0]0[=40z,=40z =| 0
0 0 4
% A6 R, R
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d°c (SIR) -
d

5.(SIR,) = — 40z,

éAARA+éB/\RB+ éGAmg =0.(S/R,)comme : (_?A//RA et(_fB//RB alors :

—acosé 0 0
CGAmg=6.(SIR,)) < —asin@d |In | -mg |= 0 | d’ou: mgacosd = A6
0
R, R, R,\AE
ce qui donne : 5: ea 4)

5. Equation de mouvement avec les conditions : (0) =0 et é(O) =0 ;

On multiplie I’équation (4) par : 49 , puis on integre

99:%%059 = d(%HZJ m‘gad(sme)

é L] L]
Id[éezJ mga J’d(sm 0 = %92 :%sine on déduit alors :
0

0’ = Z%Sin 0 (5)

6. Expression de #* en utilisant la conservation de I’énergie mécanique totale :
Ec+E,=Ecy+Epy=Cle = E.-E=—(E, —Epy)

Eclef.lc,R.szlAez ; E., =0
2 ' 2
0 asinédo P
—(E, —Epy) = _[mg dOG mj —g |e —acos&db —J-mgacosﬁdﬁ mgasin @
0 0

mga

E.~E.,=—(E,—E,) = %AQZ = mgasing & 62 = 2% 5in g

On retrouve ainsi I’expression de 62 .
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7. Expressions des réactions N, , N, etde I’angle limite 8, pour lequel la demi sphere
pleine quitte le mur.

Il suffit de remplacer les expressionde & etde ¢ danscellesde R, et R, :

2 2
R, = ma(mja cosédsin g + Z%Sin 00059} =3

m°ga

sin@cosd

2
m°ga

2
R, =mg~— ma(%cosacose + Z%Sin @sin Hj = mg — (cos2 6 —sin? 6?)

2 2
m°ga

R, =mg- cos 26

0
La demi spheére quitte le mur si : R, =0 < sinfcosd =0 = {9
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Exercice 05 :
Une barre homogéne de longueur AB = 2L, de centre G et de masse m, glisse sans frottement
le long d’un escalier tel que représenté sur la figure. Le point A glisse sur le sol et le point C

sur I’arréte de I’escalier. La position initiale de la barre étant 4,B,.

On prendra R, comme repere de projection.

Ondonne: 04 =x(t), a=(xy,x.)=(vo: ).

1. Déterminer les vecteurs : OG , V°(G) et »°(G) :
2. Appliquer le théoréme de la résultante dynamique a la barre ;
3. Appliquer le théoreme du moment dynamique a la barre au point G ;
4. Appliquer le théoreme de I’énergie cinétique a la barre.
-, _
’"é 0 0
Le tenseur d’inertie de la barre en G dans R, estdonnépar: /. ,,=| 0 0 O
mL?
0 0 3
L IR

Solution :

R,(0,x,,,,2,) repere fixe ;

¢« >

R (4,xy,y,,2,) telque: a=(x5,x)=(y,,»,) €t Qf =0zy =02
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1. Vecteurs : OG , VG) et »°(G) ;
V4

X —Lsina x—Lsina
Nous avons : OG = OA+ AG= 0+ Lcose = Lcose

RO gL O Rl 0

L. ;—L(&COSa—a.Z sina]
. 0 2 x—Lacosa N - .
V°(G) = d 0G_ _Lasina ; y°(G):dV—(G): —L(&Sina+a2COSa]
dt . 0 dt )

R

2. Théoreme de la résultante dynamique, appliqué a la barre
La résultante des forces extérieures appliquées a la barre est égale a la masse de la barre par

I’accélération de son centre de gravité :
Y F.,=my’(G) < R+RAP=my’(G) 1)

La projection de I’équation (1) sur les axes de R, donne :

R, COSa:mx—mL(aCOSa—azsinaJ (2)

R, +R, Sina—mg:—mL[;sina+azcosaj (3)

3. Théoréeme du moment dynamique, appliqué a la barre au point G ;
Le moment résultant des forces extérieures appliquées a la barre est égal au moment

dynamique de la barre au méme point G.

— - — - -

S M(F,)l;=6,(SIR) < GAAR,+GCAR.=54(SIR,) 4)
Or le moment dynamique est égal a la dérivée du moment cinétique :

e d 0 g
56‘“”"”% avec :
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-, _
N - L *« - L * —
0 (SIR)=1,,.Q°= 0 0 0 o| =| 0 |[=2gz="C 02
1 mLz . mLz . 3 3
T 3
: I8,

d° oy (SIR) _ ml* =~

5G(S/RO): dt 3 0

()

— —

Pour calculer le moment des forces extérieures on doit déterminer les vecteurs : GC et GA :

Nousavons:sinoc=i<:>AC=_L donc:GC:AC—AG:( _x —LJ

AC Sinx Sinx

_(_L_Ljsma
Sina Lsina
on obtient: GC= (_L—chosa et GA= <J—-Lcosa ;
sina
0 RL 0
R,
_(___Ljsina

Lsina 0 Sina R, COS
> M(F,) 4= <{-Lcosan <R, + [_L—chowxx R.sina
. sina
l 0

rRL O RO 0 R,
R,
0

S M(F,,)] ;= 0 =(LRAsina—RC(_L—LDZO (6)
i . SINx

LRAsma—RC( )

RO SInNa

L’égalité des moments dans les équations (5) et (6) donne :

] X mL? *
LR,sina—R -L|= a 7
4 C(sina j 3 (7)
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4. Théoréme de I’énergie cinétique, appliqué a la barre.
La variation de I’énergie cinétique de la barre est égale au travail des forces extérieures.

dE
dE. = dW < c W
dt dt

L’énergie cinétique de la barre est donnée par :

-

2 d
E, = %m[VO(G)J +%QST Ty O

2
m,f 0 0 [o
E. =im x4 2 a’-2Lxacosa +3(o,o,o}j 0 0 o0 |0
2 2 ml? | °
0 0 o
- 3 __

. . ° o 2 e
Ec=lm x*+ > a*-2Lxacosa +1m a’
2 2 3

dftc Z%m[Zx)HZLZa’Ol—ZL[xOlCOSOt+xOlCOSOC— anzsinajj+%m§ ol

Nous avons aussi :
dW N N - N -

?:mg.VO(G)+RA.V°(A)+RC.V°(C),

mais: R,.V°(4)=0 car R, 1V°(4) et R..V°(C)=0 car R.LV°(C)

. 0 ).C—LO.tCOSa'
dd_VtV=mg.V°(G)= —mg . —Lasina =mglasina
0 0
% R,

L’égalité entre les deux termes donne :

o oo o oo oo o o oo o ° 2 . .
%m(Zxx+ 2L aa— 2L(xa003a+xa005a—an2sinaD+%m§ a’=mgLasina

e oo o oo oo o o oo L] L4 2 .
xx+L2aa—L[xaCOSa+xacosa—an2Sina)+ga2 =gLasina
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Exercice 06 :
Un disque plein de rayon a, de masse m roule sans glisser sous I’effet de la gravitation sur

> o >

un plan incliné d’un angle « par rapport a I’horizontale. Soit R, (O, x,,y,,z,) un repére fixe

> o> - > o o

lié au plan incline, R, (G,x,,y,,z,;) lié au centre d’inertie G du disque et R,(G,x,,y,,z,) un

repére en rotation par rapporta I’axe z, =z, telque (x,x,)=(y,»,)=9.

A I’instant initial, le disque est immobile. La réaction au point de contact entre le disque et le

- -
plan incliné a deux composantes, I’une N normale au plan incling, I’autre 7 tangentielle a ce
dernier.

Le tenseur d’inertie du disque en son centre d’inertie G dans le repére R, est donné par :

A 0 O
M 2

Iejr,=|0 4 0| avec 4= a ; On prendra R, comme repére de projection.

0 0 24
1. Déterminer la vitesse V°(G) et I’accélération »°(G) du point G ;
2. Appliquer le théoréme de la résultante dynamique au disque ;
3. Appliquer le théoreme du moment dynamique au disque ;
4. Trouver une équation scalaire liant les parametres cinématiques y,0 et a et qui

traduisent la condition de roulement sans glissement du disque sur le plan incliné ;

5. En deduire les expressionsde N, 7, y et ¢ enfonctionde m,g, a et a;

6. Déterminer I’énergie cinétique du disque en fonctiondem, a, y et ¢ ;

7. Exprimer I’énergie cinétique du disque en fonction de m et y en tenant compte de la

condition de roulement sans glissement ;
8. En appliquant le théoreme de I’énergie cinétique au disque, retrouver I’expression de

I’accélération linéaire y .
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Solution :

> o> o

R,(0,x,,y,,2,) repere fixe.

- -S> - - -

R,(G,x,,y,,2,) entranslation par rapporta R, = Q=0

. -

Ry(G,x,,7,,2,) esttel que: (x,,x,) = (v, »,) =9 €t Q;, =9z =pz

- o 0 a a
OG=0I+1G= <y+ 40= <y
R 0 R 0 R 0

1. Vitesse V°(G) et accélération °(G) du point G ;

Par dérivation :

— -— 0
N 0 1 — SN . - N
VO(G)=dd?G=d 0G+Qf/\OG: y car Q=0

0
R,

— dO V?O (G) dl I/_)O(G) - - 9 - —
7°(G) = = +QIAV(G)= <y ccar Q=0

dt dt 0

R

2. Théoreme de la résultante dynamique appliqué au disque

A.KADI

La résultante des forces extérieures appliquées au disque est égale a la masse du disque par

I’accélération de son centre d’inertie.

ZFM =my’(G) < T+N+P=my°(G) (1)

La projection de cette équation sur les axes du repére R, donne deux équations scalaires :

N-mgcosa =0 3

—T+mgsina=my 4)

3. Théoréeme du moment dynamique appliqué au disque

Le moment résultant des forces extérieures appliquées au disque est égale au moment

dynamique du disque au méme point G .
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> M(F,)l;=5°G) < GINT+GIAN =5°(G) comme GI / N elle devient :

GIAT = 5°(G) 4)

—a 0 0
Exprimons chacun des termes de cette équation : GIAT= 0A <-T= 0 =aTz

d° c°(G)

Le moment dynamique est égal a la dérivée du moment cinétique, d’ol : 6°(G) = v

Le moment cinétique du disque est donné par : °(G) = 1., .Q;

R A 0 00 0

c’(G)= |0 4 0|0|=| 0 |=dpz, =Apz,

- 0 _)0 1 _)0 e > 2 o0 - N
5°(G):d o (G) _do (G):A(pzl:ma pz, car Q=0

dt dt

En égalisant les deux expressions des moments nous obtenons :

ma (1] ma (1]
= T=— 5
4 > 7 (5)

4. Equation scalaire liant les paramétres cinématiques x,6 et a et qui traduisent la

condition de roulement sans glissement du disque sur le plan incliné :

La condition de roulement sans glissement est vérifiée si la vitesse du point de contact du

disque et du plan incliné est nulle : v, (1) =V’ (I)-V, (1) =0

Or: V,?(I):a alors : VSO(I):VO(G)+Q§AEI=6

0 0 —a 0
y+ <0A = <0 < y—ap=0 (6)
RO RlP RLO RO
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5. Expressions de N,T,; et q) en fonctionde m, g, o et a;
L’équation (3) donne : N = mg cosa

L’équation (6) y=a¢p = go=Z I’équation (4) devient : —%1+mgsina =my
a a
On déduit : y=—gsina dou :¢p=—gsina
3 3a

L’équation (5) donne : T = %sin a

6. Energie cinétique du disque en fonctiondem, a, y et ¢ ;

L’énergie cinétique totale est égale a I’énergie cinétique de translation + I’énergie cinétique

- 2 - -
de rotation : EC:%m[VO(G)J +%QST 1,(SIR,).Q°
Lo 4.0 00y
E.==my*+=|00,0[|0 4 0[0|==my*+=A4¢?
30050 4 oo|-Lnitilas
0 0 4d\e

7. Energie cinétique du disque en fonction de m et y en tenant compte de la condition

de roulement sans glissement ;

Nous avons dans I’équation (6) qui exprime le roulement sans glissement: y=a¢ on

déduitque: ¢ = 2 alors I’expression de I’énergie cinétique devient :
a
1 ma’® y.2 3 3 °
E.==my*+= =Zmy? E.="my?
€73 2 2 a7 47 ="

8. Expression de I’accélération linéaire y En appliquant le théoréme de I’énergie

cinétique au disque

. . L . . L dE aw
La variation de I’énergie cinétique est égale au travail des forces extérieures : dtC =
3 5 dE. 3
E.=—m = =—m
=" a2
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aw _ dW(T)..+ dW (N) N dW(P) _ 7. d Ol Y dOI +mag. d oG _ mg.VO(G)
dt dt dt dt dt dt dt
AW ~ N _)0 N —>0 N —>0 B - —>0 HO 3 -
W_T.V (1)+N.V (I)+mg.V (G)—mg-V (G) car V (I)—O
—mg CoS 0

aw 2> % . . . .
?ng-V (G)= mgsina |. |y|=mgysina

L0 ) g\O

L’égalité des deux expressions donne :

o oo LI oo 2 i
Emyy:mgysma = y=§gS|na

Exercice 07 :
Le concasseur d’un moulin a huile est constitué d’une roue homogene (S) de masse m, de
rayon R, de centre de masse G . La roue a une liaison pivot au point G avec une tige

horizontale de masse négligeable O;G , soudée a un arbre vertical OA en rotation a une

vitesse angulaire constante : w = Cte. L’arbre OA est maintenu vertical par deux liaisons,

I’une sphérique en O et I’autre cylindrique en A. On suppose que toutes les liaisons sont sans

frottement.

> o >

La roue roule sans glissement sur le plan horizontal fixe lié au repére R, (O, x,,,,2,)-

> > o > o5 o

Le repére R (G,x,,y,,z,) estliéalatige O:G ; le repére R,(G,x,,y,,z,) estlié ala roue.
Le tenseur d’inertie de la roue en son centre d’inertie G dans le repere R, est donné par :

24 0 O

2
0 4 0 avec:A=MR

IG/Rl =

0 0 4
R,R,
1. En appliquant la condition de roulement sans glissement au point I, exprimer € en

fonction de v ;

2. Déterminer le moment dynamique au point O; de la roue ;

3. Appliquer le théoreme du moment dynamique au point O; a la roue ;
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4. Exprimer I’action du plan sur la roue en fonction de m, R et v ;

5. Exprimer le couple gyroscopique agissant sur la roue dans le repére R, .

Solution :
-> > -

R,(0,x,,y,,2,) repere fixe.
R (G,x,,y,,z,) esttelque: (x,,x,) =y, y,)=v = Ql=wz =yz

* —> .

R,(G,x,,y,,z,) esttelque: (z,,2z,) =(3,,,)=0 = Q,=—0x =-0x,

. -0 0 L
Q) =yz,-0x,= 0 ; GI=-Rz= 10 ; OG=Lx;+Rz= {0

74 -R R

R R R
- - - O L 0 —
VoG =V°(0)+Q°A0G= <0 A = Ly avec:V°(0)=0
R
RV pgWR R0

1. Expression de 6 en fonction de v

A.KADI

La condition de roulement sans glissement au point de contact entre la roue et le sol signifie

que la vitesse de glissement de ce point de contact est nulle :
V,()=V°(IeS)-V°(IeRy)=0 ornousavons: ¥°(I € R,)=0

alors: V°(IeS) < V(I eS)=V"G)+QiAGI=0
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o |- [0 (o
Ly+ 0 A 0= <0 < Ly—-RO=0 = 6’:%1# 1)

0 74 -R 0
R, R R, R,

2. Moment dynamique au point O; de la roue :
L arbre étant de masse négligeable, le moment dynamique du systeme se réduit au moment

dynamique de la roue. Le moment dynamique est égal a la dérivée du moment cinétique,

d° oy (S1Ry)

d’ol: 5, (SIR,) = p

Le moment cinétique de la roue est donné par : o, (S/R,) =1, Q0+ (_);G/\ mV°(G)

24 0 0]-0| (L 0 246
0o (SIRy)= |10 4 0 O |+/0|AamlLy|=m O
gLO 0 ) w0 0 (4+mL?)y
S i°c. (SIR) d*c,(SIR) ~ -
8o, (SIRy) = ﬁﬁ. = th 4+ QA 0°(G) ;
d'o, (SIR) - .. .
1d—t =0 , cary et 6 sontconstantes, on obtient alors :
0) [-240 0
do (S/Ry)=| 0 [A| O =|-2460y |=-240y y, )
W (A+mL2 )1// 0

3. Théoréeme du moment dynamique au point O; a la roue ;
Le moment résultant des forces extérieures appliquées a la roue est égal au moment

dynamique de la roue au méme point O, .

— > o D

S M(F., ), =6, (SIR) < OGAmg+OInR, =240y y,
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L 0 L 0
0 A 0 + 0A 0 =(mg—R,)L y, (3)

RO pl=mg g =R g IR

L’égalité des expressions donne : (mg — R, )L = 240y (4)

4. Action du plan sur la roue en fonction de m, Ret v ;

A partir de I’équation (4) on déduit :

(mg—R,)L = 240y = R, =mg +27A<9¢/ or nous avons d’aprés I’équation (1)

mR’® . 2 mR®* L+ * . mR °,
ou : = . —. on aboutita: R, = mg +—.
. a R‘// v 1 g 5 4

5. Couple gyroscopique agissant sur la roue dans le repere R,.

Dans le cas de ce mouvement composé de deux rotations, la rotation propre de la roue se fait

— - o —
autour de I’axe (O,,x,) ala vitesse de rotation : Q) =—6x, et la précession se fait autour de

I’axe (O, z,) /(O,, z,) & la vitesse de rotation : Q) =y z, .

Le moment gyroscopique est donné par la relation :

0 -0
ngms = ]axe de rotation propre Qpropre A Qprécession = lexl QlZ A Qf = 2A (.)/\Ie1 ' 0 = 2A 0 l// yl
7% 0
ngros = ZAQI// yl
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CHAPITRE X

DYNAMIQUE D'UN SOLIDE
EN ROTATION AUTOUR D'UN AXE

A.KADI
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DYNAMIQUE D'UN SOLIDE
EN ROTATION AUTOUR D'UN AXE

1.  Mouvement de rotation d’un solide autour d’un axe fixe

C’est le mouvement le plus important dans la mécanique. Le fonctionnement de toutes les
machines est basé sur un mouvement de rotation autour d’un axe: rotors, machines
tournantes, vilebrequins, roues etc...

Ce mouvement de rotation génere des vibrations mécaniques au niveau des paliers de fixation,
si I’axe de rotation n’est pas équilibré. Les paliers sont des liaisons rotoides (articulations
cylindriques) entre le solide et le bati fixe. Ces vibrations sont & I’origine de I’'usure des
paliers, provoquée par les contraintes mecaniques dues a la liaison entre I’axe de rotation et le
palier.

Pour éviter ces inconvénients, il est nécessaire d’étudier et de trouver les conditions
d’équilibrage du systeme afin que les contraintes soient minimales et allonger la durée de vie

des paliers.

2. Equations du mouvement

2.1 Paramétrage du mouvement

On choisit un repére fixe orthonormé direct R, (O, X,,Y,,Z,) lié au bati tel que I’axe vertical

620 , soit confondu avec I’axe de rotation (A). Soit R, (O, x,,Y,,z,) un repere lié au solide

s

- - - -
(S), tel que z, =z, . Le solide est en mouvement de rotation autour de I’axe z, =z, avec

une vitesse : Q) =wz, =y z, tel que le centre d’inertie du solide soit dans le plan (Ox.z,),

— - - - -

avec: OG =ax,+bz, =ax,+bz,

L’orientation du solide (S) lié au repere R (O, X,, Y., z,) est définie par I’angle :

s

-> -

V/:(mes) :()701373)
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- -
La matrice de passage du repere R, vers 4 z,=1

le repere R, est donnée par : | |
X, = COSY X, +Siny Y, <
is ::simyxo+cosy/yO L y.
z, =1, b

v

a : distance du centre d’inertie G a I’axe (A) L

o
b : distance de G au plan (Ox,Y,) /d\/v
Xo % \;

2.2 Torseur cinématique

—

> Yo

Le torseur cinématique du solide [C]0 relatif au mouvement de rotation du solide par rapport

au repere R, est défini par ces éléments de reduction :
; L, i - —>0 « -
La résultante cinématique : R=Q, =y z,

Le moment au pointO  : M, =V°(0)=0

2.3 Vecteurs vitesse et accélération du point G, centre de masse du solide

— - -

Sa position est définie précédemment par : OG =ax,+bz
Sa vitesse peut étre déterminée dans le repére R, de deux maniéres :

- par dérivation :

— — 0 a 0
— 0 S - N . ¢ -
VO(G)=dd?G=dd?G+QS/\OG= 0|A|0|=|ay |=ayy,
7 b 0
- par composition des vitesses :
. . L 0 a 0
VY(G)=V°(0)+QA0G=| 0 |A| 0 |=|ay |=ayy,
74 b 0

. -

— . N
Dans le repére R, , la vitesse aura pour expression : V°(G) = —aysiny X,+aw cosy Y,

Le vecteur accélération de G s’obtient aisément en dérivant I’expression de la vitesse.
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\ 3 4oV e
Dans le repére R, : y°(G) = % =—ay’x+ayy,

Dans le repére R, : 7°(G) = —aw?(cosy X,+Siny) y,+ay(=siny X,+cosy) y,

7°(G) =-a(ysiny +y? cosy) x,+a(y cosy —y*siny) y,
Elle peut aussi étre obtenue en dérivant I’expression du vecteur vitesse, dans le repére R,.

3. Etude cinétique

Ces éléments cinématiques nous permettent de déterminer les torseurs cinétiques et
dynamiques. Afin de simplifier le probleme nous choisirons de déterminer les moments
cinétiques et dynamiques au point O appartenant a I’axe de rotation.

3.1 Torseur cinétique

Le solide (S) étant quelconque, sa matrice d’inertie en O dans le repere lié au solide s’écrira :

A -F -E
I,(S)=|-F B -D
-E -D C |g

Les éléments de reduction du torseur cinétique au point O s’écriront dans R, :
La résultante cinétique : P =mV°(G) =may y,

Le moment cinétique au point O : &, (S) = MOGAV °(0) + 1,(S) Q°
Comme la vitesse du point O, est nulle alors le moment cinétique aura pour expression :

. A -F -E 0
o,(8)=1,9Q)=|-F B -D 0| =-Eyi-Dyj+Cyz,
-E -D C Rs 74 Rs

3.2 Torseur dynamique

Les éléments de réduction du torseur dynamique au point O s’écriront dans R;:

La résultante dynamique : D=my°(G) =-may’ x.+ may y,

Le moment cinétique au point O : 50(5) =—2-

d°,(S)
dt
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N s %0 - - ? - -
5,(8) =TI L0011 (5)00 = 1,(5)08+ Q2 1(5)0:
A -F -E 0 0 A -F -E 0
60,(S)=|-F B -D 0 +10 -F B -D 0

-E -D C RSWRS l//Rs -E -D C RSI/IRS

oo >

5,(8) = (-Ey+ Dy?)i,~(Dy+Ey?) j,+Cyz,

le moment dynamique peut étre exprimé dans la base R, en utilisant la matrice de passage.

5,(S) = {(—Ez./;+ Dy?)cosy +(Dy+ Ey?)sin I//F

{(—E&A Dy?)siny —(Dy+ EI//Z)COSI//} i+Cuwz,

3.3 Energie cinétique

Comme le solide a un mouvement de rotation pur autour d’un axe (A) confondu avec I’axe

- —
z, = 2,,S0n énergie cinétique est donnée par :

HO _)0 - ¢ -
=2 2 VO Laros)= a1, )0
2lve) | oy (S) 2

1° 3 e 1 .
E((:) :E‘/IZI IO(S)V/ZS :El/jz ZI IO(S)ZS = El/lz Izz(S)

Ef = %C w?

4.  Les différentes actions mécaniques exercées sur le solide

Le solide est soumis a I’action de pesanteur due a son propre poids, aux actions de liaisons au
niveau des articulations qui sont intermediaire entre le bati fixe et le solide, mais aussi a une
action motrice ou de freinage qui permet de mettre le solide en mouvement ou de le freiner
s’il est déja en mouvement.

4.1 Action de pesanteur

Au point G centre d’inertie du solide, I’action de pesanteur est représentée par le torseur

N

. , . R,=—-mgz
ayant pour éléments de réduction : RO 9%
Mg =0
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Par la formule de transport nous pouvons exprimer le moment au point O, il est donné par :

a 0
h/TO:h/T (_)_a/\R 65/\R =0(al O =mgayi
b -mg

- -

Dans le repére R, , il s’écrira: M, =—mgasiny X,+ mgacosy Y,
4.2 Action due a la liaison rotoide entre le bati fixe et le solide

L’action de liaison entre le solide et le bati est représentée par un torseur dont les éléments de

- R, = R, x +R,, Yo+ R z
réduction sont : ¢ 4 Ly yO Lz

MLO MLxX +Ml_y y0+MLz
Les composantes de I’action de liaison sont déterminées a partir des équations finales qui
égalisent le moment dynamique au moment des actions extérieures. La nature de I’articulation
et le point de calcul du moment peuvent réduire le nombre d’inconnues dans les équations du
mouvement.
4.3 Action due au couple moteur ou au couple de freinage
Le solide peut étre mis ou maintenu en mouvement de rotation a I’aide d’un couple moteur. Si
le solide est déja en mouvement, pour I’arréter, il faut aussi appliquer un couple de freinage.
Le moment appliqué pour mettre le solide en rotation ou pour I’arréter est toujours porté par
I’axe de rotation.

Dans ce cas, le couple moteur ou le couple de freinage sera représenté par un torseur dont les

éléments de réduction sont :

La valeur du couple moteur ou de freinage I',, est connue.

5. Principe fondamental de la dynamique
Le principe fondamental de la dynamique dans un repére Galiléen traduit I’égalité entre le
torseur des actions extérieures appliquées au solide et le torseur dynamique du solide.

Nous avons ainsi dans le repére R,

%D - RL+Rm - D= p+RL+Rm
5,(S) M, M, |T, 5,(8)=M,+M+T,
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—ma(l//SInW+W.2 COSW) =R, e (1)
ma(y cosy z/;z SiNp) =R, 2)
O=—mg+R, .riiiiriiiinns (3)
(“Ew+ Dy?)cosy + (Dy+ Epd)Sing =M, ovvoereeeereeenn, 4)
(-Ew+Dy*)siny (Dl//-I-El//. Jcosy =mga+M, . (5)
Cy=M_+T, oo, (6)

Nous avons 06 équations avec 07 inconnues : w,R,,R,R,,M M M,

Une septiéme équation sera donnée par la nature physique de la liaison et elle permettra de
résoudre le systéme d’équation complétement.
L’équation (6) permet de déterminer la valeur de et en la remplacant dans les autres

équations on déduit les valeurs de toutes les inconnues.

6. Equilibrage statique et dynamique des rotors et des roues

6.1 Mouvements de rotation autour d’un axe fixe d’un solide non équilibré

Soit un rotor ou une roue (S) assimilé a un disque de rayon R et d’épaisseur e . On choisit un
repere fixe R,(O,X,,Y,,Z,) lié au bati fixe. Le rotor (S) est lié au bati par I’intermédiaire de

deux paliers (P,) et (P,) de centres respectifs P, et P, tel que I’axe P,P, soit confondu

- -
avec I’axe de rotation Oz, . Pour construire un triedre direct on considére que I’axe Ox, est

vertical ascendant.
On suppose que le rotor est non équilibreé, le centre de masse du rotor n’est pas situé sur I’axe

de rotation et ses coordonnées ne sont pas connues au départ.

On choisit un second repére R, (O, S,ys,zs)de méme centre O et lié au rotor. Son

mouvement de rotation est repéré a chaque instant par un angle w = (X,,%) = (Y,,Y,) avec

* - * —

Q =yi,=yi, Car z,=1,.
Le vecteur position du centre de masse du rotor est donné dans le repére R (O, . ys,zs)

-—

par: OG = ax +bys+cz
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A %o
Xs S)
v
P S
0 =S| =E===S=S=S=S=S=S=S ==
«L —
> 4
Yo N
y
S L2 >
TS EEs

6.2 Etude cinétiqgue du mouvement

La matrice de passage du repere R, vers le repere R, est donnée par :

- -

R
X, =COSy X,+siny y,

- -

Y, =—Siny X,+Ccosy Y,

{

N
:ZO

N

n

> o> o

La matrice d’inertie du solide au point O dans la base R,(O,X,,Y,,z;) est une matrice

A -F -E
quelconque de la forme: 1,(S)=|-F B -D
-E -D C |

Le vecteur position du centre de masse du solide dans cette méme base s’écrit :

— - - -

OG =ax,+by,+cz

La vitesse du centre de masse G se déduit par dérivation de cette expression :

> — 0) (a) |~by
- 0 S — — . * - e -
VO(G):ddCt)G:dd?G+QS/\OG: 0 |A|b|=| ay |=-byx+ayy,
7% c 0
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Dans la base R, le vecteur vitesse s’écrirait :

V°(G) :—by./(coswxo+siny/y0)+az/./(—sim//xo+ cosy Y,)

V°(G) :—(bl/./COSl//+al/./Sil’ll//)XZ+(al/./COSlﬂ—bl/./Sin w) yZ)

Le vecteur accelération s’obtient dans R, en dérivant encore une fois le vecteur vitesse :

7°(G) = -byx.—by? y,+ayy,-ay’ x, = —(by+ap?) X+ @y-by?)y,

Dans la base R, le vecteur accélération aura pour expression :

—

y°<G)={(bt%aw2)cosw+<ai—bw2>sinw}x2

{— (by+ay?)siny + (az;—bwz)cosw} v,
Le torseur cinétique a pour éléments de réduction dans la base R;:

La résultante cinétique : P =mV °(G)

- - — - - -

Le moment cinétique : o, = o, +MOGAV°(0) =0, =1,(S)Q!

Le torseur dynamique a pour éléments de réduction dans la base R;:
La résultante dynamique : D = my°(G)

D- —m{(b::ﬁ at//z)cosw+(az;—bz//2)sin ://}Z

+m{— (bq;+ az//z)singz/+(az./;—bz//2)cosw})7S

N 0 - S - N N _o) N N
Le moment dynamique : &, = d dtao _d dtao +QIn0, = 1,(S) QI+ QA 1,(S)Q!

A -F -E 0 O A -F -E 0
o0,=|-F B -D 0|+|0|-F B -D 0
-BE -D C |glv] |¥v]|-E -D C |grl¥v
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e e > oo > .

50 :_El//xs-’_Dl//ys-’_Cl//zs_Dl//z Xs_El/lz Ys

e

5y = (-Ep+Dy?)x.~(Dy+Ey?)y.+Cye,
Dans la base R,, le moment dynamique a pour expression :

e

Sy = (—El:/;+ Dg//Z)(COSV/X0+Sin(//yO)—(Dg./;+ Ew?)(=siny x,+cosy y,)+Cwz,

S, =| (“Ey+ Dy?)cosy + (Dy+ Ep?)siny | x,

+|(~Ey+Dy?)siny — (Dy+Eyw?)cosy |y,

e

+Cyz,

6.3 Actions mécaniques extérieures exercées sur le rotor

Les actions mécaniques extérieures exercées sur le rotor sont de trois natures différentes :

- I’action de pesanteur due au poids du rotor ;

- I’action de liaison entre le rotor et le bati au niveau des paliers ;

- I’action due au couple moteur si le rotor doit étre maintenu en mouvement ou au couple de
freinage si on doit arréter le mouvement de rotation.

6.3.1. Action de pesanteur

L’action de pesanteur est représentée par un torseur dont les éléments de réduction sont :

— -

La résultante des actions de pesanteurs r R, =-mgx,

N

Le moment résultant de ces actions au point G est nul : M =0, en appliquant la formule

de transport dans la base R;, on déduit le moment au point O : M, = Mg, + 0GA R,

acosy —bsiny —mg
Mg, =| asing +bcosy |[A| 0 |=-mgcy,+mg(asiny +bcosy)z,
c 0
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6.3.2. Action de liaison entre solide et Bati au niveau du palier (R)
L action de liaison est une force dont la ligne d’action passe par le point P, centre du palier.

Cette action est représentée par un torseur dont les éléments de réduction au point O sont :

— - — —
La résultante de I’action de liaison : R, =R,, X,+ R, Yo+ Ry, 7, ,

Le moment de I’action de liaison en P, est nul: M,, =0 ; en appliquant la formule de

-

transport, on déduit le moment au point O dans labase R,: My =M, + (3P1/\ R,

o O

Rix
Mo, = A Rly = _L1R1y Xo+ LRy, Yo
Rlz

—

1

6.3.3. Action de liaison entre solide et Bati au niveau du palier (P,)
De la méme maniére que précédemment, I’action de liaison est une force dont la ligne

d’action passe par le point P, centre du palier.

Cette action est représentée par un torseur dont les éléments de réduction au point O sont :

— - — -
La resultante de I’action de liaison : R, =R,, X,+R,, ¥,+R,, 7, ,

-

Le moment de I’action de liaison en P, est nul: M., =0 ; en appliquant la formule de

- -

transport, on déduit le moment au point O dans la base R;: ﬁoz -M 0> +OP, AR,
0 R,,
Mo, =| 0 |A| Ry,
I‘2 RZZ

= _L2R2y Xot+ L2R2x Yo

6.3.4. Action du couple moteur
Le couple moteur permet de mettre en mouvement de rotation le rotor ou le maintenir s’il est

déja en mouvement, il est représenté par un torseur dont les éléments de réduction sont :

— -
La résultante des forces motrices : R, =0

—

Le moment resultant au pointO  : M, =T, z, ,le moment est porté par I’axe de rotation.

m
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6.3.5. Application des théoremes généraux de la dynamique au rotor
Le torseur dynamique du rotor est égal a la somme des torseurs des actions extérieures. Cette
égalité nous donne les deux équations vectorielles qui donneront les 6 équations scalaires de

la dynamique qui décrivent le mouvement du rotor.

- - - - -
D=R,+R+R,+R
- - - - -

0, = Mop+ Mo+ Mg, + Mg,

Cette égalité se traduit par :

—m{(b:}ﬁaz//z)c051//+(az;—bz//2)sim// =R, +Ry, —MJ i (1)
m{—(bx;+at//2)sinz//+(al;—bl//z)cosw SRy 4Ry e @)
0=R, +Ry, oo 3)

(—Eyp+Dy?)cosy +(Dy+ Ep?)sing | =—LRy — LRy, covevverrereeeseriensenn 4)
(~Ep+ Dy ?)siny — (Dy+ Ep?)cosy |=-mge+ LRy + LRy, vovevrveerreserenenan, )
Cl;= mg(asiny +bcosy)+T,,  ..ocoiiiiiiinn (6)

Comme le couple moteur est connu, la derniére relation qui est I’équation du mouvement
permet de déterminer la valeur de y en fonction du temps.

Connaissant y, les autres variables sont déterminées, notamment les composantes des
actions de liaison au niveau des paliers.

Les équations (1), (2), (4), (5) permettent de déduire facilement par multiplication par L, ou

L, et puis soustraction de déterminer les valeurs de :

l oo hd . oo *
R, = T —-mg(c-L,)+(E, w— D, w?)siny + (D, y+E, Wz)cosw}
27 ML
1 B oo ° . oo ®
Ry, = L _L (D, y+E,y*)siny +(-E, y+ D, V/Z)COS‘//}
27 ML
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1 B o .2 . o .2
Roe = | M- L)+ (Ey+ Dy )siny + (D y-E v )COSI//}
2 ML
1 B oo . i oo °
R,, = L — (D, w+E,w?)siny + (E, w— Dll//Z)COSl//:|
2kl

avec: E,=E-maL,; E,=E-maL,; D,=D-mbL, ; D,=D-mbL,

Ces composantes agissant sur I’axe du rotor, dépendent de v, 1// mais surtout de > qui peut
atteindre des valeurs assez élevées rapidement. Ses actions génerent des vibrations aux
niveaux des paliers, ce qui réduit leur durée de vie et conduisent a une usure prématurée des
piéces mécaniques en rotation.

6.3.6. Principe de | “‘équilibrage statique et dynamique

Pour éviter ces problemes d’usure et allonger la durée de vie des paliers et des axes, il faut
que les actions aux niveaux des liaisons soient réduites au minimum ou nulles.

Les expressions précédentes montrent que les actions de liaison ont des valeurs minimales

. i a=b=0
lorsque nous avons les conditions suivantes : (D £ OJ

e a=b=0 :implique que le centre de masse du rotor est situé sur I’axe de rotation du
rotor. On dit alors que I’on a réalisé I’équilibrage statique. Le rotor a un équilibre statique
indifférent.

e D=E=0: les produits d’inertie sont nuls, et I’axe de rotation est un axe principal
d’inertie.

Lorsque les deux conditions sont réunies, on dit que I’on a réalisé un équilibrage dynamique.

Dans ce cas les actions de liaisons sont réduites a :

(C_Lz)
R, =-mg——2~ R, =0
1x ng_Ll 1y
(C_Ll)
R,, =mg——™—= ; R,, =0
2X ng_Ll 2y

En réalité, les machines tournantes, les rotors, les axes, ...etc , sont équilibrés lors de la
construction, et I’équilibrage est affiné par la suite par ajout de petites masses ponctuelles
dans des plans orthogonaux a I’axe de rotation afin de ramener le centre d’inertie de
I’ensemble sur I’axe de rotation et d’éliminer les produits d’inertie qui sont la source des

vibrations.
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Dans la pratique, lorsqu’une machine tournante fonctionne pendant un certain nombre
d’années, elle perd les caractéristiques mécaniques initiales et des vibrations apparaissent.
Pour les éliminer, on procéde alors & un équilibrage. Celui-ci est réalisé a I’aide d’un systeme
électronique (accélérometres) permettant de mesurer les accélérations absolues ou relatives de
paliers. Le signal électrique enregistré permet par une analyse de relever le spectre vibratoire
et déterminer la nature du défaut qui a conduit a la vibration. Des calculs permettent de
déterminer les valeurs des parametres de I’équilibrage.

7. Rotation d’un solide autour d’un point fixe : Angles d’Euler

On considere un repere fixe orthonormé direct R, (O, X,, Y, Z,) et un solide (S) fixé au centre
O de ce repére. On choisit un repére orthonorme direct R, (O, X,,Y,,z,) lié au solide tel que

- - -
les axes Ox,,Oy,,0Oz  soient des axes principaux d’inertie.
Les axes du repére R, sont reperes par les angles d’Euler par rapport au repére fixe R,

Le mouvement instantané du solide est composé de trois rotations exprimées par les angles

d’Euler v,0,¢.
)
Y1
v ,
> Yo
Xo 4 X:Z

¢ > - -

— *«
- la premiére rotation de vitesse angulaire Q) =z, =z, autour de I'axe z, =1z,

s’appelle : la précession du solide ;

« > - -

- PN
- la seconde rotation de vitesse angulaire Q) =6x, =6x, autour de I'axe X, =X,

s’appelle : la nutation du solide ;

* - - -

- . —
- la troisiéme rotation de vitesse angulaire Q2 =@z, =gz, autour de I'axe z, =z,

N

s’appelle : la rotation propre du solide ;
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La vitesse de rotation instantanée du solide par rapport au repére R, est donnée par :

* - ¢ —

- - - - .«
Q) =Q2+ 0+ Q) =p7,+0X+y 7,

Son expression dans le repére R, lié au solide est déja déterminée en cinématique du solide :

SX

wsiné@sing +6cose

0 Y . : 0
Q. = z(sm.é'cow—esmgo ; onpose Qg =|Qg
@+ cosH Qg )R

S

La matrice d’inertie du solide est connue au point O dans le repere R,(O,x,,Y,,Z), elle est

s

A 0 O
delaforme: 1,(S)=|{0 B O ;
0 0 Clg

Nous traduirons les éléments cinétiques dans la méme base.

Le moment cinétique du solide au point O est donné dans le repére R, par la relation :

5°(0) = 1,(S)Q°+0GA MV () = 1,(S)Q?

. A0 0] (Q AQ
c’(0)=|0 B 0 Q, =| BQ,,
0 0 C

Rs Qsz Rs CQsz Rs

Le moment dynamique se déduit par dérivation :

d°6°(0) d°c°(0)

+Q2A c°(0)
dt dt

5°(0) =

-

5°(0) = 1,(S) Q%+ Q° A 5°(0)
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AQ O AO AQx+CQQ, -BQ Q.
5°(0)=|BQy | +|Q, | A|BQ,| = {BQy+AQQ,-CQQ,
CQq Q. ) \CQ: )R CQq+BQ,Q, -AQ Q,,
R, R,
Soient &,,,d,,,0, les composantes du moment dynamique exprime dans le repere lié au

solide, nous obtenons les équations scalaires suivantes :

AQu+(C - B)Q,Q, =5,
BQy+(A-C)Q,Q, =5,
CQu+(B-AQ,Q, =5,

Ce systeme d’équation dépend des angles d’Euler et de leurs dérivées premiéres et secondes,
il est assez difficile de le résoudre dans le cas général. Ces équations ne peuvent trouver

solution que dans quelques cas particuliers que nous exposons ici .

e Cas ou le moment des forces extérieures, est nul, c’est le cas d’un solide en mouvement de
rotation autour de son centre d’inertie. Ce cas est appelé probleme d’Euler-Poinsot.

e Cas d’un solide ayant un ellipsoide central d’inertie, c’est a dire le point fixe est situé sur
I’axe de révolution et le solide est soumis a la seule force de pesanteur. Ce cas est appelé
probléme de Lagrange-Poisson.

e Cas d’un solide ou [I’ellipsoide central d’inertie est de révolution :A= B et en plus
A =2C. le centre de masse est situé dans le plan équatorial. Ce cas est appelé probléme de

Kovalevskaia.

7.1 Le point fixe O est confondu avec le centre d’inertie G du solide :

Cas d’Euler-Poinsot
La seule force appliquée est le poids en G, donc le moment des forces extérieures en ce point
est nul, alors le systeme d’équation s’écrit :

d°c’(G) =

5°(G) = " 0 = o’G)=1,(5)Q’ =Cte
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AQu+ (C-B)Q,Q, =0
BQy+(A-C)Q,.Q, =0
C ész"' (B - A)stQSX = 0

A 0 O Q AQ

SX SX

c’(G)=1,(9)Q=Cte < |0 B 0| |Q =| BQ =Cte

sy sy

0 0 clgla.)r Ca.)g

S

Le moment cinétique est constant donc son module est aussi constant, on a alors:
A*QZ +B’Q +C*°QF =Cte
Le centre d’inertie du solide est un point fixe donc son énergie potentielle E =E, reste

constante. Comme le champ des forces est conservatif nous pouvons écrire :

E.+E,=E . +E,

L’énergie cinétique du solide est donnée par :

- L A0 0] (O
EC=EQ§’T|G(S)Q$=E( Q,.0.]0 B 0| [Q,| =cCt

X
sy

0 0 ClglQ.g

d’oll  AQ} +BQZ +CQZ, =Cte

Q_,,Q, ) en fonction du temps, sont connues

SX 1= sy

Les composantes de la vitesse de rotation (Q

car elles sont solutions du systéme d’équations précédentes.

—

N

Pour trouver la valeur des angles d’Euler en fonction du temps, on choisit I'axe z, =z,
- - ¢ -

comme étant I’axe du moment cinétique o°(G), alors il sera paralléle & Q) = z, ; on peut

- - -
alors écrire : o°(G) = Az, or nous pouvons exprimer le vecteur z, dans le repére R_ par les

matrices de passage :

0 0 0 sin@dsin g
z,=|0] =|0| =|sin@| =|sindcose
1 R, 1 R cosd R, cosd R,
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R Asin@sing R AQ,
o%(G) =| Asin@cose or nous avons aussi o’ (G) =| BQ,,
Acosé R CQ, )R
AQ_ = Asindsing 1)
d’ou: {BQ, = Asindcosg (2)
CQ,, =cosd 3)

Le rapport entre I’equation (2) et (1) donne : ¢ = arctg SQSX
sy

. Q
L’équation (3) donne : G:arcosC i

Nous pouvons aussi déduire la vitesse de précession a partir des composantes du vecteur

rotation instantané du solide (S) par rapport au repére R, .

7.2 Le point fixe O est sur I’axe de révolution de I’ellipsoide d’inertie G :
Cas de Lagrange-Poisson

Le solide a une symétrie de révolution ( A= B) , alors le tenseur est le méme dans la base R,

liée au solide et dans la base intermédiaire R,. De plus le centre d’inertie G du solide est situé

— -
sur le méme axe que le point O tel que OG = Lz, . Les seules actions extérieures agissant sur

le solide sont les actions de pesanteur.

A0 O A0 O
Le tenseur d’inertieen O s’écrit: 1,(S)={0 A O =0 A O
0 0 C R, 0 0 C R,

Nous exprimerons tous les calculs dans le repére R, .
Dans ce repere, la vitesse instantanée de rotation du solide par rapport au repére R, aura pour

expression :
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R o Q
QY =| wsing = Q
Q

.cose+' sz
"4 @ R R

Le moment cinétique par rapport au point fixe O est égal a :

A 0 O Q AQ

SX SX

a’(0)=1,(5)Q’=|0 A 0 Q =| AQ

sy sy

0 0 clgla.)r lCQ, )R

2 2

Le moment dynamique est déduit a partir de la dérivée du moment cinétique :

N

+QIAc’(0)

d°c°(0) d°5°(0)

pm m +Qg/\00 (O)

5(0) - oy G (Io(;s)ﬂs)

N

5°(0) = 1,(S) Q%+ Q%A 5°(0)

Q) : est la vitesse du repére R, par rapport au repére R, , il est donné par :

- - - - - -
0 _ 1 0 0 _ 2 0
Q,=0,+Q; , Q, =Q3+Q);

- - - - 4 QSX

ondéduit: Q7 =Q;-Q =Q-¢pz,=|ysind | =Q,

/oS0 i

4 R2 Qsz 4 R2
. A0 0] [Q« Q, AQ,
50(0): 0O A O st + st A Ast

0 0¢C RZ Qs R Qsz_¢ RZ CQSZ R2
2

. AQSX+(C_A)QSyQSZ +A¢st

§O(O)= AQSY+(A_C)QSXQSZ _A(DQSX
CQy

R

2

A.KADI
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Le moment des actions extérieures est donné par :

—

M. (0) =0GAmg

0 0
Nous avons : (_)_CE= 0 ; ma= —mgsiné
R, L R, —mgcosé
i B 0 0 mgLsiné
M, (0)=0GAamg= <0 A —mgsingd = 0

R, L R, —mg cosé R, 0

L’égalité entre le moment dynamique et le moment des actions extérieures donne les relations

suivantes :

AQu+ (C - AQ,Q, +ApQ,, =mgLsing
AQy+(A-C)Q,Q, —ApQ, =0
Cész :0

La derniere équation montre que nous avons une intégrale premiére donnée par :

3

Qs =0 dou: Qs =Cte <Z>l/./C059+§.0=K=Cte

Une deuxiéme équation provient du fait que nous avons un champ de force conservatif, ce qui

se traduit par la conservation de I’énergie totale : E. + E, =Cte
L’énergie cinétique s’écrit :

EC :%QST Io(S)Qg :%QST°;0(S)

N . o o« \2 . .
E. =E{A[62+ w? sin20j+c(1/xcose+¢) }:%[A{Q%WsinzejJrCKz}
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L’énergie potentielle s’écrit :

Er, =mgLcoséd

onaalors : %{A{&% w?sin? HJ +CK 2} +mgL cos@ = Cte

A I’aide ces deux intégrales premiéres nous pouvons déduire I’expression de y et déduire

. -
par la suite celle de @ en choisissant la direction du moment dynamique suivant I’axe z,, .

8. L’effet gyroscopique

Un solide a symétrie de révolution (Toupie) ayant une vitesse de rotation autour de son axe,
trés élevée est appelé gyroscope. Sa grande vitesse de rotation (rotation propre) permet de
simplifier les équations et faire des approximations afin de déterminer des relations avec la
vitesse de rotation de précession et de nutation.

8.1 L’approximation gyroscopique
On dit qu’un solide a symétrie de révolution, satisfait a I’approximation gyroscopique lorsque
sa vitesse de rotation propre est trés grande devant la vitesse de nutation et de précession.

p>y et p>>0
Dans ce cas la vitesse de rotation du solide est portée par un axe (A) défini par : (O, eax)

. - 3

Telque: Q, =@ e, ; ou ¢ :estlavitesse de rotation propre
8.2 Couple gyroscopique appliqué a une toupie (Régle de Foucault)
On applique le théoreme du moment cinéetique au point O a une toupie de masse m, de centre

d’inertie G ayant un axe de révolution (A) et soumise a la seule force de pesanteur due a son

propre poids. Le moment dynamique de la toupie qui est la dérivée du moment cinétique est
égal au moment des actions extérieures. Dans ce cas la seule action extérieure est due au poids

de la toupie, on obtient alors la relation :

0o > - —— -
%:MOW =0GAMg

Dans I’approximation gyroscopique, le vecteur moment cinétique o,(S) a un module

constant et sa direction est portée par I’axe (A) .
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.. d%0,(S o : s
La dérivée %() correspond en fait a la vitesse de I’extrémité du vecteur moment

IR
cinétique dans son mouvement de rotation autour de I’axe fixe z, a une vitesse angulaire de

- . >

précession: Q .. =wz,,quise traduit par la relation :

dog S - - - -
d—:()zgprec/\ao(s) =gzprec/\ IAQA

I, :estle moment d’inertie par rapport a I’axe A.

- —>

Ondéduit: Q . Al,Q, =0GAmg  quipeut s’écrire aussi sous la forme

prec

- —

| O AQ +0GAMg =0

A SEA prec

On défini ainsi le couple gyroscopique qui a pour expression :

- -

- - -
Ileyros = IA QA/\Qprec :GO(S)/\Qprec

-

- -
Nous avons alors a chaque instant I’égalité : Mg, + Mg, =0

On déduit alors une relation entre la vitesse de rotation propre et la vitesse de rotation de

- —

- - -
précession en développant la relation: I, Q, AQ . +0GAmg=0

- > -

- -
|, pe,Ayz,+ae,A-mgz, =0

e o

I py(eanz,)—mga(e,Az,)=0

o o - - - o o . maa
(I, oy-mga)e,nz,)=0 = l,py-mga=0 & y="9
N

Le résultat ci dessus montre que si la rotation propre est assez grande, la nutation est
négligeable et la précession pratiquement uniforme, elle s’effectue avec une vitesse angulaire

inversement proportionnelle a la vitesse de rotation propre.
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Lorsqu’un gyroscope est soumis a une rotation imposee, il reagit en créant un couple
gyroscopique et adoptant une rotation qui envoie I’axe du gyroscope s’aligner sur I’axe de la
rotation imposé.

Plus simplement, on peut dire que I’axe du gyroscope tend, en empruntant le plus court

chemin, a s’aligner sur I’axe du vecteur du moment extérieur du aux actions extérieures.
Dans le cas de I’approximation gyroscopique, deux cas peuvent se présenter :

a) Sile moment des actions extérieures est nul, I’axe du gyroscope garde une direction

-

Ay (S) = -
constante : M 0—0()

0pq =0 = ot =0 = o,(S)=Cte ;

b) Si M

- - - —> g - -
0 Fext =M yO a|0I’SZ IA QA/\Qprec+M0FeXt -
N -

Q, :doit étre porté par I’axe x, pour que I’équation puisse avoir une solution.

°« * -

I oX,ApZ,+My, =0 < —l,opy+M =0 (;: M

N’

Ce phénomeéne s’appelle effet gyroscopique.

En d’autre terme pour un gyroscope ayant une rotation propre élevée, si vous appliquer

une action sur I’armature pour obtenir une précession, vous faites apparaitre la

nutation. Pour un gyroscope a cardan cela signifie que si vous lui donner du y , il vous

donneradu 4.
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