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Suites
numeriques

Helge Von Koch (1870-1924) est
un mathématicien suédois qui a
donné son nom en 1904 a l'une
des premiéres fractales, le flocon
de Von Koch.

Il a décrit ce flocon dans un
article intitulé Sur une courbe
continue sans tangente, obtenue
par une construction géométrique
élémentaire.

Zoomer et voir toujours
le méme paysage

e flocon de Von Koch est un exemple de courbes
appelées fractales (courbes qui possédent des détails
de forme similaire quelle que soit I'échelle a laquelle
on les observe).
On présente ci-dessous les premieres étapes de la
construction du flocon de Von Koch a partir d'un triangle
équilatéral de coté 1.
La construction de ce flocon se poursuit de laméme facon,
etape aprés étape.
Pour le construire complétement, il faudrait une infinité
d’étapes.

AN
AL

Est-il possible de donner le périmétre de la figure obtenue a chaque étape (et pas seulement
pour les quatre premiéres!) ? Et que penser de |'aire du flocon ?



Recopier et compléter logiquement les suites de
nombres suivantes par trois termes.

a.-8;-5;-2;1... b.1;2;4:;8;16...
C.152:3:5;8;13...

e.-2;6;-18;54...

Recopier et compléter les égalités suivantes.
5= b2t x2~ud?

100 _ 405
d. 5. =10

Soitf une fonction définie pout tout entier naturel
npar:
fln) =9n? - 6n 5.

1. Calculer f(3), f(25) et f(50).

2. Existe-t-il des entiers n tels que f(n) =57
Si oui, le(s)quel(s) 7

. Existe—t-_il des entiers 1 tels que f(n) =-67
Si oui, le(s)quel(s) ?

o Répétitions de motif

Voici une suite de maisons dessinées avec des
allumettes.

N (Y O

1¢ étape 2¢ étape 3¢ étape

* Combien d'allumettes sont nécessaires pour
la 6° étape?

DIAPORAMA
DE GAMMES
SUPPLEMENTAIRES

e Suite logique

On construit une suite de nombres en
commencant par le nombre -4 et en appliquant le
principe :

« Un terme est lasomme du triple du terme
précédent et de 5.»

» Quel est le 3° terme de cette suite de nombres ?

6 Pourcentages

Recopier et compléter les p_hrases suivantes.

1. Augmenter une quantité Q de 10 % revient a
multiplier Q par ...

2. Le prix d'un produit est passé de 100 a 125 €.
Le pourcentage d'augmentation est ... %.

3. Le prix d'un produit est passé de 200 a 160 €.
Le pourcentage de diminution est ... %.

4. Pour les soldes, le prix d'un produit a 60 € baisse
de 15 %. A la fin des soldes, le prix du produit est a
nouveau augmenté de 15 %.

Le prix du produit apres les soldes est ...

5. Unsalaire de 1 800 € augmente chaque année
de 3 %. Au bout de 3 ans, le salaire est de ...

o Tableau de valeurs

On donne ci-dessous un tableau de valeurs d'une
fonction f définie pout tout entier naturel n.

n 0 1 2 | 3 4 5
fta) 1 2 5 10 17 26

1. Conjecturer une expression de f ().

2. En admettant la conjecture faite au a., que vaut
f(20)?

3. En admettant la conjecture faite au a., existe-t-il
une ou des valeurs de n telles que f(n) = 27057

4. Méme question pour f(n) = 6 899.

0 Algorithme

On considére 'algorithme suivant.

S50
Pour k allantde 1 a 100 faire
S S+k

* Que calcule cet algorithme ?




SITUATIONS
. EN VERSION
MODIFIABLE

" Pour construire le cours

A Compléter une suite de dessins

Objectif On présente ci-dessous deux suites de dessins.
Définir une suite i i
par une relation Suite 1 Suite 2
de récurrence °
et par une formule
g ® ®
explicite,
° ® LI )
® ° ® o o o o e ® o o o o @& e e e o @
° ° S ™ e o @
] L]
®

1) Recopier les dessins de chaque suite et dessiner les deux dessins suivants.
Indiquer, pour chaque dessin de chaque suite, le nombre de points nécessaires a sa construction.

Sans rien dessiner de plus, déterminer le nombre de points nécessaires pour former le 10° dessin de
chacune de ces deux suites.

Situation{:) Modéliser une croissance démographique

Objectif Bordeaux Métropole, projet :

s | «Objectif20305
Un million d'habitants en 2030

pour Bordeaux et sa communauté
urbaine ? C'est le projet que
lance Bordeaux Métropole en
partenariat avec l'lnstitut national
de statistiques (Insee).
En 2007, année de référence pour
ce projet, Bordeaux Métropole
comptait 714 000 habitants.

Le Quatre pages Insee Aquitaine,
septembre 2013.

Un scénario, établi sur la base d’'une augmentation constante, prévoit une augmentation de la
population de Bordeaux Métropole de 11 800 personnes paran.,

1) Avec ce scénario, I'« Objectif 2030 » sera-t-il atteint ?

2) Proposer un scénario, établi sur la base d'une augmentation constante la plus petite possible qui
permette d'atteindre I'« Objectif 2030 ».




Chapitre 1 » Suites numériques

C Etudier des placements financiers a intéréts composés

Objectif Les organismes bancaires peuvent proposer différents types de placements financiers
LAt (intéréts simples, intéréts composés...).

(‘D a.Un capital de 1 000 € est placé a intéréts composés au taux annuel de 3 % (cela signifie que le
capital augmente de 3 % chaque année).

De quelle somme disposera-t-on au bout d’'un an 7 Au bout de 2 ans ? Au boutde 5ans ?
b. On note C, le capital acquis au bout de 12 années, exprimer C, , , en fonctionde C,.

(2) Un capital de 10 000 € est placé a intéréts composés au taux annuel de 5,2 %. On veut déterminer au
bout de combien d’années il atteindra 15 000 €.

On utilise pour cela la feuille de calcul ci-dessous.

A B
1  Période (en années) Capital
2 0 10000
1 1 [ ]

Proposer une formule a saisir en B3 qui permette, par recopie vers le bas, de compléter la colonne B.
Déterminer alors le nombre d'années nécessaires.

Situation@¥) Suivre I'évolution de la flore

Objectifs La pyrale est une redoutable chenille inva-
" : i sive qui s'attaque aux buis (petits arbres a
et conjacturer feuilles pérennes, communs sur le territoire
une limite, frangﬂiSl.
Un massif forestier des Pyrénées en est
victime depuis quelque temps. Les agents
de I'ONF (Office national des Foréts) ont
procédé a des relevés statistiques : chaque
année, le nuisible fait disparaitre 15 % des
buis de ce massif.
Alors que I'on compte 75 000 pieds de buis,
I'ONF préconise de replanter 3 000 plants
chaque année pour compenser les dégats
de la pyrale en attendant un éventuel traite-
ment contre cette chenille.

1) Sila préconisation de I'ONF n'est pas suivie, quelle conjecture peut-on émettre quant au nombre de
buis dans ce massif & long terme ?

2) On considére désormais que la préconisation de I'ONF est suivie.

a. Calculer le nombre de buis dans ce massif un an aprés cette préconisation, puis deux ans aprés.
b. Sion note u, le nombre de buis dans ce massif n années aprés cette préconisation, expliquer la
formule de récurrence u,,, , = 0,85 u, + 3 000 pour tout entier naturel r.

c. Alaide de la calculatrice, quelle conjecture peut-on émettre quant au nombre de buis dans ce
massif a long terme ?

L



Connaitre le cours

1. Modes de génération d’une suite

’ 1. Définition d’une suite numérique

Définition

Une suite numérique est une fonction u: n+— u (n) définie sur N (ou seulement pour n = k avec k
entier naturel) et a valeurs dans R.

Le nombre réel u(n), noté u, (se lit «u indice n »), est appelé le terme de rang n ou le terme général de
la suite. On note cette suite (u,).

Une suite (u,) peut étre représentée graphiquement par le nuage de points  «

n

de coordonnées (n; u,). - RS
v Exemple : T n_
Laliste 50;25;12,5; 6,25... définit les premiers termes de la suite (1) LR T e

telle que u, = 50, u, = 25, u, = 12,5, u; = 6,25... On dit que 50 est le terme
derang0;25 est leterme derang 1; 12,5 est le terme de rang 2, etc.

* 2. Suite définie par une formule explicite i, =f(n)

Définition
Une suite est définie par une formule explicite lorsque «, s’exprime en fonction de I'entier n.
Dans ce cas, on peut calculer chaque terme u, directement a partir de son rang n.

W Exemples

* Pour tout entier naturel n, on donne u, = 2n. ® Pour tout entier naturel n = 1, on donne
Ug=2x0=0; u;=2x1=2 VHZJH_—T.

Uy=2X2=4 ;... | ty=2x20=40. *v,=+1-1 =0 (le premier terme ici est v, et non

Vel iva=~N2-1=1;...; v;3=+17-1 =4

, 3. Suite définie par une relation de récurrence u, , , = f(u,)

Définition

Une suite est définie par une relation de récurrence lorsqu'elle est définie par la donnée de :

© son premier terme;

* une relation qui permet de calculer chaque terme a partir du précédent.

Dans ce cas, pour calculer chaque terme u,, il faut avoir calculé tous les termes qui le précédent.

Rang 0 1 2 3 4 5 n-1 n n+1

Terme Uy—B Uty — B Uy — B Uy — B Uy — B U — B — U, — B, —B
v Exemples
* On définit la suite (u,) par uy = 5 et chaque * On définit la suite (v,) par v, = 3 et, pour tout
terme est le triple de son précédent. entier naturel n, v, , , =4v, -6.
Uy =5 uy=3ug=3%5=15; Vo=3iv=41,-6=4Xx3-6=6;
u2:3ul,:3x15;:45___ V2:4V1—6:4X6—6: 18...
Remarque

Il existe d'autres modes de génération d'une suite comme par exemple un algorithme ou encore un
dénombrement lié a une suite de motifs géométriques.




Chapitre 1 « Suites numériques

Calculer des termes d’une suite

o Soit la suite () définie pour tout entier naturelnpar: u,=3n’-2n+ 1.
a. Calculer le terme de rang 5, puis le 10° terme.
b. Déterminer I'expression en fonction de n des termes u, , , et u,,.
e Soit la suite (v,) définie par v,= 1 et, pour tout entier naturel n, v, , , = 0,5v, + 4. Calculer v,.

9 Soit la suite (w ) définie w,= 3 et, pour tout entier naturel n, w, , , =2w (1-w )+ 2. Calculer w,.

2
a. Le terme de rang 5 est ug. On remplace n par 5 dans 'expression. ug=3 X 52-2x5+1=66;
Le premier terme étant de rang 0, le 10° terme est le terme de rang 9. ug=3x9*-2x9+1=226.

Do, =3+ 1) =2+ )+ 1=30"+2n+1)-21-2+1=3n"+6n+3-2n-1=3n"+4n+2
Uy, =3%(2n)?-2X(2n) +1=3x4n’-4dn+1=12n"-4n+1

{7 Pour obtenir v, il faut calculer tous les termes qui le précédent.
V=V, =05V, +4=05x1+4=45
v,=v,,,=05v, +4=05%x45+4=625
v3=V,,,=05v,+4=05x625+4=7,125

' Pour obtenir w., il faut calculer tous les termes qui le précédent.
s oy s Bfs B ” -1 _=3 ,5_1
wy=2wg(1-wo +2=2x 3(1-3) +2=3x (3N 4+ 2= B +2=3
wy=2w,(1-w,) +2=2x %(1_%) +2=1 x%+ 2:%
b, EXERCICE [N

B Définir une suite a partir d'un algorithme

On considére les trois fonctions informatiques suivantes programmées en langage Python.

l1def terme_u(n): ldef terme_w(n):

2 u=1/3 2 w=5

3 for k in range(n): 3 for k in range(1,n+1):
4 u=1/u-1 ldef terme_v(n): 4 w=w+3%(k-1)

5 return u 2 return n**2-2*n+1/n| 5 return w

o Qu'obtient-on lorsqu‘on appelle terme_u(3), terme_v(5) et terme_w(4) dans la console ?
€©) Préciser les modes de génération des suites associées a chacune de ces trois fonctions.

>>> terme_u(3) >>> terme_v(5) >>> terme_w(4)
-3.0 15,2 23
La premiére fonction permet de calculerles termes de la suite (u,) définie par la relation de récurrence :
-1 ; il
U= 3 et pour tout entier naturel n,u, ., = o 1.

La deuxiéme fonction permet de calculer les termes de la suite (v,) définie par la formule explicite :
Pour tout entier naturel n, v, = n® - 2n+ 1.
n

La troisieme fonction permet de calculer les termes de la suite (w,) définie par la relation de récurrence:
wy=>5 et pour tout entier naturel n, w, ,, =w, + 3n.

m 9p. 30

=
a4



Connaitre le cours

p. 20

2. Suites arithmétiques
¥ 1. Définition

Définition

Soit u, un nombre réel.

Une suite («,) de premier terme u, est arithmétique s'il existe un nombre réel r tel que, pour tout
entier natureln,onau, ,,=u, +r.

Le nombre r est appelé raison de la suite (u,).

Remarque

Une suite (u,) est arithmétique si, pour passer d’un terme au suivant, on ajoute toujours le méme
nombre ou encore si la différence u,, , ; —u, ne dépend pas de n.

v Exemple

Soit la suite (u,) définie par u, = 3 et, pour tout entier naturel n, 1, , ;= u, +5
On passe d’un terme au suivant en ajoutant 5. Ainsi u, =8, u, =13, u; =18 ...
La suite (u,) est arithmétique de premier terme 3 et de raison 5.

Propriété

. . . . . Mo My o U5 u,
(u,) est la suite arithmétique de premier terme i, et de raison r = 5 = /
si et seulement si, pour tout entier naturel n, ona u, = u, + nr. ==
Remarques
* La propriété précédente peut étre utilisée avec d'autres termes que i, :
u,=u, +(n=1)r=u,+ (n-2)r= ... etde facon générale pour p entier naturel, u, = u,+(n-phr.

* De larelation de récurrence u, , , = u, + r, on peut passer a la formule explicite i, = uy+ nr.
* Pour une suite arithmétique, on a u, = f(n), ot fest la fonction affine définie pour tout réel x par
f{x) = uy + xr. Dans un repére, les points de coordonnées (n; u,) sont alignés.

W Exemple ™u,

Soit la suite () définie par u, = -1 et, pour tout entier naturel n: S T
Uy =, + 1,5 4 !
La suite (u,) est arithmétique de premier terme u,= -1 et de raison 1,5. 34 T ""'T :
Donc, pour tout entier naturel n, ona u, = u, +nr=-1+1,5n. b
2------- -+ i
1 Eob

na SR ERERTR

T T T T C
10 1 2 3 4

’ 2. Somme des premiers entiers

Propriété

Pour tout entier naturel nnon nul,ona1+2+3+...+n= ﬂ”’zL”.

Remarque

Il s"agit de la somme des n premiers termes de la suite arithmétique (u,) de premier terme u,=1 et de
raison 1. La formule de la somme de termes consécutifs d'une suite arithmétique quelconque est don-
née et démontrée p. 21.




Chapitre 1 « Suites numériques

n Reconnaitre une suite arithmétique

o La suite (u,), définie par u, = n? pour tout entier naturel n, est-elle arithmétique ?
e La suite (v,), définie par v, = n’ - (n + 1)? pour tout entier naturel n, est-elle arithmétique ?

) On commence par calculer les premiers termes de la suite (1) 11y =0;u, =1;u, =4.
Onau,—uy=1etu,—u, =3, donc u, — uy# u, — ut,.
La suite («,) n'est donc pas arithmétique.

) On commence par calculer les premiers termes de la suite (v,):
vy =02=(0+1)2=-1;v,=12=(1+10=-3;v,=22-(2+1)*=-5.
I semble que la suite (v,) soit arithmétique de raison -2. Pour le prouver, on montre que la différence entre
deux termes consécutifs quelconques est égale a -2. Pour tout entier naturel n, on a:
V=V, =0+ V- +2-[-n+ 1=+ 2n+1-n’-4n-4)- (> —n’>-2n-1)
Vop1=V,=2n=3)=(-2n-N==-2n-3+2n+1=-2,
Ainsi, pour tout entier naturel n, v, , , —v, = -2, donc la suite (v,) est arithmétique de raison -2.
Remarque : On peut également prouver que (v,) est arithmétique en montrant que v, = f(n) avec f affine.
v, = n?-(n?+2n+ 1) =-2n-1=£(n) avec faffine.
b EXERCICE [REGRES

B Etudier une suite arithmétique

Soit la suite (u,) définie par u,= -7 et, pour tout entier naturel n, u, , ; = u, +4.

n+1

o Donner la formule explicite de u,. En déduire la valeur de u,,.
'9 Un terme de la suite vaut-il 2019 ?

Donc, pour tout entier naturel n, on a u, = u, + nr= -7 + 4n. En particulier,ona u,, =-7 + 4 x21=77.

' On cherche s'il existe un entier naturel n tel que u, = 2019. On résout cette équation par équivalence.
1, =2019 &7 +4n=2019 <> 4n= 2026 = n = % = 506,5

n doit étre un entier naturel, donc aucun terme de la suite n‘est égal a 2019.

MEETES 19p. 31
Exercice résolu B Calculer une somme de termes
On construit une ligne brisée formée de segments perpendiculaires 4
en « spirale ». Le 1¥ segment a pour longueur 1 cm et chaque segment est plus
long de 1 cm que le segment précédent. : 7
* Quelle est la longueur de cette ligne brisée lorsqu’on a tracé 25 segments ? i
-
2
6

1+2+3+...+25= 25(225+“ = 25X26 - 375

La ligne brisée constituée de 25 segments mesure 325 cm.
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3. Suites géométriques
¥ 1. Définition

Définition

Soit u, un nombre réel.

Une suite (#,) de premier terme 1, est géométrique s'il existe un nombre réel g tel que, pour tout
entier naturel n,onau, , , = qu,

Le nombre g est appelé raison de la suite (u,).

Remarque

Une suite (u,) est géométrique si, pour passer d’'un terme au suivant, on multiplie toujours par le méme
nombre.

W Exemple

Soit la suite (u,) définie par u, = 5 et, pour tout entier naturel n, u, , , = 2u,.

On passe d'un terme au suivant en le multipliant par 2. Ainsi u, = 10, u, = 20, u;=40...
La suite (u,) est géométrique de premier terme 5 et de raison 2.

— Propriéeté A ;
EMO . = e g . : o 2 3 1
p. 20 (u,) est la suite géométrique de premier terme u, et de raison g si &3’ o /
et seulement si, pour tout entier naturel n, ona u, = u,q". <
Remarques u,
cels sk - e ' - [ bt =+
* La propriété précédente peut étre utilisée avec d'autres termes que u,: 150 '
u,=u, xq" " '=u,xq" = ... et,defacon générale, T;gg E
pour p entier naturel, 1, = i, X g% 10 !
. i ]
* De larelation de récurrence u, , , = gu,, On peut passer 110 E
a la formule explicite u, = uyq". 3% E
Ainsi, pour une suite géométrique, u, = f(n), ou f est une fonction 80 '
]
de type « exponentielle » qui sera vue dans un chapitre ultérieur. g’g '
----------- +
v Exemple ig £
Soit la suite (u,) définie par u, = 2 et, pour tout entier naturel n,u, , ,=3u,. 30 P
- - s - - - L i
La suite (u,) est géométrique de premier terme u,=2 et de raison 3. 3;—8 -------- * 1
Pour tout entier naturel n,onau, =u,x ¢"=2x3" il R (N[ 5
n 0 T T t T T rd
o 1 2 3 4 n

,2. Somme des premieres puissances d’'un réel g

Propriété
D EE‘L;] Pour tout entier naturel n et pour tout réel g différentde 1,ona:
p.
1 . |
14g+g°+ g+ ...+ ¢"= ——gq—
Remarques

¢ Il s’agit de la somme des n + 1 premiers termes de la suite géométrique (u,) de premier terme u,=1
et de raison ¢ différente de 1. La formule de la somme de termes consécutifs d'une suite géométrique
quelconque est donnée et démontrée p. 21.

e Lorsque g=1,lasomme 1+ g+q¢?+¢ + ...+ ¢"vautn + 1.
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Reconnaitre une suite géomeétrique

o La suite (1) est définie, pour tout entier naturel n, par u, = (n + 1 (u,) est-elle géométrique ?
9 La suite (v,) est définie, pour tout entier naturel n, par v, = 5x 3"* - (v} est-elle géométrique ?

I/ On commence par calculer les premiers termes de la suite (1) 11y =1;u, =4; u;=9.

u 1)

Onad—get2= donc 1+ _2donc la suite (1) n"est pas géométrique.
‘0 iy Uy Iy i

? On commence par calculer les premiers termes de la suite (v,) : v, = 45 ; v, = 135 ; v, = 405.

Il semble que la suite (v,) soit géométrique de raison 3. Pour le prouver, on montre que pour tout entier
naturel n, v_s'écrit de la forme v, =v,x 3"
v,=5x 3’“r 2-5x3"%3%=5x% 9 % 3" =45 x 3" donc la suite (v,) est géométrique de raison 3.

23 p. 31
B Etudier une suite géométrique

Soit la suite (u,) définie par u, = 6 et, pour tout entier naturel n, 1, , = %u“.
o Donner la formule explicite de u,. En déduire la valeur exacte puis arrondie a I'unite de u,,.

'9 Quel est le rang du premier terme qui dépasse 100 ?

2D Lasuite (u,) est géométrique de premier terme u, = 6 et de raison 3 Dong, pour tout entier naturel n,on a

— E li 3\t _ 331441 519
U, = yq" = 6x ( ) n particulier, u,, = 6 X (5) = 004G ;
) Pour tout entier naturel n, u,=6x (2) On cherche le plus petit entier n tel que 6 x (g) 100.
En calculant les premiers termes a la calculatrice, on trouve u; = 9; u, = % =135;u;= §4—1 =20,25;
243 . 729 AW 2187 . 6561
H4— T—30,375,H5— W"ﬂ-‘%,h‘ﬁ— T "'-‘68, H?— — =103.
Donc le plus petitentier 12 tel que 6 x (—g«)ﬂ = 100 est 7. MEEEES 25 p. 32

B Calculer une somme de termes

Surun échiquier de 64 cases, on place un grain de riz sur la premiére case, deux grains de riz sur la
deuxieme, quatre grains de riz sur la troisiéme, et on continue en doublant a chaque case le nombre de
grains de riz.

o Combien y a-t-il de grains de riz sur la derniére case ?

9 Combien y a-t-il de grains de riz sur I'échiquier ?

On définit la suite (u,) ainsi: u, désigne le nombre de grains deriz sur la 1 case, u, le nombre de grains de riz

e o H —
surla2® case, ... Onau, =1 et, pour tout entier natureln, u, ;= 2u,.

La suite («,) est donc |a suite géométrique de premier terme u, = 1 et de raison 2.

I} On adonc, pour tout entier naturel n, u, = uyg" = 2". En particulier, le nombre de grains de riz sur la 64° case
est ugy =2°°=9223372036 854 775 808 ~9x 10'%.
“} Pour tout entier naturel n, 1+ 2+22+ ... + 2" = % =t
Le nombre de grains de riz sur I'échiquier est donc 2%* — 1 = 18 446 744 073 709 551 615~2 x 10",
b EXERCICE JiNCR
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4. Sens de variation d'une suite

¥ 1. Définition

Définition
On dit qu'une suite (u,) définie sur N est:

Remarques

* Pour certaines suites, 'inégalité u, , ,
partir du rang p.

termes consécutifs u, , , —u,.

W Exemples
a.0 2,4,6,...
précédent.

¢ croissante si et seulement si, pour tout entier naturel n,u, , , = u, ;
¢ décroissante si et seulement si, pour tout entier naturel n,u, , , < u,;
¢ constante si et seulement si, pour tout entier naturel n, u, , , = u,.

=y, n'est vraie que pourn = p; ondit que (i, ) est croissante a
* Lorsqu'une suite est croissante ou décroissante, on dit qu‘elle est monotone.

® Pour étudier le sens de variation d’une suite, on pourra étudier le signe de la différence de deux

la suite des entiers naturels pairs est une suite croissante, chaque terme est supérieur au

b. La suite (v,) définie par v, = (-1)" n'est ni croissante ni décroissante. En effet, ses termes d'indices
pairs sont égaux a 1 et ses termes d'indices impairs sont égaux a -1.

2. Cas d'une suite arithmétique de raison r

® Si r > 0 alors la suite est strictement croissante.
» Si r=0 alors la suite est constante.

’ 5. Cas particulier de la suite (g")

® Sig > 1alors la suite (¢") est croissante.

® Si r < 0 alors la suite est strictement décroissante.

® 5i0 < g < 1alors la suite (¢") est décroissante.

7"
+
1 +++
N
.01.++”
R s

Remarque

Pour une suite géométrique (u ) de premier terme u,
* si u, est positif, la suite (u,) a le méme sens de variation que la suite (¢") ;

* Sig =0, alors la suite (¢") est constante, ¢" = 0.
® Sig=1, alors la suite (¢") est constante, ¢" = 1.
il

+
1

lg=1|

++++++

o] q:i*Ol_n)

etderaisong:

¢ si u, est négatif, la suite (u,) a le sens de variation contraire de celui de la suite (¢").
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Conjecturer un sens de variation a partir d’'une représentation

graphique
Conjecturer le sens de variation de chacune des suites représentées ci-dessous.
J\“" /\“"
)\ufl T T
- + - 4+
. + - 1+
= R 1+ — Tt
0] 4 n
1+ - T k +—
14 + 4+ e R +
T T Jl_ T T T T T } ——l—-lr.-'bF"') - -+
[ n 0] 4 n
Graphique 1 Graphique 2 Graphique 3

La suite représentée par le graphique 1 semble croissante a partir du rang 3. Les suites représentées par les
graphiques 2 et 3 semblent décroissantes.

B Déterminer un sens de variation

o La suite (u,) est définie, pour tout entier naturel n, par u,= n*+ 3n.
Montrer que (u,) est croissante,

HEEE 38 p. 3

: Fao Vo =3
e La suite (v,) est définie, par 5 y
V.., =V, — " pour tout entier naturel n.

n

Montrer que (v,) est décroissante.

0 Pour toutn € N, u
On en déduit que pour tout n € I, u

-u,=(n+ 12+ 3(n+ 1}-n2—3n:n2+ 2n+1+3n+3-n-3n=2n+4=0.
-, = 0,donc la suite (u,) est croissante.

n+1
n+1

9 PourtoutnEN,vnH—v =-pf=0.

H

On en déduit que pour toutn € N, v, , , - v, = 0, donc la suite (v,) est décroissante.

MEEEE 41 p. 33

Exercice résolu B Déterminer le sens de variation d’une suite arithmétique et
d’une suite géométrique

Les suites (u,) et (v,) sont définies, par :

Uy =1 . vy = —2
2 e :
U,,, = u, — 5, pour tout entier naturel n Vo = %vn, pour tout entier naturel .

 Déterminer la nature de chaque suite, puis déterminer son sens de variation.

v Solution commen

La suite (u,) est arithmétique de raison -5. Or -5 est négatif, donc (u,) est décroissante.

n
La suite (v,) est géométrique de raison % Pour tout entier naturel n, v, =-2 x (%) :

n
Ooro < % < 1 donc (%) est décroissante. Comme v, est négatif, la suite (v,) est croissante.
IEEEES 42p. 33

A7 4
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5. Notion intuitive de limite d'une suite

S'intéresser a la limite d'une suite (u,), c'est étudier le comportement des termes u, quand on donne
a n des valeurs entiéres aussi grandes que |'on veut, ce qui se dit aussi « quand n tend vers + ».
Différents outils (calculatrice, tableur, Python...) fournissent une représentation graphique ou un
tableau de valeurs de la suite qui permettent d‘émettre différentes conjectures.

P 1. Limite finie
(u,) est définie par u, = %,
pour tout entier n = 1.

HH
+
+
++
0.2 +""*"'++-|.+++|--|~+‘-l-<........ L b
0! i T T T T T T T T T T T T I L] T T I’!I
100 1000 100 000
u 0,01 0,001 0,00001

n

Les termes i, semblent se rapprocher autant
que I'on veut d'une valeur « limite » : 0.
On dit que la suite (u,) tend vers 0 lorsque n tend

vers + et on note lim u, = 0.
n—+®

P 2. Limite infinie
(u,) est définie par u, =n
pour tout entier naturel n.

2

Les termes de la suite semblent devenir aussi
grands que I‘on veut.

On ditque limu, = +<.
n—+%

3. Pas de limite

L _ 4n-5
(v,) est définie parv, = =t
pour tout entier naturel .
:\ uy,
] o R A A
1+ ++++
1 +
0- +| T L} T T L] T Ll L} T T T T L} L} L} L] T T I’;
n 100 1000 100 000
v 19458 19945  1,9999

n

Les termes u, semblent se rapprocher autant
que I'on veut d'une valeur «limite » : 2.
On dit que la suite (v,) tend vers 2 lorsque n tend

vers + eton note limv, = 2.
=34

(w,) est la suite arithmétique
de premier terme 16 et de raison -2.

B
1 n W,
2 0 16
3 10 -4
4 100 -184
5 10000 -19984

Les termes de la suite semblent devenir aussi
grands que |'on veut en valeur absolue tout en
étant négatifs.

On dit que lim w, = -2,
n—+m

Il existe des suites quin‘ont pas de limite, comme la suite («,) définie pour 7

toutn € N par u, = (-1)"

n
14+++++++++++

T L) T 1 )
0 5 n
“TH+++++++++++



Chapitre 1 « Suites numériques

n Conjecturer une limite a I'aide d’un graphique

Conjecturer le comportement de chacune des suites représentées ci-dessous quand n tend vers +.

B
vﬂ

-
L
*\
'|"I-++++++ Td
+A
+
+

0 é T T T T T T j; i T |++;++'++++n’
. 200 - ﬂ +
-+ ] ot +
o 20 n P
Graphique 1 Graphique 2 Graphique 3

0 Les termes de la premiére suite (1,) semblent se rapprocher autant que I'on veut de 1.

On conjecture limu, = 1.
H—3 4

() Lestermes de la deuxiéme suite (v,) semblent devenir aussi grandes que |'on veut.

On conjecture lim v, =+,
n—+%

e Les termes de la troisiéme suite (w,) semblent se rapprocher autant que l'on veut de 0 en alternant de
signes. On conjecture lim w = 0.

s WEEEH 45 p. 33

B Conjecturer une limite avec un tableur ou un algorithme

Conjecturer le comportement de chaque suite quand n tend vers + .
o pour (u,), en lisant le tableur.

e pour (v, ), en programmant l'algorithme suivant et en donnant des valeurs a n de plus en plus grandes.

* La suite (u,) est définie sur N par : * La suite (v, ) est définie sur N par:
u0=—1etun+1:(un)2—1. vﬂ=3etvn+1=vn—n2.
A B (=
1 n (uy) ve3
2 L] -1 i % i
« [T ] Pouri allant de 1 a n faire

: ; z - vev—(i—1)2

5 3 0 Fin Pour

6 a ey

7 5 1]

8 ] -1

0 La suite (1,) semble ne prendre que les valeurs 0 et -1 de facon alternée : elle semble ne pas admettre de
limite quand n tend vers + .

@ On peut programmer ainsi une fonction en Python.

1def terme_v(n): >>> terme_v(100)

2 v=3 -328347

3 for k in range(1,n+1): >>> terme_v(10000)

4 v=v-(k-1)**2 -333283334997

5 return v

Ainsi, v,p, = —328 347 et v, 40 = —3 % 10'! permettent de conjecturer que lim v, = -2, San

n—+«




Démonstrations et raisonnements

Comprendre une démonstration

On présente la démonstration des deux propriétés suivantes. La lire attentivement puis répondre aux
questions posées.

* (u,) est la suite arithmétique de premier terme u, et de raison r si et seulement si, pour tout
entier naturel n, onau, = uy+ nr.

“ (u,) est la suite géométrique de premier terme u, et de raison g si et seulement si, pour tout
entier naturel n, ona u, = uyg".

v Démonstration

© Soient (u,) la suite arithmétique de premier terme u,, et de raison r et (v,) la suite définie pour tout
entier naturel n parv, = u, +nr.

Pour démontrer la propriété, on va montrer que ces deux suites sont identiques.

+Onavy=u,+0xr=u, Les deux suites ont le méme terme initial.
« De plus, pour tout entier naturel n,ona:

Voo :u0+(n+1}r:u0+nr+r:vn+ r.
Les deux suites vérifient la méme relation de récurrence.

Dong, pour tout entier natureln,onav, =u,.

© Soient (u,) la suite géométrique de premier terme u, et de raison g et (v,) la suite définie pour tout
entier naturel n parv, = uyq".
Pour démontrer la propriété, on va montrer que ces deux suites sont identiques.

«Ona v, =uyg®=u,x1=u, Les deux suites ont le méme terme initial.
« De plus, pour tout entier naturel n,on a:

_ +1_ .
. L " v{:+1“u0?n “quoql“qvn'
Les deux suites vérifient la méme relation de récurrence.

Donc pour tout entier natureln,onav, =u,.

Dans ces deux démonstrations, la vérification « v, = u, » est-elle nécessaire pour conclure que les suites
(v,) et (u,) sont identiques ?

a.Quelle est |a relation de récurrence de la suite arithmétique (,) de permier terme i, et de raison r ?
b. Quelle est la relation de récurrence de la suite géomtrique (u,) de premier teme i, et de raison ¢ ?

Aurait-on pu remplacer « pour tout entier naturel n » par « il existe un entier naturel n» ?
Expliquer.
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o On souhaite démontrer la propriété suivante qui aurait été utilisée pour la premiére fois par le
mathématicien allemand Gauss (1777-1855) dans le cas n = 100, alors qu'il n"avait que 7 ans.

Pour tout entier natureln nonnul,onal+2+3+...+n= w.

En utilisant les indications suivantes, rédiger la démonstration de la propriété.
"Poser§=1+4+2+3+...+netmontrerque S+5=(1+n+2+m-1)+CB+n-2))+...+(n+1).
* En déduire la formule que I'on veut démontrer.

* A l'aide d'un raisonnement similaire, démontrer que si (u,) est une suite arithmétique de premier
terme u, et de raison r, alors pour tout entier natureln,on a:
(n+M(uy +u,)  (nombre de termes) % (T terme + dernier terme)

HO+HI+...+H”= P = 2 .

9 On souhaite démontrer la propriété suivante.

L |
Pour tout entier naturel n et pour tout réel ¢ différentde T,onal+g+¢°+q +...+ ¢"= ‘I‘IL
-4

En utilisant les indications suivantes, rédiger la démonstration de la propriété.
*PoserS=1+4+qg+g*>+q + ... +¢" avec n entier naturel et ¢ un réel différent de 1.

Calculer et réduire I'expression (1 - ¢)S5.

* En déduire la formule que I'on veut démontrer. Etait-ce nécessaire de prendre comme hypothése ¢
différent de 1 ? Expliguer.

* En utilisant cette formule, démontrer que si (1,) est une suite géométrique de premier terme 1, et de

raison g # 1, pour tout entier naturel n,on a:
22 141 __nombre de termes

- 1er q
Ug by + oo+ u,=u, T—q =1 terme x T

On considere les suites (u,) et (v,) définies pour tout entier
naturelnparuy=2,u,, ,=3u,+2etv, =u +1.
o La suite (u,) est-elle arithmétique ? Est-elle géométrique ?

Justifier.

La négation d’une propriété
La négation de « pour tout entier
naturel n, la propriété P, est vraie »
est « il existe au moins un entier
e La suite (v,) est-elle géométrique ? Justifier. naturel n tel que la propriété P, est
fausse ».



Apprendre

€ 5 VIDEOS
DE COURS

Modes de génération d’une suite

* Par une formule explicite : u, = f{n), ol fest une
fonction.

® Par un premier terme et une relation de récur-
rence u, , , = flu,), ol fest une fonction.

® Par un premier terme et un algorithme de calcul
des termes.

Sommes particulieres

* Somme des premiers entiers
Pour tout entier naturel n non nul,on a:
1+2+43+...+n= i"_('izil}.
® Somme des premiéres puissances d’'un réel

qg#1
Pour tout entier naturel n,on a:

14g+ @+ +...+¢"'=

1— +1

1-¢q

Sens de variation d'une suite

® (u,) est croissante <> pourtoutn € N, u, _
* (u,)est décroissante < pour toutn € N, u
® (u,) est constante <> pourtoutn € N, u

Notion de limite d'une suite

En observant les valeurs i, lorsque n est trés grand,
on peut conjecturer :
i

L
T T T T

of 5 7

e limy,=lER

o limu, =+
A4

Suites particulieres

® Suites arithmétiques
{uﬂ donné U, = gt nr
n

un+|:u:|+r

ou

” <=>u":up+(n—p}r

{up donné

n+1:un+r

« Si rest positif, (u,) est croissante.
» Sirest négatif, (u,) est décroissante.
« Sirest nul, (,) est constante.

* Suites géométriques
u, donné
[ o= U, =uyXqg"
II"M‘l--'l - qun
ou
u, donné -
[ r eu,=u,xq"""

“n+1 = qun

Iy

+ Sig = 1, (¢") est croissante.

«Si ¢ =1, (¢") est constante.

+Si0 < g<1,(g") est décroissante.

« Si ¢ =0, (¢") est constante a partir du rang 1.
+ Sig <0, (¢") n'est pas monotone.




sesCONNAaissances

Effectuer les exercices @ a @ et vérifiez vos réponses.
Sinécessaire, révisez les points de cours en texte ou en vidéo.

o La suite (u,) est définie par la formule explicite
u,=5+n etlasuite (v,) est définie par son premier
terme v,= 16 etlarelation de récurrence v, , ;=5 +‘(1:.
1. Calculer a la main uy, u,, v, etv,.

2. Déterminer al‘aide d’un tableur ou de la calculatrice
les 20 premiers termes des deux suites.

3. Ecrire un algorithme qui permet de calculer le
terme de rang n de la suite (v, ).

9 La suite (w,) est définie par son premier terme
w, =-2 et chaque terme est la somme du rang du
terme précédent et du double du terme précédent.
* Calculer w,.

e On consideére la suite arithmétique (i) de premier
terme u, = 48 et de raison -3.

1. Donner la formule explicite de i, puis calculer i,
2. Déterminer l'indice du premier terme négatif.

o On consideére la suite géométrique (v,) de premier
termev, = 7 etderaison 2.
* Donner la formule explicite de v, puis calculer v,

6 On a constaté que la population d‘une petite
ville, initialement de 8 500 personnes, diminue de
7 % par an.

1. Quel sera le nombre d’habitants de cette ville au
boutde 5ans?

2. Si cette évolution perdure, au bout de combien
d’années le nombre d'habitants aura-t-il été divisé
par2?

@ calculer les sommes suivantes.
§=18+19+20+...+100

o9 27
S'=1 2+4

Modes de géenération
des suites

Notion de limite €

@ Etudier le sens de variation de chaque suite
ci-dessous.
14 [”0 =-10

U, ,,=u,—5,pourtout n € N.

ug=-2
2, .
U, ,1=2n+u, pourtoutn € N

u
3. u
Jipaie -3’L, pourtout n € M.

n+1

€ Quelle est, parmi les suites représentées
ci-dessous, celle qui semble avoir une limite finie ?

M g
HH “H

&
+4
+F +++%+W

+
4
+
+
+

) CORRIGES
DES EXERCICES

Suites
numeériques

> Suites arithmétiques

» Suites géometriques

Sens de variation €

> Sommes particuliéres




Algorithmique
et programmation en Python

(1P @) Pyramide d'allumettes

Objectif On s'intéresse a des pyramides

by | construites avec des allumettes
comme ci-contre.

ﬂ En poursuivant ainsi, on obtient des

pyramides a autant d'étages que l'on
I I ﬂ ll souhaite a condition, bien sdr, d’avoir

assez d'allumettes.

1 étage 2 étages 3 étages

(‘D On consideére la fonction pyramide ci-dessous programmée en langage Python.

a. Compléter le tableau suivant qui donne les différentes

; ; = : : 1def ramide(n):
valeurs prises par les variables i, S et a au cours de I'exécution de Py (n)

2 =3
linstruction pyramide (3). 3 2:9
i I 0 1 2 4 for i in range(n):
S 0 El S=S+a
€ a=a+d
a 3 7 return S

b. Que représentent les différentes valeurs prises par la variable a?
c. A quoi correspond le nombre renvoyé par pyramide (3)7
(2) On souhaite connaitre le nombre maximal d'étages que I'on peut construire avec 1 000 allumettes.

a. Lafonction nb_etages di-contre renvoie le nombre

i ’ y ; 10def t :
maximal d’étages que l'on peut construire avec un nombre N Sk M Stages(i)

; 11 n=0
d'allumettes. _ 12 while pyramide(n) ...:
La compléter puis répondre au probléme. 13 n=...
b. Modifier cette fonction de sorte qu'elle renvoie aussi le e return...

nombre d'allumettes restantes.

2 Atteindre les limites

Objectif

(1) a. Quelle est I'expression de la suite (1) associée a la fonction terme_u ci-dessous (lignes 1a5) ?
by, Copier ou ouvrir le script et I'exécuter. 1def terme u(n):

. Dans la console, qu'obtient-on en saisissant : 2 u=1@

3 for i in range(n):
>>> terme_u(©) 4 u=0.5*%u+2
>>> terme u(4) 5 return u

>>> terme_u(9) 6
Ix=[n for n in range(1@)]

d. Que contient la variable x (ligne 7) ? Et lavariabley ~ ®y=[terme_u(n) for n in range(19)]

(ligne 8) ? (On peut afficher x et y dans la console). 10 import matplotlib.pyplot as plt

e. Conjecturer le comportement de la suite (u,) 11plt.scatter(x,y)
quand n tend vers + =, 12plt.show()
f. Compléter le script précédent avec les lignes 10 a 12 puis I'exécuter. Qu'obtient-on ?

(2) Afficher la liste puis le graphique des 15 premiers termes des suites suivantes puis conjecturer leur
comportement quand » tend vers + s,

2
a. (v,) définie pour tout n € N par v, = S
n+1
b.(r) arithmétique de premier terme —4 et de raison - —.

wo=~'|,5

W, =an + 2 pour toutn € M.
d. (k) géométrique de premier terme 2 et de raison -3.

c. (w,) définie par {
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(TP &) Suite de Syracuse

Objectif On appelle suite de Syracuse une suite (u,) d’entiers naturels définie de la maniére suivante :
Manipuler fes [istes. « le premier terme u, est un entier naturel non nul que l'on pourra choisir ;

: u, o ; .
« pour tout entier naturel n,u, . = —5"- si u, est pair;u,  , =3u, + 1 sinon.

n+1 n+1

CD a. Que remarque-t-on lorsqu’on calcule les premiers termes de la suite de Syracuse en prenant
ug=17
b. Le nombre 1 figure-t-il dans la suite de Syracuse de premier terme i, =107
La conjecture de Syracuse (datant de 1928 et non encore démontrée a ce jour) s'énonce ainsi :
« Quel que soit I'entier naturel non nul choisi pour i,
le nombre 1 est atteint par un terme de la suite. »
On appelle temps de vol de la suite I'indice du premier terme de la suite qui vaut 1.
On appelle altitude du vol de la suite la valeur du plus grand terme de la suite.

@ Copier le script ci-dessous dans I'éditeur Python.
1def Syracuse(u):

2 if u%2==0:

3 u=u//2

4 else:

5 u=3*u+l

6 return u

¥

8def Liste_Syracuse(u):
9 L=[u]

10 while ul=1:

11 L.append(Syracuse(u))
12 u=Syracuse(u)
13 return L

a. Quel nombre est renvoyé par Syracuse (6) ? Syracuse (7) ?
b. A quel test correspond u%:2==07?
. Quel est le réle de lafonction Syvracuze?

3) a.Queretourne linstruction Liste _Syracuse(14) écrite dans la console ?
b. Que fait I'instruction L.append (Syracuse (u) ?
c. Est-on slir que pour tout entier naturel u nonnul, Liste_Syracuse (u) renvoie une liste ?
4) Onrappelle quelen (L) renvoie la longueur de la liste L et max (L) renvoie la plus grande valeur de
la liste L.
a.Siu, =7, quelle est la durée du vol de la suite et quelle est son altitude ?
b. Ecrire un programme qui détermine la plus petite valeur de 1, qui donne un temps de vol supérieur
a 100.
c. Quelle est alors I'altitude de ce vol ?
Déterminer deux autres valeurs de u, qui donnent la méme altitude.

Boite a outils MEMENTO PYTHON : VOIR RABATS
® Pour désigner une liste de nombres, on ® Les listes peuvent étre définies en
utilise des crochets en début et fin de liste « compréhension ».
et des virgules pour séparer les nombres. L=[n**2 for n in range (4] est la liste [0.1.4.9].
L=[428113]



Outils numériques

_4 Comparaison de placements

On va comparer deux types de placement d'un capital C, au taux annuel de r % :

Objectif

@

[ RFE

Objectif
Lor

une limite.

- le placement a intéréts simples (chague année, le capital augmente de la valeur

stant g
constante C°x100}

« le placement a intéréts composés (chaque année, le capital augmente de 1 %).
On veut placer 1 000 euros sur un compte. Deux placements sont alors proposés :

- l'un au taux annuel de 8 % a intéréts simples (P1);

- l'autre au taux annuel de 5 % a intéréts composés (P2).

On note u, (resp. v,) la valeur acquise par le capital au bout de n années avec le placement P1

(resp. P2).
Expliquer les formules de récurrence u, , = u, + 80et v, ., = 1,05y,
pour tout entier naturel .

a. Utiliser le mode suite (ou Menu RECUR) de la calculatrice afin
d'afficher le tableau de valeurs des 11 premiers termes de ces deux
suites.

b.Quel est le placement le plus intéressant au bout des 10 premiéres
années 7

c. Déterminer a l'aide de la calculatrice le premier rang # tel que
U, <V,

Interpréter ce résultat en termes de placement.

d. Représenter graphiquement les 30 premiers termes de ces
deux suites, en adaptant au mieux la fenétre graphique.

a. Lessuites () et (v, ) étudiées précédemment sont des suites
particuliéres : comment les nomme-t-on 7

b. Exprimer les termes généraux u, et v, enfonction de n.

c. Reprendre la question 2 en utilisant les formules explicites
obtenues a la question précédente.

La suite de Fibonacci

La suite de Fibonacci est la suite (F,) définie par Fo=1F =1

et pour toutentier natureln, ¥, ,=F, ,,+F,.

Le nombre & = % est appelé le nombre d'or.

Dans la colonne B, calculer les premiers termes de la suite de Fibonacci.

F
Pour tout entier naturel i, on note Q= T”

n | u u
io00 1000
1 1080 1050
2 1160 11025
3 1240 1157.6
Yy 1320 12155
s 1460 1276.3
6 1480 1340.1
7 1560 1407.1
8 1640 14775
9 1720 1551.3
" [ — -
l: K
«
A B C
1 n Fa FiailEy
2 0 1
3 1 1
4 2
5 3
6 4
7 5
8 6

n
Dans la colonne C, calculer les premiers termes de la suite (Q, ) et en donner une représentation

graphique.
Conjecturer alors son comportement quand n tend vers + 2z,

Dans la cellule D1, déterminer une valeur approchée du nombre d'or. Que peut-on constater ?
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(1P () Etude de trois propositions d’embauche

Objectif Un jeune actif recoit trois propositions de rémunération lors A 8 =D B
enpael de son embauche dans une entreprise le 1¥' janvier 2019. 1 année n a4, B €,
L'évolution des salaires mensuels nets pour chacunedes 2 2019 0 1450 1250 1350
trois propositions est détaillée ci-dessous. 3/ 2020 1
Proposition A: : ;gi: ;
1450€en 2019, puisaugmentationde40 € chaqueannée ¢ .53 4
suivante. Wl 2024 | s
Proposition B : 8 225 6
1 250 € en 2019, puis augmentation de 5 % chaque année 190 ;g:g ;
suivante. s |
Proposition G 12 2029 10
1 350 € en 2019, puis augmentation de 2 % suivie d'une 13 2030 11
augmentation de 30 € chaque année suivante. 142031 12
On note A, le montant du salaire mensuel net de la |2 2932 13
E ; 16 2033 14
proposition A en 2019 +n, B, le montantdu salaire mensuel ;5,0 ¢
netde laproposition Ben 2019 + n,etenfin C, lemontant 1& 2035 16

du salaire mensuel net de la proposition C en 2019 + n.

8 Reproduire la feuille de calcul ci-dessus.
2

a. Quelle formule peut-on saisir en C3 qui, par recopie vers le bas, permet d'obtenir la colonne C?
b.Quelle formule peut-on saisir en D3 qui, par recopie vers le bas, permet d'obtenir la colonne D ?
c. Quelle formule peut-on saisir en E3 qui, par recopie vers le bas, permet d'obtenir la colonne E 7

(3) a. Faire apparaitre sur la feuille de calcul un graphique comme ci-dessous puis le commenter.
b. Quelle proposition donne le meilleur salaire

en 20307 Salaires annuels

Est-ce que cela veut dire que si le jeune ' 1
actif change d'entreprise en 2030, c’est R
cette proposition qu'il doit choisir en 2019 7 2000 T g 8o e
Expliquer. s0g g g8 3 0

@) Le jeune actif choisit la proposition B. Combien
d'années devrait-il rester dans cette entreprise =
pour que ce choix soit le plus rentable ? On 0
peut utiliser les colonnes F, G et H du tableur 3
pour calculer les sommes totales percues

depuis janvier 2019 pour chacune des trois
propositions.

Calculatrice Sur Casio : « SET » et « TABL »
» Pour afficher le tableau de valeurs : I’g é(}"
Sur Tl : « déf table » et « table ». 'gnn:? Eggb )

MBEMAL FLOTT AUTE REEL RAD HPF n

Grarkl Grarhz Grarhd
TYPE: SUITECR)

nMin=0

§ SUTTEC(n=2)

Buu(n+138uln)+80

ul(0)aloee

u(1)8 » Pour afficher le graphique :
Bwv(n+1)81.05xv(in) =

v(0)B81000 SurTl : « fenétre » et « graphe »,

u a . .

e Sur Casio : « V-Window » et « G-PLT ».
Tableur

® Pour tracer un graphique, sélectionner les cel-
lules contenant les données a représenter, puis
dans l'onglet « Insertion » choisir le type de gra-
phique souhaité.




) Réfléchir, parler & réa

ir

| Calcul mental )

nombres ci-dessous :
1155595135170
2.2;6;18;54;162;...
3.2:3:5;8:13; ..
4.4:7;13;25:49;...

9 27 81
5.2;-3;—=;—;—; ...

2 48
On considére la suite définie pour tout entier
naturel n par:u, =2n*-3n+1.
* Calculer les termes u; puis u,q, Uy, €t Uz,

o (u,) est lasuite arithmétique (1) de premier terme
iy = 3 et de raison -7.
e Calculer i,

o (u,) est la suite arithmétique de premier terme

u, = -2 et de raison 3
* Calculer u,,.

o Trouver le terme suivant dans chaque suite de o On considére la suite arithmétique (u,) telle que

u,=2etug=20.
» Calculer sa raison r et son premier terme i,

(v,) est la suite géométrique de premier terme
1

v, =81 et de raison ——.
3

» Calculer v, v, et v..

(v,) est la suite géométrique de premier terme
v, =0,01 et de raison 5.
* Calculer v,.

On considére la suite géométrique (v,) telle que
v, =50et v, =200.
» Calculer sa raison ¢ et son premier terme v,

Calculer les sommes § suivantes.
1.5=1+2+3+...+100

25=1+2+3+...+19
DIAPORAMA

CALCUL MENTAL
EN PLUS

[automatismes

@ Donner la relation entre u, , , et u, sachant qu‘a
chaque étape:
1.u, double.
2.u, augmente de 3,5.
3.u, augmente de 15 %.
4.u, diminue de 50.
5. u, diminue de 3 %.
6. u, diminue de 12,4 %.

0 Dans chaque cas, indiquer s'il s'agit d'une suite
arithmetique ou géométrique, donner la formule
explicite et préciser le sens de variation.

{no =100 {uo =—4
Tz 2
H1'|+1 = 4“:! un+1 = H" =B
3 u@ = _2 4 HO = _1
" u =i +0,6 ’ u [t
L iy n+1 3
{“1 =3 {“1 = 2500
5. 6.
un+l = un -3 un+l = —2!!”

@ Dans chaque cas, indiquer s'il s'agit d'une suite
arithmétique ou géométrique, donner la relation
de récurrence et préciser le sens de variation.

T.u,=4+02n 2.u,=-2x3"
3.u,=0,7" 4.u,=10x (4)
5.u,=6n-1 6.U =——

©

o

On considere la suite (u,) définie par u, = 200 et,
pour tout entier naturel n, i, , , = 1,2u,,.

1. Quelle est la nature de la suite (u,) ?

2. Avec une calculatrice ou un tableur, afficher
les dix premiers termes de cette suite.

3. Proposer un énoncé d'exercice qui utilise cette
suite dans un contexte lié a une évolution en
pourcentage.

Comment fait-on pour :

1. obtenir les premiers termes d‘une suite a la
calculatrice ? au tableur ? avec Python ?

. montrer qu‘une suite n‘est pas arithmétique ?
. montrer qu‘une suite est arithmétique ?

. montrer qu‘une suite n‘est pas géométrique ?
. montrer qu‘une suite est géométrique ?

. étudier le sens de variation d’une suite ?

ks WK

On considére la suite définie pour tout entier
natureln =1:u,= 2n? - 3n.
* Démontrer que (u,) est croissante.

(u,) est la suite géométrique de premier terme

uy=5etderaison0,9.

1. Ecrire un algorithme qui calcule la somme des

30 premiers termes de cette suite.

2. Ecrire un algorithme qui calcule la somme:
Ugg T+ Uqq Foue +Uog

~
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| Préparation d’un oral w

‘\
pégarrune acognte @) 1) 1o st it pour ot s raturt a2
permettant de présenter nyr = EUy = MG e RINE n
a I'oral une argumentation par v, = u, — 3 estune suite géométrique.
inc_liquant si les propositions o Si g est un réel strictement positif, la suite des sommes
suivantes sont vraies ou §,=1+q+¢*+q +... +¢" semble toujours avoir pour limite +
fausses. quand n tend vers + %,

o On dispose d'un capital de 1 000 € quel'on souhaite placer pendant
10 ans. Mieux vaut alors le placer a intéréts annuels simples au taux
de 2 % qu'a intéréts annuels composés au taux de 1,8 %.
. 9 N o
" Travail en gr
" b

Constituer des groupes de 4 éléves qui auront chacun un des rdles suivants.
Résoudre tous ensemble la situation donnée. Remettre une trace écrite de cette résolution.

' Animakeur Radacksur s &Itabasgm f!' Majtpe

aanennsedsd sesesrsnnns ﬂt du
-"e;: nsablle an Qhﬂi £~ -ponemparoie ‘_z --........_”““I“E
= Tc\u %?veau sonafe. | T :ieu ?mu g * 'esponsap|e
du groupe o responsabliecle fa Ry € lavanceme,
la trace écrite rédigée communiquer du travail dyy g
. distribue la parole par tous les membres avecle professeur ) U groupe
ur que chacun du groupe et, éventuellement, * veille ay res
s'exprime d'autres groupes du temps jmpart;

Une personne a gagné a un jeu et on lui propose de lui verser 300 000 € par jour pendant un mois.
En contrepartie, on lui demande peu de chose : le premier jour, elle doit rendre un centime d'euro; le
2° jour, 2 centimes d'euro ; le 3° jour, 4 centimes d'euro et on double ainsi chaque jour la somme qui
précéde, jusqu’a la fin du mois.

= La personne a-t-elle interét a accepter cette proposition ?

5 P

() > G
\\

On présente ci-dessous les quatre premiéres étapes de la construction, a partir d'un triangle équilatéral
de coté 1, d'une « figure fractale » appelée le flocon de Von Koch.

/NTIEZES

étape 1 étape 2 étape 3 étape 4
Apreés avoir effectué La construction de ce flocon se poursuit de laméme facon, étape apres
les recherches indiquées, étape.Pour le construire complétement, il faudrait une infinité d'étapes.
préparer une présentation Faire des recherches sur la notion de «figure fractale » et étudier en
orale, un poster particulier celle du flocon de Von Koch (on pourra étudier la suite des
ou un diaporama. périmeétres et celle des aires des figures obtenues a chaque étape).
8 o

@



' Modes de géneération d’une suite

Soit (u,) la suite définie pour tout entier naturel n par
u,= 2n’-1.
* Calculer ug, uy, u, et u,,.

Soit (1,) la suite définie pour tout entier naturel n = 1
_n+1
paru, = o

* Calculer iy, us, uz et uq.

Soit (v,) la suite définie par v, = 3 et pour tout entier
natureln,v_, ,=3v -4

* Calculer vy, v, et v,

Soit (w,) la suite définie par son premier terme w, =1
et les autres termes sont obtenus en ajoutant 1 au
double du carré du terme précédent.

1. Calculerw,, w, etw,.

2. Donner larelation entre w, , , etw,.

On considére la suite de triangles rectangles isocéles
suivante : le premier triangle a ses c6tés de longueur 1,
1 et+/2 cm.On effectue un agrandissement de rapport 3
pour obtenir le triangle suivant.

1. Construire les trois premiers triangles.

2. Calculer les périmétres p,, p, et p, des trois premiers
triangles.

Donner la relation entrep, ., etp,.

3. Calculer les aires a,, a, et a; des trois premiers
triangles. Donner la relationentre a,  , eta,.

Donner la valeur exacte des cing premiers termes de
chacune des suites proposees.

1. La suite (a,) est définie comme la suite des d ecimales
de 3.

2. La suite (b,) est définie pour tout entier naturel n
parb, = (-2)".

3. La suite (c,) est telle que, pour tout entier naturel n
non nul, ¢, est l'inverse du nombre n.

1. Pour chacune des suites ci-dessous, indiquer si elle

est définie par une formule explicite ou par une relation

de récurrence.

a.u, = 3n? pour tout entier naturel n.

b.v, =n-1 pourtout entier naturel n.

é. {wo =-2
w,,1=w,—5 pour tout entier naturel n.

d. x, = 4 pour tout entier naturel n.

L=1
e. 1
L= 51‘”_, pour tout entier naturel n > 1.

f.[ko: 5

k, ., =2n+k, pour tout entier naturel n.

2.Pour chacune des suites précédentes, déterminer les
trois premiers termes puis le cinquiéme terme.

504

+ O'ENTRAINEMENT SUR

kwyk

voir rabats

Calculer les quatre premiers termes des suites définies
ci-dessous par une formule explicite.
1. Pour tout entier naturel n, u, = -3n?-n+2.

2. Pour tout entier natureln = 1,v, = _2””+3.

3. Pour tout entier natureln = 2, w, =+n—2.

Om

Les algorithmes ci-dessous permettent de calculer le
terme de rang n de trois suites.

-4
Pour kallantde 1 an faire
Héeu+5

v« 300
Pour k allantde 1 a n faire
Ve2Xv

w0
Pour k allantde 1 a n faire
wek+3xw

= Indiquer le premier terme et la relation de récurrence
définissant chacune de ces suites.

On considére la suite définie par u, = 2 et, pour tout
entier naturel n, u, , , = 3u, - 4.

1. Cette suite est-elle définie par une formule explicite
ou par une relation de récurrence ?

2. Compléter l'algorithme ci-dessous de sorte qu'il
calcule le terme de rang n de la suite ().

s,
Pourkallantde ... a... faire
T2

P w

1. Calculer les quatre premiers termes des suites défi-
nies ci-dessous par une relation de récurrence.
a.uy=2,etpourtoutn e N, u, , ,=2u,-3.
b.vy=1,etpourtoutneN,v, , ,=-v,(3-v,).
c.wy=05 etpourtoutneN,w, ,,= wﬂz +w, -1
2. Pour chacune des suites précédentes, écrire un algo-

rithme qui calcule le terme de rang n.

n+1

@ CALCULATRICE

On considére la suite (a,) définie par:

ag=1
{ e 104, pour tout entier naturel n.
a —
s g WRE S

* Avec la calculatrice, donner une valeur approchée
deasa 107 prés.



@ TABLEUR

On considere les suites (u,) et (v,) définies pour tout
entier naturel n par:

u,=3-7n E‘t{vﬂ:6

V,p1="2v, +3.
A B C
1 n Uy, Va
2 0 3
1

» Indiquer les formules a saisir dans les cellules B3 et
C3 afin de compléter les colonnes B et C par recopie
vers le bas.

(u,) estla suite définie, pour tout entier naturel n, par
la formule explicite u, = (n + 2)2
* Prouver que u, =4 puis que, pour tout entier naturel

mu, =u,+2n+5.

' Suites arithmétiques

Calculer, représenter

1. Pour les suites arithmétiques suivantes dont on
donne le premier terme et la raison, exprimer le terme
général u, en fonction de n puis calculer ug.

a.u,=5etr=-1. b-uo=—2Etr=%.

c.uy=3etr=-

-h-IILﬂ

douy=1letr=2.

2. Dansunrepére (O; I,J), représenter les neuf premiers
termes de chaque suite.

Reconnaitre parmi les suites définies sur N ci-dessous
celles qui sont arithmétiques et préciser alors leur pre-
mier terme et leur raison.
a.u,=-2+3n b.u,= 2n%+3

1

i‘ - e
Q=3 n+1

f.unzn-\ﬁ

Reconnaitre parmi les suites définies ci-dessous celles
qui sont arithmeétiques et préciser alors leur premier
terme, leur raison et leur formule explicite.

i ty=-1 5. u, =0
U,y =W, +2n Uy yq = 21, + 1
u, =-6

n
c.{“0:4 d.{ L
II'{n+'I:1‘5+“n Uy1™

(u,) est une suite arithmétique telle que u, = 2 500
etu, =2 365.

1. Déterminer la relation de récurrence puis laformule
explicite de (u,).

2. Utiliser la calculatrice pour déterminerle
plus petit entier naturel n tel que u, est négatif.

u,—2

7o)

21

o

24)
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Une suite arithmétique commencant au rang 0 telle
queug=15etu,, =25.
= Déterminer sa raison et son premier terme.

Chercher
Une personne quin’a aucune pratique sportive décide
au cours d'un mois de faire chaque jour cing minutes
de sport de plus que le jour précédent.

* Au bout de combien de jours dépassera-t-elle les
deux heures quotidiennes de sport ?

On considere la suite arithmétique (1) dont chaque
terme s'obtient grace a l'algorithme suivant.

ldef suite(n):

2 u=1e

3 for k in range(l,n+1):
4 u=u+4

5 return u

1. Préciser le premier terme u, et la raison.

2. En déduire la formule explicite de u,.

3. a. En résolvant une inéquation, déterminer le plus
petit entier naturel n tel que u, = 1 000.

b. Modifier lafonction Python précédente pour qu'elle
réponde a la question 3. a.

I Suites géomeétriques

1. Pour les suites géométriques suivantes dont on
donnele premier terme et la raison, exprimer le terme
général u, en fonction de n puis calculer u..

1

a.u,=3etg=2. b.uoz'll)etqzi.

Cuy=-2etg=-3. d.uy=2etqg=3.
2. EMESEED A la caleulatrice, représenter graphique-
ment les 10 premiers termes de chaque suite.

Reconnaitre parmi les suites définies sur I ci-dessous
celles qui sont géométriques et préciser alors leur pre-
mier terme et leur raison.

a.u,=4+nx4 b.u,=3x(-2)"
Cu, = 2 d.u,= (E}"
®:u =352 fou,=2xn

Reconnaitre parmiles suites définies ci-dessous celles
qui sont géométriques et préciser alors leur premier
terme, leur raison et leur formule explicite.

& [“o = 3_ 5 b: [ u, = 'IOU;JH
Uypq = ety Upoe1™ ?
Uy=-2 u.=10

C. uo sy d.[ L
n+1 n ”,H_-'— e

i,
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1. On considére la suite géométrique (u,) de premier
terme u, = 1 000 et de raison 0,2, Déterminer u,.

2. On considere la suite (v,) définie par vy = 2 et tout
entier natureln,v, ., =-4v,.

Déterminer v..

(u,) est une suite arithmétique de premier terme 5 et
de raison 2.

(v,) est une suite géométrique de premier terme 1 et
de raison 1,2.

* Déterminer le plus petit entier n tel que v, > u,
(on peut utiliser la calculatrice ou un tableur).

Développement de bactéries

4

-

Une solution contient cing bactéries a l'instant = 0.
Apreés |'ajout d'un élément nutritif, le nombre de bac-
téries augmente de 25 % chaque seconde.

1. Ecrire un algorithme qui donne le nombre de bacté-
ries présentes dans la solution au bout de n secondes.
2. Au bout de combien de secondes le nombre de
bactéries va-t-il dépasser 20 000 ?

On considére 1def suite(n):

la suite géomé- 72 u=150

trique (u,) dont 3 for k in range(1,n+1):
chaque terme 14 u=2/3*u

s'obtient grace 5 return u

a la fonction Python suivante.

1. Préciser le premier terme u, et la raison.

2. En déduire la formule explicite de u,,.

3. a. A la calculatrice, déterminer le plus petit entier
naturel n tel que u, < 0,01.

b. Modifier la fonction précédente pour qu’elle réponde
a la question 3. a.

Dans le graphique suivant, le c6té du carré le plus grand
vaut 1. A chaque étape, le coté du carré suivant est
multiplié par 0,8.
.i‘\y

g
EE
I
Bl

=

0 1

* Quelle est I'aire du carré orange ?
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+ O'ENTRAINEMENT SUR

kwyk

voir rabats

| Sommes

Calculer, modéliser
Calculer les sommes suivantes.
a.4+7+10+...+64 b.50+52+54+...+1002

Calculer, modéliser

1. Calculer les sommes suivantes.
al+2+3+...+1000

b.501+502 +503+... + 1000

2. [ Retrouver les résultats de la question 1 en pro-
grammant |'algorithme suivant aprés |'avoir complété.

S0

Pourk allantde ... a ... faire
S

Fin Pour

Calculer, modéliser

Calculer les sommes suivantes.
a.1+05+05%+... +05'
b.1+15+15+...+1,5°

1. Calculer 1+3+32+3%+...+3"
2. 2 Retrouver le résultat de la question 1 en pro-
grammant |'algorithme suivant aprés I'avoir complété.

S50

Pourk allantde ... a ... faire
S ..

Fin Pour

Une entreprise décide de soutenir une association
caritative par des dons mensuels.

Le premier mois, I'entreprise fait un don de 1 €, et
chaque mois, elle fait un don de 1 € supplémentaire.
= Quelle somme totale I'association aura-t-elle recue
de l'entreprise au bout de 10 ans ?

Une entreprise décide de soutenir une association
caritative par des dons mensuels.

Le premier mois, I'entreprise fait un donde 1 centime
d’euro, et chaque mois, elle double son don.

» Quelle somme totale I'association aura-t-elle recue
de I'entreprise au bout de 1an ? au bout de 2 ans ?

Au mois de janvier, un constructeur automobile a
construit 155 voitures. Sa production augmente de
6 unités par mois tout au long de I'année.

» Calculer le nombre total de voitures fabriquées par
ce constructeur sur une année.

Une maison est louée depuis exactement 10 ans. La
1" année, le loyer mensuel s'élevait a 900 €. Puis,
chaque année suivante, ce montant a augmenté de 1 %.
» Calculer la somme totale (au centime d’euro prés)
représentant l'ensemble des loyers au cours de ces
10 années.



l Sens de variation

Chapitre 1 » Suites numériques

' Notion de limite

@ On areprésenté graphiquement ci-dessous les courbes @ Attribuer a chaque suite dont on donne |'expression

© o

de deux fonctions f et g.

Ay

S T T T - -

bt

= Conjecturer graphiquement le sens de variation des
suites (u,) et (v,) définies par u, = fln) et v, = g(n) pour
tout entier naturel n.

Déterminer le sens de variation des suites définies
ci-dessous.
=-5
=u, +n+3, pour tout entier naturel n
2. {v" = )
v, =v,(1=v,), pour tout entier naturel n

Déterminer le sens de variation des suites définies
pour tout entier naturel n par les formules explicites
suivantes.
l.u,=2-4n
3w, = n+2n

2.v,=2n"+3
&= 207 3"

Déterminer le sens de variation de la suite (1, ) définie
paru, = n?-8n+ 2 pour tout entier naturel n.

Pour les suites arithmétigues suivantes dont on donne
le 1*" terme et la raison, déterminer le sens de variation.

2
l.uy=-2etr=06. 2.v0=1etr=§.

3.wy=5etr=1-42 4.1,=-10etr=10"2

Pour les suites géométriques suivantes dont on donne
le 1¥ terme et la raison, déterminer le sens de variation.

4
2,vy=-1 etq:g.

4.1,=05etqg=10".

l.uy=3etg=2

3 woz_—ze‘tng.
3 3

Démonstration

On considére la suite (1,) définie pour tout entier natu-

rel n paru,=q" avecqg > 0.

1. Etudier le signe de la différence u, , , —u, en fonc-

tion de g.

2. En déduire le sens de variation de la suite («,) en

fonction de g.

du terme général la représentation graphique qui lui
correspond, puis conjecturer son comportement quand
ntend vers +.

T.u,=n-3

2.v,==2n+1
u, [ I u,
4 I 4 4+
D 1
- + 1 1 1 1 1 >
< + | N n
. + 4
- + - +
i + 4
0 T T t T T T T T T —> -1 +
1 n
4 + L B
4+ . -

Graphigue n®1 Graphique n°2

Le graphique ci-dessous est la représentation graphique
d'une suite (u,) définie pour tout entier naturel n.

s
H‘"

1. La suite (1,) semble-t-elle admettre une limite ?

2. La suite (u,) pourrait-elle étre arithmétique ou
géomeétrique ?

3. Conjecturer une expression de u, , , en fonction de
u,, et une expression de u, en fonction de n.

o CALCULATRICE § TABLEUR

On s’intéresse aux suites (u,) du type:

u, R
M .=2u (1—

n+1 n

,pour tout entier naturel n.

i,)

Recopier le tableau ci-dessous, puis compléter la
2° ligne al’aide de conjectures obtenues aprés avoir fait
afficher laliste des 10 premiers termes de la suite cor-
respondante sur la calculatrice ou al'aide d'un tableur.

U, -1 0 0,25 05 1 2

lim u,
n—+%

@



@ Raisonner, communiquer

Dire, dans chacun des cas suivants, en justifiant, si la
suite proposée est arithmétique, géométrique ou ni
I'un ni l'autre.

1. La suite (a,) est définie comme la suite des d écimales

du nombre 194

2. La suite (b,) est définie comme la suite des nombres
entiers naturels multiples de 3.

3. La suite (c,) est telle que :

Cp=2
c,.1 =5 c, pour tout entier naturel n.

4. La suite (d ) est définie, pour tout entier naturel »,
pard, =-4"

5. La suite (e,) est définie, pour tout entier naturel n,
pare, = % +1.

6. La suite (f) est telle que:

(£

I 1= 1-F pourtout entier naturel n.

On considére deux suites (u,) et (v,) définies pour tout
entier naturel n par:

= 3x2" ;4;1—1—3 ety = 3x2" -54”-3 '

1. Soit (w,) la suite définie parw, =u, +v,.

Montrer que la suite (w,) est géométrique. Préciser
son premier terme et sa raison ainsi que son sens de
variation.

2.Soit (1) la suite définiepar 1, =u, —v,.

Montrer que la suite (z,) est arithmétique. Préciser
son premier terme et sa raison ainsi que son sens de
variation.

u

Raisonner

1, A la calculatrice, calculer les six premiers
termes de la suite (u ) définie pour tout entier naturel
npar:

i, =2n°~ 30n° + 170n" — 450n° + 548n* - 240n.
Quelle conjecture peut-on faire ?

2. Calculer ug. Que dire de la conjecture précédente ?

On considére la suite (u,) définie par u, = 1 et, pour

tout entier naturel n, u —% u,+3.

n+1 =

1. Calculeru,, u, et us.

La suite (u,) est-elle arithmétique ? Est-elle géomé-
trique ?

2.Onposev, = u, - 2. Démontrer que la suite (v,) est

géométrique de raison —%.

3. En déduire I'expression de v, en fonction de n puis
celle de u, en fonction de n.

4. Déterminer le sens de variation de la suite (u,).

5. Vers quelle valeur semble tendre u, lorsque n tend
vers + .

@

52

54

©

Raisonner

On considére les suites ci-dessous.

{q:1
t, =5t

ot { Wo=-2
w,, 1 =n+w, pour tout entier naturel n.

_; + 2 pour tout entier natureln = 2.

Pour chacune d‘elles :

1. donner le rang et la valeur du premier terme;

2. calculer les cing premiers termes ;

3. indiquer si elle est arithmétique, géométrique, ou
ni l'un ni l'autre.

Factorielle () #vrHon
1. Copier le script de la fonction fact ci-dessous dans
I'éditeur Python puis compléter le tableau suivant.

1def fact(n):
2 u=1
3 for k in range(1l,n+1):
4 u=u*k
5 return u
n 0 1 2 3 4 5
fact (n)

2. Le nombre fact (n) est appelé la factorielle de n,
noté n!, et se lit « factorielle n » ou « n factorielle ».
Pour tout entier naturel n non nul, écrire le nombre n!
sous la forme d'un produit.

3. On considére la suite («,) définie pour tout entier
naturel n par u, = n!

Proposer une définition de cette suite a l'aide d'une
relation de récurrence.

Actualisation d’un capital

Chercher

On souhaite obtenir un capital de 100 000 € dans
15 ans.

* De quel capital doit-on disposer aujourd'hui sachant
qu’on pense le placer a intéréts composés au taux
annuel de39%?

ALGO
(u,) est la suite définie par u,= 2 200 et pour tout n € N,
u,, ,=05u, +100.

1. a. Programmer une fonction terme_u qui renvoie
le terme de rang n de la suite (u,).

b. Afficher la liste des 20 premiers termes de la suite (u,).
2. On pose v, = u, — 200. Programmer une fonction
terme_v qui renvoie le terme de rang n de la suite
(v,) puis affiche la liste des 20 premiers termes de la
suite (v,).

3. Conjecturer alors la nature de la suite (v,).

4. Démontrer la conjecture précédente.

5. Déterminer u, en fonction de n.

PYTHON



sion, le pourcentage de réduction de la taille en Ko (kilo
octets) d'un fichier aprés compression.

1. Un fichier a une taille initiale de 800 Ko. Apreés
compression, il mesure 664 Ko. Montrer que le
pourcentage de compression est de 17 %.
2.0nnotet, lataille en Ko dufichier aprésn compres-
sions successives au pourcentage de compression de
17 %.0n a 7,= 800.

a.Exprimert_ , , enfonctionder,.

b. Exprimer ¢, en fonction de .

3. En utilisant la calculatrice ou un tableur,
déterminer le nombre minimum de compressions
successives a effectuer pour que le fichier ait une taille
finale inférieure a 50 Ko.

Forage d'un puits
Modéliser

Un artisan propose de réaliser le forage d’un puits selon
le tarif suivant : le 1°" métre foré colte 100 euros, le
2° colite 110 euros, le 3° colite120 euros, ... chaque
métre supplémentaire colitant 10 euros de plus que
le précédent.

1. Quel est le colit du 15° métre foré ?

2. Un particulier veut faire réaliser un forage de
15 meétres dans son jardin. Combien va-t-il payer ?

Calculer la somme des 10 premiers termes de la suite :
1. arithmétique de 1 terme 8 et de raison -3.

2. géométrique de 1% terme 64 et de raison 0,5.
1

3. arithmétique de 1% terme -2 et de raison T

4. géométrique de 1* terme -2 et de raison T
S=8+...+ 212 est la somme de termes consécutifs
d’une suite arithmétique (u,).

Onsaitque 5= 5720.

1. Calculer le nombre de termes de cette somme.

2. Quelle est la raison de la suite (ue,) ?

@

Chapitre 1 » Suites numériques

@ En informatique, on appelle pourcentage de compres- @ Accroissement naturel

Le taux d'accroissement naturel (augmentation ou
diminution annuelle de la population en pourcentage)
de la population francaise est de 0,55 % par an depuis
1999 selon I'Insee.
On estime également que chaque année, le solde
migratoire (différence entre le nombre de personnes
qui sont entrées sur le territoire et le nombre de
personnes qui en sont sorties au cours de I'année) est
d'environ 75 000.
En 2018, le nombre d‘habitants en France était de
67,2 millions.
On fait I'hypothése que I'évolution observée perdure
et on note p, le nombre d’habitants estimé (en millier)
en France, 'année 2018 + n, avec n entier naturel.
1. Calculer p,.
2. Montrer que, pour tout entier naturel n, on a:

P, .q=1,0055p +75.
3. EEETH Compléter la feuille de calcul suivante pour
estimer le nombre d'habitants en France en 2060.

B3 fx  =B2*1,0055+75
A B C D

1 Année Population

2 2018 67200

3| 2019 67644,6

4 2020

4.0nposeu,=p,+13 636,363 64.

a. Démontrer que u, , , = 1,0055u,. Quelle est alors la
nature de la suite (u,) ?

b. Exprimer u, en fonction de n puis en déduire p, en
fonction de n.

5. Comment vérifier a la calculatrice |'estimation
obtenue a la question 3 ?

Raisonner

On considére la suite (u,) définie par la relation :
u,=2n’-8n+6,pour tout n € N.

Indiquer, pour chaque proposition, si elle est vraie ou

fausse en justifiant la réponse.

1. Il existe un entier naturel n, tel que 1, = 0.

2.Pourtoutn € N, u, < 0.

3.Pourtoutn €N, u, =0.



On dispose d'un carré de cété 1.

Etape 1 Etape 2 Etape 3
On colorie la On golorie la
moitié de la partie  Et ainsi de suite.

moitié du carré. :
non colorée.

1. A partir de quelle étape, plus de 99 % du carré est
colorié ?

2. Peut-on, par cette méthode, arriver a colorier tout
le carré initial de coté 1 ? Justifier.

Avec un dénombrement
A, A, A, ., A, sontn points d’un cercle.

On note i, le nombre de segments qui ont pour extre-
mités deux de ces points.

1. Montrer que u, =0, u,=1et u; = 3.

2. Trouver une relation de récurrence entre u
3. En déduire le calcul de u,,.

4. Déterminer une formule explicite pour u,.
5. 0n appelle corde, tout segment dont les extrémités
sont deux points du cercle. Avec 20 points sur le cercle,
combien de cordes peut-on construire ?

6. Combien faut-il de points au minimum pour
construire au moins 100 cordes ?

n+1 et un'

1.a. Montrer que la suite (), définie paru, =4n-7
pour tout entier naturel n, est une suite arithmétique
dont on précisera le 1*" terme et la raison.

b. En déduire son sens de variation.
4n+1

2. a. Montrer que la suite (v ), définie parv, = = pour

tout entier naturel n, est une suite géométrique dont
on précisera le 1% terme et la raison.
b. En déduire son sens de variation.

1. Déterminer la somme des multiples de 11 inférieurs
a 1 000.

2. Déterminer la somme des multiples de 3 inférieurs
a 100.

6 4

Le premier demi-disque a pour rayon 1 cm. On passe
d'une figure a 'autre en « enlevant » un demi-disque
dont le rayon est la moitié du précédent.

A0 A
A A

Les aires rouges a, (en cm?) ol1 n est le nombre d'étapes,
constituent une suite.

1. Rappeler la formule permettant de calculer l'aire
d'un demi-disque de rayon R.

2. Calculer agy, a, et a,.

3.0 rowon Compléter la fonction terme_a ci-
dessous de sorte quelle renvoie le terme de rang n
de la suite (a,).

1from math import*

2def terme_a(n):

3 rayon=1

aire_grise=pi/2

for k in range(n):
rayon=rayon/2
aire_grise=aire_grise-...

return...

@ - o O &

4. Programmer cette fonction puis conjecturer
I'évolution de la suite (a,) lorsque n tend vers +2. On
pourra se référer auTP3 pour obtenir une représentation
graphique de la suite (a,).

On considére une suite (i,) de premier terme wu,= 1.
Ecrire un algorithme qui détermine a partir de quelle
valeur de n la somme des n premiers termes de la suite
est supérieure a 10 000:

a. dans le cas ou (i,) est une suite arithmétique de
raison 0,1;

b. dans le cas ou (u,) est une suite géométrique de
raison 1,01 ;

c.dans lecasol, pourtout entier naturel n, u

e = 20, + 1

PRISE D'INITIATIV
Une boite contient 200 allumettes. On les regroupe
par paquets de la maniére suivante.

o 1

Le premier paquet contient une allumette, le deuxiéme
paquet contient 3 allumettes, le troisieme 5 allumettes
et ainsi de suite. A lafin, il ne reste plus que 4 allumettes
dans la boite.

* Combieny a-t-il de paquets d'allumettes ?



@ Consommation pétroliére

En 2017, la consommation annuelle mondiale de pétrole
était de 36 milliards de barils. Malgré les engagements
internationaux pour limiter cette consommation, elle
a continué d'augmenter, en moyenne de 1,8 % par an.
On note u, la consommation mendiale de pétrole pour
I'année 2017 + n, (ol n est un entier naturel), exprimée
en milliards de barils sous I'hypothése qu'une aug-
mentation annuelle de 1,8 % se poursuit. Ainsi u, = 36.
1. Exprimer, pour tout entier naturel n, u, , ; en fonc-
tiondeu,.

2. Exprimer, pour tout entier naturel n, u, en fonction
de n.

3. Estimer la consommation mondiale de pétrole pour
2040.

4. On souhaite déterminer a l'aide d'un
tableur la consommation mondiale de pétrole totale,
de 2017 a 2050. Pour tout entier naturel n, on note
S, =gty i, +..tu,

A B C
1 n u, S,
2 0 36 36
3 1
4 2
5 3
6 4

a. Quelle formule, saisie en B3 et recopiée vers le bas,
permet d'obtenirles premiers termes de la suite (u,) ?
b. Quelle formule, saisie en C3 et recopiée vers le bas,
permet d'obtenir les premiers termes de la suite (S,) ?
5.En 2017, on a evalué a 1 697 milliards de barils la
quantité totale de pétrole restante (exploité ou non).
Que penser de l'avenir énergétique de la planéte ?

Soit la suite (u,) définie par :
Uy =1

u,

U=
#H% 4

pour tout entier naturel n.

1. A l'aide de la calculatrice, conjecturer le sens de
variation de cette suite.

2.0n admet que tous les termes de cette suite sont
positifs. Justifier alors la conjecture obtenue a la
question précédente.

71)

@

73]

Chapitre 1 » Suites numériques

Les hypothéses de Malthus

Modaéliser

Thomas Malthus, économiste anglais du début du XIX®

siécle, a travaillé sur I'évolution de la population en

Angleterre.

En 1800, la population anglaise était de 8,3 millions

d’habitants. Bien que trés pauvre en majorité, toute

la population arrivait tant bien que mal a se nourrir.

Thomas Malthus prévoit que cette situation ne pourra

pas durer au cours du temps. Il émet les hypothéses

suivantes:

» la population en Angleterre augmente chaque année
de2%;

- la production agricole anglaise aidée par des avancées
techniques, permet de nourrir 400 000 habitants de
plus par an.

1. Traduire les hypothéses de Thomas Malthus en

choisissant deux suites dont on donnera les éléments

caractéristiques (nature, premier terme, raison).

2. En utilisant les hypothéses de Malthus, quelle est

la population de I'Angleterre en 1801 et le nombre

de personnes pouvant étre nourries cette année-la ?

CA IRICE A l'aide d'un tableur ou d’'une

calculatrice, afficher les termes des deux suites.

Déterminer la premiére année pour laquelle la

population ne peut plus étre suffisamment nourrie

suivant I'hnypothése formulée par Malthus.

Raisonner
On considére |a suite définie par son premier terme et,
pour tout entier naturel n, par:

U, 4= u”2-2u”-3.
1.Casou u, = 3.
a. Calculer u,, u, et u,.
b.Peut-on dire: «pourtoutn € M, u, > 0»?
Justifier la réponse.
C. Afficher les valeurs des vingt premiers
termes sur une calculatrice.
d. Quel résultat affiche la calculatrice pour u,, ?
Expliquer.
2.Casoliuy=-2.
Reprendre les questions précédentes.

On considére l'algorithme ci-dessous.

n«0
Tantque (n + 1)2-10(r+1)< n’-10n
né<n+1

1. Quelle est la valeur de la variable n a la fin de l'exé-
cution de cet algorithme ?

2. La suite (u,), définie pour tout entier naturel n par
u, =n’— 10n, est-elle monotone ?

3. Montrer que la suite (1) de la question précédente
est croissante a partir du rang 5.

@



@ Calculer, raisonner

(u,) est la suite définie par u, = 2 et, pour tout entier
u

T
w17 3y +17
On admet que, pour tout entier naturel n, u, # 0.
La suite (v,) est définie pour tout entier naturel n par

naturel n, u

1. Calculeru,, u, et u; puisv,, v, et v,.

2. Démontrer que la suite (v,) est arithmétique.

3. En déduire I'expression de v, en fonction de n puis
celle de u,, en fonction de n.

Chez les abeilles, le male s'appelle le faux-bourdon (fb),
il provient d’'un ceuf non fécondé.

Un ceuf fécondé donne naissance a une abeille femelle
(af).

Ainsi, une af a deux parents (une af et un fb) alors qu'un
fb n'a pas de pére. On a représenté ci-dessous l'arbre
généalogique d'un fb sur trois générations.

@)
(af) fb
(fb) @ b @)

1[E 2E 3E
génération  génération  génération

On note 4, le nombre d'ascendants de ce faux bourdon
a la n-ieme génération.
Onadonca,=1,a,=2eta;=3.

1. Donner les valeurs des termes a,, a. et ag.

On peut s‘aider de l'arbre généalogique de |'énoncé,
que l'on poursuivra.

2. Justifier que, pour tout entier natureln = 1,on a
Ay = 4 +d-‘¢'

3. En déduire le nombre d'ascendants decefb ala
15° génération.

Algorithme de Babylone

On s’intéresse a une suite de rectangles (R ), on note
L, lalongueurdurectangle R et/ salargeur.On pose
L,=5etl,=1.Tous les rectangles R, ontla méme aire,
etla longueurde R, , , estlamoyenne des dimensions
durectangle R,

1. Justifier que, pour tout natureln, L, x [ =5.

2. Montrer que, pour tout entier naturel n, ona:

L +1
n Lil etl = 10
2

n+l T

3. Calculer les dimensions des rectangles R, et R,.

4, A l'aide de la calculatrice, afficher les
10 premiers termes des suites (L) et (/).

5. Faire une conjecture sur le comportement des
rectangles R, quand n tend vers + .

@

6. 0n admet que les suites (L ) et (/) ont laméme limite
¢ quand n tend vers + et que la suite (L, x [ ) tend
vers ¢ quand n tend vers 450,

Déterminer la valeur exacte de c.

7. En s'inspirant des questions précédentes, proposer
un algorithme qui permet d'approcher le nombre
+2019 par un nombre rationnel a 107 prés.

Carbone 14
Le carbone 14 est un isotope radioactif naturellement
présent dans les organismes vivants. Lorsqu’un
organisme vivant meurt, le carbone 14 se désintégre
c'est-a-dire que la proportion de carbone 14 présente
dans I'organisme diminue regulierement. Cette
diminution est de 1,23 % tous les 100 ans.
1. On appelle demi-vie du carbone 14 le nombre
d’années n (exprimé en centaine d’années) qu'il faut
attendre pour qu’au moins 50 % de l'isotope soit
désintégreé.
Montrer que i est le plus petit entier naturel tel que
(1 1,23
100
P CALCULATRICE. | En utilisant un tableur ou la
calculatrice, déterminer la demi-vie du carbone 14.
3. Calculer le pourcentage (a 0,1 % prés) de carbone
14 présent dans un organisme 2 000 ans aprés sa mort.
4. On a découvert un organisme dont les 60 % du
carbone 14 se sont désintégrés. De quand date environ
la mort de cet organisme ?

) = 0,50.

LAy PYTHON
Avec des cubes identiques, on construit des pyramides
comme indiqué ci-dessous.

1. Combien de cubes sont nécessaires pour construire
une pyramide a 20 étages ? A 30 étages ?

On peut programmer une fonction Python qui,

pour un entier N donné, renvoie le nombre de

cubes nécessaires pour construire une pyramide a N
étages.

2. Ondispose de 5 000 cubes.

Quel est le nombre maximal d’étages que I'on peut
construire ?

On peut programmer une fonction Python qui, pour un
entier K donné, renvoie le nombre maximal d'étages
que l'on peut construire avec K cubes ainsi que le
nombre de cubes non utilisés.



@ Approfondissement

1. Pour I'achat d'une maison, on contracte a la banque
un emprunt de 200 000 € a un taux annuel de 2,5 %.
Le remboursement s'effectue en 24 annuités constantes
de 11 182,57 € qui servent d'une part a payer les
intéréts de la période et d'autre part a rembourser
le capital.

a.Observer le tableau d’amortissement ci-dessous. Le
reproduire sur un tableur en saisissant les formules
adaptées permettant de le remplir rapidement par
recopie vers le bas.

A B C D E F
1 Période; Montant Annuité Intéréts Capital Restant di
2 1 200 000,00 | 1118257 5 000,00 6 182,57 193 817,43
3 2 |193817,43 | 1118257 | 484544 5337,13  [187 480,30
4 3 187 480,30 | 1118257 4 687,01 649556 [180 984,73
5 4 |180984,73 | 1118257 | 452462 665795 174 326,78
6 5 |174326,78 | 1118257 | 4358,17 682440 |167 502,38
7 6 |167502,38 | 1118257 4 187,56 699501 160 507,37
& 7 16050737 1118257 | 401268 | 716989 |[153337,48
4 8 [153337,48 | 1118257 383344 734913 |145 988,35
10 9 145988,35 | 11 182,57 31649,71 7532,86 138 455,49
1M 10 |13845549 |1118257 | 346139 | 772118 |[130734.31
12 11 [130734,31 | 1118257 3 268,36 791421 122 820,10
13 12 |122820,10 | 1118257 3 070,50 811207 114 708,03
14 13 |114708,03 | 1118257 | 2867,70 831487 |106 393,16
15 14 10639316 | 1118257 2 659,83 852274 597 870,42
% 15 | 9787042 |1118257 | 244676 873581 | 8913461
17 16 | 8913461 |1118257 | 222837 8954,20 | BO 180,40
18 17 | 8018040 | 1118257 2 004,51 9 178,06 7100234
19 18 |7100234 |1118257 1775,06 940751 61 594,83
20 19 | 6159483 |1118257 153987 9 642,70 51952,13
21 20 5195213 |1118257 | 120880 | 928377 |4 0s837

22 21 |4206837 |1118257 | 1051,71 |10130,86 | 3193751
23 22 |3193751 |1118257 798,44 1038413 | 21 553,37
24 23 2155337 |1118257 | 53883 [1064374 | 1090964

25 24 | 1090964 |1118357 | 272,74 10 910,83 119

b. Pour tout entier naturel n, on note C, le restant di
au terme de la n-iéme période.
Justifier que la suite (C,) est définie par

C, = 200 000
C,,,=1025C, —11182,57

2. Observer les fonctions ci-dessous programmeées
en Python.

ldef C(n,A):

c=2806000

for 1 in range(n):
c=1.825*c-A

return ¢

annuite(n):

A=0

while C(n,A)>@:
A=A+0.01

return A

=
W m DWWl
[
el
=h

[ay
=

a. Que renvoie la fonction C?

b. Qu'obtient-on lorsqu’on saisit annuite (24) dans
la console ?

3. Déterminer au centime preés I'annuité constante
A correspondant au remboursement sur 15 ans d'un
emprunt de 100 000 € au taux annuel de 3 %.

Chapitre 1 » Suites numériques

@ Approfondissement

La tour de Hanoi

Le mathématicien francais Edouard Lucas (1842-1891)
a inventé un jeu de réflexion mathématique appelé
la tour de Hanoi. Ce jeu utilise trois tiges T,, T, et T,
ainsi que des disques percés de diamétres distincts
deux a deux.

Au début du jeu, les disques sont tous empilés sur T,
dans l'ordre décroissant de leur diameétre, le plus grand
disque reposant a la base.

T

.

1 2

Le but du jeu est de déplacerla « tour » de disques de
T, a T, en respectant les deux régles suivantes:

-on ne déplace qu'un seul disque a la fois, d'une tige
a une autre;

- un disque ne doit jamais étre placé au-dessus d’'un
disque de diamétre inférieur au sien.

Pour tout entier n = 1, on note L, le nombre minimal
de déplacements nécessaires pour transporter une
tour de n disques d’une tige a une autre.

1. Déterminer L, et L,.

2. En remarquant que pour pouvoir déplacer le plus
grand disque de T, a T, il faut d’abord avoir déplacé
la tour des autresdisques de T, aT,, montrer que pour
toutentiern=1,L, =L +1+L,

3. Déterminer le nombre de disques nécessaires pour
gue ce jeu dure au moins une heure a raison d'un dépla-
cement de disque par seconde.

4. a. Peut-on transporter une tour de trois disques de
T, a T; en moins de sept déplacements ? Expliquer.
b. Compléter la liste de sept déplacements ci-dessous
permettant de transporter une tour de trois disques
deT,aT,.

- Ter déplacement : petit disquede T, en T,.

» 2e déplacement : moyen disque de T, enT,.

- 3e déplacement : petitdisque de T; en T..

»4e déplacement : grand disque de ... en ...

+ 5e déplacement : ...

- 6e déplacement : ...

- 7e déplacement : ...

On considére la suite (S, ) définie pour tout entier natu-
reln=1par:

st (3 o3 3

* Quelle semble étre la limite de la suite (S,) ?

@



L'épreuve écrite

@ [0 Comparaison d’estimations
Un journal hebdomadaire est sur le point d'étre créé.

On considere la suite (u,) définie par u, = 65 et, pour
tout entier naturel n :
u,,,=08u,+18.

1. Calculer i, et u,.
2. Pour tout entier naturel n, on pose :

v, =u,—90.
a. Démontrer que lasuite (v,) est géométrique de raison
0,8. On précisera la valeur de v,,.
b. Démontrer que, pour tout entier naturel n,ona:
u,=90-25x0,8".
3. On considére lalgorithme ci-dessous.

1. 65

2.ne0
3.Tant que ...

4, nen+1

5. ue—08xu+18

a. Recopier et compléter la ligne 3 de cet algorithme

afin qu'il détermine le plus petit entier naturel n tel

que u, = 85.

b. Quelle est la valeur de la variable n a la fin de

I'exécution de l'algorithme ?

4. La société Biocagette propose la livraison hebdo-

madaire d’'un panier bio qui contient des fruits et des

légumes de saison issus de I'agriculture biologique. Les

clients ont la possibilité de souscrire un abonnement de

52 € par mois qui permet de recevoir chaque semaine

ce panier bio.

En juillet 2017, 65 particuliers ont souscrit cet abonne-

ment. Les responsables de la société Biocagette font

les hypothéses suivantes :

« d'un mois a l'autre, environ 20 % des abonnements

sont résiliés ;

= chaque mois, 18 particuliers supplémentaires sous-

crivent a l'abonnement.

a. Justifier que la suite (u,) permet de modéliser le

nombre d’'abonnés au panier bio le n-ieme mois qui

suit le mois de juillet 2017.

b. Selon ce modéle, la recette mensuelle de la société

Biocagette va-t-elle dépasser 4 420 € durant I'année

2018 ? Justifier la réponse.

c. Selon ce modéle, vers quelle valeur semble tendre

la recette mensuelle de la société Biocagette ?
D'aprés Bac Pondichéry 2018

) ‘04

Une étude de marché aboutit & deux estimations
différentes concernant le nombre de journauxvendus :
= 1™ estimation : 1 200 journaux vendus lors du lance-
ment, puis une progression des ventes de 2 % chaque
semaine suivante.

« 2% estimation : 1 200 journaux vendus lors du lance-
ment, puis une progression réguliére de 35 journaux
supplémentaires vendus chaque semaine suivante.
On consideére les suites (i) et (v ) telles que, pour
tout entier naturel n = 1, u, (resp. v,) représente le
nombre de journaux vendus la n-ieme semaine selon
la 1" estimation (resp. selon la 29¢ estimation). Ainsi
u, =v;=1200.

1. Calculer u, etv,,

2.0n considere la feuille de calcul ci-dessous.

A B C
1 u, Ve
2 1 1200 1200
)

.

4

a. Quelle formule, saisie en B3 et recopiée vers le bas,
permet d'obtenir les premiers termes de la suite (u,) ?
b. Quelle formule, saisie en C3 et recopiée vers le bas,
permet d'obtenir les premiers termes de la suite (v ) ?
3. a. Donner la nature de la suite (u,) puis celle de la
suite (v,).
b. Ecrire, pour tout entier naturel n = 1, les expressions
de u, et de v, en fonction de n.
4. Déterminer, a l'aide de la calculatrice, le premier
entier naturel n = 1 tel que :

1200 1,02"~' > 1200 +35(n - 1).
Interpréter ce résultat.

5. a. Montrer que, pour tout entier natureln=1,0on a:
141,02+1,022+ ...+ 1,02 ' =50% (1,027 - 1).
b. En déduire le nombre total de journaux vendus en

52 semaines (environ un an) selon la 1" estimation.
6. On rappelle que, pour tout entier naturel n,on a:
L'.I + L'”

2
Laquelle des deux estimations prévoit le plus grand
nombre total de journaux vendus au cours des 52 pre-
miéres semaines ?
7. 0n considére l'algorithme ci-dessous.

UI+U2+...+U"=H

51200

T« 1200

ne1

TantqueS=T
S« 8+1200x1,02"
T« T+1200+nx35
ne—n+1

La valeur de la variable n a la fin de I'exécution de cet
algorithme est 55. Interpréter ce résultat.



@ On consideére la suite (u,) définie par u, = 1 et pour

tout entier naturel :

n=1u,,,=2u,+1.
1. Calculer u, et u,.
2. Recopier puis compléter la fonction informatique
suivante programmeée en langage Python afin qu'elle
renvoie leterme u, pourn = 1.

1def terme_u(n):

2 U=

<l for i in range(...):
4 u=...

5 return u

3. Pour tout entier natureln = 1, on pose:
v,=u,+1.

a. Démontrer que la suite (v,) est géométrique de rai-

son 2.

b. Donner une expression de v, en fonction de n.
c.Endéduire que, pour tout entier natureln =1,ona:
u,=2"-1.

4. Déterminer le sens de variation de la suite (u,).

5. Conjecturer la valeur de lim u,,.
H—3<00

On s’intéresse a I'ensemble des ascenseurs d’'une
grande ville en 2017.

Pour chacun d'eux, un contrat annuel d'entretien doit
étre souscrit.

Deux sociétés d'ascensoristes, notées A et B, se par-
tagent ce marché.En 2017, la société A entretient 30 %
de ces ascenseurs.

On estime que chaque année :

«3 % desascenseursentretenus par A seront entretenus
par B I'année suivante ;

»5 % des ascenseurs entretenus par B seront entretenus
par Al'année suivante ;

- Les autres ascenseurs ne changeront pas de société
d‘ascensoristes I'année suivante.

On note «,, la proportion d'ascenseurs entretenus par
Aet b, la proportion d'ascenseurs entretenus par B
pendant 'année 2017 + n.

Onadonca,= 0,3 etby=0,7.

1.a. Calculer a,. Interpréter le résultat.

b. Démontrer que, pour tout entier naturel n,on a:
a,,,=097a,+ 0,055,

c. Quelle relation existe-t-il entre a, et b, ?

En déduire que, pour tout enter naturel n,
a,,;=092a, + 005.

2. a. Le directeur de la société A constate que, selon
cette estimation, la proportion d’ascenseurs entretenus
par sa société augmenterait au cours des années et se
stabiliserait a 62,5 %.

Indiquer, en le justifiant, lequel des algorithmes ci-apres
permet de calculer la premiére année pour laquelle
cette proportion dépasse 50 %.

Chapitre 1 « Suites numeériques

Algorithme 1 Algorithme 2
Ae03 Ae<03
N0 N0
Tantque A =05 Tantque A =05
A«092xA+0,05 A« 0,92 xA+0,05
NeN+1 NeN+1
Algorithme 3
A«03
N0

TantqueA = 0,5
Ae092xA+0,05
Ne—N+1

b. Déterminer la valeur de la variable N en fin d'exécu-
tion de cet algorithme.
3. Pour tout entier naturel n, on pose i, = a, - 0,625.
a. Démontrer que la suite (,) est une suite géométrique
dont on précisera la raison et le premier terme u,,.
b. En déduire que, pour tout entier naturel n, on a:
a,=-0,325x0,92" + 0,625.
c. Déterminer le sens de variation de la suite (a,).
. Vers quelle valeur semble tendre la suite (a,) lorsque
ntend vers +o,

D'aprés Bac Amérique du Sud 2018

On considére la suite définie par:

I'J.I = %
_n+1 .
Uy =3~ Uy pour tout entier natureln = 1.

1. Calculer u,, u; et u,.
u f

2.0n pose v, = pour tout entiern = 1.
n

1

Montrer que, pour tout entiern =1, v, _, =g

En déduire que la suite (v,) est une suite géométrique

dont on précisera la raison et le premier terme.

n
3. Montrerqueu, =n (l) pour tout entiern = 1.

n+1
4. Montrerque u, , , —u, = (l) (1 -2n) pour tout

3
entiern = 1. Endéduire le sens de variation de |a suite

(u,).

5. On consideére 'algorithme ci-dessous.

ne1
Tantquen (%]" > epsilon

ne—n+1

a. Quelle est la valeur de la variable n a la fin de I'exé-
cution de cet algorithme, lorsque epsilon = 1073?

b. Quelle est la valeur de la variable n a la fin de I'exe-
cution de cet algorithme lorsque epsilon = 1078 ?

c. Vers quelle valeur semble tendre la suite (1,) lorsque
ntend vers +?

A4



@ Gestion d'une tirelire M EENEES
Thomas posséde 20 € dans sa tirelire au 1 juin 2019. A partir de cette date, chaque
mois il dépense un quart ducontenu de sa tirelire puis y place 20 € supplémentaires.
Pour tout entier naturel n, on note «, la somme d'argent (en €) contenue dans la

tirelire de Thomas a la fin du n-ieme mois. On a i, = 20.

1. Montrer que lasomme d'argent conte-
nue dans la tirelire de Thomas a la fin du
1% mois est de 35 €.
2. Justifier que, pour tout entier naturel
mona:

u, = D,?Sun + 20.

3. a. Faire afficher sur la calculatrice les
20 premiers termes de la suite (u,)).

b. Selon ce modéle, vers quelle valeur
semble tendre la somme d’argent
contenue dans la tirelire de Thomas?

@ Une mise en équation

v

"\

Questions Moderato Questions Allegro

On consideére I'algorithme suivant.

U« 20

N«0

Tant que U < 70 faire
U«—075xU+20
NN+

1. Quelle est la valeur de la variable N a
la fin de I'exécution de cet algorithme ?
2. Interpréter le résultat précédent, en
rapport avec la somme d'argent contenue
dans la tirelire de Thomas.

Ons'intéresse alasomme S=1+3+5+7+... +2019.

On considere la suite (u,) des entiers
impairs de premier terme u, = 1.
1. De quel type de suite s'agit-il ?
2.Donner le terme général de cette suite.
3. a. Déterminer I'entier n tel que:

u, = 2019.
b. Ecrire la somme S a l'aide de termes
de la suite («,).

v

: Questions Moderato

1. Recopier et compléter 'algorithme
suivant afin qu'il calcule la somme S de
I'énoncé.

S0
Pouriallantde1a...
S iha

2. Programmer cet algorithme et donner
la valeur de S.

1. Pour tout entier naturel n, on pose
v, =u,—80.
Montrer que la suite (v,) est géométrique
de raison 0,75.
2. Montrer que, pour tout entier naturel
#,0Nna:

u,=80-60x0,75"
3. En déduire la somme d'argent, au cen-
time prés, dans la tirelire de Thomas au
1% juin 2020.
4. Déterminer le sens de variation de la
suite (u,).

v

Questions Allegro

Pour tout entier n = 1, on note 7, la
sommel+2+3+...+n.
1. Montrer que:
S=Ty19= 2T gpg-

2. En déduire la valeur de S.
3. En vous inspirant des questions pré-
cédentes, montrer que, pour tout entier
n=1o0na:

T+3+5+...+ 2n-1)=n’.



_I . No problem!

o His First name is Leonardo

Arecursive sequence (a,) is defined by the following
rule:

Chapter 1 Sequences

9 The New York Marathon

David is getting ready for the New York Marathon
(42.195 km) which is to be held on the first Sunday

in November.

He runs 10 km every day in August. From
September 1°' onwards, he runs daily 0.8 km more
than the day before.

Letuscalld, thedistancetravelled each day, withn=0
on August 31%, n = 1 on September 1!, n = 2 on
September 2" and so on.

1. Compute the first five terms of sequence (d,).

2.Express d, ,intermsofd,.

3. Calculate the distance run on September 30",
4. What day does David run 42 km?

“Each term is the sum of the previous two terms.”
1. Write a formula that describes the recursion rule.

2. Knowing thata, = 1and a,= 1, compute the first

six terms of this sequence.

3. This is a really famous sequence from a famous

Italian Mathematician, have you ever heard about

it?

4.The generic term of a sequence is given by:
a,= (5]

Show that this sequence follows the recursive rule
givenin question 1.

e Number of babies born

Estimates are produced for the number of babies born worldwide each year.

The estimates for 2004 and for 2008 were respectively 130,350 and 131,804, givenin thousands of births to the
nearest thousand.

Assume that successive yearly are in geometric progression.

1. Estimate the annual percentage increase of the number of births.

2. Find the estimates for 2011 (to the nearest thousand) and compare them to the real number that was 131,000
thousand.

3.1n 2014 the number of world births reached the pick of 139,000 thousand. Comment this number.

4. Work out the estimated total number of births between 2004 and 2012 inclusive (to the nearest thousand).

e NGAULTEIRL1{ 8 Dominoes

Make a chain of dominoes placing them end to end, then create your own game.

Multiply by two
the n-th term is—7
lus one to .

F;btain the My 7th term

(n+1)-th term. =

My 5th termis My third term
48. My common
My 9th termis ratiois 2.

768.

Sum of the first
one hundred
integers.

An arithmetic
sequence witha
common diffe-
rence equal to

Each term of

the sequence
termis - 1. is equal to the

My fourth term double of the

An arithmetic
sequence with a
common differ- 100 x 101

enceequal to-3 -2

My second

is—7. previous one
plus one.

and a negative
first term.

-3 and a positive
first term.




e Ressources du chapitre
disponibles ici :

www.lycee.hachette-

education.com/barbazo/ire "

Fonctions
polynémes
du second de

Muhammad Al-Khwarizmi est un
mathématicien, géographe et astro-
nome perse du 1x® siecle, originaire
de l'actuel Ouzbekistan.

Le plus célebre de ses écrits, Kitab
al-jabr wa al-mugdbala, que |'on
peut traduire par « le livre du rajout
etde I'équilibre », fut traduit en latin
au xi© siecle, sous le titre Algebra.
Traitant de la résolution des équa-
tions du second degré, il est consi-
déré comme le premier manuel
d‘algébre (leterme vient d'al-jabr).

Aller aux racines de |'algebre
et de l'algorithmique

I-Khwarizmi n’utilise aucune notation littérale, et
les résolutions sont décrites en langage « courant »
suivant des algorithmes (le terme vient de sonnom).
L'inconnue est désignée comme la racine ou la chose, les
constantes sont appelées dirhams.
Voici la description du calcul de la solution positive de
I'équation x? + 10x = 39.

« Quant aux carrés et aux racines qui égalent le nombre,
c'est comme tu dis : un carré et dix de ses racines égalent
39 dirhams. Sa résolution consiste a diviser les racines par
2, on trouve 5 dans ce probléme ; au carré on trouvera
25 qu‘on ajoute a 39 pour obtenir 64. Tu en prends alors
la racine qui est 8. Tu en retranches la moitié du nombre
des racines qui était 5, tu trouves 3. C'est laracine du carré
que tu cherches. »

de ses équations. Sa description de la résolution permet-elle, de nos jours, de déterminer une

J Bien que connaissant les nombres négatifs, Al-Khwarizmi ne les accepte pas comme solutions

deuxiéme solution de cette équation ?



o Equations et inéquations

Pour chaque proposition, dire si elle est vraie ou
fausse.

1.-3 est solution de x> + x -6 =0.

2. Six =2, alors 3x* = 7x-2.

3. Pour tout x réel, x* - 3x=x-x(4 - x).
4.L'opposé de 3x% - 6x + 5 est —3x> + 6x + 5.
5. Pour tout x réel, (x - 7)?+ 51,3 > 0.

9 Résolution graphique

1. Visualiser a l'aide de la calculatrice la
représentation graphique de la fonction f définie
sur R, par f(x) = x> - x - 12.
2. Résoudre graphiquement I'équation f'(x) = 0
et I'inéquation f(x) > 0.
3. Vérifier que, pour tout réel x,on a:

S = +3)(x-4).
4. Résoudre algébriquement l'équation f(x) = 0
et I'inéquation f(x) > 0.

e Racines carrees

Simplifier les écritures suivantes.

1.8 2.448 3.4/98

4.-124436 5.6 — V27 6. 24412
6 3 2

o Algorithme

Voici deux programmes écrits en Python.

1 def f(x): 7 def g(x):
a=(x+3)**2 e
b=-a g
c=b+4 10
return c 11 return ¢

1. Taper successivement dans la console f(0)
et g(0),f(-2) et g(-2), /(1) et g (1).

2. Que peut-on conjecturer ?

Démontrer cette conjecture.

DIAPORAMA
DE GAMMES
SUPPLEMENTAIRES

e Développer

Développer et réduire les expressions suivantes.
1.A=x-3(x-7)

2.B=(3x-2)

3.C=(2x-5)(2x+5)

e Factoriser

Factoriser les expressions suivantes.
1.A=x*-36

2.B=9x*-25

3.C=1-47

4.D=(-2x+1)32-4
5.E=25-(2%x+5)

6. F=7-(x+1)?

7.G=(2v-3)2- (x+1)?

8. H=(3x+1)-(x-7)

o Equations du second degré

1. Résoudre dans R les équations suivantes.
a.x?=8 b.x’=-4
c(x-1)7%=9 d.(x=1)-3x+2)=0
e.’+2x+1=0 f.(2x+3P+1=0
g.2x+3)%-4=0 h.(x-17-3
Lx(=7x+11)=0

2. Conjecturer le nombre de solutions d'une
équation du second degré.

3. Donner trois équations du second degré ayant
pour solutions -1 et 5.

0 Fonction inconnue

On donne ci-contre un extrait
de feuille de calcul.

La fonction saisie en colonne B
est une fonction f définie sur R
par f(x) =a (x —x)(x—x,).

La variable x est en colonne A.
En utilisant les renseignements
fournis par cette feuille,
déterminer:

a.lesréels x, etx,;

b.leréel a.
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. " SITUATIONS
Pour construire le cours B oo

MODIFIABLE

(‘Situation@)) Nourrir les dauphins

Dans un bassin, un dauphin nage tran-
quillement et apercoit, a l'instant

t = 0 seconde, un poisson lancé par son
soigneur. Il saute, l'attrape 1 seconde
plus tard a une hauteur de 1,5 métre

et replonge dans I'eau au bout de

6 secondes.

La trajectoire de son saut est modélisée
par la courbe d'une fonction fdéfinie par :
J)=alt-1)t-1),

ou q, 1, ett, désignent des réels.

Le niveau du plan d’eau du bassin cor-
respond a |'altitude 0 métre et /(1) est la
hauteur, en métre, atteinte parle dauphin
au bout d'une durée 1, en seconde.

- Déterminer I'expression de f{(1).

Situation@:® Transformer une fonction EEEEE

Objectif On considere les fonctions f; ¢ et h définies sur R par :
“|___('|I|f.'l'.i'|' f(x} o xz -y — 8,

; g)=(x-4)x +2)
eth(x)=(x-172-09.

(1) a.Représenter surI'écran de la calculatrice, les fonctions f, g et /.
Que peut-on conjecturer ?

. Démontrer cette conjecture.

. On appelle € la représentation graphique de fdans un repére.
Quels renseignements sur € chacune des écritures de f(x) donne-t-elle ?

(2) Soit k la fonction définie sur IR par k (x) = > - 4x 5.

a. Conjecturer, a l'aide de la calculatrice, I'écriture factorisée de k(x) et les réels a, o et B tels que
k() =alx-0)?+B.

b. Démontrer cette conjecture.

CS) Soit la fonction [ définie sur & par [ (x) = —x* + 4x - 3.

a.Conjecturer, a l'aide de la calculatrice, I'écriture factorisée de [ (x) et les réels a, o et f tels que
L) =alx-o)? +P.

b. Démontrer cette conjecture.

(&)  soitlafonction m définie sur I parm (x) = -2.% + 4x - 5.

a. Conjecturer, a l'aide de la calculatrice, les réels a, o et B tels que m (x) = a (x = 0)* + .
b. Démontrer cette conjecture.

c. Justifier que m (x) ne peut pas s'écrire sous la forme =2(x — x,)(x - x,).
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Situation{® Faire varier des paraboles

Objectif Soit fune fonction définie sur R par f(x) = a (x — &)? + B ot 4, a et P sont des réels avec a # 0.

Observer 'influen ce

a. A l'aide d'un logiciel de géométrie dynamique, créer trois curseurs a, o et B puis la représentation
graphique de f.

b. Observer la courbe de fetle nombre de solutions de I'équation f(x) = 0 lorsqu’on fait varier
successivement les paramétres a, o, puis 3.

c. De quels paramétres dépend l'existence de solutions de I'équation f{x) =07
Conjecturer une condition sur a et B pour que I'équation f{x) = 0 n'admette pas de solution.
Conjecturer une condition pour que I'équation f(x) = 0 admette une seule solution.
Enfin, conjecturer une condition pour que I'équation f(x) = 0 admette deux solutions.
Justifier ces conjectures.

(2) Soit g une fonction définie sur R par g (x) = ax® + bx + ¢ ol G, b et ¢ sont des réels avec a # 0.
a. Créer trois curseurs a, b et ¢ puis la représentation graphique de ¢ et le nombre A= b* - 4ac.

b. Observer la représentation graphique de g, le nombre de solutions de g (x) = 0 etle réel A lorsqu’on
fait varier successivement les paramétres a, b puis c.

c. Conjecturer des conditions sur A pour que I'équation g (x) = 0 n'admette pas de solution, admette
une seule solution, admette deux solutions.

d'un trinome.

Situation@®) Déterminer un bénéfice maximal

Objectifs Un constructeur automobile
i décide de commercialiser des

une fonctior voitures & bas colt : chaque voi-

':”"""'“'lf';m_ ture doit étre vendue 6 milliers
une inéquation. d'euros.

Sa production g peut varier entre
0 et 100 milliers de voitures. Suite
a une étude réalisée, les colts
de production (en million d'eu-
ros) sont donnés par la formule
suivante :
C(g) =0,05¢> + g + 80 (g exprimé
en millier d‘unités).

Exprimer, en fonction de ¢, la recette notée R (g), en million d'euros.

En déduire, en fonction de g, la fonction polyndme du second degré B qui donne le bénéfice réalisé
par I'entreprise.

a. Vérifier que B(g) = -0,05(g - 50)* + 45.
b.Dans quelintervalle doit se situer la quantité de voitures produites pour réaliser un bénéfice positif 7
Quel est le nombre d'automobiles a produire pour obtenir un bénéfice maximal ?

EH—L—C
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Connaitre le cours

1. Fonctions polynémes du second degré

’ 1. Fonction polynéme

Définition

Une fonction polynéme de degré 2 est une fonction f définie sur R dont I'expression algébrique
peut étre mise sous la forme f(x) = ax? + bx + ¢, ol g, b et ¢ sont des réels avec a # 0.

Les réels a, b et ¢ sont appelés coefficients de la fonction polynéme.

Remarque
L'expression ax? + bx + ¢ est dite forme développée de f(x) ou trinéme du second degré.

, 2. Forme canonique

Propriétés et définition
Toute fonction polynéme fde degré 2 de forme développée ax? + bx + ¢, admet une écriture de la

en ligne

formea (x - 0)? + B,oua= ——2% et B =f(o).

Cette écriture est la forme canonique de la fonction polynome.

’ 3. Variation et représentation graphique

Soit f'une fonction polyndme de degré 2 telle que, pour tout x, f(x) = ax? + bx + ¢, avec a # 0.

On pose o= —5% et f = flo).

Théoréme
b DEMO | * Sia > (0, alors fest strictement décroissante sur ]-=0 ; o] et strictement croissante sur [ot; + [.
B Sadmet un minimum égal a p atteint en x = ..

* Sia < 0, alors f est strictement croissante sur ]-=; o] et strictement décroissante sur [o; +2°[.
/admet un maximum égal a  atteinten x=cu.

Propriété (admise)
Dans un repere du plan, la courbe représentative de fest une parabole de sommet S (. ; B) qui admet

pour axe de symétrie la droite d'équation x = o..

a=>0

X -% (1=..—b— +%

2a
w\

La parabole est tournée «vers le haut »

;S(a;ﬁ)

La parabole est tournée « vers le bas »
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Déterminer la forme canonique

Déterminer la forme canonique du trindme f(x) = —x? + 2x - 5.

Premiére méthode

fest une fonction polynéme de degré 2, de coefficients a = -1, b =2 et ¢ = -5. Son écriture canonique est
—(x=o)? + B, avec:

b 2 _ = =4
a——*‘za—— 2—1 et B=f(o) =f(1) .
Donc pour tout x réel, f(x) =—(x - ‘1}2 -4,

Deuxiéme méthode
On écrit f(x) = —(x? - 2x + 5) en factorisant para=-1.
Puis, en remarquant que x? - 2x=(x- 1)2- 1,on obtient f(x) = - [(x- 1> =1+ 5] = -(x - 1)* - 4.
6 p. 64

B Déterminer les variations d’'une fonction polynéme de degré 2

Etudier les variations des fonctions f et g définies sur R, par :
f)=3-(x+2)%etg(x)=2x2+ 4x-3.

« f(x) = =(x - (~2))* + 3. On reconnait la forme canonique de f(x) aveca=-1,x=-2et f=3.
fest donc strictement croissante sur ]-o ; 2] et strictement décroissante sur [-2 ; +oo[.
La fonction fadmet alors un maximum égal a 3, atteint en -2.

- g (x) est de la forme ax? + bx + c avec a = 2, soit a > 0,

donc g admet un minimum en o= m% =- %:

g est donc strictement décroissante sur - ; 1] et strictement croissante sur [-1 ; + 29[,

—1égalag(-1)=-5.

EXERCICE [t

Sans calculatrice, associer chaque fonction polynéme ci-dessous
a la parabole qui la représente.

fl)=-1+3 (x-3)?
g)=-1-0,25(x-3)
h(x)=x’-6x+7

i(x)=x-3)7-x)

« La forme canonique de f(x) indique que fadmet un minimum (a > 0), égal a -1 atteint en 3.
Elle est représentée par P,

« La forme canonique de g (x) indique que g admet un maximum (a < 0), égal a -1 atteint en 3.
Elle est représentée par P,

« L'écriture factorisée de i (x) indique que ses racines sont 3 et 7, donc que sa représentation graphique
coupe |'axe des abscisses aux points de coordonnées (3 ; 0) et (7 ; 0). On reconnait la parabole %,.

« Par élimination, la fonction £ est représentée par la courbe %,.

b EXERCICE [RI




Connaitre le cours

2. Factorisation d’un trinoOme et résolution
de I'équation ax? + bx + c=0aveca#0

, 1. Factorisation

Définition
Soit f une fonction polynéme du second degré, définie sur R par f(x) = ax? + bx + ¢, a # 0.
On appelle discriminant de fle réel, noté A, défini par A = b? — 4ac.

W Exemples
f)=32+x-2;
fapourdiscriminant A=12-4x3 x (-2) = 1+ 24=25.
Théoréme
Soit f(x) = ax® + bx + ¢, a#0, un trinéme du second degré.
b DEMO | Ix i
Lt ® SiA >0, alorsf(x) =alx - x)(x—x,), 0l x, = _b;—a A etx, = 'bz_a A

®SiA=0, aiorsf(x}:a(x—xﬂ}z, ol x,= _%_

® SiA < 0, alors f(x) ne peut pas s'écrire comme le produit de deux polynémes du 1% degré.

, 2. Résolution de I'équation ax? + bx + ¢ = 0 avec a #0

Théoréme et définition

Une équation du second degré est une équation de la forme ax*+ bx + ¢ =0,0la,betc sont
desréels eta=0.

* SiA > 0,alors I'équation ax? + bx + ¢ = 0 admet deux solutions réelles distinctes :
—b+VA —b-JA

x==brilety, = =biXA,

* Si A =0, alors 'équation ax” + bx + ¢ = 0 admet une unique solution réelle x, = —Tba ;

* Si A < 0, alors I'équation ax? + bx + ¢ = 0 n'admet pas de solution réelle.
Remarque

Les solutions de I'équation ax? + bx + ¢ = 0, si elles existent, sont appelées les racines du trinéme
2
ax“+bx+c.

’ 5. Somme et produit des racines

Propriété

Soient x, et x, les racines d'un polynéme du second degré ax? + bx + ¢, ol g, b et ¢ sont des réels
e eta#0.

W Exemples
Le polynome du second degré P (x) = —x? + 2x + 3 a pour discriminant A= 2% - 4 x (-1) x 3 = 16.
P (x) admet donc deux racines réelles x, et x,.

Ona aior5x|+x2:-“:"%- =2etx, xzziii:—l
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D Déterminer les solutions d'une équation du second degré

Résoudre les équations suivantes.

© 2-3:+1=0 © 2+x+1=0 © 032-3x+75=0

W Solution commentée

0 On calcule le discriminant A.Onaa=1,b=-3 et QOn calculelediscriminant A.Onaa=1,b=1etc=1.
c=1 A=b'-4ac=1-4x1x1=1-4=-3
A=b’-4ac=(-3)>-4x1x1=9-4=5

A : " A < 0, donc I'équation n‘admet pas de solution
A= 0, donc I'équation admet deux solutions s 9 pa

selle.
réelles distinctes : reetie
s —b;“lz = 324“/15 =3 +2"'§ et QOn calcule le discriminant A.Onaa=0,3,b=-3 et
a X
cC=Th
x==b=dA _3-V5 _3-45 A=b?-4ac=(-3-4x03%x75=9-9=0
2a 2x1 2

A =0, donc I'équation admet une unique solution

A = ——b— = — —3 = 3 =
réelle x, = 20 3%03 .0, 5

B Factoriser un trindome du second degré

Déterminer les racines éventuelles et en déduire, si possible, une expression factorisée des trinédmes du
second degré suivants.

©Qro=32-2r+2 @ gw)=-22+5r+3 € h()=182-12x+2

W Solution commentée

€D A=b*-4ac=(-2-4x3x2=4-24=-20
A < 0, doncf (x) ne peut pas étre factorisé.

€ A=’ -4ac=5"-4x(-2)x3=25+24=49

A > 0,donc g (x) peut étre factorisé sous la forme a(x - x,)(x - x,), olix, = % etx,= sz—”’al‘(—z—.
eIy A Wl § _—b—+A _ —5-7 _ 12 _
ON=""2g Ix() 4 O 2"~ x4 *
On substitue les valeurs dans I'expression factorisée ci-dessus :
2 )= —2(x —(—%))(x— 3= —Z(x +d)r-3)=(20-1(x-3)
E) A=p’-dac=(-122-4x18x2=144-144=0

- 2 isé i e3P, ot sellome =12 12 1.

A =0, donc h(x) peut étre factorisé sous la forme h(x) = a (x - x)%, ol x, 52 5%18-3-73
2
On substitue la valeur dans I'expression factorisée ci-dessus : i (x) = 18(x - l) .
s BT 18 5. 65

B Détecter les racines d’un polynéme du second degré

Soit le polynome f(x) = 5x2 - 4x - 1.
« Trouver une racine dite « évidente » de f(x) et en déduire la deuxieme racine.

W Solution commentée

5%x1>-4x1-1=0,donc 1 est racine évidente de f(x).
Soit x, la deuxiéme racine.

Txx,=%= —%, doncx, =—+

a 5 e 24 p. 66

@@
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3. Signe d’un trindbme du second degré

Théoreme

Soit f une fonction polynéme du second degré, définie sur R par f(x) = ax? + bx + ¢, aveca #0.
® Si A= 0, alors f(x) s'annule en x, et x, et est du signe de a sur]-°; x,[ U 1x,; + %[, ol x, et x, sont
' les racines (x; < x,).

* Si A =0, alors f(x) s'annule en son unique racine x, et est du signe de a sur R \ {x,}.
® SiA <0, alors f(x) est du signe de a sur R.

lllustration graphique

a=0 a<9
5
0
A>0 S

% +o0

flx) Signedea 0 Signede-a 0 Signe dea

X - Xy +o0

fx) Signede a 0 Signedea

0
A<0 b S
0
La parabole est située au-dessus de I'axe La parabole est située au-dessous de |'axe
des abscisses. des abscisses.
% —o2 +
flx) Signedea

Remarque

On peut retenir ce théoréme sous la forme :

Le trindme ax® + bx + ¢ est du signe de —a entre les racines quand elles existent ou du signe de a sauf
entre les racines quand elles existent.

v Exemple
Le polynéme (1 - x)(3x — 2) a pour racines 1 et % . Le coefficient a est le coefficient de x°.
Onaa=-3<0.

Le trinéme est du signe de —a donc positif sur l'intervalle [—% ;1] et du signe de a donc négatif sur
g :
] = 3]U[1’+°°['




Chapitre 2 « Fonctions polynémes du second degre

n Etudier le signe d’'un trinéme du second degré

Dresser le tableau de signes des fonctions f et g définies ci-dessous et les représenter graphiquement avec
la calculatrice pour contréler les résultats.

© r=-32-5:+2 © s =22-4x+24

€D A=b*-4ac=(-52-4%x(-3)x2=25+24=49
A= 0,donc le trindbme f(x) admet deux racines réelles distinctes :
woo=btdA _ 547 _12_ e -zhb=NA_ 5-7 _2_1
1 2a 2x(-3) -6 2 2a 2x(-3) 6 3
a < 0, donc on obtient le tableau de signes suivant.

X == -2 + 0

1
3
0

£ = &

Sur la calculatrice, on constate qu'effectivement la parabole coupe l'axe des ’ ///\\

abscisses aux points d’abscisses -2 et % et est au-dessus de cet axe sur }2; %[

) A=b2-4ac=(-42-4%x2x24=16-192=-3,2
A << 0,doncle trindme g (x) est du signe de a (ici a = 2) sur K.
On obtient le tableau de signes suivant.

X — oo + o0

Sur la calculatrice, on constate qu'effectivement la parabole est située strictement 1
au-dessus de I'axe des abscisses. i

HEETE 34 p. 67
B Résoudre une inéquation du second degré

Résoudre les inéquations suivantes.

2x+1)3-x)>0 i+ 5x=<4 (x—4) < (-5x + 2)2
(1) ]

£ Letrindme (2x + 1)(3 - x) admet deux racines —% et 3.

Le coefficient de +* est a = -2, donc I'ensemble des solutions de l'inéquation est }%;3[.

) L'inéquation —-2x2 + 5x < 4 est équivalente 3 -2x? + 5x - 4 < 0.
A=b*-4ac=5>-4x(-2)x(-4)=25-32=-7
A <0, alors le trindbme —2x? + 5x — 4 est du signe de a (ici a = -2) sur [}, donc I'ensemble des solutions
de l'inéquation est R.

) L'inéquation (x - 4)2 =< (-5x + 2)? est équivalente a (x— 4)? - (-5x + 2)2 < 0.
On reconnait une identité remarquable : (x - 4)* - (-5x + 2)? est de |la forme A2 - B2
On obtient ainsi:
(x-4P-(-5x+ 2’ =0=[x-4-(-5x+2)]x -4+ (-5x+2)] =0
& (6x-6)-4x-2)= 0.
Le trindbme (6x — 6)(—4x — 2) admet deux racines 1 et —% (les valeurs qui annulent chacun des deux facteurs).

Le coefficient de x2 est a = 24, donc I'ensemble des solutions de l'inéquation est }—oo; _%] U [1; 4o

MG 36 p. 67




Démonstrations et raisonnements

Comprendre une démonstration

On présente la démonstration de la propriété suivante. La lire attentivement puis répondre
aux questions posées.

On considére I'équation du second degré ax? + bx + ¢ = 0 ol a, b et ¢ sont des réels et a # 0.
On pose A = b* - 4ac.

© SiA = 0, alors I'équation admet deux solutions réelles distinctes :
T s
1= 2q 27 2q -

© SiA= 0, alors I'équation admet une unique solution réelle x, = —-zb—.
© SiA < 0, alors I'équation n'admet pas de solution réelle.

v Démonstration

On démontre dans le cas ot A > 0.
La forme canonique du polynéme du second degré ax” + bx + c est :

alx-o)+p= (x+2b)2-—b2“4ac*a(x+ b )Z—A—a((x+i)z-ﬁj

4a 2a/ 4a 2al  4q?
a.x2+bx+c=a[( o ( }]commeA>o,A=(JE)zet4a2:(2a)2 (1)
2
Doncax2+bx+c:0ma{(x+-&—) —(—ﬁ) }:0 (2)
2 2a
+b ) _(HA
( 2) ( )—0,cara¢0 (3)
b _JAN, . b ﬂ),
m(x+2a 2a)(x+2a+2a =0 4)
b A _ LA
¢:>x+2a 2a (}oux+2 >a (5)
- b VA= b JA
Sx=—ght S oux=-3- -3 6)
L'équation a donc deux solutions distinctes: x; = b +J— etx, = —— b-vA.

2a

Rappelerl'expression de o et 5 en fonction des coefficients a, b et c.

Expliquer comment on est passé de I'expression de la ligne (3) a I'expression de la ligne (4).
Quelle propriété mathématique a-t-on utilisée pour passer de la ligne (4) a la ligne (5) ?
Pourquoi a-t-on pu écrire chaque solution sous la forme d’une seule fraction ?

Terminerles cas A=0et A < 0.
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o On souhaite démontrer la propriété suivante.

Soit fune fonction polynéme de degré 2 définie sur R par f(x) = ax* + bx + ¢, avec a #0.
On pose o= —2!’—0 et p=f(a).

Sia > 0 : fest strictement décroissante sur |- ; o] et strictement croissante sur [or; + [,

En utilisant les indications suivantes, rédiger la démonstration.
* Ecrire la forme canonique de la fonction fen fonction de o et .

® Considérer deux nombres réels u et v appartenanta J-=; ol telsque u = v

* Comparer u — c.et v— o

@ Comparer alors (u— o) et (v-o)len justifiant précisément.

* En déduire une comparaison de f(u) et f(v) et conclure.

* Reprendre la démonstration avec deux nombres réels u et v appartenant a [o; +oo[ tels que u < v
* Conclure.

e On souhaite démontrer la propriété suivante.

Soit fune fonction polynéme du second degré, définie sur R par f(x) = ax’ + bx + ¢, avec a # 0.
Si A< 0, alors f(x) est du signe de a sur[R.

En utilisant les indications suivantes, rédiger la démonstration.
* Ecrire la forme canonique de la fonction fen fonction de g, b et A.

* Conclure sur le signe de f(x).

Pour chaque affirmation ci-dessous, dire si elle est vraie ou

fausse. Justifier la réponse. Contre-exemple

Un trindme qui a un discriminant positif admet au moins Un contre-exemple permet de
une racine dans . montrer qu’une proposition mathé-

matique est fausse en donnant un
exemple pour lequel la proposition

n'est pas vérifiée.

9 Sia et ¢ sont de signes contraires, alors le trindme ax’ +bx+c¢
admet deux racines.

Deux trinédmes qui ont les mémes racines sont égaux.
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Expression d’une fonction

polyndme du second degré
® Une fonction polyndme de degreé 2 est une
fonction définie sur [R.
© Saforme développée est:
ax® + bx+ ¢, avec a 0.
® Saforme canonique est :
a(x-o)? +p,

. __ b i
ouo = o et B=flo).

Variation et représentation graphique

X - [I:-L + o

2a
a>0
flx) \ /
B

La parabole est tournée « vers le haut ».

X

o amil 4
a<0 B
0 / \

La parabole est tournée « vers le bas ».

Resolution d’équation de degré 2
Factorisation eventuelle et signe d'un trinéme

Discriminant Equation Factorisation
A= b - 4ac =0 : de__f (x)

Pas de solution
dans R dans

Une seule solution

dans R Pour tout réel x

b
b flx)=alx+==

Deux solutions
réelles
- _=b+JA
X =—-—m
1 2a
—bh—
2

Somme § = -—%

Produit P = £
a

Xy =

Ne se factorise pas

et s‘annule en —-21

Pour tout réel x
A | f) =abc-x)x-x)

Signe de Représentation graphigue
flx) a=0 a<=0

Du signe de a
pour tout réel x

Du signe de a pour
tout réel x,

a

Du signe de a sauf
entre les racines




sesCONNAaissances

Effectuer les exercices @ a ) et vérifier les réponses.
Sinécessaire, réviser les points de cours en texte ou en vidéo.

o Parmi les expressions algébriques des fonctions
suivantes, déterminer celles qui sont des fonctions
polyndmes du second degré.

a.x’-x (T R

c.-7x+4 dx(x+2)
e.x’—(x+27 f.(3x+5)%-25

g- le-z B, (3+m2

9 Donner la forme canonique des fonctions
[et g définies par:
fl)=2x* +4x-7et g (x) = —x* +3x.

9 Dans unrepére (O; Eﬁ du plan, la parabole ci-des-
sous représente une fonction polynéme du second
degréf.

* Déterminer la forme canonique de f(x).

O On donne ci-dessous le tableau de variation d'une
fonction polynéme du second degré f.

On sait de plus que f(-1) = 0.
» Déterminer une expression de f(x).

Expression
d'une fonction polynéme
du second degré

Forme canonique

Variations
et représentation
graphique ;

Fonctions

polynémes
du second degré

9 Dresser le tableau de variation des fonctions
fet g définies sur R par :
f)=x-2x+7etg(x)=4-(x+3)%

@ Résoudre dans R les équations suivantes.
1.x%-4x-12=0

2.-4x* +4x-1=0

3.x%-x+1=0

o Donner, si possible, la forme factorisée des fonc-
tions f et g définies par:
f)=4r'+x+letg(x)=2"-2x~-1.

e festunefonction polyndme de degré 2 qui vérifie
les conditions suivantes:

« f(x) =0 a poursolutions -2 et 1;

o f(-1)=-2.

* Déterminer une expression de f(x).

9 Déterminer deux réels dont la somme est 19
et le produit 99.

@ Etudier le signe de f(x) et de g (x).
fl)=5x*-2x+1
gh)=-2x2-7x+9

m Résoudre dans R les inéquations suivantes.
-2+ 7)x+11) =0et3x*-5x+2>0.

€ CORRIGES
DES EXERCICES

_ Racines du trinéme
? et équations du second degré

, Factorisation
du trindme

, Somme et produit
des racines

» Signe du trinéme




Algorithmique
et programmation en Python

Intersection de courbes avec I'axe des abscisses

Ecrire en langage naturel, un programme qui teste si la représentation graphique d'une fonction
polynéme du second degré coupe ou non I'axe des abscisses.

Le traduire en langage Python et le programmer.

Le tester avec les fonctions f; g, h, k, [ et m définies sur R, par :
f[,x}:%x2+x+1; g[x}:x2+x+%;
() =5x>4x-1; k(0 =32 +20x-7;
I)=x*+ W5 +1)x-2J5; mx) =5 +(10"2-10")x 1.

GD Confirmer ou infirmer les résultats donnés par le programme et préciser les abscisses des points
d'intersection (quand ils existent) de la courbe et de I'axe des abscisses.

2 Une seconde marche aléatoire

Objectif Soient fla fonction définie sur R par f(x) = —x* + 4x- 3 et ¢ sarepré- y
i n.l_:”,:l'.f i sentation graphique dans un repére orthonormé. | 4] D
Onsouhaite évaluer l'aire s4., du domaine % délimité par la courbe de f A B
etl'axe des abscisses par la méthode de Monte-Carlo décrite ci-dessous. of ¢ ] .;}

On choisit un point M au hasard appartenant au rectangle ABCD conte-

nant le domaine %.

Onadmet que la probabilité p qu’un point M appartienne au domaine % est égale au quotient
de l'aire 5, par I'aire du rectangle &, .

1) Exprimer 5., enfonction de p.

2) Pourévaluer p, onsimule I'expérience aléatoire qui consiste & choisir n points au hasard dans le
rectangle ABCD. Pour n suffisamment grand, la fréquence des points M qui sont dans le domaine %
est une valeur approchée de p.

Soit un point M(x ; y) choisi dans le rectangle ABCD.

a. Donner un encadrement de x et un encadrement de y.

b. La fonction random () de Python renvoie un nombre aléatoire dans l'intervalle [0; 1[.
Déterminer les coefficients a et b pour que x = a random () +b appartienne a l'intervalle souhaité.

Compléter le programme suivant écrit en Python afin qu'il affiche la fréquence des points M
appartenant au domaine % en fonction de .

1 from random import *
2 def aire(n):

3 c=0

4 for i in range (1,...):
5 X=...*random()+...
€ y=...
7

8

9

it .03

return ...

(?) Tester ce programme et évaluer 54,
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(1P €) Lalgorithme de Héron

Objectif
Ecrire un programme
un cle

T

Objectif

Ecrire un programme
ecun cle

3

Boite a outils

® Laboucle Tant que s'écrit de la maniére suivante.
Tant qu'une condition est vérifiée faire instruction

while condition:

* Calculer une racine vx, s’écrit de la maniére

suivante.

Soit a un entier naturel. On définit la suite (1,) par u, = a et, pour tout entier naturel g,

2 0 a
h‘"+1-—— i’(ﬂ”‘f'“—].

n

a. Ecrire une fonction en Python, nommée «, qui calcule les termes de cette suite, n et a étant choisis
par l'utilisateur.

b. Tester la fonction pour a = 2 etn = 10.
Que remarque-t-on ?

c. Modifier cet algorithme pour qu'il affiche une valeur approchée de v 3 107 prés, 1 et a étant
choisis par |'utilisateur. Le programmer et le tester poura =5 et n = 3.

Soit le polynéme f(x) = x” + 2x - 4.

a. Donner la forme canonique de f(x).

b. Modifier I'algorithme de la question 1 ¢ pour calculer des valeurs approchées des racines de f(x)
3107 prés.

Les lunules d’'Hippocrate

Soient un demi-cercle ‘€ de centre 0, de diametre [AB],

avec AB =8 cm et M un point mobile sur le segment [AB].

On construit les deux demi-disques %, et D, de diameétre [AM] et
[MB]. On pose x = AM.

Déterminer |'expression de I'aire de la surface rose en fonction de la position du point M.
Compléter |a fonction suivante écrite en langage Python afin qu'elle détermine la position du point M
pour laquelle |'aire de la surface rose est égale a la moitié de I'aire du demi-disque de diamétre [AB].

1from math import pi
2def lunule():

3 X=0

4 a=e

5 while al=...:
6 X=x+0.1

7 - T

8 return x

Existe-t-il une position du point M pour laquelle I'aire de la surface rose est égale a trois quarts de
I'aire du demi-disque de diamétre [AB] ?

Retrouver ces résultats par le calcul.

MEMENTO PYTHON : VOIR RABATS

®» Tester si a est différent de b.
akb
* La fonction random renvoie aléatoirement un
nombre décimal compris entre 0 et 1.

instruction random ()

sqrt (x)



Outils numériques

5 A la plage

Un maitre-nageur veut délimiter en bord d'océan une zone de baignade rectangulaire a l'aide
d’une ligne de flotteurs qui mesure 32 métres.

[IFi3

1) Conjecturer al'aide d'un logiciel de géométrie dynamique les dimensions du rectangle afin que son
aire soit maximale.

Démontrer cette conjecture.

G Quand les parametres s'en mélent

Objectif Soient la parabole % d'équation y = 1* et la droite % d'équation y = mx + m, ol m est un réel.
;

(‘D a.Dans un logiciel de géométrie dynamique, créer un curseur m variant de —=10a 10 avec
un incrément de 0,1 puis |a droite % et la parabole 2.
b. Conjecturer, suivant les valeurs du réel m, 'existence des points d'intersection de % et 9
ainsi que la position relative de ces deux courbes.

(T) Démontrer ces conjectures.

(1P @ Equidistance eEmrEmE

Objectif Soient une droite % et un point F non situé sur la droite %.

L”'”‘l” On se propose de déterminer I'ensemble des points du plan équidistants de % et de F.

(‘D a. A l'aide d'un logiciel de géométrie dynamique, construire une droite % et un point F.

Construire aussi un point H sur la droite % et la droite 7 perpendiculaire a % en H.

b. Construire un point M appartenant a la droite J équidistant de F et H et, en utilisant le mode
Trace, conjecturer I'ensemble des points M lorsque H décrit |a droite 9.

(2) Démonstration : on se place dans un repére orthonormé (O ; ?I} tel que % est la droite (O ; T)

et le point F est sur la droite (O ; j). Soit M (x; y) un point quelconque du plan.

a. Etablir une relation liant x et y pour que M soit équidistant de F et de %.

b.En déduire la nature de I'ensemble géométrique des points M équidistants de % et F.

Rappel : la distance d'un point M a une droite d est la distance MH ou H est le projeté orthogonal de
M surd.
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8 Aire sous la courbe avec la méthode des trapézes

Objectif
Déterminer I'ai
une o

On a tracé ci-dessous la courbe représentative, sur I'intervalle [1; 3], de la fonction polynéme
du second degré, définie par f(x) = 3x* — 6x + 4.

On propose ici une méthode pour déterminer une valeur approchée de |'aire du domaine
délimité parla courbe de, I'axe des abscisses et les droites d'équation x = 1 et x=3.

: Y

C‘D a. Observer la construction des trapezes.

b. Indiquer le calcul a effectuer pour obtenir la somme des aires de ces quatre trapézes. En déduire
une valeur approchée de |'aire.

. On donne ci-dessous cette somme dans une feuille de calcul.

La colonne C contient 'aire des trapézes successifs.

La colonne D contient les aires cumulées des trapezes.

Quelles formules peut-on saisir dans les cellules A3, B2, C2, D2 et D3 ? Réaliser cette feuille de calcul.

| AKX | s c D

1 | X fi(x) aire des trapézes  aire cumulée
2 | 1 1 0,6875 0,6875
3| 15 1,75 1,4375 2,1250

< 2 - 2,9375 5,0625
3l 25 7,75 5,1875 10,2500

6 3 13

A présent on décide de partager le segment [1 ;3] en n intervalles de méme longueur (ol 72 est un
entier naturel). On obtient n trapézes.

a. Modifier la feuille de calcul de fagon a obtenir la somme des aires des trapézes pour n= 10, puis
n =100 et enfinn =1 000.

b. Conjecturer la valeur de I'aire du domaine délimité par la courbe de, |'axe des abscisses et les
droites d'équationx =1 et x=3.

Boite a outils

Logiciel de géométrie Tableur
® Créer un curseur nommeé a en utilisant * Elever le contenu de la cellule A2 au carré :
licbne s=2  puis régler les parameétres —AIA
| puis églr s
du curseur.




| Calcul mental 1

définie par f(x) = 2x> + x - 3 et soit  la parabole
représentant cette fonction.

1. Déterminer les coordonnées des points d'in-
tersection de % et des axes du repére.

2. Déterminer les coordonnées du sommet de P.

définie par g(x) = (x + 1)2-9.

1. Donner la forme factorisée puis la forme déve-
loppée de g (x).

2. Utiliser la forme la plus adaptée pour :

a. résoudre I'équation g (x) = 0;

b. donner le minimum de la fonction g sur [®;

c. donner I'image de 0 parla fonction g.

© resoudre (5- 200+ 1) > 0.

S

o Soit f la fonction polynéme du second degré ° Justifier que le trinbme 3x* - 10x + 3 ad met deux

racines inverses I'une de l'autre, et préciser leur
signe.

Factoriser le trinéme x? + 4x - 5, apres avoir
détecté une racine évidente.

e Soit g la fonction polynéme du second degré o On donne deux fonctions f et g polynémes du

second degré définies par :
S =(6-2x)(x+1)
etg(x)=2?+4x-3
et leurs courbes représentatives.
* Associer chague fonction a sa courbe, puis déter-
miner les coordonnées des points marqués.

DIAPORAMA

[ :.tomatismes )

CALCUL MENTAL
EN PLUS

4

Les six courbes représentées sur le dessin ci-des-
sous sont les représentations graphiques de fonc-
tions polynémes du second degré de la forme
x> ax’+ bx+c.

¢ Indiquer la courbe qui correspond a chacun
des cas suivants.
a.A>0eta<0.
b.A<0eta >=0.
c.A=0eta<0.

o Dresser le tableau de variation des fonctions défi-
nies sur R par:
a.f(x)=-30c-2)%+4
b. g (x) = 4x - x?
chx)=x-1x+7)

o

CEDDonner la (ou les) réponse(s) correcte(s) parmi
les trois proposées.

1. Soit fla fonction définie par f(x) = —3x> - 5x + 8.
a. f(x) admet deux racines de signes différents.

b. Une factorisation de f(x) est =3( x — 1)(x + %)

c. Une factorisation de f(x) est (1 - x)(3x + 8).

2. Soit la fonction g définie sur R par:
g)=5-(1+7x%

a. g (x) est positif pour tout x réel.

b. g (x) ne se factorise pas dans R.

c. g admet un maximum positif sur [.

La courbe € ci-contre
représente une fonction
polynéme du second
degréf.

Compléter:
a.fl)=k-.)x-..)
b.f () ={x— ... +u.s
c.f(x}=x2+ wai Fiaes

~
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| Préparation d’un oral w

‘\
Soit fla fonction définie sur R par =3Bx-1Nkx+7).
Préparer une trace écrite o e _fﬁ}eﬂ e — PRt e
permettant de présenter P )
a l'oral une argumentation o Soit f une fonction polynéme de degré 2 telle que f(-1) = f(4)
indiquant si les propositions et admettant pour minimum -3.
sont vraies ou fausses. £10,9) <£(0,95)
, 8 A
Bl el en o0
" N

Constituer des groupes de 4 éléves qui auront chacun un des rdles suivants.
Résoudre tous ensemble la situation donnée. Remettre une trace écrite de cette résolution.

V4 Animateur Rédacteur o Amb‘,%ﬂsadeut' “ Majitre
l--otc----t-o»cc.-l‘ LR R Sassenesn "3- du
,Tesponsable dn{ihﬂf 4-_’“ * porte-parole / ‘B "l..ﬂ--htéw
du niveau sonore = du groupe, *responsable Tt
du groupe , responsablede seul autorisé 3 de ra\"anceme
' la trace écrite rédigée communiquer du travajl 4, o
« distribue la paroie par tous les membres avecle professeur 8oupe
pour que chacun dugroupe et, éventuellement, * Veille ay respect
gexprime d'autres groupes U temps imparti

Les principaux éléments de I'Airbus A380 sont transportés sur des barges naviguant sur la Garonne
jusqu'aux usines de Toulouse ou ils sont assemblés. La barge Le Breuil passe alors sous le pont de Pierre
a Bordeaux.

La barge a pour largeur 14 métres et passe a maréee
basse sous la 9° arche. La partie parabolique de cette
arche posséde une fléeche de 6 métres. Les piliers qui
soutiennent la partie parabolique sont a découvert sur
4 metres a marée basse. L'ouverture de la 9% arche est
de 20 métres.

1. Des éléments de |"avion sont entreposés dans un conteneur de forme parallélépipédique de largeur
14 métres posé au fond de la barge, fond que I'on suppose se trouver au niveau de I'eau. Sachant qu‘on
laisse une marge de sécurité de 50 cm, quelle doit étre la hauteur maximale du conteneur pour passer
sous l‘arche sans encombre ?

2. Un article du journal Sud-Ouest indique que des éléments du fuselage de I'’A380 mesurant 8 métres
de haut franchissent le pont de Pierre. Sachant qu‘on laisse une marge de sécurité de 50 cm, quelle est
la largeur maximale de ces éléments ?

_(Em .

Le mathématicien Al-Khwarizmi valide son algo-
rithme de résolution de I'équation x? + 10x = 39 par
une méthode géométrique. Elle consiste a découper

QOuverture

Aprés avoir effectué
les recherches indiquées,

préparer une présentation
orale, un poster ou
un diaporama.

un carré en plusieurs parties comme indiquésurla 5 25 5x
figure ci-contre. Cette méthode s'appelle la « com-
plétion du carré ».

Faire des recherches sur cette méthode et résoudre
I'équation.

%




l Fonctions polynémes

o On donne trois formes d'une méme fonction polynéme.

) = 3(x— Y — 27
Forme1.fL\:}—3(x 2) a

Forme 2 : f(x)=3(x+ 1)(x - 2)

Forme 3:f(x)=3x*-3x-6

1. Comment appelle-t-on chacune de ces formes ?

2. Vérifier que ces trois formes sont égales.

3. Dire pour chaque affirmation si elle est vraie ou fausse
et justifier la réponse a l'aide de I'une des formes pré-
cédentes de f(x).

a.—6 est 'image de 0 par f.

b. L'équation f(x) = 0 admet exactement deux solutions.

e B

C; est le minimum de la fonction.

1\ _ (5
d. 1(3)=1(3)
La parabole ci-dessous tracée dans un repére ortho-
normé, représente une fonction polynéme du second
degré f.
« Utiliser le graphique pour déterminer la forme fac-
torisée de f(x).

/\}:

La parabole ci-dessous représente une fonction
polynédme du second degré .

s Utiliser le graphique pour déterminer la forme cano-
nique de f(x).

1. Dresser le tableau de variation d’une fonction poly-
noéme du second degré f, sachant que sa courbe repré-
sentative :

« est tournée vers le bas;

« admet pour axe de symétrie, la droite d’équation
x=-2;

« a son sommet sur |'axe des abscisses.

2. Proposer trois expressions de f(x).

@D

o

o
@

[10)

+ O'ENTRAINEMENT SUR

kwyk

voir rabats

Chercher, raisonner

Sans utiliser la calculatrice, associer chaque fonction
ci-dessous a la courbe qui lui correspond.
afix)=x’-2x-3 b.g(x)=x*+2x-3
ch®=x*+2x+3 d.i(x)=-x2+2x-3

Soit fla fonction polynéme du second degré définie
sur R par f(x) =3x? —x+ 7.
= Déterminer la forme canonique de f(x).

Dresser le tableau de variation de la fonction f dans
chacun des cas suivants.
1.f(x) =100 - 2(x - 50)*

2.f(0) = —% +3(x +1)
3.f(x) =06(x+ 0,2)
4.f(x) =2 — 6x2 +%x
5.f(x)=x*+7

Une fonction polynome du second degré g est telle
que g (0) = g(6) et admet pour minimum -2.
» Dresser son tableau de variation.

Le bénéfice (en millier d’euros) d’une entreprise
est modélisé par la fonction f définie sur [0 ; 3], par
f(x) =-2x% + 5x -2, ol x représente le nombre d’objets
fabriqués et vendus, en centaine.

1. Donner les formes factorisée et canonique de f{x).
2. En exploitant la forme la plus appropriée de f(x),
donner:

a. les quantités d'objets fabriqués et vendus pour les-
quelles le bénéfice est positif;

b. le bénéfice maximal;

c. les quantités d'objets fabriqués et vendus sachant
que l'entreprise a perdu 2 000 €.

Une entreprise fabrique des produits qu’elle commer-
cialise. Le colit de fabrication, en euro, de ¢ produits
(g exprimé en centaine) est donné par une fonction
polynéme du second degré C dont on ne connait pas
les coefficients.

On sait que le colt maximal est égal a 2 000 € pour
une fabrication de 1 000 produits et que les colits fixes
sont nuls. Les co(ts fixes correspondent au colt de
fabrication lorsqu'aucun produit n‘est fabriqué.

= Déterminer 'expression de C(qg).



Plongeon

Un plongeon du haut d'unefalaise

est modélisé par un arc de para- ‘?
bole qui, dans le repére ci-contre,

est lareprésentation graphique de

la fonction f'définie sur [0 ; + «<[ par
fl)==0,2x2+0,8x+ 154.

f(x) désigne ainsi la hauteur, en
meétre, du plongeur assimilé a un =
point, par rapport au niveau de la
mer en fonction de la distance horizontale x parcourue,
exprimée en métre.

Grace a un logiciel de calcul formel, on a obtenu les
résultats ci-dessous.

Illform_canoniqun (=0.2x*2+0.8x+15.4)

2 =
=0.2%x-2.0) +16.2 M |

E factoriser (-0.2x"2+0.8x+15.4)
[ =0.2 *(x-11.0) *(x+7.0) M|

En exploitant la forme la plus appropriée de f(x),
répondre aux questions suivantes.

1. Quelle est la hauteur de |a falaise ?

2. Aquelledistance dela falaise le plongeur trouve-t-il
la surface de l'eau ?

3. Quelle est la hauteur maximale atteinte par le plon-
geur ?

@ LOGICIEL DE GEOMETRIE

Une carte de voeux de forme rec-
tangulaire, de dimensions 6 cm par
10 cm, comporte un carré et un rec-
tangle colorés comme sur la figure.
Comme ces cartes de voeux seront
imprimées en grande quantité, on
souhaite que la partie blanche soitla
plus grande possible afin de minimi-
ser la quantité d'encre pour la partie
colorée.

1. Réaliser la figure a |'aide d'un logiciel de géométrie
dynamique et conjecturer alors les dimensions du carré
et du rectangle colorés qui répondent au probléeme.
2. Démontrer cette conjecture.

Meillewrs
Voeux

@ La parabole ‘€ donnée ci-dessous a pour équation :
y=-x’+11x-18.

Le point M appartient a €.
= Qu placer le point M pour que l'aire du triangle ABM
soit maximale ?

Chapitre 2 « Fonctions polynémes du second degre

On modélise la trajectoire d’un ballon qui entre dans
le panier lors d'un lancer franc au basket.

A
Ny

i

o (PSP .

5
T T rd
X

0 1

=]

b

Cette trajectoire est un arc de parabole d'équation :
y==0,3x"+1,6x+2.
On note fla fonction définie sur R* par:
flx) =-0,3x" + 1,6x+ 2,
ol x et f(x) sont exprimés en metre.
1. Donner la forme canonique de f(x).
2. Quelle hauteur maximale le ballon atteint-il ?
3.Sachant que la ligne delancer franc est a 4,6 métres
du pied du panier, quelle est la hauteur du panier ?

I -actorisation

Les courbes
ci-contre sont
les courbes
représentatives
de fonctions
polynémes de
degré 2.

= Retrouver la
forme factori-
sée de chaque
fonction.

@ fest une fonction polyndme de degré 2 qui vérifie les

conditions suivantes :

« 0 admet pourantécédents 4 et 5;

- 'image de 1 par fest 24.

= Déterminer f(x) sous forme factorisée.

0 Calculer, raisonner

Soit f'la fonction définie sur R par f(x) = x> - 6x - 7.

1. Déterminer les formes factorisée et canonique de f(x).
2.En utilisantlaforme la plus adaptée et en justifiant :
a. comparer f(-5,5) et f(—4,5);

b. résoudre dans R, f (x) = -7;

c. résoudre dans R, f(x) =-16;

d. résoudre dans R, f(x) = 0.

Factoriser, si possible, les fonctions polynémes du
second degré suivantes.

1.f() = %xz- 4x+8  2.f(x)=001x%+ 0,8x - 4,25

3.f(x}=%x2 —§x+1 4. f(x) =22 +x¥2 -1

A 554
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Soit fla fonction définie surl-=;1[ U 11 ; + [ par:

_=2x’+7x-5
f(x) - x—1 *
= Tracer la représentation graphique de f et expliquer
le phénoméne.

l Equations

Résoudre dans R les équations suivantes sans utiliser
le discriminant.

1.-52+4=0

2. - +6x=0

.- -(-Nx-2)=0

4.x2-16+2x-4)=0

5 (x+1°-2x-3)’=0

6.(2x +3)(x-7)=-21

7.4 = 1=(2x - 1)(x-3)

8.9+4(x-2°=0

Résoudre dans R les équations suivantes.
1.-2%+x-1=0 2.2¢°-2x-1=0

3.5%-2x+1=0 4,2x°+4=-6x

5.x(2x-1)=1 6.x°=-5x—-1

7.-x+3x*-1=0 8.x(8-x)+1=0

9.2 +6x+2=0 10. 2 +2V3x +3=0

2
11.—3x2+x:—% 12.2¢(5+2x) =9 -2x
PYTHON
1. Ecrire unalgorithme en langage naturel quirenvoie
les solutions de I'équation ax’ + bx + ¢ = 0,aveca, b et
créels eta#0, lorsqu'elles existent.
2. Le traduire en langage Python.
3. Le programmer et le tester sur les équations de
I'exercice précédent.

Démonstration
Soit f(x) = ax? + bx + ¢ un polynéme du second degré
admettant deux racines x, et x,.

1. Démontrer que x, + x, = bty x =C.
a a

172

2. Dire pour chaque affirmation sielle est vraie ou fausse
et justifier la réponse.

a. Si b = 0, alors I'équation f(x) = 0 admet deux solu-
tions opposées.

b.Sia= ¢, alors I'équation f(x) = 0 admet deux solutions
inverses I'une de l'autre.

Soit f(x) = 3x2+ 5x + 2.
1. Donner une racine évidente de f(x).
2. En déduire la seconde racine et factoriser f(x).

56 4
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1. Soient u et v deux réels.

a. Développer le produit (x — u)(x - v).

b. En déduire que les réels u et v sont les racines du
polyndomex’ —Sx+ Pol S=u +vet P =uv.

2. Existe-t-il deux nombres réels uet v:

a. dont le produit est 6 et la somme 4 ?

b. dont le produit est 6 et la somme 8 ?

3. Ecrire enlangage naturel un algorithme qui permet
de déterminer deux entiers dont la somme et le produit
sont deux réels fixés et entrés par I'utilisateur.

Existe-t-il un rectangle d‘aire 40 et de périmetre 40 ?
Si oui, donner ses dimensions.

Déterminer deux nombres réels dont la somme est 15
et le produit est 4.

Modéliser

Le champ d'un agriculteur est un rectangle deux fois
plus long gue large. Si I'on ajoute 5 métres a sa lon-
gueur et 20 meétres a sa largeur, on obtient une parcelle
rectangulaire dont |'aire est un hectare, soit 10 000 m?.
« Quelle estla superficie de ce champ ?

Soit f(x) = ax? + bx + ¢ I'expression d’une fonction poly-
ndme du second degré. Dire pour chaque affirmation
si elle est vraie ou fausse et justifier la réponse.
a.Sib=0etsia et c sont de méme signe, alors I'équa-
tion f(x) = 0 n"admet pas de solution dans R.

b. Si ¢ =0, alors I'équation f(x) = 0 admet une seule
solution dans R.

c. Sil'équation f(x) = 0 admet deux solutions opposées,
alors b =0.

Carpe kol

On souhaite attraper une carpe koi qui ne sort de sa
cachette que pour manger.

On a établi que sa trajectoire est un arc de parabole
d'équation y = —x% + 4x - 4.

L'épuisette suit la parabole d'équation y = x* - 4x + 2.
= Est-il possible d’atteindre la carpe ? Le cas échéant,
combien de fois est-ce possible ?



@ Lancer de micro-fusée

Modéliser

Un collégien lance une micro-fusée depuis le sol d'un
champ, fusée dans laquelle il a installé un altimétre.
Il procéde aux réglages pour un lancement afin de
déterminer au bout de combien de secondes doit
sortir le parachute qui ralentira la chute. Il dispose
des informations suivantes : la micro-fusée effectue
une trajectoire parabolique, elle atteint une altitude
maximale de 180 métres au bout de 6 secondes. Le
parachute doit sortir a 100 m d'altitude, lors de la phase
de descente.

* Combien de secondes apreés le décollage la trappe
du parachute doit-elle s‘ouvrir ?

Cadre photo

Chercher, raisonner

On veut encadrer une photographie de dimensions
8 cm x 15 cm. On souhaite un cadre rectangulaire de
largeur constante tout autour de la photographie, et
de sorte que l'aire du cadre soit égale a l'aire de la
photographie elle-méme.

On souhaite déterminer la largeur de ce cadre.

1. Réaliser une figure a l'aide d'un logiciel de géométrie
dynamique et conjecturer une valeur approchée de
cette largeur.

2. Déterminer la valeur exacte de cette largeur.

'Signe

On a représenté, sur I'écran d'une calculatrice, une
fonction fde degré 2 définie sur [R.

* En sachant que, sur chaque axe, une graduation cor-
respond a une unité, lire graphiquement le signe def{x).

Etudier le signe des fonctions dans chacun des cas
suivants.

1.fix—>2x*+5x+4

2.g:xl—>4x2—7x+3

3.h :xl—)x2+x+%

d.i:xr>2x*-2x~1

5. x> =72 +12x-6

6.k : x> 4x* - 2,4x +0,36

5
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Chapitre 2 « Fonctions polynémes du second degre

Résoudre dans R les inéquations suivantes sans utiliser
le discriminant.

1.(4x+1)x+3)=0

e e B

3.4+ (2x-57°=0

4.-5(x+1)2=0

5.x°<x

6.x2—3x >0

Résoudre dans R les inéquations suivantes.
1.x*-04x+0,04<0

2.’ +5x<7
3, %x2;4x-6
4.11x%+16x-9<10x+8

Dire pour chaque affirmation si elle est vraie ou fausse
et justifier la réponse.

1.x*> 4 si et seulement si x > 2.

2.x°-2x-2 < Osietseulement six € —«5;1+J§[.
3. L'inéquation -x” + x— 1 < 0 n‘apasde solution dans R.
4. Pour tout nombre réel x, 2x* - 12x + 18 > 0.

CALCULATRICE
Dans un repere, soient % la parabole représentant la
fonction carré (notée f) et % la droite représentant la
fonction affine g définie par g (x) =-x + 2.

1. Représenter les deux courbes sur la calculatrice et
conjecturer leur position relative.
2. Etudier le signe du polynéme f(x) - g (x) puis valider
ou infirmer les conjectures de la question 1.

Dans un repére, on considére les fonctions polyndmes
du second degré dont les expressions sont données
ci-dessous.

Six) =—x?+3x+2 etf,(x) = 3x2-3x+1.

(0 =—x?-4x+2 etf,(x)= 2%’ -x+5.

1. Représenter sur la calculatrice les courbes des fonc-
tions f, et f, et conjecturer leur position relative.

2. Etudier le signe du polynéme f, (x) - f, (x) puis valider
ou infirmer les conjectures de la question 1.

3. Reprendre les questions 1 et 2 avec les fonctions

fietf,

Chercher, raisonner
Un verrier souhaite tailler une % *

vitre. Il utilise un carré de verre ‘) >
de 3 metres de cété. Dans le
carré, il découpe un rectangle
de largeur x et deux triangles
rectangles isocéles comme sur r "

la figure ci-contre.
Il souhaite que la vitre obtenue ait une aire supérieure
asm?

= Comment doit-il choisir les dimensions de sa
découpe ?

@@



@ Déterminer laforme canonique des fonctions dont les @ Equations bicarrées

@

&)

expressions sont les suivantes.
1.f0)=x>+2x+9 2.fl)=—x?-6x+7
3. =2 -8x+9  4.f(x)=3x*+9x-1
5.f(x) =52+ 7x + 4

Démontrer le théoréme énoncé ci-dessous.

Soit fune fonction polynéme du second degré, défi-
nie sur [F&parf(x}:axz+bx+c, a#0.

« Si A = 0, alors f(x) est du signe de a sur
J-2¢; x; [Ulx, ; +=[ ol x, et x, sont les racines
(e <x)

+5i A =0, alors f(x) s'annule en son unique racine x,
etest du signede asur R\ {x.}.

« SiA <D, alors f(x) est du signe de a sur R.

Résoudre dans R les équations suivantes.
¥i. 2x —

Résoudre dans R les équations suivantes.
1.(x- 1)’ -5x+6)=0
2
—x°+5x—7 _
» 2x+5 9

3.3 +4x=0

Résoudre dans R les inéquations suivantes.

L—E—<-
2x°+3

2. 3% > 5y
x+1

il [ -
x 4x+3—x

>3

Résoudre dans [ les inéquations suivantes.
1.(x= )" -5x+6) >0
2
5. =X +5x=7 =0
2x+5
3.5 - +4x=0

Soient deux réels S et P.
= Démontrer qu'il existe deux réels dont la somme est
S et le produit P si et seulement si 5% = P.

Existe-t-il un couple d’entiers consécutifs dont le pro- @

duit est égal au double de la somme ?

Soit p un nombre réel et soit I'équation (E) :
-2x2+5x= p.

» Déterminer les valeurs de p pour lesquelles :

a. (E) n‘admet aucune solution dans R.

b. (E) admet une seule solution dans R.

c. (E) admet deux solutions dans [R.

@

@

@

S

@

@
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On veut résoudre |"équation suivante, appelée équa-
tion bicarrée.
(B):x*-9* +14=0.
1.0npose X =x°.
Ecrire I'équation (E) en fonction de X.
2. Résoudre I'équation en X.
3. En déduire les solutions de (E).
4. Appliquer cette méthode pour résoudre les équa-
tions bicarrées suivantes.
a.-2x*+7x*-5=0
b.x*+x2-20=0
2 -13x’-7=0
d.V2x* -4v2:2+8 =0
V2

Ecrire, en langage naturel, un algorithme qui permet
de résoudre une équation bicarrée.

Soit fla fonction définie sur R par:
f)=a+bx+c

et telle que /(0) = g—,f(z} =0et f(-3)= 37

» Déterminer les réels a, b et c.

Soit fla fonction définie sur R\ {-3} par:
—x=1
St = x+3

et soit g la fonction définie sur [ par g (x) = -x - 5.

1. A l'aide de la calculatrice graphique, conjecturer la
position relative des courbes de fet de g.

2. Valider ou invalider les résultats par le calcul.

Dans un repere, on donne les courbes d'équations :
1

x-1°
» Quelle est la position relative de ces deux courbes ?

y=x-let y=

Dans un repére, on considére la droite 9% d'équation
y=x+1etle cercle ‘¢ d’équation x>+ y*=5.

= Déterminer les coordonnées des éventuels points
d’intersection de ¢ et 9.

Soient un repére du plan et m un réel.

= Déterminer les valeurs de m pour lesquelles la droite
9, d'équation y=mx + 7 ne coupe pas la parabole
d'équation y =mx? + 7x+ 11.

2
Soit f la fonction définie par f(x) = 52—
x—x+1
1. Justifier que [ est définie sur .

2. Montrer que, pour tout xréel, 0 < f(x) < 2.



(5 J Losuit oeceomérie

Soit % la parabole d‘équation y = ax® + bx + ¢, avec a,
betcréelseta#0,etS sonsommet.

1. A l'aide d'un logiciel de géométrie dynamique,
conjecturer la nature de la courbe décrite par le point
S lorsque b varie.

2. Démontrer cette conjecture.

Raisonner

Soit m un réel.

On cherche a déterminerle nombre de solutions réelles
de I'équation (E) : 4mx? =4 (m +2)x+2m+1=0.

1. A l'aide d’un logiciel de géométrie dynamique,
émettre une conjecture quant au nombre de solutions
de I'équation (E) en fonction des valeurs de m.

2. a.Résoudre (E) pour m = 0.

b. Soit m # 0. Exprimer le discriminant de I'équation
(E) en fonction de m.

Etudier son signe et répondre alors au probléme posé.
3. L"équation (E) peut-elle admettre deux racines oppo-
sées ?

Florent propose le jeu suivant a Manu :

« Pense a deux nombres. Donne-moi la somme, puis
le produit de ces deux nombres. »

Manu propose : « La somme de ces deux nombres est
56 et leur produit 663. »

Aprés un petit moment, Florent répond: « Tu as pensé
al7et39.»

Manu conclut : « Exact!»

* Expliquer comment Florent a trouvé la solution.

Voitures moins chéres

Un constructeur automobile décide de commercialiser
des automobiles a bas colt : chaque voiture doit étre
vendue 6000 euros. Sa production g peut varier entre
0 et 100 000 voitures. Suite 3 une étude réalisée, les
couts de production sont dennés par la formule sui-
vante: C(g) = 0,054° + g + 80 (g exprimé en millier et
Cg) exprimé en millier d'euros).

On appelle codt fixe le cotit que supporte I'entreprise
méme si la production est nulle.

1. Quel est le cout fixe supporté par cette entreprise
de construction automobile ?

2. Déterminer la quantité a partir de laquelle le colt
de production est supérieur a 200 000 €.

3.A combiens'éléve larecette pour unetelle production ?
4, Exprimer, en fonction de g, la recette notée R (g), en
millier d‘euros.

5. En déduire la fonction polyndme du second degré
qui donne les bénéfices réalisés par I'entreprise.

6. Dans quel intervalle doit se situer la quantité de
voitures produites pour réaliser un bénéfice ?

7. Quel est le nombre d'automobiles a produire pour
obtenir un bénéfice maximal et quel est ce bénéfice ?

Chapitre 2 « Fonctions polynémes du second degre

@ Lancer de javelot

Une athléte lance un javelot a I'instant r = 0.
La hauteur & (1), en métre, a l'instant ¢, en seconde, du
centre de gravité est :

h(r):—%r2 +8t+2.

La hauteur est mesurée a partir du sol.

1. A quel instant le javelot est-il au plus haut ?

2. Le javelot atteindra-t-il une hauteur de 32 m?
A quels instants ?

3. Le javelot atteindra-t-il une hauteur de35m?

4. A quel instant le javelot touchera-t-il le sol ?

é Un projectile est lancé d'une hauteur de 2 métres avec

une vitesse initiale v, exprimée en m- s~'. On néglige
les frottements de |'air, le projectile n'est soumis qu‘a
une seule force, son poids ; son mouvement est para-
bolique et dépend de v,.

La hauteur du projectile en métre est :

h(t) = _%grz + vt +2,

avec i fonction du temps, g l'intensité de la pesanteur
terrestre et 1 la durée en seconde.

Onprend g = 10 m-s~ dans la suite de I'exercice.

1. Pour quelle (s) valeur(s) de v, le projectile attein-
dra-t-il une hauteur de 4 m au moins ?

2. Pour quelle (s) valeur (s) de v, le projectile ne tou-
chera-t-il pas terre avant 2,5 secondes ?

3. Pour quelle(s) valeur(s) de v, le projectile attein-
dra-t-il une hauteur de 4 m au moins et ne touchera-t-il
pas terre avant 5 secondes ?

@ modiiser

Un fermier veut délimiter une zone rectangulaire dans
son enclos pour isoler une poule et ses poussins des
autres volatiles. Il posséde un grillage de 460 cm de

longueur.
Enclos pour poussins

=

= En supposant qu'il utilise un des murs de la ferme pour
matérialiser I'enclos, quelle surface maximale peut-il
prévoir pour la poule et ses poussins ?

Mur

@



@ Déterminer tous les triplets d‘entiers consécutifs dont @ Mme Leroy place 5 000 euros de capital sur un compte

o

le produit est égal a la somme.

Soit x un nombre réel.
Dans un repéere orthonormé, on donne A(2; 1), B(x; 3)
et C(-1; 3).

» Pour quelle (s) valeur (s) de x le triangle ABC est-il @

rectangle en B?

Modéliser, raisonner

Existe-t-il des triangles rectangles et isocéles dont
I'hypoténuse mesure trois unités de longueur de plus
que I'un des autres cotés ?

Communiquer

Soit ABC un triangle tel que AB =12 et tel quela hau-
teurissue de C coupe [AB]en Havec CH=6 et AH=8,
Pour chaque point M du segment [AH] on construit
le rectangle MNPQ comme sur la figure ci-dessous.

C

N P

A B

M H |0

= Déterminer la position du point M pour laquelle
I'aire du rectangle MNPQ est maximale et calculer
cette aire.

Palais Guell

- 'h’.\ RSN

Les portes d’entrée du palais Guell, construit a Barcelone
par Gaudi, ont une forme que |'on peut modéliser par
une parabole (c’est en réalité un arc caténaire, non
modélisable en classe de Premiére). Paul veut connaitre
leur hauteur. Il mesure la largeur au sol (4 métres) ; en
se placant sur le seuil a 0,5 métre d’une extrémité, il
constate que sa téte frdle I'arche (Paul mesure 1,75 m).
 Calculer la hauteur de l'arche.

A 704

rémunéré ax % la premiére année. La deuxiéme année,
letaux derémunération augmente de 1% et Mme Leroy
réalise sur cesdeuxannées un bénéfice de 335,32 euros.
* Quelle était la valeur du taux de rémunération initial x ?

P |

Fin 2018, suite aux trés bons résultats de l'entreprise,
le directeur décide de distribuer une prime excep-
tionnelle de 39 000 euros a répartir équitablement
entre les salariés.

Cing cadres dirigeants de I'entreprise, s'estimant suf-
fisamment rémunérés, refusent cette prime. Ainsi,
chaque employé de I'entreprise touche 13 euros de
plus que prévu.

*» Quel est le nombre de salariés de 'entreprise et quel
est le montant de la prime qu'ils devaient percevoir
initialement 7

Modaéliser
Un prospectus a la forme d'un carré ABCD de c6té 6 cm.
B C
F E
A G D

La partie consacrée aux illustrations doit étre un rec-
tangle DGFE respectant la condition CE = GD et dont
I'aire est comprise entre 6 cm? et 7 cm?,

1. Réaliser la figure al'aide d'un logiciel de géométrie
dynamique et conjecturer une réponse au probléme
posé.

2. Démontrer cette conjecture.

8

mthrintabbd el o2

Une fusée a eau est lancée depuis le deuxieme étage
d’'un immeuble a 10,8 metres de hauteur avec une
vitesse initiale de 19,2 m-s7".

La fonction h, telle que h(t) :—%ar2 +vpt+hy
modélise 'altitude de la fusée en fonction du temps

t exprimé en seconde.

h (1) est exprimée en métre, l'accélération a est estimée
39,6m-s? et h,estl'altitude en métre a laquelle est
lancée la fusée.

Une seconde fusée est lancée du méme endroit avec
une vitesse initiale et une accélération constante,
différentes des précédentes. On constate que cette
fusée met 1seconde de plus pourrevenir a l'altitude
de départ et touche le sol 1 seconde plus tard que la
premiére fusée.

» Quelles sont les vitesse et accélération de cette
deuxiéme fusée 7



(7, Y Losiie oé séowérre

Dans un repére (O .:;} du plan, on considére le point
F(1; 2), un point M mobile sur |'axe des abscisses
d'abscisse a,avec a > 0 et le point N sur la droite (FM)

d'abscisse nulle.

ol7 ™
On cherche a déterminer I'ensemble E des points M
tels que Aire,,,, > 6.
1. Réaliser la figure a |'aide d'un logiciel de géométrie
dynamique.
Pour cela, utiliser les outils

Curseur : = et Aire:

2. Conjecturer I'ensemble E puis démontrer cette
conjecture.

Modéliser

ABCD est un carré de coté 4. Etant donné un point M
mobile sur le c6té [AB], on construit le carré AMPQ
comme indiqué sur la figure ci-dessous.

A M

= Ou placer le point M pour que l'aire hachurée soit
inférieure ou égalea3?

La courbe € donnée ci-dessous représente la fonction
polynéme f définie par f(x) = —+> + 2x.
Le point M a pour coordonnées (x; 0) oux € [0; 1].

M 5 Q3
1. Déterminer les coordonnées des trois sommets du
rectangle autres que M.
2. Démontrer que le périmétre du rectangle MNPQ
est inférieur a 4.

On appelle Fl'ensemble des polyndmes

p.(x)= 3x2 - x + ¢, ol ¢ est un entier de l'intervalle
[-5;5].

1. Quel est le nombre d'éléments de F ?

2. Combien existe-t-il d'éléments de F strictement
positifs sur R ?

3. Confirmer ouinfirmer la phrase: « p_(x) admet deux
racines distinctes si et seulement si ¢ est négatif ou
nul. »

50)
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Chapitre 2 « Fonctions polynémes du second degre

Modéliser

La distance a vol d'oiseau entre Bordeaux et Paris est
de 500 km. Un avion parcourt cette distance a une
vitesse constante V.

Un pilote a recu des informations de la tour de
contréle indiquant qu‘a son départ de Bordeaux,
I'avion aura un vent favorable et constant d'une
vitesse de 30 km -h™' (sur I'ensemble de son trajet
aller). Pour son vol retour, le vent sera défavorable
etd'une vitesse de 30 km-h™' (sur'ensemble de son
trajet retour). Le pilote sait qu'il lui faudra deux heures
de vol au total pour réaliser cet aller-retour.

* Quelle est la vitesse de I'avion sur chaque parcours ?

LOGICIEL DE GEOMETRIE
ABCD estun carre de coté 8 unités. On définit, sur les
cOtés de ABCD, les sommets d’un quadrilatére EFGH
tel que DE = CF = BG = AH = x unités de longueur,
comme l'indique la figure ci-dessous.

Dy E C
X
F
H
X
A GXB

On cherche a déterminer la valeur de x pour laquelle
l'aire du quadrilatére jaune est minimale.

1. Réaliser la figure al'aide d'un logiciel de géométrie
dynamique. Définir, en particulier, un curseur quifera
varier la position des points E, F, G et H. Emettre une
conjecture sur la nature du quadrilatére jaune et sur
la réponse au probléme posé.

2. Démontrer cette conjecture.

Est-il vrai que, parmi tous lesrectangles de périmetre 20,
celui qui a l'aire la plus grande est un carré?

Modéliser

ABCD estunrectangle de longueur AB =10 cm et de
largeurAD =6cm.

On inscrit un parallélogramme MNPQ dans le rectangle
ABCD telque : M € [AD] et DM =DQ = BN = BP.

ol o C
5_
M

P
A B
0 5 N g

1. Conjecturer, avec un logiciel de géométrie dyna-
mique, la position du point M pour que |'aire du paral-
lélogramme MNPQ soit maximale.

2. Conjecturer la position du point M pour que l"aire du
parallélogramme MNPQ soit égale a 30 cm?.

3. Démontrer ces conjectures.
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Résoudre dans R les inéquations suivantes.
1 —2x —3x+2

Tx+2 x—1
) 3—x . 2

2—x  2x-1

Résoudre dans [ les inéquations suivantes.
1. (x> + 4x - 5)(~x* + 5x-7) >0
2
X —210x+25 =0
—5x°-3x+8
3.(-x*-5x+6)(-3x"+5x+ 2) =0

4. (-x* +10x-25)4x° + 12x+9) >0

Approfondissement
Résoudre les systémes suivants ot x et y sont des réels.

1. Jx+ty=2 9 Jxt+ty=-7
xy=-3 xy=18

Approfondissement
Résoudre les systémes suivants oli x et y sont des réels
non nuls.

{l+l=4
IRERE]

xy=1

xy=-2

2. {xz +y2 =20

Résoudre dans [E les équations suivantes, en utilisant
un changement de variable judicieux.

Lx-3Vx-2=0 2. >+3+2=1
X

2
Soit un repére du plan.
La droite % d'équationy = 2x+ 1 et la courbe ‘€ d’'équa-

tion y = vx + 3 sont-elles sécantes ?

Courbe de Lorenz
1. Soit f la fonction définie sur [0; 1] par :

f(x) = 0,96x% + 0,04x.
Une courbe de Lorenz peut modéliser, par exemple, la
répartition des salaires dans une entreprise : x repré-
sente le pourcentage cumulé des personnes ayant
les plus faibles salaires par rapport a l'effectif de I'en-
treprise ; f(x) représente le pourcentage de la masse
salariale de I'entreprise, c'est-a-dire la somme de tous
les salaires. On suppose que la courbe représentative
de fest une courbe de Lorenz.
a. Calculer f(0,5) etinterpréter le résultat.
b. Déterminer le pourcentage de la masse salariale
totale affectée aux 10 % des salariés les mieux payés
dans lI'entreprise.
c. Calculer le pourcentage des salariés les moins bien
payés dont la masse des salaires représente 50 % de
la masse salariale totale.
Arrondir au pourcentage entier.
2. Que peut-on dire d’'une entreprise dont la répartition
des salaires serait modeélisée par la courbe de lafonction
gdéfiniesur [0; 1] parg(x)=x7?

A 724
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Pour une meilleure écoute...

Une entreprise produit et commercialise des casques
audios au prix unitaire de 120 €.

On note x le nombre de dizaines de casques produits
avec0 = x=16.

Le colt total de production, en millier d'euros, de ces
x dizaines d’'unités est donné par :

C(x) =0,08x% + 0,2x + 0,48.

1. L'entreprise a vendu 160 casques. A-t-elle réalisé
un bénéfice ?

2. Quel est le nombre de casques produits lorsque le
colt de production est égal a 15480 €7

Quel est alors le montant du bénéfice réalisé par I'en-
treprise 7

3. Déterminer le nombre de casques que l'entreprise
doit produire et vendre pour que sa production soit
rentable.

4. EEIEED A l'aide d’une calculatrice, conjecturer le
nombre de casques que |'entreprise doit produire et
vendre pour réaliser un bénéfice maximal. Préciser sa
valeur puis démontrer la conjecture.

Une équation de degré 4 particuliére

Onveut résoudre dans R I'équation (E):
A2 +x+1=0.

1. Vérifier que 0 n’est pas solution de (E).

L

X

Montrer que I'équation (E) est équivalente al'équation :
(E):X2+X-2=0.

3. Résoudre (E') puis résoudre I'équation (E).

4. Par un raisonnement similaire, résoudre |'équation

(E,) - +3-x+1=0.

Montrer que cette équation est équivalente al'équation

(E,): X*- X+ 1=0et larésoudre.

2.0npose X =x+

Approfondissement
1. Démontrer que, pour tousréelsaet b,ona:

a’ - b =(a-b)a* +ab + b?).
2. Etude d’un cas particulier
Soit le polynéme de degré 3, f(x) = 3x° - 7x* + 6x - 8.
a.Enécrivant f(2) =3 x23-7x2% + 6 x 2 - 8, démontrer
que f(x) - f(2) s'écrit sous la forme du produit de (x - 2)
par un polyndme du second degré.
b. Calculer f(2).
c. En déduire une factorisation de f(x).
d. Déterminer les racines de f(x).
3. Etude du cas général
Soit un polynéme de degré 3, f(x) = ax’ + bx? + ex + d,
avecq, b, c et dquatreréelset a # 0.
a. Soit o un réel quelconque. Exprimer (o) enfonction
de apuis démontrer que f(x) - f(cr) s'écrit sous la forme
du produit de (x — o) par un polynéme de degré 2.
b. En déduire que o est une racine du polynéme f(x)
si et seulement si f(x) peut-étre factorisé par (x - o).



@ Raisonner

1. Déterminer les réels b tels que I'équation :

324+ bx+4=0
admette une unique solution, que I'on déterminera.
2. Choisir deux réels b et ¢ pour que I'équation
342 + by 4+ ¢ =0 admette deux solutions réelles distinctes.
3.0n suppose a = 0.
a. Déterminer une condition suffisante pour que I'équa-
tion ax? + bx + ¢ = 0 admette deux solutions réelles
distinctes.
b. Cette condition est-elle nécessaire ?
4. Déterminer I'ensemble des réels ¢ tels que I'équation
2x2 - x + ¢ = 0 n'admette pas de solution réelle.
5. Pour quelles valeurs de a I'équation x> + ax* + x=0
admet-elle deux solutions distinctes ?

Déterminer I'ensemble de définition des fonctions:

fix—=>Vx?—2x-1

etg:x-—)+-
—x“+3x+2

Le plan est muni d’'unrepére. On considére la parabole
9 d'équation y = x? et le point A(0; 1).

Une droite 9, de coefficient directeur m passe par le
point A et coupe la parabole % en deux points quel’'on
nomme B et C.5Soit I le milieu de [BC].

1. Al'aide d'unlogiciel de géométrie dynamique, tracer
la parabole et placer le point A(0; 1).

Définir un curseur ni et tracer la droite @ .

Al'aide du mode Trace, conjecturer I'ensemble auquel
appartient le point I quand m varie.

2. a. Montrer que les abscisses des points B et C vérifient
I'équation x? —mx—1=0.

b. Combien de solutions cette équation admet-elle ?
3. Exprimer les coordonnées de [ en fonction des solu-
tions de I'équation precedente.

4. Démontrer la conjecture émise.

Soit f'la fonction définie sur R par ;

f)=x*+3x+1.
On appelle % sa courbe représentative dans un repére
du plan.
1. a. Dresser le tableau de variation de f.
b. Discuter, suivant les valeurs de m, le nombre de solu-
tions de I'équation f(x) = m.
2. Déterminer les coordonnées des points d'intersection
de % et de |'axe des abscisses.
3. Pour tout réel p, on considére la droite E'ﬂp d'équation
y=x-p.
Déterminer le nombre de points d'intersection de %,
et de P suivant les valeurs de p.
4.Pour tout réel g, on considére la droite Aq d‘équation
y=qx.
Déterminer pour quelles valeurs de ¢ la parabole P et
la droite Aq n‘ont pas de point commun.

Q
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LOGICIEL DE GEOMETRIE

CourbedeBézier

Dans le plan rapporté a un repére (Q; i, j}, on donne
les points A(0; 6), B(2;0) et C(4; 6).

Soit r un réel de l'intervalle [0; 1]. .

On définit les points G, Het M par AG = IAB ;

BH = 1BC et GM = (GH.

Le but de l'exercice est d'étudier I'ensemble des points
M quand 7 décrit l'intervalle [0; 1].

1. Réaliser |a figure avec un logiciel de géométrie dyna-
mique, puis faire apparaitre I'ensemble décrit par le
point M lorsque ¢ varie,

Sur quelle courbe semble se déplacer le point M ?

2. a. Déterminer, en fonction de 7, les coordonnées des
points G, H et M.

b.Valider ou invalider la conjecture et préciser I'équa-
tion de la courbe sur laquelle se déplace le point M.

Les courbes de Bézier ont été introduites par l'ingé-
nieur francais Pierre Bézier, qui travaillait chez Renault
dans les années 1960. Elles répondent au probléme
suivant : comment représenter facilement avec un
logiciel de CAO (conception assistée par ordinateur)
des formes complexes (aile d'avion, piéce de voiture,
fontes de caractéres. ..) en ne rentrant qu'un nombre
fini de contraintes. En termes plus mathématiques, on
souhaite construire des courbes a partir d'un nombre
fini de points de contrdles, sans recherche d'équation.

Approfondissement
On considére I'équation (E): x> - 7x + 6 =0.
1. Montrer que x,= 1 est une solution de I'équation (E).
2. Déterminer les réels a, b et c tels que :
X =7x+6=(x-1)ax®+bx+0).
3. En déduire la résolution de I'équation (E).
4. Reprendre les questions 1, 2 et 3 avec |'équation:
8- 10 +x+1=0.

Modéliser

Un agriculteur posséde un champ en forme de triangle
rectangle au bord de la riviére. Il souhaite poser une
cléture sauf sur le cété qui jouxte la riviere et il sait
queAB =50 m.

B

= Quelles longueurs minimale et maximale de cléture
doit-il acheter ?

A 7> 4
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@ [Nl PYTHON

On s'intéresse a la propagation d’'une maladie dans
une ville de 130 000 habitants.
La fonction f'définie sur [0; 40] par :

(@) = =301 + 1200t + 4000
modélise le nombre de personnes touchées par la
maladie 7 jour(s) aprés le début de I'épidémie.
1. Déterminer le nombre de personnes touchées par la
maladie au bout de 15 jours de suivi de la propagation.
2. Le conseil municipal a décidé de fermer les créches
de la ville dés que plus de 10 % de la population sont
touchés par la maladie. Pendant combien de jours les
créches ont-elles été fermées 7

On donne les définitions suivantes.

« Fonction d'offre : elle exprime le prix de vente d'un
objet en fonction de la quantité susceptible d'étre
fabriquée.

« Fonction de demande : elle exprime le prix d'achat
d’un objeten fonction de la quantité susceptible d'étre
achetée.

» Prix et quantité d'équilibre : c'est une situation o,
pour un prix donné, les quantités offertes sont égales
aux quantités demandées.

Les fonctions d'offre O et de demande D d'un téléphone
sont données, en euro, par les formules :

10 212
0(x) =20 - ——= et D(x) = ~2x + 250,
oll x € [20; 70] et représente le nombre de milliers de
téléphones.

1. Déterminer la quantité et le prix d’équilibre.
2. Déterminer les quantités pour lesquelles |'offre est
supérieure a la demande.

pyiion - Prolifération bactérienne

v " !
Un scientifique étudie la prolifération d’un certain type
de bactéries. |lmodélise le nombre de bactéries comme
une fonction du temps r exprimé en heure, définie par
N(1) =3 + 691+ 150.
1. Au bout de combien de temps le nombre initial
de bactéries aura-t-il augmenté de 150 % ? Au bout
de combien de temps le nombre initial de bactéries
aura-t-il été multiplié par 10 ?
2. Ecrire un algorithme en langage Python qui permet
de connaitre au bout de combien de temps le nombre
initial de bactéries aura dépassé un certain nombre
donné par l'utilisateur.

racinfi:arrée, notée ‘¢, dans un repére orthonormé
(O ;i,j).On note M un point de ‘6 d'abscisse x et
A(1;0).

* Démontrer qu'il existe un seul point M de ‘€ tel que
la distance MA soit minimale.

Modéliser
ABCD est un carré de coté 8. Soit P un point mobile
surle segment [AB].

A P B

D C
1. Déterminer la position du point P sur le segment
[AB] telle que I'aire de la surface bleue soit minimale.
2. Ou doit-on placer le point P pour que la surface bleue
occupe 75 % de la surface du carré ?

3. Est-il possible que I'aire de la surface bleue soit égale
au quart de l'aire du carré ?

D

A E

ABCD est un rectangle tel que AB = 8.

1. Le trapéze AECD et le triangle BCE peuvent-ils avoir
la méme aire ?

2. Déterminer les dimensions du rectangle pour que
l'aire du trapéze soit maximale.

1. Existe-t-il une fonction polyndme de degré 2 vérifiant
fl0)=3
f(=2)=11
f(2)=1

2, Existe-t-il une fonction polynome de degré 2 vérifiant
g(0)=1
g=2 7
2(2) =11



@ Feu d’artifice

Al'occasion d’un festival pyrotechnique, un artificier se
prépare a lancer des fusées a partir d'une plate-forme
située a 8 metres de hauteur. Il dispose de deux types
de fusée, notés A et B.

Partie A

La hauteur, en meétre, atteinte par les fusées de type
A en fonction de leur temps de vol x, en dixieme de
seconde, est modélisée par la courbe ci-dessous.

Hauteur (en m)

0" 2 4 6 8 1012 14 16 18 20 22 24
Temps de vol (en dixiéme de seconde)

Répondre aux deux questions suivantes avec la préci-
sion permise par le graphique.

1. Quelle hauteur atteindra la fusée aprés 4 secondes
de vol ?

2. Pour des raisons de sécurité, la fusée doit exploser a
une altitude supérieure a 40 métres. Déterminer l'inter-
valle de temps auquel doit appartenir x pour satisfaire
a cette contrainte.

Partie B

On modélise la hauteur, en métre, atteinte par les
fusées de type B en fonction de leur temps de vol x,
en dixiéme de seconde, par la fonction f définie
pour tout réel x appartenant a l'intervalle [0 ; 20] par
flx)=-0,5x2+10x + 8.

Comme dans le cas des fusées de type A, I'explosion
des fusées de type B doit avoir lieu lorsque celles-cisont
situées a une altitude supérieure ou égale a 40 métres.
1. Déterminer l'intervalle dans lequel doit se trouver x
pour satisfaire a cette contrainte.

2. Pour des raisons de sécurité, l'artificier souhaite faire
exploser ses fusées de type B lorsque celles-ci seront a
leur hauteur maximale.

Quel temps de vol avant I'explosion doit-il alors pro-

grammer ?
Daprés Bac, Centres étrangers, juin 2017

Chapitre 2 « Fonctions polynémes du second degre

@ Modéliser, raisonner

ABCD estun rectangletel queAB=5etAD =2et M
un point mobile sur le segment [DC].

D M C

A B

= Le triangle AMB peut-il étre rectangleen M ?

) PyTHON

Soit un segment [AB] de longueur 10 et un point M
mobile sur ce segment.

1. Déterminer la position du point
M pour que la somme des aires des
disques de diamétre [AM] et [BM ]
soit minimale.

2. Déterminer la position du point M
pour que la somme des aires des disques de diamétre
[AM] et [BM] soit égale a la moitié de |'aire du disque
de diamétre [AB].

1. Compléter I'algorithme suivant écrit en langage
naturel qui détermine, au dixieme prés, la plus petite
longueur du segment [AM] pour laquelle la somme
des aires des disques de diamétre [AM] et [BM] est
inférieure ou égale a 60.

x«0

Y.

Tantque ...
xe—x+01

Afficher ...

@ T evrHoN

On donne l'algorithme suivant.

a1
bhe2
Tant que b-a = 0,01

e at+b

Sixd<x+1
a<«—x
Sinon
bex
Afficherx

1. a. Quelle est la condition pour que l'algorithme
s'arréte ?

b. Quel est le role de cet algorithme ?

<. Traduire cet algorithme en langage Python et |'écrire
dans un éditeur Python.

Quelle est alors la valeur de x obtenue ?

2. Calculer la valeur exacte de la solution positive de
I'équation 2 =x + 1.

Ce nombre est le nombre d’or.

A 54



@ Une trajectoire parabolique dépendant d’'un parametre
Si on néglige toutes les forces a I'exception du poids, un projectile lancé du sol a une vitesse v

(en m-s7") enfaisant un angle de ot radians avec 'horizontale, suit une trajectoire parabolique d'équation :

=&
J 212

* (1 +tan? (o) x 2%+ tan (o) X x,

ol x désigne la distance horizontale parcourue par le projectile (en m) et y la hauteur du projectile en
fonction de cette distance horizontale parcourue (en m).

De plus, g = 9,8 ms~2 désigne I'accélération de la pesanteur terrestre.
Dans la suite, ce projectile désigne une fusée artisanale lancée a une certaine vitesse qui suit une trajectoire parabolique
d'équation y =—0,02(1 + k2 ).2 + kx, ol k est un réel strictement positif dépendant de c.

On s'interroge sur la hauteur maximale atteinte par la fusée et sa distance horizontale maximale parcourue.

Casouk=3.

1. Déterminer la hauteur maximale
atteinte par la fusée dans le casol k = 3.
2. Déterminer la distance horizontale
maximale parcourue par lafusée, toujours
danslecasolk=3.

@ Réaliser un bénéfice

Un artisan fabrique des objets. Il ne peut pas en produire plus de 70 par semaine et
toute la production est vendue. Le coiit de production, en millier d'euros, de x dizaines
d'objets est modélisé par la fonction C définie sur [0; 7] par C(x)=0,1x2 +0,2x +0,3;

chaque objet est vendu 80 €.

1. EEYSETES Représenter sur la calcu-
latrice, la fonction C ainsi que la fonction
recette R.

2. Utiliser le graphique pour déterminer les
quantités d'objets que I'artisan doit pro-
duire et vendre pour réaliser un bénéfice.
3. Evaluer graphiquement le bénéfice
maximal qu'il peut réaliser.

v

hd

Questions Moderato Questions Allegro

L) ePyTHON

1. Déterminer la hauteur maximale
atteinte par la fusée en fonction de k.

2. Déterminer la distance horizontale
maximale parcourue par la fusée enfonc-
tionde k.

1. Montrer que la hauteur maximale
atteinte par la fusée est inférieure ou
égale a12,5 m.

2. Montrer que la fusée ne peut parcourir
une distance horizontale de plus de 25 m.

v v
Questions Moderato Questions Allegro

On nomme B lafonction définie sur [0; 7]
qui modélise le bénéfice, en millier d'euros,
réalisé par la production et la vente de x
dizaine (s) d'objets.

1. Donner l'expression de B (x).

2. Déterminer par le calcul les quantités
d’objets que l'artisan doit produire et
vendre pour réaliser un bénéfice.

1. Déterminer le bénéfice maximal que
cet artisan peut réaliser.

2. En raison d'un investissement supplé-
mentaire de 100 €, I'artisan décide d’aug-
menter le prix de vente de chaque objet
afin de conserver la valeur du bénéfice
maximal déterminée a la question 1.
Calculer ce prix de vente.



J -~ No problem!

o What a nice high school!

Meline and Emmeline draw the roof of their school sports-hall

(framed in red) thanks to a geometry software.

Thanks to the architect’s plan drawn to scale they use three

parabolas and a segment line passing throw the following

points: A(3; 4), B(4,5; 3), C(6,5; 2,5), D(8,5; 3), E(9,5; 3,5) and

F(12,5; 3,5).

We denotef,, f,, f; and g the functions with graphs 2,, %, 2,

et 9.

1. Emeline thinks that function f, can be written like this: 1AL

f,(x) = ax(x - 6). Find the value of a. LA o NE_LC %,z
- J.2

Chapter 2 Quadratic functions

2. Help Meline to choose the right statement for function f, B
among those statements: - _v_'e%t;:éx_ ]
a.-0,125(x- 6,52 -2,5 b.-0,125(x + 6,5 - 2,5 - —
c. 0,125(x - 6,5)> +2,5 d.-0,125(x - 6,51 + 2,5 '

3. Thanks to points D and E, find the expression of function g.

4. Points F and E belong to %, and the vertex of this parabola has the same ordinate as the 7, vertex.
Find the expression for function f;.

5. Using all the functions you've found and a geometry software, draw a sketch of the sports-hall roof.

9 Matching

For each parabola give the sign of @ and the number of roots.

Q Individual work Crosswords

1. One of the three ways to write a quadratic
function.

2. To write a number or an expression as a product

of its factors.

3. A function of the coefficients of a polynomial
equation whose value gives information about the
roots of the polynomial.

4, The path of a projectile under the influence of
gravity follows a curve of this shape.

5. Containing one or more squared variables.

. - B
6. My abscissa is — —.
y %

7. Avalue of an unknown quantity satisfying a given
equation.




e Ressources du chapitre
disponibles ici :

www.lycee. hachette-

education.com/barbazo/ire

Fonctions

) Resmtnianss

Regiomontanus est le surnom de
I'Allemand Johannes Miiller, pro-
bablement le mathématicien le plus
influent du x~ siécle. Astronome,
il écrit De triangulis omnimodis qui
donne ala trigonométrie, non plus
un simple role utile a I'astrono-
mie mais une place importante a
I'étude des cotés, angles et aires des
triangles.

Lamort subite de Regiomontanus|a
empéché de publier son traité de tri-
gonométrie, ce délai de publication
agrandement affaiblison influence
parmi ses contemporains.

Prendre le bon angle
avec les fonctions
trigonomstriques

n présente ci-dessous un exemple des pro-
blémes que |I'on rencontre dans l'ouvrage de
Regiomontanus.

« Si la base d'un triangle et I'angle opposé sont connus,
et si la hauteur sur la base ou laire est donnée, alors les
cotés peuvent étre trouvés. »

Regiomontanus disposait du cosinus, du sinus et de la tangente. Traduire I'énoncé du
probléme précédent par une figure, puis donner des valeurs arbitraires aux grandeurs connues
avant de déterminer une valeur approchée des cotés.



=

Donner les abscisses de tous les points de la figure
ci-dessus en utilisant les symétries implicites.

9 Ecritures fractionnaires

Calculer et donner le résultat sous la forme d'une
fraction irréductible.

T
a.—+=—
2 4

21
& 3

5t 3n
8 3

e Droites graduées

Reproduire les axes gradués ci-dessous et placer
approximativement sur chacun d’'eux les nombres
suivants.

b.3

DIAPORAMA
DE GAMMES
SUPPLEMENTAIRES

o Nature des triangles

D

B

a. Quelle est la nature des triangles ADC, ABC et
ABD?

b. Quelle est la mesure en degré de I'angle ADB ?

9 Cosinus et sinus

Sur la figure ci-contre, ABC est C
un triangle rectangle en B.

a. Indiquer I'hypoténuse.

b. Indiquer le coté adjacent 2

I'angle CAB.

<. Indiquer le coté opposé a

l'angle CAB.

4. Comment calcule-t-on cos( CAB) ?
. Comment calcule-t-on sin(CAB) ?

6 Cercle particulier

Dans un repére orthonormé (O ; 1, J), on considére
le cercle de centre O et de rayon 1, un point A sur
le cercle, et le point B sur I'axe des abscisses tel
que le triangle OAB soit rectangle isocéle en B.

J|

1. Calculer la longueur OB en utilisant le théoreme
de Pythagore.

2. Quelle est, en degré, la mesure de I'angle BOA ?

3. En déduire la valeur exacte de cos(45°) et
sin(45°).




/ y » SITUATIONS
Pour construire le cours . o

Situationg

Objectif

Introduire |

trigon

(Situation®)

Piste de course

Une course se déroule sur une piste circulaire de rayon 1 hm M
(hectomeétre) et de centre O. \
Le départ se fait toujours au point A. Le coureur se déplace sur la piste, A
toujours dans le sef-r_'n_sﬁindiqué et parcourt une distance égale a la 0 A

longueur de I'arc AM, qui correspond a un angle au centre de o
degrés, comme indiqué ci-contre.

Recopier et compléter le tableau suivant, ol M est la position d'un coureur sur la piste correspondant a
I'angle, en degré, et L est la longueur exacte, en hectométre, parcourue depuis le départ (c'est-a-dire la

longueur de I'arc HJ}
On rappelle que le périmétre P d’un cercle de rayon R est P=2nR.

Angle en

; 180 360 90 45 60 210

degré

Position

de M

Longueur ——

Lenhm

Si un coureur a fait, a partir de A, trois tours de piste, puis arrive &
en B (figure ci-contre), quelle est |a longueur L parcourue ? \

Quelle est la mesure de I'angle correspondant en degré 7

: ; 11w :
Un coureur parti de A a parcouru la dlstance2— him sur la piste :
ou est-il arrivé 7

Tourner pour chercher un signe

On se place dans un repére orthonormeé (0 1, J). Le cercle
ci-contre a pour centre l'origine O du repére et pour
rayon 1 unité.

On note M un point mobile qui se déplace sur le cercle en

partant du point I dans le sens trigonométrique. On note
oL une mesure en radian de l'angle JOM.

Quel est le point-image du réel o+ 21t 7 En déduire une comparaison entre cos(c + 27) et cos(w),
d’une part, et sin(o. + 2m) et sin{or), d’autre part.

Donner le signe de I'abscisse de M au cours du déplacement. En déduire le signe de cos(o).
Donner le signe de 'ordonnée de M au cours du déplacement. En déduire |e signe de sin(c).
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Situation@) Unités de mesure d’un angle EEEIE A

Objectif On consideére un triangle OIA équilatéral.
ntroduire le radian On suppose que 0OA=1.

Soit A’ le pied de la hauteurissue de A.

a. Déterminer la mesure en degré de I'angle AA'O.

b. Quelle est la longueur du segment [OA'] ? En déduire que AA’=§.
3) En utilisant la définition du sinus et du cosinus vue en classe de
A

8 Quelle est la mesure en degré de I'angle I0A?
2

Troisiéme, retrouver les valeurs de cos(60°) et sin(60°). 4

On place le triangle OIA dans le cercle trigonométrique, comme
indiqué sur la figure ci-contre. On note I' le point diamétralement
opposé a /.

a. Quelle estla mesure, en degré, del'angle 15}’ 7 7 5 jq 7
b. Recopier et compléter le tableau de proportionnalité suivant.

Angle en degré TOT = xs JOA —

Longueur de P o | —1

I'arc de cercle 1" =aas '

(5) La valeur% estune nouvelle mesure de I'angle.ﬁi, exprimée en une nouvelle unité appelée le
radian.

En utilisant les résultats de la question 3, détermi nercos( 3 ) et 5|n(73t)

(ED Régler |a calculatrice en mode radian a |'aide des instructions ci-dessous et vérifier les valeurs
n o (T

cos|5 ) et sm(—).
(3) 3

Casio Tl

w « Entrer dans le menu
« Entrer dans le menu

SELWP « Choisir RADIAN ou DEGRE 2 I'aide des fleches.
« Taper les instructions (swer) [ mew

« Dans le menu Angle, choisir I'unité degrés ou
radians a |'aide des fleches

MORMAL FLOTT DEC REEL RAD MP

| np ut/Output:Math

ode ]
;rac %esult td/c ,
une Ype Y= ]
‘Draw Type :Connect Espﬁfr“nnfg "Aura
Derivative :0Off DIAGNOTIQUES STATS: NAFF [
‘Angle ‘Rad L ASSISTANTSTATS: (@ _ NAFF

REGLER HORLOGE _ [SULTVIT
| [Math](Tine ] LANGUE : FRANSALS




Connaitre le cours

1. Lecture sur le cercle trigonométrique

’ 1. Le cercle trigonométrique

Définition
Dans un repére orthonormé (O ; 1,.J), le cercle de centre O et de rayon 1 parcouru de { vers J dans le
sens inverse des aiguilles d'une montre est appelé le cercle trigonométrique.

J . . a
On note / le point de coordonnées (1; 0), et / le point g Sog'fgn'lu;:r‘;t:;q”e
de coordonnées (0; 1), ainsi que I’ et J’ les symétriques
respectifs de f et J par rapport a O.
I (8 I
7

,2. Longueur d’un arc

Propriété (admise)

Sur le cercle trigonométrique, la longueur de l'arc de cercle M (expri-
mée dans l'unité de longueur du repére) est proportionnelle a la mesure
del'angle oM exprimée en degré.

Mesure de oM endegré 360 | 180__ _90 | 270
—_ fid 3n
Longueur de I'arc IM 2n L 2 53
, 3. Radian
Définition
Soit I/ le point du cercle trigonométrique tel que I'arc 1U ait pour lon- : ' i
gueur 1 unité (exprimée dans 'unité de longueur du repére). o
On définit un radian (noté 1 rad) comme étant la mesure de I'angle /OU. T
Propriété (admise)
Les mesures d’un angle en degré, d'une part, et en radian, d'autre part, sont proportionnelles.
On en déduit le tableau de conversion suivant. _
Mesure en degré 30 45 60 90 180 1 J..:}CQ
n T T | = T | n 180
Mesure en radian b % 3 2 T 180 1
% Exemples
Larcl/ a pour longueur % La mesure en degré de I'angle IOJ est égale a 90°. La mesure en radian
de I'angle 107 est égale 3 »Ti":
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n Déterminer la longueur d’un arc

Déterminer la longueur des arcs IA, IB et IC sur ce cercle de centre O et de rayon 1.

Vv Solution commentée

La longueur du cercle est égale a 2, ce qui correspond a un angle de 360°.
Longueur d‘arc et angle au centre sont des grandeurs proportionnelles,

on obtient donc les résultats suivants en utilisant par exemple I'égalité des
produits en croix.

Mesure de I'angle en degré 45 120 135
n 2n 3n
Longueur de l'arc ! 3 2

B Convertir des angles en radian

MEETEY 4 p. 100

Convertir en radian les mesures d'angles de mesures suivantes données en degré.

1.30° 2.0° 3.150° 4. 210° 52257

w Solution commentée

On utilise un tableau de proportionnalité sachant que 360° correspondant a 2z radians.

Mesure de I'angle en degré 30 4 0 150 210 225
i I T In V.4
Mesure de I'angle en radian 5 0 5 5 2

B Convertir des angles en degré

Convertir en degré, les angles de mesures suivantes données en radian.

1, 3¢ ). 21 3, 3n 4. 1m 5

2 5 4 3

EXERCICE RrasBuivi]

ols

w Solution commentée

On utilise un tableau de proportionnalité.

3n 2n

i 2R o 3n Sn I
Mesure de I'angle en radian p) c 2 12 ]
Mesure de I'angle en degré 270 72 135 75 22,

MEENE 3 p. 100



Connaitre le cours

2. Enroulement de la droite des réels
, 1. Point-image d’un réel

Dans un repére orthonormé (0 ; 1, J), on considére le cercle T 2n
trigonométrique et la tangente & au cercle au point 7. On défi-
nit sur cette droite un repére d'origine / comme indiqué sur la
figure ci-contre.

Onimagine que la droite % s‘enroule autour du cercle,

Proprieté (admise)
* Pour tout nombre réel o, le point d'abscisse o sur% coin-
cide avec un unigue point M du cercle trigonométrique.
M s'appelle le point-image de o sur le cercle trigonométrique.
* Réciproquement, a tout point M du cercle trigonométrique
correspondent une infinité de valeurs qui peuvent étre consi-
dérées comme les abscisses de points de la droite %.
Sioestl'abscisse d'un de ces points sur 9, tous les autres
points de % ont pour abscisses :

o+ 21, oo+4m, ..., o- 2w - 4T, ...

W Exemples ' ' i “"2;5
® Soit oo =m. Comme le cercle trigonométrique est de rayon 1,
son périmetre vaut 2r. Le point-image de 7 sur le cercle trigo-
nométrique est donc le point I, point symétrique de / par
rapport a O, car la longueur de l'arc II' est 7.
® Au point J correspondent une infinité de valeurs qui sont les
bscisses delaforme X, Tyom Ean, ., E_on E_4p, ..
abscisses delaforme =, 5+ 2m, = +4m, ..., = -2m, S -4m,
de points de la droite “i.
‘ N - . ’ .
’ £. Points-images remarquables du cercle trigonométrique
Propriété (admise)
Sur le cercle trigonométrique, les points I, A, B, C et J sont 4 %
appelés points remarquables et sont définis par: X
e 0l = 2km, k entier relatif iﬂ
x 4
® JOA = *2“ + 2km, k entier relatif \ 6
* [OB= % + 2km, k entier relatif 7
* I0C = % + 2km, k entier relatif
* 10J = Z + 2k, k entier relatif
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n Se repérer sur le cercle trigonométrique J

Le cercle ci-contre est le cercle trigonométrique partagé en huit arcs de méme
longueur.

Ve

« Pour chacun des points A et B du cercle, donner deux réels dont il est I
le point-image.

\

Pour aller de I a A dans le sens trigonométrique, on parcourt un arc de longueur un huitiéme de la longueur
du cercle.

A est donc le point-image du nombre %

Pour déterminer un autre réel dont A est le point-image, il suffit d'ajouter ou de retrancher 2x.

Par exemple, %— 2n= %— 87? = -1—7:.,4 est le point-image du réel -%ﬂ en parcourant le cercle dans le sens
contraire du sens trigonométrique.
B est le point-image du réel —% en parcourant le cercle dans le sens contraire du sens trigonométrique.

Pour déterminer un autre réel dont B est le point-image, il suffit d'ajouter ou de retrancher 2.

Par exemple : Eop=TR
4 4
MEETE 6 p. 100
B Placer des points sur le cercle iz
: - e
trigonometrique ___\\.i B(%)
On a placé sur le cercle trigonométrique trois points-images de '\, A(E)
trois nombres. 6
« Reproduire le cercle et placer les points E(%TE) et F(—i;!) : 0 1
sens
/ trigonométrique
ou sens direct
B est le point-image de % Lorsquon reporte deux fois l'arc OB a J ({%)
F T
partirde I, on arrive sur J, le point-image de %Tn On reporte une E‘/,"F—-‘"“--\.B(I)
ST ‘.‘ “. \o T
fois encore I'arc OB pour obtenir le point-image de %‘T soit E. / %\A(*g)
C est le point-image de % On reporte quatre fois (; ]
a partirde I l'arc oc dans le sens contraire du sens sens
trigonométrique. Le point obtenu est le point-image de —%t, /:L’ige:l';‘;?:eézrtique
soit le point F.

MEEE 10 p. 100
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3. Sinus et cosinus d’'un nombre réel

¥ 1. Définitions
trigonométrique

Définitions oudirect
Soit ot un nombre réel et soit M le point-image de o sur le cercle
trigonomeétrique. Dans le repére (O ; 1, J) :

* |'abscisse de M est appelée le cosinus de o, noté cos(c) ;

¢ I'ordonnée de M est appelée le sinus de o, noté sin(a) ;

® le point M a pour coordonnées M (cos(c) ; sin(cx)).

Vv Exemple
Le réel %a pour point-image ./ (0; 1). Donc cos(%} =0et sin(-g-) =1 g
Propriétés

"E%EI Pourtout réel o, on a:

o -1=<cos() <1 et -1 =sin(e) = 1. * cos(o) + sin%(c) = 1
(cos(cx))? peut se noter cos?(ct).

*2. Valeurs remarquables du sinus et du cosinus

Certaines valeurs remarquables de cos(o) et sin(cx) sont a connaitre pour des valeurs de o données.

Elles correspondent a des positions remarquables du point M sur le cercle trigonométrique.

® [ est le point-image de 0. | 7T T T T T

- DEMO T 5 Elkawsieilka

p. 90 s i i BTSN '
g M, est le point-image de " B 2] ;,3_\_'.2#__'[% ::ng:gré 0 30 45 60 90

* M, est le point-image de Z. e r

b, & T
® M, est le point-image de . P '
3
w0 LG
© Jest le point-image de%. -

* 3. Lien avec le sinus et le cosinus dans un triangle rectangle
On considére le cercle trigonométrique et la tangente % au cercle. J|
Pour tout nombre o € }0 : 125[, d'image M, on considére le point H de |'axe / sin(a)

des abscisses tel que (MH) est perpendiculaire a (Of).
Ona:

M/-—"Cf.

_ ) _ OH _ cotéadjacent — 0
¢ cos(a) = abscisse de M = OM ™~ hypoténuse — cos(HOM)
. _ . _ HM _ cOtéopposé . o~
¢ sin(o) = ordonnée de M = Obf ~ hypoténuse sm(HOM)
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Utiliser le cercle trigonométrique

Donner, sans calculatrice, le signe des nombres réels suivants.

Qau=-1- cos(-gi) (2) b=—sin(l7‘-)—

w Solution commentée

o On sait que -1 = cos(%) = 1.0n utilise la deuxiéme inégalité :

cos(fjt) 1 donc 1- cos(s) =0. 1- cos(5 ) estdonc un réel positif.
e Onsaitque -1 = sm(7 ) = 1. On utilise la premiére inégalité :

-1= sm(7)donc -1- sm(7) 0. -1- sm(7)est donc un réel négatif.

[y 22 p. 107

B Déterminer des valeurs du sinus et du cosinus

En utilisant le cercle trigonométrique, déterminer les valeurs exactes des cosinus et sinus de —%.

v Solution commentée

On place les images de ces réels sur le cercle trigonométrigue. g
Le point-image de —%est le point N. \M
N est le symétrique par rapport a I'axe des abscisses du point M image de % R \
On sait que M a pour coordonnées M(‘{_ J_) Donc N(J_ ‘l_) 2] 0j5 LT
Donc cos(—E) _2 et sin(—E) = -—Q_ _______ / =,
4)” 2 4 2 i
IEEEE 13 p. 101

B Utiliser les valeurs remarquables du sinus et du cosinus
Calculer les expressions suivantes et donner le résultat sous la forme d’une fraction.

O-cofg]-nfs] @ cnfg]an2)

v Solution commentée

L
En utilisant le cercle trigonométrique, et avec les valeurs remarquables 3
a connaitre, on trouve que : %
By 1_43_1-43
0:05( ) 2 i s:n(3) onc A= -3 5
31:) Q . .. 28
Ocos( ) ,sm(4 = jdonc B=L 438 =&Y =2.
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4. Fonctions sinus et cosinus
¥ 1. Définition

Définition
La fonction sinus, notée sin, est la fonction définie sur R par x> sin(x).

La fonction cosinus, notée cos, est la fonction définie sur R par x — cos(x).
Leurs courbes représentatives sont appelées des sinusoides.

¥ = cos(x) v = sin(x)
AN\ "/,
/1215_ 3\ - T 1\ 7w\ /3% /=
2 2 2

Remarque

H\f

[/

Pour tout x réel, -1=sin(x) = 1 et -1 = cos(x) =1.

¥ 2. Périodicité et parité

Définition
Une fonction trigonométrique f'définie sur [} est périodique de période T si et seulement si, pour
tout réel x, f(x + T) = f(x).

Propriete

Pour tout x réel, on a sin{x + 2w) = sin(x) et cos(x + 2w) = cos(x).
On dit que les fonctions sinus et cosinus sont 2 - périodiques.

en ligne

flx) = sinfx)

I
|
u|;q =
(ST
w
b
]
g
(5]
n[g
by

Propriéte
>E3E Pour tout xréel,ona:
en ligne i 5 " . + . s
® sin{-x) = —sin(x) : on dit que la fonction sinus est impaire ;
® cos(-x) = cos(x) : on dit que la fonction cosinus est paire.

Ty y = sin(x)

sin(x)f -7 M
0 i\ o X
=T X T ox = E/

M C0s(x) = —cos() M =

La courbe de la fonction sinus est donc La courbe de la fonction cosinus est donc
symétrique par rapport a 0. symétrique par rapport a I'axe des ordonnées.
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Utiliser la courbe représentative de la fonction cosinus

En utilisant la courbe représentative de la fonction cosinus, résoudre graphiqguement I'équation
cos(x) = 0,8 sur l'intervalle [0 ; 2rt]. Donner les valeurs approchées des solutions au dixieme.

‘N Solution commentée

On trace la droite d'équation y = 0,8.

Les solutions sont les abscisses des points d'intersection de la droite avec la courbe représentative de la
fonction cosinus.

On trouve deux valeurs approchées : x, = 0,6 et x, = 5,6.

HETEEES 28 p. 102

B Etudier la périodicité d’une fonction trigonométrique

On considére la fonction trigonométrique définie sur [ par f(x) = sin(x) + cos(x).

= Démontrer que la fonction fest périodique de période 2m.

v Solution commentée

Pour tout réel x, on calcule f(x + 2m).

[l + 2m) = sinfx + 21) + cos(x + 27) = sin(x) + cos(x) car les fonctions sinus et cosinus sont périodiques de
période 2.

On a donc f(x + 21) = f(x) pour tout x réel. La fonction f est périodique de période 2m.

EXERCICE JEX-gvimive:

B Montrer qu’une fonction est paire ou impaire

On considere la fonction f définie pour tout réel x par f(x) = sin(x) + x.
o Montrer que la fonction est impaire.
9 Qu'en déduit-on pour sa courbe représentative dans un repére orthonormé ?

Vv Solution commentée

0 On calcule f(=x) = sin(=x) + (~x) = -sin(x) —x car la fonction sinus est impaire.
On a alors f(=x) = =(sin(x) + x) = =f(x) pour tout x réel.
La fonction fest impaire.

Q La courbe représentative de la fonction f est symétrique par rapport a l'origine O du repére.
HETEEE 33 p. 102



Démonstrations et raisonnements

Comprendre une démonstration

On présente la démonstration de la propriété suivante. La lire attentivement puis répondre aux
questions posées.

w Démonstration

* On considére le point A image de % sur le cercle trigonométrique (cercle de rayon 1).

7] C '

Le triangle AOI est par conséquent un triangle équilatéral.

Soit C le milieu de [O1]. La droite (AC) est une hauteur du triangle.
Donc OC est l'abscisse de A.

On en déduit que cos(%) = %

* D'aprés le théoréme de Pythagore, dans le triangle OAC rectangle en C,on a:
OA?=0C*+ AC* & AC? = 0A*- OC2,
1

On trouve donc AC? =1- (E) = -:?;—

On en déduit AC = —-‘{23 ,car AC est une longueur, donc est un réel positif.
Comme AC = OB, I'ordonnée du point A est -"'23_-

On a donc sin(—%) = %_3.

Quelle est la mesure de l'angle IOA en degré ? en radian ?
Expliquer pourquoi le triangle AOI est équilatéral.
Expliquer pourquoi C est le milieu du segment [O1].

Expliquer pourquoi AC= OB.
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o On souhaite démontrer la propriété suivante.

ol
5

)= inf TN
Onacos(4) etsm(4)

En utilisant les indications suivantes, rédiger une démonstration
de la propriété.

Le point A est I'image de % sur le cercle trigonométrique.

» Déterminer la mesure de 'angle BOA en degré, puis en radian.

® Montrer que le triangle BOA est rectangle et isocéle en B.
* Conclure en utilisant le théoréme de Pythagore.

e On souhaite démontrer la propriété suivante.

Pour tout nombre réel x, on a cos’(x) + sin(x) = 1.

En utilisant les indications suivantes, rédiger une démonstration
de la propriété.
Soit M un point-image du réel x sur le cercle trigonométrique.
¢ Exprimer la longueur HM a l'aide de sin(x).
' Exprimer la longueur OH a l'aide de cos().
* Que vaut la longueur OM ?
 Utiliser le théoréeme de Pythagore dans le triangle OHM
pour conclure.

Dire si la proposition suivante est vraie ou fausse en justifiant

la réponse.
Pourtoutx & ]-m; n],ona:

_E.n —_~N2 I s T
xXE { 4,4} & cos(x)= 5 & Cos (x) 3

_i
/T
L
0 B ’

Démontrer des équivalences

Pour démontrer plusieurs équiva-
lences, il faut s‘assurer que chaque
équivalence est vraie.

Pour démontrer une équivalence
P < @, ondémontre dans un pre-
mier temps P = Q puis dans un
second temps Q = P.



Apprendre

VIDEOS
E COURS

Cercle trigonométrique

Cercle de centre O et derayon 1.

J sens trigonométrique

\ ou sens direct

I

Valeurs remarquables

o 0
Angle
en degré

i
3
s
4

3

cos(a)

sin(ot)

Enroulement de la droite des reels

M est le point-
image du réel o.
A tout point M
du cercle cor-
respondent une
infinité de valeurs
oL+ 2km.

(1801

Mesure des arcs et radians

Mesure de ﬁﬁ
endegré

Longueur
de I'arc IM

‘Mesure en degré

T
Mesure en radian

°-1=cos(a) =1
¢ -1=sin(a) =1
* cos(@) + sin*(c) = 1

Fonctions cosinus et sinus

* sinus:R —-R

x> sin(x)

* La fonction sinus

est impaire.

© Elle a pour période 27:
sin{x + 21) = sin(x)

¥ = cos(x)

® cosinus: R >R

x> cos(x)

* La fonction cosinus

est paire.

» Ellea pour période 2r:
cos(x + 2m) = cos(x)

v =sin(x)
vl




sesCONNAaissances

Effectuer les exercices @ a @) et vérifier les réponses.
Sinécessaire, réviser les points de cours en texte ou en vidéo.

@) 1. Déterminer la longueur des arcs IA et IB.

2. Placer sur le cercle trigonométrique les points-
images des nombres réels suivants.

b.-& c. It
4 4

Le point M est I'image d'un réel e et le point NV celle
duréel p.

Indiquer la lettre correspondant a:

» cos(og) ; * cos(P);

= sin(oy) ; * sin(p).

L

@
o)

[ ox()

o

D

Les points B et C sont symétriques par rapport a l'axe
des ordonnées.
Les points A et D sont symétriques par rapport a O.
1. Donner la valeur des nombres suivants.
i (T i T
a.cos| = b. sm(w) c sm(—w)
(3] ; 3
2. Donner ensuite la valeur des nombres suivants.
g) vl el
a.cos( 3 b.sin 2 c. sin 3
@ 1. On consideére la fonction f définie pour tout
réel x par f(x) = sin(x) - cos(x).
Montrer que la fonction n'est ni paire ni impaire.
2. On considére la fonction g définie pour tout réel x
par g (x) = cos(x) + x%.
Montrer que la fonction g est paire.

€ CORRIGES
DES EXERCICES

« Enroulement

Longueur d'arc et radians €

Fonctions

“ de la droite des réels

« Sinus et cosinus

cosinus et sinus

¢ d'un nombre réel




Algorithmique
et programmation en Python

1 Construction du cercle trigonométrique

Objectif On considére la fonction cercle suivante.
Utiliser les fonctions
trigonométrigues. 1import matplotlib.pyplot as plt
2from math import pi,cos,sin
3
4 def cercle(n):
5 for i in range(n+1):

angle=2*i*pi/n
X=cos(angle)
Y=sin(angle)
plt.plot(X,Y,"b.")
10 plt.axis("equal")

11 plt.show()

O 0 <1

Recopier et tester la fonction pour i = 6. Qu'obtient-on ?
Que calcule-t-on alaligne 6 7
Combien de mesures d'angles calcule-t-on avec I'instruction de la ligne 5 ?

Quelle instruction faut-il écrire dans la console pour afficher une approximation du cercle
trigonométrique ?

5) Recopier et compléterla fonction cercleZ ci-dessous pour qu'elle affiche le cercle avec les quarts en

O 00C

couleur comme indiqué sur la figure ci-dessous.

1 import matplotlib.pyplot as plt
2 from math import pi,cos,sin

3

4 def cercle2(n):

5 for i in range(n+l1):

6 angle=2*i*pi/n
7 X=cos(angle)

8 Y=sin(angle)

9 if ©<X<1 and e<Y<1:
10 plt.plot(X.Y,"g.")
11 elif ...2
12 ——

13 v
14 T
15
16 a e
17 plt.axis("equal")
18 plt.show()
Lo0

ors
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[ 1P @) Etudier un polygone régulier

Objectif Dans un repére (O ; 1, J), on considére le polygone régulier a n cotés AjA, A, ... A _,, avec
e A, = 1. Pour tout entier i compris entre 0 et n — 1, on note o, I'angle 10A,.

(‘D On souhaite déterminer les coordonnées des points A..
: e
& Bipliquer pourguolor, = n' 1 from math import pi,sin,cos

b. Quelles sont les relations entre les coordonnées 2 def coordonnees_polygone(n):
des points A; et I'angle o ? 3 LX=[] &
c. Recopier et compléter la fonction 4 LY=[]
coordonnees_polygone ci-contre, qui prend 5 p=0
en argument le nombre de sommets du polygone 6 for i in range(n):
etrenvoie la liste des abscisses et des ordonnées 7 afple=2%i* i/':‘
de chaque sommet, et la tester avec n = 6. 8 Lxga ‘end ( P )

(2) On souhaite maintenant calculer le périmétre des 9 LY. aEsend( iy )
polygones précédents. 10 return LX,LY

a. Al'aide des coordonnées des points A, etA,,
déterminer la distance A A, en fonction de .

b. En déduire la valeur du périmétre du polygone en fonction de .
c. Ecrire une fonction p_polygone(n) qui renvoie le périmétre du polygone régulier a n cotés.
CZD On a écrit la fonction ci-dessous.

def archimede(n):
p=p_polygone(n)
LX,LY=coordonnées_polygone(n)
LX.append(LX[2])
LY.append(LY[@])
plt.plot(EX,LY,"r")
plt.axis("equal")
plt.title('Le demi-périmeétre du polygone est '+str(p/2))
plt.show()

Tester cette fonction pour différentes valeurs de n.
Vers quel nombre se rapproche le demi-périmétre du polygone lorsque n augmente ?
Expliquer le résultat.

Boite a outils MEMENTO PYTHON : VOIR RABATS

* Pour tracer le nuage de points, on utilise la © Pour ouvrir la fenétre et afficher la courbe :
bibliotheque :
import matplotlib.pyplot as plt plt.show()
® Pour créer un nuage de points ou les abscisses ® Pour crpter une liste \‘.r'!de 1 L =[] .
des points sont dans la liste X et les ordonnées * Pour ajouter « objet » a la fin de la liste L :

danslalisteY: plt.plot(X,Y) L append(objet)
® Pour afficher un point :
en vert, on écrit « g. » ; en noir, on écrit « k. » ; en
rouge, on écrit «r.» et en bleu, on écrit « b. ».




Outils numériques

[ 1P &) Versunnombre connu

Objectif
Déterminer une
valeur af

utilisant le

On considére la formule suivante, ol n est un entier naturel ta,=nxsin (%) X cos(%).

On a entré les premiers éléments dans une feuille de calcul ci-dessous.

[ ® - £ | =a2°COS(PI()/A2)*SIN(PI(}/A2)
| A B ! C

I 1 n a,

E3 1 [ -1,22515€-16 |

| 3

En recopiant vers le bas les colonnes A et B, conjecturer la valeur exacte du nombre réel pour lequel
a, est une valeur approchée.

Déterminer, avec le tableur, la plus petite valeur de I'entier n tel que «,, soit une valeur approchée a
0,1 prés du réel trouvé a la question 1.

Représenter, a l'aide du tableur, les premiers termes de la suite sous la forme d'un nuage de points

4 Une suite de cosinus grum @mwErs

Objectif

oudr

Les mesures des angles sont exprimées en radian.
Dans la cellule A1, on a calculé la valeur de cos(1). Dans la cellule A2, on a calculé cos(cos(1))
puis dans la cellule A3 cos(cos(cos(1))) et ainsi de suite.

0.54030231

(‘D Réaliser les calculs au tableur en arrondissant les valeurs & 10~ pres.

Quelle formule faut-il entrer dans la cellule A2 puis recopier vers le bas pour obtenir les différents
résultats?

Afficher les résultats successifs jusqu'a obtenir une valeur qui ne change pas.

Quelle est la valeur obtenue 7

Choisir un nombre différent de 1 dans la cellule A1 et réitérer le processus précédent.

Que peut-on conjecturer ?

Tracer sur la calculatrice la courbe de la fonction cosinus et la droite d'équation y = x.
Déterminer, avec la calculatrice, les coordonnées de leur point d'intersection. Quelle valeur
retrouve-t-on ?
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5 Des angles associés

Objecti
ar:

Dans un repére orthonormé (O ; I, J), on trace le cercle trigonométrique et on considére un
point M appartenant a ce cercle.

Réaliser la figure suivante a |'aide d'un logiciel de géométrie.
J

M

t estun curseur compris entre -21t et 21 avec un incrément de 0,01. Dans la barre de saisie, entrer les
formules « x = cos(#) » puis « y = sin{z) » et créer I'angle JOM en radian.

Que représente la valeur 0,92 7

On souhaite maintenant conjecturer certaines formules trigonométriques.

Onreprésente le point M’ correspondant au point-image du nombre w+1.

Pour cela, on utilise le bouton .. Rotation eton tracele point M, image de M par la rotation

d'angle mt dans le sens trigonométrique. Lire les coordannées de M" et les comparer avec celles de M,
puis conjecturer les relations entre cos(t) et cos(r + 1) ainsi que celles entre sin(z) et sin(m + £).

De méme, conjecturer a l'aide du logiciel de géométrie, les valeurs suivantes en fonction
de cos(t) et sin(r) et compléter |e tableau ci-dessous.

On peut utiliser ~® Boite de sélection des objets a Afficher/Cacher pour rendre la figure plus lisible.

cos(-r) = cos(m— 1) = cos(m+1) = s (E + I) 2 cos (E = I) 2
2 2
sin(—t) = sin(fm—1) = sin(m+1) = oih (E _ t) - sin (E_,_ () L
2 2
Boite a outils
Logiciel de géométrie Tableur
® Pour créer un curseur : 175_ et compléter |a boite * Ecrire une formule mathématique en tapant « = »
de dialogue. danslacellule:[= |
* Pour créer larc IM: + ) ® Ecrire le nombren:|pi() |
- Pqur igaker lesangles en'radians * Recopier des formules vers le bas : on sélectionne
Options | » Avancé ... le petit carré en bas a droite de la cellule et on étire
vers le bas :
2 | 1 -1,22515E-16 |




I Calcul mental \

Calculer et donner le résultat sous la forme d'une
écriture fractionnaire.

I I .
a3 + a b. 3 + 6
2n _4xm L_z
=3 3 &3
o 1. Par combien faut-il multiplier % sil'on veut
obtenir 2 ?
2. Par combien faut-il multlplter 5 sil‘on veut
obtenir 67 ?
3. Par combien faut-il multiplier % sil'on veut
obtenir 2m ?

o On sait que V2 =1,41etV3 =1,73.
* Donner une valeur approchée a 0,1 pres des

J_Ji'
2

nombres

o 1. Quelle est la longueur du cercle trigonomé-

5

Donner la seule réponse correcte parmi les trois
proposées.

1. La valeur exacte de cos(”T“) est:
2 V2 1
@3 & ©-3
2. La valeur exacte de cos(BT“) est:

i _43
&) ®-3
3. La valeur exacte de cos(25”"t

)
@0 ®1

4. La valeur exacte de cos 14;75 est:
@o ®1 ©-

En utilisant la périodicité des fonctions sinus et
cosinus, calculer la valeur exacte de:

®}
) est:

©-1

trique ? a. cos(% +2 :rc)

2. Quelle est la longueur d'un quart du cercle

trigonométrique ? b. sin(E - 21’t)

3. Quelle est la longueur du cercle trigonome- I,

trique parcouru trois fois intégralement ? " COS( i )

d. sm(z?Tt 47t)

DIAPORAMA
CALCUL MENTAL
EN PLUS

~

I Automatismes J

o A partir de la figure ci-dessous, associer chaque
point a la mesure d'angle qui lui correspond.

D_—1—C

LN / P

M~
Point Mesure d'angle
@ |« -5z
Z |i s =4n
B e e o
K . . _TE
7 |o s _33£

-

o VRAI OU FAUX

Préciser si chacune de ces affirmations est vraie
ou fausse. Justifier la réponse par un dessin.

ns trIgDI‘IOI‘I"IE l:nque

J se
\‘\ ou sensdirect

=
s
1. Pour toutx € [0; 5],

sin(x) = 0.
2.Pourtoutx € [%;n], cos(x) = 0.
3. Pour tout x € [—% ; 0], sin(x) = 0.

4, Pourtout x € [n;%ﬂ], sin(x) = 0 et cos(x) = 0

1. Exprimer sin(x + 2rt) en fonction de sin(x).
2. Exprimer cos(x + 27} en fonction de cos(x).
3. Exprimer sin(-x) en fonction de sin(x).

4. Exprimer cos(-x) en fonction de cos(x).

Y

W
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| Préparation d'un oral )

‘\
Préparer une trace écrite o Le point-image du réel % sur le cercle trigonométrique est aussi
permettant de présenter ) 11
a l'oral une argumentation image du réel —=.
indignant silles propusitons o La valeur de sin(—_sn) est égalea 0
suivantes sont vraies ou 2 ’
fausses. _ ( ) (211) (—_zt) i e T=nd3
o Le nombre a = cos 3 sin 3 +cos 3 est égal a —
o Si cos(x) =0, alors sin(x) = 1.
o La fonction sinus est négative sur [-1; 0].
N/
\\

Constituer des groupes de 4 éléves qui auront chacun un des réles suivants.
Résoudre tous ensemble la situation donnée. Remettre une trace écrite de cette résolution.

o mbascadey: v Majitpe
I ...---0 E{,ﬁﬂ&ﬁ%‘lﬂ’ » A ------- .......Ll.If ﬁ du
-ol""."‘. g :ﬂ.af 4._"-' o L X TP
« responsable Bﬂ& .ESRE parole:Lﬁ Stewsnnas.,.
du niveau sonore ?rou be * 'esponsap e
du groupe -responsablede el HgRBriSe 3 de 'avance
| la trace écrite rédigee communiquer du travajl g, "
» distribue la paroi€ par tous les membres avecle professeur ) 9roupe
pour que chacun dugroiic et, éventuellement, * Veille ay resp et
s'exprime d'autres groupes Utemps impartj

» Chercher sur Internet les mille premiéres decimales du nombre .

» Déterminer la fréquence des chiffres 0 a 9 dans la suite des mille décimales trouvées.

» Combien connait-on actuellement de decimales du nombre 1t ? Sont-elles périodiques, c’'est-a-dire
peut-on prévoir la décimale d'un rang a l'avance ?

« Chercher des caractéristiques particuliéres sur les décimales du nombre .

8 »

3 b1 voir p. 206
Ml Eosé |

La technique de |a triangulation plane ci-dessous a été employée par Delambre
et Méchain pour mesurer un arc de méridien.

On part d'un point A situé sur le méridien a mesurer. On veut mesurer la por-
tion du méridien notée AD.

On construit un réseau de points sur le terrain, situés a divers endroits comme
le sommet d'une colline, le haut d'une tour ou de tout autre endroit accessible,
de telle sorte a constituer des triangles rectangles.

On mesure les angles de tous les triangles rectangles avec un goniométre.
On mesure sur le terrain une grandeur facilement accessible (par exemple

FC=7,68km).
Aprés avoir effectué On utilise une formule des sinus suivante dans
|‘-‘1 recherches igdiquée.s, un triangle quelconque, par exemple dans le
preparer une présentation . AL AC
triangle ALC: == = ——=—.
orale, un poster sin(C)  sin(L)
ou un diaporama. Déterminer une valeur approchée de la longueur AD en km. o
.




' Le radian

Recopier et compléter le tableau suivant.

Mesureendegré 90 210 15

Mesure enradian 2n 5n EENS
5 6 2

Convertir en radian les mesures d'angles exprimées
en degré.

a. 150° b.12° c.40° d. 195°

Convertir en degré les mesures d'angles exprimées

en radian.

a. 2_Tt b. E
9 24

¢, 2T
12

Sur le cercle trigonométrique, placer le point M image

de % et le point Nimage de _73_1't'

= Quelle est lalongueur du « petit » arc de cercle d'ex-
trémités M et N ?

Placer sur le cercle trigonométrique les points images

des réels.
b -3 LA d. 2%

4 6 2

' Enroulement de la droite numériqu

1. Sur le cercle ci-dessus, quels sont les points-images
des réels suivants ?
b.% d.4n e.-3m.

a.-T £
2

2. Sur le cercle ci-dessus, quels sont les points-images
des réels suivants ?
T S P

6 4 3
3. En déduire les points-images des nombres réels
ci-dessous.

T 51

a.—+7 c.— d 12
6 4 3
4. Donner cinq nombres réels qui ont D comme

point-image.

W

b.Zi2n
3

&

10

+ O'ENTRAINEMENT SUR

kwyk

voir rabats

Pour chaque proposition, dire si elle est vraie ou fausse
en justifiant la réponse.

1. Les nombres%ets—;t ont le méme point-image sur

le cercle trigonométrique.

2. Les nombres —% et 1—ﬂ ont le méme point-image

sur le cercle trigonométrique.

3. Les nombres STE et _7_211 ont le méme point-image

sur le cercle trigonométrique.
2n

4. Les nombres et -% ont le méme point-image

sur le cercle trigonométrigue.

1. Placer sur le cercle trigonométrique le point-image
du nombre %

2. Donner deux nombres réels, 'un positif, I'autre néga-
tif, qui ont ce méme point pour point-image.

Associer entre eux les réels dela 1™ et de la 2% ligne qui
ont le méme point-image surle cercle trigonométrique.

T .E t—E o121 ._7_1T 03—11 OE .7_75
2 4 4 2 3 6
.2 OT—E ._S—Tt .?—Tt .3 .E .S_Tt ._S_Tt
4 Te Ty R Tg T g

1. Tracer un cercle trigonométrique en prenant comme
unité 3 cm.

2. Placer les points-images des réels suivants.
‘3_75_._5_15 21T_‘11_Tt_.

; 05|, 26T 0 —; A
2 2 3 6 4

Le cercle suivant est le cercle trigonométrique partagé
en huit parts égales.

* Pour chacun des points I, M, J, N, I', P, J' et , déter-
miner un réel dont il est le point-image.

Indiquer, en justifiant la réponse, si les deux réels de
chaque couple ont le méme point-image sur le cercle
trigonométrique.

1.—1%&'{3—Tt 2.—7—ﬂet7—Tt
5 5 3 3

3,50 10m 4.-IRet 170
6 6 4 4



lCosinus et sinus d’un nombre réel

@ Sans utiliser une calculatrice, donner la valeur exacte

des nombres suivants.

1. sin(%) A cos(sgt) 3. sin(%t)
2n 19::) ; (z's_n)
4, cos( B ) < cos( 3 6.5in 3

On considére le cercle

trigonométrique ci-contre,

1. De quelle couleur est un
point du cercle qui a une
abscisse négative et une
ordonnée positive ?

2. De quelle couleur est le

J
_\ Mix)

L]

T : T v
donner la valeur de cos(x + 5), sm(x + E)' cos(x +m)

et sin(x + ®) en fonction de sin(x) et cos(x).

point image de —g ?

3. De quelle couleur est le

point image de —23—E ?

On considére sur le cercle
trigonométrique le point
M image du réel x.

1. Reproduire le cercle.
2. Placer sur le cercle les
points N et P images des

réelsx+%etx+7t.

3. En utilisant le cercle,

Communiquer
1. Le fesultat ca—cont‘re, B (i)
affiché surla calculatrice o 0.81378T73I546

est-ilune valeurexacte ?
Justifier la réponse.
2. Le résultat ci-contre,
affiché surla calculatrice
est-ilune valeurexacte ?
Justifier la réponse.

cos (-2n+3)

]
Rl

Raisonner, communiquer

1. Peut-on trouver une valeur de x telle que :

cos(x) = 1,4 7 Justifier la réponse.

2. a. Tracer un cercle trigonométrique.

b. Placer surl’axe des cosinus le nombre 0,8.

c. Peut-on trouver une ou plusieurs valeurs de x
telles que cos(x) = 0,8 ? On peut s'aider du cercle
trigonométrique.

d. En utilisant la calculatrice, donner une
valeur approchée au dixieme de xtelle que cos(x)=

O

o

24

25)
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1. A-t-on sin(x+ y) = sin(x) + sin{y) pour tous nombres
réels xety?

2. At-on cos(x + y) = cos (x) + cos (y) pour tous
nombres réels xet y ?

1. Rappeler la défini- &
tion de la tangente de

I'angle aigu CBA dans
un triangle ABC rec-
tangle en A, vue en
classe de troisieme.

2. On suppose que CBA =25°,

Recopier et compléter le tableau de proportionnalité
suivant.

A B

Angle en degré 180 25

Angle en radian

3. BB A l'aide de la calculatrice réglée en mode
51’t)

radian, déterminer une valeur approchée de 'tan(36

au centiéme pres.

1. Quelle est la valeur d’'un angle en radian dont la
mesure appartient a l'intervalle 1-n ; ] et dont le cosi-

nus vaut —g etle sinus vaut 0,57

2.Quelle est la valeur du cosinusd’un angle en radian

situé dans [E n] dontle sinus vaut 0,27

2}

Donner la valeur exacte des nombres suivants.

a. cos(2014m) b. Sm(12257t)
55m —95n
C. cos( 3 ) d. sm( 2 )

Donner lavaleur exacte des deux expressions suivantes.

A= J_sm( )+J_cos( )

o= snf)-co

Calculer les expressions suivantes.

i In_ _ cj I inlE_T
A_cos(3 37t) 5|n(a't+6)+sm(2 3)

ay _I in( X - n_=
B= cos(fm 4)+5|n(4+1t) cos(4+2)

On admet le résultat suivant:

cos( £) = 51

= En déduire la valeur exacte de sin(%).

Simplifier le plus possible les expressions suivantes.

A = cos(0) + cos(g) + cos(m) + c05(3275)
sl ol ol



@ =

@ PYTHON
1. Le résultat ci-dessous affiché dans la console de
Python est-il une valeur exacte ? Justifier la réponse.

>>> from math import pi,sin
>>> sin(pi/a)
8.7071067811865475

2. Déduire de la question précédente une valeur appro-
chée de sin(-B—E).

4
3. En utilisant la console Python, calculer une valeur

approchée de cos(@).

.E)ciste—t—il desuréels aetbtels que cos(a +b)=cosla-b) ?

' Fonctions sinus et cosinus

1. Al'aide de la courbe de la fonction sinus tracée ci-des-
sus, résoudre graphiquement les équations suivantes
dans l'intervalle ]-it ; mt] :

a.sin(x)=0,5 b.sin(x)=1 c.sin(x)=0
2. Retrouver lesrésultats précédents al'aide ducercle
trigonométrique.

1. A l'aide de la courbe de la fonction cosinus tracée
ci-dessous, résoudre graphiguement les inéquations
suivantes sur |- ; ).

a.cos(x) =0 b. cos(x) < 0,5 c.cos(x) =1

I\'}?

0,59

2. Retrouver les résultats précédents a l'aide du cercle
trigonométrique.

2.
-

Résoudre I'égquation cos(x)=—

a. sur l'intervalle [0; ] ;
b. sur l'intervalle ]-mt ; 1.

024

+ O'ENTRAINEMENT SUR

kwyk

voir rabats

A l'aide du cercle trigonométrique, résoudre dans
1-m; m] les inéquations suivantes.

a. cos(x)ag b. sin(x)é—% c. 2cos(x)-v2 =0

@ Chacune des courbes tracées ci-dessous est la

représentation graphique d’une fonction.
= Dans chaque cas, conjecturer la périodicité et la parité
des fonctions.

/\Iv
&
LY
T T 0 T 1 T T rd
- _; kil n 3n 2 X
2 | 2 2
I\};
wx \x /O \x/ n \3x/ 2 A
2 | 2 2

I\V

ATANANA
2 5

I
\br \Ux

On considére la fonction définie par :
- 2
fl= 2+cosx’
1. Déterminer I'ensemble de définition de f.
2. Montrer que la fonction fest paire.
3. Montrer que la fonction f est périodique et de
période 2m.

@ On considére la fonction définie sur i par:

fx) = sin(2x) + cos(x) sin(x).
1. Montrer que la fonction f est périodique et de
période 1.
2. Déterminer la parité de la fonction .

On considére la fonction définie sur R par:
f(x) = cos(2x) - cos(x).
1. En utilisant la calculatrice, conjecturer la période
de la fonction f.
2. Démontrer le résultat précédent.
3. Déterminer la parité de la fonction f.



@ 1. Tracer un cercle trigonométrique.
2. Placer sur le cercle les points images des réels donnés.

a. A(m) b. B(—%) c. C(—%)
o] eof) ool

3. Déterminer le sinus et le cosinus de chaque réel
précédent.

Dire si les égalités suivantes sont vraies ou fausses et
justifier par un dessin.

o] -co ] 2an(g)-sn(3)

scos( ) i 4sn(5) =2

Modéliser, communiquer
1. Déterminer deux entiers consécutifs a et b tels que

T.I
1appar‘t|».=_'nnea[‘q b]'

2. Placer approximativement sur un cercle trigonomé-
trique le point C, point image du nombre 1.

Compléter les tableaux suivants par lecture graphique
sur le cercle trigonométrique.

1.
1] T 3r 7T om
x s | 3| 3|3
cos(x)
sin (x)
2,
T T 3n T 91
x s | & s &
cos(x)
sin(x)

1. Placer sur le cercle trigopnométrique les points images
des nombres réels suivants.
Tt 51’t 4n . 3m

3. En utilisant des symétries, déterminer les nombres
suivants.

(X 51’t) (41’t) : (31’t)

sin|—=- s cos ; sin|==

( 4) = ( 6 3%

Donner un encadrement d’amplitude 102 du nombre
cos(5) avec la calculatrice réglée en mode radian.

1. Donner trois valeurs telles que |'égalité
sin (2x) = 2sin(x) soit vraie.
2. Est-elle vraie pour tout réel x ?

Chapitre 3 « Fonctions trigonométriques

@ VRAI OU FAUX

Dire si les propositions suivantes sont vraies ou fausses
en justifiant la réponse.

1. Pour tout nombre réelx,ona -1 =cos(x) =1.

2.1l existe un unique nombre réel x qui vérifie
sin(x) =

3. Il existe un unique nombre réel a qui vérifie

cos(%) =a.

4. Pour tout réel x, on a cos(x) = sin(x).

Le secteur angulaire ci-dessous a un angle BCA égal

a70°etunrayonégala5cm.
A

C B

-* - —
5cm
1. Quelle est son aire ?
2. Quel est son périmétre ?

Calculer, raisonner

1. Soitxun nombreréel appartenant a l'intervalle [0; rt]
telque cos(x)=0,15.

a. Realiser un dessin.

H. Quelle est la valeur exacte de sin (x) ?

2. Soit x un nombre réel appartenant a l'intervalle

[—5 3] tel que sin (x) = -0,4.

a. Réaliser un dessin.
b. Quelle est la valeur exacte de cos(x) ?

Donner les valeurs exactes des nombres réels suivants.

11 . _S_Tt)
a. cos( 3 ) b. sm( 2

7T . _15_75)
C. sm( 6) d. —cos 2
e.sin(14m) f cos(BT“)

Sur le cercle trigonométrique, placer le point M image

de 2= 17“ et le point N image de 1‘34“

o Quelle estla longueur du « petit » arc de cercle d'ex-
trémités M et NV ?

Déterminer la valeur exacte des nombres suivants et
vérifier les résultats a 'aide de la calculatrice.

s colg)- ol ol ol 3

: B:m(j)m(zjn)mf frnf?)
BB - () )

W



aux points situés sur la partie rouge.
Soit x un réel associé a un de ces points en rouge.

* Déterminer le signe de cos(x) et sin(x) en fonction de
la position du point image associé au réel x.

@ Soit x un nombre réel dont le point image sur le cercle

trigonométrique est noté M comme indiqué sur la
figure ci-dessous.

Mix)

1. Reproduire le cercle trigonométrique et placer le
point N image de x + m. Quelle est |a position relative
de N par rapporta M ?

2. En déduire cos(x + nt) en fonction de cos(x) et
sin(x + 1) en fonction de sin(x).

3. Reprendre les mémes questions avec le point P,
point image de —x.

4. Reprendre les mémes questions avec le point Q,
point image de x + %

@ 1.0n donne cos(x) =-0,8 et % =

Déterminer sin(x).

2.0n donne sin(x):% et 0=x= % ;
Déterminer cos(x).

3.0On donne cos(x) =0,6 et 37“ = x =21

Déterminer sin(x).

@ Exprimer a |'aide de sin(x) et cos(x) les expressions

suivantes.

1. sin(-x) + cos(-x)

2. sin(=x) = sin(m + x)

3. cos(m — x) + cos(3m + x)

4. sin(x + %) - 3cos(—% - x) — 4sin(m - x).

| 0id

Q@

@ Sur le cercle trigonomeétrique ci-dessous, on s'intéresse @ Signal sinusoidal

Un signal sinusoidal est caractérisé par la formule
g(t)= G sin(wt + ¢), ol t désigne le temps en seconde.
La nature du signal peut correspondre a une pression
(son), a un déplacement (corde quivibre), a une quan-
tité d'électrons en déplacement (courant électrique)
ou encore a une onde électromagnétique.

G est 'amplitude du signal, appelée aussi valeur de
créte. m est la pulsation de la grandeur, exprimée
enrad-s'. ¢ est la phase & l'origine et est exprimée
en radian.

Lenombre wr + ¢ est la phase instantanée et est expri-
meée en radian.

Par exemple, si on mesure une pression sonore, l'unité
dusignal est le décibel (db). Les précédentes grandeurs
sont inchangées.

1. Exprimer lafonction g d'un signal sonore dont I'am-
plitude vaut 15 db, la pulsation 2 rad-s' et la phase

I ?
6 rad ?

2. Quelle est, au bout d’'une durée de 120 s, la valeur
{en db) du signal sonore ?

3. Montrer que la fonction g est périodique de période
.

4. Tracer a l'aide de la calculatrice la courbe représen-
tative de la fonction g.

5. g est-elle paire ? impaire ? Justifier la réponse.

ALGO
En Inde aux vI® et viI® siécles, la trigonométrie a connu
une grande avancée théorique, en particulier grace
aumathématicien Bhaskara|, quia proposé laformule
suivante pour calculer une valeur approchée du sinus
d’'un angle a donné en degré ;

4x(180-a)xa
40 500 -(180-a) xa
1. Ecrire une fonction sinus en Python qui calcule le
sinus d'un angle a exprimé en degré avec la formule
ci-dessus.
2. Ecrire une fonction compare qui calcule I'erreur
entre la valeur de sin(a) calculée avec la formule de
Bhaskara i et la valeur de sin(a) calculée avec la fonction
sinus de l'ordinateur.

PYTHON

sin(a) =



@ 1. a. Résoudre I'équation %xz —2x _g -0.

b. Résoudre I'équation %xz —3x— % =0.

c. Résoudre I'équation x? -1 =0.

2. Soit a un réel. Résoudre I'équation:

sin (a)x® — 2cos (a)x — sin (a) = 0.

3.En quoi cette derniére équation généralise les équa-
tions de la question 1.

Résoudre |'équation sin(3x) = % dans ]-m; ml.

©0

1. Montrer que 1 est racine du polynéme :
2X° - 17X+ 7X + 8.
2.Vérifier que (X - 1)(2X>-15X - 8) =2X>-17X>+ 7X+ 8.
3. Résoudre dans R I'équation :
2sin® (x) = 17sin? (x) + 7sin(x) + 8 = 0.

=

On considere lafigure suivante constituée d'un demi-
cercle derayon 5 cm.

(@]

1. Laquelle des surfaces rouge ou verte a l'aire la plus
grande ?
2. Cela est-il vrai quel que soit le rayon du cercle ?

@ Sinus et cosinus de _Iitz—

Dans un carré ABCD de c6té a, on trace le triangle
équilatéral DMC.
I et J sont les milieux respectifs de [DC] et [AB].

D C

e e Y

=

A J B

1. Montrer que MAJ a pour mesure % ;
2. Calculer IM, MJ puis AM en fonction du c6té a.

3. En déduire les valeurs exactes de cos(l) et de

12
o).

50)

@

Chapitre 3 « Fonctions trigonométriques

PYTHON

Lorsqu‘un angle a une mesure x (exprimée en radian)
estimée proche de 0, on peut avoir une assez bonne
approximation de la valeur de cos(x) en utilisant le

2
polynéme du second degré f(x) = 1 —%.On aalors:
2
cos(x)=1-2-
(x) 5

1. 0n appelle erreur d’approximation la différence
_{1-22
cos(x) (1 3 )

Ecrire une fonction erreur en Python qui calcule I'erreur
d’approximation pour une valeur de x donnée.

2. Quelle est la valeur de |'erreur pour x= 0,1 et pour
x=0,001.

3. 0On admet que, pour toutréel v, ona:

cos(x) = f(x)

On donne le script suivant.

5 x=0
ewhile erreur(x)<e.01:
7 X=X+0.1

a. Recopier le programme dans un éditeur Python.

0. Quelle est la valeur de la variable x aprés I'exécution
de ce programme ?

c. Expliquer le réle de ce programme.

4. Modifier le programme précédent pour pouvoir
choisir la précision de l'erreur.

Une rampe d’accés
La figure ci-dessous est le dessin en perspective d’une
rampe d'accés pour véhicules.

MN=8m;NU= LCLm ; MNRT et MNUYV sont des rec-
tangles. L'angle UNR mesure 24°.

1. Calculer la valeur exacte de RN et donner une valeur
approchée au cm prés,

2. Enutilisant le triangle MNR, calculer la valeur exacte
de MR et une valeur approchée au cm prés.

3. Calculer la longueur exacte de MU.

En donner une valeur approchée au cm prés.

4. Déduire de la question 3 une valeur approchée de
cos(or) & 107" prés.

5. Donner une valeur approchée de I'angle o au degré
prés.

) 1054



L'épreuve écrite

@ La valeur exacte de cos(%) est M

4

1. Calculer la valeur exacte de sin(%).

2. A l'aide du cercle trigonométrique, en déduire les

valeurs exactes de cos(m) et de sin(”—n).
12 12
V2442

La valeur exacte de cos(%) est >

1. Calculerla valeur exacte de sin(%).

2. En déduire les valeurs exactes du cosinus et du sinus

des réels 2T ot 2T

8 8
3. 0On considére l'expression :

= 9_7r)_ (S_rr) (7_7r)
A co:-'.(8 3sin 3 + 2cos 3 )

Déterminer une écriture de A en fonction de cos(%)
et sin(it—).
8

=
Pour chacune des propositions, donner la bonne
réponse sans justifier.

1.cos(3Tﬂ)apour valeur :
@% ®-L ©-2
2 2 = 2
2.Sisin(o) = % alors sin(m— o) vaut :
1 1 V3
@5 ®-3 fo -5

3.Sisin(a) = % eto € [%;n} alors cos(at) vaut ;
oL B -1 3
2 2 2
4. L'équation cos(x) = -1 a pour solution :
@x=kmkEZ; Bx=n+2m kEZ;

©x=x=T+2kn kEZ

I'E)_

5. L'équation sin{x) =1 a pour solution :
@x=kmkEZ; B)x=n+2kn kEZ;

@x:%+2k~n,kez.
On considere 'égalité suivante :
(cos(x) + 2 sin(x))? + (2 cos(x) - sin(x))? = 5.

1. L'égalité est-elle vraie pour x = % ?

Pour x =L ?
4

2. Démontrer que cette égalité est vraie pour tout
nombre réel x.

1. Résoudre dans [0 ; 2r[ I'inéquation :

cos(x) = —% :

2. Résoudre dans ]-m; ], I'équation 4 sin?(x) -3 =0.

064

@

@

IBCDEF est un hexagone régulier noté % inscritdans
le cercle trigonométrique.

1. Déterminer les valeurs exactes des coordonnées des
sommets de ¥ dans le repére (O; 1,J). 2

2. Quelle est la mesure en degrés de I'angle I0B 1

3. En déduire la nature du triangle /OB.

4. Déterminer le périmétre puis 'aire de %.

5. Quel serait le périmétre d'un hexagone régulier inscrit
dans un cercle de rayon 5 cm ?

Q /“‘i |8
/ \
.--'/
: ‘

On considére la fonction f'définie pour tout réel x par
f(x) =2 cos(x) - 1.

|. Démontrer que la fonction fest périodique. Quelle
est sa période ?

2.a.Al'aide de la calculatrice, conjecturer la parité de f.
b. Prouver la conjecture précédente.

3. Démontrer que, pour tout réel x,-3 = f(x) = 1.

4. Déterminer graphiquement le nombre de solutions
de I'équation f(x) = -2 dans l'intervalle [0 ; 27].

5. Résoudre dans l'intervalle [0; 2] I'équation
flx) = -2 et comparer avec le résultat précédent.

A
1. ABC est un triangle isocéle

en A, tel que AB =AC =a et
BAC = o (en radian).

H est le pied dela hauteur issue
de A dans le triangle ABC.

Démontrer que BC = 2a sin(%). B

2. Dans un orthonormé (0 ; 1, J),
on considére le cercle trigonométrique et le point M
associé au réel %

H &

a. Déterminer les coordonnées de M dans le repére
(0;1,0).
b. Calculer 7M.

c. En déduire la valeur exacte de sin(%) puis celle de

g



(70 SN ChLcuLatrice |

1. a. Comparer les nombres % et  en utilisant la
calculatrice.

b. Montrer que —= est une meilleure approximation
de  que %
2. Onveut déterminer toutes les fractions gtelles que

% soit une meilleure approximation de m que 27—2 pour

tous les entiers N et D compris entre 1 et 1 000.
On a écrit le script ci-dessous.

1 from math import pi

2 EcartMax=22/7-pi
3for N in range(1,1001):

4 for D in range(1,1001):
5 if abs(N/D-pi)<EcartMax:
6 print(N,D)

a. Expliquer pourquoi il y a deux boucles bornées for.
b. Expliquer l'instruction conditionnelle de la ligne 5 et
I'utilisation de la fonction abs (valeur absolue).

3. Modifier le script pour qu’il renvoie le nombre de
fractions qui répondent au probléme.

On construit un polygone régulier a n c6tés inscrit dans
un cercle de rayon 1.
A

&)

1. Combien de triangles identiques au
triangle AOB reproduit ci-contre ont été
construits ?

2. Quelle est la mesure de I'angle o ?

3. Quelle est la nature du triangle AOB ?
4. Montrer que l'aire du triangle AOB est :

sin(E)x cos(E) :

n n

On pourra s'aider de la figure ci-contre.
5. Quelle est alors l'aire a, du polygone ?

6. EEETED A laide de la calculatrice, reproduire puis
compléterle tableau suivant.

<

1=

t;__.-

AL

Tig-

n a
6
12
20
50
100

7.Vers quelle valeur semble tendre laire du polygone
lorsque n devient grand ?
Interpréter ce résultat.

Chapitre 3 « Fonctions trigonométriques

@ Charge d'un condensateur

@

@

On considere le circuit électrique ci-contre compre-
nant:

» un condensateur dont la capacité, exprimée en farad,
a pour valeur C;

» une bobine dont l'inductance, exprimée en henry,
a pourvaleur L;

* un interrupteur.

Le temps 1 est exprimé en seconde.

A l'instant =0, on ferme l'interrupteur et le conden-
sateur se décharge dans le circuit.

On appelle ¢ (1) la valeur de la charge, exprimée en
coulomb, du condensateur a l'instant 7.

On admet gue la fonction g est définie pour tout réel
t=0par:

1 E)
5|n(200.-‘+4 i

q(t)= 500

1. Calculer q(r 4 1_3:5) En déduire que la fonction g est

périodique.
2. Montrer que la fonction g n'est ni paire ni impaire.
3.0n a tracé la courbe représentative de la fonction g

sur l'intervalle [ i}
0 100

My

B _/_\ /
0 T T T T T T T T T T T T T T )
0,01 \ffa/ 003 ¥

Conjecturer les variations de la fonction g sur cet inter-
valle. Interpréter le résultat.
4. Quelle était la charge du condensateur a l'instant 0 ?

A l'aide d'un cercle trigonométrique, donner toutes les
valeurs possibles de x vérifiant les conditions données.

1. cos(x) = % et sin(x) = _2_‘6, avec x € [-m; [

2. cos(x)= % etsin(x) = % avecx € [-m; ml.

V3

3. cos(x) = =5 et sin(x) = _71, avec x € [-m; 3nl.

4, cos(x) =0 et sin(x) =-1,avecx € [-21; 3r.

Résoudre dans R les équations suivantes :
1.2 cos?(x) +9 cos(x) +4=0
2.25sin?(x) +9sin(x) +4=0

Résoudre dans ]-m; ] I'équation cos(3x) = % 3

A 074



@ Déterminer le cosinus connaissant le sinus et inversement
On considére le cercle trigonométrique dans un repére (O; I, J).

On note a et b deux réels tels que a & [0 H %] ethe [—rc 5 —%}, avec:

1. Dessiner un cercle trigonométrique.

2. Placerle nombrelsurl'axe des cosinus.

4
3. Construire le pointimage du réel a.
4. Reprendre les mémes questions pour
leréel b,

@ La formule des sinus

cos(a) =— et sin(b) =

v

-1 (0] 1

-1
v

Questions Moderato Questions Allegro

1. Construire le point image du réel a.
Quel est le signe de sin{a) ?

2. En utilisant le théoréme de Pythagore,
calculer sin{a).

3. EEENSETE A laide de la calculatrice,
déterminer une valeur approchée de a
arrondie au dixieme.

On conmdére un tnangle quelconque ABC.
Onnote A l'angle BAC B I'angle CBAetC I'angle ALB commeindiqué sur la figure ci-contre. b
Onnote également a =BC, b = AC et ¢ =AB.

On admet la formule suivante pour tout triangle, appelée formule des sinus :

sin(ﬁ} D

sin(B) _ sin(C)

a

1. Vérifier que la formule des sinus est
vraie dans le cas ol ABC est un triangle
équilatéral.
2. On donne a présent A=454a=
et B =30°.
Déterminer les valeursde C etdec.

5cm

b = ¢

b3

Questions Moderato

1. On suppose que le triangle est rectangle
isocéleen B etque AB = 4 cm.
Déterminer les nombres a, b et c.

2. Vérifier la formule des sinus pour ce
triangle.

1. Calculer cos(b).

2. Soit x un réel quelconque tel que
sin(x) =03

a. A combien de points images sur le
cercle trigonométrique le réel x peut-il
correspondre ?

b. Déterminer toutes les valeurs possibles
du réel x.

v
Questions Allegro

1. Ondonne A =34°a=4cmet B =60°.
Déterminer f‘,bet .

2.0n donne A = 60,3% a = 5 cm,
b= 575cmetc 3cm

Déterminer B et C.



J . No problem!
o Unit circle

A unit circle is a circle whose radius is equal to one. The centre of the circle is the origin O of the coordinate axes.
1. Draw a unit circle. This circle crosses the x-axis in points A _a_a_r_m_c_iﬂ B (x, is positive.)

2. Plot one point M on this circle. Let's define the angle 8= AOM .

Whatis the relationship between the sine and cosine of 6 and the coordinates of point M?

Chapter 3 Trigonometric functions

e Matching

Four graphs, A, B, C and D are shown below. Match
the graphs with each of the following equations.

1. %cos(x} 2, sin(x +%)

3. cos(x +%} 4, sin(4x)

9 Target

1. Plot on this unit circle
points B, E and D such as
EBCD s asquare.

2. Give in radian the
angles associated to
each of these points.

o A trigonometric function

Let's consider the function defined for any real num-
ber by f(x) = x + sin(x).

1. Sketch the graph of this function in a rectangular
coordinate system.

2. Using the graph, solve the equation f(x) = 0,5.
3.Prove that f(x) = x + 1 for all real x.

| S

ATANM AWANAWANIA
ViIRVALY RVALVAVIRVE
EhlsnE ks

e Individual work Dominoes

Make a chain of dominoes placing them end to end. Then create your own game.

cos (x+ ) cosix) cos (m -x) —cos(x)

cos? (x) + sin? (x) cos (2x) 2 cos?(x) -1

109



e Ressources du chapitre
disponibles ici :

www.lycee.hachette-

education.com/barbazo/ire "

Approcher les courbes
au plus pres

a notion de tangente est apparue trés tot en géo-
métrie. Euclide (1° siécle avant J-C.) en donne une
définition dans le livre Il des Eléments.

2. Vneligne droite cft dite toucher le cer-
cle, laquelle touchant le cercle, fi clle
cft continuée nele coupe point.

Comme laligne droite
AB fera dite toncher e 4 Q
cercle BD Een B ff elle
Iy tossche . en forte qu'é.
tant proloingée vers C, elle

Auxvi® siccle, grace al'émergence de
la géomeétrie analytique, I'étude des

courbes rejoint ce que nous appelons ne le coape poine , ains
aujourd’hui I'étude des fonctions. demenre totalement  de-

isaac Newton et Gottfried Leibniz, bors scelay cevele. Mais

5 Ad'amsars que la ligne .
ur résoudre entre autres des pro- A aTe o oL )
S P droite GD atteint le mefime cercle anpoint D, en

blemes de tangentes a une courbe, telle forte qiceflant prolongce infyues & F o ellg
développent dans la seconde moitié conpe le corcle, & tombe dedans iceluy, elle. ne Jers

du xvi® siecle, chacun de leur coté, e dire toncher le cercle, imaic le couper.,

une nouvelle mathématique, tres

fructueuse mais trés controversée a Euclide, Les Eléments, livre 11l traduction de D. Henrion, 1676

I'époque, qui utilise des infiniment
petits et méme des quantités qua-
lifiées alors d'« évanouissantes ». Ce
sont les prémices du calcul infinitési-
mal ou calcul différentiel.

Archiméde (vers —287 a-212) est le premier a déterminer
une tangente a une autre courbe qu’‘un cercle.

La tangente a une courbe définie dans ce chapitre correspond-elle a la tangente a un cercle
définie par Euclide ci-dessus ?



Réviser
ses 5 A M M E S

o Fonction affine

On consideére la fonction affine ftelle que :
f2)=3etf(4)=-1.
* En notant f(x) = mx + p, déterminer m puis p.

e Coefficients directeurs

Déterminer le coefficient directeur des droites
suivantes.

1.9, droite passant par A (5;2) et B (-3; 1).

2.9%,, droite passant par C (1 -1) etD ( ;)

3. %,, droite passantparE( V7 3) etF( ﬁ,%)

e Equations de droites

Déterminer, par lecture graphique, les équations
réduites des droites d,, d,, d; et d, du graphique
ci-dessous.

images

Pour chacune des fonctions suivantes, donner
I'expression de f(1 + h), ol h est un réel tel que

J(1+ h) existe.
a.f(x) =2x?-5x +1

C.f(x) =V5x -2

DIAPORAMA
DE GAMMES
SUPPLEMENTAIRES

6 Limite en 0

On considére la fonction f définie sur R par :
o) =3x+1.

1. Recopier et compléter le tableau

suivant a laide de la calculatrice.

001 0001

2. Que peut-on dire des images lorsque les
antécédents sont proches de zéro ?

G Fonctions par morceaux

On effectue un test de vol sur un drone. Le drone
se déplace en ligne droite depuis sa base et peut
faire du vol stationnaire. Le graphique ci-dessous
donne la distance le séparant de sa base.

1. Quelle a été sa vitesse, en km-h™', sur les
intervalles detemps [0;1,5],[1,5;2] et [2;4]?

2. Quelle a été la vitesse moyenne sur I'ensemble
du parcours ?

Temps (en h)

o Coefficient directeur

On considére la fonction f définie
sur R par f(x) =-x? + 2x + 2 dont
la courbe représentative est
donnée ci-contre. A et B sont

deux points de la courbe.
» Déterminer le coefficient
directeur de la droite (AB).

1



SITUATIONS
. EN VERSION

MODIFIABLE
Situation@P Déterminer un taux de variation 71 Cott(en€)

Une entreprise fabrique des piéces automobiles. Elle 3000+
peut en produire jusqu‘a 1 000 par jour. Le cot de
fabrication de ces piéces dépend du nombre de pieces
fabriquées.

On modélise le coit total de fabrication par une fonction
C telle que C(x) représente le colit (en euro) de fabrica- | [ |
tion pour x piéces créées. 0 200 400 600 800
On suppose que C(x) = 100vx + 500 et on considére la Nombre de piéces
courbe représentative de la fonction C donnée ci-contre.

1000

%
Cd

(‘D a. Calculerle cot de fabrication de 0 piéce, puis de 400 piéces.
b. On définit le taux de variation du co(t de fabrication entre 0 et 400 piéces fabriquées par :
C(400)-C(0)
400-0
Calculer ce taux.
c. Comparer ce taux a celui de l'augmentation de 400 & 900 piéces fabriquées.
Interpréter.

(2:) En économie, on utilise un indicateur, appelé coit marginal, qui se définit comme le coltde
fabrication d'une unité supplémentaire aprés avoir déja fabriqué x unités.

Onnote C, (x) le colt marginal en euroet C_ (x) = C(x + 1) - C(x).

a. Calculer le cott marginal, arrondi au centime, pour 200 pieces fabriquées.
b. Calculer le codt marginal, arrondi au centime, pour 800 piéces fabriquées.
c. Comparer ces deux valeurs.

Gravir une cote

Situation@

Objectif
rel te

La course de cOte en moto consiste a suivre un parcours avec des
dénivelés impaortants.

Une portion du profil du circuit est donnée par la courbe ci-contre
représentée dans un repére.

Parmi les points figurant sur la courbe, quel est celui qui présente la plus
forte pente ? la plus faible 7

Dans le repére ci-contre, une unité horizontale représente 10 m etune
unité verticale 1 m.

Une pente de 15 % signifie que lorsqu’'on avance horizontalement de
100 m, on monte de 15 m.

Déterminer la pente au niveau des points B, E, F et L.

(3) Un participant déclare que la pente est deux fois plus forte au point L
qu'au point E. Que peut-on penser de ce propos ?

| T
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(Situation@®) Etudier la chute libre

Objectif On dit qu‘un corps est en chute libre lorsqu'il est laché sans
THCHe vitesse initiale depuis un point et qu’il n‘est soumis qu'a son
poids (on néglige le frottement de I'air).

Le corps parcourt alors en t (seconde) une distance que l'on
peut approcher par d(1) = 5¢* (en métre).

La vitesse moyenne v d‘un objet ayant parcouru

une distance 4 (en m) en untempst (en s)

est donnée parv = %avec venm:-s .

(1) a.Recopier et compléter le tableau suivant.
£ 0 05 1 1.5 2 3 4 5
d(r)

b. Al'aide du tableau précédent, construire la représentation graphigue %6 de la fonction d sur
I'intervalle [0 ; 5] dans un repére orthogonal d'unités 2 cm pour 1 s en abscisses et 1 cm pour 10 men
ordonnées.

c. Calculer la vitesse moyenne entre les instants 1 et 5, puis entre 1 et 3 etenfin entre 1 et 2.
d. Comment interprétér ces résultats sur le graphique de la courbe € ?
(2) a. Recopier et compléter le tableau ci-dessous.

Entre0,9s Entre0,99s Entre(0299s Entrels Entre 15 Entre 1s
etls etls etls et 1,001s et1,01s et1,1s

Vitesse

moyenne

b. Comment interpréter graphiquement ces valeurs ?

(3) a.Soith un réel non nul.

Calculer la vitesse moyenne entre lesinstants t=1ett=1+A.

b. «Lavitesse instantanée a l'instant 1= 1 estde 10m-s™".»

Expliquer cette affirmation.

QID En utilisant un raisonnement analogue, déterminer la vitesse instantanée a l'instant 1 =3 s.

Situation@Q

Objectif

Prendre la tangente... ou pas

On considére la fonction fdéfinie sur R par:
fy=22+x+1,
sa représentation graphique %j.et le point A(0;-1).

La tangente a la courbe € au point B d'abscisse 1 passe-t-elle
parle pointA 7 0| 1
(2) Existe-t-l une ou plusieurs tangentes a “6; passant par l'origine du repére ?




Connaitre le cours

¥ DEMO|

en ligne

=
p. 119

1. Taux de variation

Définition

Soient fune fonction définie sur un intervalle , et a et b deux nombres
réels distincts appartenanta 1.

)~ 1)
. -a
Graphiquement, dans un repére (O; i, j), si A est le point de la courbe
représentative de f'd'abscisse a et B le point d'abscisse b, la droite (AB)
sécante a la courbe représentative de fa pour pente (ou coefficient
f(b)~ fla)

—a

On appelle taux de variation de fentre a et b, le nombre

directeur) le taux de variation

v Exemple

Soit f la fonction cube définie sur R par f(x) = x°.

fB)-f() _27-1 —13
3-1 2 !

Le taux de variation de fentre 1 et 3 est

Remarque

Dans d‘autres disciplines, en Physique par exemple, si y =f(x), on utilise la notation % pour désigner

un taux de variation.

Selon le contexte, si x = f(z), le taux de variation s'écrit %’;— ;sig =f(1), on écrit %% .

Propriété
Soit fune fonction affine définie sur R par f(x) = mx + p.
Le taux de variation de fentre deux nombres distincts est constant, égal a m.

W Exemple
Le taux de variation de |a fonction affine f définie sur R par f(x) = 3x - 1 est 3.

En effet, pour tous réels a et b distincts,on a:

f(b)~fla) _3b-1-Ga-) _3p-3q _3(b-a)_,
b-a b-a b—a b-a

Proprietés

Soient f une fonction définie sur un intervalle /, et a et b deux nombres réels distincts appartenant a /.
© Si f'est croissante sur 1, alors le taux de variation de fentre a et b est positif.

¢ Sifest décroissante sur J, alors le taux de variation de f'entre a et b est négatif.

Remarque
Les réciproques des propriétés précédentes sont fausses.
W Exemple

Soit f la fonction carré définie sur R par f(x) = x2
[ est décroissante sur ]-22 ; 0] donc le taux de variation entre -4 et -2 est négatif.

% Contre-exemple

fQ)-fC) _a-1_,

2—(-1) 3
Le taux de variation de f'entre -1 et 2 est strictement positif, or la fonction f'n’est pas
croissante surl'intervalle [-1; 2].
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Calculer un taux de variation

On considére la fonction carré définie, sur R, par £ (x) = 22
o Déterminer le taux de variation de fentre 0 et 1.
9 Déterminer le taux de variation de fentre 1 et 3.
e Interpréter graphiquement ces résultats.

| Le taux de variation de fentre O et 1 se calcule ainsi :
SM-r(0) _1-0_,
1-0 1 !
) Letauxde variation de fentre 1 et 3 se calcule ainsi :
f(3}_f(1) i 9-1 =4
3-1 2 ’
' Graphiquement, on peut remarquer que ces taux de variation correspondent aux coefficients directeurs
respectifs des droites (OA) et (AB) ol : O(0;(0)), A(1;7(1)) et B(3;f(3).

Wi

XEETE 2p. 128

B Estimer graphiquement un taux de variation

Un médicament est administré a un patient. Le graphique
suivant indique la concentration du médicament dans le sang
(en milligramme par litre) au cours du temps ¢ (en heure).

o Déterminer graphiquement la concentration du médicament au
bout de 1 heure puis au bout de 9 heures.

0a.Estimergraphiquementletauxdevariationdelaconcentration ol 1 L T T 11T 1T 111
entre 1 heure et 2 heures.

o

b. Estimer graphiquement le taux de variation de la concentration entre 9 heures et 10 heures.
e Décrire I"évolution de la concentration au cours du temps.

1) Aubout de 1 heure, la concentration est d’environ 5 mg-L7".
Au bout de 9 heures, elle est d’environ 1,1 mg-L™".

1. Pour estimer graphiquement le taux de variation, on trace la
sécante (DE) a la courbe passant par les points d'abscisse 1 et 2. On
lit ensuite une valeur approchée de son coefficient directeur. Ici, on
estime le taux de variation entre 1 h et 2 ha environ -1 mg- L™’ 0|
par heure. '

b. Parla méme méthode, on estime le taux de variation de la concentration entre 9h et 10 h
a-0,1 mg-L" par heure.

oy

- En observant I'allure de la courbe, on peut dire que la concentration augmente pendant la premiére heure
puis diminue ensuite. En comparant les taux de variation, on peut dire que la diminution est 10 fois plus
rapide entre Th et 2h qu’entre 9h et 10h. SETEEE 6 p. 128
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2. Nombre dérivé d'une fonction en un point

, 1. Point de vue algébrique

Définition

Soit f une fonction définie sur un intervalle 7 et @ un nombre appartenant a 1. Soit # un nombre réel
non nul tel que a + h appartient a I.

On dit que f est dérivable en a lorsque le taux de variation -f—(-a—H'g—'-f—(fﬂ tend vers un unique

nombre réel lorsque h tend vers zéro.
Ce nombre limite est appelé nombre dérivé de fena. On le note f' ().

Remarque
Une fonction peut ne pas étre dérivable en un réel a.
’EEF% Les fonctions x — vx et x> |x| ne sont pas dérivables en 0.
et 119

» 2. Tangente a une courbe

Soit fune fonction définie sur un intervalle I, « un nombre appartenant a / et h un nombre réel non nul
tel que a + h appartient a /. Soit A le point de la courbe représentative de fd'abscisse a et H le point de
la courbe représentative de f d'abscisse a + h.

/ f{ :Ir a+h / / [Ir (..’+|"I

h se rapproche de zéro

Lorsque /1 tend vers zéro, le point H se rapproche du point A et la sécante (AH) de coefficient directeur

w se rapproche d'une position limite (en rouge sur le dessin). Si fest dérivable en 4,

&’ﬁ}w tend vers f*(a) lorsque i tend vers 0. On admet alors que ce nombre dérivé est le coef-

ficient directeur de la droite qui correspond a la position limite de (AH).

Définition

Soient f une fonction dérivable en un réel a et A le point de coordonnées A(a ; f(a)).
La tangente a la courbe représentative de fau point d'abscisse a est la droite de coefficient directeur
J'(a) passant par A.

b DEMO Propriété
Soient fune fonction dérivable en un réel a et A le point de coordonnées A(a ; f(a)).
La tangente a la courbe représentative de f'au point A a pour équation réduite y =f"(a)(x - a) + f(a).

Remarque

Localement, la courbe représentative de fau voisinage du point A est presque confondue avec sa
tangente. Autrement dit, lorsque x = @, on a f(x) = f"(a)(x — a) + f(a).

116
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D Calculer un nombre dérivé

On considére la fonction f définie sur R* par :
=1+ % .

* Montrer que f'est dérivable en 5 et donner la valeur de f'(5).

WV Solution commentée

Pour étudier la dérivabilité de fen 5, on calcule le taux de variation de fentre 5 et 5+ h (h#-5et h #0).

3 3\ _—3h _
f(5+h)—f(5):(’+s+h)*(’+§):5(s+h)= 3h 1__ -3
I h h 5(5+h) " h 5(5+h)

Lorsque h tend vers zéro, 5 + h tend vers 5, 5(5 + h) tend vers 25 et donc le taux de variation tend vers le
o] =3
nombre réel 35 -
3
25° EEEEY 7 p. 128

B Etudier la dérivabilité d’une fonction

On considére la fonction f définie sur R par:
flx) =" +4x -3,

o Montrer que la fonction fest dérivable en tout réel a et exprimer f'(a) en fonction de a.

La fonction fest donc dérivable en 5 avecf'(5) = —

@ Pour étudier la dérivabilité de fen a, on calcule le taux de variation de fentreaeta + h:
fla+h)-fl@) _(a+hP +4la+h)+3— (&’ +4a-3)
h - h

a’+2ah+h +4a+4h+3—(a>+4a-3)
h

_ 2ah+h* +4h
h

=2a+4+h.

Lorsque h tend vers zéro, le taux de variation tend vers le nombre réel 2a + 4.
La fonction fest donc dérivable en tout réel a avec f*(a) = 2a + 4.

@f'(3}:2><3+4:10 ETEEE 61 p. 134

B Déterminer I'équation d’'une tangente

La fonction fest définie sur R par f(x) = x* + 3x - 7.0n admet que /'(3) = 9.
o Donner I'équation de la tangente a la courbe de fau point d'abscisse 3.
e Le point § (10 ; 80) appartient-il a cette droite ?

Vv Solution commentée

@ fB3)=3%4+3x3-7=11.0naaussif'(3) =9.0n obtientdoncy =9 (x - 3) + 11.L'équation est y = 9x - 16.

@ Un point appartient a la tangente si et seulement si ses coordonnées vérifient I'équation réduite établie a la

question 1.

9x10-16=74

Or 80 # 74, donc les coordonnées de § ne vérifient pas I'équation,

donc § n‘appartient pas a la tangente. 30 p. 131
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Démonstrations et raisonnements

Comprendre une démonstration

On présente la démonstration de la propriété suivante. La lire attentivement puis répondre
aux questions posées.

La fonction racine carrée est la fonction définie pour tout réel x positif par f(x) = Vx.
La fonction racine carrée n'est pas dérivable en 0.

v Démonstration

Soit fla fonction racine carrée définie sur R* par :
fo)=+x.

Sa représentation graphique de fdans un repére orthonormé est donnée ci-dessous.

Soit & un réel positif.
Pour étudier la dérivabilité de fen 0, on détermine le taux de variation de fentre0et 0+ h:

fO+h)-f(0) _Jh-o0
h h

Lorsque h tend vers 0 par valeurs positives, le nombre v/ tend vers 0 en étant positif.
Donc l'inverse de v tend vers + .

On en déduit que lorsque / tend vers 0, le taux de variation de la fonction entre 0 et /1 tend vers + =,

Ainsi, le taux de variation ne tend pas vers un nombre réel.
La fonction racine carrée n'est pas dérivable en 0.

Expliquer comment, a l'aide de la représentation graphique de f; on peut conjecturer que cette fonc-

tion n'est pas dérivable en 0.
Expliquer pourquoi on considére un réel A positif.

Expliquer pourquoi lorsque h tend vers 0, I'inverse de Vi tend vers + .
On peut remplir pour cela le tableau suivant.

h 05 0,1 0,01 0,001 00001 107 1078

1
Jh
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o On souhaite démontrer la propriété suivante.

2}

Soit fune fonction dérivable en un réel a.
Au point d'abscisse a, la tangente a la courbe représentative de fa pour équation :

y=f"(a) X (x—a) + fla).

En utilisant les indications suivantes, rédiger la démonstration de la propriété.
* La tangente est une droite dont I'équation réduite est de la forme y = mx + p.
* Exprimer la valeur du coefficient directeur de cette droite en fonction de a.

* En remarquant que le point A de coordonnées (a ; f(a)) appartient a cette droite, exprimer
en fonction de a son ordonnée a |'origine.
* Conclure.

On souhaite démontrer la propriété suivante.

La fonction valeur absolue n'est pas dérivable en 0.

Soit fla fonction valeur absolue définie sur R par f(x) = |x].

Sa représentation graphique dans un repére orthonormé est donnée
ci-contre,

En utilisant les indications suivantes, rédiger la démonstration de la propriété.

* Montrer que le taux de variation de fentre 0 et 0 + &, ol h #0, est égal a % .

' Pour h strictement positif, déterminer le taux de variationentre 0 et 0 + /.
* Pour h strictement négatif, déterminer ie taux de variation entre 0 et 0 + A.

Soient une fonction f définie sur un intervalle / Montrer une implication

et deux nombres distincts @ et b appartenant a /. S e
Une implication est une propriété qui s'écrit :

Montrer que, si f'est croissante sur /, alors le taux P= Q.
de variation de fentre a et b est positif. Cela signifie :

; 5 g si P est vraie, alors Q est vraie.
De facon analogue, montrer que, si fest décrois- ! Q

sante sur [, alors |le taux de variation de fentre a et
b est négatif.
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Taux de variation

Soient une fonction f définie sur un intervalle I et
deux nombres distincts « et b appartenant a /.

Le taux de variation de f entre a et b estle nombre ;

b—a

Taux de variation et variation

Soient une fonction f définie sur un intervalle 7
et deux nombres distincts a et b appartenant a /.

® Sifest croissante sur /, alors le taux de variation
defentre a et b est positif.

* Si fest décroissante sur 1, alors le taux de varia-
tion de fentre a et b est négatif.

Nombre dérive

Soient une fonction f définie sur un intervalle 1
et un nombie a appartenant a /.

Soit 4 un nombre réel non nul tel que a + h
appartient a I.

On dit que fest dérivable en a lorsque le taux

de variation wtend Vers un unique
1

nombre réel lorsque h tend vers zéro.

Ce nombre limite est appelé nombre dérivé de f
ena.
On le note f* ().

120

Interprétation graphique

A est le point d'abscisse @ de la courbe représenta-
tive de fet B le point d‘abscisse b.

La droite (AB), appelée sécante a la courbe
représentative de f, a pour pente le taux
de variation:

(0= fla)

b—a

Tangente

Soient une fonction f dérivable en un réel a et le
point A de coordonnées (a ; f(a)).
* La tangente a la courbe représentative de fau

point A d"abscisse a est |a droite passant par A et
de coefficient directeur f” (a).

* Equation de la tangente :

y=f"la)x-a)+ fla).




sesCONNAaissances

Effectuer les exercices @ a @ et vérifier les réponses.
Sinécessaire, réviser les points de cours en texte ou en vidéo.

o On considére la fonction f définie sur R par :
fo)=x’+2x-1.

1. Déterminer le taux de variation de fentre 0 et 1.

2. Déterminer le taux de variation de fentre 1 et 3.

) On considére la fonction f définie sur R repré-
sentée graphiquement ci-dessous.

1. Déterminer graphiquement :

a. le taux de variation de fentre -3 et -1;

b. le taux de variation de f'entre -1 et 5.

2. Sans les déterminer, justifier le signe des taux de
variation de f:

a.entre-let2;

b.entre3 et 5.

9 On considere la fonction f définie sur [ par :
fa)=x*+2x-1.

1. a. Déterminer le taux de variation de f entre 2 et

2+h

b. Que devient ce taux quand # tend vers 0 7

c. En déduire la valeur de f(2).

2. En utilisant la méthode de la question 1, montrer
quefest dérivable en -1 et donnerla valeurdef'(-1).

Taux de variation .
et variation d'une fonction

o On considere la fonction f définie sur R par :
flx)=3x*-4.

1. Montrer que la fonction f'est dérivable en tout réel

a et exprimer f(a) en fonction de a.

2. En déduire f*(1).

o La courbereprésentative de la fonction fdéfinie
sur R et trois de ses tangentes ont été tracées.

LY

‘. 4 I |
R
SRR

1. Déterminer graphiquement f(1), /(0) et f(-1).
2. Déterminer graphiquement f* (1), f*(0) et /' (-1).

@ On considere la fonction f définie sur R par :

_ 1+x
flx) = x2+1

On admet que f'(1) = ,,% etf (0)=1.
1. Déterminer |'équation réduite de la tangente au
point d'abscisse 1 de la courbe représentative de f.

2. Déterminer I'équation réduite de la tangente au
point d'abscisse 0 de la courbe représentative de f.

@ CORRIGES
DES EXERCICES :

Nombre dérivé

‘Dérivation locale

» Tangente

“ 3 une courbe
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[ TP @) Testde médicament

Objectif

Algorithmique
et programmation en Python

Nombre dérivé a gauche et a droite

On considére la fonction carré fdéfinie sur R par f(x) = x2.

a. Ecrire une fonction en Python qui renvoie le taux de variation de fentre a et a + , avec a et i
donnés.
b. Quelles valeurs choisir en arguments afin de déterminer une valeur approchée de f'(4) ?

Certaines calculatrices déterminent le nombre dérivé a l'aide d’'une méthode décrite par la fonction en
Python ci-dessous.

a. Recopier ou ouvrir ce script et tester cette fonction pour différentes valeurs de a et de précision.
b. Expliquer la méthode utilisée.

c. Modifier la fonction pour vérifier le nombre dérivé affiché par ce type de calculatrice en 0 pour la
fonction qui a tout réel x associe |x]. Que penser du résultat?

1 def moyenne(a,precision):

2 ecart=1

3 h=1

4 i=1

5 nd=8

6 while ecart>=precision and irle-1@:
7 vg=((a-1i)**2-a**2)/(-1)
8 vd=((a+i)**2-a**2)/1

9 ecart=abs(vd-vg)

10 i=i/ae

11 nd=(vg+vd) /2

12 return nd

Lors du test d'un nouveau médicament, on modélise la
présence du médicament injecté dans le sang par intra-

veineuse par la fonction fdéfinie sur [0 ; 10] par f(r) = ﬁ,

ou r est exprimé en h et f(z) est exprimé en mg.

On admet que le médicament se diffuse presque instanta-
nément dans le sang lors de son introduction et on consi- b
dére que le médicament produit un effet si I'organisme
en assimile au moins 0,01 mg-h™".

a. On a écrit le programme ci-contre. 1 import matplotlib.pyplot as plt

Recopier ou ouvrir ce programme. 2 def f(t):

Qu'obtient-on 7 3 return 2/(1+t)

b. Expliquer I'allure de la courbe obtenue. Comment ; ;;?a

modifier le script pour obtenir une courbe plus &n=5

réguliére ? 7 h=(b-a)/n

c. Que représentent les coefficients directeurs des gabs:[au'h for 1 0 Tange (n+1)]
ord= [f(t) for t in abs]

sécantes a la courbe correspondant aux segments 10 plt.plot(abs,ord, 'b")

obtenus ? 11 plt. show()

a. Ecrire une fonction en Python qui renvoie la liste
des coefficients directeurs des sécantes pour un pas donné.

b. Obtenir cette liste pour un pas de 2h. Puis pourun pas de 0,5 h.
c. Interpréter les valeurs des éléments de la liste dans le contexte de I'exercice.
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[ 1P &) Méthode de Newton-Raphson

Objectif

avec un algorithme,

3

Soit f'la fonction définie par :
f@)=x*-2pour1 =x=2
et Cgf sa courbe représentative dans un repére orthonormé.
L'équation f(x) = 0 a pour unique solutionv2.
On va utiliser une méthode pour calculer une valeur approchée de la solution de cette équa-
tion f(x) = 0.

Déterminer I'équation de la tangente 7 a ‘6 -au point d'abscisse x, > 1.
Démontrer que I'abscisse x; du point d'intersection de AT
Jlxg)
(%)
On réitére ce procédé en remplagant x, par x, pour
obtenir une abscisse x, puis ainsi de suite.

On considere x, = 2.
Calculer x, et x,.

Recopier ou ouvrir le script suivant puis le compléter.

I'axe des abscisses et T, vérifie x, = x, —

1def f(x):

2 return x**2-2

3

4 def nombre_dérivé(f,a):

5 h=1e-10

(3 return(f(a+h)-f(a))/h
1

8 def méthode_Newton(n):

9 x=2

10 for i in range(n):

11 X=X-. ..

12 return L.

(5) Déterminer une valeur approchée de +/2 obtenue aprés 10 étapes.

La comparer avec la valeur affichée par sqrt(2).

Boite a outils MEMENTO PYTHON : VOIR RABATS
» Pour déterminer le nombre de subdivisions d'un ® Pour déterminer une racine carrée, on utilise la
intervalle avec un pas donné, on utilise la partie commande sqrt. Elle se trouve dans la biblio-
entiere. theque math.

La commande en Python est floor et se trouve

dans la bibliothéque math.

On commence le programme par
[from math import floor|

On commence le programme par
from math import sqgrt

* Notation scientifique : 3 x 10° s'écrit : 32-05




Outils numériques

Sécantes et tangentes

On considére la fonction f'définie sur [ par f(x) = —%xz +x+3.

Dans un logiciel de géométrie dynamique, tracer la
représentation graphique de f. 4
Placer sur la courbe le point A, d'abscisse 0 ainsi qu'un point B

quelconque distinct de A puis tracer la droite (AB). Afficher la A
pente de la droite (AB).

Rapprocher le point B du point A. En déduire une conjecture

sur la valeur du nombre dérivé de fen 0. 2
Tracer latangente a la courbe représentative de f.
Confirme-t-elle la conjecture ? Argumenter.

Reprendre la démarche précédente au point d'abscisse 2 puis
au point d'abscisse 6.

Calcul formel de taux de variation

On considere la fonction cube :
£ x> x> définie sur R.
a. A l'aide d'un logiciel de géométrie, définir la fonction fet déterminer le taux de variation de fentre 1

et 1 + /tou h est un nombre réel.
En déduire le nombre dérivé de fen 1.

5. Déterminer, s'il existe, le nombre dérivé de f en 3. Puis en -2.
c. De facon générale et en utilisant le calcul formel, déterminer le taux de variation de fentre
eta+h.
En déduire le nombre dérivé de fen a réel.
d. Vérifier 'expression a l'aide du calcul formel.
On considére maintenant la fonction racine carrée :
g : x> x définie sur [0; + 2]
a. Avec le calcul formel, déterminer le taux de variation de g entre 2 et 2 + h ol h est un nombre réel
positif.
Permet-il de conclure ?
b.Déterminer directement g'(2) a l'aide du calcul formel.
c. On veut retrouver par le calcul la valeur de g’ (2) trouvée par calcul formel.
Calculer Wh+2 —v2)Wh +2 ++2) et en déduire une simplification du taux de variation.
Condlure.

d.De facon générale, déterminer le nombre dérivé de g en a € 10; +=[ puis vérifier a l'aide du calcul
formel.
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6 Approximation affine et évolutions successives

Un journaliste affirme que deux hausses successives des prix de x % donnent au
final une hausse des prix d'environ 2x %.
On veut vérifier ses propos.

Point de vue numérique

a. Rappeler comment déterminer le taux d’évolution global 7'de deux évolutions successives de
meéme taux f.

b. Reproduire la ligne 1 du tableau ci-dessous puis remplir la colonne A constituée de 100 taux
d'évolution.

On prendra un incrément de 0,01 jusqu'a la cellule A101.

A B C D E
Coefficient Coefficient
o - Taux global
Taux multiplicateur  multiplicateur
- i surdeux Double dutauxt
d'évolution t sur une global 2

Al 5 périodes

1 période sur deux périodes

2 0,01 1,01

3 0,02 1,02

4
¢. Quelles formules doit-on entrer dans les cellules B2, C2, D2 et E2 pour compléter les colonnes
B, C, DetE jusqu'a la ligne 101 par recopie vers le bas ?

d. Compléter ainsi le tableau jusqu'a la ligne 101.

e. Que peut-on en déduire sur les propos du journaliste ?

Point de vue graphique
On consideére la fonction f définie sur R par f(x) = +°.
a. Ouvrir un logiciel de géométrie dynamique et tracer la représentation graphique de f.

b. Placer sur cette courbe le point A d'abscisse 1 puis tracer la tangente a la courbe représentative
def.

Lire 'équation réduite de cette tangente puis montrer que son équation peut aussi s'écrire sous la
formey=1+2(x-1).

c. Ennotant i = x - 1 eten développant (1 + h)?, faire le lien avec ce qui a été observé a la question
précédente.

Boite a outils

Logiciel de géométrie dynamique Calcul formel avec un logiciel de géométrie

* Pour construire une tangente () Tangentes

® Pourafficher lapente 1 pente

® Pour calculer un nombre dérivé en a : définirla
fonction fdans la fenétre Saisie.

¢ Dans Affichage, sélectionner Calcul formel puis
dans cette fenétre, taper f'(a) et le taux de varia-
tion de la fonction en a.

o J;:sqrt(x}




| Calcul mental 1

o Calculer:

1
a. 4 —— b.5-1
4 2 5
i _;_f_i d. _i_L
5 10 7 14
e.3_3 foiliod
4 6 2 3
g =210 h._4_1
14 21 7 3
o On considére la droite d d'équation :
d:y=-3x+4.
Déterminer si les points suivants appartiennent
ad.
a.A(1;1) b.B(0;4)
c.C(4;-9) d.D(-2;11)
e.E(-1;7) f. F(%:2}

o On considére la fonction fdéfinie par :
f@)=x*+3x-1.

° On considére la fonction f définie sur R par :
o S - +1 )
e 2 +2

= Calculer f(0), f(1) et f(4).

Simplifier les expressions suivantes.
a I2—4h b. 3~
h h

C.

(+h)(=h) 4 @2+h’-4
1-h h

Développer et simplifier les expressions suivantes.

a. (1+h)?-2h

b.2+h)?-4-1

. (3-h*-(3+hn)?

d. (1 +h) = h(1 -h)

o 1. Lorsque h est un nombre trés proche de 2, de
quel nombre le nombre 3 + h est-il proche ?

2. Lorsque h est un nombre trés proche de 1, de
quel nombre le nombre -1 + h est-il proche ?

Calculer: 3. Lorsque h est un nombre trés proche de 0, de
5 SO - f5) - f(0) quel nombre le nombre VA est-il proche ?
2-1 5
¢ SE=N-F(2)
-1-2
\_ DIAPORAMA
CALCUL MENTAL
EN PLUS

[ rutomatismes )

des deux droites tracées ci-dessous.

On considére une fonction ftelle que f(3) = 1
etf (3)=-2.

* Quelle est I'équation de la tangente J a la
courbe représentative de la fonction fau point A
d'abscisse 3 ?

(10
Dire si les propositions suivantes sont vraies ou
fausses.
1.Sif"(2) =0, alors la tangente a la courbe au
point dabscisse 2 est verticale.
2. Lafonction x — Vx est dérivable en 0.

-

Déterminer par lecture graphique I'équation @ La courbe représentative de la fonction f ainsi

que trois de ses tangentes sont représentées
ci-dessous.

» Déterminer graphiquement la valeur des

nombres f(-4), f'(-4), f(2), " (2), f(6) et f' (6).

Un automobiliste a parcouru 60 km en trois quarts
d'heure.

* Quelle a été sa vitesse moyenne sur ce trajet
(en km-h™") ? Est-ce qu’a un moment donné du
trajet, cet automobiliste a pu rouler a88km-h™' ?

J
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| Préparation d’un oral w

Préparer une trace écrite

o Si une fonction fest telle que f(1) = -4 et f(3) = 2, alors la fonction

permettant de présenter

a l'oral une argumentation
indiquant si les propositions
suivantes sont vraies ou

fest croissante sur [1;3].

o L'équation réduite de la tangente 7 a la courbe représentative de
la fonction f définie sur R par f(x) = —=x* + 5x + 1 au point A d‘abs-

fausses cisse Testy=3x+ 1.
F
Constituer des groupes de 4 éléves qui auront chacun un des réles suivants.
Résoudre tous ensemble la situation donnée. Remettre une trace écrite de cette résolution.
: A . v M
I Animateul Rédackaur s l\mbasi&adeur P4 aitrg
‘ns.ab'-e snchef .~ * porte-parole z : bs
responsab€ |, oy 7
: du?m?veau sonore du groupe, * eSponsable
du groupe responsablede seul autorisé 3 de l'avancem
I la trace écrite rédigée communiquer du travail dy, mt
. distribue la patole par tous les membres avecle professeur , 9roupe
pour que chacun dugroupe et, éventuellement, ‘c‘;’e’”e au respact
sexprime d‘autres groupes Y Temps impay;
Dans un jeu sur smartphone, le joueur ry
uj(ilise un lance-pierre pour lancer des  p|(3;5,16), C(6)5 :4,81)
oiseaux sur des cochons verts. Chaque
oiseau lancé suit une trajectoire parabo- A@;9
lique et a le pouvoir d'accélérer en ligne i '
droite (tangente a la parabole) dés que - | |
le joueur tape sur I'écran., | | Cochonl & |
T T T T T T T T T LI | LI
Deux cochons sont situésdansunjardin 9] 1 Cochon2 | x
et ont pour coordonnées (10,29 ; 0) et
(10,95 ;0).
« L'oiseau lancé sur I'écran ci-contre atteindra-t-il un cochon lorsque le joueur
appuie sur I'écran au niveau du point C?
=
bd voir p. 110

Apres avoir effectué

les recherches indiquées,
préparer une présentation orale,
un poster ou un diaporama.

Effectuer des recherches sur les notions de cercle osculateur
et de rayon de courbure.

Expliquer pourgquoilatangente a une courbe définie dans ce chapitre
correspond a celle définie par Euclide dans Les Eléments, livre lll.

@



' Taux de variation

o On considére la fonction fdéfinie sur [-4 ; 4] représen-

tée ci-dessous.

1. Sans les déterminer, justifier le signe des taux de
variation de f*

a.entre -4et-3;

b.entre0et1;

c.entre2et3;

d.entre 0 et 3.

2. Comparer, avec la précision permise par le graphique,
le taux de variation de fentre -4 et -3 a celuide f
entre-2et-1.

1. Calculerle taux de variation de la fonction cube entre
Oet 1 puisentre 1 et 3.

2. Calculer le taux de variation de la fonction inverse
entre 0,1 et 1 puis entre 1 et 10.

Evolution démographique
Le tableau ci-dessous donne les populations de
Bordeaux et de Toulouse lors de trois recensements.

1968 1982 2014
Bordeaux 266 662 208 159 246 586
Toulouse 370796 347 995 466 297

1. Calculer le taux de variation de la population de
chaque ville entre 1968 et 1982, puis entre 1982 et
2014 (en habitant par an).

2. Calculer le taux d'évolution en pourcentage de la
population de chaque ville entre 1968 et 1982, puis
entre 1982 et 2014.

3. Donner une interprétation concréte de ces résultats.

1. Sans calculer, donner le taux de variation entre —1,45
et T de la fonction fdéfinie sur R par f(x) = 7x + 12.
Justifier.

2. Calculer le taux de variation de la fonction carré
entre 10 et 20 puis, sans calculer, donner son taux de
variation entre =20 et -10. Justifier.

On considére la fonction f définie sur R par:
fo)=x*=3x-11.

1. Calculer le taux de variation de la fonction f entre

Oet4.

2. Calculer le taux de variation de la fonction f entre

-3et0.

3. Peut-on en déduire les variations de f'sur R ? Justifier.

264
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Population de Floirac

Le graphique ci-dessous concerne la population de
la ville de Floirac en Gironde de 1968 a 2007. Cette
population était de 15 794 habitants en 2007, 16 156
en 1999, 16 384 en 1990, 14477 en 1982, 12 040 en
1975 et 8 241 en 1968.

T Nombre d’'habitants |

18 0004

16 000 -
14 000

12 000 4

10 000 -
Années

A
S

8000 —
W 5 O P
U I

rd

1. Déterminer graphiquement la période pendant
laguelle I'évolution de la population est la plus rapide.
Justifier.

2. Calculer le taux de variation de la population de
Floirac entre 1968 et 1990 (en habitant par an), entre
1990 et 2007, puis entre 1968 et 2007. Conclure.,

a Nombre dérivé

On considére la fonction f définie sur R par:
fa)=5x-x+7.

1. Soit & un réel non nul. Donner l'expression du taux

devariationde fentre 1et 1 + h.

2. Que devient ce taux quand h tend versQ ?

3. En déduire la valeur de f*(1).

1. Déterminer le taux de variation de la fonction f
définie sur R par f(x) = 2x* - 3 entre 2 et 2 + h, h étant
un réel non nul. En déduire le nombre dérivé de fen 2.
2. Déterminer le taux de variation de la fonction g défi-
3
x2 +1

entre-2et-2 +h.

nie sur R par g(x) =
En déduire le nombre dérivé de g en -2.
Calculer

Pour chacune des fonctions suivantes, calculer le
nombre dérivé de fena.

1.f:x—3,7x-5 a=5
2. x> +x-1 a=-1
: 2 s
3.fix— 3545 a=0
4.f:x—=x-3)x+1) a=3

Pour chacune des fonctions suivantes, calculer le nom-
bre dérivé de fen a.

1. ix—> x4+ 3x+7 a=2
2.fix—>=x*+6 a=10
3.fix—=x(x-3) a=0

4.f:x—>2x+17+2 a=



0 Vitesse moyenne et instantanée

Un véhicule roule en ligne droite. La distance d (f) (expri-
mée en métre) parcourue par le véhicule en fonction
du temps est donnée par la formule 4 (1) = 21 + 1, oul
t est exprimé en seconde.

1. Quelle distance le véhicule a-t-il parcourue a I'instant
=107

2. Pour h# 0, calculer la vitesse moyenne du véhicule
entre les instants 10 et 10 + A.

3. En utilisant le dernier calcul, déterminer la vitesse
instantanée du véhicule a l'instant ¢ = 10.

4. Reprendre ces questions pour l'instant t = 5.

ALGOD
On considére une fonction mystére écrite en Python.

PYTHON

1def fonction_mystere(a):

2 for i in range(1,11):

3 h=10**-1i

4 t=((a+h)**2-a**2)/h
1] return t

1. Recopier et compléter les lignes du tableau
suivant contenant toutes les valeurs des variables
lors de l'écriture dans la console de l'instruction
fonction_mystere(3).

w
=]
_.

2. Que représente la valeur renvoyée par cette fonction
mystére ?

1. Montrer que la fonction f définie sur R par

f(x) = -5x + 2 est dérivable en 1.

2. Montrer que, pour tout réel ¢, la fonction f définie
sur R par f(x) = -5x + 2 est dérivable en a.

(QcM |
On donne ci-dessous deux copies d'écran issues d'un
logiciel de calcul formel.

» Algébre *|» Calcul formel X
®f(x) =x*—x+2 Simplifier(f(1+h))
~ h'+h+2
» Algébre % |» Calcul formel ‘
o) =, : s (@(B+h)-g{6IVh
1 5
T htd

1. Soit f la fonction définie sur R par f(x) =22 =x + 2.

La valeur de /(1) est:
@o ®)1 (©2 d)4
2. Soit g la fonction définie par g (1) = ﬁ
La valeur de g'(6) est :
© -5
7

®-5 -3 @6

17
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Cout de fabrication

Une entreprise fabrique
des billes pour roulements
abilles.Le colit de fabrica-
tion de x billes (x exprimé
en centaine) est modé-
lisé a l'aide de la fonc-
tion C définie sur [0 ; +29[
par C(x) =0,5x* + x + 1,
ol C(x) est exprimé en
centaine d’euros.

1. Calculer le prix de fabrication de 1000 billes.

2. Calculer le colit de fabrication dela 1 001¢bille (cott
marginal pour 1 000 billes fabriquées),

3. Calculer le nombre dérive de la fonction Cen 1 000.
Comparer au résultat précédent.

4. Reprendre les questions précédentes pour 500 billes
fabriquées.

' Tangente a une courbe

C(-s‘j.est la courbe représentative d'une fonction . En
vert, on a tracé les tangentes a Cfs‘f aux points d'abs-
cisse-1et 1.

[ 1 V1olFIN [ ]
= A l'aide du graphique, donner le nombre dérivé de
fen 1 puis en-1.

La courbe d'une fonction fet trois de ses tangentes ont
ététracées auxpoints A, B et C d'abscisses respectives
0,1et2.

= Lire les nombres dérivés de fen 0, en 1 eten 2.

Déterminer graphique-
ment les nombres dérivés
de la fonction f représentée
ci-contre qui se déduisent
des tangentes tracées sur le
graphique.
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La courbe de lafonction g définie sur [-4 ; 4] ainsi que @ On consideére la fonction fdont on donnela représen-

trois de ses tangentes sont représentées ci-dessous.

= Lire la valeur des nombres g(-4), g'(-4), g(0), g’ (0),
g(4)etg’(4)

On considére une fonction f définie sur [-4 ; 6].
* En utilisant les données du tableau ci-dessous, tracer
une allure possible pour la courbe représentative de f.

X -4 = 1 35 6
flx) 0 2 0 -2 -1
fx) 1 0 -2 0 1

On consideére une fonction fdéfinie sur [0; 10].
* En utilisant les données du tableau ci-dessous, tracer
une allure possible pour la courbe représentative de f.

X 0 1 3 55 10
fx) 2 35 45 3 4
f(x) 2 1 0 -1 1
&
Calculer
On considere la fonction g définie sur [% par :

gx) = 5x% - 7x.
1. Soit & un réel non nul.
Montrer que le taux de variation de la fonction ¢ entre
let1+hestégala3+5h Endéduire g (1).
2. Reprendre la meme démarche pour calculer g’ (-1).
3. Déduire des réponses aux questions 1 et 2 les équa-
tionsdestangentes J et 7' ala courbereprésentative
de g aux points A et A" d'abscisses respectives 1 et -1.
4. Veérifier en tracant la courbe et les deux tangentes a
l'aide de la calcuiatrice.

@ On considere la fonction f définie sur R par:

e =x-2x-1.
Onadmet que f'(1) =0, f'(0) = -2 et f*(3) = 4.
1. Dans un repére orthonormé, construire les tangentes
a la courbe au point d’abscisse 1, au point d'abscisse 0
et au point d'abscisse 3.
2. Déterminer graphiquement les équations des
tangentes aux points d’abscisse 1 et 0.
3. Déterminer par le calcul I'équation de la tangente
au point d'abscisse 3.
4, Tracer la courbe représentative de f'en s'aidant des
tangentes.
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tation graphique Cﬁj.ci—dessous ainsi que ses tangentes
aux points de cGfd‘abscisses -2,0et3.

1. Donner par lecture graphique les valeurs de f(-2),
£'(=2),£(0), 1'(0), f3) et /" (3).

2. Al'aide des valeurs obtenues, donner I'équation de
la tangente a L(f;:f.au point A d'abscisse -2.

3. Méme question au point B d'abscisse 0 et au point
C d'abscisse 3.

4. Déterminer le point d'intersection des tangentes a
“€,aux points A et B.

Communiquer

On donne ci-dessous les représentations graphiques
€., €., €, et €, de quatre fonctions f,, >, f; et f;.
Pour chacune de ces fonctions, il existe au moins un
réel a en lequel la fonction n'est pas dérivable.

» Préciser chacune de ces valeurs al'aide des graphiques
en justifiant la réponse.

Parmi les droites tracées ci-dessous, quelles sont celles
qui semblent étre destangentesa la courbe tracée en
rouge ? Sicela semble étre le cas, préciser en quel point.




dont on donne la représentation graphique ceg ci-
dessous et les tangentes aux points de la courbe
d'abscisses -2, 0 et 2.

N

1. Donner par lecture graphique les valeurs de g (-2),
8'(-2),£(0),2'(0), g (2 et g'(2).

2. Al'aide des valeurs obtenues, donner I'équation de
la tangente a C@g au point d'abscisse -2.

3. Méme question pour les tangentes au point d'abs-
cisse 0 et au point d'abscisse 3.

On considére la fonction f définie sur R par:

S =22-3.
1. Obtenir, a l'aide de la commande de la calculatrice
ci-dessous, une conjecture du nombre dérivé defen 1.

JORHAL FLOTT AUTD REEL RAD HP n

NBRE CMPLX PROB FRAC
1:*Frac

2:vDéc

3:3

4:31(

S: %y

6: FMin(

7: fMax(

EHnbreDerive(
9dintéarFonct(

2. En admettant que le résultat précédent est bienla
valeur exacte de (1), déterminer I'équation réduite
de la tangente a la courbe représentative defau point
dabscisse 1.

3. Visualiser a I'aide de la calculatrice la courbe repré-
sentative de la fonction f et sa tangente au point
d’abscisse 1. Vérifier la cohérence avec la réponse
précédente.

On considere la fonction f définie sur R par
f(x) = 2x? —x + 1 et sa courbe représentative €.

1. Déterminer la valeur de f*(~1) a I'aide de la com-
mande donnant le nombre dérivé de la calculatrice.
2. En admettant que le résultat précédent est bien la
valeur exacte de f'(-1), vérifier que latangente I a‘€ au
point d'abscisse -1 a pour équation réduite y=-5x-1.
3. Etudier le signe de la fonction g définie sur R par
glx)= 2% +4x + 2.

4. En déduire la position relative de 7 et de €.

5. Vérifier la réponse précédente en tracant la courbe
‘€ et la tangente T sur I'écran de la calculatrice.
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@ On consideére la fonction g définie sur]-3; 11U 11; 7[ @ La fonction fest définie sur R par:

flx) = 3x2-2x-1.
On admet quef*(2) =10.
1. Donner I'équation réduite de la tangente a la courbe
représentative de fau point d'abscisse 2.
2. Le point § (5 ; 37) appartient-il a cette droite ?

La fonction fest définie sur R par:
f=—=—.

2+

Onadmet quef'(-1) = %

1. Donner I'équation réduite de la tangente a la courbe
représentative au point A d'abscisse -1.
2. Le point K(1; 2) appartient-il a cette droite ?

La fonction f est définie sur [-8 ; + [ par:
flx)=+x+8.

Onadmet que f'(1) = -g—

1. Donner I'équation réduite de la tangente a la courbe

représentative au point A d'abscisse 1.
2. Le point K (4; 4) appartient-il a cette droite ?

Calculer

On considére la fonction g définie sur R par:
fl)==-22+3x-1,

1. Soit hun réel non nul. Montrer que le taux de varia-

tion de la fonction fentre 2 et 2 + h est égal a -5 - 2h.

En déduire f"(2).

2. Reprendre la méme démarche pour calculer /" (-3).

3. Déduire des réponses aux questions 1 et 2 les équa-

tions réduites des tangentes 7 et 7" a la courbe repré-

sentative de fauxpoints A et A’ d'abscisses respectives

2et-3.

4. Vérifier en tracant la courbe et les deux tangentes a

l'aide de la calculatrice.

5. A quelle tangente le point B de coordonnées (5 ; 92)

appartient-il ?

On admet I'existence d'une fonction f telle que
f(0) =1 et telle que, pour tout réel x, f soit dérivable
avec f'(x) =f(x).

1. Déterminer I'équation réduite de la tangente a sa
courbe représentative au point d'abscisse 0.

2. En déduire une valeur approchée de f(0,1).

3. Comment pourrait-on procéder pour déterminer
une valeur approchée de f(0,2) ?

Raisonner
Dans un repére, la distance parcourue par un mobile, en
métre, est donnée par la formule d(r) = 0,5 + 4t + 6,
ol 1 est le temps exprimé en seconde.

* Calculer la vitesse instantanée du mobilear=10s.

@



entrea et b.

1.f:x—>13,4x+ 22,1 a=623 b=112
2.fix—>8x"+2x+12 a=05 b=2
3.fix—=>—-(x+7)(x-4) a=-7 b=4
4. f: x> 20 - 4x2 +1 a=2 b=3

Calculer le taux de variation des fonctions suivantes
entrea et b.

1.f:x+—> ;:? a=4 b=6
2.fix— 27 a=-7 b=-3
X
2_
3.fram =2 a=7  b=75

Calculer le taux de variation des fonctions suivantes
entrea et b.

1.fix—=>3x+1 a=>5 b=8
2. ixr>2x 42 a=0 b=8
3.fix> V222 -1 a=-5 b=-1

Calculer le taux de variation des fonctions suivantes
entrea et b.

1L.fixm>|x+2 a=0 b=6
2.fix—|x-3 a=-1 b=3
3.f:x—= 2| +x a=-5 b=-1
4.f: x> x*-3x-2 a=-2 b=2

Déterminer le nombre dérivé en a des fonctions
suivantes.

1.f: x> 23,2x - 14,99 a=52
2.f:x—>x*-5 a=1
3.fix—=3kx-5)(x+2) g="'5
A4.fix—>x+x+1 a=0

Déterminer le nombre dérivé en a des fonctions
suivantes.

1.f:xw> %x2—4x+% a=-2
2.f: x> 15002 - 25x + 520 a= %
3.f:x—>0,01x% + 24,5 a=5
4.f:x—> XC+x+1 a=0

Déterminer le nombre dérivé en a des fonctions
suivantes.

1.f:x— 1 a=0
2—x

2 fix—>2 =1

f b a

3. x> & a=-1
x=3

@

®

@
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@ Déterminer le taux de variation des fonctions suivantes @ Déterminer le nombre dérivé en a des fonctions

suivantes.

1.fix— 4+2x a=0
x—3

2.fixr> 31X
X

3.fix— 2+3x
2+x

Raisonner

1. En admettant que la fonction f définie sur R par
f(x) = x> admet en tout réel a un nombre dérivé égal
a 3a*, déterminer I'équation réduite de la tangente 7
a sa courbe représentative ‘€ au point A d'abscisse 1.
2. En déduire un moyen simple d'obtenir rapidement
une valeur approchée de 0,97° et de 1,02°. Effectuer
ces calculs puis comparer les résultats obtenus a ceux
donnés par une calculatrice.

On considére la fonction [ définie sur R par :
flx)=x*-x-10.

1. Montrer que f'(5) = 9.

2. Donner I'équation réduite de la tangente I a la

courbe représentative de fau point A d'abscisse 5.

3.Le point R de coordonnées (100 ; —905) appartient-il

a cette tangente ?

Raisonner
Montrer que la fonction fdéfinie sur R* par f(x) = xJx
est dérivable en 0.

On considére la fonction f définie sur R par :
flx)=2x*-3x+5.

1. Vérifier que sa courbe représentative admet pour

tangente au point d'abscisse 5 la droite I qui a pour

équation réduite y= 17x - 45.

2. La droite I passe-t-elle par le point S de coordon-

nées (2;-11) 7

On considére la fonction polynéme f de degré 3,
définie sur R par f(x) = x* - 3x%. On note € sa courbe
représentative.

1. Montrer que 0 a deux antécédents a et b par f.

2. Calculer le nombre dérivé de fena, enb et en 2.

3. Déterminer une équation des tangentes a la courbe
aux points d'abscisse a, b et 2. Tracer ces droites dans
un repére orthonorme.

4. Aprés avoir recopié et complété le tableau ci-dessous,
tracer sur le graphique précédent la courbe représen-
tativede

x -1 0 1 2 3 4
Sflx)



sur I'intervalle [0; 5] ayant les propriétés suivantes :
f(0)=1;

» fest décroissante sur l'intervalle [0; 2] ;

- fadmet en 2 un minimum égal a -3 ;
«f(3)=-1etf(5)=-1;

S (2)=0,f(3)=1etf'(5)=-1;

« Pour tout réel x € [1;5],f(x) < 0.

1. a. Montrer que la fonction f définie sur R par
f(x) =0,5x* - 1 est dérivable en 5 et donner la valeur
def” (5).

b. Déterminer I'équation de la tangente 7 ala courbe
CBfau point P d'abscisse 5.

2. a. A l'aide d'un logiciel de géométrie, tracer €, un
point A sur %fpuis la tangente T a ‘-ﬁf en A. Déplacer
le point A sur Cﬁf Que peut-on conjecturer sur la valeur
du nombre dérivé en fonction de a ?

b. Montrer que pour tout réel q, la fonction fest déri-
vable en a puis préciser f* (a).

c. Justifier que la courbe Ctzfadme'( une tangente en
chacun de ses points, dont on déterminera I'équation
réduite en fonction de I'abscisse a du point considéré.

LOGICIEL DE GEOMETRIE

Reprendre I'exercice précédent avec la fonction g
définie sur R par g (x) =3x* + 1.

On considére la fonction g définie pour tout réel x
positif par g (x) = 6vx + 6, ainsi que les points A (-4 ; 6)
et B(2;15).

= Montrer que la droite (AB) est tangente a la courbe
représentative de g au point d‘abscisse 4.

On définit pour tout x réel les fonctions f et g par :
foy=x*-x-letglx)=3-x

Dans un repere orthonormé, ‘€ désigne la courbe de
fet%celledeg.

1. Résoudre par le calcul f(x) = g(x). On note x, la
solution positive.

2.0Onnote J la tangente a “6 au point P d'abscisse x,,.
Déterminer son equation.

3. Tracer 6, & et T dans un repére.

A l'aide du graphique
ci-contre, quireprésente
la courbe d'une fonc-
tion f et les tangentes
aux points A et B a cette
courbe, compléter le
tableau.

Ny

.A.

x 1 6 0,24
f[x] 0 -'I[ T T T T T \ T _"}
S (x)

5¢)

Chapitre 4 « Dérivation locale

@ Tracer une courbe € représentant une fonction fdéfinie @

Communiquer
On considere lafonction f définie par f(x) = |- + 2x + 1.
= En tracant sa représentation graphique sur I'écran
de la calculatrice, déterminer deux valeurs de x en
lesquelles f ne semble pas dérivable. Argumenter.
Chute d’'une bille ) #vHon
Une bille tombe en chutelibre d'une hauteur de 50 m
avec une vitesse initiale nulle.
On considére le script en Python ci-dessous.

ldef d(t):

2 return -4.9%t**2+50
3

4 def fonction (d,t1,t2):

5 L:[]

(3 t=t1

7 while t<t2 :

8 a=abs((d(t+e.1)-d(t)))/e.1
9 L.append(a)

10 t=t+8.1

11 return L

1. Quelle est celle des deux fonctions qui modélise la
chute de la bille ? Donner son expression en fonction
de 1, le temps exprimé en seconde.

2. Quel est le rdle de « fonction » ? Indiquer ce que
représentent ses parametres.

Que represente la variable Lrenvoyée dans le contexte
de l'exercice?

3. Ecrire un algorithme en langage naturel permettant
de déterminer une valeur approchée de la vitesse
instantanée de la bille a l'instant r donné.

Population de bactéries
Raisonner, modéliser

On préléve un échantillonde | 4y
peau infecté par une bactérie =
pour en faire une culture dans
le but de tester l'efficacité d'un
antibiotique.

A linstant 1 = 0, quand il y a
environ 100 000 bactéries
dans la culture, on y injecte
I'antibiotique. On évalue
ensuite le nombre de bacté- | 0] 2
ries toutes les heures.

On note f(t) (en millier) le nombre de bactéries sup-
plémentaires a l'instant 1, ou t est donné en heure. On
donne ci-dessus la courbe représentative de f.

1. A l'aide du graphique, donner une estimation du
nombre total de bactéries auxinstants r=2,1=6
etr=12.

2. A l'aide du graphique et d’'une régle, donner une
estimation du taux de croissance horaire (en millier de
bactéries par heure) de cette population de bactéries
aux instantstr=0,r=2,t=4,t=6etr=10.

3. Le nombre de bactéries augmente plus vitear=2
gqu’ar=4.Peut-on préciser a peu prés combien de fois
plus vite ? Justifier.
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(58]
Donner la valeur affichée par la calculatrice pour f” (@)
dans chacun des cas suivants.

B i N
1.fx) = P 0.
2.f(x}=~.(;+x+1;a:4.
La courbe rouge ci-dessous représente une fonction

fdéfinie sur R. Les tangentes a la courbe en quatre
points A, B, C et D ont été tracées.

1. Recopier et compléter le tableau ci-dessous avecla
précision permise par le graphique.
X -1
flx)
flx)

25 4 6

2. Déterminer I'équation de la tangente a la courbe 7,
au point A d'abscisse -1 et celle de la tangente J-au
point C d'abscisse 4.

3. Parmi les affirmations ci-dessous, une seule est
correcte. Préciser laquelle en justifiant la réponse.
a.f'(-3)=-17 b.f(-3)=1

c.f(-3)=07 d.f(-3)=-0,7

PYTHON

On considere la fonction fdéfinie par f(x) = 2x> - 5x + 1
de courbe représentative ‘Gf et la droite d d'équation
y=x+1.0nadmet que surl’intervalle [0; 10], la courbe
“6,admet en un point A d'abscisse a une tangente
paralléle a 4.

1. L'algorithme incomplet ci-dessous permet de déter-
miner une valeur approchée de a. Aprés exécution, la
variable a a pour valeur environ 1,497 51. Compléter
les parties manquantes.

a«0

he107°

10

Tantque [t —...| > 107 faire :
Fe
ae—a+107

2. Programmer cet algorithme sur logiciel ou sur
calculatrice et vérifier la valeur de 'abscisse recherchée.
Comment obtenir une valeur plus précise ?

3. Démontrer la conjecture et donner I'équation de la
tangente a ‘6, paralléle a d.

@

@

®

On considére la fonction f définie sur R par :

flx)= 42+ x-9.
1. Montrer que la fonction fest dérivable en tout réel
a et exprimer f'(a) en fonction de a.

2. En déduire f’(%)et 'W5).

3. Déterminer I'équation de la tangente 7 a la courbe
représentative de fau point A d'abscisse 2.

On consideére la fonction fdéfinie sur R par :

flx) = 2%+ 2x -1,
de courbe représentative ‘¢ et la droite % d'équation :

y=2x-1.

On cherche a déterminer les points de la courbe ou la
tangente est parallele a 9.
1.En utilisant la table de |a calculatrice comme indiqué
ci-dessous, conjecturer I'abscisse x, d'un point répon-
dant a la question.

HORHAL, FLOTT AUTOD REEL RAD HP n

Graphl Graprh2 Graphl

E\Y 182X+ 2%-1

INY 285 (Y1) |y
ENYa=

ENYa=

i\Ys=

NYs=

INY =

E\Ys=

2. Déterminer le taux de variation entre x,etx, +h.
Valider la conjecture.

L’attaque du faucon pélerin
Le faucon pélerin est
un rapace dont la tech-
nique de chasse consiste
a attaquer par l'arriére et
en piqué des oiseaux en
plein vol. Il peut se laisser
tomber presque a la ver-
ticale d'une hauteur de
500 m sur sa proie.
La fonction suivante
donne de facon simpli-
fiée la distance parcourue par un faucon lors du piqué
sur un pigeon, en fonction du temps, en seconde, a
partir du moment ot il commence sa descente :

1) =58 + 25t
On rappelle que la vitesse instantanée a un instant ¢
se modélise par le nombre dérivé f* ().
1. Déterminer la vitesse initiale du faucon.
2. L'attaque a duré 8 secondes.
a. Quelle a été la distance parcourue pendant le piqué ?
b. Quelle est la vitesse moyenne du faucon lors du
piqué?
c. A quelle vitesse le faucon a-t-il percuté le pigeon ?




@ CALCULATRICE

On considére la fonction f définie sur ]0; +2o[ par:
f=351
X
1. Déterminer la valeur de f*(1).
2. Vérifier que latangente T a ‘¢ au point A d'abscisse 1
a pour équation réduitey=x - 1.
3. En déduire une valeur approchée de f(0,99).
4, Calculer £{0,99) a l'aide de la calculatrice et comparer
cette valeur avec la réponse a la question 3.

On consideére la fonction f définie sur ]-1; +o[ par:

o S

===,

1. Montrer que f(1) = —%.
2. Donner lI'équation réduite de la tangente 7 ala
courbe représentative de f'au point A d'abscisse 1.
3. Cette tangente 7 a-t-elle un autre point d'intersec-
tion avec la courbe “@f? Justifier.

Population d’'une ruche

On s'intéresse a I'évolution du nombre d'abeilles dans
une ruche. Le tableau suivant donne I'estimation du
nombre d'abeilles dans la ruche au 15 de chagque mois
de mars a septembre, ce qui correspond a la pleine
période d'activité de cette ruche.

| 4| A B8 c D
Nombresda  Mombra
Date Jours ¥ depuls d"abellles en fix) I (%)

1 Is 1er mars miiliars

2 15-mars 15 12

3 15-awr 46 40

4 15-mal 76 52

5 15-juin 107 56

6 15-juil 137 50

7 15-aodt 168 36

8 15-sept 199 21

1. Reproduire le tableau a I'aide d'un tableur et
sélectionner la plage de valeurs B2:C8 pour faire appa-
raitre un nuage de points.

2. Quel type de fonction semble pouvoir convenir pour
modéliser I'évolution de cette colonie d'abeilles du
15 mars au 15 septembre ?

3. Cliquer sur I'un des points du graphique et ajouter
une courbe de tendance du type voulu dont on fera
afficher I'équation sur le graphique. On notera fla
fonction obtenue.

4. Compléter la colonne D puis, a I'aide de la calcula-
trice, la colonne E.

5. Interpréter les résultats de la colonne D.Exprimer la
réponse en langage courant.

Chapitre 4 « Dérivation locale

On considére la fonction f définie sur [-4 ; + o[ par:

f)=vx+4.

1. Montrer que le taux de variation defentre 1et1 + A,

: s s 1
ol h est un réel non nul, est égal 8 ———+.
9 V5+h ++5
2. En déduire la valeur de f'(1).

Reprendre la méthode de |'exercice précédent pour
déterminer le nombre dérivé des fonctions fen a dans
chacun des cas suivants,

1.fix—=>+v-2x+5 a=2

2.f:x—>3x+1 a=0

3.fix—>x?+3 a=-1

4.f:x—> V44— 2x a=-3

Raisonner

On considére la fonction f définie sur R par :
Sx) =x]x].

= Démontrer que f est dérivable en 0.

Tracer une courbe ‘€ représentant une fonction f définie
sur l'intervalle [-3 ; 3] ayant les propriétés suivantes:
«f(1)=0,f(-3)=0etf(3)=3;

« fest croissante sur l'intervalle [1; 3] ;

» fadmeten 0 un maximum égala 4;
«f(3)=0,f(-3)=2etf(1)=0,5.

| LOGICIEL ]

Raisonner, modéliser

Le tableau suivant donne l'estimation des revenus
cumulés des GAFAM en milliard d’euros de 2002 a
2017 (Source : Statista).

A 3 G D E
Rang de  Revenus cumubés GAFAM
1 Année lannée  en milliards d'euros ! I
2 2002 ] n2
3 2003 1 368
4 2004 2 449
5 2005 3 555
6 2006 4 69,1
7 2007 5 813
B 2008 6 1132
9 2009 7 1223
10 2010 B 1572
11 2011 L} 2178
12 w12 10 2
13 2013 1 3145
14 2012 12 3554
15 2015 1 4286
16 2016 4 43507

17 2017 15 5218
18

1. Reproduire le tableau a l'aide d'un tableur et sélec-
tionner la plage de valeurs B2:C17 pour faire apparaitre
un nuage de points.

2. Quel type de fonction semble pouvoir convenir pour
modéliser I'évolution de leurs revenus de 2002 a 2017 ?
3. Cliguer sur I'un des points du graphique et ajou-
ter une courbe de tendance du type voulu dont on
fera afficher I'équation sur le graphique. On notera f
la fonction obtenue.

4. Compléter la colonne D puis, a I'aide de la calcula-
trice, la colonne E.

5. Interpréter les résultats de la colonne E. Exprimer
votre réponse en langage courant.

@



@ Démonstration

Le but de cet exercice est de démontrer que les
fonctions affines sont les seules fonctions a posséder
un taux de variation constant, c'est-a-dire les seules
pour lesquelles il existe un unique réel m, tel que, pour
tous réels a et b distincts, en notant flafonction, ona:

f(b)— fla)

b

1. Soit fune fonction de taux de variation constant égal
a3 telle que f(0)=-2. En calculant son taux de variation
entre 0 et x (x# 0), montrer que f est une fonction affine
que l'on peut déterminer explicitement.
2. Méme question pour unefonction fde taux de variation
constant égal a 3 et telle que f(3) = 10.
3. Dans le cas général, démontrer qu'une fonction de
taux de variation constant est une fonction affine.

Distance de freinage

Un cycliste qui se déplace a environ 37 km-h™' freine
pour s'arréter a un stop. A partir du moment ou il com-
mence son freinage et jusqu‘a son arrét, la distance qu'il
parcourt, en métre, est donnée en fonction du temps ¢,
en seconde, par lafonction d définie par d(1)=-1,71{r - 6).
1. Calculer la vitesse instantanée a r = 0. Veérifier la
cohérence avec l'énonceé.

2. Calculerla vitesse instantanée au bout de 1 s.

3. Montrer que le vélo est arrété ar=3s.

4. On admet que le cycliste met 3 secondes pour
s‘arréter. Au moment ol le cycliste commence son
freinage, le stop se trouve a 15 m de lui. Lui reste-t-il
une distance suffisante pour s'arréter avant la ligne
d'effet du stop ?

Existe-t-il une fonction non affine dont la courbe
posséde une méme droite comme tangente en une
infinité de points distincts 7 Si oui, donner un exemple.
On considére la fonction f définie par f(x) = 3 pour
x> 0ainsi que les points A (0; 2) et B(9; -1).

* Montrer que la droite (AB) est tangente a la courbe
représentative de fen un point a définir.

Existe-t-il une fonction dont la courbe représentative
présente une tangente verticale (paralléle a 'axe des
ordonnées) ? Si oui, donner un exemple.

@

7]

Chercher

Représenter une fonction non constante telle que,
pour tout réel g, le taux de variation entreaeta + 1
soit nul.

Trouver les réels a, b et ¢ tels que la parabole
représentant la fonction f: x — ax? + bx + ¢ passe par
les points A (1; 0) et B(-2;0) et tels que la tangente
en A a la parabole ait pour coefficient directeur 6.

LOGICIEL DE GEOMETRIE

On considére les fonctions f et ¢ définies sur R par :
f)=xtetg(x)= x>+ 4x-2.

1. A l'aide d'un logiciel de géométrie ou d’une

calculatrice, conjecturer une valeur de I'abscisse a en

laquelle les courbes représentatives des fonctionsf et

g auraient une tangente commune (c’est-a-dire une

tangente a la courbe représentative de la fonction f

qui soit également tangente a la courbe représentative

de la fonction g).

2. Determiner [*(a) et g’ (a).

3. Vérifier la conjecture.

Réle dela constante (1)

Calculer, raisonner

1. Démontrer que, si la fonction f est définie pour tout
réel x par f(x) = x> + 3x - 2, alors, pour tout réel g, f est
dérivable et f* (@) = 2a + 3.

2. Démontrer que, silafonction g est définie pour tout
réel x par g (x) =x? + 3x + 6, alors, pour tout réel g, g est
dérivable et g’ (a) = 2a + 3.

3. Peut-on déterminer d‘autres fonctions admettant,
pour tout réel a, un nombre dérivé égala 2a+3?

OTE) eyrHON
On considére la fonction en Python suivante.

1from math import sqrt
2def taux(a,h):
3 return (sqrt(a+h)-sqrt(h))/h

1. Que renvoie l'instruction taux (1.01) ?

2. Quelle est lafonction utilisée dans cet algorithme ?
3. Que représente la valeur renvoyée ?

4. Modifier cette fonction pour qu‘elle renvoie une
liste contenant des taux de variation pour h de plus
en plus proche de 0.

Soient la fonction f définie sur R par:
f)=x>-2x+1

et ‘€ sa courbe représentative.

1. Déterminer I'équation réduite de la tangente 7, a

“6 au point A d'abscisse 0.

2. Etudier la position relative de € et Ty



@ Raisonner

On considere la fonction carré ;

fix—x?% avecx € R,
et sa courbe représentative ‘€.
On admet que festdérivable en 1 avecf' (1) = 2.
1. Développer (1 + h)%
2. Déterminer I'équation de la tangente I a ‘€ au point
A(1;1).
3. Apartir des figures suivantes, associer chaque lettre
en rouge (quireprésentent des distances et des aires)
a I'une des trois expressions suivantes: i, 2h et h°.

fi1+h)

g

I T T
0/ 11+ 4

4. Recopier et compléter la phrase suivante : « Lorsque
hesttrés prochede 0, (1 + h)> esta peu prés égal a ... ».
Argumenter.

Dans cet exercice, f désigne la fonction cube et ‘¢ sa
courbe représentative.

1. Montrer que :

(a+ b} =a +3a’bh + 3ab* + b.
2. Soit a un reel.
Calculer le taux de variation de la fonction cube entre
aeta+h.
3.Démontrer que fest dérivable ena et que f* (a) = 34>
4. Que peut-on en déduire pour les tangentes a ‘€ aux
points A et A" d'abscisses respectives a et —a ?
Quel argument géométrique permettrait aussi de
justifier ce résultat ?

Soient g lafonction définie sur R par g (x) = x? - 3x + 1
et “€ sa courbe représentative.

1. Déterminer I'équation de la tangente 7, a 6 au point
A d'abscisse 1.

2. Etudier la position relative de 6 et 7 |.

Soit la fdn.c.t.ionfdéﬁnie sur R par f(x) = x> - 3x + 1.
Sa courbe représentative ‘€ admet-elle une tangente
passant par le point B de coordonnées (3; 0) ?

Chapitre 4 « Dérivation locale

@ CALCULATRICE

On considére la fonction f définie sur 10 ; + o[ par :

fo= 251

i

On note € sa courbe représentative.
1. Déterminer la valeur de /" (1) a I'aide de la fonction
« nombre dérivé » de la calculatrice.
2.En admettant que I'arrondi a l'unité du résultat pré-
cédent est bien f (1), vérifier que la tangente 7 a ¢ au
point d'abscisse -1 a pour équation réduite y = x - 1.
3. Etudier la position relative de 7 et de €.
4. Vérifier la réponse précédente en obtenant le tracé
de la courbe € et de la tangente F sur I'écran de la
calculatrice.

On considére la fonction f définie sur -5 ; +o°[ par :
Y 5x
fl)= 2

et la fonction g définie sur R par: g (x) = x? + x.

1. A l'aide d'un logiciel de géométrie ou d'une cal-
culatrice, conjecturer une valeur de 'abscisse a en
laguelle les courbes représentatives des fonctionsf et
g auraient une tangente commune (c’est-a-dire une
tangente ala courbe représentative de la fonction f
qui soit egalement tangente a la courbe représentative
de la fonction g).

2. Determiner f'(a) et g'(a).

3. Vérifier la conjecture.

Role de la constante (2)
1. Démontrer que, si la fonction f est définie pour tout

réel x différent de -3 par f(x) = ﬁ alors, pour tout
réel a,f est dérivable et f(a) = —3—..
(a+3)
2. Démontrer que, silafonction g est définie pour tout
réel x différentde -3 par g(x) = x_+33‘ alors, pour tout
réel g, g est dérivable et g (a) = %
(a+3)

3. Démontrer gqu'il existe un réel o tel que pour tout
réel x différent de -3, g (x) =f(x) + o

4. Peut-on déterminer d‘autres fonctions admettant,
pour tout réel a différent de -3, un nombre dérivé égal

a7
(a+3)°
On considére la fonction f définie par f(x) = %

1. Quel est I'ensemble de définition de la fonction 7
2. Montrer que la fonction fest dérivable en tout réel
ade l'ensemble de définition de fet exprimer f'(a) en
fonction de a.

3. En déduire f1(-4) et f(%)

4. Déterminer I'équation réduite de la tangente 7 a
la courbe représentative de fau point “€ d'abscisse 4.
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L'épreuve écrite

@ Déplacement d'un mobile

Un mobile se déplace dans un plan muni d’'un repére
orthogonal.

A chaque instant 1, le mobile posséde deux coordon-
nées dont la valeur dépend du temps 1.

On suppose que l'on a, pour tout ¢ = 0, x(f) = 10t et
y()=0,12+5.

1. En quelle position se trouve le mobile au temps
initial 1=07?

2. Exprimer y en fonction de x. Quel type de trajec-
toire décrit le mobile au cours dutemps ? Tracer cette
courbe.

3. On admet que la vitesse du mobile est définie par

x‘(r}] ou x'(1) est
1)

le vecteur v(r) de coordonnées ﬁ(r}(

N
Y

le nombre dérivé de la fonction x a l'instant r et y'(r) le
nombre dérivé de la fonction y a l'instant r.

a. Quelles sont les coordonnées du vecteur vitesse a
linstantr=07?

b. En donner une interprétation concréte.

On considére une fonction f définie et dérivable sur
[0 ; 10]. Sa courbe représentative ‘Gf est donnée en
rouge dans le graphique ci-dessous.
flO)=1etf(10)=0.

La droite verte passant par le point A (0; 5) est tangente
a ‘fs‘f aux points B et C de la courbe. On sait que B a
pour abscisse 4 et que C a pour coordonnées (9 ; 2).
Les réponses devront étre clairement justifié es.

1. Calculer le taux de variation de fentre 0 et 10.

2. Déterminer f'(4) et £(9).

3. Calculer f(4).

4. Donner une valeur approchée de f'(1).

5.Résoudre graphiguement, avec la précision permise
par le graphique, I'équation f'(x) = 0.

6. Résoudre graphiquement, avec la précision permise
par le graphique, l'inéquation f'(x) = 0.

7. Déterminer graphiquement une valeur telle que
f)=f(x).

8. Déterminer graphiquement la valeur de x pour
laquelle le nombre dérivé est maximal.

On considére la fonction fdéfinie par f(x) = 2x% - 4x + 1.
1. Montrer que la fonction fest dérivable en tout réel
a de I'ensemble de définition de f et exprimer f'(a) en
fonction de a.

2. Déterminer |'équation de la tangente 7 ala courbe

représentative de fau point A d'abscisse —%.

A4

@ Dureté de I'eau

Lors d'une mesure
de la dureté de l'eay,
I'attaque du magné-
sium par une solution
d'acide chlorhydrique
donnedes ions magné-
sium Mg?*. La courbe
ci-contre représente la concentration d'ions Mg
(exprimée en centiéme de mole par litre) en fonction
du temps 1 (exprimé en minute).

On note f la fonction représentant la concentration
d’ions Mg?* dont la courbe est représentée ci-dessus.
Les points A, B, C et D sont quatre points de la courbe
représentative de la fonction f.

1. On appelle vitesse de concentration a l'instant 1 le
nombre dérivé (1), exprimé en centieme de mole
par minute. Lire graphiquement une estimation de la
vitesse de concentration a l'instant r=1.

2. Reproduire la courbe précédente et déterminer gra-
phiquement la vitesse de concentration aux instants
r=2,t=5etr=_8. Laisser les tracés nécessaires sur le
graphique.
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3. La fonction f'a pour expression f(f) = s

s r+1
a. Un logiciel de calcul formel donne :

» Algébia * |+ Calcul formel X
o f(1) = 14+ tl' (((0+h)-O)V/h
., 2
ht1
Déterminer grace ases indications la vitesse de concen-
tration a l'instant 1 =0.
b. Représenter la tangente a la courbe au point d'abs-
cisse 0.
c. Existe-t-il un (ou des) instant(s) en le(s)quel(s) la
vitesse de concentration est égale a 0,25 centiéme de
mole par minute ?

On considére la fonction ,W/
B

fdéfinie et dérivable sur 1
N /B

[-4 ; 4] dont on donne

la représentation gra-

phique 6 ci-contre. [ [ /o U
On note A(-1; 0) et
B(0;1).

La droite (AB) est la
tangente a CGJF- au point A.
On admet que Lej. passe par le point C(0,4; 0,5).

1. La fonction f semble-t-elle paire, impaire ou ni l'un
ni l'autre ? Justifier.

2. Déterminer le taux de variation de fentre -1 et 0,5.
3. Donner par lecture graphique les valeurs de f(-1),
SN0, () et ).

4.En se servant des valeurs obtenues, donnerl'équation
de la tangente a ‘Gf au point A.

5. Existe-t-il une droite qui semble tangente a ‘Gf en
trois points distincts 7 Justifier.




@ On consideére la parabole % d'équation y = ax? + bx +¢ @

(avec a, b et ¢ desréels) représentative d'une fonction
fdans un repére orthogonal.

Cette courbe 9 passe par les pointsA (0; 1) et B(2; 3).
Les tangentes en A et B se coupenten C (1 ;- 4).

1. Donner |'équation réduite de chacune de ces
tangentes.

2. En déduire f(0) puis f'(2).

3. Soit x, un nombre réel. Déterminer 'expression de
f'(x,) en fonction des constantes a et b.

4. A l'aide des renseignements précédents, obtenir
trois équations d'inconnues a, b et c.

5. Donner I'expression de f(x).

6. Déterminer le taux de variation entre a et a + h pour
a et hréels (h #0). En déduire une expression de ["(a).
7. Retrouver les valeurs de f'(0) puis f(2).

(57 Joou]
On a représenté ci-dessous la courbe représentative

d’'une fonction fainsi que deux de ses tangentes aux
points d'abscisses respectives 2 et 4.

by

1.f(0) est égal a:

@4 (b)-2 ©o ©OF
2.f'(4) est égal a:

@2 ®-1 ©@05 @0
3.f'(2)estégala:

@3 ® ©1 @5
4. Le taux de variation de fentre -2 et 4 est :
(@)positif  (b)nul (c) négatif

@ on ne peut pas savoir

5.Une équation de la tangente 7 au point d'abscisse 5
est:

(é_}y:%x+2 -@y:—Zx+'l

@ aucune des deux

Chapitre 4 « Dérivation locale

Pic pétrolier

Le géophysicien Marion King Hubbert suggéra dans les
années 1940 que la production de pétrole d’'un pays
suivait une courbe en cloche qui pouvait se déduire de
la quantité de pétrole déja extraite et de I'estimation
des réserves totales.

Compte tenu des crises politiques, des aléas écono-
miques ou de la découverte de nouveaux gisements,
ce modéle est rarement validé en pratique sur une
longue période mais |'évolution de la production de
pétrole en Norvége s'inscrit presque parfaitement sur
la courbe de Hubbert.

1" Production brute (en Mbbs/j)

4 -
o/F=, | — Courbede Hubbert
3 % . Historique
.r. ‘.
2 i
i

Lk /

0 T I T L T T T >
1970 1980 1990 2000 2010 2020 2030 2040
Année calendaire

L'axe des ordonnées du graphique ci-dessus est gradué
en Mbbls/j (anglais) ou mbj (en francais) :

1 Mbbls/j =1 000 000 barils/jour.
Un baril correspond a 159 litres environ.
1. Quelles sont les années pendant lesquelles la pro-
duction de pétrole semble augmenter le plus vite ?
Expliquer graphiquement.
2.0n admet que la vitesse d'évolution de la production
de pétrole une année donnée est modélisée par le
nombre dérivé (en Mbbls/j par an) de la fonction de
Hubbert cette année-la. Comparer |'évolution de la
production de pétrole en 1980 et en 1990. Ladémarche
doit étre bien détaillée.

On considére une
fonction f définie et
dérivable sur [0 ; 8].
On donne ci-contre
sa courbe représen-
tative ‘Gf. On admet
gue la courbe passe
par les points:A(0;0),B(2;10),C4,75;0),D(6,5; -5)
et E(7,75;0).

La droite (FE) ou F est le point de coordonnées (6 ; -15)
est la tangente a Cﬁf au point E.

1. Dresser le tableau de variation de f.

2. Dresser le tableau de signes de f.

3. Dresser le tableau de signes de f".

4, Déterminer I'ensemble des réels x tels que
S xf'(x) = 0.

5. Déterminer f(7,75).

6. Estimer graphiquement une valeur approchée a
l'unité de f(0). Justifier la réponse.

o

@



@ Tangentes paralléles a une courbe
On considere la fonction fdéfinie sur R par f(x) = 2* = 2% + 3x + 1 de courbe représentative ‘Gfet la droite @ d'équation

y=2x-1.

On cherche a déterminer les points de la courbe szou la tangente est paralléle a %.

1. TSR Tracer 6, et D sur la
calculatrice et conjecturer le nombre de
tangentes a Cl‘ﬂfparalléles a .

2. En utilisant un tableau de valeurs
du nombre dérivé de f;, en différentes
abscisses, obtenu avec une calculatrice,
confirmer la conjecture.

3.0nadmet que (1) = 2.

Déterminer I'équation d'une tangente
paralléle a <n.

@ Cinématique

v
Questions Moderato

1. Tracer €. et & sur la calculatrice et
conjecturer le nombre de tangentes a6,
paralléles a 2.

2. Onadmet que pour touta réel, ona:
fla)=3d> -4a +3.
Déterminer le nombre de tangentes acaf

paralléles a %.
3. Calculer f'(1) et déterminer 'équation
d’une tangente paralléle a %.

v

Questions Allegro

1. Soit @ un nombre réel.

Déterminer le taux de variation de fentre
aeta +h pour k unnombre réel non nul.
2. En déduire le nombre dérivé de fen a
réel.

3. Déterminer le nombre de tangentes a
6, paralleles a 2 et |'abscisse des points
répondantau probléme.

4. Donner les équations réduites de ces
tangentes.

La cinématique est I'étude du mouvement : position, vitesse, accélération d'un mobile. ..
Deux systémes mobiles F et G se déplacent sur un axe gradué, leurs positions respectives au cours du temps sont données
par les fonctions fet g définies pour tout réel ¢ positif par :

f=2P+1+4
etg(t)=-2+5t+8.

On admet que sur cet axe, les mobiles peuvent se doubler ou se croiser.

1. Tracer un axe gradué et positionner
les mobiles F et G aux instants 1 = 0,
t=1,1t=2puist=3.

2. Quelle estla vitesse moyenne du mobile
Fentreles instantsr=0ett=17etcelle
du mobile G ?

3. A quel instant sont-ils sur la méme
position 7

@ Etude de bé

v

| Questions Moderato

1. Résoudre dans 10 ; + <[ I"équation
fi)=gl).

2. Interpréter dans le contexte les solutions
frouvees.

3. Soit £ un nombre réel positif.
Déterminer la vitesse moyenne de chaque
mobile entre l'instant 7 et l'instant ¢ + i,
avech > 0.

v

Questions Allegro

1. A quel instant les deux mobiles sont-ils
sur une méme position ? Est-ce un dépas-
sement ou un croisement ?

2. Quelles sont leurs vitesses respectives
a ce moment precis ?

Une entreprise produit et commercialise entre 0 et 14 tonnes d'engrais par jour. On admet que toute sa production est

vendue.

Le bénéfice total (exprimé en centaine d'euros) réalisé pour une production de x tonnes d’engrais, est modélisé a l'aide de

la fonction B définie par :

1. Déterminer le taux de variation du béné-
ficetotal entre 4 et 10 tonnes vendues puis
entre 10 et 14 tonnes.

Interpréter ces résultats.

2. Déterminer le nombre dérivé de la fonc-
tion Benx =4 puisenx = 6.

En donner une interprétation concréte.
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B(x) = = + 20x - 64.

v

Questions Moderato

1. En utilisant les connaissances sur les
polynémes du second degré, déterminer
la quantité x, de tonnes d'engrais néces-
saires a un bénéfice maximum.

2. Déterminer le nombre dérivé de B en
X, Interpréter la valeur.

3. Pourquoi 'entreprise ne veut-elle pas
produire plus d’engrais 7

v

Questions Allegro

1. Démontrer que la fonction B est déri-
vable entout nombre réel a del'intervalle
[0;14].

En déduire B'(a).

2. Déterminer le tableau de signes de B' (a)
enfonction de a.

3. Donner le tableau de variation de B et
le comparerautableau de signes de B’ (a).
4. Déterminer ce bénéfice maximal.



J . No problem!
o Using a graph

Letf be a defined and differentiable function on interval /= [0; 4]; hereis its curve
represented on orthogonal axes. The tangents to the curve at points x = 0 and
x =2 arealso represented, as well as the straight line 4 whose equationis y=x+2.
At points x= 1 and x = 3 the tangents to the curve are parallel to the x-axis.

1. Using the graph, determine:

a.f(0) and f'(0); b.f(1) andf"(1); c.f(2) and f"(2);

d. the set of all possible real numbers x such that f(x) = x+ 2.

2. Using the graph, draw the table that shows variations of fon interval 1.

3. We assume that f(x) = x° - 6x° + 9x + 2. Using the calculator, show that the
tangents to the curve at points x = 0 and x = 4 are parallel.

Chapter 4 Local differentiate

9 Drawing

1. Using a geometry software, draw the graph y = x2.

2. Draw the chord passing through points (0; 0) and (3 ; 9). Give its gradient.

3. Draw the chord passing through points (1; 1) and (3 ; 9). Give its gradient.

4. Draw the chord passing through points (2; 4) and (3 ; 9). Give its gradient.

5. Go on drawing chords with points nearer and nearer to point (3 ; 9). What do you notice?
6. Plot three points P (x;x2), QO (x + h; (x + h)?) and R (x + h ; x). Compute %.
7.What happens to this fraction when h approaches zero?

e Gradient

The gradient of a curve ata point M (x,, ; y,,) is the gradient of the tangent to the curve at this point M.
If the curve is the graph of y = /(x) and f is differentiable this gradient is equal to the derivative f* (x,,).

In England, f”(x) is usually written %’ as physicists do in France.
1.Prove that * — &® = (x — ) (x? + ax + &?).

2.Find 3—i for the equation y = x* - 4x.

3.Find the gradient of the curve at point M (x,,; v,,) where x, = 2.
4. Sketch the graph of the curve and guess the number of points that are on curve for which the gradient is 0.
Find the coordinates of these points.

e CETR LV LL® Who am |7

Solve the following riddle. Then create your own riddle and present it to your classmate.

| am a quadratic function. Let’s name % my graph.

1. One of P's x-intercept is equal to 3.

2. Its y-intercept is equal to 2.

3. The line with the equation y = -2x + 2 is a tangent to the curve P at point B(0; 2).
Can you find my second x-intercept?




e Ressources du chapitre
disponibles ici :

www.lycee.hachette-

education.com/barbazo/ire "

Derivation
globale

Isaac Newton est un scientifique et
philosophe britannique du xvi® siecle.
Célébre pour ses travaux sur le mouve-
ment et sur la gravitation (avec I'épisode
de la fameuse pomme), il a également
travaillé sur de nombreux sujets mathé-
matiques comme les tangentes, les déri-
vées et les calculs infinitésimaux.

a construction de la notion de dérivation n'a

pas été un long fleuve tranquille. L'Europe

de la fin du xw siécle a été le théatre d'un
affrontement scientifique entre deux écoles de
pensée, d'un cété le monde anglais véhicule les
« fluxions » de Newton tandis que le reste de
I'Europe porte la pensée de Leibniz.

Voici comment, dans son ouvrage (1687), Newton
exprime sa vision des dérivées:

« Les rapports ultimes dans lesquels les quan-
tités disparaissent ne sont pas réellement des
rapports de quantités ultimes, mais les limites
vers lesquelles les rapports de quantités, décrois-
sant sans limite, s'approchent toujours, et vers
lesquelles ils peuvent s‘approcher aussi pres
gu‘on veut. »

De quelles quantités parle Newton lorsqu'il cite les quantités ultimes ?

Aprés avoir justifié pourquoi, dans la formule du taux de variation

menant au

fla+h)-f(a)
h

nombre dérivé f’(a), h ne peut étre égal a 0, faire le lien entre la définition du nombre dérivé

et la vision de Newton.



o Signe d'une fonction

Associer chaque représentation graphique a son
tableau de signes.

J

a. |\ [ [T’ ] b.
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9 Résolution d’inéquations
Résoudre les inéquations suivantes.
1.5-(3x+1)=0 2.27-3x-2=0

2
-x~+2x-5
3.—2’1’__3 =0

e Opération sur les fonctions (1)

Soient u et v les fonctions définies sur R par:
u(x)=2x+1etv(x)=-3x"+5x-2.

1. Déterminer l'expression algébrique des
fonctions suivantes.

a.f=u+v,g=3veth=uv.
b.m=% sur]l; +ael,
2. Déterminer la fonction n = Yu sur [-0,5 ; +o[.

DIAPORAMA
DE GAMMES
SUPPLEMENTAIRES

o Opération sur les fonctions (2)

Préciser si les expressions des fonctions suivantes
sont écrites sous forme de somme, produit,
quotient ou aucune de ces trois propositions.

- f(x)=5xVx

. sk
&(x) 3x+5

<h(x)=5x+4
em(x)=5x*+3x+4
on(x)=(4x+7)°
«p(x)=(3-5x)(2+x)
-r(x)=-2Vx +3x

e Variation d'une fonction
-7

|
|

1. Dresser par lecture graphique, le tableau de
variation de la fonction freprésentée ci-dessus.
2. Sur l'intervalle [-2 ; 2], indiquer les extremums
de la fonction fen précisant en quelle valeur de x
ils sont atteints.

G Image et nombre dérivé

La courbe de la fonction fainsi que quelques-unes
de ses tangentes sont représentées ci-dessous.

¥

B e W —
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Lire la valeur des nombres f(-4), /' (-4), /(2), 1" (2),
f(6) etf(6).




SITUATIONS
. EN VERSION
MODIFIABLE

" Pour construire le cours

Situation@® Du nombre dérivé a la fonction dérivée

Objectif Un solide est laché sans vitesse initiale depuis une cer-
Dicoualalondia taine altitude dans le référentiel terrestre. A chaque ins-
tant 7 exprimé en seconde, la distance parcourue parle
solide est donnée par lafonction d (1) = #* exprimée

en metre.

g Combien de métres aura parcourus le solide aprés 10 sde chute ?
2

A l'aide du taux de variation w calculer le nombre dérivé de d en 10, noté d'(10).

Ce nombre est également appelé vitesse instantanée du solide & I'instant 7 = 10. Cette vitesse est ici
expriméeenm-s".

(3) En répartissant le travail dans la classe, recopier et compléter a l'aide du taux de variation, le tableau
suivant.

t 10 15 20 25 30
d’(1) 20

Conjecturer au vu des résultats précédents une expression de d' (1) en fonction de 1.

Démontrer la conjecture en s'appuyant sur le calcul de w

Déterminer la vitesse instantanée du solide a l'instant ¢ = 100.

@@=

[Situation@:

Objectif

Composer des fonctions

On consideére la fonction u définie sur R par u (x) = 2x + 5 et la fonction g, définie sur R* par

glx) =5 +3.

; : . u :
Donner une expression en fonction de x des fonctions u + g, u x g et 5 définies sur R,

a. Recopier le tableau suivant et le compléter lorsque cela est possible.

x — ulx) —»  glu(x)
10 25 5x5+3=28
1

-5

5.5

=3

8

b. Deux cellules du tableau ne peuvent pas étre complétées. Expliquer pourquoi.

c. Préciser I'ensemble de définition et I'expression de la fonction définie dans la colonne de droite
du tableau.




Chapitre 5 « Dérivation globale

m Etudier les variations d’une fonction

Objectif On considére une fonction fdont la courbe o o ) ;
o g représentative ‘€ est représentée ci-contre. o ; f
] On note A (a ; f(a)) un point mobile sur la 5 ———— s
courbe Cﬁf. A o 13) ‘ \
Le réel a se modifie a I'aide du curseur du ! indiac '
logiciel.
On a tracé la tangente a la courbe ‘Gfau
point A.

& Tangemeel, 1)
~ yw3x+13 4

C‘D En faisant varier le curseur et en utilisant -
I'équation de la tangente de la fenétre Algébre, s . J .

déterminer le lien entre le signe de la fonction I _
dérivée f'et le sens de variation de la fonction f. per | :

(2) Reproduire et compléter le tableau suivant.

Sur]-oc ;=31 flx)...0 fest...
Sur]-3;1] i . ) fest...
Sur [1; +=2[ fix)...0 fest...

H
(Situation@ Etudier I'évolution d’'un pH &

Objectif Au cours d'une expérience de chimie,
on a mis en contact deux réactifs et on
a étudié l'évolution du pH au cours du
temps.

On obtient la courbe ci-contre.

On note P la fonction représentée par
cette courbe dont on a nommé cinq
points particuliers.

1) Lireles coordonnées de ces points.
(2) Lireles coefficients directeurs des tangentes &
la courbe en chacun de ces points.
(3) Lister les extremums de la fonction P.
(4) Reproduire et compléter le tableau suivant.
Le point ... A B c D E
sur l'intervalle... [0;14] [2;5] [6;8] [0;14] [0;14]
correspond-il a un extremum ? Non
P'()=... 2

©@

Peut-on conjecturer un lien entre présence d’extremum et le fait que la dérivée s'annule 7



Connaitre le cours

1. Fonctions dérivables sur un intervalle

, 1. Définition de la dérivée d’une fonction

Définitions

Soit f une fonction définie sur un intervalle 1.

* On dit que fest dérivable sur / lorsque fadmet un nombre dérivé pour tout réel x de I, noté f” (x).
* On appelle fonction dérivée de f'sur [, notée f, la fonction définie sur I par /" : x — " (x).

* 2. Fonction dérivée des fonctions de référence

Fonction Domaine de définition Domaine de dérivabilite Fonction dérivée
Fonction constante : f(x) = k R’ R filx=0
Fonction affine: f(x) =mx + p R’ R flx)=m
Fonction carré : A
f) =22 " . F=x

Fonction puissance :

f(x) =", entier naturel non nul R R ) =nx"
Fonction inverse : f(x) = % J=o=; 0[U]0 ; +o[ J-20; 0[L10 ; +99[ Sflx)= ~~;15
Fonction racine carrée : . . ey 1
i) =J)_T [0+ 10; +[ f'lx) W
Fonction valeur absolue: . ) oy [F1pour x € J-o0; 0f
Fla)=|x| R 1225 0[U10; +o §= {1 pour x £10; +[

* 5. Opérations sur les fonctions dérivables

Théoréme

Soient u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle I.

1. La fonction u + v est dérivable sur 7 et (u+v) =u'+v'.

2. Soit kun réel. La fonction ku est dérivable sur I et (ku) = ku'.
’E‘f‘? 3. La fonction uv est dérivable sur I et (uv) = u'v + uv'.

r

4.Sila fonction u ne s'annule pas sur I alors la fonction 71- est dérivable sur J et (l) =-2

u 2
p. 150

I
L3 r r
i 5.Si la fonction v ne s'annule pas sur /, alors la fonction -“1; est dérivable sur I et (%) 4y

Théoréme (admis) : Dérivée de la fonction f: x +—> g (mx + p)

Soit g une fonction dérivable sur un intervalle I.

Pour tout x réel tel que mx + p appartient a /, la fonction f définie par f'(x) = g (mx + p) est dérivable et
S ) =mxg (mx+p).

v Exemple
On considére la fonction f définie sur R par f(x) = (5x + 8)*.
festdelaforme f: x+—> g (mx + p) avec g (x) = x*, m = 5 et p = 8. g est dérivable sur R et, pour tout x de
R, ona g'(x)=4x.
On en déduit que fest dérivable sur R et, pour tout xde R, on a:
f'(x) =mxg'(mx+ p)=5x4x(5x+8)° =20(5x +8)>.




Chapitre 5 » Dérivation globale

Etudier la dérivabilité d’une fonction

Soit a un nombre réel quelconque.
A I'aide du taux de variation, montrer que la fonction f: x — x* est dérivable en a puis retrouver
I'expression de la dérivée de la fonction carré.

Pour étudier la dérivabilité de fen g, il faut tout d’abord s'intéresser au taux de variation de fen a:
s 7. 2
flath)—fla) _(a+h)’—a’ _2ah+h* _ 5,
h h h
Lorsque h devient trés proche de zéro, cette quantité se rapproche de 2a qui est un nombre fini.
La fonction est donc dérivable ena et onaf’ (a) = 2a.

SEEE 9 p. 160

Exercice résolu B Déterminer la fonction dérivée

Déterminer la fonction dérivée des fonctions suivantes, sans se soucier du domaine de dérivabilité.

@r0=3xc+5 Orw=\x Orw=x
O/w=v2 Os=--3+2

') fest unefonction affine mx + pavec m=3doncf'()=3. o [ix)= ﬁ Ern=7.=°
fest une fonction constante donc /" (x) = 0. 5  fest une fonction affine mx + p avec m= 2doncf (x) = 2.

33wy 12 p. 160

B Déterminer la dérivabilité et la dérivée d’'une fonction

Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer le ou les intervalle(s) sur le(s)quel(s) elle est dérivable et
déterminer sa fonction dérivée.

Of:xH7x2—5x eg:_‘ci—)%
eh:xHM om:xHJ_\_'{Bxa—Z}

2x* +5

* 1) fest la somme de deux fonctions u : x — 7x* dérivable sur R et v: x — —5x dérivable sur R.
On en déduit que fest derivable sur R et f' = u’ + V",
u'(x) =7 x2x =14xetv'(x) =-5,donc f'(x) = 14x- 5.

) g est de laforme ku,aveck=3et u: x — % dérivable sur ]-o0; O[ et sur ]0; +<[,
On en déduit que g est dérivable sur R™ et g'(x) = ku'(x) =3 x (—iz) = _—g ;
X X

-;_?_;':T- h est le quotient de deux fonctions u: x+> 3x + 1 dérivable sur R et v:x > 2¥* + 5 dérivable sur R, et, pour

tout réel x, v(x) = 5 > 0, donc v ne s'annule pas. La fonction s est dérivable sur Ret /' = w
On en déduit : v
hx) = 3%(2x* +5)—(Bx+1)x4x _ 6x°+15-(12x° +4x) _ 622 +15-12x2 —4x _ —6x> —4x+15
(2% +5)% (2x* +5)° (2x% +5)% (2x% +5)

(D mestle produit de deux fonctions u : x — Jx dérivable sur 10; +o et v: x —> 6x° - 2 dérivable sur R.
On en déduit que m est dérivable sur 10; +[ et m’ = u'v + uv'.

; 1 ) 2 ‘ 1 3 2 _3x =1, xx18x? _ 21x° -1

u'(x)=—= etv'(x)=18x5, donc m'(x) = —=x(6x" —=2)+vx x18x° = + = :

=i v () =5 <108 —2i+o ¥ R -
SEERET 2p. 160



Connaitre le cours

2. Variations et courbes
représentatives des fonctions

’ 1. Lien entre sens de variation d’'une fonction dérivable
sur un intervalle et signe de sa fonction derivee

Théoréme (admis)

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle 7 de [R.

® fest croissante sur I si et seulement si, pour tout x de 1, (x) = 0.

* fest décroissante sur 'si et seulement si, pour tout xde 7, f* (x) = 0.
* fest constante sur / si et seulement si, pour tout x de 7, /' (x) = 0.

’ 2. Lien entre extremums et dérivation

Définition

Soient f une fonction définie sur unintervalle I de [t et a un réel de l'intervalle.
* f admet un maximum en a sur I lorsque, pour tout x de 1, f(x) < f(a).

Le maximum vaut f(a) et est atteint en a.

® f admet un minimum en a sur [ lorsque, pour tout x de 1, f(x) = f(a).

Le minimum vaut f(a) et est atteint en a.

Remarque
Un extremum est un minimum ou un maximum.

Propriéte
p. 151 Soient fune fonction dérivable sur un intervalle ouvert / de R et @ un réel appartenant a / et qui n’est

pas une bornede 1.
Sila fonction fadmet un extremum en a sur [ alors " (a) = 0.

Remarque
La réciproque de cette propriété est fausse.
% Exemple

La fonction f définie pour tout réel x parf(x) = °.
f'(x) = 3x%. Donc f'(0) = 0. Mais f est croissante sur R donc f n‘admet pas d’extremum sur .

. o f a&ﬁnet un extremum en uné"l-a-orne de f’(a}= 0 mals f ﬁ'a&met

g R T s I'intervalle. f* peut ne jamais s'annuler. pas d’extremum.
yl\ y M ¥ A
ra ' L‘: dén'vté_e La dérivée nest % .

) a TR egate pasnulle fla) .

’ La dérivée

L La dérivée est positive

est positive ' '
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n Etudier les variations d’une fonction

On donne la fonction f définie sur [- 3 ; 3] par f(x)= %f - _g_xz —2x+1.

o Déterminer |'expression de la dérivée de fet étudier son signe.
9 En déduire le sens de variation de f et dresser son tableau de variation.
©) En déduire les extremums de la fonction et préciser en quelles valeurs ils sont atteints.

) Ladérivée de la fonction f'a pour expression /" (x)= %x 3x? —%x 2x—2=2x>-3x-2.
/' (x) est une fonction polynéme de degré 2 aveca= 2, b =—3 et c =—2 ; pour étudier son signe, on cherche
les racines.
A=(-3)2-4x2x(-2)=25

A= 0,ily adonc deuxracines réelles x, = _(_g};zm =3 15

—(=3)+425 _3-5 _

1
2%X2 4 27

=2 etx,=

a étant positif, on en déduit que f’ est négative entre les racines, donc sur [—% ;2}, et positive a l'extérieur
des racines.

*2) On utilise ensuite le théoréme qui lie le signe de la

dérivée aux variations de la fonction et on obtient ® 33 _% 2 3

le tableau ci-contre. Signe de f* (< + 0 0
D_‘T;rés |e‘tab|Eau de vari?tfon, le minimum de fest Variationde/ 49 o 3—21 S _ﬂ/ —%

- atteint pour x=-3 (ici -3 est une borne de 2 3

l'intervalle, on a un extremum sans dérivée nulle) et

le maximum de fest % atteint pour x = _71

HEEES 30 p. 162

B Utiliser la courbe représentative de f* 1

On donne ci-contre la courbe représentative de la fonction dérivée d'une
fonction f dérivable sur R.

T T T T T
- Déterminer les valeurs pour lesquelles la fonction fadmet des extremums. _/ X

Graphiguement, les solutions de I'équation f’(x) =0 sont -3 et 1.
On dresse le tableau de variation de lafonction f:
f7s’annule et change de signeen 1.
X -0 -3 1 +=

Signe de /" (x) - 0 - 0 +

Variation de f \ /

fadmet un minimum atteint en 1 et en -3, la dérivée s'annule sans changer de signe.
Les renseignements dont on dispose ne permettent pas de connaitre la valeur du minimum.

METTN 32 p. 163



Démonstrations et raisonnements

Comprendre une démonstration

On présente la démonstration de la propriété suivante. La lire attentivement puis répondre aux ques-
tions posées.

Soient u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle 7 de R.
La fonction uv est dérivable sur 7 et (uv) = u'v + wv'.

v Démonstration

On considére la fonction f= u xv.
Soit x, un nombre appartenant a I'intervalle 1.

+h)=
Le taux de variation de f'en x, s'écrit T(h) = M .
On remplace I'expression de fen fonctionde uetv:
u(xy +hyxvix, +h)—ulxy) X vixg)
h

u(xg + h}y X v(xy +h)=ulx, )vlx, +h) + ulxg )vlx, +h)=ulx,) X vix,) )
h

T(h)=

Soit T(h) =

u(xy +h)—ulx,) vix, +h) = v(x,)

T(h)=v(x, +h)x 7 +u(x,) S T (2)
Lorsque htend vers 0,on a:
. w tend vers u' (x) ;
. M tend vers v'(xy) ;
» on admet que v (x, + 1) tend vers v (x,).
Donc T'(#) tend vers v(xg) X u' (xy) + u (xg) X V' (xg). (3)
On peut donc dire que fest dérivable en x, et que l'on a:

S Gg) = v eg) X (xp) + u (xg) X v' (xp). (4)

On obtient f’ = u'v + uv'. (5)

Justifier l'introduction de I'expression en rouge ligne (1).
Expliquer la réorganisation du calcul de la ligne (2).
Justifier la ligne (3).

Justifier le passage de I'écriture du nombre dérivé en x, en ligne (4) a I'égalité entre fonctions de la
ligne (5).
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o On souhaite démontrer la propriété suivante.

Soient f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert I de R et @ un réel de I.
Sila fonction fadmet un extremum en a sur 1 alors f'(a) = 0.

En utilisant les indications suivantes, démontrer cette propriété dans le cas ol f(a) est un maximum de
fsurl

* Rappeler ce que signifie : «f(a) est un maximum de f'sur Z. »

* Rappeler la formule du taux de variation de fen a.

En déduire, si h > 0, le signe du taux de variation def'en a.
Que peut-on en déduire sur le signe de f'(a) dans ce cas ?
Déterminer, lorsque h < 0, le signe du taux de variation de fen a.
Que peut-on en déduire sur le signe de f'(a) dans ce cas ?
Quelle est alors la seule valeur possible de f* (a) ?
» A l'aide d'un contre-exemple, expliquer pourquoi a ne doit pas étre une borne de l'intervalle 1.

9 On souhaite démontrer la propriété suivante.

Soit u une fonction dérivable sur un intervalle / de R. .
Si la fonction u ne s'annule pas sur / alors la fonction % est dérivable sur I et (&) =—=.

En utilisant les indications suivantes, démontrer cette propriété.
* Poser f :% et considérer x,, un élément de /.

» Ecrire le taux de variation de la fonction « en Xg
» Ecrire le taux de variation de la fonction fen Xge

» Vérifier que ce taux de variation peut s'écrire :
1 u(xy + h)—ul(x,)

4 u(xq + hu(x,) x h

* En déduire la limite de ce taux de variation lorsque h tend vers 0 et retrouver ainsi le résultat de
cours. On admettra que u (x, + h) tend vers u (x,) lorsque & tend vers 0.

On dit qu‘une fonction f définie sur R est paire si pour tout Raisonner par contraposée
réel x, f(—x) = f(x) et est impaire si f{—x) = —f(x).

Indiquer si la proposition suivante est vraie ou fausse en
démontrant la réponse,

Démontrer une implication A = B
est équivalent a démontrer que
non B =non A.

Sif* n'est pas paire, alors f'n’est pas impaire.



Apprendre

par le

&la

[E]% a0 a0
7 VIDEOS
DE COURS

Fonction dérivée
des fonctions de référence

Signe de la dérivée et variation de f

Soit fune fonction dérivable sur un intervalle I de
R.

* fest croissante sur [ si et seulement si, pour tout
xdel f'(x) = 0.

® fest décroissante sur [ si et seulement si, pour
tout xdel, f'(x) = 0.

® fest constante sur / si et seulement si, pour tout
xdel f'(x)=0.

Fonction Fonction dérivée

flx)=k =0
fx)=mx+p fx)=m

fl=2 ff)=2x

flx) =x",

Y, e =1
n nombre entier f ) =nx

f(x) =3‘; filx)= —:12—

Extremmums

L - 1
fx)=Vx flx)= 2 ¢ fadmet un extremum ena:f" (@)= 0.
—1pour x <0

f{vﬂ= |_1‘| fu(_x} — {1 pour x =0

La dérivée
est négative

® L'extremum est atteint en une borne de l'inter-
valle : la dérivée peut ne jamais s'annuler.

Opérations et dérivation

La dérivée n'est

Sif's’écrit...
u+v

kxXu

ol k est une constante

UXv

flx) = glmx + p)

152

alors f’ s'écrit. ..

w + v

kxu

WXv+uxyv

' Xv—uxy'

v?

Fix)=mxg'(mx+p)

pas nulle

® f'(a) = 0 mais f n'admet pas d’extremum.

La dérivée

- est positive

X




sesCONNAaissances

Effectuer les exercices @ a @ et vérifier les réponses.
Sinécessaire, réviser les points de cours en texte ou en vidéo.

o Donner I'expression de la fonction dérivée des
fonctions suivantes.
1. f(x) =yx pourx > 0.
2. g (x) = x® pour tout x réel.
3. h(x) =-3x+ 5 pour tout x réel.
ey 1
4, i(x)= e pour x > 0.

e Donner l'expression de la fonction dérivée des
fonctions suivantes.

1.f(x) = xx pourx = 0.

2. g (x) = 2x> - 7x? + x - 4 pour tout x réel.

3. h(x)= g; J_r g pour tout x différentde 0,6.
4. i(x) =+2x+ 8 pourx > -4,

e Recopier et compléter les tableaux suivants.
x =10 =1 3 10
f'(x) 0

flx)

X =0 =1

fx) 0

£ 1/3

X

Signe de
f(x)
Variation
de f

Fonction dérivée des fonctions

(4 fy

B
i
Ces courbes représentent deux fonctions. L'une
d’elles est la dérivée de l'autre. Laquelle 7

e Dire siles propositions suivantes sont vraies ou
fausses et justifier la reponse en utilisantles fonctions
dérivées.

1. Le maximum de la fonction f(x) = x> quand x est
compris entre - 5 et 3 est atteint en x = 3.

2. La fonction g(x)= —%-
sur]-2;+=[.

3. Une fonction /i présente un extremum en a si et
seulement si &' (a) = 0.

présente un minimum

e On considere la fonction fdéfinie sur [-2; 2] par:
f) =X+ 4%+ 1.

1. Donner I'expression de f*.

2. Dresser le tableau de signes de f” sur [-2 ; 2].

3. En déduire le tableau de variation de fsur [-2; 2].

4. Lister les extremums de /.

€ CORRIGES
DES EXERCICES

de référence ™

> Opérations et dérivation

Dérivation
globale

Extremums

Signe de la déerivée f'
et variation de f




Algorithmique
et programmation en Python

(1P @) Allure d’une courbe

0

bjectif

curbe

On considére la fonction f définie, pour tout réel x, par f(x) = x>,
On veut écrire un algorithme qui construit point par point l'allure de la courbe de la fonction
dérivée de la fonction f, a l'aide de son taux de variation. Pour cela, on approxime les valeurs

fla+h)- fla)
h

de f'(a) par le taux de variation en a, calculé avec une valeur de h assez petite.

On définit une fonction tausx_variation qui prend en arguments une fonction f, a et h et renvoie la
valeur approchée du taux de variation de fen a.
Compléter la fonction suivante.

ldef taux_variation(f,a,h):
2 return ...

On considére la fonction suivante.

4 import matplotlib.pyplot as plt
5def appro_derivee(f,xmin,xmax,p,h):

6 a=xmin

7 LX=[]

8 LY=[]

9 while a<xmax:
10 LX.append(a)
11 LY.append(taux variation(f,a,h))
12 a=a+tp

13 plt.plot(LX,LY,"b+")
14 plt.show()
a. Quel est le réle du nombre p dans cette fonction ?
b. Que contient la liste LY lorsque la boucle s'arréte ?
c. Programmer cette fonction et retrouver le graphique ci-dessous.

+
70 4
60 4
50 4 +

+
40 4
30 4

& +
20 4
+
104 =
+ +

04 +

-4 -2 0 2 4

d. Quelle est I'expression de la fonction dérivée de f7

e.En donnantdifférentes valeurs a p eta h, retrouver |'allure de la courbe de la fonction dérivée de la

fonction f(x) = .

Tester le programme précédent afin d'obtenir une allure de la courbe de la dérivée des fonctions :
gix—>-TrsurR;

h:x—=J4x+1 sur ]~%;+w].
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Tangente a une courbe

On consideére la fonction racine carrée définie sur R* par f(x)=+x .
On cherche a obtenirl'abscisse x, du point d'intersection entre I'axe des abscisses et la tangente
a la courbe représentative de fau point d'abscisse a.

O s s =3 1import matplotlib.pyplot as plt
: 2 import numpy as np

On atracé ci-dessous, & |'aide du programme en Python 2 from math import sqrt
ci-contre, la courbe de la fonction racine carrée ainsi que ~ *

sa tangente au point d'abscisse 3. :def ig:ir‘.n{sqrtu})
7
W 8 def derivee_f(x):
9 return(1/(2*sqrt(x)))
& 1o
l1def trace_racine_carre(xmin,xmax):
T [ [ 12 LX=np.linspace(xmin,xmax,10@)
12 LY=np.sqrt(LX)
? 4 plt.plot(LX,LY,"r-")
LS
g -4 - o M H M 8 2 L& def traCe_t?ngente(ﬂa} $
L7 LX=np.linspace(-10,10,1008)

18 LY=((derivee_f(a))*(LX-a)+f(a))

a. A quoi sert la fonction derivee_f(x)? is pit.plot(LX,LY,"b-")

b. Retrouver dans la fonction trace_tangente(fa) Y1 plt.axis([-5,10,8,15])

linstruction qui détermine I'équation de la tangente r2plt.grid()

oh !3trace_racine_carre(9,10)
& !4 trace_tangente(f,3)

c. Conjecturer la valeur de I'abscisse du point 5 plt. show()

d’'intersection de cette tangente avec |'axe des abscisses.

A l'aide du programme en Python, tracer les tangentes aux points d'abscisse a puis recopier et
compléter le tableau suivant par lecture graphique.

a 1 1,5 2 25 3 35 4 4,5 5

Xo

a.Quelle conjecture peut-on émettre a partir des résultats de ce tableau 7
b.Démontrer le résultat conjecturé a la question précédente.

Boite a outils MEMENTO PYTHON : VOIR RABATS
* L crée une liste vide. np.linspace(a,b,nbrepoints) créeun
» L append(objet) ajoute objet a la fin de la nombre de points entre a et b.
s ::,Ste = | e plt.plot(X,Y, 'b+") crée un nuage de points ol
- our:race; F.l'g::ii;btque '1 m el " les abscisses sont dans la liste X et les ordonnées
ot D el dans la liste Y."b*" indique que les points tracés
la bibliothe que matplotlib.pyplot ; seront des croix bleues

|/import numpy as np importe la biblio-
theque numpy qui permet d'utiliser l'instruction

lingpace.

plt.show() ouvre lafenétre et affiche la
courbe.

plt.grid() affiche une grille dans un repére.




3 Mesurer un taux de CO,

Objectif

EOHHD—IC

[ T €

Objectif
Utiliser ralcul

00,0,0,@

Outils numériques

Un examen médical consiste a mesurer la quantité
de CO, expirée au cours du temps (en s) d'une
personne pendant un effort. Elle est mesurée en
mmbhg (le millimétre de mercure).

En soumettant un individu au test d'effort, on
obtient, grace a des capteurs, le tableau de résul-
tats suivant.

t(ens) 0 5 10 15 18 23 28 35

Quantité de CO,

(en mmhg) 3032

28,625

5 21,875 33 39125 40,712 40,397

On souhaite déterminer a quel moment la quantité de CO, expirée a €¢té maximum.

Saisir ce tableau dans un tableur et tracer un graphique (nuage de paints).
Faire afficher la courbe de tendance polynomiale de dearé 3.

Donner I'expression de la dérivée de la fonction f(x) = 001 - 0,13+2 + 4x + 5 lorsque
x€[0;35].

Déterminer le signe de cette dérivée sur [0 ; 35].
En déduire le sens de variation de f.
Déterminer le moment ot le volume en CO, expiré a été le plus important.

Souffler du verre

Un souffleur de verre fabrique des vases.
Le co(t total journalier de production de x
vases, en euro, est donné par :
C(x)=x"-18x"+124x+200 pour x € [0; 14].
Le colit moyen de production d’un objet est
Clx)
2
On souhaite déterminer quelle quantité d'ob-
jets Iartisan doit produire pour que le colt
moyen soit minimal.

donnépar C (x)= pourx € [0; 14].

Saisir la fonction C, dans le calcul formel d’un logiciel de géométrie.

Donner a l'aide du logiciel Ia forme factorisée de la fonction dérivée C, .

Dresser le tableau de signes de C, .

En déduire le tableau de variation de C,,.

Quelle quantité d'objets |'artisan doit produire pour que le cot moyen soit minimal ?



[ 1P ) Aire maximale

Objectif Dans un repére orthonaormé (O ; Ef}, on a représenté ci-contre la fonction
fdéfinie sur I'intervalle [0 ; 3] par f(x) = 9 - x°. On note ‘€, sa représentation

graphique.

aire maximale.

A est un point mobile sur ‘Gf, C et B sont des points respectivement sur I'axe
des abscisses et I'axe des ordonnées tels que OCAB soit un rectangle.
On veut déterminer ol placer le point A pour que le rectangle QCAB aitune

Chapitre 5 » Dérivation globale

1) Réaliser lafigure a I'aide d'un logiciel de géométrie puis conjecturer le résultat,

On note x |'abscisse du point A.
Dans quel intervalle varie x 7

Tracer la courbe représentative de g.

Conclure.

QEO@—E®®

Boite a out?rs_

Tableur

* Pour tracer un diagramme en nuage de points,
sélectionner toutes les données puis trouver
dans le menu Insérer l'option Nuage de points.

» Pour obtenir une courbe de tendance, un clic
droit sur un des points obtenus a I"écran ouvre
un menu dans lequel il suffit de faire le choix du
type de fonction.

b | Supprimer
Rétablir le style d"origine

Madifier le type de graphique 3
Siéectionner des donnides.

Ajouter des étiquettes de donndes
o une courbe d naanc

Format de |a série de donndes...

Retrouve-t-on les résultats de la question 17

On note g (x) I'aire du rectangle OCAB. Quelle est I'expressionde g (x) 7

Quel semble étre le maximum de g et pour quelle valeur de x est-il atteint ?
Montrer que g'(x) = —=3x” + 9 et étudier les variations de la fonction .

Logiciel de géométrie option calcul formel

* Ecrire, dans la zone de saisie du logiciel, 'expres-
sion de la fonction C, et faire afficher la zone de
calcul formel (dans Affichage).

* Pour dériver la fonction et factoriser le résultat,
écrire dans la zone de saisie du calcul formel :

Algébre * v Caleul formel b
b Cfx) = x' — 18x" 4 124 x 200 Factoriser(Dérvée( CM(x) |, x)

x— 18274 124x+200 2
P CM(x) = = = 2 (x—10) l_"_:zfﬂ



| Calcul mental 1

o Donner l'expression de la dérivée des fonctions o Donner l'expression de la dérivée des fonctions

définies par les expressions suivantes, sans se
soucier du domaine de dérivabilité.

1. flx)=22 2, g(x)=-3x2
3. h(x)=-x° 4. i(x)=—-6vx
5. jlx) =2 6. k(x)=(2x +1)

o Déterminer le signe des expressions affines sui-
vantes selon les valeurs de x.

1. flx)=2x—-6 2. g(x)=-2x+4
3. h(x)=3x+9 4, i(x)=-0,5x+2
5 jx)=3+2x 6.k(x)=9-3x

définies par les expressions suivantes (sans s'in-
téresser aux valeurs interdites).
1. fix)=22+3x+5

2. g(x}=%+5x—2
3. h(x):x7+J;+%
4. i(x) = _77

5. j(x)=5x"

6. k(x)=-3Vx

7. m(x)=(3x+7)

8. n(x) =v5-2x

DIAPORAMA

[huomatismes)

-

CALCUL MENTAL
EN PLUS

4

Donner, sans calcul, le signe des expressions

suivantes.
1, <=3 2. 2x2 +x
3. % 4. —3x%(x? + 4)

L'une des deux courbes est celle d'une fonctiony,
I'autre est celle de sa dérivée f'.

s Associer chaque fonction a sa courbe.

o Reconnaitre la structure des fonctions suivantes

(somme, produit ou quotient) et donner I'expres-
sion de leur fonction dérivée.

1.f(x) = (4x + 5)(2 + ¥x) pour x dans 10 ; +°[.

2

2
Zg(x}: Sx+43x~5 pourx;t_g'

3x+2

3.hx)= Vx> +x—2 pourxdans:

]-o0; =2[U]1; +o[.
4.i()=4Jx + % - 3x+ 5pourxdans]0;+2=[.

—% pour x # 05etx=2.

Lo

?

On considére les fonctions f, g et & suivantes.

« fdéfinie sur [0; +oo[ par f(x)=3x.

* g définie sur R* par g(x)=2(x-1? + 4.

* h définie sur R* par s(x) = -3(x —1)2 + 4.

* Associer a chacune des fonctions f, g et 4 I'un
des tableaux de variation suivants.

Tableau @

x 0 1
Variations \

4
Tableau (b)

x 0
Tableau (¢)
0

40
+
Variations \
X

Variations

Tableau (d)

x 0

Variations

/
\

~
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| Préparation d'un oral )

Préparer une trace écrite
permettant de présenter a 'oral
une argumentation indiquant si
les propositions suivantes sont
vraies ou fausses.

O rw=0ex=6

€ six=4alorsf ) =0.

€ sir=0alorsx=-1.

o Pourtoutx & [-3;6[,f(x) > 0.
_

On a représenté ci-contre une
fonction f définie sur l'inter-
valle [-3;7].

o Pourtoutx e [4;7],f(x) =0.
o Pourtoutx € [-3;6],f"(x) = 0.

o Pourtoutx & [6;7],f (x) =0.

=
'_ Travail en
= - k.
Constituer des groupes de 4 éléves qui auront chacun un des réles suivants.
Résoudre tous ensemble la situation donnée. Remettre une trace écrite de cette résalution.
: Ambassadeyr | ¥ Maitre
§ Animakeur RAdactsur s 'S
.--..-.....-00"' 4 As -i-' ; frEamasn ...:\
responsable snchel * porte-parole Lﬂ
du niveau sonore du groupe, * r'ésponsaple
du groupe » responsable de ) seul anO!'Ise a ] "aVancem
| la trace écrite rédigée communiquer U travajl d, o
« distribue la parote par tous les membres avec le professeur _ 9roupe
pour que chacun du groupe et, éventuellement, ';ﬁ”"e aU respect
s'exprime dautres groupes 4 temps impart;
On cherche une fonction fdéfinie pour tout réel x par f(x) = ax® + bx*> + cx + d, ol a, b, c et d sont des
constantes réelles. On note c8fsa courbe représentative dans un repére (0 ; 7, ).
On sait que Cﬁfpasse par les points A (0; 0) et B(3; -3). De plus, %f admet une tangente en A notée (AC)
et une tangente en B notée (BD) telles que C(-1;-5) et D(5;1).
« Déterminer I'expression de la fonction f.
\. J
.. o
'\
: Au sujet des infiniment petits, la plus célébre querelle est celle de Leibniz
Apres avoir effectué s T L
| ithas o g et de Newton. Prés d'un siécle plus tard, Lazare Carnot, homme politique,
55 FRLSIFIEHES 100N e_s, général et savant, exprime encore la mésentente scientifique qui entoure
préparer une présentation ces objets mathématiques.
orale, E" poster « On n'a jamais pu se former qu’une idée imparfaite de ces éléments, espéces
aadling ki d'étres singuliers, qui tantét jouent le role de véritables quantités, tantot
doivent étre traités comme absolument nuls, et semblent par leurs proprié-
tés, tenirle milieu entre la grandeur et le zéro, entre l'existence et le néant. »
En reprenant la définition du taux de variation d’'une fonction f'et du nombre
dérivé de fen un réel a, expliquer la citation de Lazare Carnot.
. W

@



' Calcul de fonction dérivée

o On considére les fonctions u, v, w et z définies pour

tout réel x strictement positif par :
u(x) = 5x + 3, v(x) = ¥x,
wix)= x? et z(x) = %
1. Donner |'expression de la dérivée de ces fonctions.
2. Ecrire I'expression des fonctions suivantes puis déter-
miner I'expression de leur dérivée.
Jf=5w-2u g=v-9z

o= W
I

3. Ecrire I'expression des dérivées des fonctions
suivantes.
k :x+>5x+3

1
5x+3

[ :x~— (5x+3)7

m x>

Soit fla fonction définie sur [0 ; +oo[ par :
flx)=3x2 +x+1.
1. Ecrire fsous laforme d’une somme de deux fonctions
u et v dont on précisera |'expression.
2. En déduire la fonction dérivée de f.

Soit fla fonction définie sur R par :
flx)=(3x+7)5x+1).

1. Quelles sont les fonctions u et v telles que f=uv ?

2. En déduire la fonction dérivée de f.

3. Donner la forme développée de f puis retrouver le

résultat précédent.

Soit fla fonction définie par:

flx)= iz_? pour tout x non nul.
X

1. Quelles sont les fonctions i et v telles que [ = ‘—; ?

2. En déduire la fonction dérivée de f.

Soit f la fonction définie sur R par f(x)=(8x—9)°.
1. Montrer que f(x) est écrite sous la forme
fl(x) = g(mx + p) en précisant I'expression de g ainsi
que les valeurs de m et p.

2. En déduire I'expression de la fonction dérivée de /.

Soitflafonction définie sur [2 ; +o[ par f(x) = 22V2x — 4.
1. Ecrire fsous la forme d'un produit de deux fonctions
1 et vdont on précisera les expressions.

2. En déduire la fonction dérivée de f'sans se soucier
du domaine de dérivabilité.

Soit f1a fonction définie sur R par f(x)=|x|+x*.

1. Ecrire f'sous la forme d'une somme de deux fonc-
tions u et v.

2. En déduire le domaine de dérivabilité de la fonction f.
3. Donner |'expression de la fonction u sans valeur
absolue.

4., En déduire I'expression de la fonction dérivée de f
sur les intervalles ]-=c; O[ et ]0; +2<].

W

+ O'ENTRAINEMENT SUR

kwyk

voir rabats

o Soit f'la fonction définie sur R par:

_x2-3x+1
S
1. Déterminer deux fonctions u et v telles que f = % .
2. Déterminer |'expression des fonctions 1’ et v/, fonc-
tions dérivées de i et v.
3. En déduire l'expression de la fonction f, fonction
dérivée de f.

Soit f'la fonction définie sur R par:

flx) = x2—-3x+7.
1. Al'aide du taux de variation, montrer que fest déri-
vable en a = -2 et donner f"(-2).
2. Déterminer le domaine de dérivabilité de fainsi que
I'expression def" puis retrouver le résultat précédent.

Soit fla fonction définie par f(x) = _—:3 pour tout réel
xhon nul. 4

1. Alaide du taux de variation, montrer que fest déri-
vable en ¢ = -5 et donner f'(-5).

2. Déterminer le domaine de dérivabilité de fainsi que
l'expression dej” et retrouver le résultat précédent.

On considére la fonction i définie pour tout réel x par
hix)=2x2 —x+1.

1. A l'aide du taux de variation, montrer que / est déri-
vableen a=1etdonner h'(1).

2. Méme question pour a = -2.

3. Méme question pour a = 0.

4. Un éleve déclare la conjecture : « Pour tout réel g,
h'(a) est égal au produit de a par 4 diminué de 1. »
A-t-il raison ?

Calculer

Donner la fonction dérivée des fonctions suivantes en
précisant le domaine de définition et de dérivabilité.
* flx)= —x? * g(x)= ;—“

o h(x)= 18Yx o j(x)=—x+8+x
o k(x)= =3 +32247 o m(x)= —3v2x+5

Donner la fonction dérivée des fonctions suivantes en
précisant le domaine de définition et de dérivabilité.
. n(x}zw/gxz —7U:+l

3
s p(x)= (2x%2—x+1)(-7x+8)
i —3x=7 § 2 BEhS
r(x) e s{x) 2x\—{_1
2
e :& . — 5+x
(¥)="—""% W=

Donner la fonction dérivée des fonctions suivantes en

précisant le domaine de définition et de dérivabilité.
23

s flx)= —5Vx ° g(x)=

* h(x)= 152° o j(x)=3x-5+7Jx
* k)= 3Wax+2 —5x+x?

o m(x)= —n-1y

3



@ Donner la fonction dérivée des fonctions suivantes en

précisant le domaine de définition et de dérivabilité.
* n(x)=(-5+3x) e p(x)=(8-x)N2x*—x+7)

. ™ . =JIx+2
r(x) == s(x) =75
. _ =2 +x-1 -
i e W

' Etude des variations

Soit fla fonction définie sur l'intervalle [-5 ; 5] par :
flx)=2x>-0,1x2,

On a représenté sur I'écran d’une calculatrice la fonc-

tion .

= Peut-on affirmer que la fonction f est strictement
croissante sur |‘intervalle [-5 ;5] ?
Justifier la réponse.

On considére une fonction f définie sur R dont la déri-
vée [ est négative sur ]-=;-2] et positive sur [-2 ; +=[.
1. Quel est le sens de variation de la fonctionf?

2.0n suppose que f(-4) =5, f(-2) = 1 et f(0) = 3. Donner
une allure possible de la courbe représentative de f.
3. Existe-t-il une seule courbe possible représentant
la fonctionf?

Communiquer

€, et 6, sont les représentations
graphiques de deux fonctions f
etg.

s Sachant que g = [, identifier la
courbe représentative de chacune
de ces fonctions. Justifier.

Raisonner

On donne ci-dessous la courbe représentative de la
fonction g’ dérivée d'une fonction g.

= Déduire de cette représentation graphique le sens
de variation de la fonction g.

Chapitre 5 « Dérivation globale

Raisonner
On donne ci-dessous la courbe représentative de la
fonction f' dérivée d'une fonction J.

=l

ERvas

= Déduire de cette représentation graphique le sens
de variation de la fonction f.

Déterminer le sens de variation de chacune des fonc-
tions suivantes en étudiant le signe de leur dérivée.

_ 1 _
1. ﬁ(xl——m pour tout x € -1 ; o[,
2. fo(x)= —2+x +1 pour tout x €10 ; +o0[.
3. fy(x)= x> —2x+5 pourtoutx € R.

4. f(x)=+v2x*+5 pourtoutx € R.

Soit lafonction fdéfinie par :

_3x+2
fly=3222

1. Expliquer pourquoi f est définie sur ]-so; 1[U]1 ; +o¢[.
2. Montrer que :

I _5
(x)= ¥
J (x—17
3. En déduire le signe de f* sur ]-so; 1[U]1 ; +o=[.
4. En déduire le tableau de variation de f.
5. Tracer sur I'écran de la calculatrice la courbe repré-
sentative de f pour vérifier le tableau.

Raisonner, chercher
Soit la fonction f définie par :
1

flx}=x- =l
1. Expliquer pourquoi la fonction f est définie sur
]-22;0[U]0; +=[.
2. Montrer que f' (x) est du signe de x? - 1.
3. En déduire le signe de f* sur ]-c0 ; 0[U]0 ; +o2[.
4. En déduire le tableau de variation de f.
5. Tracer sur |'écran de la calculatrice la courbe repré-
sentative de f pour vérifier le tableau.

Soit f une fonction définie et dérivable sur[-3; 5]. Le
tableau de signes de f” (x) est le suivant.

x -3 -1 7 5
fx) + 0 - 0 +

= Sachant que f(-1) =-2etf(3) = 0, dresser le tableau
de signes de f{x).

@



@ Recopier et compléter les tableaux suivants.

X - -3 4>
J'(x)
foo \ /
2
X - -3 4>
J'(x)
2
1 5 3
f'ix) + 0 - 0 - 0 +

flx)

@ Soit fla fonction définie sur R par :
flx)= 23 +4x? +2x+4.

Gréce a un logiciel de calcul formel, on a obtenu les

résultats suivants.

[ﬂf{x} s=2x~3+4x"242x+4

3
x >2% +4'x2+2*.\-+4
M|

B factoriser (f(x))

2 —l
2%x+2)"x +1) M|

0

l.‘é factoriser(f' (x))

2%x+1)*"(3*%x+1)

M

1. A l'aide de ces résultats :

a. résoudre l'équation f{x)=0;

b. dresser le tableau de variation de f;
2. En déduire le signe de /' (x).

@ Soit fla fonction définie sur R par :
flx)= 3+ 2x2 —2x415.

1. Calculer f' (x) et dresser le tableau de variation de

la fonction f.
2. Calculer f(3).
En déduire le signe de la fonction .

Soit fune fonction définie et dérivable sur [0 ; 8]. Le

tableau de signes de f” (x) est le suivant.

X 0 3 8
J'x) + 0 =

= Sachant que f(2) =0 et f(8) = 3, dresser le tableau de

variation et le tableau de signes de f

624

50)

51)

+ O'ENTRAINEMENT SUR

kwyk

voir rabats

l Etude des extremums

On étudie une fonction fdont la courbe représentative
est donnée ci-dessous.
I\}.‘

1. Par lecture graphique, estimer les nombres suivants.

a.f(1)
b. Les valeurs de x telles que f' (x) = 0.

c.f (@)

2. Al'aide du graphique, donner le tableau de variation
def.

3. Quelle semble étre la valeur du minimum de f sur
I'intervalle [0;4]7?

4.0ndonne f(x) = 3x> - 16x% + 23x - 8.

a. Calculer f*(x) puis vérifier par le calcul les résultats
obtenus a la question 1.

b. Déterminer le signe de [ (x).

c. En déduire le tableau de variation de la fonction f
puis retrouver le résultat obtenu a la question 3.

On considére la fonction f définie sur [-3 ; 2] par :
f) =2 +3x2 - 12x + 4.

1. Calculer f'(x) et étudier son signe.

2. Dresser le tableau de variation de f'sur [-3 ; 2].

3. Quel est le maximum de fsur [-3; 2] ?

Pour quelle(s) valeur(s) de x est-il atteint ?

4. Quel est le minimum de f'sur [-3; 2] ?

Pour quelle(s) valeur(s) de x est-il atteint ?

On considére la fonction g définie sur [-3; 2] par:

_ 3x+2
&) x+6
1. Calculer g'(x) et étudier son signe.

2. Dresser le tableau de variation de g sur [-3; 2].
3. Quel est le maximum de g sur [-3;2]?

Pour quelle(s) valeur(s) de x est-il atteint ?

4. Quel est le minimum de g sur[-3;2]?

Pour quelle(s) valeur(s) de x est-il atteint ?



telle que f(-10) =0, f(-9) =-2,f(2) =5 et f(10) = -6.
1. Compléter le tableau de variation suivant.

x -10 -9 2 10
Jix) = 0 + 0 <
flx)

2. Déterminer la valeur du minimum de f'sur [-10; 10]
et la valeur de x pour laquelle il est atteint.
3. Déterminer la valeur du maximum defsur [-10; 10]
et la valeur de x pour laquelle il est atteint.

Bénéfice maximal

Communiquer

Une entreprise fabrique et vend x objets par jour, avec
x compris entre 0 et 150.

Le bénéfice journalier B(x), exprimé en euro, est donné
par B(x) = —x? + 140x - 1 300.

1. Calculerla dérivée de la fonction et étudier son signe.
2. En déduire les variations de la fonction Bénéfice
journalier.

3. Quelle est la valeur du bénéfice maximal ? Combien
d'objets faut-il fabriquer et vendre par jour pour
I'obtenir ?

Modéliser

Un industriel souhaite fabriquer une boite sans cou-
vercle a partird'une plaque de métal de 18 cm de lar-
geur et 24 cm de longueur. Pour cela, il enléve des
carrés dontla longueur du c6té mesure x cm aux quatre
coins de la piéce de métal et reléve ensuite verticale-
ment pour fermer les cotes.

e

ey Fmama
1 1
[l 1

| 1 1

| 1 i

L

-3
X

Jx

1. Pour quelle valeur de x la contenance de la boite
est-elle maximale ?

2. Peut-il construire ainsi une boite dont la contenance
est supérieure ou égale a 650 cm? ?

Soit f'la fonction définie sur l'intervalle I = [3 ; 8] par :
_xt—x+2
fl)=—=5=.
1. Donner l'expression de f*(x) et dresser le tableau de
variation de la fonction f'sur 1.
2. En déduire le maximum et le minimum de la fonc-
tion fsur 1.

@ Soit fune fonction dérivable sur l'intervalle [-10 ; 10] @

7]

@

O«
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Soit f'la fonction définie sur l'intervalle /= [0; 8] par :

2
sl ol P )
f&) T
Un logiciel de calcul formel donne I'affichage suivant.

|

M

B factoriser (deriver( (x"2-2x+6)/ (x+1)))
(x-2) "+ 4)
(v+1)

1. Vérifier le résultat affiché.
2. Dresser le tableau de signes de la fonction f”.
3. En déduire les variations de f.

On veut montrer que pour tout réel x € ]-= ; 3],
%x3—x2—3x+ 2=4,

On considére la fonction f définie sur [X par :
flx)= %f-xz- 3x+ 2.

1. Calculer f'(x) puis dresser le tableau de variation
de f'sur R,

2. Quel est le maximum de fsur ]-2=; 3] ?

3. Conclure.

On veut montrer que pour tout réel x € [-2; +=[,
X =3x+2=0.
On considére la fonction f définie sur R par :
Jix) =x -3x+2.
1. Calculer f'(x) puis dresser le tableau de variation
de fsur R.
2. Quel est le minimum de fsur [-2; +2[ ?
3. Conclure.

Modaéliser

Quelles doivent étre les dimensions d'un rectangle
dont l'aire est égale a 64 cm? pour que son périmétre
soit minimal ?

Modéliser
Quelles doivent étre les dimensions d'un rectangle
dont le périmétre est égal a 24 cm pour que son aire
soit maximale ?

Chercher, communiquer

Un fermier dispose de 100 métres de cléture. Il sou-
haite créer deux enclos mitoyens de méme taille selon
le schéma suivant.

v
-—

* Quelles dimensions x et y doit-il choisir pour que
I'aire de chacun de ces deux enclos soit la plus grande
possible ?

@
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Exercnces

On consideére la fonction w def'nle par:

2241
—2x+1

1. Donner la valeur interdite pour w.

2. Calculer la fonction dérivée de w.

wix)=

Calculer la fonction dérivée des trois fonctions définies
par les expressions suivantes en précisant les domaines
de dérivabilité.

f)=E5veaE gly= =207
h(x)=-5x+7x i) =4 —-3x

Calculer

Déterminer la fonction dérivée surl’intervalle considéré
de chacune des fonctions définies par les expressions
suivantes.

1. f(x)=(2x +3)(x% +1) sur R.

2. flx)= 25 sur 3; 101

3. flx)= ﬁ+\/; sur[2; 5].

Un éléve a représenté sur la calculatrice la fonction
dont I'expression est la suivante :

fl)= E=3041,

Il obtient la représentation graphique suivante.

lz""ﬁ"\
~1 |

1. A-t-il suffisamment d'informations pour donner le
sens de variation de lafonction 7

2. a. Dériver la fonction a l'aide de la formule de
dérivation du quotient.

b. Etudier le signe de la dérivée.

3. Dresser le tableau de variation de la fonction et véri-
fier la réponse de la question 1.

Soit fla fonction définie sur R par :
ﬂx}:x3 +x2-x-10.
1. a. Représenter la fonction f sur I'écran de la
calculatrice.
b. Quel semble étre le signe de la fonction f?
2. Calculer f (x) et dresser le tableau de variation de
la fonction f.
3. En déduire le signe de la fonction f.

Vérifier grace a la dérivation que, pour tout nombre
réelx € [1;+»[,ona:
L +xX-x+1=0.

@

@ On considére la fonction fdef'nle sur R par:

flx)= C+8x
On a obtenu a la calculatrice, la courbe suivante.

A1

1. Que peut-on conjecturer sur les variations de la
fonctionf ?

2. 0On souhaite démontrer la conjecture précédente.
a. Calculer f" (x).

b. Etudier le signe de /" (x).

c. Déterminer le tableau de variation de f.

d. Conclure.

@ On considére la fonction Jfdef’nle sur R par:

f)=x>-5x.
On a obtenu a la calculatrice, la courbe suivante.

T =L
ﬁ Normi] T
y
a00
4004 /
X
E] 5] [ []
! 400} I |
| _s00 !

1. Que peut-on conjecturer sur les variations de la
fonctionf ?

2. On souhaite démontrer la conjecture précédente.
a. Calculer f* (x).

b. Etudier le signe de " (x).

c. Déterminer le tableau de variation de f.

d. Conclure.

Une fonction irrationnelle

Soit fla fonction définie sur ]0 ; +<[ par f(x) = (1 - W,
Gréce a un logiciel de calcul formel, on a obtenu les
résultats suivants.

hlf(x} :=(1-x) *sqrt (x)

x > (1=9)*(VX)
M
B £'(x)
#3704 1) (V) ||
2= M

1. Vérifier le résultat obtenu pour f* (x).

2. Démontrer que f admet un maximum que |l‘on
précisera.

3. Comparer f(1 + 10'°) et f(2 + 10'°).



@ Soit fla fonction définie sur R par :

flx)= —;x3—3x2+5x—3.

1. Etudier les variations de la fonction f.

2. Dire si les affirmations suivantes sont vraies ou
fausses. Justifier les réponses.

a. Pour tout x € [-20; 0, f(x) = -3.

b. Pour tout x € [0 ; +[, f(x) = 11,3.

c. Pourtoutx =7, f(x) < 0.

d. Pour tout x = 7, f(x) = 0.

Un cylindre est inscrit dans un céne de hauteur 30 et
de rayon 10. On note i la hauteur du cylindre et r son
rayon.

On cherche a déterminer la valeur de r pour laquelle
le volume du cylindre est maximal.

1. Prouver que & =3(10-r) et en déduirele volume de
ce cylindre, en fonction de r, noté V(r).

2. Déterminer la fonction dérivée de la fonction V, notée
V.

3. Etudier lesigne de V'(r) et en déduire les variations
de la fonction V.

4. Conclure.

Bénéfice d'un artisan

Un artisan fabrique des objets. Il ne peut en produire
plus de 70 par semaine,

Le colt de production, en euro, est modélisé par la
fonction € définie sur l'intervalle [0; 70] par:

C(®)=001x"-1,05x%+ 91x + 225.

Chaque objet est vendu 80 euros.

1.a. Quel est le montant des colits fixes pour cet artisan ?
b. Combien lui colte la production de 25 objets ?

c. Vérifier que la fonction C est croissante sur l'inter-
valle [0; 70].

2. Le bénéfice, en euro, qu'il retire de la production et
de la vente de x objets, est modélisé par la fonction
B définie sur l'intervalle [0 ; 70].

a. Exprimer B(x) en fonction de x.

b. Vérifier que B(25) = 0.

3. Etudier les variations de la fonction Bsur lintervalle
[0;70].

a. En déduire le nombre d'objets que I'artisan doit
vendre et produire pour gagner de l'argent.

b. En déduire le nombre d'objets que l'artisan doit
vendre et produire pour que son bénéfice soit maximal.
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@ Colt marginal et co(t moyen

Modaéliser, chercher
Un constructeur automobile décide de commercialiser
ses voitures au prix de 7900 € l'unité. Sa production
mensuelle peut varier entre 2000 et 19000 unités.
On suppose que lafonction Colit associée a cette pro-
duction (en millier d’euros) est donnée par la formule
suivante :

Clg)=0,021¢> - 0,374 + 6,25¢ + 0,4,
ol g est la quantité de voitures en millier.
Ona utilisé un tableur grapheur pour trouver les co(ts
de production.

A B c D
Codt total
de Colt moyen Colt marginal

production

6,301

11,588

16,387

20,824

25,025

29,116

33,223

37,472

Quantités
de voitures
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41,989
46,9
52,331
58,408
65,257
73,004
81,775
91,696
102,893
115,492
129,619
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1. Quel est le colt de production pour 11 000 voitures ?
2. Quelle formule a-t-on entrée dans la cellule B2 pour
faire calculer les colts de production ?

3. Entrer ces données sur un tableur.

4. Quelle formule faut-il entrer dans la cellule C27?

5. Quelle quantité semble donner un colit moyen
minimum ?

6. Sachant que le cot marginal est obtenu en déri-
vant le colt total, quelle formule doit-on entrer dans
la cellule D2 ?

7. Faire tracer lesreprésentations graphiques des trois
fonctions dans un méme repere.

8. Pour quelle quantité a-t-on le coGt marginal égal au
colt moyen ? Comparer ce résultat avec celui obtenu
a la question 5. Que peut-on en déduire ?

Modéliser
Une fenétre se compose d'un rec-
tangle surmonté d’un triangle iso-

HF
it

ol
1 H
iyl

7

cele rectangle. Le périmeétre desa =7 o
- . - * . = LL
partie rectangulaire est égal a trois == T
5 - -
metres. = E
™ - ——

1
|

* Quelles doivent étre les dimen-
sions de la fenétre pour qu'elle donne un éclairement
maximal ?

654



o
Soit fla fonction définie sur lI'intervalle [0 ; 5] par:

fx) = -5 +2.
1. On considére l'algorithme suivant.

entrer h
a0
uHea
m « fla)
Tantquea <5
a+—a+h
Si f(a) <malors
u«—a
m & fla)
Afficher u et m

a. Faire tourner cet algorithme pour 1= 1. Quel résultat
affiche-t-il 7

b. Programmer cet algorithme sur la calculatrice ou
en Python et donner la valeur affichée pour h=0,1.
c. Que fait cet algorithme ? Quel résultat permet-il de
conjecturer pour la fonction f'?

2. Démontrer la conjecture précédente.

Soit p la fonction définie pour tout réel x par :
pl) =327 - 4% - 5x+ 2.
1. Déterminer I'expression de p’ (x).
2. Montrer que p(x) s'écrit aussi:
pl)=(x-2)(3x*+2x-1).
Retrouver avec cette forme I'expression de p’ (x).

3. Montrer que p(x) s'écrit encore 3(x —2) (x + ‘I}(x - -;—}

Retrouver avec cette derniére forme I'expression de p/(x).

La parabole d'équation y = -%xz + 8 coupe l'axe des

abscisses en A et B.

Le point P (x;y) se déplace sur la parabole entre A et B.
= Déterminer les coordonnées du point P pour que
I'aire du triangle bleu soit maximale.

1. Montrer que les expressions :

2 . g SXF10%ES
+3 B3

3x+14+
X

sont égales pour tout x réel différent de -3.

2. Montrer que les dérivées de chacune des ces expres-
sions sont égales.

3. Retrouver ces résultats en utilisant un logiciel de
calcul formel.

@
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Soient f'et g deux fonctions définies sur R \{-1} par:
3x-2 3
flx)= x+1 TxH1
1. Déterminer les fonctions dérivées de fet g.
2. Queremarque-t-on?
3. Donner I'expression de la fonction f - g définie sur
R\{-1}.
Conclure quant a la remarque précédente.

et g(x)=3

On considére la fonction f définie sur R par
flx)=2x2-x+1et C@f sa courbe représentative.

1. Déterminer 'expression de la dérivée f' (x).

2. Montrer que 'équation de la tangente J a Cf%f au
pointd'abscisse 2 esty=7x-7.

3. Soit g la fonction définie sur R par g(x) = 7x - 7.

a. Montrer que f(x)—g(x)=2x* - 8x+8.

b. Etudier le signe de f(x) - g (x).

c. Déterminer la position relative de ‘éf parrapporta J.

Soit fla fonction definie sur [ par :
flx)=x24+3x+1,
et g la fonction définie sur R\ {-2} par :

|
8lx)= x+2°

On note 6, la courbe représentative de la fonction fet
‘6 celle de la fonction g.

1. Etudier les variations de la fonction fet dresser son
tableau de variation.

2. Etudier les variations de la fonction g et dresser son
tableau de variation.

3. Soit h la fonction définie sur l'intervalle R\{-2} par:

h(x) =f0) - g(x).
a. Montrer que h(x) = Lx—Jrlqur;il

b. Etudier le signe de / (x).

c. Déterminer la position relative de C(f;fpar rapport a ‘63.
4. Démontrer que les courbes ‘Gf et Cég admettent une
tangente commune en un de leurs points d'intersec-
tion. Donner une équation de cette tangente.

Vitesse d'un mobile
Calculer
Lorsqu’un mobile se déplace selon un mouvement
rectiligne, on repére sa position a partir d'une origine
par une fonction f définie par :
f) =52+ 3t +1,
ou rdésigne le temps écoulé.
La vitesse du mobile est donnée a l'instant 7 par la fonc-

df

=i qui correspond

tion notée en sciences physiques
a f" en mathématiques.

L'accélération du mobile est donnée al'instant ¢ par la

fonction % qui correspond a f” (dérivée seconde ou
t

encore dérivée de la fonction f*) en mathématiques.

» Donner I'expression et I'accélération du mobile en
fonction du temps.



production de pétrole est a son niveau maximum.
Letableau ci-dessous donne I'évolution de la production
pétroliere en Norvége exprimée en millier de barils par
jour entre les années 1990 et 2013.

[ 4] A | B C
Année Rang| Production
1990 0 1725
1991 1 1962
1992 2 2225
1993 3 2385
1994 4 2701
1995 5 2910
1996 6 3241
1997 7 3290
1998 8 3147
1999 9 3148

2000 10 3355
2001 11 3423
2002 12 3342
2003 13 3273
2004 14 3197
2005 15 2978
2006 16 2786
2007 17 2565
2008 18 2464
2009 19 2353
2010 20 2135
20Mm 21 2007
2012 22 1902
2013 23 1826

RE AN IS o~ QR D PRNO; A WA -

1. a. Recopier, sur un tableur, le tableau précédent.
b. Sélectionner la plage B1:C25 et représenter par un
nuage de points la série statistique donnant la produc-
tion suivant le rang de l'année.

c. Cliguer droit sur ce nuage de points et sélectionner
Ajouter une courbede tendarnce, puis choisir une courbe
de tendance polynomiale de degré 3 et, dans Option,
choisir Afficher I'équation sur le graphique.

d. Quel polynéme P de degré 3 permettant de modé-
liser cette évolution obtient-on ?

2. En étudiant la fonction P :

a. estimer I'année du pic pétrolier des gisements nor-
végiens ;

b. estimer I'année ou la production norvégienne a
atteint son plus bas niveau.

On découpe dans un triangle équilatéral de coté 60 cm
les trois coins en violet pour former une boite triangu-
laire sans couvercle.

X X

= Déterminer la valeur de x pour laquelle le volume de
la boite est maximal.

Chapitre 5 « Dérivation globale

@ Le pic pétrolier d'un gisement est atteint lorsque la @ Evolution d’une épidémie

On a modélisé I'évolution d’une épidémie de grippe
de la facon suivante : si 7 est le temps (en jour) écoulé
depuis le début de I'épidémie, le nombre de cas en
millier est donné par :

=_1p3,.5p
N=-L+ 212+28t
S 5 >

1. Combien de malades compte-t-on au bout de
5 jours ? Combien de malades compte-t-on au bout
de 20 jours ?

2. Donner I'expression de la fonction dérivée de .
On appelle vitesse instantanée d’évolution au temps
t le nombre dérivé de la fonction fen .

3. Déterminer la vitesse instantanée d'évolution de la
maladie au début de I'épidémie.

4. Déterminer la vitesse instantanée d'évolution de la
maladie al'instant r = 3 jours.

5. Déterminer le nombre de jours pour atteindre le pic
de I'épidémie.

6. Quelle est la vitesse d'évolution de la maladie au
moment du pic?

Etude marketing

Une marque de soda a lancé une vaste campagne de
publicité pour promouvoir une nouvelle boisson aupres
des jeunes.
Lafréquence des jeunes connaissant ce nouveau soda
est modélisée par la fonction f définie sur [0 ; +=[ par:
= 2t+1

fy= St pd’
ol ¢ désigne le nombre de mois écoulés depuis le début
de la campagne.
1. Quel est le pourcentage de jeunes qui connaissent
cette boisson au début de la campagne ? Quel est le
pourcentage de jeunes qui connaissent cette boisson
au bout d'un mois ?
2. Etudier le sens de variation de la fonction f'sur l'in-
tervalle [0 ; +2o[.
3. Résoudre l'équation f(x) = 0,75.
Interpréter le résultat obtenu.
4, Aubout de combien de mois plus de 90 % des jeunes
connaitront-ils cette nouvelle boisson ?

@



@ Calculer

Donner la fonction dérivée des fonctions définies par
les expressions suivantes sans se soucier du domaine
de définition ou de dérivabilité.

a, b et ¢ désignent des nombres réels quelconques.

o flx)=ax*

'ﬂﬂ=%

o h(t) = avr o jx)=—ax+b+cix

o k(r)= $+br2 +7  * ()= (=5t + b1
* n(x)=cv3x? —3ax+b

e p(x)=0CBx+5)(-7x+8)(—x+3)

-4 r(x} s (I'Ib; 7
2
Soit la fonction f définie par f(x)= %
A tx—2

1. Dresser le tableau de signes de f.

2. Donner I'expression de f'(x).

3. Dresser le tableau de signes de f".

4. En déduire le tableau de variation de f.

« J'ai perdu la question, mais j‘ai la réponse ! Je sais
qu’il fallait déterminer la dérivée de deux fonctions,
et voila la réponse :

1

T . . 2
fx)=—%5+xet g'x)=—/—+x°.»
P glx) =g

= Rédiger un énoncé pour cet exercice. Y a-t-il plusieurs
énoncés possibles ?

On a construit dans le repére ci-contre la courbe €
d’'une fonction u et |a droite % représentant une fonc-
tion affine v.
T est la tangente a ‘€ en son point d'abscisse 2.
On définit la fonction ¢ par :

©(x) = u (x) x v(x) pour tout réel x.
« Al'aide du graphique, déterminer @'(2) et 9’ (-2).

On considére la fonction définie sur I'intervalle [4 ; 5]
par f(x)= %(x+%)

= Démontrer que pour tout x appartenant a l'intervalle

[4;5] f(x)=+20.
@

74)

On considére la parabole
P d'équation :
y=ax?+bx +c (aveca, bet
¢ des réels) représentative
d’une fonction f dans un
repére orthonormé.

Cette courbe % passe par
lespointsA(Q; 1)etB(4;3).
Les tangentes en A et B se
coupenten C(2;-4).

1. Donner graphiquement
I'équation réduite de chacune de ces tangentes.

2. En déduire f* (0) puis f* (4).

3. Déterminer |'expression de la fonction /" (x) en fonc-
tion des constantes a, b et ¢.

4. A l'aide des renseignements précédents, obtenir
trois équations d'inconnues a, b et .

5. Donner I'expression de f (x) puis celle de f'(x).

6. Retrouver les valeurs de f*(0) puis ' (4).

1. Soient f'la fonction définie sur [ par :
fl)=x*-2x+1,

et ‘€ sa courbe représentative.

a. Déterminer I'équation de latangente 7, a ‘€ au point

d'abscisse 0.

b. Etudier la position relative de ¢ et 7 ,.

2. Méme exercice avec la fonction définie sur R par:
g)=x-2x+1.

On considére une fonction f définie et dérivable sur
[0; +2o[ dont on donne la représentation graphique.

Les coordonnées des points indiqués sont A (0; 1),
D(2;4)etC(2;3).

La droite (AD) est tangente a la courbe au point d'abs-
cisse 0.

La courbe rencontre 'axe des abscisses au point d'abs-
cisse 4.

On sait aussi que f(6) = 1 et que la tangente au point
d'abscisse 6 passe par le point E(3 ; 0).

1. Par lecture graphique :

a. déterminer f(0), /'(0) et /' (6) ;

b. déterminer une équation delatangente a la courbe
au point d’abscisse 6 ;

c. dresser le tableau de signes de f".

1

2. On considére la fonction g définie par g =

a. Déterminer le domaine de définition de g.
b. Donner I'expression de g’ a l'aide de fet de f".
c. En déduire le sens de variation de g.



1. Lucas a représenté a 'aide d'un logiciel de géométrie
une fonction f'définie sur I'intervalle [-1,5 ; 4], mais il
n'a pas gradué I'axe des ordonnées.

T

16 -1 -08 05 1 15 2 28 3 35 4

A l'aide du graphique :
a. décrire les variations de la fonction f;
b. résoudre I'équationf'(x) =0 ;
c. résoudre l'inéquation f{x) = 0;
d. résoudre I'inéquationf” (x) = 0.
2. La fonction f représentée par Lucas s'écrit sous la
forme:
fx) = Cral+bxte,
ou a, b et ¢ sont quatre nombres réels.
a. Justifier que ¢ = 0.
b. Montrer que les nombres a et b sont solutions du

systéme:
{—20 +bh=-3

6a+b=-27
c. En déduire les valeurs de a et b.
3. Retrouver par le calcul les variations de la fonction f.
4, En déduire les extremums de la fonction fet l'unité
choisie par Lucas sur I'axe des ordonnées.

L'écran d’un téléphone portable a une surface de
45cm?

A gauche et a droite de I'écran, le bord du téléphone
mesure 0,5 cm. En haut eten bas, le bord du téléphone
mesure 1,5 cm.

0,5cm  0,5cm

P

~J15m

ﬂ],s am

= Sachant que ce téléphone a été concu pour que sa
surface totale (écran et bords) soit minimale, quelles
sont les dimensions de son écran ?

Chapitre 5 « Dérivation globale

Communiquer

On coupe en deux parties une ficelle de 2 m. Avec
le premier bout, on construit un disque et avec le
second un carré.

* Comment doit-on couper la ficelle pour que le total
des deux aires de ces deux figures soit minimal ?

Modéliser
On considére un rectangle inscrit dans un cercle de
rayon 1.

= Déterminer les dimensions du rectangle pour que
son aire soit maximale.

@ ABCD est un carré de coté 1.

M est sur le segment [AB].

Onplace le point Ntel que CN = AM sur la demi-droite
[BC) a l'extérieur du segment [BC].

La droite (MN) coupe (DC) en P.

OnposeAM =xavec0=x=1.

A D
M
\ P
# N
B C

Le but de l'exercice est de trouver M sur [AB] tel que
la distance PC soit maximale.
1. Exprimer BM et BN en fonction de x.

2. Montrer que PC= =Xt X
x+1

3. En déduire la position du point M maximalisant la
longueur PC.

Un laboratoire pharmaceutique fabrique un produit
solide conditionné sous la forme d'un petit parallélé-
pipéde rectangle dont le volume est 576 mm?.

On note yla hauteur ; ses autres dimensions sont x et
2x (x et y sont en mm), et x doit étre nécessairement
compris entre 3 et 12 mm.

1. Exprimer y en fonction de x.

2. Exprimer la surface totale 5 (x), en mmz, de ce paral-
lélépipéde rectangle en fonction de x.

3. Etudier le sens de variation de S sur l'intervalle
[3; 12] et en déduire la valeur de x pour laquelle §(x)
est minimale.

@



L'épreuve écrite

@ On consideére la fonction w définie par :
3x%-2x
o]
1. Existe-t-il une valeur interdite pour w ?
2. Déterminer les variations de la fonction w.
3. Dans un repére, on appelle € la courbe repré-
sentative de la fonction et 7, sa tangente au point
d'abscisse (—-2).
Déterminer I'équation de F _,.

w(x)=

4. Le point (1;%) appartient-il a cette droite ?

On considére la fonction f définie sur R par:

_2—-x
flx)= o
2
1. Montrer que f'(x) = 2=4X=3
que f(x) 2 457

2. Etudier le signe de f".
3. En déduire le tableau de variation de f.

Co(t de fabrication et bénéfice maximal

Dans une entreprise, les colts de fabrication de g objets
sont donnés, en euro, par:

Clg) =g+ 10g + 1500, pour g € [0 ; 500].
L'entreprise vend chaque objet fabriqueé 87 €.
1. Quels sont les colits fixes ? Déterminer ¢ pour que
les colits de fabrication soient égaux a 3500 €.
2. Exprimer la fonction Recette totale R en fonction deg.
3. Exprimer la fonction Bénéfice B en fonction de g.
4. Calculer la guantité d'objets a produire et a vendre
pour que cette entreprise réalise un bénéfice maximal.
5. Donner ce bénéfice maximal en euro.
6. Pour quelles quantités d'objets fabriqués et vendus,
le bénéfice est-il strictement positif ?

Soit la fonction f définie par :
fx)= x§i1 sur[-3;3].
1. Déterminer I'expression de f” (x).
2. Dresser, en justifiant, le tableau de variation de f.
3. Déterminer deux nombres réels m et M tels que,
pour tout réel xde [-3 ; 3], on ait :

m=flx) <M.
4. Tracer a la calculatrice la courbe représentative de
la fonction f. Résoudre graphiquement I'équation
f(x) = 1. Retrouver le résultat algébriquement.

704

@ Soit f'la fonction définie sur l'intervalle [0; +[ par:
flx)= X -2x
1. Calculer f* (x).
2. Déterminer le signe de [ (x) et en déduire le tableau
de variation de f
3. Déterminer I'équation de la tangente J a la courbe
‘¢ représentative de fau point A d'abscisse 1.
4. Soit g la fonction définie surl'intervalle [0 ; +[ par:
glx)=x-2.
a. Montrer que l'on a:
Flx)—glx) =(x—D(x*+x-2).
b. Etudier le signe de f(x) - g (x).
c. Déterminer la position relative de ¢ parrapporta J.

On considére la parabole

% d’équation y = x?* et le
point A (%,%) On cherche

a déterminer I'abscisse x du
point M de laparabole le plus
proche de A,

1. Quelles sont les coordon-
nées du point M, mobile sur

la parabole @, en fonction de x ?
2. Déterminer AM? en fonction de x.

3. On considere la fonction f définie sur R par :

f(x}:x4—§x2—x+£

2 16 °
a. Determiner f” (x).
b. Montrer que f'(x)=(x—1)(4x? +4x+1).
c. En déduire le signe de f* (x) puis le tableau de varia-
tionde f.
4. Répondre au probléme posé.

Les courbes ¢, et ¢ _ ci-dessous sont les représentations
graphiques des fonctions f et ¢ définies sur R par :
fR)=x+2xetgx)=x>+2.

Ay

1. Déterminer graphiquement la position relative des

deux courbes.

2. On considére la fonction h définie sur R par :
hx)=x -2+ 2x-2.

a. Calculer 4’ (x).

b. Déterminer le signede i’ (x) et en déduire les varia-

tions de h.

c. Calculer h (1) et en déduire le signe de h.

3. A l'aide de I'étude de la fonction #, retrouver les

résultats de la question 1.




@ Soit g la fonction déﬁ?ie surR par:

3.3

glx)=-%+43 e

4
On note ‘(ﬁg la courbe représentative de g dans un
repére orthonormé.
1. Déterminer la fonction g'.
2. 0n note h la fonction définie pour tout réel x par
h(x) = -x> = 3x* - 3x + 1. Déterminer la fonction /' et
dresser le tableau de variation de /.
3. En déduire le tableau de variation de la fonction g.
4. En quel(s) point(s) ‘Gg admet-elle une tangente
horizontale ?
5. Existe-t-il un point de ‘83 oulatangente est paralléle
a la droite d'équation y=-5x+37

6m

Le rectangle DEFG admet la droite (CO) pour axe de
symétrie. On note x la mesure de la longueur AG.

Dans le repére (A ; E,T) la courbe €, est la courbe
représentative de la fonction f définie sur [0 ; 6] par

la relation :
_ 1 23
flx)=- e + ERE
On note 4 (x) I'aire du rectangle DEFG en fonction de x.
1. Le point G appartenant au segment [AO], quelles
sont les valeurs possibles pour la variable x exprimeée
en métre ?

2. Démontrer que pourx € [0; 3],

SAx) = —;-.\"3 __g__\,z +9x.
3. Déterminer le tableau de variation de la fonction

Asur[0; 3].
En déduire la valeur de x pour laquelle l'aire du rec-
tangle DEF G est maximale.

Dans le triangle rectangle ABC, on a AB = 8 unités et
BC =6 unités.

R se déplace sur le segment [B(C] et engendre un rec-
tangle MNRB conformément a la figure ci-dessous.

A

B R C

1. Quelle position doit occuper R pour obtenir un rec-
tangle d’aire maximale ?

2. Méme question pour obtenir un rectangle de péri-
meétre maximal.

52
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(qCM ]

Donner la seule réponse correcte parmiles trois propo-
sées. Soit fla fonction définie et dérivable surl'intervalle
(-3 ;4] par f(x) = x> = 3x* - 9x + 3.

On notef” la fonction dérivée de f'sur [-3 ; 4].

On donne le tableau de variation de la fonction f'sur
[-3;4]

x -3 -1 3 4

8 =17
f
=24 -24

1. L'expression de f* (x) est :

@)f (x)=x*-6x-9

©f W=3""-6x-6

2. Sur l'intervalle [ 3 ; 4], la fonction /" est :

(a) positive (b)négative
@ de signe non constant

3. Lecalcul de f'(—2) donne:

@25 ®-1 ©1
4. L'équation f(x) = 0 admet sur l'intervalle [- 3 ; 4] :
(2 )aucune solution (b) une unique solution
(c)deux solutions

\_1 ) =32 -6x-9

Je suis une fonction définie sur R parf(x) =2 -ax2+ b,
ou a et b sont deux nombres réels.

Sur l'intervalle [0 ; +2o[, mon minimum est égal a 5
atteint pourx=2.

* Qui suis-je ?

La puissance P (en watt) fournie par un générateur est

donnée par la formule :

J T 5
(RG E: Ru)

bornes du générateur, R et R, les résistances (en ohm)

du générateur et du circuit.

OndonneU=10V,R;=05QetR .+ R,=xQavecx>0.
1. Montrer que P est une fonction de la variable x avec

P = 1002=23,
X

ou U est la tension (en volt) aux

2. En utilisant le logiciel Xcas, on trouve I'expression
factorisée de la dérivée de P.

[tfderive (100 (x-0.5)/x"2)
Attention © utilisation de multiplication implicite pour (100)(x-0.5)
100 200*x-05)

e

X X

0/x*2~-200% {x~-0.5) fx*3)

100%(x-1.0)
—_—

factor (10

(S =

X

=

Déterminer le signe de P'(x) et dresser le tableau de
variation de P.

3. Retrouver le résultat du calcul de la dérivée P'.

4. Quelle est la valeur de x pour laquelle la puissance
est maximale ? Quelle est alors cette puissance ?

W



@ Somme minimale
Quelle somme minimale peut-on obtenir en additionnant un nombre strictement positif et son inverse 7

1. Choisir quatre nombres strictement
positifs. Pour chacun d'eux, faire la somme
de ce nombre et de son inverse. Quelle
est la valeur minimale obtenue 7 Cela
répond-il a la problématique ?

2. Si x désigne un nombre strictement
positif, expliquer pourquoi le probléme
consiste a chercher le minimum de la

fonction définiesur R* par f(x)= x+ %

3. Conjecturer cette valeur a l'aide de la
calculatrice.

@ Volume d'eau

On dépose une bille sphérique de rayon 9 cm dans un récipient cylindrique indéformable de
diametre 18 cm que I'on remplit d’eau jusqu'a ce que le niveau d'eau soit tangent a la bille.

On retire la bille sans emporter d'eau ni en rajouter, eton cherche a savoir s'il est possible de plonger
une autre bille de rayon différent telle que le niveau de I'eau soit de nouveau tangent a la bille.

1. Calculer le volume d’eau, le volume
de la bille de rayon 9 cm et le volume du
cylindre jusqu'a la hauteur d'eau.

2. On note rle rayon de la nouvelle bille
(si elle existe).

Quel est le volume de la nouvelle bille en
fonction de r 7

3. Montrer que le probléme revient a
obtenir un volume d'eau et de bille égal
auvolume total du cylindre jusqua lanou-
velle hauteur d'eau.

4. Montrer que la question précédente
revient a trouver les solutions de I'équa-
tion 4° — 486r + 1458 = 0.

i 8 Conjecturer la solution a
I'aide de la calculatrice.

v
Questions Moderato

1. Montrer que le probléme revienta cher-
cherle minimum de la fonction définie sur
R* par f(x) =x+%.
2. Calculer la dérivée de fpuis étudier son
signe.

3. En déduire les variations de f.

4. Conclure.

v

Questions Moderato

1. Montrer que le probléme revienta trou-
ver le nombre de solutions sur [0 ; 9] de
I'équation 473 - 486r +1458=0.

2. Montrer que:

(r=9)(4r?+36r-162) =41° - 4861 +1458.
3. Conclure.

v

Questions Allegro

1. Montrer quele probléme revient a cher-
cher le minimum de la fonction définie sur
1

R* par f(x)= X+
2. Conclure.

3. Généraliser le résultat en trouvant, pour
tout n de N, le minimum de la fonction
F(x) s %

v

Questions Allegro

1. Montrer que le probléme revient a obte-

nir les solutions de I'équation :
4r* - 486r + 1458 = 0.

2. On considére la fonction définie sur

[0;9] par f(x) = 41" — 486r + 1458 .

Calculer la fonction dérivée de la fonction f

puis en déduire le tableau de variation de f.

3. En déduire le nombre de solutions de

I'équation f(x) = 0 sur [0; 9].

4. Conclure.




J . No problem!
o Taking initiative

1. Use your calculator to sketch the graph of function
fdefined for any real number by f(x) = x> - 6x% + 1
and comment on the variations.

2. Prove the conjectures.

e A pyramid

A pyramid with square base-
side length x, and height 4 is
shown on the right. Find the
value of x so that the volume
of the pyramid is 1000 cm* and
its surface area is minimum.

o The salt cellar

Chapter 5 Global differentiate

e Smartphone

The area of a smartphone screen is equal to 45 cm?.
The borders of that phone on the left and right hand
sides of the screen are 0.5 cm long. The borders of
that phone atthe top and at the bottom of the screen
are 1.5 cm long.

$1.5cm

0.5cm

* Knowing that we want the total area of that phone
to be as small as possible, what are the screen
dimensions?

Asalt cellar is in the shape of a cylinder with a hemisphere attached to one end. Its total volume is to be 120 cm?,
1. Express the formula for the height / of the cylinder of the salt cellar in terms of the radius R of the base.
2.Compute, interms of R, the total surface of the salt cellar, which consists in the disc at the bottom, the hemisphere

at the top, and the lateral surface of the cylinder.

3. Find the best possible value of R for which the surface is minimal.

em Matching and talking

Try to associate each graph in the first row with the graph of the corresponding derivative on the second row.
Explain your choices to your classmate.

Y




e Ressources du chapitre
disponibles ici :

www.lycee.hachette-

education.com/barbazo/ire "

Fonction
exponentielle

Leonhard Euler est un mathé-
maticien et physicien suisse du
xvii€ siecle. |l travaille dans des
domaines aussi variés que la méca-
nique, la dynamique des fluides,
l'optique etl’astronomie, mais c'est
en mathématiques qu'il est consi-
déré comme l'un des plus grands
génies. Il a travaillé en particulier
sur lanotion de fonction et le calcul
infinitésimal, et on lui doit de nom-
breuses notations qui ont toujours
cours aujourd’hui.

B Croitre a une vitesse folle

uler utilise une notation pour définir un nouveau
nombre. Cette notation s'appelle le développement
d‘un nombre en fractions continues. Il écriten 1737 :

e=2+

1+
T

1+

14+
44 1
i 1
1+ 1
6+ 1
1++
12 1

8+ —1
1+...

La premiére apparition de la lettre « e » pour désigner ce nombre date de 1728.
Déterminer une valeur approchée du nombre e a l'aide du développement ci-dessus.



o Calculs de puissances

Ecrire les nombres suivants sous la forme d'une
puissance de 2.

A=2x2}

a1

)= 26

e Equations et inéquations

Résoudre dans R les équations et inéquations
suivantes.

1.2x-3=4x+7
3.3x+7 <2x-5

e Suite géométrique

1. (v,) est la suite de premier terme 2 et telle que,
pour tout entier naturel n non nul, v, s'obtient en
diminuantv, de 70 %.

Expliquer pourquoi (v,) est une suite géomeétrique
et en donner la raison.

2.x2-6=3x+2
4.2¢%-3x+5=0

2. Soit (u,) la suite définie pour tout entier naturel n

Démontrer que la suite (1) est geometrique et
donner son premier terme et sa raison.

o Termes d’une suite géométrique

On consideére la suite géométrique (u,) de premier
terme u; =5 et de raison -3.

* Calculer u;, u, et u,,.

9 Taux de variation

Un véhicule décrit un mouvement rectiligne. Il

démarre a l'instant r = 0. La distance parcourue
par ce véhicule, exprimée en meétre, depuis son
démarrage en fonction du temps 7, exprimé en
seconde, est donnée par d(r) = £ + 5t.

1. Calculer le taux de variation de lafonction d

entre les instants 10 et 10 + & (avec i = 0).

2. Déterminer la vitesse instantanée de ce véhicule
aprés 10s.

DIAPORAMA
“ DE GAMMES
SUPPLEMENTAIRES

e Fonction dérivée

Dans chaque cas, déterminer la fonction dérivée
de la fonction définie sur I'intervalle { par
I'expression proposée.

1.f(x) = 23 -4x+1eti=R.

2.¢00)=(Bx-2QJx et 1=10;+o0[.

1
3.hix)= t7=R.
¥ 2x% +3 ¢

4.i(x)= 2215 ot7=]1-3; 4o,
x+3

5.7()=V3x et1=10; +ocf.

o Tableau de signes

Donner le tableau de signes des expressions
suivantes sur R.

AX)=-3x+6

B(x)=(-3x - 2)(x - 5)

C(x)=-5(x*- 4x - 5)

0 Equation de tangente

[est lafonction définie sur R par:
fl)=-x*-3x+1.

Dans unrepere, ‘€ est la courbe représentative de f.

= Déterminer I'équation de la tangente a € au

point d'abscisse 2.

0 Utilisation d’un tableur

Un capital de 3 000 euros est placé a un taux
d'intérét de 4,5 % par an. On donne I'évolution de
ce capital dans la feuille de calcul ci-dessous.

A | B

ler janvier 2010 3000

1 er janvier 2011 3135

ler janvier 2012 3276,075
1erjanvier 2013  3423,49838
1erjanvier 2014  3577,5558
1 er janvier 2015  3738,54581
1 erjanvier 2016 3906,78037
1erjanvier 2017  4082,58549
1erjanvier 2018 4266,30184

= Quelle formule a-t-on saisie en B2 puis recopiée
vers le bas pour compléter cette feuille ?
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(situation@) Datation au carbone 14

Objectif Le carbone 14 est un isotope du carbone ('*C) présent en infime proportion dans la nature
mais de maniére constante.

Quand un étre vivant (animal ou végétal) meurt, les atomes de carbone 14 qu'il contient se

désintégrent de telle sorte que le nombre de désintégrations par unité de temps (appelée

aussi vitesse de désintégration) est proportionnel a la quantité d'atomes encore présents.

On note A le coefficient de proportionnalité.

Le graphique ci-dessous représente cette désintégration au cours du temps.

v
1004
90
804
704
60
504
40+
304
204
10 1

* Nombre d'atomes dans le corps analysé

C=(20;7792)

D = (40;60,71)

A =(100; 28,71)
B=(120;22,37)

L
7

: T T T T T T
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Temps écoulé (en siécle)

(‘D a. Vérifier sur les deux intervalles de temps [20 ; 40] et [100 ; 120] que la propriété énoncée
précédemment est bien vérifiée.

b. On appelle demi-vie du carbone 14 le temps nécessaire a la désintégration de la moitié de ses
atomes. Estimer a I'aide de la courbe représentative cette demi-vie.

(2) a. Soit N(1) le nombre d'atomes de carbone 14 présents dans un corps a I'instant ¢ et 4 une durée
donnée.

Exprimer en fonction de r et de /1 le nombre de désintégrations entre les instants 7 et (1 + /).

b. La vitesse de désintégration du carbone 14 a l'instant ¢ est donnée par la limite du taux de variation
delafonction N lorsque la durée h tend vers 0 :

im Nombre de désintégrations entre ret ¢t + i
h—0 h

En déduire une expression de la vitesse de désintégration en fonction de 1.

c. Déterminer, d'aprés|'énoncé, une relation entre la vitesse de désintégration et le nombre d'atomes.
Cette relation est appelée « équation différentielle » caractéristique de la fonction N.

@ Soit fune fonction dérivable sur [® telle que, pour tout réel x, f'(x) = f(x).
Montrer que, s'il existe un réel A tel que pour tout réel r, N(r) = f(—AL1), alors la fonction N est solution
de l'équation différentielle précédente.




Situation@G]

Situation(8

Objectif

Chapitre 6 « Fonction exponentielle -

Rechercher la fonction « idéale »

On suppose qu'il existe une fonction f dérivable sur [ telle que, pour tout réel x, f'(x) = f(x)
etf(0)=1.

Dans cette situation, on va approcher point par point la courbe représentative d'une telle
fonction f. On utilise ici une méthode appelée méthode d'Euler.

* On choisit un intervalle [a ; b] sur lequel on veut approcher la courbe représentative de f.
b—a

¢ On partage l'intervalle [a; bl ennintervalles [a; a + K] ; [a + h;a + 2h)], etc., avec h=
n

* Pour tout réel x de I'intervalle [a ; b], on utilise 'approximation suivante :
- flx+h)—flx
g a6
h
Remarque : Plus n sera grand et donc h petit, meilleure sera cette approximation.

a. Montrer que, par laméthode d’Euler, pour tout réel x de [a ; b], f(x + h) = f(x) < (1 + h).

b. On se propose, a l'aide d'un tableur, d’approcher la courbe représentative de la fonction fsur
l'intervalle [0 ; 3] avech=0,1.

A B (= D E F G H
* Sixl

[ 1

a1 11 fix

0.2 L2

03 133 =

04 1801 7
05 161061
06 177156
07 1%a8m
10 08 2,14359
11 03 235795
12 1 2503
13 11 288312 *
14 12 313843 : ‘...,r-“"""’
18] 13 34522 ot

16 14 37975 a as 1

17 15 417755

(-3 REEE ST S W

Quelle formule saisie en B3 et recopiée vers le bas permet d'obtenir le tableau des valeurs
approximatives 7

c. Affiner cette approche sur l'intervalle [-2 ; 2] avec f(0) = 1 et h = 0,05.

a.En utilisant la courbe obtenue ci-dessus, conjecturer le signe et les variations de la fonction f.

b. Soient « et b deux réels appartenant a l'intervalle [-2 ; 2] et tels que & + b appartienne également a
[-2; 2], conjecturer une relation entre fla + b), f(a) et f(b).

Comparer avec une croissance géoméetrique

On sait que exp(0) = 1. On se propose donc de comparer la représentation graphique de
cette fonction avec celles des suites géométriques de premier terme u,= 1.

Représenter graphiquement la fonction exponentielle sur 'intervalle [0 ; 10].

Créer un curseur « e » variant entre 0 et 3, d'incrément 0,01 puis, a l'aide d'un tableur, générer les
10 premiers termes de la suite (u,) de premier terme 1, = 1 et de raison e.

Créer la liste de points correspondante puis faire varier le curseur e. Que constate-t-on ?

En déduire que, pour tout entier n, exp(n) peut aussi s'écrire e”, e étant un nombre réel dont on
estimera la valeur.




Connaitre le cours

1. Définition et propriétés algébriques
* 1. La fonction exponentielle

Propriété et définition

Il existe une fonction f et une seule définie et dérivable sur R telle que:
pour tout réel x, f'(x) = f(x) et f(0) = 1.
Cette fonction est appelée fonction exponentielle et notée exp : x — exp(x).

p. 182

Remarque

L'existence de cette fonction est admise. Son unicité est démontrée p. 182.

*2. Propriétés algébriques

)E% Théoreme (relation fonctionnelle)
p.

Pour tous réels x et y, on a exp(x + y) = exp(x) x exp(y).

Remarque
Cette formule permet de transformer une somme en produit et réciproquement.

| Proprieté

en ligne
Pour tous réels x et y,on a: exp(x)
* exp(-x) X exp(x) = 1 *explr—y)'S exp(y)

’ 3. Lien avec les suites géométriques

Propriété

Soit a un réel et (¢, ) la suite de terme général exp(na) ol n est un entier naturel.

¢ La suite (,) est une suite géométrique de premier terme u, = 1 et de raison exp(a).
* Pour tout entier 1 et tout réel a, exp(na) = (exp(a))”.

p. 183

* 4. Notation e*

Définition et notation

Le nombre exp(1) est noté e.
Une valeur approchée de ce nombre au milliéme est 2,718.

Remarque

D'aprés la propriété précédente avec a = 1, pour tout entier n, exp(n) = (exp(1))" = e".

Notation

Par extension de la propriété précédente a I'ensemble des réels, on note :
pour tout réel x, exp(x) = e'.




Chapitre 6 « Fonction exponentielle

Utiliser la dérivée de la fonction exponentielle

Pour chacune des fonctions suivantes définies sur R, déterminer I'expression de sa fonction dérivée.
Qr0=5ep0)+x @ gw=0Gx-1exp)

W Solution commentée

@) r'w=5exp) +1 ) g0 =3 exp() + (3x- 1) exp(x) = (3x +2) exp(x)

1p. 192
Exercice résolu B Transformer une expression

On donne les ordres de grandeur suivant : exp(2) = 7, exp(3) = 20 et exp(4) =
« En déduire les ordres de grandeur de exp(5), exp(-3) et exp(1).

v Solution commentée

exp(5) = exp(z +3)= exp(Z} xexp(3)=7x20=140
exp(-3) = 1 s ~—— = 0,05

exp(3)
EXP('I} — E)(p(4 -3)= 2))((';%‘;; gg 2,75

EXERC!CE 5 p. 192

B Utiliser les propriétés algébriques de la fonction exponentielle

Utiliser les propriétés algébriques de la fonction exponentielle pour simplifier les expressions suivantes.
exp(x—1)

A =exp(x + 3) x exp(x - 1) B = (exp(x))? x exp(32) = =6 D)

v Solution commentée

A=explx+ 1) xexplx-T1)=expl+ 1+x-1)=exp(2x)

B= (ex;::(.a:}}2 x exp(3x) = exp(2x) x exp(3x) = exp(2x + 3x) = exp(5x)

= % = expl(x=1) - (x+ 2)] = explx—- 1-x-2) = exp(-1)=

Identifier une suite géométrique

Soit (i1,) la suite définie pour tout entier naturel n par u, = 10 x e*".
© calculeru,,
e Montrer que (1) est une suite géométrique dont on précisera le premier terme et la raison.

€) on rappelle que * = 20.
Justifier que la suite (u,) est croissante puis déterminer mentalement a partir de quel rang on a u, > 10°.

1
exp(1)
7p. 192

v Solution commentée

0 Pour tout entiern = 0, u, = 10 x e @ Pour tout entier naturel n,on a:
doncuo—-‘i{}xe =10. unmiox(ea‘}”:](}xz{}".
u, > 0ete’>1,donclasuite (u,) est strictement
) soit n un entier naturel. croissante.
Onau,,,=10xe3"*V=10xe*3 De plus,
= 10XE3X83"293XHH. %20 %20 %20 %20 £
La suite (u,) est donc une suite géométrique de 10 —200 —4 000 —80 000 —1 600 000 > 10

Donc u, dépasse le million dés le rang n=4.
BT 14 p. 192

74

premier terme u, =10 et de raison ¢ = e’.



Connaitre le cours

2. Etude de la fonction exponentielle
, 1. Signe et variation

Propriété

en ligne
Pour tout réel x,e* > 0.
La fonction exponentielle est strictement positive.

b DEMO Propriété

en ligne

La fonction exponentielle est dérivable sur R et exp’(x) = exp(x).
La fonction exponentielle est strictement croissante sur [R.

Propriété
en ligne

Pour tous réelsa et b,ona:
s e'=g? 5q0=ph se’seloas=h

* 2. Propriétés algébriques

Propriétés
*e’=1ete'=e. )
* Pourtousréelsxety, ona:e'xe =1;e"" =e*xe';e" = e_y_

* Pour tout entier naturel n, e™ = (e*)". €

, 3. Fonctions définies par f(t) =e* et g(t) =e™

Vocabulaire

De facon générale, les fonctions définies sur R par les expressions f(r) = e ou g (1) = e, ol k est un
réel strictement positif, sont appelées fonctions exponentielles.

Propriété (admise)
Soient k un réel, et fet g les fonctions définies sur R par (1) = e et g(r) = e ™.
Pour tout réel 7, £ (1) = k X f (1) = ke et g = -k x glt) = —ke ™,

Propriéte
Soit k un réel strictement positif.

* La fonction fdéfinie et dérivable sur R par * Lafonction g définie et dérivable sur R par
f(1) = e" est strictement croissante sur [R. 2(f) =e™ est strictement décroissante sur R.
Ky
HRR74N |
_r“a—‘l—r—|—) s >
! X X

e



Chapitre 6 « Fonction exponentielle

D Etudier une fonction avec une exponentielle

Soit f'la fonction définie sur R par f(x) = e* - x.
» Dresser son tableau de variation.

v Solution commentée

Pour tout réel x, f'(x) = e - 1. On étudie le signe % % 0 o
de la dérivée f".

. flx)
fl>0e-1>0e>1ee>eex>0

- +
On obtient le tableau de variation ci-contre. flx) 1/'

MEETEEA 16 p. 193

B Résoudre une équation ou une inéquation

Résoudre les équations et inéquations suivantes.

oe2t+l=1 eeix—1=ex+2 922”1$1

v Solution commentée

et z1oe =l +1=0care’=e’sa=b

RS

831‘—‘:3“2@3):—1=x+2<:>2x:3<:::>_ng sz{ézi}
B ertsioe selontistare’se’oash

= _%_ L'ensemble des solutions est: § = }—mi*%}-

EXERCICE RrulviEE]

B Etudier une fonction de la forme f(t) = e

Un condensateur de capacité C est branché aux bornes d'un conducteur ohmique de résistance R.
La tension aux bornes du condensateur en fonction du temps en seconde, est donnée par l'expression
u (1)=Ex er ,ou E représente la tension d’alimentation, exprimée en volt, et T une constante telle que
T=RC.(Ren ohm (Q) et C en farad (F)).
Ondonne E=2V,R=10kQ et C= 1000 pF.
o Montrer que la tension aux bornes du condensateur est une fonction décroissante.
e A l'aide de la calculatrice, représenter graphiquement la tension aux bornes du condensateur sur
I'intervalle [0; 15] et déterminer le temps nécessaire pour que la tension du condensateur devienne
inférieure a la moitié de la tension d‘alimentation.

W Solution commentée

— - 3 6 — 10! 3 3 6 _ ‘B [EXE]:Montrer coordonnées
© =rxcC 101071000 10°° = 10" 10*x 10 10 = 10 §_JEIKiMonure
Doncu (f)=Exe® = 2xel0 =2e%" RN _ _
Onau' ()=2x(-0,1) e %"= -2e%'" < 0, donc la tension est
décroissante. ™
| | | | | 3 | L] ) | | R
) Au bout d'environ 7 s, la tension devient inférieure a 1V, soit la Of TITTTTLTYTTeeeer

X=0.0931471808 @ Y=1

2wy 30 p. 194

614

moitié de la tension d’alimentation.




Démonstrations et raisonnements

Comprendre une démonstration assrofondissement

On présente la démonstration de la propriété suivante. La lire attentivement puis répondre aux
questions posées.

Il existe une unique fonction f dérivable sur R telle que f'=fet f(0) = 1.

s Démonstration

On admet qu‘il existe une fonction f dérivable sur R telle que f'=fet f(0) = 1.
On veut démontrer que la fonction f est unique.
* On démontre d'abord que f'ne s’annule pas sur R.
Soit la fonction h définie sur R par h(x) =f (x) x f(=x).
Pour tout réel x,ona:
h') =f"0) X fl=x) + () X (+f (=x)) = f (3 (=x) = fQ)f (=)

=fOfl—x) - f)f(=x) =0
La fonction h a pour dérivée la fonction nulle, elle est donc constante sur (.
Par ailleurs, 4(0) = f(0) x f(0) = 1, dong, pour tout réel x, ona:

h(x) = fl) x fl=x)= 1.

Ainsi, quel que soit le réel x, f(x) # 0.

* On démontre ensuite que fest unique.

Soit g une fonction également définie et dérivable sur [ telle que g’ = get g(0) =1.
On note H la fonction définie et dérivable sur R d'expression :

Alors, pour tout réel x,

g () ) - g) f(x) _ g) S0~ f)el) _ o
(f ()7 (f()

La fonction H a pour dérivée la fonction nulle, elle est donc constante sur .

H(x)=

Par ailleurs, H(0) = %—% =1, donc, pour tout réel x, H(x) = 1.

Conclusion

Quel que soit le réel x, 8) =1, donc g(x) = f(x). La fonction fest donc unique.

J(x)

S'il existait une valeur de x pour laquelle f(x) = 0, qu’en serait-il de h(x) ?
Quelle assertion démontrée justifie alors que f ne peut pas s'annuler ?

Comment justifie-t-on que la fonction H est définie sur R ?

Comment |'unicité de la fonction fest-elle démontrée ?
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Rédiger une démonstration

On souhaite démontrer la propriété suivante.
Pour tous réels x et y, on a exp(x + y) = exp(x) x exp(y).

En utilisant les indications suivantes, rédiger la démonstration de la propriété (relation fonctionnelle).
exp(x +y)

exp(Y)
* Montrer que la fonction g est définie et dérivable sur R puis déterminer I'expression de sa dérivée g'.
Que peut-on en déduire pour la fonction g ?
© Déterminer g(0) puis conclure.

 Considérer un réel y et poser g(x)=

On souhaite démontrer la propriété suivante.

Pour tout entier n et tout réel a, " = (e?)".

En utilisant les indications suivantes, rédiger la démonstration de la propriéte.
* Poser u, =e"’,

* Exprimer u, , , enfonction de u, et en déduire la nature de la suite (u,).

¢ Déterminer le premier terme u et la raison ¢ de cette suite.

¢ En déduire une expression de u, en fonction de u, et g et conclure.

Utiliserdifférents raisonnements

On veut démontrer la propriété mathématique suivante

y Raisonnement par I'absurde
notée P:

Pour démontrer qu'une proposi-
tion P est vraie, on suppose que
la proposition P (proposition
contraire de P) est vraie et on

Soit @ un réel. En utilisant I'égalité a =2 x <, exprimer e en oIt .qu.eFEe conduit a une
i 2 contradiction.

fonction de e2 .

Pour tout réel x, e* = 0.
On veut utiliser un raisonnement par I'absurde.
Ecrire la propriété contraire de P.

Montrer qu'il existe une contradiction entre les résultats des
questions 1 et 2.
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6 VIDEOS
DE COURS

Définition

La fonction exponentielle notée exp vérifie :

®exp(0)=1;
® pour tout réel x, exp (x) = exp(x).

Proprietés algebriques

Signe et variation

Pour tout réel x, e* = 0.

se'=eba=b

b
b

cel=e’asbh

sz’ =a=h

184

Notation
de la fonction exp et nombre e

cexp:R—>R
xr—>et

® e=exp(l) e=2718

Exponentielle
et suite géométrique
Soit a un réel.

La suite de terme général (e") est une suite géo-
métrique de premier terme 1 et de raison e“.

Fonctions f: t —> ek’

et g : t = e™avec k strictement positif

° f(6) = kel




sesCONNAaissances

Effectuer les exercices @ a () et vérifier les réponses.
Sinécessaire, réviser les points de cours en texte ou en vidéo.

o 1. Déterminer I'expression de la dérivée de la
fonction f définie sur R par :

fl)=3explx) - +1.
2. Déterminer I'expression de la dérivée de la fonction
g définie sur R par:

glx)=—=%

exp(x)

e Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer
I'expression de sa dérivée sur R.

J&)=-2(x + 1)e*

1
X =
&) e +1

9 Alaide des propriétés algébriques de la fonction
exponentielle, simplifier les expressions suivantes.
A=e’xe?xel

_ex(Ee)

@ Simplifier les expressions suivantes.
A=e? " Zx e’

Définition de la fonction 60'0\
exponentielle

9 Onconsideére la suite de terme général u,, = exp(4n).
* Démontrer que (u,) est une suite géométrique dont
on donnera le premier terme et la raison.

@ Rresoudre les équations suivantes.
1 Elt+1 — -I

2 e—3x +4 _ e—_t+2

€ Résoudre les inéquations suivantes.
let 1=

2 E—Z.r—1 = EJH- 2

3.e %=1

4 E3.t+2 = e—x+4

6 Soit fla fonction définie sur R par :
f)=(x-2)e".

1. Calculer la dérivée de la fonctionf.

2. Dresser son tableau de variation.

e On considére la fonction f définie sur R par
fly=e”.

1. Donner le sens de variation de la fonction f.

2.En utilisant la calculatrice, déterminer, a0,01 prés,
la valeur de ¢ pour laquelle f(r) = 5.

@ On considere la fonction f définie sur R par
£y =370,

1. Etudier le sens de variation de la fonction f.

2. Dresser son tableau de variation.

© CORRIGES T
DES EXERCICES 3"

/—6-0-6—) Propriétés algébriques

Fonction

exponentielle

: Fonctions e@_e_/
fit>eetg:trse™

W Signe et variation




Algorithmique
et programmation en Python

1 Construction de I'exponentielle par la méthode d’Euler

On rappelle que la courbe de la fonction exponentielle peut étre approchée point par point
sur un intervalle donné en utilisant I'approximation suivante : e**" = e*x (1 + h). On suppose
h positif, ici.

On se propose, a 'aide de cette méthode, d'approcher I'image d'un réel a positif quelconque
par la fonction exponentielle, avec un pas de progression /1 donné.

Quel est le réel dont I'image par la fonction exponentielle est connue sans ambiguité 7 Quelle est
cetteimage ?

ldef Exp(a,h):
2 X=

3 y=

4 while x<a:
5 X=X+h
6 y:

7 return y

Dans la fonction en Python définie ci-dessus, y désigne I'image de x par la fonction exponentielle.
Recopier et compléter ce script afin que cette fonction renvoie une valeur approchée de l'image de a
par la fonction exponentielle pour un pas de progression /i donné.

Utiliser cette fonction pour déterminer une valeur approchée des réels e, e? et e* avec différentes
valeurs de h.

Comparer la valeur approchée donnée par |'algorithme et celle donnée par la calculatrice selon le pas
de progression h choisi.

Ecrire le script d'une nouvelle fonction qui renvoie une valeur approchée de I'image par la fonction
exponentielle d'un réel  négatif, pour un pas de progression i donné.

Premiére approximation de e par la méthode de Bernoulli

Au milieu du xwi® siecle, Jacques Bernoulli, mathématicien suisse, travaille sur une suite qui
converge vers le nombre e.

n
Cette suite est définie, pour tout entier naturel n = 1, par u, = (1 +%) ;

Soitn un entier naturel supérieur ou égal a 1.
Ecrire en Python, le script de la fonction 1 d'argument » qui renvoie pour une valeur de 2 donnée,
une valeur approchée du terme u,,

On consideére la fonction precision dont le script est donné ci-dessous.

4from math import e
S5def precision(p):

6 n=1

7 while abs(u(n)-e)>1e**(-p):
8 n=n+1

9 return n,u(n)

a. Recopier la fonction a la suite de la fonction u.
b. Tester la fonction avec p = 2 puis interpréter le résultat obtenu.
c. Justifier I'utilisation de la fonction abs.

d. A partir de quelle valeur de i obtient-on une valeur approchée de e 3 102 prés 7 3 1072 prés ?
2107 pres?
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3 Deuxiéme approximation de e par la série de Taylor

Objectif

Calculer une valeur

Le mathématicien Brook Taylor a établi une formule qui a permis au mathématicien Euler au
xvii® siecle, de calculer une valeur approchée du nombre e.
La formule est la suivante :

L 1.1 1 1 . T :
L e cette somme se poursuivant a l'infini.

On se propose de programmer un algorithme permettant d'approcher d‘aussi prés que I'on

veut le nombre e a partir de ce développement illimité.

Données:11=1, 21=1x2=2, 3!=1x2x3=6
Plus généralement, on appelle factorielle de n et 'on note n! lenombre 1 x2x3 X ... xn.
Par convention, on prendra 0! = 1.

Ecrire en Python, une fonction factorielle d’argument 7 qui, pour un entier n donné, renvoie le
nombre n!

On trouve dans la bibliothéque math une fonction appelée « factorial ». Importer cette fonction et
vérifier qu'elle renvoie également la factorielle d'un entier n donné.

Saisir et compléter la fonction e ci-dessous pour gu'elle renvoie une valeur approchée de e par la
formule d'Euler, pour un entier n donné en argument.

8def e(n):

9 e=1

10 for k in range(...,...):
11 e=.h.+1fs. .

12 return

Faire varier la valeur de I'entier 1 et noter les approximations de e correspondantes.

En s'inspirant éventuellement du TP 2, écrire une fonction precision, d'argument p entier naturel,
quidonne, par la formule d’Euler, le premier entier naturel n permettant d'obtenir une valeur
approchée de e avec une précision de 1077 et cette valeur approchée de e,

Datation au carbone 14

On note N(1) le nombre d’atomes de carbone 14 présents dans un échantillon de matiére
organique, t années aprés la mort de l'organisme.

Depuis les années 1950, les chercheurs ontréussi a modéliser la fonction N par l'expression :
N(r) = N(0) x e 000012341 41y N(0) est le nombre d’atomes de carbone 14 a l'instant 1= 0.

Sil'on note P(r) la proportion d'atomes de carbone 14 restant dans I'échantillon 7 années apreés la
mort de I'organisme, montrer que P(r) = e 000012447

Ecrire en Python, une fonction donnant la demi-vie du carbone 14, c'est-a-dire le temps nécessaire a
la destruction de 50 % des atomes de carbone 14 dans un corps.

On analyse un fragment d'os et on constate qu'il a perdu 30 % de sa teneur en carbone.
En modifiant l'algorithme précédent, estimer son age.

Boite a outils MEMENTO PYTHON : VOIR RABATS
® Pour importer le nombre réel e * Pour importer la fonction factorielle
from math import e from math import factorial



Outils numériques

_5 Evolution démographique : le modéle malthusien

Objectif
" it

188

En 1944, 29 rennes ont été introduits sur |'ile de St Matthew en mer de Béring.
En I'absence de prédateur, et en présence de ressources alimentaires abondantes, la
population a explosé, atteignant prés de 6 000 individus a la fin de I'été 1963.

Année 144 1948 1952 1956 1960 1963
Nombre 29 88 268 812 2464 5670
de rennes

On s'intéresse au modeéle de croissance de cette population.

On se propose d'utiliser un logiciel de géométrie pour construire le nuage de points représentant
cette évolution de population puis le comparer a différents modeles (affine, deqgré 2, degré 3).

a.0n pose ¢ =0 pour I'année 1944. En utilisant le tableur du logiciel, construire le nuage de points de
coordonnées (r ; N(¢)) permettant de représenter I'évolution de la population de rennes entre 1944
et 1963.

b. Déterminer |'expression de la fonction affine ftelle que f(0) =29 et f{4) = 88. Tracer sa
représentation graphique dans le méme repére.
Le modéle affine N(t) = N(0) x (ar + b) parait-il approprié pour modéliser cette évolution de
population ?
c. On souhaite a présent comparer le nuage de points a un modéle de degré 2.
Montrer que si l'on pose g(f) = g(0) x (at + b)*, alors b= 1,
Créer un curseur a variant sur un intervalle judicieusement choisi et construire la représentation
graphique de la fonction g. Le modéle du second degré N(r) = N(0) x (ar + b)? parait-il approprié 7
d. Reprendre la question précédente pour un modéle de degré 3, c'est-a-dire d'expression:

N(1) = N(0) x (at + b)>.
Thomas Robert Malthus (1766-1834), économiste britannique, publia en 1798 un essai sur le principe
d’évolution de la population. Il y suppose que « I'accroissement d'une population est directement
proportionnel a son effectif ». Ainsi, si & est le taux annuel de natalité d'une population et b son taux
annuel de mortalité, selon Malthus, I'évolution de cette population est modélisée par une fonction N
telle que N'(r) = aN(r) — bN(1).
Soit lafonction d'expression N(7) = N(0) e“, otk =a - b.
Vérifier que cette fonction satisfait bien & 'équation précédente.
Créer un curseur k compris entre 0 et 1 puis représenter la fonction N.
Le modéle de Malthus parait-il approprié 7 Si oui, pour quelle valeur de k ?

Fonctions définies par une propriété fonctionnelle
Approfondissement
Soit f une fonction définie sur R vérifiant, pour tous réels x et y, f(x + y) = f(x) + f(»).

Montrer que f(0) = 0. Qu'en déduit-on pour le point O (0; 0) concernant la courbe représentative dela
fonction f?

Soient h et a deux réels donnés. On voudrait construire point par point la courbe représentative d'une
fonction ftelle que f(0) = 0, f(h) = a et, pour tous réels x et y, flx + y) = fx) + f(y).

a. Créer deux curseurs /i et a et ouvrir une feuille de tableur. La colonne A contiendra des valeurs de x
et la colonne B leurs images par la fonction f.

Quelles sont les premiéres valeurs a saisir dans les cellules A1 et B1 7

b. Déterminer les formules a saisir en A2 et B2 puis a recopier vers le bas pour obtenir 20 nouveaux
réels et leursimages.

c. Créer la liste de points correspondant a cette table de valeurs et observer le nuage obtenu.

Faire varier les curseurs h et a. Que peut-on penser de la fonction f7
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7 Evolution de population : le modéle scientifique de Verhulst

Objectif
Utiliser un r o
pour

Boite a outi

LOGICIEL DE GEOMETRIE

Le modéle malthusien (voir le TP5) est remis en cause vers 1840 par Pierre-Francois Verhulst,
mathématicien belge, qui propose un modéle, dit logistique, prenant en compte la limitation
de la population.

Le principe est le suivant : « L'accroissement d'une population n'est proportionnel a cette popu-
lation que pour les petites valeurs de celle-ci. Lorsqu‘elle croit, des facteurs naturels limitants
apparaissent qui font qu’il existe une population maximale M. » Verhulst postule alors que
« l'accroissement de la population x est proportionnel a la quantité x(M — x) ».

Afin de tester ce modeéle, on étudie |'évolution d‘une population de vers (ténébrion meunier)
dans une boite contenant au départ 200 g de farine et 500 vers.

Nb de jours 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Nb de vers

¢ 5 749 11,22 16,81 25,18 37,72 565 B464 126,78 18992 2845
(en centaine)

Sur le logiciel, construire le nuage de points représentant I'évolution de cette population de vers.

On s'intéresse a I'évolution du nombre de vers sur une trés longue période. Le milieu étant limité (en
volume et en éléments nutritifs), on décide de modéliser |'évolution de |a population de vers par la
fonction g définie par: -

N
8() 1+65e 4

ol 7 est exprimé en jour et g(r) en centaine de vers.
Vérifier & I'aide du logiciel que ce modéle convient pour les dix premiers jours.

Etendre la représentation de la fonction g a lintervalle [0 ; 15] puis [0 ; 30].
Le principe de Verhulst semble-t-il vérifié ? Expliquer.

Logiciel de géomeétrie » Pour construire un nuage de points a partir du
tableur : sélectionner les valeurs a afficher puis cli-
Affichage Op : i e : :
B Algenie quer droit. Choisir Créer et Liste de points.
» Pour utiliser le tableur ; ¥ Tableur =
[3
4
o -]
e : e AzEs
® Créer un curseur avec et compléterla i o
. 8 1
boite de dialogue. 3o |B
10 08B 7 Efacer les objets
LListe SmE Créer ¥
Liste de points 7
M r ot
Ligne briste Enregistrer dans Tableur
Tabdeaw Calculs 3 Propriglss




| Calcul mental )

Simplifier de téte les écritures suivantes.
1. exp(3) x exp(-2)
2. (exp(=2))*

3, &p(5)
exp(3)

Déterminer mentalement les fonctions dérivées

sur R des fonctions suivantes.

1.1(x) =3 exp(x) — %xz

_ exp(x)
2.g(x) = —a
3. h(x) = xexp(x)

Résoudre les équations suivantes.

o Donner la valeur exacte des nombres suivants.

1.e%x e?

4
2. & x &~

e
3.exe”
4.ex(2e-e™)

5.Je8

6. =
Ve
o Comparer, sans calculatrice, les réels donnés dans
chaque cas.
1.e?ete,
2.e% et e?'.
3.eete™.

1.e'=0 4.0 %2t el
2.e'=1
3.e(-x) =1 Q Déterminer mentalement le sens de variation sur
4.e(-x)=0 IR des fonctions suivantes.
1.flx) =
2. g(x) =—-2e*
3 h(x)=—-e =1
N DIAPORAMA
CALCUL MENTAL
EN PLUS

'\

[2.omatismes )

(7 Rocu)

Pour chaque question, donner la seule réponse
correcte.

1. On considére la fonction f définie sur R par
flx)=¢e".

L'équation de la tangente a sa courbe au point
d'abscisse 0 est :

©y=x

@_\r:x+1 @y:-x+1

2. L'expression —2e" est :

(a) strictement négative sur R ;

(b) strictement négative sur ] ; 0[ ;
@ strictement positive sur ]-=; 0[.

2x
3. L'expression —;—r— s'écrit aussi :
o
@  ®%  OF

Pour chacune des suites ci-dessous dont on donne
le terme général, montrer qu'il s'agit d’une suite
géométrique dont on précisera le premier terme

et la raison.
T.u,=e" 2.u,=-2e"
3.u,= g 4ou, = 5e¥

-

Sur le graphique ci-dessous, identifier les courbes
de chacune des fonctions suivantes.

1.fix—e'

2. g:xr>e =3

3. h:xr—e™

4, p:x—>-2e'

Déterminer le signe des expressions suivantes
pour tout x réel.
1LAK =-x*xe
2.B(x)=-3-e™
. e
L CE=3% T

Déterminer la dérivée de la fonction fdéfinie pour

toutréel x par f(1) = -4e7>.

o
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| Préparation d'un oral )

‘\
Préparer une trace écrite o Linverse du nombre e™* ! est égal a 1_1_1 :
permettant de présenter ) _3 ; &
a l'oral une argumentation o L'opposé dunombre e~ este”.
indiquant si les propositions , 3w g G B 2
cliivantes sonk vislas ou o La] suite de terme général e™" est une suite géomeétrique de raison
fFausses. et
o La fonction définie pour tout réel x par f(x) = e te ot paire.
. 2 /
~ Travail en groupe
\\
Constituer des groupes de 4 éléves qui auront chacun un des rdles suivants.
Résoudre tous ensemble |a situation donnée. Remettre une trace écrite de cette résolution.
- v M
/ | pegacieur s | Ambasadeur | Malire
snsab\; snchel ° porte-parole ~‘ & fhereeasa, t.&mpg
esponsabie L. P, LE
d Tc:h.l ?\?Veau sonore du groupe, ) * 'esponsap|e
du groupe -responsablede seul autorisé & e lavancement
| la trace écrite rédigée communiquer Utravail dy,
» distribue la parote par tous les membres avecle professeur . groupe
pour que chacun du groupe et, eventuellement, * Veille 3y respect
gexprime d‘autres groupes U temps impary;
1. Chercher la définition de la distance d'un point M a une droite (d).
2. Soit M un point quelconque de la courbe représentative de la fonction
exponentielle.
Déterminer I'abscisse du point M telle que la distance entre M et la droite
d’équation y = x soit minimale.
\ % J
il o
~
Aprés avoir effectué Quelques curiosités avec les nombres e, 7 et @.
les recherches indiquées, On connait des valeurs approchées de ces trois nombres :
préparer une présentation e=2,7182818;n=3,141 593 6;¢~ 1,618 033 98 (p estle nombred‘or).
orale, un poster 1. Chercher la définition du nombre d'or @.
ou un diaporama.
P 2. Calculer (e®)* - 1000 ¢.
(t+1)
3. Calculer (r-g) -
a1
4. Calculer (*n:4 +7 )6.
5. Trouver d'autres formules historiques qui relient ces trois nombres.
N, 9

A4



' Définition de la fonction exponentielle

o Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer 'ex-

pression de sa fonction dérivée surle domaine indiqué.
1.f(x) =3 exp(x) - 2x+ 1 suerz R.

2. g(x) = (2x2 + 1)exp(x) sur D,=R.

2+ exp(x)

3. h(x)= WG

sur D, = R\{-3}.

Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer I'ex-
pression de sa fonction dérivée sur .
1.f&x)=xe"+3x-1

2.g(x) = (x* + 2x = 1)

3.h = —&
e’ +x
On considére la fonction f définie pour tout réel x de
son ensemble de définition par f(x)= ‘_2 7
E' —

Dire si chacune des propositions suivantes est vraie ou
fausse en justifiant la réponse.

1. fest définie sur]-=o; 1[ U 11 ; +oo[.

2. fest dérivable sur chacun des intervalles constituant
son ensemble de définition :

W= —2.
T

3. fest strictement croissante sur ]2 ; 0[ et sur ]0; +2[.

| Propriétés algébriques

On donne I'ordre de grandeur suivant :
exp(1) =2,7.
Donner l'ordre de grandeur de exp(2) et de 3exp(1) + 2.

On donne les ordres de grandeur suivants :
exp(5) = 140
et exp(-3)= 0,05.
En déduire les ordres de grandeur des réels exp(2),
exp(8), exp(-2) et exp(10).

On donne les ordres de grandeur suivants :
exp(4) = 50
et exp(6) = 400.
En déduire les ordres de grandeur de exp(2), exp(10),
exp(-2), exp(8) et exp(12).

Calculer

Utiliser les propriétés algébriques de la fonction expo-
nentielle pour simplifier les expressions suivantes.

A =exp(2x - 3) X exp(4 - x)

B=(exp(x—-1))? xexp(x +2)
3exp(x)
exp(1-2x)

1524

+ O'ENTRAINEMENT SUR

kwyk

voir rabats

o Simplifier I'écriture de chacun des nombres suivants,

ou x désigne un nombre réel.

A=e¥FxgH B= (e_‘]"')
«F T
3-2x x5

£

Simplifier I'écriture de chacun des nombres suivants,
ol x désigne un nombre réel,

05 -t ez'l_s
A= (E} Xe B= -EZT
3x 2x-1
o _ &% . exe !
C= 6 D= —x—2
(e-‘) X e 2e

Démontrer que, pour tout réel x,on a:
X

e e
T+e™  e'+1

Demontrer que, pour tout réel x,on a:
" " X —
—.1_e—21 _ € = 1
22

Pour chacune des suites ci-dessous dont on donne le
terme général, montrer qu'il s'agit d'une suite géomé-
trique dont on précisera le premier terme et la raison.
1.u, = exp(-n)

2.u,=exp(-n +2) xexp(3n-2)

_ep(d
Aty = exp(3n+1)

Pour chacune des suites ci-dessous dont on donne le
terme général, montrer qu’il s'agit d'une suite géométri-
que donton précisera le premier terme et la raison.
1.u, = exp(-2n)

2. u,=exp(3n) x exp(5n)

_ exp(-n+2)xexp(5n—4)
3. H" = exp(” E 3 2)
Ry < exp(2) x exp(—n +5)

"= exp(7) x exp(6n)

On considére la suite (u,) définie pour n = 0 par :
2_n
w, =e 3
1. Calculer ses premiers termes de 1, a u; puis conjec-
turer son sens de variation.
2. Montrer que la suite (,) est une suite géométrique

dont on déterminera la raison.

3.Laconjecture précédente est-elle validée ? Justifier.
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lSigne et variation

Dans chacun des cas suivants, étudier le sens de
variation de la fonction.

1.fdéfinie sur R par f(x) = -5,

2. g définie sur R par g(x) = (—x + 1),

Déterminer la fonction dérivée et étudier le sens de
variation de chacune des fonctions suivantes sur
l'intervalle I indiqué.

1.f)=x+e"sur/=R.

2.g(x)= & surl=]0; 4.
X
3. h(x) =xe* sur I =R.

0 fest la fonction définie sur R par:

fly=x-1-¢€"
1. Déterminer I'expression de la fonction f*, dérivée
de fsur R.
2. Montrer que fadmet un maximum dont on précisera
la valeur.
3. On areprésenté ci-dessous les fonctions g et h défi-
nies sur R par g(x) = e* et h(x) =x- 1.

i 4

! T T T I T L)
0|/ 5
Conjecturer la position relative des courbes représen-
tant les fonctions g et /.

Justifier cette conjecture a l'aide du résultat obtenu a
la question 2.

Soit f'la fonction définie sur [ par :

f)=x-e.
1.0n note /" la dérivée de f.
Calculer j'(x).
2. Etudier les variations de la fonction f.
3. a. En utilisant un graphique, expliquer pourquoi on
peut conjecturer que I'équation f(x) = 0 admet une
solution unique o sur [0 ; 1] et donner une approxi-
mation de o au centiéme prés.
b. On considere |'algorithme suivant donné en langage
naturel.

a«0
F < a—-exp(-2a)
TantqueF <0
a<«a+0,01
F <« a-exp(-2a)
Afficher a

Quelle est la valeur affichée par cet algorithme a la fin
de son exécution ? Expliquer.

15)

20)

2
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Raisonner, communiquer
On a représenté ci-dessous les fonctions fet g d'expres-

sions respectives f(x) = e2* et glx) = e *>,
[ Ay
] ] \
A {Jlr
0,24
T 17T T T T T T T T T
[ 0fg2 A I

1. Résoudre graphiquement l'équation :
eZl‘ - e—3.1‘ +5

2. Pour résoudre algébriguement cette equation ,
Myriam a écrit les etapes suivantes.
g/z.z/— 3 = &—3p+ﬁ'
L3 f
T — cats
S+ f
e

= &Zb—s—(—jp‘!'ﬂ =’;’
.' S o e
P e/fp—g =f

<:>5-r/—3=0

:

(Z)ﬁy=3<=>x/=

“ o

Compléter la justification amorcée aux lignes 2 et 6
et comparer la solution obtenue par Myriam et celle
obtenue a la question 1.

3. Le professeur dit a Myriam : « Tu aurais pu résoudre
plus facilement les équations en utilisant une équiva-
lence du cours. »

En suivant l'indication du professeur, résoudre I'équa-
tion de Myriam d’une autre maniére qu’elle.

4. Résoudre graphiquement les équations suivantes.
a. e4.\'+l — el -2x

b. e—S.r o e.l'+ 3

5. Résoudre algébriquement ces équations.

En utilisant les propriétés de la fonction exponentielle,
résoudre les équations suivantes.

lie¥=1 2.e¥=0

3.0 =] 4, '-1=0

Enutilisant les propriétés de la fonction exponentielle,
résoudre les équations suivantes.
1 EJ‘_\'+'|: 3x+2 2v+ 4

e 2.e'=¢
3 e—4.1'+1: T+ 1

e 4. e—.l‘—] _ell'+4:0



@ En utilisant les propriétés de la fonction exponentielle,

résoudre les inéquations suivantes.
l.e* =1 - S
3. =0 4.e7'-1=0

En utilisant les propriétés de la fonction exponentielle,
résoudre les inéquations suivantes.

1.e"= eZ'f+'| 2: e—3.r—2 <™

3. e—21'—3 < elr+4 4. e—3.r—l_e.r+5 =0

Démontrer que, pour toutréel x, ona:
—2x

V5 S , -
e 1_ a5 5] iy
e’ +1 T+e ™

Calculer

Calculer les fonctions dérivées des fonctions suivantes.

1.fdéfinie sur R par f(x) = (2x + 1)e".

2. g définie sur R par g(x) = (-3x - 1)e".
3. h définie sur [R par h(x) = xe*.

4. p définie sur R par p(x) = (—%x + 1) e'.

Calculer les fonctions dérivées des fonctions suivantes.

1. f définie sur R par f(x) = (x - 5)e™".
2. g définie sur R par g(x) = (4x + 2)e*".
3. h définie sur R par h(x) = (3x - % e,

h
4. p définie sur R par p(x) = (—%x + 4)&2' ;

Calculer
Calculer les fonctions dérivées des fonctions suivantes,
1.f définie sur]0 ; +o¢[ par f(x) = Jie -+,

2. g définie sur]1; +o[ par g (x) =v(x — e,
3. h définie sur R par h(x) = (x + x + 3)e**'.

4. p définie sur R par p(x) = (x* - 1)e".

Calculer les fonctions dérivées des fonctions suivantes.
e’

1. f définie, pour tout réel x non nul, par f(x) =

e.i’

2. g définie, pour tout réel x £ -1, par g(x) = =T

3. h définie sur R par h(x) = —

e +1
4. p définie sur R par p(x) = 3X+1 B L
e_
' Fonctions t —> e et t > e

Calculer les fonctions dérivées des fonctions suivantes.

1.fdéfinie surR parf(nN=e"+ 1.
2. g définie sur R par g (1) = e%*3.
3. h définie sur R par h(f) =e™**,

1
4. p définie sur R par p (1) = e2',

@

@

+ O'ENTRAINEMENT SUR

kwyk

voir rabats

Calculer les fonctions dérivées des fonctions suivantes.
1. fdéfinie sur R par f(x) = (2x + 4)e™.

2. g définie sur R par g (x) = (3x - 2)e %",
3. h définie sur R par h (x) = (3x - % e,

1,
4. p définie sur R par p (x) = (-5x + 4)e3’ =

Raisonner

On injecte 4 mg d’'un médicament dans le sang d'un

patient, a l'instant r = 0. On note Q(7) la quantité en

mg de médicament présente dans le sang du patient

a l'instant ¢ exprimé en heure.

La vitesse d'élimination du médicament étant propor-

tionnelle a la quantité présente dans le sang, on admet

que la fonction Q vérifie la relation :
(E):Q'(1)=-0,248 Q1.

1. Montrer que la fonction Q(r) = 4e 2% vérifie la rela-

tion (E) ainsi que la condition initiale Q(0) = 4.

2. Calculer la quantité de médicament présente dans

le sang au bout de deux heures.

3. Montrer que la quantité de médicament décroit au

cours du temps.

4. A l'aide de la calculatrice, tracer la courbe représen-

tative de la fonction Q.

5.0n considére que le médicament est éliminé quand

sa quantité dans le sang est inférieure a 0,01 mqg.

Al'aide de la calculatrice, déterminer au bout de com-

bien de temps (arrondi au dixiéme d’heure) ce médi-

cament est éliminé.

6. Ecrire une fonction en Python qui permet de retrou-

ver le résultat de la question 5.

Lorsqu’'un parachutiste effectue un saut, sa
vitesse de chute V(1), exprimée enm s
est une fonction du temps ¢, exprimé en
secondgs}. V(r) est la norme du vecteur
vitesse V. N
La résistance de l'air est un vecteur noté R
tel que R = —k’u_f: ou k est un réel stricte- T4
ment positif.

On admet que la vitesse V() est donnée par

_k
la relation V(1) = Ce m' 4 % oukestla

=

=i

constante de résistance de l'air (enkg-s™'),

m est la masse du parachutiste (en kg),

g =10 m-s? et C est une constante
(enm-s™) dépendant des conditions initiales.
1. Exprimer V(#) en fonction det et de C pour un para-
chutiste dont la masse est 80 kg et tel que k=25 kg-s™.
2. Déterminer la constante C sachant que la vitesse
initiale du parachutiste était nulle.

3. Dresser le tableau de variation de la fonction V.

4. Tracer la courbe représentative de la fonction V a
la calculatrice.




réel x par flx) =e‘etgx)=1-¢e
On a tracé dans un repére orthonormé, les courbes Cﬂf
et ‘ﬁg représentatives des fonctions fet g.

Ces courbes semblent admettre deux tangentes com-
munes dont on admettra l'existence.

On note D l'une de ces deux tangentes communes.
Cette droite est tangente a la courbe ‘Gf au point A
d'abscisse a et tangente a la courbe ‘68 au point B
d'abscisse b.

1. Exprimer en fonction de « le coefficient directeur de
la tangente a la courbe ‘Gfau point A,

2. Exprimer en fonction de b le coefficient directeur de
la tangente a la courbe ‘83 au point B.

3. En déduire que b = —a.

Offre et demande

Cet exercice a pour objectif d'étudier le prixd'équilibre

entre |'offre et la demande d'un objet donné dans un

contexte de concurrence parfaite.

Partie A : Etude de la fonction Demande

On estime que le prix unitaire qu'acceptent de payer les

consommateurs en fonction de la quantité x disponible

sur le marché est modélisé par la fonction d définie sur
S _ 50

[0; +[ par d(x)= T T

Ce prix unitaire est exprimé en euro et la quantité x

en million d’objets.

On note d'la fonction dérivée de d.

1. Calculer d'(x).

2. En déduire les variations de d sur [0 ; +=[.

Partie B : Etude de la fonction Offre

Les producteurs acceptent de fabriquer une quantité

x exprimee en million d'objets si le prix unitaire de

I'objet atteint une valeur minimale.

On suppose que ce prix minimal (qui dépend de la

quantité x) est modélisé par la fonction f définie sur

[0 ; +[ par f(x) = 3e%°%",

1. Déterminer les variations de f'sur [0 ; +¢[.

2. 5ur la calculatrice, représenter graphiquement les

fonctions fetd de la partie A.

Partie C : Recherche du prix d'équilibre

Dans un marché a concurrence parfaite, la « loi de I'offre

et de lademande» tend a dégager un prix d'équilibre

P, pbour lequel I'offre des producteurs est égale a la

demande des consommateurs. On appelle g, la quan-

tité associée a p,,.

Al'aide de la calculatrice, déterminer une valeur appro-

chée, d'une part du prix d'équilibre p,, et d"autre part

de la quantité g, correspondante, a 1072 pres.

Chapitre 6 « Fonction exponentielle

@ On considere les fonctions fet g définies pour tout @ Représenter

On étudie la charge d’'un condensateur et, pour cela, on
dispose du circuit électrique ci-dessous composé de :
- une source de tension continue Ede 10V (volt) ;

» un conducteur ohmique de résistance R = 10° Q
(ohm);

- un condensateur de capacité C de 107 F (farad).

Sile condensateur est totalement décharge a l'instant
initial r = 0, la tension aux bornes du condensateur est
donnée en fonction dutemps 1 exprimé en s (seconde)
par l'expression : .

ult)= E— Ee RC,
On appelle T'le temps de charge en seconde pour que
u(r) soit égal a 95 % de E.
|. Représenter graphiquement la tension aux bomes
du condensateur sur l'intervalle [0 ; 2].
2. Déterminer graphiquement le temps de charge T.

@ PYTHON

On considére la suite définie pour tout entier naturel
par u, =e ",

1. Montrer que u, = f(n) avec une fonction f a expliciter.
2. Quel est le sens de variation de la fonction f?

3. En déduire le sens de variation de la suite (u,).

4. On a écrit les termes de cette suite dans un tableur.

A B

il n Up

2| o
5} 1 0,13533528
4 2 0,01831564
S 3 0,00247875
6 4 0,00033546

a. Conjecturer la limite de la suite (u,).
b. On a écrit la fonction suivante en Python.

1 from math import exp
2 def seuil():

3 suite=1

4 n=0

5 while suite>18**-38:
6 n=n+1

7 suite=exp(-2*n)
8 return n

Expliquer ce que renvoie cette fonction.
. En utilisant Python, déterminer le plus petit entier
naturel n tel que (1,) < 107°.

A o34



@ Calculer

En utilisant les propriétés de la fonction exponentielle,
résoudre les équations suivantes.

l.e¥xe¥=1

2.(e*)°=0

3, eli’—1 Xe;‘_f+3: 1

4. NY2-1=0

En utilisant les propriétés de la fonction exponentielle,
résoudre les équations suivantes.

eE.r—1 e
Tatrrd T
2.et=e"tixe™
3 e—.l‘—1xe3.r+5 :e_‘_+.|

EZ
4e'xe* 1"tz

En utilisant les propriétés de la fonction exponentielle,
résoudre les inéquations suivantes.
X )

x—2

e e

1 e4.r =1 2 e3.1‘—6 <1

3, &5 Pk (F
(E‘. )3 e3.1 % E3

Pour chacune des suites ci-dessous dont on donne le
terme général, montrer qu'il s'agit d'une suite géomé-
trique dont on préciserale premier terme et la raison.

1l.u,=2e™
2.u,=-5e"*2
_ 3e
3. b, = @3ntl
Chercher, communiquer

On donne ci-dessous la courbe représentative ‘€ d'une
fonction fdéfinie et dérivable sur R.

La droite (AC) est tangente a ‘€ en A(0; 3).

‘¢ admet une tangente horizontale en B.

B

1. Déterminer graphiquement les valeurs respectives
de f(0),1(0) etf (1), ol f estladérivée delafonctionf.
2. On admet que f'est définie, pour tout x réel, par :
fx)=(ax+b)e' +c.
a. Démontrer que, pour tout x réel, ona:
fx)=(ax+ a+ b)e".
b. Justifier que les réels a, b et ¢ vérifient les égalités
suivantes.
b+c=3 at+b=1 2a+b=0
c. En déduire les valeursde a, b et c.

@

@ CALCULATRICE

®

On considére les équations suivantes.

elrz - E—3.r—'| (E1 }
2

et _ _ar+2
L et

e
EZI‘+1 Xe.l’—3 = el\’+3 (E3}
e?=e""(E4)

1. Conjecturer a la calculatrice le nombre de solutions
de chacune de ces équations et leurs valeurs appro-
chées lorsqu’elles existent.

2. Résoudre algébriquement ces équations.

Taux d'alcoolémie

On s‘intéresse dans cet exercice a I'évolution du taux
d'alcool dans le sang d'un individu aprés ingestion
d'une boisson alcoolisée. Ce taux est donnéen g-L™".
Une étude sur un jeune homme de 64 kg ayant ingéré
une dose de 33 g d'alcool a permis d'établir que le
taux d'alcool dans son sang, en fonction dutemps ren
heure, est donné par la fonction fdéfinie sur l'intervalle
[0,025; +=[ par:
&)= (2t-0,05)e”".

La représentation graphique de cette fonction dans un
repére orthonormé est fournie ci-dessous.

1. Avec la précision permise par le graphique, détermi-
ner combien de temps aprés l'ingestion le taux d'alcool
passe au-dessous du seuil de 0,25 g-L™".
2.Un taux d'alcool dans le sang inférieur 20,001 g+ L™
est considéré comme négligeable.
A partir de combien de temps le taux d‘alcool dans
le sang du jeune homme est-il négligeable ? On peut
utiliser une calculatrice.
3. 0Ondésigne par f'la fonction dérivée de la fonction f.
Démontrer que, pour tout réel x de l'intervalle
[0,025; +x=[, ona:

f(e) = (2,05 - 21)e”".
4. Etudier le signe de () sur l'intervalle [0,025 ; 432[ et
en déduire la valeur exacte puis une valeur approchée
au centieme du taux maximum d‘alcool dans le sang
de ce jeune homme.



Un publicitaire envisage la pose d'un panneau rec-
tangulaire sous une partie de rampe de skate-board.
Le profil de cette rampe est modélisé par la courbe
représentative de la fonction f'définie sur l'intervalle
[0;10] par:

F) = 4e0%,

On areprésenté ci-dessus, dans un repére orthonormé
d'origine O, la courbe ‘Gf modélisant la rampe de

skate-board et le rectangle ABCD représentant le

panneau publicitaire. Le point A est situé en Q origine
durepére, les points B et D appartiennent respecti-
vement a l'axe des abscisses et a |'axe des ordonnées,
le point C appartient a la courbe Céf.

1. Montrer que siAB =2 m, alors le panneau publici-
taire a une aire d'environ 3,6 m2.

2. Parmi tous les panneaux possibles répondant aux
contraintes de I'énoncé, déterminer, au cm pres, les
dimensions de celui qui posséde l'aire la plus grande
possible.

Soit fla fonction définie sur R par :

f(x} - 3xe—21'+ l.
1. Tracer la courbe représentative de |a fonction f.
2. Que peut-on conjecturer sur les valeurs de f(x)
lorsque x prend des valeurs de plus en plus grandes ?
3. Ecrire un algorithme qui détermine le plus petit entier
strictement positif n tel que f(n) < 107>,

On considére la fonction fdéfinie pour tout réel x par @

f(x) = (ax + b)e™ ol a et b sont deux réels.
On connait la courbe représentative de la fonction f
représentée ci-dessous.

Les points A et B appartiennent a la courbe repré-
sentative de f. B (0; 1) et A est le point de la courbe
de fen lequel la tangente est horizontale. On a, de

lus, x, = 4
plus, x, 5

» Déterminer les valeurs de a et b.

Chapitre 6 « Fonction exponentielle

@ CALCULATRICE

Soit f'la fonction définie sur R par:
Flx) = (2= 2,5x + 1)e".
Sa courbe représentative Cﬁf est donnée ci-dessous.
T T T T T T T T T T ]

Hae ||

1. On note f'la fonction dérivée de f.

a. Calculer f(x).

b. Etudier le signe de f(x) sur son domaine de définition.
c. Dresser e tableau de variation de la fonction f'sur R.
2. Latangente a %f au point A d'abscisse -1 recoupe

la courbe €, au point M.

Determiner a la calculatrice une valeur approchée de
'abscisse de M (expliquer la démarche).

3. Déterminer une équation de la tangente 7 ala
courbe {,,J au point B d'abscisse 0.

4. Compléter la fonction en Python ci-dessous afin
gu'elle permette d'approcher, au dixiéme pres, I'abs-
cisse du point Pintersection delatangente 7 etde %f.

1 from math import exp
2 def intersect():

3 x=0
- y=1
3 z=1
6 while y>=z:
7 2= G
8 y=-1.5%x+1
9 2 T
10 return ...

L och |

1. L"équation réduite de la tangente a la courbe
représentative de la fonction exponentielle au point
d'abscisse 1 est:

@y=¢*

bBy=ex

@y =x-e

2. La dérivée de la fonction f, définie pour tout réel x
par f(x) = xe™, a pour expression :

@f ) =e

B f ) =—

©Ff W =(1-xe™

3. L'expression (e* + e™)? est égale a:
(@)e*+e*+2

b)e*+e®

(0)2+2e*



@ Placement de capital

@ Chute d’une goutte d’eau

On s'intéresse a la chute d'une goutte d’eau qui se
détache d’un nuage sans vitesse initiale.

La vitesse de lagoutte durant sa chute peut étre modé-
lisée par la suite (v,) avec :

-k,
v, =9,81~’i’-(1-e . ],

ol:
- n désigne le temps écoulé en seconde depuis que la
goutte a quitté le nuage ;
» m désigne la masse de la goutteen mg;
« k est la constante de frottement de ['air.
Ondonnek=39etm=6mg.
1. Déterminer la vitesse de la goutte 10 s aprés sa chute.
2.0nnote (7,) lasuite donnant la variation de la vitesse
chaque seconde :

Tn = vn+1 4 vn'
Montrer que (T) est une suite géométrique décrois-
sante, puis déterminer a la calculatrice au bout de com-
bien de temps cette variation est négligeable (inférieure
40,001m-s™).

On veut représenter la fonction exponentielle dans
un repére orthonormé d'unité 1 cm.

On dispose d'une feuille de papier de 25 cm de large.
AT TR

i

i

« Déterminer la hauteur de la page afin de pouvoir voir
la représentation graphique de la fonction exponen-
tielle sur I'intervalle [0 ; 25].

@

On place, a l'instant 1 = 0, une somme d‘argent
C,=5000 € auntaux annuel de p %.

Le capital C(r) acquis a l'instant ¢ est donné par
C(r) = 5 000e”, ol  est exprimé en année,

1. Calculer le capital obtenu au bout de six mois a un
tauxde p =1,5 %. Arrondir au centime d’euro.

2. Calculer I'expression de la fonction dérivée de C et
en déduire son sens de variation.

3. On donne la courbe de la fonction C ci-dessous,
tracée surl'intervalle [0; 11].

4. Déterminer graphiquement au bout de combien de
temps le capital obtenu sera de 5 750 €.

La courbe représentative de la fonction C est-elle une
droite ? Justifier la réponse.

A
6000
55004+ /
5000-/
4500
4000 T — T >

0 2 4 6 8

5.Résoudre graphiquement I'inéquation C(r) = 5 250
et interpréter le résultat.

Evolution d'une population
On arelevé le nombre d’habitants d'un pays (exprimé
en million) entre les années 1949 et 2019.

Année 1949 1959 1969 1979
Nombre

d’habitants 350 394,62 444 94 501,67
en million

Année 1989 1999 2009 2019
Nombre

d’habitants 565,63 637,74 719,05 810,73
en million

On modélise I'évolution de cette population par une
fonction fde la forme:

i e

ol k et A sont deux réels.

1. En utilisant la valeur de la population en 1949, déter-
miner lavaleur de k.

2. Vérifier que A =0,032.

3. Tracer a la calculatrice la courbe représentative de
la fonction f.

4. Si I'évolution de la population continue avec ce
modéle, déterminer avec la calculatrice I'année a
partir de laquelle la population dépassera un milliard
d'habitants.



@ Calculer

Soientfet g les fonctions définies respectivement sur
Rparf() =¥ 2 et g(r) = —25
.

1. Représenter les deux fonctions dans un méme repére
et résoudre graphiquement l'inéquation g(x) = f(x)
2. En utilisant les propriétés de la fonction exponen-
tielle, résoudre algébriquement cette inéquation.

Frais de fonctionnement

Modéliser

Les frais de fonctionnement hors charges de personnel
d'une société ont évolué depuis 2010 selon le tableau
ci-dessous.

Année 2010 2012 2014 2016 2018
Frais en dizaine

de milliers d'euros 192

3,49 38 365 35

On cherche une fonction qui rende compte approxi-
mativement de cette évolution de facon a anticiper
sur les années a venir.

1. Montrer que la fonction f définie sur R par

fl)= (x—1)e3 +3 estacceptable avec x le rang de
I'année depuis 2010, soit x=0en2010,x=1en 2011, etc.
2. Etudier les variations de la fonction f et interpréter
le résultat obtenu.

3.Le gérant prétend qu'a ce rythme I'entreprise retrou-
vera bientot son niveau defrais de fonctionnement de
2010. Que peut-on en penser ?

4. Représenter la fonction fsur l'intervalie [0; 20]. Quel
phénoméne peut-on observer ? Peut-on le justifier ?
Comment cela se traduit-il pour les frais de fonction-
nement de l'entreprise ?

5. A la calculatrice, déterminer a partir de quelle année
les frais de fonctionnement repasseront sous la barre
des 32000 €.

1. Pour tout réel x, lenombre e*— e est égala:

2x
@ 1 E?/' e l— 1 @(1 _ e—Z.i}E.r
e

2. La fonction f est définie pour tout réel  par:
) = (2t + 4)e7.
La dérivée de la fonction f'a pour expression :

@S ) =—4e Qf = (-41 - 6)e™
(Of () = (-4t + 6)e

3. La courbe représentative de la fonction g définie
pour tout réel x par g (x) = xe* admet une tangente au
point d’abscisse 1 d'équation réduite :

(@y=2e"-e (b)y=2ex-e ©y=2-e
4. L'équation e =1 a pour ensemble de solutions :

@)s= {_%} ®)s= {%} ©s8= {0}
5.L'inéquation e2*** = 1 a pour ensemble de solutions :
@12; +] B®)12; +oof (©1=0;2]

3x+1

Q
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Chapitre 6 « Fonction exponentielle

EETITES Température d'une piéce
Modaéliser
On éteint le chauffage
dans une piece d’habi-
tation a 22 h. La tempé-
raturey est alors de 20° C.
Le but de ce probleme
est d’étudier I'évolution
de la température de
cettepiecede 22ha7h
le lendemain matin.
On suppose, pour la suite
du probléme, que latem-
pérature extérieure est
constante et égale a 11° C. On désigne par 1 le temps
écoulé depuis 22 h, exprimé en heure, et par f{r) la tem-
pérature de la piece exprimée en  C.
La température de la piece est donc modélisée par une
fonction f définie sur l'intervalle [0; 9].
1. Prévoir le sens de variation de la fonction f sur l'in-
tervalle [0; 9].
On admet désormais que la fonction f est définie sur
l'intervalle [0; 9] par:

f() =9e7%1% 4 11,
2. Donner une justification mathématique du sens de
variation trouvé a la question précédente.
3. Galculerf(9).En donner la valeur arrondie au dixiéme
puis interpréter ce résultat.
4. Représenter graphiquement la fonction fpuis déter-
miner, a l'aide de la calculatrice, I'heure a partir de
laguelle la température sera inférieure a 15° C.

On considére la courbe représentative de la fonction
exponentielle définie pour tout réel x par f(x)=e*. On
note cette courbe €G,.

Soit @ un réel. On considére le point A appartenant a
CGfd'absciss»s_- a.

On note J latangente a la courbe ‘€,en A, B linter-
section de J avec |'axe des abscisses et H le projeté
orthogonal de A sur I'axe des abscisses.

Ay

1. Montrer que l'équation réduite de 7 est :
y=¢&%+e(1-a).

2. Déterminer l'abscisse du point B.

3. Montrer que ladistance BH estindépendante de a.

Quelle est sa valeur ?

@



par:
fl)=x+1+e 03

On a représenté ci-dessous, sur la calculatrice :
« la courbe représentative %f de la fonctionf;
- la droite A d'équation y=1,5x.

Fal

1. Vérifier que pour tout réel x de l'intervalle [0 ; 5]
f’(x} == e—.l‘+0,5'

Résoudre dans l'intervalle [0 ; 5] I'inéquation f'(x) = 0.
En déduire le signe de f'(x) puis les variations de f sur
l'intervalle [0; 5].

2.0n note o 'abscisse du point d’intersection de Cﬂf
et de A.

a. Donner par lecture graphique un encadrement de
oca 0,5 pres.

b. Résoudre graphiquement l'inéquation f(x) < 1,5x.

3. Une entreprise fabrique des cartes a puces électro-
niques a l'aide d'une machine.

La fonction, définie plus haut, représente le colit d'uti-
lisation de la machine en fonction de la quantité x de
cartes produites, lorsque x est exprimé en centaine de
cartes et f(x) en centaine d’euros.

Déduire des questions précédentes le nombre de cartes
a produire pour avoir un colt minimal d’utilisation de
la machine.

4. Chaque carte fabriquée par la machine est vendue
1,50 €. La recette percue pour la vente de x centaine(s)
de cartes vaut donc 1,5x centaine d’euros.

Vérifier que le bénéfice obtenu, en centaine d'euros,
par la vente de x centaine(s) de cartes est donné par:
B(x)=0,5x-1-e™**0,

5. Montrer que la fonction B est strictement croissante

sur l'intervalle [0; 5].

6. Montrer que, sur l'intervalle [0 ; 5], 'équation :
Bx)=0

admet une solution unique, puis donner un

encadrement au centieme de cette solution.

En déduire quel doit étre le nombre minimal de cartes

commandées pour que I'entreprise puisse réaliser un

bénéfice,

@ On consideére la fonction f définie sur l'intervalle [0 ; 5] @

Soit g, A et fles fonctions définies sur [0 ; +oo[ par :
gixy=e"-xe' +1,

4x
Alx) =
e’ +1
etf(x) = —1—.
e'+1

Partie 1
1. Etudier les variations de la fonction g.

2. A l'aide de la calculatrice, déterminer une valeur
approchée au centiéme prés du réel o, solution de
I'équation g(x) = 0 puis dresser le tableau de signes
de la fonction g.

3. Montrer quee® = —1

Partie 2 %4

1. Démontrer que, pour tout réel x positif, A'(x) a le
méme signe que g(x).

2.Endéduire les variations de la fonction A sur [0 ; +29[.
Partie 3

e o

| 1 VE |
Déterminer 'équation de la tangente a la courbe de
la fonction fau point M d’abscisse o.

Un protocole de traitement d'une maladie comporte la
mise en place d'une perfusion de longue durée.

Grace a cette derniére, la concentration du médicament
dans le sang du patient (en micromole par litre) au fil
du temps (en heure) est modélisée par la suite (C,) de

terme général :
C,= i('I— e8 )
a
« d est le débit de |a perfusion en micromole par heure.
- a est la clairance en litre par heure.

1. La clairance d'un patient est de 7 L-h™' et on régle
le débit de la perfusion 3 84 mM-h™".

a. Déterminer la concentration du médicament dans
le sang au bout de 5 h.

b. Observer I'évolution de cette concentration sur une
durée de 48 h. Que peut-on observer ?
Cephénomeéne est appelé « phénoméne de plateau ».

Chez un autre patient, beaucoup plus agé, la dairance
est de 3 L-h™'. Comment régler le débit de la perfu-
sion pour obtenir un plateau efficace de 15mM-L" ?



Arche de Saint-Louis
Modéliser, raisonner

T — S e emy T r—— oo coagey

Partie A
La fonction cosinus hyperbolique, notée cosh, est
définie par : _
cosh(x) = %.

1. Déterminer la dérivée de cette fonction. On la notera
sinh.
2. Montrer que, pour tout réel x,on a:

cosh?(x) - sinh?(x) = 1.
3. Montrer que la fonction cosh est paire et que la
fonction sinh est impaire.

Partie B

En 1947, le Jefferson National Expension Memorial lanca
un grand concours d’architectes dont le but était la
construction d'un monument & Saint-Louis (Missouri,
USA) symbolisant la porte de l'ouest et représentatif du
xx® siecle. Sur les 172 projets présentés, c’est lagrande
arche présentée par Eero Saarinen qui fut sélectionnée.
La construction de |'arche s‘acheva en 1965. Elle fait
190 m de haut et autant de large a sa base.

1. On admet que I'équation de I'arche de Saint-Louis
dans le repere orthonormé d’origine le centre du
segment joignant les deux pieds de I'arche est de la
forme:

fx) = ax cosh(;—s) +b.

a. Vérifierque la courbe €a dmet pour axe de symétrie
I'axe des ordonnées.

b. Déterminer les valeurs approchées au centiéme
desréelsaet b.

5.

Un pilote de voltige aérienne veut tenter de passer
sous l'arche avec le Solar Impulse (avion expérimental
propulsé a I'énergie solaire de 63,40 m d’envergure).
On cherche a déterminer laltitude maximale a laquelle
il peut passer sous l'arche.

Proposer une simulation, sur unlogiciel de géométrie,
de cette situation puis une modélisation algébrique
permettant de retrouver a la calculatrice la solution
conjecturée sur le logiciel.

Chapitre 6 « Fonction exponentielle

@ pyrion. Cuisson de céramique

3

Dans une usine, un four cuit des céramiques a la tem-
pérature de 1 000°C. Sit6t les céramiques cuites, le
four est éteint et il faut attendre qu'il ait atteint une
température de 70° C pour sortir les céramiques du
four sans risque qu’elles ne se fissurent.

Si on note 7 le temps écoulé (en heure) depuis que le
four est éteint, alors sa température en degré celsius
peut étre modélisée par la fonction ' d'expression :

fl)=.des +b,
ol a et b sont deux réels.
1.0n admet que f(r) + %f(r} =4, Déterminer les valeurs
des réels a et b. _i
2. Pour la suite, on pose f(r) = 980e 5 +20.
Etudier les variations de lafonction f. Le résultat parait-il
cohérent ?
3. Lola a créé sous Python la fonction ci-dessous.

1 from math import exp
2 def solvexp(k,b):

3 t=0
4 y=exp(k*t)

5 while y>b:

© t=t+1

7 y=exp(k*t)
8 return t

a. Décrire le role de cette fonction.

b. Expliquer pourquoi cette fonction ne peut étre
utilisée que pourk <0et0<<bh < 1.

c. Saisir cette fonction sur un éditeur Python puis
l'utiliser pour déterminer au bout de combien de temps
le four pourra étre ouvert. Justifier la méthode.

On considére la fonction fdéfinie pour tout réel x par
J)=e'+ax+ be™, ol aetbsont deux réels.

1 /\y
N4

1. Lire graphiquement la valeur de f(0) et de f(0).
2. Calculer f'(x) pour tout réel x.
3. Déterminer les valeurs de a et de b.

@



L'épreuve écrite

@ Elimination d'un médicament

Chercher

Un groupe de chercheurs étudie |'élimination d'un
médicament dans le sang.

Pour cela, les chercheurs injectent ce médicament par
intraveineuse a un patient volontaire puis mesurent,
pendant 24 h, la concentration de médicament dans
le sang du patient (en gramme par litre).

Alinstant initial, c’est-a-dire sitot aprés l'injection, cette
concentration est de 1,2 gramme par litre (g-L™).
Puis, pour les 12 premiéres heures, la concentration
est modélisée par la courbe ci-dessous.

 Concentration (en g L)
1,24

LN

Temps (e1r?hj
Partie A : Lecture graphique
1.Quelle semble étre,en g-L™', la concentration du pro-
duit dans le sang du patient au bout de 2 h ? Répondre
par lecture graphique.
2. Pour que la personne ait le droit de conduire, il faut
que la concentration de médicament soit inférieure a
0,4 gramme par litre.
A partir de combien de temps aprés l'instant initial la
personne peut-elle prendre le volant ? Justifier graphi-
quement la réponse.
Partie B : Modélisation
On admet que I'on peut modéliser cette situation par
une fonction f.
Si t désigne le temps en heure, la concentration en
gramme par litre f(r) a I'instant 1 est donnée par :

1) = (0,51 + b)e ¥
pour tout t € [0; 24].

@

1. En utilisant la concentration dans le sang a l'instant
initial, vérifier que f () = (0,5¢ + 1,2)e 04,

2. Déterminer la concentration aubout de 5 h en utili-
sant ce modeéle (donner la valeur exacte et une valeur
arrondie au dixiéme).

3.0n appelle f' la fonction dérivée de f.

Calculer (7).

4, Etudier le sens de variation de f'sur [0 ; 24] et inter-
préter le résultat obtenu.

5 En utilisant ce modele, et a l'aide de la
calculatrice, déterminer a partir de combien d’heures
apreés l'instant initial la concentration devient inférieure
a 0,06 gramme par litre.

Partie C

On admet que la fonction dérivée de fdonne, en
valeur absolue, la vitesse d’élimination du médica-
ment parl‘erganisme. Les chercheurs ont démontré
gue cette vitesse d'élimination commence a décroitre
2 h 36 min apres l'injection. Justifier cette affirmation.

XD eviion Population en milieu clos
Modéliser, chercher, calculer

On étudie le comportement d'organismes vivants
placés dans une enceinte close dont le milieu nutritif
est renouvelé en permanence. On modélise cette
situation par une fonction f définie sur [0 ; +oo[ qui, a
chaque instant 1 (exprimé en heure), associe le nombre
d’individus, en millier, présents dans I'enceinte a cet
instant.

Onadmet quepour tout réel 1 positif, /(1) = 1200 — 1000e%%%,
1. Etudier les variations de la fonction fet dresser son
tableau de variation.

2.En utilisant la courbe représentative de la fonction f
tracée sur une calculatrice ou un logiciel, déterminer :
a. le nombre d'individus, en millier, présents dans|'en-
ceinte au bout de 40 h.

b. au bout de combien d'heures le nombre d'individus,
en millier, initialement présents dans I'enceinte, aura
été multiplié par 4.

3.0n appelle vitesse d'évolution du nombre d'individus
al'instant 7, exprimée en nombre d'individus en millier
par heure, le nombre f(r).

Déterminer une valeur arrondie 8 107" prés de la vitesse
d'évolution du nombre d'individus, en millier par heure,
al'instant 7 = 50 heures.

4. 0ndonne les fonctions suivantes écrites en langage
Python.

1from math import exp

2def f(t):
3 return 1200-1000*exp(-0.084*%t)
4

5def individus():
6 individus=[f(t) for t in range(156,161)]
7 return individus

Qu'affiche la fonction individus lorsqu’on I'écrit dans
la console ?



@ Cot unitaire et rentabilité

Calculer
Partie A
On consideére la fonction f définie sur [0,5 ; 8] par:
flx) = (-4x? + 5)e* 3,
On note C(-3‘fla courbe représentative de la fonction f
dans un repére.
On note f'la fonction dérivée de la fonction fsur l'in-
tervalle [0,5 ; 8].
1. Démontrer que, pour tout x réel de [0,5;8], ona:
fx)= {4x* - 8x-5)e™.
2. Etudierle signe de la fonction f'sur l'intervalle [0,5 ; 8]
et en déduire les variations de f.
3. On considére I'équation f(x) = 3.
Déterminer par le calcul son unique solution x, dans
l'intervalle [0,5 ; 8]. En donner une valeur approchée
21072 prés.
Partie B
Une entreprise produit de la peinture qu’elle vend
ensuite en totalité.
Le coit moyen unitaire de production peut étre modé-
lisé par la fonction f de la partie A : pour x hectolitres
de peinture fabriqués (avec x € [0,5 ; 8]), le nombre
flx) désigne le colit moyen unitaire de production par
hectolitre de peinture (co(t moyen de production pour
un hectolitre de peinture), exprimé en centaine d'euros
(on rappelle qu'un hectolitre est égal a 100 litres).
Dans la suite de I'exercice, on utilisera ce modeéle. On
pourra utiliser les résultats de la partie A.
1. Déterminer le colt moyen unitaire de production
en euro, arrondi a |'euro preés, pour une productionde
500 litres de peinture,
2. Combien de litres de peinture I'entreprise doit-elle
produire pour minimiser le coit moyen unitaire de pro-
duction ? Quel est alors ce colit, arrondi a I'euro prés ?
3. Le prix de vente d'un hectolitre de peinture est fixé
a 100 €. Al'aide dela question précédente, déterminer
sil'entreprise peut réaliser des bénéfices.
4. Le prix de vente d'un hectolitre de peinture est fixé
a 300 €.

On appelle seuil de rentabilité la quantité a partir de
laquelle la production est rentable, c'est-a-dire qu'elle
permet a I'entreprise de réaliser un bénéfice.

Quel est le seuil de rentabilité pour cette entreprise ?

Chapitre 6 « Fonction exponentielle

[ errson Puissance d'un son
Communiquer

Une note de musique est émise en pincant la corde
d'une guitare électrique.
La puissance du son émis, initialement de 100 watts,
diminue avec le temps f, mesuré en seconde.
On modélise la puissance du son émis, exprimée en
watt, r seconde(s) apres le pincement de la corde, par
la fonction f définie pour tout réel 1 = 0 par:

flt) = 1007012
1. Déterminer les variations de la fonction f sur l'inter-
valle [0 ; +=[ et dresser son tableau de variation.
2. Interpréter les variations de f dans le contexte de
l'exercice.
3. Quelle sera la puissance du son quatre secondes
aprés avoir pincé la corde ? Arrondir au dixiéme prés.
4. Ecrire une fonction en Python, nommeée f, qui renvoie
la valeur de lapuissance du son pour uninstant 7 donné.
5.0n considére la fonction seuil ci-dessous.

5def seuil():

6 t=0
7 puissance=160
8 while puissance>=80:
9 t=t+0.1
10 puissance=f(t)
11 return t

a. Que renvoie cette fonction seuil ?

b. En utilisant Python ou la calculatrice, déterminer la
plus petite valeur de ¢ (arrondie au dixiéme pres) telle
que la puissance du son soit inférieure a 80 watts.

@ VRAI OU FAUX

Dire si les propositions suivantes sont vraies ou fausses
et justifier la réponse.

1. La fonction f définie pour tout réel x par f(x) = —xe™
est décroissante sur R.

2. e™" est un nombre négatif.

3. Pour tout entier naturel n, la suite de terme général
(% e’ est géométrique.

4.3 >1.

@



@ Equations, inéquations et intersection
Soit fla fonction définie sur [R par f(x) = xe™.

1. Montrer que, pour toutx € R,
F)=e™(1-x).

2. En déduire que la fonction fadmet un

maximumen x = 1 etdéterminer la valeur

de ce maximum.

3.0n s'intéresse aux équations de la forme

flx) =m, pourm réel.

Résoudre cette équation pour m = 0.

4, EXETEETES En utilisant la calculatrice,

déterminer une valeur approchée des

solutions des équations suivantes.

a. flx)=-1
b.flx)=0,2
c.flx)=05

@ Culture bactérienne

v
Questions Moderato

1. Déterminer les variations de la fonction
fsurR etdresser son tableau de variation.
2. Tracer la courbe représentative de fdans
un repére orthonormé d'unité 2 cm.
3. Soit m un réel quelconque. L'équation
fix) = m admet-elle des solutions pour
tout réel m ? Justifier.
4. a. Montrer que:

f)=0ex=0.
b. En déduire que, si m < 0, I'équation
[flx) = m posséde au plus une solution.
5. Conclure sur le nombre de solutions
de I'équation f(x) = m en fonction des
valeurs de m.

v

Questions Allegro

1. Déterminer les variations de la fonction f
sur R et tracer sa courbe représentative ‘€

dans un repére orthonormé d’unité 2 cm.

2.0n considére la droite d d'équation y=x.
Déterminer le nombre de points d'in-
tersection entre d et ‘€ et en donner les
coordonnées exactes.

3. On considére un réel ¢ et la droite d,,
d'équation y = ax.

Montrer que sia < 0,6 etd, nontqu'un
seul point d'intersection donton précisera
les coordonnées exactes.

4. 0n suppose que a = 0.

a. Montrer que ‘€, et d, ont deux points
d'intersection.

b. B2 TCES En utilisant une calcula-
trice, déterminer une valeur approchée
descoordonnées des points d'intersection
entre 6, etd,,.

On consideére une culture bactérienne dans laquelle le nombre de bactéries (en million) se modélise par la fonction fdéfinie

pour toutréel r = 0 par f(r) = :

1.Quel est le nombre de bactéries a I'ins-
tantinitialr=07

2. Quel est le nombre de bactéries a l'ins-
tant¢ =3 ? Arrondir a 'unité preés.

3. Tracer la courbe repré-
sentative de la fonction fa l'aide de la
calculatrice.

Quelle conjecture peut-on faire quant &
I'évolution a long terme de cette culture
bactérienne 7

150
1o0e 2o

ol ¢ désigne le temps en heure.

v

Questions Moderato

1. Montrer que, pourtoutréel r = 0,ona:
8100e704
fie=

(1+90e061 )

2. En déduire le sens de variation de la
fonction fet dresser son tableau de varia-
tion sur [0 ; +o2[.

3. En utilisant une calcu-
latrice ou un tableur, déterminer une
valeur approchée du nombre d'heures et
de minutes qu'il faut pour que la popu-
lation bactérienne dépasse les 8 millions
d'individus.

v

Questions Allegro

1. Montrerque la fonction fest croissante
sur l'intervalle [0; +oo[.

2. Ecrire une fonction en Python, nom-
mée population, qui renvoie l'instant
(exprimé en heure) ol le nombre de bacté-
riesdépassera un certain nombre Ndonné
en argument de la fonction.
3.Lafonctionf" s'appelle la vitesse de déve-
loppement de la population bactérienne.
A l'aide d'une calculatrice, montrer que
la vitesse de développement de la popu-
lation bactérienne admet un maximum.
Quel est alors le nombre de bactéries a
cetinstant ?



J -~ No problem!
o Matching

Fourgraphs, A, B, C and D are shown below.
Match the graphs with each of the following equations.
T1.y=4e" 2. y=-4e"

A. B. YV

Chapter 6 Exponential function

e Lovely minks!

~y A breed of mink is introduced in a new habitat.
The number ok minks, M, after 1 years, is modelled
by M = 74 (1 = 0).

1. State the number of minks that were originally
introduced in the new habitat.

0 x 2. Predict the number of minks after 3 years in the
habitat.

3. Predict the number of complete years it would
take for this mink populatlon to exceed 10 000.

4, Sketchthe graph &

to show how the |

mink population

varies with time in

the new habitat.

1
1

1. Describe the graph above. Which functions are rep-
resented on this graph?
2. Using these functions and the graph, can you give
an approximate value to 1 d.p. of the solution of the
equation:

e +x-3=0?
3. Using your calculator, give an approximate value to
4 d.p. of this solution.

e Individual work Crosswords

1.In two words: the first one is similar to "combine"; | 1 | | | | |
the whole expression is often used in finance and
economics to describe the overall interest earned
oninvestment when the total interest earned during
each period is added back to the original capital.
2.1t can be used to describe the increase of the world’s |4
population.

3.Aline that approaches a curve as close as we want.
4. If you calculate this for exp (x), it is still equal to |6 | |
exp (x).

5. A number that indicates the number of times a | 8 |
term is used as a factor to multiply itself.

6. It will always be positive with the exponential
function.

7. A function that maps one number to a unique number.
8. For the exponential function, itis [0 ; +o[.

9. For the exponential function, itis [R.




Fin juin 1792, les astronomes
Delambre et Méchain sont char-
gés de mesurer lI'arc de méridien
de Dunkerque jusqu’a Barcelone.

lls n‘effectueront les mesures que
sur un arc suffisamment long de
ce quart de méridien pour que, par
proportionnalité, ils puissent alors
calculer la longueur du tout. Ces
mesures reposent sur des calculs
d‘angles et de longueurs dans un
triangle.

e Ressources du chapitre
disponibles ici :

www.lycee.hachette-

education.com/barbazo/ire "

Tout mesurer
et étre d’accord

écret du 26 mars 1791: sur les moyens d’établir

I'uniformité des poids et des mesures

L'Assemblée nationale, considérant que pour
parvenir a établir l'uniformité des poids et mesures, il
est nécessaire de fixer une unité de mesure naturelle et
invariable, et que le seul moyen d'étendre cette uniformité
aux nations étrangéres, et de les engager a convenir d'un
méme systéme de mesures est de choisir une unité qui,
dans sa détermination ne renferme rien d'arbitraire nide
particulier a la situation d'aucun peuple sur le globe [...]
décréte qu'elle adopte la grandeur du quart du méridien
terrestre pour base du nouveau systéme de mesures.

h

En 1789, il n'existe aucune mesure unifiée entre les pays ni méme a l'intérieur du pays.
L'étalonnage des poids et longueurs est alors fixé par le roi. Rechercher différentes mesures

utilisées alors.




o Egalités

On considére la droite graduée et les points
ci-dessous.

Indiquer pour chaque égalité si elle est vraie ou
fausse.

e Coordonnées de vecteurs

Dans une base orthonormeée, on considére les

vecteurs ﬁ(_zajeti?(;].

Donner les coordonnées des vecteurs suivants.
a.u+v b.u-v
c.3u+2v d.-2u-v

e Normes

Dans un repé_[_e_,orthono;mé du plan, on considére
les points A (-3;2),B(-2;2) et C(4;1).

1. Calculer les normes des vecteurs AB, AC et BC.
2. Le triangle ABC est-il rectangle ?

e Colinéarité

Dans une base orthonormée, on considére trois

vecteursu | 3 ,v( 3 etw| 3 |
2 -4

a. Les vecteurs i et v sont-ils colinéaires ?
b. Les vecteurs v et w sont-ils colinéaires ?

DIAPORAMA
DE GAMMES
SUPPLEMENTAIRES

6 Projeté orthogonal

On considére la figure suivante, ou H est le projeté
orthogonal de A sur [BC].

A

B 7 H 4 C

® Calculer AH et une mesure en degré puis en
radian de I'angle HAC.

e Points alignes

On considére trois points A, I et C tels que
IA+IC=0.

Indiquer pour chaque proposition si elle est vraie
ou fausse.

a.l, A et C sont alignés.

b. I est le milieu de [AC].

CIA+IC=0 d.IA=IC

o Opérations sur les vecteurs

On consideére la figure suivante, ou ABCD est un
parallélogramme, et M et N sont les points tels que
DN=2AD et AB=2BM.

A N

B

a3

M

Dire si les affirmations suivantes sont vraies ou
fausses.

a.ﬁ:CT)h b.ﬁ'\r"=2B_Ch c.CTl)":Zﬁf

d.ﬁ)’:%ﬂv’ e.MB=1AB f.DN=2BC

2

0 Sommes de vecteurs
BD b.CD+...=0

a.AB+BD=...

CA...+BM=AM d.CD+MC=..




Pour construire le cours

SITUATIONS
. EN VERSION

MODIFIABLE

(Situation@Y Travail d’une force

Objectif
Définir le

O

@

N
| Situationi:,

En physique, une force appliquée en un point d'un solide est représentée par un vecteur F.
L'intensité de la force, notée F, est la norme du vecteur F.Elle s'exprime en newton (N).
Une force est dite constante lorsque son intensité, son sens et sa direction ne varient pas au
cours du temps.

L'énergie fournie parla force F au cours d'un déplacement AB est appe-
lée travail de la force, noté W,, (F’}, et exprimée en joule (J). Elle se cal-
cule par Izﬁ_orm_tdle W,z (F) = FXAB X cos(c), ou o est I'angle entre les
vecteurs AB et F.

On s'intéresse au déplacement d’un skieur sur un remonte-pente.

Il prend la perche au point A, sans vitesse initiale, se fait tracter sur 50 m de plat (jusqu'au
point B) avant de monter une pente de 350 m de long (jusqu‘au point C). Les forces représen-
tées sur le graphique ci-dessous sont :

- la force F de traction exercée sur le skieur (d'intensité 280 N sur le trajet AB et 370N
sur le trajet BC) ;

- la force f représentant I'ensemble des frottements, d'intensité constante, égale 391 N;

- le poids P du skieur avec son matériel, d'intensité 450 N ; C
. la force R de réaction de la piste, d‘intensité 450 N.

On s'intéresse d’abord au trajet AB.

2. Caleuler le travail de chacune des forces représentées sur le schéma.

1. Que peut-on dire sur les valeurs du travail d'une force 7

Calculer le travail de la force F exercée par la perche sur le skieur lors de la montée BC.

Produit scalaire (G

=

Al'aide d'un logiciel de géométrie dynamique, on a réalisé une
figure semblable a la figure ci-contre de telle sorte que le rayon
du cercle soit supérieur a AB, que le point M soit mabile sur

le cercle, et que H soit le projeté orthogonal de M sur

la droite (AB).

Ed

Réaliser cette figure sur le logiciel.

Faire afficher le produit scalaire p des vecteurs AB et AM : pour cela, taper dans le champ de saisie
uet v étant les noms donnés aux vecteurs AB et AM parle logiciel lors de leur création.
Déplacer le point M sur le cercle. Que peut-on conjecturer surle signede p 7

Faire afficher le produit des longueurs des segments [AB] et [AH] et déplacer le point.

Que constate-t-on ? Quelle conjecture peut-on faire ?
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C Produit scalaire et coordonnées

- - - %
Objectif Dans une base orthonormée (i, j), on considére deux vecteurs u Tletv| |

Etablir la formule y y'
du produit scalaire
de deux vecteurs
dans une base

orthonormée. ~
i

1) a.Quepeutondirede i | ?del;]?
b. Que peut-on dire de Ff?
a. Exprimer le vecteur i en fonction des vecteurs i et ,r
b. Exprimer le vecteur v en fonction des vecteurs i iet J
c. En déduire une expression de i v en fonction des coordonnées de ces deux vecteurs.
On donneles points A (2;5), B(6;3), C (3;-3) et D (5; 1) dans un repére orthonormé (0 ; :4;}
Démontrer que les droites (AB) et (CD) sont perpendiculaires.

(Situation3) Lignes de niveau

Objectif On peut trouver des « lignes de

noles niveau » sur les cartes topogra-

' phiques, par exemple : les
géographes les utilisent pour
représenter les points d'une zone
quiont la méme altitude.

Dans l'activité qui suit, les longueurs
sont exprimées en centimeétre.

A et B sont deux points distincts tels
queAB =4,

Introduire
de ligne

(‘D a.Tous les points M tels que AM = 5 sont sur une méme ligne. Laquelle ?
b. Soit k£ un nombre réel. Décrire les lignes de niveau représentant les points M tels que AM = k selon
les valeursde k.

2) Représenter tous les points du plan tels que AM? - BM? = 0.
8 Soit  un vecteur. Les points M tels que AM et 1 sont orthogonaux sont sur une méme ligne.
Laquelle ?




Connaitre le cours

1. Produit scalaire
, 1. Définition du produit scalaire

Définition

Soient deux vecteurs i et v et trois points 4, Bet C tels que il =AB etv=AC.
Le produit scalaire des vecteurs u et v, noté u v, est le nombre réel défini par :
osinz0etv#0,i-v=|i x|V x cos( BAC) = ABx AC x cos(BAC);
esii=00uv=0,i-v=0.

C
v Exemples
Soient A, B et C trois points distincts tels que AB =5, AC =3 3
gac = &
et BAC = 3" b
On a AB-AC =||AB||x||AC|| x cos(m’“é]=5 x3 xcos(JF.J= 15 VS 5
3/ 2 5 B

, 2. Vecteurs colinéaires et carré scalaire

Propriété
Soient deux vecteurs i et v non nuls et colinéaires.
en lgne * Siu et vont le méme sens, alors i -v = [[it] x|V

En particuliet, i = u® =||u]|* (1 - est noté u? et est appelé carré scalaire de u).
* Si it et v sont de sens contraire, alors i -v = —|[a]| |7

* 5. Projection orthogonale et vecteurs orthogonaux

Propriétée
en ligne Soient trois points A, B et C (A et B distincts). .
Si H est le projeté orthogonal du point C sur la droite (AB), alors AB-AC= AB-AH.

Remarque

Les vecteurs AB et AH
sont colinéaires.

Si BAC = %, alors

Si BAC > 1"25
alors EE-Ez -ABx AH.

- n

AB-AC = AB x AH.

Y
%

A H B H A B

Définition

Deux vecteurs i et v sont dits orthogonaux lorsque ii-v=0.

Propriete

ME Soient trois points A, B et C distincts.

Les vecteurs AB et AC sont orthogonaux si et seulement si les droites (AB) et (AC) sont
perpendiculaires.
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Calculer des produits scalaires

ABC est un triangle équilatéral de coté 2.
I est le milieu du segment [AB].
Calculer les produits scalaires suivants.

1 Y 02 Y1 ©ic-ci

w Solution commentée

() BC=BA =2, et comme ABC est équilatéral, ABC = %,
donc BC+BA =BC X BA X cos(m)

=2x2xcos & :2x2x-]—
=9 3 2

@ ac=2,41=148=1, etJAC =
donc AI-AC= Al xACxcos(I:?

) w3

=1x2xcos & =1x2xd
=1 2

©Bc-cGA=-chaA
=-CBx CA X cos (ACB)

o & __ 1
=-2 X2 X Cos 3= 2x2x2

-2 EEE 4 p. 226

B Choisir une expression adaptée pour calculer

un produit scalaire
Dans chacun des cas suivants, calculer le produit scalaire it - v, Funité de longueur étant le c6té d’un

Carreau.

) Soient les points A, B et C tels que if =AB et V= AC. cl
On appelle H le projeté orthogonal de C sur (AB). v
Onaalorsu-v=AB'AH=ABxAH =3, H B

Y

) Les vecteurs ii et v sont colinéaires de sens contraire, donc it v = —|[uf] x [ =—12.

) Les vecteurs i et v sont orthogonaux, donc ir -v = 0.

B
i S ]
() soient les points A, B et Ctels que ii = AB et v=AC. :\
On appelle H le projeté orthogonal de C sur (AB).
Onaalorsit-v=AB-AH=-ABXxAH =-2. ,,A;

Sy 6 p. 226

@V



Connaitre le cours

2. Propriétés du produit scalaire

, 1. Symétrie et bilinéarité du produit scalaire

ST Propriéteés
ai e . - - I
. 7% Soient u, v et w des vecteurs et k un nombre réel,

- =

* U-V=v-i U-(VAEW) = UV W o - (kv) = k(i -v)

Remarques
» Comme le produit scalaire est symétrique, on a aussi (v + W) u=v-u +w-u et (ki) - v = k(zi- v).
* Le produit scalaire est linéaire a gauche et a droite. On dit qu'‘il est bilinéaire.

% Exemples

o u-(-w=u-v-u-w

7)== [P

o SRS IR v

, 2. Produit scalaire dans une base orthonormée
Propriéteés

en ligne

: : - % b [ X7
Dans une base orthonormée, soient deux vecteurs i ( .VJ etv (y'}

o RT=a ey o P =2+

v Exemples

Soient les vecteurs ﬁ( 21] et ;(;] dans une base orthonormée (i /) :

o BT=2x1 pisthy 3 204 o li]2= 22+ (-1)2= 5, d"ou [l =5

* 5. Norme et produit scalaire

L'application des regles de calcul précédentes conduit aux produits scalaires remarquables
ci-dessous.

Propriétes
Soient deux vecteurs i et v.
© JJek + V| =[]+ AP + 222 -v

* [ = IP= [+ - 22 v

o @+v) @-v)=[aP - PP

On en déduit ainsi d'autres expressions du produit scalaire a I'aide des normes.

Propriétés
DY DEMO | Soient deux vecteurs i et v.
p. 233 - - - -
o v =2 + V- [lalP - ¥

=4

=2l + [P - i - 51
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D Calculer un produit scalaire en décomposant des vecteurs

ABCD estun carré de coté g, I est le milieu de [AD] et J est le milieu de [CD]. }i £
€ Enremarquant que AJ = AD + DJ et que BI = BA + Al calculer AJ- BI. +
© Que peut-on en conclure ? ‘_?;’
L S
A 1 D

s Solution commentée

) AJ-Bi=(AD + DJ)-(BA + Al
=AD-BA + AD-Al + DJ-BA + DJ-Al
=0+AD-Al+DJ-BA +0, car (AD) L (BA) et (D.J) L (AI).

=AD x Al - DJ x BA, car AD et Al sont colinéaires de méme sens et DJ et BA sont colinéaires
de sens contraire.

:ax%—%xa:ﬂ

e On en déduit que les vecteurs AJ et Bl sont orthogonaux et que les droites (AJ) et (BI) sont
perpendiculaires.

B Calculer un produit scalaire avec des coordonnées

Dans un repére orthonormé, on considere les vecteurs EI( ZJ et {_53 J, ainsi que les points A (2 ; 3), B(-5; 4),

EXERCICE WP3wry

C(=1;-3)etD(-1;1).
» Calculer les produits scalaires it -v et AB - CD.

W Solution commentée

Uv=2x=3)+(-1)x5=-6-5=-11
On calcule d'abord les coordonnées des vecteurs AB et CD.

A_B-(—S—2 doncﬁ(_7]9t(7ﬁ -6 donc CD 9 OnaalorsAB-CD=-7x0+1x4=4
473 1 T-(3) 4y ) B

ETEEE 21p. 227

B Calculer un produit scalaire dans un triangle

Soit ABC un triangle tel que AB =4, AC =6 et BC = 7. Calculer AB-AC.

Vv Solution commentée

—_— — — — — TR i3 B
AB-AC = 3 (|ABIP + |ACIP - [AB -AClP)

e e e — 7
(4B + ACIP - [|AB + cA|?) 4

1
2
1
2
1 (ABIR + JACiE - B

=l s ac-cBy=1 (@ +62-79=3
2 2 2
EXERCICE kRl

@
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3. Applications du produit scalaire

¥ 1. Théoreme de la médiane

Théoréme
Soient deux points A et B du plan et/ le milieu de [AB]. Médiane
Quel que soitle point M du plan,on a:
P26 | o MA.MB = MP - ABL
4 # B

v Exemples

On considére un triangle MAB tel que MA-MB=-15etAB =4.
La longueur de la médiane M1 est alors obtenue a l'aide du théoreme de la médiane:

cEEE S L KBE . 2.5
MP =MA-MB + v 15 s
Et ainsi, MI = JE _Jo,

72

¥ 2. Formule d’Al-Kashi

Propriéteé
’EE?"‘E Dans un triangle ABC, avec les notations de la figure ci-contre,
ona:
@ = b*+ ¢ - 2be cos(A).
Remarque
Onademéme b’ =a’+ ¢? - 2ac cos(ﬁ} et?=a?+b%*-2ab cos(é‘}.
v Exemple

Ondonne un triangleaveca=9,b =7 etc =4.

~ -~ 2 2
La relation a? = b* + ¢? - 2bc cos(A) donne cos(A) = ‘é—%{fg"
La calculatrice permet alors d’obtenir, grace a la touche cos™ ou Arccos, une valeur approchée de

I'angle, soit A=107°.

=2
>

, 5. Caractérisation du cercle

Propriéte
Soient A, B et M trois points du plan.
MA - MB = 0 si et seulement si M appartient au cercle de diamétre [AB].

p. 217

Remarque
Cela revient a dire que I'ensemble des points M tel que MA -MB =0 est le cercle de diamétre [AB].
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Déterminer une ligne de niveau

A et B sont deux points distincts tels que AB =6 cm.

Montrer que I'ensemble des points M tels que MA-MB = 40 est un cercle dont on précisera le centre et le
rayon.

v Solution commentée

Soit I le milieu de [AB]. D'aprés le théoréme de la médiane, ona:

— . — 2 2
MA-MB:40@M12-%=40@M12:40+5T=49<=>M1:7.

L'ensemble des points M tels que MA - MB = 40 est donc le cercle de centre I et de rayon 7.
b EXERCICE v RRre}

B Calculer des longueurs et des angles dans un triangle

ABC est un triangle tel que AB =6, AC = 12 et BAC = 60°.
o Calculer BC et en déduire une mesure en degré de l'angle BCA.
e Que peut-on en déduire pour le triangle ABC ?

 Solution commentée

() Dapres la formule d’Al-Kashi, on a BC?= AB> + AC? - 2x ABX AC X cos(BAC)
=67+ 122 -2 x6x 12 X cos(60°) = 108.
OnadoncBC=+108 = 6+3.
On utilise de nouveau la formule d'Al-Kashi :
AB?=AC? + BC? - 2 x ACx BC x cos(BCA)
donc6? =122+ 108 - 2 X 12 x 6v3 x cos(BCA)

d BCA)= —=216__ 3 _ 3
onc cos(BCA) SB.- B 2

——

donc BCA = 30°.

Q La somme des mesures des angles d'un triangle étant égale a 180°, on en déduit :
ABC =180° - 60°— 30°= 90°.
On peut en conclure que le triangle ABC est rectangle en B.
MEETNE 33 p. 228

B Utiliser la caractérisation d’un cercle

Soit ABC un triangle tel que AB=4, AC =3 et BC = 5. Montrer que le point A appartient au cercle de
diametre [BC].

Vv Solution commentée

AB*+ AC* =47+ 32 =25 et BC*= 5= 25 donc AB> + AC*>= BC2.
Donc le triangle ABC est rectangle en A.
OnadoncAB-AC= 0, donc A appartient au cercle de diamétre [BC].

MEETES 71 p. 232



Démonstrations et raisonnements

Comprendre une démonstration

On présente la démonstration de la propriété de la médiane. La lire attentivement puis répondre
aux questions posées.

Soient deux points A et B du plan et I le milieu de [AB].
Quel que soit le point M du plan,ona:

« MA-MB = M - AB-

w Démonstration

MA- MB = (MI + IA)- (MI +IB)
=MP+MI-IB+IA-MI +IA-IB
=MI*+MI-(IA+IB) + IA-IB
=M +IA-IB, carIA +IB = 0
_ahn_ AR
=MI 2

Expliquer la premiére ligne.
Quelle propriété du produit scalaire a-t-on utilisée pour obtenir MI-(IA +IB)?
Pourquoi a-t-on JA+IB=0?

Justifier la derniere éqgalité.

Rediger une démonstration

On souhaite démontrer le théoréme d'Al-Kashi.

Dans un triangle ABC, avec les notations de la figure
ci-contre,ona: R
a’=b% + ¢ - 2bc cos(A).

En utilisant les indications suivantes, rédiger la démonstration de la propriété.
* Justifier I'égalité BC=AC - AB.

* En déduire le développement de BC2.

* Ecrire le produit scalaire AC+ AB a l'aide de la formule du cosinus.

* En déduire I'égalité demandée.
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e On souhaite démontrer la propriété suivante.

Soient A, B et M trois points du plan.

MA - MB = 0si et seulement si M appartient au cercle de diamétre [AB].

M

En utilisant les indications suivantes, rédiger la démonstration de la propriéte.

* On appelle 7le milieu de [AB] .

— — 2
Démontrer que MA - MB = MI* -%.

* Conclure.

o Soient A et B deux points tels que AB = 6. I est le milieu de [AB] et

M est un point distinct de 1.
On considere les deux affirmations suivantes :
Affirmation1: AM-AB=18
Affirmation 2 : |e triangle AIM est rectangle en I.

* Soit M un pointdu plan tel quem-ﬁ =18.

Veérifier que AM-AB =AI-AB+IM-AB.
. Calculer AT-AB.
c. En déduire que AIM est rectangle en 1.
On suppose que le triangle AIM est rectangleen 1.

1. Quel est le projeté orthogonal du point M sur (AB)?

. En déduire queﬁa‘-,ﬁ: 18.

.. En déduire que les affirmations 1 et 2 sont équivalentes.

e Soient A et B deux points distincts et M un point quelconque du
. plan.

» Justifier que les affirmations suivantes sont fausses.

Affirmation 1:Si AB-AM = 0, alors le triangle ABM est rectangle
enA.

Affirmation 2 : Si MA = M B, alors M est le milieu du segment [AB].

Affirmation 3 : Si M appartient a la droite (AB), alors
AM-AB =AM x AB.

L'équivalence

Pour démontrer que deux
affirmations A et B sont équiva-
lentes, on peut démontrer que A
implique B, puis démontrer que
Bimplique A

Utiliser un contre-exemple

Pour démontrer qu'une affirma-
tion est fausse, on peut utiliser
un contre-exemple.
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Bilinéarité et symeétrie

Soient i, v et w des vecteurs et k un nombre réel.

+> -

-
u

A B
® AB-AC= EEI, ol H est |e projeté orthogonal
du point C sur la droite (AB).
* v =0 lesvecteurs u et v sont orthogonaux.

Caractérisation du cercle

M appartient au cercle de diamétre [AB]
S MA-MB=0

218

Théoreme de la médiane

1 est le milieu du segment [AB].
Quel que soit le point M du plan, ona:

— —_— 2
MA-MB =M - A%.

Formule d’Al-Kashi

a’=b+c*-2be Cos(;'i}

Produit scalaire
dans une base orthonormée

‘ Nl
Soient deux vecteurs i [ ] et T[ , ] dans une
Y, J

base orthonormée.

'

Produit scalaire et normes

Soient deux vecteurs u et v.
® et =l
o fla + VI = llall? + [PIP + 26

o 17 = L + 7P - [P - P




sesCONNAaissances

Effectuer les exercices @ a @ et vérifier les réponses.
Sinécessaire, réviser les points de cours en texte ou en vidéo.

o ABCestuntriangle rectangle en Btel que AB =5,
AC:?etBAC‘:-E.

Calculer AB-AC,AB-BC et AC-BC.

e Dans chacun des cas suivants, donner une valeur
approchée de |'angle BAC arrondie au degré pres.
a.AB=3,AC= 2etAB-AC=1.

b.AB=5,AC=2et BA-AC = 4.

€) ABCDest unrectangle de centre O tel que AB=5
etBC=3.
D C

A B
* En utilisant les projetés orthogonaux, calculer
AB-AC,BO-BCet OD-AB.

@ Dans unrepére orthonormé, on donne les vecteurs
J( _gjetf;( ;]et[es pointsA (<1;3), B(-5;9),C(1:1)

etD(10; 7).
2. Calculer i-v puis [Ju]/%.
b. Lesdroites (AB) et (D) sont-elles perpendiculaires ?

Deéfinition

© i etV sont deux vecteurs tels que [ = 4 et [ = 9.
Calculez i-v dans chacun des cas suivants.

a. u et v sont colinéaires de sens contraire.

b. it et v sont colinéaires de méme sens.

c|li + v]|=5

d. w est un vecteur tel que w-v = 5 et les vecteurs
it +w et v sont orthogonaux.

o Soit ABCD un parallélogramme tel que AB = 6,
AD=4etAC=8.

a. Calculer [AB -I:_TD.HZ

En déduire AB-AD. _

b. Calculer |48 — AD|.

En déduire BD.

o Soient A et B deux pointstelsque AB=12et/le
milieu de [AB]. M est un point du plan.

a. Justifier que MA-MB=MP - 36.

. En déduire I'ensemble des points M tels que
MA - MB =64.

e a.ABC est un triangle tel que AB=5,BC=8et
ABC =45°.

Calculer AC.

b. DEF est un triangle tel que DE = 10, EF =5 et
DF =8.

Calculer I'angle DEF .

€ CORRIGES ;
DES EXERCICES

du produit scalaire €

Formule d'Al-Kashi € 18

Théoreme de la médiane

Calcul vectoriel
et produit scalaire

5 Orthogonalité
>

Produit scalaire
dans une base orthonormeée

Produit scalaire et normes




Algorithmique
et programmation en Python

Une cible

Objectif Dans un repére orthonormé de centre O, on considére la cible de forme carrée et de
mp—,n---.ilﬁfgfgjf-f;:f centre O représentée ci-dessous et les points A (-2 ;0) et B(2;0).
T~y

Cette cible comporte trois zones : une rouge, une bleue et une verte.
On tire sur la cible et on note M le point d'impact.

1) Soit M un point de coordonnées (x; y). Ecrire une fonction prociuit d'arguments x ety qui renvoie
la valeur du produit scalaire MA - MB.

2) Onconsidére la fonction ci-dessous.

limport matplotlib.pyplot as pl
2def impactl(x,y):
pl.axis([-5,5,-5,5])
pl.grid()
if produit(x,y)<=0:
pl.plot(x,y, red',marker=".")
elif produit(x,y)<=12:
pl.plot(x,y, 'blue',marker=".")
else:
pl.plot(x,y, 'green’,marker=".")
pl.show()

S D D~ o W W

=

a. Quels résultats obtient-on si I'on écrit dans la console les instructions impact1(0.0),
impact1(32)etimpact1(-4.4) ?

b. Expliquer les différentes étapes de cet algorithme.

(3) Soit 12 un entier naturel non nul. On tire » fois sur la cible de facon aléatoire et on suppose que tous les
tirs touchent la cible carrée.

2. Quelle instruction permettrait d'obtenir les coordonnées d'un point choisi aléatoirement sur la
cible 7

b. Ecrire le script d’'une fonction qui représente » points d'impact en couleur (rouge pour ceux quiont
touché la zone rouge, bleu pour la zone bleue et vert pour les autres).

c. Exécuter cette fonction pour n = 10000,

Commenter.

4) Modifier cette fonction pour qu'elle affiche les nombres de points d'impact rouges, bleus et verts.
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2 Déterminer un ensemble de points

Objectif Dans un repére orthonormé (O ; z?,jj), on considére les points A(=1;1), B(0;2) et M (x;y),
gpe ol x ety sont deux nombres réels.

On cherche a déterminer I'ensemble des points M (x;y) tels que MA? + MB? =18,

Un tel ensemble de points s'appelle une ligne de niveau.

fracer un

CD On cherche a conjecturer cette ligne de niveau gréce a un algorithme.
a. Ecrire le script d'une fonction sormme dont les arguments X et y sont les coordonnées d'un point
M et qui renvoie MA? + MB2
b. Pierre a écrit le script de la fonction crible suivant.
1from math import isclose

2 import matplotlib.pyplot as pl
3def crible():

1 pl.axis("equal™)

K pl.grid()

6 pl.plot(-1,1, 'red',marker=".")

7 pl.plot(@,2, 'red' ,marker=".")

8 X,y=-5,-5

9 while x<=5:
10 while y<=5:
11 if isclose(somme(x,y),18,rel_tol=8.01)==True:
12 pl.plot(x,y, ‘blue' ,marker=".")
13 y=y+1
14 y=-5
15 X=x+1

16 pl.show()

Expliquer le fonctionnement de cette fonction et I'affichage ci-dessous que Pierre a obtenu en tapant
dans la console cribleC ).

4 x x

I3 - x
|2 x

[ %

-0 x | S —

14

T

1 T T T T
32101 2
c. Modifier |a fonction précédente en une fonction criblel qui affiche davantage de points de la

ligne de niveau.

d. A l'aide de la fonction criblel, conjecturer la nature et les éléments caractéristiques de cette ligne
de niveau.

CZ) Onnote /le milieudu segment(ABl. = L
a. Enremarquant que MA? + MB? = MA? + MB? = (MI + IA)* + (MI + IB)?, montrer que

MA? + MB? = 2MP + %.

b. En déduire la démonstration de la conjecture effectuée a la question 1d.

Boite a outils MEMENTO PYTHON : VOIR RABATS

* Dans la bibliotheque math: - axis(equal) affiche un repére orthonormé.

isclose(xyrel_tol=z) renvoie True six est une « grid( ) affiche un quadrillage.

Yaleur approchée de y avec une précision égale « plplot(xy color marker="") affiche le point

a2, o de coordonnées (x;y) en couleur (red pour
* Dans la bibliotheque matplotlib pyplot : rouge, blue pourbleu...) et avec une marque

« axis([xminxmax yminymax] affiche une (marker) en forme de point ().

fenétre avec un repére gradué de xmin a xmax

en abscisse et de ymin a ymax en ordonnée.




@

S

Objectif
1 1 £

appro

Outils numériques

Lignes de niveau

On considére le segment [AB] tel que AB = 4. Pour tout réel k, on cherche a déter-
miner I'ensemble des points M tels que MA? - MB? = k.

a. Réaliser la figure sur un logiciel de géométrie dynamique et, en déplacant un point libre A,
déterminer plusieurs points appartenant a la ligne de niveau 8, c'est-a-dire 'ensemble des points M
tels que MA? - MB?=8.

Que peut-on dire de ces points ?

» Alghbre | v Graphigue

® A=(0,0)

® B=(4,0)

® M=(268 222)

& t=348

® g=258 t ]
§=543 1

1 0 1 2 ' T [

-

b. Tracer la ligne de niveau 8 que I'on peut conjecturer.

c. Contréler cette conjecture en liant le point M a cette ligne.

Soit / le milieu de [AB].

a. Montrer que MA + MB = Zﬁetqu@_: MB =BA.

b. En déduire que MA? - MB?=8& IM -AB = 4.

c. Soit H le projeté orthogonal de M sur (AB). Montrer que IM-AB = 4 < Hest le milieu de [/B].

d. En déduire I'ensemble des points M tels que MA? - MB? =8.

Le méthane CH,

Les noyauxdes quatre atomes d'hydrogéne de la molécule de méthane CH, sont
les sommets d’'un tétraédre régulier, et le noyau de I'atome de carbone joue le

role du centre du tétraédre.

A l'aide d"un logiciel de géométrie dynamicue, représenter un tétraédre ABCD (choisir Affichage 3D
pour obtenir une représentation dans I'espace).
On admet que le centre G du tétraédre est le milieu des segments joignant les milieux des arétes

opposees.
Placer le point G sur la figure.

Afficher une mesure approchée de I'angle formé par les liaisons chimiques C-H.
On admet que le centre G d'un tétraédre ABCD vérifie la relation :
GA +GB + GC +GD=0.
a.Dans le triangle AGB, on note 6 l'angle EEB, calculer GA - GB en fonction de GA et .
b. En écrivant de deux facons différentes le produit scalaire GA*(GA + GB + GC +GD), montrer que

cos(0) = —% et retrouver la valeur approchée de 0 affichée par le logiciel.
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5 Droite d’Euler Approfondissement

Objectif Dans un repére orthonormé (O ; r;}, on considére les points A (3;2), B(-1;-2)
e T et C(-2;2) ainsi que les points A’, B" et C' les milieux respectifs des segments [B(],
[AC] et [BA]

CD Réaliser une figure a I'aide d'un logiciel de géométrie puis placer les points :

* G, intersection des médianes (AA') et (BB') (ce point est appelé centre de gravité du triangle) ;

« H, intersection de deux hauteurs du triangle ABC (ce point est appelé orthocentre du triangle) ;
» 1, centre du cercle circonscrit au triangle ABC.

Quelle conjecture peut-on faire sur la position des points H, Get I ?

CZ) On veut démontrer cette conjecture.

a. Déterminer les coordonnées du point G.

b. Que peut-on dire des vecteurs CH et AB d'une part, et AH et BC d'autre part 7
En déduire les coordonnées du point H.

c. Que peut-on dire des droites (I4') et (BC) d'une part, et (IB') et (AC) d'autre part ?
En déduire les coordonnées du point 1.

d. Démontrer la conjecture établie a la question 1.

[ 1P () Ensemble de points // %\

Objectif Dans un repére orthonormé (O ; E;-"}, ontrace le cercle de _,/
o centre O et de rayon 1. On place un point M mobile sur % \
ce cercle. ' o
Soient P et Q les projetés orthogonaux du point M sur les .
axes du repére. On note H le projeté orthogonal du point \ /

M sur le segment [PQ].

@) a. Construire la figure ci-dessus a I'aide d'un logiciel de géométrie dynamique.

h. Activer la trace du point H et déplacer le point M sur le cercle. A l'aide de la fenétre Algébre,
conjecturer une relation entre les coordonnées de M et celles de H (on peut calculer le cube des
coordonnées du point M).

C2) a. Justifier que QP =1.

1. On note (a;b) les coordonnées du point M. Montrer que P_é PM= b
c. En déduire que PQ - PH = b2 puis que PH = b2 x PQ.

. Démontrer la conjecture faite a la question 1.

Boite a outils

Logiciel de géomeétrie dynamique * Pour créer le milieu d'un segment
® Pour obtenir une figure en trois dimensions .+ Miieu ou centre

Affichage & Graphique 3D ¢ Pour afficher la mesure d'un angle

® Pour faire pivoter une figure 3D & Ange

:G) Toumer la vue Graphique 30 * Pour faire afficher dans la fenétre Algébre, la
somme S des longueurs f et g de deux seg-
ments, taper dans la ligne de saisie : S=f+g




| Calcul mental \

oABCD est un carré de centre O et de cHté 2.

D % — C
: \‘\Q‘r’
A= ~p
Calculer les produits scalaires suivants. _
a.AB-AD b.AB-CD c.BC-AC
d. AD AO e.0D-0C £ CA-DA

o ABCD est un losange de c6té 5 et tel que BD =5.

D C
“
.
-
“
-
“
“
\
A
)
\
“
A

On se place dans une base orthonormée. Dans
chacun des cas suivants, dire si les vecteurs i et
v sont orthogonaux.

a.a(‘s"]ew(;]. b.ﬁ(ijet?(:}

V3 ;

2 =3 ~{ =3 - 2
c.u 4 etv(E] d.u(1'5]etv(_3].

2

it et v sont deux vecteurs non nuls et A, Bet C
trois points tels que  =AB et v =AC. On note 8
I'angle BAC.

Calculer u+7 dans les cas suivants.

a. [ull=4,P|=9et0= %

b. |le]| =8, [Vl =1 et 6= .

Calculer les produns scalalres suivants. ¢ ] =2||=3eto=%
a.AC-CD b.AC-BD c.BA-BD + i
d.AD-BC e.AC-CD f.DC-CD d. ]| =6, V]| =5 et 6=
e |ill=7|p|=2eto=L
= DIAPORAMA
\ CALCUL MENTAL
EN PLUS

~

B[ utomatisme: )

o Soit ABC un trlangle isocéle rectangle en A tel
que AB=2.0nposeu = ABetv=BC.
Calculer les produits scalaires suivants.
a. v b (- v)
v (21 +v) d.(+v)-(i—v)

o On se place dans une base orthonormée.
Déterminer dans chaque cas la valeur de I'entier
n tel que les vecteurs u et v soient orthogonaux.

o n +( =1 - n - 6
a.:t(n+1]etl-(2j. b.u(_3]etv(2n].

Calculer la valeur exacte de a dans chaque cas.
a. C

[

A

A et B sont deux points distincts.

Dans chaque cas, déterminer I'ensemble des
points M vérifiant I'égalité donnée.

a. MA=MB b.AM=12

c.AM-BM =0 d.AB-BM =0

Donner le résultat des sommes de vecteurs sui-
vantes sous la forme d’un seul vecteur.

a.Al +IB b.AM - BM

c. BI+AB d.-AB + AC

e.AB + MA + BM f.2AB+BC+ CA

Dans un repere orthonormé, on consideére les
pointsA (-2;2), B(0;5)etC(4;-2).

a.Calculer AB-AC. Que peut-on en déduire pour
le triangle ABC?

b. Calculer I'aire du triangle ABC.
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| Préparation d’un oral ]

Préparer une trace écrite
permettant de présenter

a l'oral une argumentation
indiquant si les propositions
sont vraies ou fausses.

o Sideux vecteurs sont colinéaires, alors leur produit scalaire est nul.
Dans un carré ABCD, le produit scalaire AB-DB est un réel positif.

o Si ABCD est un rectangle, alors |AB + AD||=AB + AD.

o Un triangle de c6tés 5, 8, 9 a un angle de 60°.

Constituer des groupes de 4 éléves qui auront chacun un des réles suivants.
Résoudre tous ensemble la situation donnée. Remettre une trace écrite de cette résolution.

&

ABCD est unrectangle tel que AB=1etAD=2.
I et J sont les milieux respectifs de [AB] et de [AD].
H est le projeté orthogonal de A sur (BD).

» Emettre une conjecture sur les droites (HI) et (HJ) puis la
démontrer en utilisant différentes méthodes.

. A ba i v
§ Animakeur Radastsur » - LS ;flta
.--o..--l""" . ﬁhﬁf .-// - = o 0-:’...._ mm
,Tesponsab'-e B‘ﬂ.t-f-- gl-:jr'm;}parcﬂe_—Lﬂ Sterenaa,,.,
du niveau sonore e * responsable
du groupe o responsablede SOU" atfrise 3 de lavanceme
| la trace écrite rédigée communiquer du travail gy, :

« distribue la paroie par tous les membres avec le professeur ¢ §roupe
pour que chacun Hqrodie et, éventuellement, ';e*”e au respect
gexprime dautres groupes 4 temps impary;

C

Y voir . 26

_ (e

Aprés avoir effectué

orale, un poster ou
un diaporama.

les recherches indiquées,
préparer une présentation

Pourmesurer|'arc deméridien de Dunkerque
a Barcelone, les astronomes Delambre
et Méchain ont utilisé le procédé de la
triangulation et un instrument appelé
cercle répétiteur, représenté ci-contre.

Faire des recherches sur la méthode de
triangulation et le fonctionnement du

cercle répétiteur.




' Calcul de produits scalaires

Soiﬂﬁ et AC deux vecteurs tels queAB=4,AC=5
et BAC =L

3.
s Calculer AB-AC.

o Dans un triangle POR, on a QTP‘R =120° PO=10et

PR:S' — —_— —
* Calculer PQ-PRet QP PR.

MNP est un triangle tel que NP = 6. [ est le milieu de
[NP] et H le projeté orthogonal de M sur (VP). On a
OH=2.

« Calculer NP -NM et NP PM.

o ABCD estun carré de centre O et de coté a.

Dr -C
\“QJ"I
A" “B
CaIEJ.Ier,_e_n fonction Ea,ﬁzg produits scalai_rfes suivants.
a.CD-CA b.AD-CB c. BD-AC
d.OB-AB e.OA-OC f.DA-BD

A I'aide des données de la figure ci-dessous, calculer

les produits scalaires suivants.
CB-CD  b.BD

e.CD?

f.BC-BA

a. CB-C)
d.BD-BC

On considére la figure ci-dessous, dont le quadrillage
est composé de carrés de coté 1.

Calculer les produits scalaires suivants.
a.AB i b.AC  CADG
d.DB-u e.DB-AC f.DB-CB

@

O

+ O'ENTRAINEMENT SUR

kwyk
voir rabats
L'horloge ci-contre affiche 12

8 h 05. La petite aiguille est

représentée parle vecteur g et

la grande par levecteur4.0n ¢ 3
suppose quel|d|| =1 et||A| = 2.

1. Calculer le produit scalaire

A-a. 6

2. Sielle affiche 3 h 25, que vaut le produit scalaire A al
3.Si A-a = -2 et que la petite aiguille est sur le 11,
quelle heure est-il ?

Pour chaque proposition, dire si elle est vraie ou fausse
en justifiant la réponse.

1. Sideux vecteurs sont colinéaires, alors leur produit
scalaire est égal au produit de leurs normes.
2.Siuv=0 alorsi=00uv=0.

3. Dans un rectangle ABCD, on a AB-DB=AB-AC.
4. Dans un rectangle ABCD, on a AC-DB=AB.

Alaide des données de la figure ci-dessous, calculer
AM:AN.On peut conjecturer la valeur du résultat
grace a un logiciel de géométrie dynamique.

M
N

4
3
A” B

Un charpentier veut monter une poutre pour construire
une charpente en haut d’'une colline. Il doit tirer la pou-
tre sur toute la distance AB et sur une pente inclinée
d‘un angle de 15° par rapport a I'horizontale.

AB = 30 metres et la masse de la poutre est 60 kg.
Durant la montée, la poutre est soumise a plusieurs
forces dont son poids P.On rappelle que P =||P|| = mg
ol m est lamasse et g =9,8N-kg™.

On définit le travail Wd'une force F surun déplacement
rectiligne d’un point A a un point B par W= F-AB,ou
W est exprimé en joule (J), F en newton (N) et AB en
meétre (m).

= Calculer le travail du poids de la poutre sur le dépla-
cement AB.
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0 Soit ABC un triangle tel que AB=2etAC=5.0n appelle @ ABCD est un parallélogramme.

© 6 0 0 ©

H le projeté orthogonal de B sur (AC).

1.On suppose que A=45°,

a. Calculer AB- AC.

b. En déduire le nombre réel k tel que AH= kAC.

2. Reprendre les questions précédentes en supposant

queﬁ =120°

Soit ABCD un rectangle tel que AB=4 et AD = 2. Soient

1 AB et F le milieu de [CD].

Ele point tel queA_Eb: I

1. Réaliser une figure.

2.a.Enremarquant que I DE=DA +AE démontrer que
AC-DE=-AD?+AC-AE.

b. En déduire que les droites (AC) et (DE) sont
perpendiculaires.

3. Montrer que les droites (EF) et (BD) sont
perpendiculaires.

' Propriétés du produit scalaire

Sachant que ii-v= % etu-w= %1, déterminer - (v +w)

et (v—w).

i et v sont deux vecteurs tels que ||| = =2et

- >

Hv=-2.
 Calculer (i +v )% (—=v)% @+v) (-v).

u et vsont deux vecteurs colinéaires de sens contraire
tels que |[u]| = 2 et V]| = %

e Calculer u-vetu-(-v).

i et v sont deux vecteurs colinéaires de méme sens
tels que [u] =7 et|V]| = =
s Calculer i v et (2u) - (-5V).

Dans une base orthonormée (i, j), on consideére les

e

1. Calculer les expressions suivantes.

a.(+v) @-v)

b. [l + v -~ [li - v[}*

2. a. Calculer |[u + 2V]F et [lu - 2%

b. En déduire que les vecteurs (ﬁ+ 23} et (ﬁ— 23} sont
orthogonaux.

vecteursu = 2ietv=

IJK est un triangle équilatéral de coté 3.

Les vecteurs i et v sont définis par i1 = I/ et v = IK.
a. Réaliser une figure.

b. A quel vecteur est égal le vecteur it —v ?

En déduire [l —v].

c. Construire le point L tel que IL=1+v.

Quelle est alors la nature du quadrilatére I/LK ?
d. En déduire [ + v]].

20)
21

@

2]

Montrer que AB-BC = %(A.C2 —AB?-AD?).
Dans une base orthonormée (O ; r,f}, démontrer que
les vecteurs i + j et i —j sont orthogonaux.

Dans un repére orthonormé (O ; i, ;) on donne Ies
pomtsA( ~2:2), B(1:3) et les vecteurs 1 = 2% + 5; et
V=—i+ 3}

Calculer les produits scalalres suivants.

2. 0A-OB b.uv c.AB i

Dans une base orthonormée, on considére deux vec-

teursﬁ( 1 ]et?(ﬁ i
-3 2

» Montrer que i et v sont orthogonaux.

oM
On se place dans une base orthonormée. Dans chacun
des cas ci- dessous determiner laquelle des trois pro-
posm ons (a) (b)ou @ est correcte.

@ u et v sont colinéaires.
Qg. I et v sont orthogonaux.
(c)ui et v ne sont ni colinéaires ni orthogonaux.

'E,H(zJetF(_f’]. 2.5(4"5]9_1;:(2].
3 4 -1 4
3.5(5]35(_25].

3 15

On se place dans une base orthonormée et on consi-
dére les vecteurs:

u v et w 5
1 -1 3
Calculer les produits scalaires suivants.
a.uv b.i-w
d.2u-3v e.u(Vv+w)

On se place dans une base orthonormée. On considére

- ~[ 5 R .
les vecteurs u( ; ] et v( 3] ol a est un nombre réel.

» Déterminer la valeur de a telle que:
1.u'v=0 2.uv=4
3.uv=a 4.u-v=-1

Dans le plan muni d‘un repére orthonormé (O ; ?}}

on considére trois points A, B et C tels que ,ﬁ( 11]

et A_é( ;] ol x est un nombre réel.

En utilisant deux expressions du produit scalaire, déter-
miner la (ou les) valeur(s) de x dans chacun des cas
suivants.

BAC=IL
i 2

b.BAC=T1 c.ﬁ:%

@
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kwyk

voir rabats

@ Dans un repére orthonormé, on donne les points @ La bande des 300 métres

A(1;1),B (14 ”)et C(5:1). Ralsonm?r, représenter ,
Deux maitres-nageurs sauveteurs postés sur la plage

1. Calculer les produits scalaires suivants. observent un jet-ski naviguant a vive allure. Ils sou-

a.AB-AC b.CA-CB c. BA-BC haitent savoir si le jet-ski se situe bien en dehors de

2. Le triangle ABC est-il rectangle ? la zone de baignade, soit au-dela de 300 m du rivage.

IIs ont effectué les relevés suivants (les points A et C

@ Dans un repére orthonormé, on donne les points : représentent les positions des maitres-nageurs sauve-
1(-1;2)etJ(2;3). teurs et le point B celle du jet-ski).

= Les points A(1; 1), B(-0,5;5) et C(-2; 2) appar-

tiennent-ils a la médiatrice du segment [1/] ? ——
D m

Ecrire unalgorithme en langage naturel permettant de
tester si deux vecteurs, dont les coordonnées dans une

base orthonormée sont connues, sont orthogonaux.

@ Dans un repére orthonormé, on donne les points :
M(2 -2),N(-3;1) et P(1;2).
a. Calculer MN* MP. s
b. En déduire une valeur exacte de I'angle PMN.

ABCD estun parallélogramme tel que : v e S
@ ABz7,ADﬂ3ETBD210. I ‘*h“’n.. "‘i& '}Mﬁ}m}xﬁ B! m@.ﬁﬁ

* Calculer la longueur AC. * Le jet-ski est-il en infraction ?

@ On considére la figure suivante.
A C

' Applications du produit scalaire I

@ ABC est un triangle tel que:
AB=4,AC=6etBC=7. B
= Déterminer une valeur approchée a 0,1° prés des trois

angles de ce triangle. 1 est le milieu du segment [AB].

1. Calculer les valeurs exactes de CA et CI.

@ On considere le triangle ABC suivant. 2. En déduire une valeur approchée au degré prés de
l'angle o.

@ Soit ABCD un parallélogrammetel que AB=5,AD=3
etAC=6.

= Déterminer une valeur approchée des angles de ce
c parallélogramme a 0,1° prés.

Déterminer dans chaque cas la longueur exacte du
c6té manquant.

1.bz3,c‘:4et;i:60°. D 3 C
2.a=242,c=5et B=45°
3.b=c=3et A=90°

@ On considére le trapéze ci-dessous.

@ Soit ABC un triangle rectangle en A tel que :

AB=6cmetAC=8cm. A 0 B
On note I le milieu de [AB].
1. Calculer les longueurs CI et CB. E est le milieu du segment [AD].
2. En déduire une valeur approchée de la mesure en 1. Calculer les valeurs exactes de CE et BE.
degré de l'angle ICB. 2. Calculer une valeur approchée au dixiéme de CB.

@



o

@
®

o

Une boule de pétanque lancée du
point A heurte une deuxiéme boule
placée en B et qui est alors envoyée
en C en faisant un angle de 82°.

* A quelle distance du point de lancement de la pre-
miére boule se trouve la deuxiéme apreés avoir été
déportée ?

Calculer une valeur approchée du périmétre de cha-
cune des deux figures ci-dessous.

Soient MNP un triangle et 7 le milieu du cété [NP].
NP

= Démontrer que MNP est rectangleen M < MI = >

A et B sont deux points du plan.

Déterminer dans chaque cas I'ensemble des points M
du plan vern‘“ant la reiatlon donnée.

a.AB = 6etMA MB—-9 b. AB =6 et MA-MB = 16.
c.AB=4et MA-MB = -10.

Dansle plan munid'un repére orthonormé (Q; :f}, on
considére les points A (5; -2) et B (-1;3).

= Déterminer I'ensemble des points M du plantels que
MA - MB = -6.

Représenter, raisonner

On considére la figure ci-contre ol
D estle centre du cercle derayon r
inscrit dans le triangle ABC.

1. Calculer le périmétre P du

triangle ABC.
2.0nnote S l'aire du triangle ABC. \
Justifier que § = % | h
3. Calculer S (on pensera a utiliser

A 5 B

la trigonométrie dans un triangle
rectangle).
4. En déduire la valeur de r.

®

®

?

ie)
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Sur la figure suivante, AB = 4.
*C

Al || 18]

1.a.Calculer AB-AC.

b Smt Mun pomt du plan, démontrer que

AB-AM=-4 <AB-CM =0.

c. En déduire I'ensemble des points M tels que:
AB-AM = -4.

2. a. Déterminer un pomt D de la droite (AB) tel que:
AB- AD— k2

b. En déduire l'ensemble des points M tels que :
AB-AM=12.

22

Soient k un réel positif et A et B deux points du plan
tels que AB =5.

Donner la seule réponse exacte parmi les trois
proposées.

1. L'ensemble des points M tels que MA-MB =5 est:

(@)uncercle  (b)unedroite (©)vide
2. L'ensemble des points M tels que MA-AB =5 est:
(@ uncercle  (b)unedroite (©)vide
Sur la figure ci-contre, chaque dy| d,| d,| d;| d,| ds

droite d, représente |’ ensemble
des points M vérifiant AM 0i = k,
oU k est un entier compris entre 0
et 5 et it un vecteur.

= Reproduire lafigure etreprésen- Al
ter le vecteur u.

Dans un repére orthonormé, on considére les points
A(1;1),B(2;3) et M de coordonnées (x;y) ouxet ysont
deux nombres réels.

Caroline a écrit I'algorithme suivant en langage naturel.

a e[_x—1)2+(v—'l)2
be(x-2+(v-3)?
ce (20-3P +(2y-47?
Sia+b =calors
Afficher Vrai
Sinon
Afficher Faux

1. Qu'affichera cet algorithme dans chacun des cas
suivants ?

ax=1;y=2

b.x=2;y=1,

2. a. Interpréter géométriquement les calculs des
variables a, b et c.

b. Quelle information sur les vecteurs AM et BM cet
algorithme permet-il d‘obtenir ?

@



etBC=a.
BCH estun triangle équilatéral extérieur au rectangle
ABCD.

1. Exprimer les produits scalaires suivants en fonction
dea.

a.AB-DB b.AB-CH

2. Exprimer AH? en fonction de a.

c. BA-BH

ABCD est uncarré de coté 1.0n note M un point de la
diagonale [BD]. Les points N et P sont tels que APMN
est un rectangle.

D, C
M

N

A P B

On souhaite démontrer que les droites (CM) et (PN)
sont perpendiculaires. On se place dans le repére ortho-
norme (A;Xl;‘, A_ﬁ}.

1.a. Déterminer les coordonnées des points A, B, C et D.
b. Déterminer I'équation réduite de la droite (DB).

¢. On note x I'abscisse du point M. Exprimer son ordon-
née en fonction x.

d. En déduire les coordonnées des points N et P.

2. Calculer le produit scalaire CM-NP.Conclure.

Calculer

On considére le cube ABCDEFGH de c6té 5.
On note / le milieu des diagonales [EC] et [AG]
on admet qu’elles ont la méme longueur.

G

dont

------------------

1. Quelle est la nature du quadrilatéere AEGC ?

2.0n se place dans le plan du quadrilatére AEGC.

a. Calculer la longueur du segment [GC].

b. En calculant de deux maniéres le produit scalaire
E’;ﬁ determiner une valeur approchée a 0,01 degré
prés de I'angle AIC.
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@ ABCD est un rectangle de centre O tel que AB = 2a @ ABC est un triangle tel que AB =3 et BC =5, et

AB-CB=1.
a. Calculer (AC + CB ) BC.
b. Calculer (4B + BC)2. En déduire la longueur AC.

Dans un repére orthonormé, on considére les points
A(1;2),B(-2;-1)etC(4;1).

1. Calculer le produit scalaire BA-BC.

2.0n appelle H le projeté orthogonal de C sur la droite
(AB).

a. Donner la valeur du produit scalaire BA-BH.

b. En déduire la longueur BH.

Soit ABC un triangle tel que B
BAC soit un angle aigu. On
appelle H le projeté orthogo-
nal de B sur (AC) et K le pro-
jeté orthogonal de C sur (AB).
1. Montrer que :

AB-AC = AH X AC.
2. En déduire que :

AH xAC=AK X AB.

3. L'égalité précédente est-elle encore vraie lorsque
I'angle BAC est obtus ? Justifier.

s
H

C

NI gy
LIAIEVE

Dansle repére orthonormé ci-dessous, on a placé les
points A(0; 3),B(2;0) et M(3;3).

LY
IENNE
» Déterminer les coordonnées du point H projeté
orthogonal de M sur la droite (AB).

ABCD est unrectangle dont lalongueur est égale au
double de sa largeur.

* Déterminer des valeurs approchées des angles for-
més par les deux diagonales de ABCD.

On veut construire deux tyroliennes a partir d'un
poteau vertical [BH] comme sur le schéma ci-dessous
oUAC=200m,AB=150met A =32°

B

A 32 | 7 c

* Quelle est la longueur de la tyrolienne représentée
par le segment [BC] ? Combien mesure l'angle C ?



@ Travail du poids

Lorsque les déplacements ne dépassent pas quelques
kilometres, le poids d'un corps peut étre considéré
comme une force constante. Cette force, exprimée en
newton (N), est appliquée au centre de gravité du corps.
Le travail du poids, exprimé en joule (J), au cours d'un
déplacement AB, s'écrit W, , = P-AB.

1.0n a schématisé ci-dessous le déplacement du centre
de gravité d'un corps, d'un point A a un point B.

H B

H est le projeté orthogonal du point A surla paralléle au

sol passant par B, h, et h, sont les hauteurs respectives

des points A et B.

Al'aide de la relation de Chasles, montrer que :
W,p= P-AH.

2. Application : dans une féte foraine, un wagon par-

court des « montagnes russes ».

Ondonne P =42 kN.
Calculer le travail du poids du wagon et de ses passa-
gers au cours des trajets suivants.

a.deAversB; b. de Bvers (; c.de CversD.

Chercher, calculer

ABCD est un carré. M étant un point quelconque du
segment [BC], on construit un triangle MBN isocele
rectangle en B, extérieur au carré ABCD.

A D

* Que peut-on dire des droites (A M) et (NC) ? Justifier.

@ A et B sont deux points du plan tels que AB = 4.

* Déterminerl’ensemble des points M du plantels que
5=MA-MB=12

@

@

@
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Soit C un cercle de centre O et de rayon R. Soit M un
point du plan, extérieur au cercle. Une demi-droite issue
de M coupe le cercle en A et B.On note A’ le point du
cercle diamétralement opposé au point A.

1. Que peut-on dlre des drmtes (MB) et (A'B) 7 Justifier.
2. Démontrer que MA* MB = OM? - R*

A et B sont deux points du plan tels que AB = 10 et /

est le milieu du segment [AB].

1.Soit M un pomt du plan Justifier que:
MA-MB=MI*- 25.

2. Endéduire :

a. 'ensemble des points M tels que MA-MB=11.

b. I'ensemble des points M tels que MA-MB<0.

<. l'ensemble des points M tels que MA-MB > 0.

Soient A et B deux points du plan tels que AB = 6.
Soit I le milieu de [AB].

Dans chacun des cas ci-dessous, déterminer 'ensemble
des points M du plan vérifiant I'égalité vectorielle
donnée.

\.BM-BA=0

.AM-AB=3

.MA-MB=0

.MA-MB =7

-V N

Soit un triangle ABC.

1. On note § l'aire du triangle ABC.

Montrer que § = % bcsin(fi} = % acsin(g‘} = % absin (E’}.
2. a. ABC est un triangle tel que AC =3, BC =4 et
BAC = 45°, Calculer l'aire de ABC.

b. Un avant-centre de football se retrouve en face des

buts dans la situation schématisée ci-dessous.
Combien mesure I'angle ot ?

Joueur



@ Approfondissement

Calculer
Soient un triangle ABC et H le projeté orthogonal de
Csur (AB).

1.a. Montrer que —4___ — bﬁ .
sin(A) sin(B)
b. En déduire que —4___ = bﬁ =_C

sin(A) sin(B) sin(a)
Cette relation est appelée « loi des sinus ».
2.a.Soit ABC un triangle tel que AC =3, BAC = 45°
et CBA 30°.
Calculer les longueurs AB et BC.
b. Soit ABC un triangle tel que AC = 4, BC = 6 et
BAC =45°,
Calculer AB.
¢. ABC est un triangle tel que AB = 4, BC = 6 et
BAC=50".
Calculer I'aire et le périmétre du triangle ABC.

Approfondissement

Pour vérifier la hauteur de la tour Burj Khalifa a Dubai,
ona réalisé deux mesures d'anglesa 1km de distance
(AB=1km).Onatrouvé SAO =64,22°et SBO =30,6°.

S

4
- i -

0 A B

» Déterminer une valeur approchée de la hauteur de la
tour (on pourra utiliser la loi des sinus établie a I'exer-
cice précédent).
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Dans le plan muni d’un repére orthonormé (0 :ﬂ, on
considére le cercle de centre O et de rayon 1.
A et Bsont deux points de ce cercle.

J

1. Ecrire les coordonnées des vecteurs OA et OB en
fonction des angles a et b.

2. Calculer le produit scalaire OA- OB a l'aide des coor-
données obtenues : ala la question 1.

3. Exprimer 'angle BOA \en fonctlon de a et b, puis cal-
culer le produit scalaire OA-OB en utilisant la définition
du produit scalaire.

4. Déduire des questions 2 et 3 une expression de
cos(a — b), puis de cos(a + b).

5. A partir des valeurs exactes des cosinus et sinus

16E et E , déterminer les valeurs exactes de

ji
COS(12)Et 5|n(12)

Soient A et B deux points du plantels que AB=16,1le
milieu de [AB] et M Mun pomt du plan

1. a. Justifier que MA = MI +IA et MB= MI +IB.
b. En déduire que MA? + MB? = 2MI* + AB®

Cette égalité est appelée deuxiéme relation du théo-
réme de la médiane.

2.a.Démontrer I'équivalence MA2+ MB? =20 M2 =1.
b. En déduire I'ensemble des points M tels que
MA? + MB?=20.

desangles

Soient A et B deux points distincts et M un point du
plan. A l'aide de la deuxi@me relation du théoréme de
la médiane établie dans 'exercice précédent, déter-
miner la position du point M telle que MA? + MB? soit
minimale.

| PRISE D'INITIATIVE |
Chercher, raisonner
Soient ABC un triangle isocéle en C et M un point
de la droite (AB).
» Existe-t-il une position du point M telle que
MA? + MB? + MC? soit minimale ? Si oui, laquelle ?
On peut conjecturer la réponse a l'aide d'un logiciel
de géométrie dynamique.

Soit ABC untriangle rectangle en B. On note /le milieu
du segment [BC].

1. Soit M un point du plan Al alde de la relation de
Chasles, justifier que MB + MC = 2MI.

2. En déduire que le cercle circonscrit au triangle
ABI est I'ensemble des points M du plan tels que
MA-(MB+MC)=0.



@ Soit ABC un triangle équilatéral de coté a.
On donne les points P, Q et R tels que;

APl

— —-—_l—v —b:l—h
SAB, BQ—3BC et CR 3CA.

Fad
L &

1.Exptimer, en fonction de a, AP2, AR? AP- AR et PR2.
2. En déduire la nature du triangle POR.

ABC est un triangle isocéle rectangle tel que
AB =AC=6cm.On note [ le milieu de [AB].
1. Montrer que, pour tout point M du plan,on a:
MA?+AB-MC = MI>- 9.
2. En déduire I'ensemble des points M tels que:
MA2 + AB-MC=12.

Démonstration
Soient deux vecteurs i et v.

T + VI - [P - [P
Indication : on pourra rapporter le plan a un repere
(O,

2. En utilisant la formule précédente avec deux vecteurs
judicieusement choisis, démontrer que :

i = 5 (P R = [ = ),

3.Soient A, B et Ctrms points.

%(ABZ +AC2= B,

1. Démontrer que it -v =

Démontrer que AB-AC =

ABC est un triangle iso-
cele et rectangle en A,
I est le milieu de [BC].
Soient M un point de
[AB] et N un point de
[AC]. On note M’ et V'
les symétriques respec-
tifs de M et de N par rap-
port a (Al) et J le milieu
de [M'N’].

1. Réaliser la figure sur un logiciel
de géométrie dynamique. Quelle conjecture peut-on
émettre quant aux droites (AJ) et (MN) ?

2. Démontrer cette conjecture.

ABC est untriangle tel que AB=5,AC=8et BAC= 60"
On appelle I le milieu de [BC].

1. Justifier que AB-AC = AI*— BC?,
4

2. En déduire la longueur de la médiane [A]].

Chapitre 7 o Calcul vectoriel et produit scalaire

0 Puissance d’une force

Lorsqu’on déplace un objet sur un trajet rectiligne
de A vers B avec une force constante F, exprimée en
newton (N), le travall de F exprimé enjoule (J), est
donné par W= F-ABetla puissance P de F, exprimée

W

en watt (W), est donnée par la formule P = A ou ¢t

désigne le temps du trajet exprimé en seconde.

Une grue de chantier déplace a vitesse constante un
conteneur de masse m = 5¢, d'une hauteurde 13 m, en
une durée de 24 s.

e,
*

F
[ i

P

—-

Le mouvement étant rectiligne uniforme, on a F=-P
(ot1 P =mgavec g =981 N-kg™).
= Calculer la puissance de la force f_':développée parla
grue pour soulever le conteneur.

ABCD est un carré. M est un point du segment [AC]
distinct de A et de C. La perpendiculaire a (AD) pas-
sant par M coupe (AD) en P.La perpendiculairea (DC)
passant par M coupe (DC) en Q.

| = Que peut-on dire des droites (BQ) et (CP) ? Justifier.
On peut conjecturer la réponse a 'aide d'un logiciel
de géométrie dynamique.

[ ALGO]

Le plan étant muni d'un repére orthonormé (O ; E,r},
on considere une droite 9 d’'équation cartésienne
ax+ by + ¢ = 0 et un point M(x,, y,,) qui n‘appartient
pas a 9. On appelle d la perpendiculaire a % passant
par M.

1. Démontrer que E( f}] est un vecteur directeur ded.

2. a.Ecrire unalgorithme en langage naturel permettant

d'obtenir I'équation de la droite d connaissant celle de

9 et les coordonnées du point M.

b. Que renvoie l'algorithme avec :
9:-3x+2y+5=0etM(7;-2)7?

@

Dans chacun des cas suivants, dire s'il est possible
d'écrire un algorithme réalisant I'opération indiquée.
Si oui, proposer un tel algorithme ; si non, expliquer
pourquoi c'est impossible.

1. Renvoyer la longueur d'une médiane d'un triangle
en fonction des longueurs de ses cotés.

2.Renvoyer le produit scalaire AB-ACdansun triangle
ABC enfonction des longueurs AB et BCetde I'angle B.

@@




bole d’équation y = x2.

Soit A un point de la parabole d'abscisse a = 0. On
note B le point d’intersection entre la parabole % et
la perpendiculaire a (OA) passant par O.

1. Réaliser lafigure en prenant trois valeurs différentes
pour a.

Conjecturer que, quelle que soit la valeur de a, la
droite (AB) passe par un point fixe I dont on donnera
les coordonnées.

2. Démontrer la conjecture de la question 1.

LOGICIEL DE GEOMETRIE

—- -
Dans un repére orthonormé (O ; i, j), on considére le

point A (2;-1) et le vecteur ﬁ( j

1. On veut réaliser une figure a I'aide d'un logiciel de
géométrie dynamique.

a. Placer le point A et créer le vecteur u.

b Creer trois pomts M,, M, et M, puis les vecteurs
AM,,AM et AM

G Calculer, aveclelogluel les produits SCB'BII’ESAM.I i,
AMZ i et AM3 u.

d. En déplacant les points M, M, etM conjecturer

I'ensemble des points M tels que AM-ii = 16.

2. On veut démontrer cette conjecture. On considére
un point C tel que AC = kit. Déterminer la valeur de k
telle que Cappar‘tlenne ala Ilgne de niveau cherchée.
3. Montrer queAM il=AM-AC < CM-ii=0.En déduire
la ligne de niveau cherchée.

Dans un repére orthonormé (O ; .-1,7} on considére les
points A(-3;-1) et B(1;1). On cherche a déterminer
I'ensemble des points M tels que MA? - MB? = 10 (cet
ensemble est appelé ligne de niveau 10).

1. A l'aide d’un logiciel de géométrie dynamique,
construire trois points M, M, et M, appartenant a
cette ligne de niveau. .
2. Endéveloppant I'expression (MA - MB) - (MA + MB),
montrer que la ligne de niveau cherchée est équiva-
lente a laligne de niveau IM-AB =5, 0u I est le milieu
de [AB].

3. Démontrer, en utilisant I'exercice précédent, que
cette ligne de niveau est une droite dont on donnera
les caractéristiques.

Approfondissement

Soient ABC untriangle et A’, B', C" les milieux respectifs
des cotés [BC], [AC] et [AB].

On note G le point défini par I'égalité GA + GB + GC = O.
1. Montrer que AG = %AT

25 Elqblir des égalités similaires avec les vecteurs BG
et CG.

3. Que peut-on en déduire pour les médianes [AA7],
[BB’] et [CC’] du triangle ABC ?

@

@ Dans un repére orthonormé (O ; ??} onnote % la para- @ Format A4

Raisonner

Une feuille de format
A4 a pour dimensions
21 cm en largeur et
29,7 cm en longueur.
On appelle A, B, C et
D les sommets de la
feuille et on note I le
milieu de [BC] comme
indigué sur la figure
ci-dessous.

A D

B I C
1. Réaliser la figure avec un logiciel de géométrie dyna-
mique. Conjecturer lamesure de I'angle 6 en degré.
2.0nposeL=AD=BCetl=AB=CD.
a. En remarquant que Al=AB + Bl et BD = BA + AD,

déterminer A BD en fonction de [ et L.
h. En déduire que 6=90° < L =42.
Le nombre s'appellele format de la feuille de papier.

3. Expliquer pourquoi le logiciel affiche la mesure 90°
pour I'angle 8 mais ne met pourtant pas le symbole
d'angle droit.

Représenter

En mécanique, une force est représentée par un
vecteur. Lorsqu’une force s'applique sur un solide, la
norme du vecteur force est proportionnelle a l'intensité
de la force (exprimée en newton, N). On considére un
solide S sur lequel deux forces 1-7; et F‘; s'appliquenten
un point O, origine d'un repére orthonormé comme
indiqué sur la figure ci-dessous.

Onsuppose que F; =20 Net F, =13 N.

1. On appelle résultante des deux forces F et F le
vecteur somme de ces deux forces R = F + F

a. Reproduire le graphique, en ch0|5|55ant une unité
adaptée, et représenter la résultante des deux forces.
b. En mesurant sur le graphique, donner une approxi-
mation de l'intensité de la résultante.

2.En utilisant le graphlque, déterminer la valeur exacte
du produit scalaire F F

3. Calculer R’ en utlllsa nt le carré scalaire de R.

4. Combien mesure I'angle ot ?

5. Déterminer les coordonnées des vecteurs }7; et [_7;



@ Soient A, B, Cet D quatre pomts du plan

1 En remarquant que BC BA +AC DB DA +AB et
DC=DA+ AC montrer que :

DA-BC + DB-CA + DC-AB=0.
2. Dans un triangle ABC, on note H l'intersection des
hauteurs issues de A et de B.
En utilisant la relation précédente, démontrer que
le point H appartient a la hauteur issue de C, c'est-a-
dire que les trois hauteurs sont concourantes en H.
H est appelé l'orthocentre du triangle ABC.

Approfondissement

On considére un triangle ABC et on note G le point
d'intersection de ses médianes, appelé centre de gra-
vité du triangle, O le centre de son cercle circonscrit
et H son orthocentre défini dans |'exercice précédent.
1. Tracer un triangle ABC puis les points O, G et H.Que
peut-on conjecturer ?

2. Soit M le point tel que O OM = ()A + Ol OB+ OC.

a.E En remarquant que AM A() + ()M justifier que
AM-BC =(OC+ OB)-(OC - OB).

b. En déduire que M appartient a la hauteurdu triangle
ABC issue de A.

c. Montrer de la méme facon que M appartient a la
hauteur du triangle ABC issue de B et en déduire que
M est confondu avec H.

3. Montrer que OH =30G et conclure.

Soit un triangle ABC d'aire S.
C

-

Np

A

1. Exprimer cos(ﬁ} en fonction dea, b et c.
4bh%c? — (az —b?-? )2

2. En déduire que sin? (A) =

4b*c?
3. 0n note p le demi-périmétre du triangle ABC :
p= %{ﬂ‘ +b+c)

Montrer que :

sin(A)= 2Jp(p a)(p-b)(p-c).

4. En utilisant la I0| des sinus (voir exercice 65), en

déduire que S = Jp(p—a)(p—b)(p—c).

Cette formule est appelée formule de Héron, du nom
du mathématicien grec Héron d’Alexandrie, |°' siécle
apres J-C.

5. 0TI a. Ecrire un algorithme qui calcule I'aire d'un
triangle connaissant les longueurs a, b et ¢ de ses cotés
lorsque c'est possible et sinon, affiche « a, b et ¢ ne sont
pas les cotés d'un triangle ».

b. Qu'affichera cet algorithme dans le cas d'un triangle
équilatéral de coté 4, puis dans celui d'un triangle dont
les cotéssont3,4et57?
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i 173 Epave de bateau
Chercher, représenter

On considére la carte suivante munie d'un repére
orthonormé, ol une unité graphique correspond
alkm.

. b g
o7zl 2 [ [ [T 1111
Pour localiser une épave, un bateau équipé d'un sonar
a relevé que celle-ci se situait a 8 km du point O, a
5 km du point A et a plus de 15 km du point B.

» Déterminer les coordonnées du point E correspon-
dant a 'emplacement de I'épave.

On peut d'abord faire une conjecture a l'aide d'un
logiciel de géométrie dynamique.

@ Soit d une droite du plan et A un point n‘appartenant

pas a d. On note H le projeté orthogonal de A surd et
M un point quelconque de d.

1. Justifier que AM? = AH?. En déduire que la distance
AH est |a plus petite des distances de A aux points de d.
AH est appelée la distance du point A a la droite ¢ d
2. Le plan est muni dun repére orthonorme (O ; :,Jr}
On note (x,;v,) les coordonnées de A, (x,;y,) les
coordonnées de H et ax + by + ¢ =0 une équation
cartésienne de d.

a. Démontrer que le vecteur i1 ( ?] et le vecteur AH

7]
sont colinéaires.
b. En exprimant le produit scalaire AM- e deuxfagons
différentes, démontrer que AH = M

Na® +b?
3 svinon Ecrire le script d‘une fonction Python
dont les arguments sont les coordonnées respectives
de trois points A, B et C et qui renvoie la hauteur du
triangle ABC issue de A.

@@



L'épreuve écrite

@ ABCD est unrectangletelque AB=5cmetAD=3 cm. @

Eest un point du segment [AB] et on appelle Fle point
d'intersection des droites (ED) et (AC).

1. Dans cette question, on suppose que AE =4 cm.
Calculer les longueurs EC et ED.

En déduire une mesure en degre del angle DEC.

2. a. Justifier que AC+ED = |AD|? - ||AC]|| x ||AE].

b. En déduire ou placer le point E pour que les droites
(AC} et (DE} sment perpendiculaires.

£ PRISE D'INi © On note x la longueur en centimétre
du segment [AE]

a. Démontrer que EC-ED=x*-5x+09.

b. En déduire pour quelle valeur de x le produit scalaire
EC-ED est minimal.

Que peut-on alors dire de I'angle DEC?

Remorquage d’'un cargo

Un remorqueur tracte un cargo comme sur la figure
ci-dessous sur un parcours. rectiligne [AB] de 1 500 m
avec une force constante F et a la vitesse de 5 km-h™".

/ = &_

Le travail W de la force F surle trajet [AB], exprimé en
joule (J), est W= F-AB.On suppose que F=5x10°J.
La puissance de la force de traction Fexprim ée enwatt
(W) est donnée par P = % ,out désigne le temps du

trajet exprimé en seconde.
« Calculer la puissance de la force F lors de ce trajet.

Dans un repére orthonormé (0 ; :,7}, on considére les

points A(2;3), B (5;0) et M(x;y), ou x et y sont deux

nombres réels. k est un nombre reel.

1. Calculer AM- AB en fonction de x ety.

2. En déduire I'ensemble des points M tels que:
AMAB = k.

3. Tracer ces ensembles pourk=-1,k=1etk=3.

(=D

Le plan est muni d’un repére orthonormé (0 ; 7, j ). @
)

On consideére les points A (2;5),B(11;1) et C(6;-4).
Donner la seule reponse exacte parmi les trois propo-
sées, sans justifier.

1. Le triangle ABC est:

(2)rectangle et non isocele;

(b)rectangle et isocéle;

@-isocéle et non rectangle.

2.cos(BAC) vaut:

a) 12 36 ©) 65
O97 ®97

97
3. L’ensemble des points M tels que MA - MB = 5 est :
(@)un cercle;  (b)une droite; (C)ni I'un ni lautre.

4. L'ensemble des points M tels que MA-AB=5est:
@un cercle; @) une droite; @ni I'un ni l'autre.

@

Dans le plan muni d'un repére orthonormé (O ; Ff}

on considére les points A(-2;1), B (1 2} et C(1;-1).

1. a. Calculer le produit scalaire AB-AC puis les lon-

gueurs ABet AC.

b. En déduire une valeur approchée arrondie au degré

de I'angle BAC.

2. 0n appelle (E) I'enﬂmbﬁpdes points M tels que :
MB-MC=7.

a. Vérifier que A € (E).

b. Soit M(x, ¥) un point du plan. Exprimer MB-MC en

fonctionde xet y.

c.On a programmé l'algorithme suivant sur un logiciel.

<0
Pourxallantde-10a 10:
Pour y allant de-10a10:
Six’+y' - 2x—yp=1=7:
i—i+1

A la fin de son exécution, la variable i contient la valeur 4.
Que represente cette valeur dans le contexte de I'exer-
cice?

. En utilisant le théoréme de la médiane, déterminer
et représenter I'ensemble (E), puis retrouver graphi-
quement le résultat de la question précédente.

Soient A et B deux points distincts du plan. On cherche
a determiner I'ensemble (E) des points M tels que
MA = 2MB.
1. a. Vérifier que les points K et L, respectivement
définis par:
AK = ?4_3' et AL = 2AB,
appartiennent a (E).
b. Démontrer que:
KA +2KB=0et LA - 2LB=0.
2. a. Justifier que :
MA =2MB < (MA + 2MB)-(MA -2MB ) =0.
b. En utilisant les points K et L, simplifier la relation
précédente et conclure.

Sur la figure ci-dessous, ABCD est un trapéze rectangle
telque AB=7,AD=5et DC=3.

E estle point du segment [AB] tel que AE=3 ;[ estle
milieu du segment [EC].

D C

A E B
* Les droites (Al) et (BC) sont-elles perpendiculaires ?

Sinon, quelle valeur donner a la longueur du segment
[AB] pour que ce soit le cas ?



@ Trajectoires de sous-marins

On considére deux sous-marins se déplacant en ligne
droite, chacun a vitesse constante. A chaque instant 1,
exprimé en minute, le premier sous-marin est repéré
par le point §, (7) et le second par le point S, (1) dans un
repére onhongrmé (O;1i,j) dont I'unité est le métre.
La droite (; i ) représente le niveau de la mer.

1. On admet que, pour tout 1 = 0, le point §, (¢) a pour
coordonnées (140 - 60r;-170- 1301).
a. Donner les coordonnées du sous-marin au début
de l'observation.
b. Calculer la distance parcourue par le premier
sous-marin en une minute. En déduire sa vitesse expri-
mée enkm-h~".
c. Calculer le produit scalaire §, (0) S, (1) i
En déduire lI'angle o que forme la trajectoire du
sous-marin avec le niveau de la mer.
Ondonnera l'arrondi de ct a 0,1 degré preés.
2. Au début de l'observation, le second sous-marin
se trouve au point S, (0) de coordonnées (68;-68) et
atteintaubout de troisminutes le point de coordonnées
(-202;-248).
A quel instant 7, exprimé en minute, les deux sous-
marins sont-ils a la méme profondeur ?
3. Au bout de dix minutes, quelle distance séparera les
deux sous-marins ?

D’aprés Bac, Liban, mai 2018

\;-{\7

P
Dans la figure ci-dessous, les angles o et B sont-ils
égaux ?

Chapitre 7 » Calcul vectoriel et produit scalaire

On a représenté ci-dessous, dans un repeéere ortho-
normé, la fonction fdéfinie sur [0;10] par f(x) = Vx.

i .Q;‘

LN
T T T T T L U | T T T 7
X

On note A le point de coordonnées (6;0), O |'origine
du repére. Soit x un nombre réel de l'intervalle [0;10],
on note M le point de la courbe d'abscisse x.

1. Exprimer le produit scalaire MO - MA en fonction de x.
2. Déterminer pour quelle(s) valeur(s) de x le triangle
OMA est rectangle en M.

3. Ecrire en Python une fonction angle dont I’a[_g_ti—
ment est |'abscisse x de M et qui renvoie I'angle OMA
en degré.

4.0ndonne le script Python suivant d’'une fonction M.

Gdef M(pas):

7 X=pas

' M=angle(x)
while x<=10:

i A=angle(x)

11 if A>M:

12 M=A

13 X=X+pas

14 return M

a. Que renvoie cette fonction sil’on écrit dans la console
l'instruction M(01)?

b. Que calcule cette fonction dans le contexte de l'exer-
cice ?

Le plan est muni d’un repére orthonormé (O;f,’f}. Soit
dla droite d’équation cartésienne :

2x-y-3=0.
On note A le point de coordonnées (a; a%), ol a est un
nombre réel.
1. Justifier que, quelle que soit la valeur de 4, le point
A n‘appartient pas a la droite d.
2. Soit 9 la droite passant par A et perpendiculaire a d.
Soit M un point de la droite 9.

2

a. Justifier que le vecteur 17( ] est orthogonal a tout

vecteur directeur de la droite d.
b. En déduire qu'il existe un nombre réel ¢ tel que
AM = v,
c. Exprimer la distance AM en fonction de .
Soit H le projeté orthogonal de A sur la droite d.
La distance AH est appelée distance du point Ha la
droite d.
Existe-t-il une valeur de a pour laquelle la distance
AH du point A de coordonnées (a;a*) a la droite d est
minimale ? Justifier la réponse.

D'aprés Bac, Métropole, 2017

@



® wilieu
Soient ABC et ADE deux triangles rectangles et isocéles en A.
On appelle / le milieu de [CE].

1. a. EEEEEETHEEE

Réaliser la figure a l'aide d'un logiciel de
géométrie dynamique.

b. Que peut-on conjecturer pour les
droites (Al) et (BD)?

2. a. Justifier que :

Al= —(AC +AE)
et BD = BA + AD. .
b. En déduire le produit scalaire A7 BD

et démontrer la conjecture émise a la
question 1 b.

@ Figures

v
Questions Moderato

1. a. Exprimer I'angle BAD en fonction

del'angle CAE.

b. Soit B’ le symétrique de B par rapport

aA.

Vérifier que D, DAB’ CAE etque:
AC-AE= AD tAD.

c. En déduire que AC-AE = -AB-AD

puis que DC-BE = 0 (utiliser la relation

de Chasles appropriée).

d. Que peut-on en conclure pour les

droites (DC) et (BE) ?

2. Démontrer que DC = BE.

Sur la figure ci-contre, ABCD est un cairé, BEFC unrectangle

et CFG untriangle rectangle isocéle en G.
Onpose AB =a et BE = b, ou a et b sont des nombres réels positifs.

On suppose que b= 2aq.

1. Dans le repére orthonormé(A ; AB,AD),
écrire les coordonnées des points A, B,
C.DetE.

2. On appelle H le projeté orthogonal de
G sur (CF).

Calculer les coordonnées de H.

3. Justifier que CHG est un triangle
rectangle isocéle en H.

En déduire les coordonnées de G.

4. Calculer GE- GD.

Que peut-on en condure ?

@

v

Questions Moderato

1.a. Exprimer lalongueur GCenfonction
deb. .
b. Calculer les produits scalaires GCFE
et CD- GF enfonction de aet b.

2. En utilisant la relation de Chasles,
démontrer que:

GE-GD=GC-FE + CD-GF.
3. Endéduire la nature du triangle GDC.

v
Questions Allegro

1. Justifier que :

DG?=AB?+AD? + 2AB-AD,
2.a.0nadmet que :

cosl{a — b) = cos{a)cos(b) + sin(a)sin(h)
{cette formule a été démontrée dans
I'exercice 67 p. 232).
Justifier que cos( BAD ) =—-cos( CAE}
b. En déduire que : .
CE?=AB*+AD?-2AB-AD

3. Démontrer que BC = 2A1.

Questions Allegro

1. Comment choisir les nombres a et b
pour que les droites (BF) et (GE) soient
perpendiculaires 7

2. Avec les valeurs des nombres a et b
précédentes, calculer I'aire totale de la
figure coloriée en fonction de a.



J . No problem!
o Magnitude

a and b are two vectors.

Chapter 7 Scalar product

We denote |a| the length (or magnitude) of vector a and 6 the angle between a and b.

Fill in the gap of the definition below.

To ... the dot product of ... vectors, we ... the ... of vector a by the length of vector b then multiply by the ...

of the angle between ... and ....
The dot product gives a ... as an answer.

9 Coordinates

1.Vector a has magnitude 3, vector b has magnitude
4 and the angle between a and b is -1.;—

Whatis the value of a- b?

24 a(f] and b(?) are two vectors in a rectangular

coordinate.

Use the dot product to find the size of the angle
between a and b.

3. Which of the following pairs of vectors are
perpendicular?

() A5 7)) 3

o Methane molecule

A methane molecule composed with one carbon atom and four hydrogen ones, has a
shape of a regular tetrahedron as shown below.
* Determine the angle between each chemical bond.

e Noughts and Crosses

Step 1: Choose a square.
Step 2: Solve the problem linked to that square.

Step 3: If your answer is correct, write your symbol (a nought or a cross) in the square.
The aim of the game is to get a winning line of three noughts or three crosses in either a hori-

zontal, vertical or diagonal row.

To play this game, you need to use a square ABCD with center O and with sides equal to a.
You will have to give some dot productsin terms of a and to explain your result to your classmate.
B1. OC BC B2. CB-AC

3. OC-BO

A1l. DC BC A2. CD CA A3. OC BD
B3. OA-OC C1. DA-BD C2. DO-BO

e Algorithm

We are given three points in a rectangular coordinate:
Ala; b),H(c;d)and T(e ; f).
The algorithm below is written in “Python language”:
def surprise(abedef):
if (a-e)*(a-e)+(b-d)*(b-f)==0:
print(yes)
else:
print(no)
1. What will be the result of this algorithm if we enter
the formula: surprise(0,2,4,-2,-1,1)?
2. Thanks to the previous result what can you say
about HAT triangle?
3. Find three points that give “no” as an answer.
4. Explain the second line of the algorithm. What is
the goal of this algorithm?

A




e Ressources du chapitre
disponibles ici :

www.lycee.hachette-

education.com/barbazo/ire "

Géometrie
reperée

Apollonius est un geometre
et astronome grec du u® siécle
avant J-C.Néa Pergadans|‘actuelle
Turquie, il étudie puis enseigne a
Alexandrie. || est célébre pour son
traité sur les Coniques, ensemble
de courbes sur lesquelles ses
predécesseurs, comme Euclide, ont
déjatravaillé. Dans ce traité de huit
livres, il synthétise les résultats déja
obtenus et les compléte de maniére
remarquablement rigoureuse pour
I'époque.

Construire des cercles
avec Apallonius

ans le Traité des contacts, Apolloniustravaille sur la
construction de cercles sous diverses conditions.
On y trouve des constructions de cercles passant
par trois points donnés, tangents a des droites ou a
d‘autres cercles.
Il énonce notamment la proposition suivante :
« Le lieu des points dont la distance a un point donné
A est un multiple de la distance a un point donné B, est
un cercle. »

Reproduire et expliquer le schéma illustrant la proposition ci-dessus, en fixant AB = 4 cm

AZ _ A0 _ AE _
et 3Z~BO BE >

Justifier la position des points Z et E sur la droite (AB) et en déduire le rayon du cercleet la
position de son centre sur la droite (AB).



o Vecteurs directeurs (1)

On se place dans un repére orthonormé du plan.

Déterminer par lecture graphique les coordonnées
d‘un vecteur directeur de chacune des droites
représentées ci-dessous.

),

e Vecteurs directeurs (2)

On se place dans un repére orthonormé du plan.

Déterminer les coordonnées d’un vecteur directeur
de chacune des droites dont une équation est
donnée ci-dessous.

a.2x—-3y+1=0
b.x+y-3=0
c.3y—1=0
d.x=+2

E.y=—%x+3

e Colinéarité

Les vecteurs if et Vsont-ils colinéaires dans chacun

des cas suivants ?
23(3) a(4)

l.u(_lj etu( ) ]
4.u(1,§] etv(_sz.

Soient A (-3; 2) et B(5; 4) deux points du plan.
1. Calculer les coordonnées du milieu 7 du
segment [AB].

2. Calculer les coordonnées du point C sachant
que le point B est le milieu du segment [AC].

DIAPORAMA
DE GAMMES
SUPPLEMENTAIRES

6 Produit scalaire

On se place dans un repére orthonormé.

1. Calculer le produit scalaire i-v dans chacun des
cas suivants.

a.a(-ﬂ ew( 1 ]
2 4
b.i("’g"] etﬁ(‘gﬂj.
0 1
cu etv 1t
4 2

2. Quelle est la paire de vecteurs orthogonaux ?

o Identités remarquables

Développer les identités remarquables suivantes.
1. (x+3)° 2.(y-7)?

3ipi+ o 4.(x =42

o Systéme

Résoudre le systéme d'équations suivant.
{ —x+5y-4=0
4x+y—-5=0

0 Equation cartésienne

On se place dans un repére orthonormé.

Déterminer une équation cartésienne des droites
suivantes.

1. La droite (AB) avec A (-8; 4) et B(0; 3).
2. La droite passant par le point C(-2; 5) et de

vecteur directeur %_21].

9 Alignement

Soient A(-1; 3), B(4; 2) et C(0; 1) trois points du
plan.

* Les points A, B et C sont-ils alignés ?




Situation@

O 0mOm0.0,0.0C

SITUATIONS
EN VERSION
MODIFIABLE

Paires orthogonales

Dans un repére orthonormé du plan, on considére les vecteurs :
of (0 ~(3) ~(4) -(1 oy
I , v , W , Z , 7 et n "
1 -3 0 -3 4 —4

Représenter ces vecteurs dans un repere orthonormé, puis reconstituer les paires de vecteurs
orthogonaux en justifiant par le calcul.

Soit & une droite d'équation cartésienne ax+ by + ¢ =0, ol g, b et ¢ sont trois réels donnés, tels
que a et b ne sont pas nuls simultanément.
Exprimer les coordonnées d'un vecteur directeur de % en fonction de a et b.

Si EE( -14 J estun vecteur directeur de 9, que valentaet b ?

Exprimer alors les coordonnées du vecteur orthogonal a E( _14 ) trouvé a la question 1 en fonction de
aeth.

Reprendre la question 3 en remplacant le vecteur E( _14) par le vecteur :( 43 J

Quelle conjecture peut-on émettre sur les coordonnées d'un vecteur orthogonal a un vecteur

directeur d’une droite d'équation cartésienne ax + by + ¢ =07

Second degré

On considére la fonction polynéme fdéfinie sur R par:  f(x) =x*—6x + 8.
On a tracé la représentation graphique de cette fonction sur un logiciel de géométrie
dynamique.

Lire graphiquement les coordonnées du point S.

Reproduire la figure sur un logiciel de géométrie dynamique.

Tracer la droite A perpendiculaire a I'axe (Ox) et passant par le point S.
Quelle est I'équation réduite de A?

Justifier que le point A (1; 3) appartient a la courbe représentative de la fonction.
Placer ce point sur lafigure.

Construire le symétrique du point A par rapport a la droite A.
On peut utiliser le bouton « symétrie axiale » du logiciel.

Placer de méme deux autres points sur la courbe et tracer leurs symétriques respectifs par rapport a A.
Que peut-on conjecturer ?



Situation@® Equations de courbes TS

Objectif
Conjecturer
I'équation
cartésienne
d'un cercle.

Chapitre 8 « Géomeétrie repérée

Dans un repére orthonormé du plan d'origine O, Théodore a dessiné des courbes sur un
logiciel de géométrie dynamique. Il a mélangé les équations de chacune d‘elles.

@ (x+2P7+(+3)2=1
@ {x—37}2 +(}"‘4'.1}2 =4

@ G-22+(y-312=4

2

B x+Ny+1)=1
@y=2x2—3x+1
®

(x ';4}2 + (}’—3”2 =4

Lesquelles sont des équations de cercle ?

Donner les coordonnées du centre et le rayon.

(3) Proposer une équation du cercle de centre O et de rayon 2.
Vérifier a l'aide d'un logiciel de géométrie dynamique.

(4) Reprendre la question précédente avec le cercle de centre A (1 ; 3) et de rayon 2.

. /’ e \\. l
| i / i
4 i 1 o ] ] ' E B\ %
S .\.\\ . ! ';
.-/; I'. .'I
S—— ] Y@
1 \. /
I L} 1 2 3 4
Courbe 1 Courbe 2
l &
/l/-"—h‘m\\ 3 \ I.I
r \ j
:\\\ : 3 ] 1 1 ] o .,".I:
‘\ / 3 o B Ld:m":_ E) T Ta
Courbe 3 Courbe 4
\ .
s
Courbe 5 Courbe 6

(‘D Associer a chacune des six équations ci-dessous une des courbes ci-dessus.



Connaitre le cours

1. Vecteur normal a une droite

Dans tout ce chapitre, le plan est muni d'un repére orthonormé.

3 1. Définition

Définition
Soit % une droite de vecteur directeur .

Soit 1 un vecteur non nul du plan.
7 est un vecteur normal 2 % lorsque 111 = 0.

v Exemple oy /c,r -
2 1 |

Le vecteur H( -1 J est orthogonal au vecteur EI( 2}

Eneffet, i i=-2x1+1x2=0. H
i est un vecteur directeur de 9, donc 11 est un vecteur normal a %,

[=]
™~
o]

i 4

Propriétés

Ton Soient % une droite et 7 un vecteur non nul.

* Si i estun vecteur normal a %, alors tout vecteur non nul colinéaire a 1 est un vecteur normal a 9.
¢ Tout vecteur normal a % est orthogonal a tout vecteur directeur de %.

v Exemple
Soit 9 une droite de vecteur normal n.
Les vecteurs 7 et — 21 sont colinéaires, donc le vecteur — 21 est aussi un vecteur normal a %.

)\"y

S o) Propriéteé :
i Soient % une droite passant parun point A et de vecteur normal n. i
Un point M appartient a & si et seulement siAM -1 =0. L

147 |
v Exemple -1 o N
Soit 9 la droite passant par le point A(1 ; 2) et de vecteur normal 1 ( 3 ] ; 0 T 1 12
Soit le point B(4;3).
ABn=@-1)x(-1)+(3-2)x3=-3+3=0
Le point B appartient donc a %.
* 2. Equation cartésienne d’une droite
Propriete
SEETY Soient g, b et ¢ trois réels tels que @ et b ne sont pas nuls simultanément.
p. 249 Une droite 9 a pour équation cartésienne ax + by + ¢ = 0 si et seulement si n ( “ ] estun vecteur
normal a 9. b
v Exemple [ TV /
Soit 9 la droite d'équation cartésienne 3x — 2y + 5 =0. :/Eﬂ | ]
On identifie les coefficients : . 3 .
a=3,b=-2etc=5, // | |» |
n ‘* E
Le vecteur 1 de coordonnées ( ]est un vecteur normal a %. f]o 11 | x|



Chapitre 8 « Géomeétrie repérée

Identifier des vecteurs normaux a une droite o

On considére la droite % dont le vecteur i est un vecteur directeur.

- Quels sont, parmi les vecteurs 11, w, v et Z représentés sur la figure ci-contre, les
deux vecteurs normaux a @ ?

W Solution commentée

ol

D’aprés la figure, on conjecture que les deux vecteurs normaux a % sont 7 et w.
= s 1 - . 2

Le vecteur u a pour coordonnées 5 ) Le vecteur n a pour coordonnées | _, |.

Ornu=2x1+(-1)x2=2-2=0.Les vecteurs 11 et i sont donc orthogonaux.

On en déduit que 1 est un vecteur normal a %.

Le vecteur w a pour coordonnées ( —12 ] Onadoncw =—n.

- — P —*. . ==y .
n et w sont donc deux vecteurs colinéaires, or n est normal a8 @, donc w |'est aussi.

EEEH 2p. 258

B Déterminer les coordonnées d'un vecteur normal
a une droite donnée.

o Soit %, la droite passant par le point A (2; 5) et de vecteur directeur i [ gl }
Déterminer les coordonnées d'un vecteur normal a la droite % ,. 3

e Soit 9%, la droite dont une équation cartésienne est—x —4y + 1=0.
Déterminer les coordonnées d'un vecteur normal a la droite %,

v Solution commentée

) Levecteur ﬁ( "1] est un vecteur directeur de %, donc %, admet une équation cartésienne de la forme
3x+y+c=0avec ¢ € . On en déduit que le vecteur n ( ﬂ est un vecteurnormal a %,.

On peut vérifier cue les vecteurs 1 et i sont bien orthogonaux : ii-it =3 x(=1) + 1x 3=0.

) L'équation cartésienne donnée est de la forme ax + by + ¢ = 0, avec a = —1 et b = —4. Donc un vecteur

s . a e v e
normal a %, a pour coordonnées (b]’ soit ici (4 I

Sy 7 p. 258

B Déterminer une équation cartésienne de droite

Soit A une droite passant par le point A(2; 1) et dont le vecteur 1 de coordonnées (_1] est un vecteur
normal. 2
- Déterminer une équation cartésienne de A.

W Solution commentée _

M(x;y) appartienta @ & n-AM=0 e -1x (x—2)+ 2x(y— 1) =0
©-x+2+2y-2=0

<—x+2y=0

On en déduit qu'une équation cartésienne de A est —x + 2y = 0.
9p. 258

@



Connaitre le cours

2. Equation cartésienne d’un cercle
et d'une parabole

’ 1. Equation cartésienne d'un cercle

A.}.’.....i

Propriété et définition Mix N

Soient A (x, ; y,) un point du plan et R un réel strictement positif.
L'ensemble des points M (x; y) du plan vérifiant I'égalité
(x-x,)%+ (y-y,)? = R* est le cercle ‘6 de centre A et de rayon R.
Cette égalité est une équation cartésienne du cercle ‘€.

% Exemple o] 4
On considére I'équation (x —3)% + (y+ 1)2 = 4.

Cette équation est équivalente a (x-3)2+ (y— (1) =4.

Cest celle du cercle de centre A (3; —1) et de rayon R =4 = 2 unités de longueur.

Remarque

Dans le cas ol un cercle ‘6 est défini par la donnée d'un de ses diamétres [AB], on peut trouver

une équation cartésienne de € : oz

® en utilisant I'équivalence M € € & MA-MB=0;

* ou en déterminant les coordonnées du centre [ et la valeur du rayon qui est égal a la longueur Al

, 2. Equation cartésienne d’une parabole

T AT T
Définition et propriété N T r=“2-g/
Soient a, b et ¢ trois réels donnés tels que a # 0. 3 : HiIIEE
Soit f une fonction polynéme de degré 2 définie, pour tout réel x, 0 O I /
par f(x) = ax* + bx + c. 1
La courbe représentative de la fonction f; qui a pour égquation | y fal | /' I
p. 248 y=ax? + bx + ¢, est une parabole. [ |9 \\/ [ | *
Cette courbe admet : I - S(_j:_; r(_i])
S L b [ ] | 117\ 2¢ 7] |24
» pour axe de symétrie la droite d'équation x = 24
» pour sommet le point § (—L 'f(—i)}
2a’ 2a
v Exemple o J
On considére I'équation y = —x? + 2x — 5. [;] HBE]
Cette équation est celle d'une parabole. il
Par identification des coefficients, on obtienta=-1,b=2etc=-5. 1Nl |
D'aprés la propriété, cette parabole admet un axe de symétrie dont une équation - 5\“ iz4)]
- _..._b.._ i — -—; i — \
estx= 2a,sonx 2x(_ﬂ,smtx 1. \
Son sommet Sa: ; /.F i 4\21 =3
- pour abscisse x, = “gE 13
- pour ordonnée y;=-12+2x1-5=-1+2-5=-4,
Donc § a pour coordonnées (1; —4).
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n Déterminer une équation de cercle

Soient les points A (1; 1) et B(5;-2).
- Déterminer une équation du cercle ‘6 de diametre [AB].

« Déterminer les coordonnées de son centre et la valeur de son rayon.

—[{1-x —[ 5—x

1’eméthode:SoitunpointM(x;y}.OnaMA[_I_ ]etMB[_z_y].

ME €< MA-MB=0
S(1-x)6-x)+(1-y(-2-y)=0
<:>x2—6x+y2+y=—3

<:>(x—3)2—9+( r+l)2—l~—3
T e R
2
<:>(x—3}2+(y+%) = 2745
On en déduit que le cercle a pour centre le point / (3; = %)et pour rayon Ji—s soit %
2° méthode: Le centre du cercle ‘€ est le point / de coordonnées (1—?1—5—2) donc (3: - %)
2

Le carré du rayon du cercle € est égal 8 AI%= (3—1)2 + (—%— 1) = 27? Son rayon vaut 1‘% soit %

T 25
Donc ‘€ admet pour équation (x — 3)2 +(_\=+ 5) =2

MEETE 36 p. 261

B Déterminer I'équation d'une parabole

On considére une parabole dont le sommet S a pour coordonnées (3; 5)
et qui passe par le point A (0; 10).

» Déterminer une equation de cette parabole.

On cherche I'équation de la parabole sous la forme y=ax? + bx + ¢,

ol a, b et ¢ sont trois réels donnés tels que a # 0. tol 3 1 | | ?
L'abscisse du sommet S vaut —;—’a =3,
On en déduit que —b = 3 X 24, soit b = —6a.
De plus, I'ordonnée du point S est 5, on en déduit donc que 5=a x 32+ b x3 + ¢,
ce qui équivauta9a +3b+c=5.
Par ailleurs la parabole passe par le point de coordonnées (0; 10), donc ¢ = 10.
On obtient donc le systéme suivant :

=10 =10 c=10 c=10 e=10

b=—-6a <= sb=-6a = 1b=-6a < ab=—6a < I)z—ﬁX%z%-
9a+3b+c=5 9a+3b=-5 9a+3x(—6a)=-5 —9aq=-5 5

"9

Donc une équation de la parabole est y = %xz —1—3Qx +10.

MEETEA 29 p. 260




Démonstrations et raisonnements

£ ) Comprendre une démonstration

On présente la démonstration de la propriété suivante. La lire attentivement puis répondre aux
questions posées.
On se place dans un repére orthonormeé du plan.

Soient a, b et ¢ trois réels tels que a #0.
La parabole % d'équation y = ax’ + bx + ¢ admet pour axe de symétrie la droite d'équation x = —%.

w Démonstration

* On va montrer que, pour tout point A appartenant a % et distinct de son sommet, il existe un point
B distinct de A appartenant a ? et ayant la méme ordonnée que A.

Soient deux points A (x,; v,) et B (x,; y,) appartenant a .

Onadoncy, =ax,’+bx, +cety,=ax,’ + by, +c.

Ya=ypeax, +bx, +c= ax32+bx3+c

<:>a(xA2 —xsz} +blx, —x,)=0

ey —xglaly, +x5) + 5] =0 (1)
e, —xg=00ualy, +x,)+b=0 (2)
b

SX, =Xp0UX, + X = WE

Dong, si un point A (x, ; v,) distinct du sommet de la parabole appartient a 2, le point B (—2 — X, yA)
appartient a %, est distinct de A et a la méme ordonnée que A.
La courbe admet donc bien deux points distincts d'ordonnée y,.

* On va déterminer les coordonnées du milieu / de [AB].

+ 2
Les points A et B ont méme ordonnée donc y, = yA—zys = % =Y,
+ +
De plus, d'apres ce qui précéde, x, +x, = — b donc 2AT1B - _ b etdonc = it S BN, .
a 2 2a 2a
On en déduit donc que / (—L- )
q 2a’ Vi
* Soit A la droite d'équation x= —;—a. Les points A et B ont méme ordonnée, donc le vecteur AB a

X — A

pour coordonnées ( S ] Un vecteur directeur de A estf( ?] OrAB-j=(x,—x,)x0+0x1=0.

Les vecteurs sont donc orthogonaux, donc la droite A est orthogonale au segment [AB].
De plus, le point I, milieu de [AB], appartient a A. Donc A est la médiatrice du segment [AB).
B est donc le symétrique de A par rapport a A.

* Si A est le point de la courbe d‘abscisse *Zb_a’ alors A appartient a A, c’'estle sommet de la parabole.

Donc A est invariant par symétrie par rapport aA. On a alors x, = x,.
Tout point de la parabole admet ainsi un symétrique par rapport a A, ce qui signifie que A est axe de
symétrie de la parabole.

Quelle égalité traduit le fait que A appartient a la parabole ? Méme question pour le point B.

oo

Quelle propriété permet de passer de I'égalité (1) a I'égalité (2) ?
Quelle égalité relie les abscisses des deux points A et B ?

Quelles sont les principales étapes qui permettent de prouver que le symétrique du point A par
rapport a la droite A est le point B ?

“t- =x.?
Dans quel casa-t-onx, = x,?
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o On souhaite démontrer la propriété suivante.

Soient a, b et ¢ trois réels tels que a et b ne sont pas nuls simultanément.
Une droite 9 a pour équation cartésienne ax + by + ¢ = 0 si et seulement si E( < ] est un vecteur
normal a 9. b

En utilisant les indications suivantes, rédiger la démonstration de la propriété.
Considérer A (x, ; y,) un point de %. .
Donner une proposition sur les vecteurs AM et n équivalente a la proposition :
. . a . - - a
« Le point M(x; y) appartient a la droite % de vecteur normal n 5§ »
]
Traduire cette équivalence avec les coordonnées des vecteurs.
* Conclure,

9 On souhaite démontrer la propriété suivante.

Soit A(x, ; y,) un point du plan. Soit R un réel strictement positif.
L'ensemble des points M(x; y) du plan vérifiant I'égalité (x —x,)° + (y —y,)* = R* est le cercle de
centre A et de rayon R.

En utilisant les indications suivantes, rediger la démonstration de la propriété.
Considérer la proposition : « M{(x ; v) est un point du cercle de centre A et de rayon R ».

A quelle égalité de longueur cette proposition est-elle équivalente ?
* Traduire cette égalité avec les coordonnées des points.

* Conclure.

P e ’
Soient 4, et %, deux droites de vecteurs normaux Raisonner par équivalences

: '
respectifs E’I( “ ] et ”z( a‘ ] Pour démontrer une équivalence, on
b b peut, dans certains cas, partir d'une des
Démontrer les deux propriétés ci-dessous en rai- propositions et arriver a la seconde en
sonnant par équivalences utilisant des propositions équivalentes.
' C'est ce qu'on appelle raisonner par
© 9, est paralléle a %, équivalences.

si et seulement siab’ — a’'b=0.

* %, est perpendiculaire a %),
si et seulement si aa’ + bb' = 0.



Apprendre

par le

&la

On se place dans un repére orthonormé du plan.
Soit 1 un vecteur directeur d'une droite 9.
1 est un vecteur normal a 9 si et seulement si

Appartenance d'un point a une droite

On se place dans un repere orthonormé du plan.
Soit % une droite de vecteur normal 17 et passant
parun point A.

Un point M appartient a 9 si et seulement si

AM-1i=0.

Equation cartésienne d’une droite

On se place dans un repére orthonormé du plan.
Soient a, b et ¢ trois réels tels que a et b ne sont pas
nuls simultanément.

Une droite 9 a une équation cartésienne du type

ax + by + ¢ = 0 si et seulement si ﬁ(“]est unvec-
teur normal de 9. b

Q(Z

s

ax+by+4c=0

Equation cartésienne d’un cercle

Soient A (x, ; ¥,) un point du plan et R un réel stric-
tement positif.

L'ensemble des points M (x; ¥) du plan vérifiant
l'égalité (x—x,)* + (y-y,)*= R?estle cercle ¢ de
centre A et de rayon R.

Cette égalité est une équation cartésienne du
cercle €.

\}.‘ T
M

Equation d’une parabole

Soient a, b et ¢ trois réels tels que a n'est pas nul.
Soit fune fonction polyndme de degré deux
définie pour tout réel x par :
f)=ax’+bx+c.

® Sa courbe représentative est une parabole
d'équation y = ax? + bx +c.
® La parabole admet un axe de symétrie d'équa-

b

tionx=—=2=.
= 2a

® La parabole admet un sommet § d'abscisse

b
\ B4
((_}J |

NEA




sesCONNAaissances

Effectuer les exercices @ a @ et vérifier les réponses.
Sinécessaire, réviser les points de cours en texte ou en vidéo.

Dans tous les exercices, on se place dans un repére
orthonormé du plan.

o Déterminer les coordonnées d'un vecteur normal
a la droite % dans chacun des cas suivants.
1.

#

5

L.

0
P

2.9 passe par le point A(5; 1) et a pour vecteur direc-

teur le vecteur :’I( ;1

3. Une équation cartésienne de % est :
5x—4y+6=0.
4. L'équation réduite de % est :
1 7

y=—§x+ Z.

e Soient les points A (0; -2), B(3; -1) et C(2; 1).
« Déterminer une équation de la hauteur issue de B
dans le triangle ABC.

e Soit ‘€ le cercle d'équation :
(x—=12+(y+2)?%=25.

1. Donner les coordonnées de son centre et son rayon.

2. Prouver que le point A (4; 2) appartient a ce cercle.

3. Calculer les coordonnées du point du cercle

diamétralement opposé a A.

Equation d'une droite ¢

Géométrie
repérée

Vecteur normal €

9 On considére la parabole d'équation :
y=8x*+6x+1.

1. Déterminer les coordonnées du point de la para-

bole d'abscisse 2.

7. Déterminer les coordonnées du sommet de la

parabole.

3. La parabole coupe-t-elle I'axe des abscisses ?

Si oui, quelles sont les coordonnées du (ou des)

point(s) d'intersection ?

6 Déterminer une équation de l'axe de symétrie
de chacune des paraboles dont une équation est
donnée ci-dessous.
l.y=5x"+8x—4

la

Zy= > —-i—x+3

3.y=-2(x+3)-8

" Déterminer une équation de la parabole de
sommet §(—2; 1) qui passe par le point C(-3;0).
¥

S,
;C/:\‘!
0

Il

/

@ CORRIGES :
DES EXERCICES pd..i

> Equation d’un cercle

Axe de symetrie
Equation
d'une parabole

Sommet
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Objectif

Etudier une parabole.

Algorithmique
et programmation en Python

Intersections

Soient a, b, ¢ et d quatre réels fixés, tels que a est non nul.
Dans un repére orthonormé du plan, on considere une
droite & d'équation y = d et une parabole d'équation
y=ax?+bx+ec.

Zoé a écritla fonction ci-dessous.

ldef sommet(a,b,c):

2 if al=e:

3 return -(b**2-4*a*c)/(4*a)
4 return False

a. Que réalise la fonction a la ligne 27

Pourquoi ?

b.Donner un exemple d'utilisation de cette fonction qui renvoie False.

c. Que renvoie sommet (3, 4, 1)?

d. Quelle est la formule utilisée a la ligne 3 7

e. Dans le cas ou a est non nul, que renvoie cette fonction pourla parabole ?

f. Déterminer des valeurs pour les réels @, b et ¢ de sorte que I'appel de la fonction renvoie la valeur 0.
Quelle est, dans ce cas, la position de la parabole par rapport a I'axe des abscisses ?

Andrea a écrit une seconde fonction qui utilise la fonction précédente.

8def Intersection(a,b,c,d):

9 if a»e :

10 if sommet(a,b,c)>d:

11 return 2

12 elif sommet(a,b,c)==d:
13 return 1

14 return 2

15 elif a<@ :

16 if sommet(a,b,c)<d:

17 return @

18 elif sommet(a,b,c)==d:
15 return 1

20 return 2

21 else :

22 return False

a. Quelles sont les valeurs possibles renvoyées par cette fonction 7

b. Dans quel cas la fonction renvoie-t-elle False 7

¢. Querenvoie Intersection (1, 2, 3,0)?

d. Querenvoie Intersection (-2, 0, 1, -1) 7

e. Déterminer une valeur de d pour laquelle I'appel Intersection (-2, 0, 1. d) renvoie la valeur 2.
f. Illustrer par un dessin a main levée les lignes 9, 10 et 11 du code ci-dessus.

. Que réalise cette fonction ?

h. Proposer un appel de la fonction qui renvoie la valeur 1 dansle cas ot a < 0.
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Droites perpendiculaires

= el : - o . .
On considére une droite % de vecteur directeur u ( ] dans un repeére orthonormé du plan.

Exprimer les coordonnées d'un vecteur normal 2 % en fonction de celles de ir.

On considére la droite A perpendiculaire a < et passant parun point A (x,; y ).

Cette droite admet une équation cartésienne de la forme ax + by + ¢ = 0, ol g, b et ¢ sont des réels
donnés tels que a et b ne sont pas nuls simultanément.

Ecrire une fonction Droite Perpendiculaire en langage Python, qui prend en arguments les
variables o, B, x, et y, et renvoie les valeurs des coefficients a, b et ¢ de I'équation cartésienne de A.
Cette fonction teste en particulier que les coefficients a et b ne sont pas simultanément nuls et
renvoie False si c'est le cas.

On se place dans le cas oli ( 32 J et A(—1; 4) eton souhaite déterminer une équation cartésienne
de A.
Comment doit-on utiliser la fonction DroitePerpendiculaire 7

Reprendre la question 3 dans le cas ou < a pour équation cartésienne 5¢ — 2y + 1= 0et A est le point
situé sur I'axe des abscisses qui a pour abscisse 3.

Une cible

Dans un repére orthonormé du plan, on considére
le carré ABCD tel que A(0; 0), B(10;0), C(10; 10)
et D(0; 10).

Au centre de ce carré, on a modélisé une cible par un
cercle de centre et de rayon 2 unités de longueur.

1)  Ecrire une instruction qui génére aléatoirement deux nombres compris entre 0 et 10. Le premier
nombre sera stocké dans une variable x, le second dans une variable y.
Ecrire une fonction cible qui génére les valeurs de x et y et teste si le point de coordonnées (% ;)
est dans le cerdle. La fonction renvoie True si C'est le cas et False dans le cas contraire.
a. Ecrire une fonction frequence qui prend en argument un nombre entier n et qui renvoie la
fréquence alaquelle le joueur atteint la cible pour n exécutions de la fonction cible,
b. Tester cette fonction pour de grandes valeurs de n.
La valeur de la fréquence semble-t-elle se stabiliser autour d’'une valeur particuliére ?
Boite a outils MEMENTO PYTHON : VOIR RABATS
# L'instruction conditionnelle Si « condition » Alors * Pour générer un nombre aléatoire, saisir
« instruction » Sinon « instruction » s'écrit de la I'instruction :
maniére suivante. from math import random
if condition: $F conditionis La fonc‘tion random () génere un nombre
instpuctions instructions compris entre Oet 1.
if condition: elif condition2: * Pour utiliser la fonction racine carrée, saisir
instructions instructions l'instruction :
else: 21585 ) from math import sqrt
instructions LR * Pour calculer Vx , saisir sqrt (0.
® Pour calculer une puissance x”, saisir x**n.




Outils numériques

4 Orthocentre et symétrie EEEEETTETD

Objectif
Etudier
ion

une configu

du plan

avec un cercle,

On se place dans un repére orthonormé du plan.
On veut déterminer la position de l'orthocentre d'un triangle inscrit dans un cercle donné.
On travaille sur un logiciel de géométrie dynamique.

a. Tracer le cercle € d'équation (x + 1)* + (y— 1)2 = 10.

b.Placer les points A et B du cercle dont 'ordonnée vaut 0 (A est le point d'abscisse négative).
c. Placer les points C et D du cercle dont I'abscisse vaut 0 (C est le point d’ordonnée positive).
d. Tracer le triangle ABC.

e. Tracer le point H, orthocentre du triangle ABC,

f. Tracer le symétrique du point D par rapport a la droite (A5).

Quelle conjecture peut-on émettre 7

On souhaite a présent démontrer cette conjecture,

a. Calculer les coordonnées des points A et B.

b. Calculer les coordonnées des points C et D.

¢. Quelles sont, parmiles couples (0;2),(2;0) et (2 ; 2), les coordonées du point H ? Justifier,
d. Conclure.

Avec un parametre

Soit m un réel compris entre -5 et 5.

On considére I'ensemble E des points du plan dont les coordonnées (x; y) vérifient I'égalité :

xz—x+y2+2y:m.

On veut discuter, selon les valeurs du réel m, de la nature de I'ensemble E.

A l'aide d’un logiciel de géométrie, créer un curseur m dont les valeurs sont comprises entre =5 et 5.
Tracer I'ensemble E.

Conjecturer la nature de cetensemble, selon les valeurs de m.

Démontrer cette conjecture.



Chapitre 8 « Géomeétrie repérée

6 Tangentes a une parabole

On se place dans un repére orthonormé du plan.

On considére la parabole d'équation y = x* — 5x + 2.

On nomme 7 la tangente a la parabole au point A d'abscisse 0.

On veut déterminer, s'il existe, un point de la parabole ot la tangente est perpendiculaire a 7.

a. A l'aide d'un logiciel de géométrie, tracer la parabole et placer le point A.
b. Tracer la tangente a la parabole au point A.

c. Créer un curseur a.

d. Créer un point B d'abscisse a situé sur la parabole.

e. Tracer la tangente en B a la parabole.

f. Afficher surl'écran I'angle formé par les deux tangentes.

Déplacer le curseur.

Existe-t-il un point de la parabole tel que les deux tangentes tracées a la question 1 soient
perpendiculaires ?

On souhaite a présent démontrer cette conjecture.

a. Déterminer les coordonnées d'un vecteur directeur de la tangente 7 a la parabole.
b. Déterminer les coordonnées d'un vecteur normal a cette tangente.

c. En déduire la valeur du nombre dérivé au point B.

d. En déduire les coordonnées du point B.

Logiciel de géométrie

* Pour tracer un cercle, on peut au choix : ® Pour tracer une tangente a une courbe, utiliser :
- entrer I'équation dans l'onglet @
Salsie:| (X + 2 +(y - 1) = 8 ¥
: Tangentes |
Cercle (centre-point) i Point{créé ou non) puis cercle ou conique ou fonction[créés)

— utili Centre, point du cercle[créés ou non] | e
utihselr v . * Pour afficher la mesure d'un angle, utiliser :
® Pour créer un curseur, utiliser :
a=2 .
Curseur An_gle . _
Cliquer dans Graphique pour positionner le curseur Point, Sommet, Point{créés ou non), ou deux lignes




| Calcul mental 1
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[automatismes
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ir

Le plan est muni d'un repere orthonormé.

o 1. Soit & la droite passant par le point A(-1; 2)
et de vecteur directeur E( 4
Soit E( z] un vecteur du plan.

Le vecteur 1 est-il normal a % ?
2. Soit % la droite passant par le point A(-1; 2)
et le point B(0; -1).

Le vecteur Ef( g ] est-il un vecteur normal de % ?
3. Soit @ la droite d'équation -5x+ 7y -2 =0.
Le vecteurf{( 12] est-il un vecteur normal de % ?
On consideére le cercle € de centre A (-2; 1) et
de rayon 3.

1. Le point O (0; 0) est-il situé sur le cercle ?
2. Méme question pour le point B (3 ; 3).

Déterminer une équation de |'axe de symétrie des
paraboles définies par les équations suivantes.
Ly=6x2-3x+1

2. y=—x*—x43

3.y=x"+12
S P |
4.y 2x +5x+6

Dire sichacune des équations suivantes est celle
d'un cercle. Si oui, préciser les coordonnées de
son centre et son rayon.

1.2+y-2=0
2. x—- 12+ @+32+4=0
3.4y +2=1

4. +2x+y* - 2y=-2
On considérela parabole d‘équation v=—x> —x +3.

e Déterminer l'ordonnée du sommet de la
parabole,

DIAPORAMA

CALCUL MENTAL
EN PLUS

\

Le plan est muni d'un repére orthonormeé.

o Soit d une droite de vecteur normal n ( 21]

et passant par le point A (4 ; 3).

1. Déterminer une équation de d.

2. Déterminer une équation de la droite 4’ per-
pendiculaire a d passant par A.

3. Déterminer une équation de la droite d, paral-
léle a d et passant par l'origine du repere.

o Soit 90 la droite dont une équation cartésienne
est3x—-5y+1=0. 4
Soit %' la droite de vecteur normal n ( 5 ] qui

passe par l'origine du repére.
* Les droites % et i’ sont-elles perpendiculaires ?

o On considére les trois droites d'équations suivantes.
d:x-2y+7=0
dy:y=3-8x
dy:y=1-2x
* Justifier que les points d'intersection de ces trois
droites sont les sommets d'un triangle rectangle.

o Soient deux points A(1;2) et B(—2; -3).

1. Déterminer une équation du cercle de centre
A et de rayon 3.

2. Déterminer une équation du cercle de centre
I(5;-3) et passantparle point A(2; 1).

3. Déterminer une équation du cercle de diamétre
[AB].

On considere deux paraboles %, et %, dont les
équations sont données ci-dessous.
Piy=x"+2x+1

P,y =—2"+4x-3

1. Calculer les coordonnées du sommet de cha-
cune des paraboles.

2. Endéduire le nombre de points d'intersection
entre chaque parabole et I'axe des abscisses.

Soit A une droite du plan. On considére le point
A(2;-3) dont on note H le projeté orthogonal
sur A.

* Calculer les coordonnées du point H dans les
cas suivants.

cAix=1
cAry=-1
*A:2x-3v=0

@ Soit % la droite d'équation x —y + 1 =0. Le projeté

orthogonal sur% de chaque pointdela colonne
de gauche se trouve dans la colonne de droite.
» Retrouver les paires de points associés.

A(3;0) R(2;3)
B(0;-1) §(-1;0)
C(2;-1) 7(0;1)
D(4;1) uQ;2)

@ Le point €C(1,5; 2) appartient-il aI'axe de symétrie

de la parabole d‘équation y=x2=3x+17?




Chapitre 8 « GEométrie repérée

| Préparation d’un oral w

‘\\
Préparer une trace écrite o La droite p;ssant par le pom'lc o Soit B la dronse 'dgg'c:ugm?n
permettant de présenter A(2;5) et de vecteur norma 3{:- 4):4:1(}_ 0. 01? a_ roite
a l'oral une argumentation ;?-( —2] admet pour &quation equation 3x +4y - 3 —00.
indiquant si les propositions 1 Tout Vecteur.normalde ;.D,est
suivantes sont vraies ou cartésienne —2x +y+1=0. un vecteur directeur de %"
fausses. ) ‘
Le sommet de la parabole o ;IntEriec'i;or; e:"‘i';’ cercle
On se place dans un repére ortho- d'équation y=-5x% + 7x est 2 e :Tndre . ( d" ,} e t.E ray_or:nj
normé du plan. situé au-dessus de I'axe des S CIone A 2 ony =
bset est réduite a un point.
abscisses.
" S b
( Travail en.
"‘\

Constituer des groupes de 4 éléves qui auront chacun un des réles suivants.
Résoudre tous ensemble la situation donnée. Remettre une trace écrite de cette résolution.

O AnimabeO® | pagggeur o | Ambassadeur |, Maltre
N | L s

responsable snchel .~ * porte-parole :La
® guniveausonore | — dugroupe, * r'esponsaple
» responsable de seul auitorisé 3 de I3
du gTOLIPe pol e s o com 3 Vancement
le |a trace écrite rédigee muniquer utravail gy,
» distribuela paro par tous les membres avecle professeur o Yroupe
ur que chacun diigrol et, éventuellement, veille au regp,
s expﬁme d'au tres groupes du tempg jmpafﬁ

Lors d'un coup d’approche, la trajectoire d'une balle de
golf peut étre modélisée par une parabole. La balle part du
sol, atteint une hauteur maximale de 10 métres et retombe
sur le sol 90 métres plus loin. A 60 métres du point de
départ et sur sa trajectoire, la balle rencontre un arbre de
6 métres de haut.

«» La balle passera-t-elle au-dessus de cet obstacle ?

(o) s
_\
Aprés avoir effectué les recherches Les courbes coniques tirent leur nom du fait qu’elles ont été
indiquées, préparer une présentation définies comme l'intersection d‘un céne de révolution avec
L
orale, un poster ou un diaporama. un plan. C'est Apollonius quileur a attribué leurs noms actuels

dans son traité Eléments des coniques.

1. Rechercher les noms des trois coniques et lesasso- 2. Identifier parmi les sections ci-contre celle qui cor-
cier aux différentes figures obtenues ci-dessous. respond a I'image extraite du traité d'Apollenius.
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Dans tous les exercices, le plan est muni d'un repére o Représenter

orthonormé (Q;i,j).
l Vecteur normal
Calculer

Déterminer les coordonnées d‘un vecteur normal a9
si un vecteur directeur est :
~[ 2
b.u
-5

- _1]
d. i
r
ga(Oj i
—4

Parmi les vecteurs représentés ci-dessous, lesquels
sont des vecteurs normaux a la droite % 7 Justifier
graphiquement.

1

3
=2

5

o Déduire du graphique ci-dessous les coordonnées d’un

vecteur normal a chacune des quatre droites. Justifier,

|- 3

Déterminer les coordonnées d'un vecteur normal a9
dans chacun des cas suivants.

b iR
25007
3.9

4x—y+8=0
—2x+5y—-3=0
—yzo

X
4.9:y=1x+2
¥

3
5.9 : -3

Déterminer les coordonnées d'un vecteur normal a la
droite (AB) dans chacun des cas suivants.
1.A(-3;2)et B(3;-2).

2.A(0;-1)etB(-3;-12).

3.A(1;-3) et B(3,23;-4,5).

@

o
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Reproduire la figure ci-dessous et tracer six droites
telles que chaque vecteur représenté soit normal a
'une de ces droites.

Déterminer les coordonnées d'un vecteur normala %
dans les deux cas suivants.
1. 9 est la droite passant par le point A (—5; 0) et de

vecteur directeur E:( _53 ]

2. % a pour équation cartésienne 3x+ 2y — 5=0.

Calculer

En utilisant les vecteurs normaux, déterminer dans
chaque cas siles droites suivantes sont perpendiculaires.
1.d:x-3y+8=0etd':3x-y+2=0.
2.d:2x+y+4=0etd :4x—-8y—-3=0.
3.d:y=3xetd" :-3x—y+5=0.
4.d:2x—(1+3)y-5=0etd' :x—-(1-3)y+2=0.

l Equation de droite

Déterminer, dans chacun des cas suivants, une équation
cartésienne de la droite A qui passe par le point A et
qui a pour vecteur normal le vecteur .

1.A(-1;2}etﬁ( 8 ] 2.A(10;-4}etﬁ(0].
-9 4

1
3.A(5;-2)etn| 2 | 4.A(0;-7}etﬁ( 11].

4

Soient les points B(4 ;-1) et C(2;8).

1. Calculerles coordonnées du milieu du segment [BC].
2. S0it A la droite d'équation —3x + 2y — 5= 0.
Déterminer les coordonnées d‘un vecteur n normal
de A

3. Le vecteur BC est-il colinéaire au vecteur 71 ?

4. A est-elle la médiatrice du segment [BC] ?



@ soient les points 4 (8;-5), B(~1;1) et C(~3;4). Soit% la

droite passant par A et perpendiculaire a la droite (BC).
On souhaite déterminer une équation cartésienne de 9.
1. Calculer les coordonnées d’un vecteur directeur
de (BC).

2. Que représente un vecteur directeur de (BC) pour
la droite % ?

3. En déduire que 9 a une équation du type
—2x+ 3y+c=0,oucestun réel.

4. Conclure en utilisant les coordonnées du point A.

Soit 9% la droite passant par un point K(-2; 1) et de
vecteur directeur E( _31 ]

= Déterminer une équation cartésienne de la droite
passant par le point A (1; 1) et perpendiculaire a %.

Soit 9 la droite d'équation —4x + 2y = 0.

1. Déterminer une équation cartésienne de la droite
passant par le point B(0; —2) et perpendiculaire a %.
2. Déterminer une équation cartésienne de la droite
passant par le point C(3; 3) et paralléle a 9.

On considére la droite A qui passe par le point A(2 ; -4)
et qui est perpendiculaire a la droite % d'équation
-x+2y+21=0.

e Le point E(-2 ;5) appartient-ila A ?

LOGICIEL DE GEO
Raisonner, calculer, représenter

Soient trois points A(3; 1), B(2; -3) et C(-1;0).

1. Déterminer une équation de la hauteur issue de A.
2. Déterminer une équation de la mediatrice de [AB].

RIE

.C.

A

1
IillTl)
T

3. Construire la figure sur un logiciel de géométrie
dynamigue et vérifier les résultats.

Soient D(3;-2) et D'(5 ; 6) deux points du plan.

Soit A la droite d'équation y=x — 2.

1. Déterminer les coordonnées du milieu du segment
[DD].

2. Déterminer les coordonnées d'un vecteur normal
a la droite A.

3. Le vecteur DD’ est-il colinéaire au vecteur normal
deA?

4. D' est-il le symétrique de D par rapport a la droite
d'équationy=x-27?

17

O
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Chapitre 8 « Géomeétrie repérée

l Equation de parabole

On considére la droite % d'équation cartésienne :
x-y-2=0.

Soient A(4 ; 2) et H(1; -1) deux points du plan.

1. Vérifier que le point H appartient a la droite A.

2. Le vecteur (AH) est-il un vecteur normala A ?

3. Le point H est-il le projeté orthogonal de A sur A?

Soit A la droite d'équation 3x+y-2=10.
1. Associer a chaque point de la colonne de droite son
projeté orthogonal sur A, dans la colonne de gauche.

A(-8;6) R(-1;5)
B(0;2) S(-2;8)
C(2;6) T(0;2)

2. Vérifier les résultats en effectuant les tracés sur un
logiciel de géométrie dynamique.

Soit A la droite d'équation x- 2y + 1= 0. Soit H le point
de coordonnees (-1; 0).

1. Vérifier que le point H appartient a la droite A.

2. Déterminer les coordonnées d’un point du plan dont
H est le projeté orthogonal sur A.

Déterminer une équation de l'axe de symétrie de cha-
cune des paraboles définies par les équations suivantes
sy=5r-3x+1

sy= st

ey=3x+9

cy=x-2)3x-1)

sy = foz - 'ng +1

Indiquer dans chacun des cas suivants si le point B
appartient a I'axe de symétrie de la parabole 9.
eB(-1;3)etP:y=x+2r-1.
«B(5;-1)etP:y=x>-5x-12.
«B(4;4)etP:y=2x"+16x-9.
«B(-2;2)etP:y=35x>+ 140x - 77.

Soient P et P’ deux paraboles d'équations :
Pry=x"+22+1
etP iy=-2x+4x-3.
* Pour chacune de ces paraboles, déterminer les coor-
données de son sommet et en déduire le nombre de
points d'intersection entre |la parabole et ['axe des
abscisses.

On considére la parabole % d'équation y= —3x% + x+ 2.
1. Afficher % a la calculatrice.

2. Afficher les coordonnées du point d'intersection de
& avec l'axe des ordonnées.

3. P coupe-t-elle 'axe des abscisses ? Si oui, afficher
les coordonnées du ou des point(s).

4. Retrouver les coordonnées des différents points
par le calcul.

@
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On considére la parabole d'équation :
y= -3 +x-2
1. Déterminer les coordonnées du point de la parabole
d‘abscisse -1.
2. La parabole admet-elle des points d'ordonnée 4 ?

Parmi les paraboles suivantes, laquelle a pour équation
y==x2+x+5 ?Justifier.

On considére une parabole % qui passe par les points
A(-2;4)etB(3;4).
* Déterminer une équation de I'axe de symétrie de 9.

On considére une parabole 9 qui passe par le point
A(3;—-2) et dont une équation de I'axe de symétrie
estx=7.

= Déterminer les coordonnées d'un autre point de 7.

Déterminer les équations de deux paraboles distinctes
qui admettent la droite d'équation x = -3 pour axe de
symétrie.

Déterminer une équation de la parabole de sommet

S (% ,%) qui passe par le point 7(0;-1).

On considére la parabole 7 d'équation y=—x?+4x — 3.
* % coupe-t-elle la droite d'équation y = -g- ? Justifier.

Prolifération bactérienne
Modéliser, calculer

Un scientifique étudie la prolifération d'un certain type
de bactéries. [l modélise le nombre de bactéries en mil-
lier, par une fonction N du temps exprimé en seconde
définie par N (1) = 312 + 69 + 150.

LTS

1. Au bout de combien de temps le nombre de bacté-
ries sera-t-il maximal ?
2. Combien y aura-t-il alors de bactéries ?

@
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Le CNES réalise depuis 1998 des expériences scientifiques
et technologiques en situation a bord de I'Airbus
A300-Zéro G. L'avion effectue une série de 30 paraboles
pendant lesquelles on accede a des conditions
semblables a I'absence de pesanteur (appelée
maintenant impesanteur plutét qu‘apesanteur)
ressentie dans |'espace.

Dans la pratique, I'appareil, d'abord en vol horizontal
a 6300 m d'altitude, se cabre a 45° puis descend. I
reprend alors son vol harizontal a 6300 m pour enchai-
ner une autre parabole.

On se place dans le repére d'origine O tracé en vert sur
le schéma ; I'équation de la parabole d'impesanteur est
y=-448+ 1121,

ol test le temps en seconde.

A Altitude (m)

/! Impesanteur E\
1 1 e W .. <P

LY

rd
Durée (s)

1.L’avion amorce sa trajectoire en forme de parabole.
Au bout de combien de secondes atteint-il le sommet
de celle-ci ?

2. Quelle est la durée de I'état d'impesanteur ? Est-il
possible de réaliser une expérience qui dure
20 secondes ?

' Equation de cercle

On considére des cercles dont les équations sont don-
nées ci-dessous.

Pour chacun d'entre eux, déterminer les coordonnées
de son centre et la valeur de son rayon.
1L.x-22+@+1Y=3

2. (x+3°+(y-22=1

3.(x—ﬁ}2+y2:4

o A
y+2 =12



sidére les cercles définis parles équations ci-dessous.
A quel(s) cercle(s) le point B appartient-il ?
1.(x-42%+y-32=3

2.(x+ 22+ (y-2*=1

3.2+ (y-1¥=4

4.x° + x +y3-2y=-1

Soit (E) I'ensemble des points dont les coordonnées
vérifient I'équation :

.\:2—2.\:+y2—4y—9=0.
1. Recopier et compléter les égalités suivantes.
axi-Zx=(x-.)%—-..
b.yl-dy=(y—-..)"-...
2. En déduire que (E) est un cercle dont on précisera
le centre et le rayon.

Les anneaux olympiques
Andreaa dessiné lesanneaux olympiques sur un logiciel
de géométrie dynamique.

1. Dans la fenétre Algébre du logiciel se trouvent les
informations suivantes.

Conigue

® CLx=-2\+(y~-27=225
® C2:x* +y*=225

® C3:(x-4)7+y =225

® Ca:(x+2°+(y=-20F=225
® C5:(x-6)7+(y-27=225
Point

® A=(-22)

@ B=1(0,0)

® C=@2

® D =41

® E=(62)

Associer a chaque cercle de couleur son équation et
son centre.

2. Vérifier les résultats en reproduisant la figure sur un
logiciel de géométrie dynamique.

Dans chacun des cas suivants, donner une équation
du cercle de centre A (x, ; v,) et derayon R.
l.x,=1,y,=2etR=5.

2.x,=-3,y,=0etR=1.

2 1 4
w2 s X gpge &
3473 ¢® 5

4.x,=2,y,=2J3 etR=42.

3.x,

©
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Chapitre 8 « Géomeétrie repérée

@ Soit Ble point du plan de coordonnées (-2 ; 1). On con- @ On considere la figure suivante réalisée sur un logiciel

de géométrie dynamique.

« A l'aide des informations lues sur cette figure, déter-
miner une équation cartésienne de chacun des cercles
tracés. Les abscisses et ordonnées des centres des
cercles, les rayons sont des nombres entiers.

Ay

Dans chacun des cas suivants, donner une équation
du cercle de diamétre [AB].
1.A(-3;7)etB(0;0).

2.A(1;5)etB(=3;-1).

3.4 (ﬁﬂ) etB(_l.ﬁ).
2 %2 2L
f\};
On considére la figure suiv- A T3
ante réalisée sur un logiciel
de géométrie dynamique. }_E '

a2

» Déterminer une équation "o 3 I
cartésienne du cercle cir- | |\ [ 1/]
conscrit au carré ABCD.

Raisonner, représenter

1. Déterminer une équation du cercle de centre A (1; -3)
et passant par 'origine du repére.

2. Déterminer une équation du cercle de centre
A(=2;1) et passant B(0; —3).

@ VRAI OU FAUX

Pour chacune des propositions suivantes, dire si elle

est vraie ou fausse. Justifier la réponse.

Soit @ un réel.

On considére le cercle ‘¢ d’équation :
x+a)’+y-a’=4

1.Sia =0, alors € coupe l'axe des ordonnées au plus

une fois.

2.Sia=1,alors ‘€ coupe |'axe des abscisses au moins

une fois.

3.Sia=-3, alors € coupe l'axe des ordonnées au plus

une fois.

4. Sia = 2, alors ‘€ coupe I'axe des abscisses au moins

une fois.

\2514



Dans tous les exercices, le plan est muni d’'un repére @ Déterminer les coordonnées du projeté orthogonal de

orthonormé (Q;i,j).

Soient les droites d et d’ d'équations respectives :

x+3y—1=0 %x+1

Montrer que d et 4’ sont paralléles de trois facons :
a. avec des vecteurs directeurs;

b. avec des vecteurs normaux;

c. avec des équations réduites de droites.

et y=-

On considére les points B(3;2) et C(-2; 8).
Soit A la droite d'équation:
x—-y+3=0.
» A est-elle la médiatrice du segment [BC] ? Justifier.

Soient D(0 ; 4) et D'(—3; 2) deux points du plan.
Soit A la droite d'équation :
2x—y=0.
* Le point D' est-il le symétrique de D par rapport a la
droite A 7 Justifier.

Raisonner, représenter

Déterminer une équation du cercle:

a.decentre C(4;2) et tangent a I'axedes ordonnées;
b. de centre D(—1; 1) et tangent a I'axe des abscisses.

Représenter, calculer

On consideére le cercle “€ déquation:
x2+2x+y2—2y— 7=0.

1. Le cercle“€¢ coupe la droite d"équation x= 1 en deux
points A et B.

Calculer les coordonnées de ces deux points.

2. Le cercle € coupe la droite d’équation y= 2 en deux
points C et D.

Calculer les coordonnées de ces deux points.

3.Sur un logiciel de géométrie dynamique, tracer le
cercle € et placer les points A, B, C et D. Vérifier les
résultats obtenus aux questions 1 et 2.

(ALGO ]

Soient A un point et 71 un vecteur du plan.

On nomme Ala droite qui passe par A et dont 11 est un
vecteur normal.

= Ecrire une fonction surdelta qui prend en arguments
les coordonnées de A, celles de n ainsi que celles d'un
point M et qui renvoie True sile point M appartient a
A, False dans le cas contraire.

Calculer

Les équations ci-dessous sont celles de cercles. Pour
chacun d'eux, déterminer les coordonnées de son
centre et son rayon.

1.22-6x+9+y* =25

2.2+ x4+ -2y4+2=16
3.x°-10x+y” + 20y + 125 = 121

4.3 +4x +v2-8y=-16

2624
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A sur A dans chacun des cas suivants.
T.A:x=1etA(3;1).

2. A:y=-2etA(3;4).
3.A:x+y-2=0etA(-1;2).

4. A:3x—5y+2=0etA(1; 7).

Soient Aladroite d’équation—3x+y—-1=0etA(-2;4).
1. Déterminer les coordonnées du projeté orthogonal
de A sur A,

2. Vérifier le résultat avec un logiciel de géométrie
dynamique.

Chercher, communiquer

On souhaite déterminer la distance du point B(4;0) a
la droite % d'équation 2x +y—1=0.

1. Pour conjecturer cette distance, Kylian a réalisé les
tracés suivants sur un logiciel de géométrie dynamique.

a. Détailler les étapes du protocole de construction
de Kylian.

h. La valeur affichée est-elle bien celle de la distance
cherchée ?

2. Ensuivant le protocole de construction établi précé-
demment, retrouver la valeur exacte de cette distance
par le calcul.

On considére les points A (-2; 1) et B(4; -1).

1. Déterminer une équation cartésienne de la droite
(AB).

2. 0On considére le point C(3; 2).

C appartient-il a la droite (AB) ?

3. Déterminer les coordonnées d’un vecteur n normal
a(AB).

4.0n appelle H le projeté orthogonal de C sur la droite
(AB). HC est la distance de C a la droite (AB).

Expliquer pourquoiil existe un réel k0 tel que CH=kn.

5. Calculer CH -7 de deux maniéres différentes et en
déduire la distance CH du point C a la droite (AB).

Raisonner, communiquer
Parmi les trois paraboles ci-dessous, laquelle a pour
équationy=x?+4x+5?

@ ®




suivant, 5
5x+§y—1= 0
e | —
7% 5y+4 0
On nomme <, la droite d’équation 5x+%y—1= 0
et 9, celle d’équation —%x . %y 1+4=0.

1. Déterminer un vecteur normal de chacune de ces
deux droites.

2. En déduire leur position relative et discuter du
nombre possible de solutions du systeme précédent.
3. Quel est I'ensemble & des solutions de ce systéme ?

1. Déterminer le nombre de solutions du systéme
d’équations a deux inconnues suivant.

{ .3
B S W
{ 25T gY

x—y+1=0
2. Quel est I'ensemble  des solutions de ce systéme ?

Soient A(0;0),B(5;6) et C(-1;5) trois points du plan.
1. Justifier qu‘une équation cartésienne de la hauteur
issue de C est 5x + 6y— 25 =0.

2. Déterminer une équation cartésienne de la hauteur
issue de B.

3. En déduire les coordonnées de l'orthocentre (c'est-
a-dire le point d'intersection des hauteurs) du triangle
ABC.

4. Vérifier ces résultats en réalisant une figure sur un
logiciel de géométrie dynamique.

On considére unrectangle ABCD tel que A(0; 3), B(2; 5)
etC(5;2).

1. Calculer les coordonnées du point D.

2, Déterminer une équation cartésienne du cercle cir-
conscrit au rectangle ABCD.

3. Vérifier ces résultats en reproduisant la figure surun
logiciel de géometrie dynamique.

Soit a un réel fixé. On considére la droite % d'équation
x+y+1=0, le point B de coordonnées (3;0) et le
point A de coordonnées (a; a).

1. Déterminer les coordonnées du point H, projeté
orthogonal du point A sur la droite 9.

2. Les coordonnées de H dépendent-ellesde a ?

3. Pour quelle(s) valeur(s) de a le triangle ABH est-il
isocéleen H?

@
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Chapitre 8 « Géomeétrie repérée

@ On considére le systeme d‘équations a deux inconnues @ On consideére la parabole tracée ci-dessous, qui passe

par les points 7, H et E dont les coordonnées sont
respectivement (-2 ;0), (0;-2) et (1; 3).

1. Déterminer une équation cartésienne de cette
parabole.

2. Déterminer les coordonnées du point d'intersec-
tion entre la parabole et I'axe des abscisses qui a une
abscisse positive :

a. en résolvant une équation du second degré ;

b. en calculant les coordonnées du symétrique de T
par rapport a l'axe de symetrie de la parabole.

Déterminer une équation cartésienne de la parabole
passant par le point A(1; 2) et de sommet 5(0 ; 4).

Déterminer une équation cartésienne de la parabole
passant par le point B(0 ; 4) et de sommet (1,5; 6,25).

| LOGICIEL DE GEOMETRIE

Soient A et B les points du plan dont les coordonnées
respectives sont (1;-1) et (2; 3).

Soit d la droite d'équation y = 3.

1. Réaliser une figure sur un logiciel de géométrie
dynamique.

2. Tracer le cercle I" passant par les points A et B, dont
le centre C se trouve sur la droite d.

3. Déterminer une équation de la médiatrice du seg-
ment [AB].

4. En déduire les coordonnées du point C puis une
équationdu cercle I'.

5. Vérifiez les résultats obtenus sur le logiciel de géo-
métrie dynamique.

On considere une droite % d'équation cartésienne
ax+by+c=0etun point M (x,,;y,,).

« Ecrire un algorithme en language naturel qui donne
une équation cartésienne de la droite perpendiculaire
a 9 passant par M.

f\};

S:ax+by+c=0




Modélisation d’'une planche d'équilibre
Modéliser, calculer
Joseph veut fabriquer une planche d'équilibre.

Il a modélisé cet objet de la facon suivante: le cylindre
est représenté par un cercle de centre A(1; 3) et de
rayon 5. La planche est un segment tangent au cercle
enB(4;7).

1. Déterminer une équation du cercle de centre A et
de rayon 5.

2. Vérifier que le point B appartient a ce cercle.

3. Déterminer I'équation de la tangente au cercle au
point B.

4. Endéduire les coordonnées du point d’intersection
entre la planche et le sol.

LAl PYTHOM

1. Recopier et compléter le programme ci-dessous qui
définit la fonction quirenvoie la distance entre le point
A etlepoint B dont les coordonnées (x, ; v,) et (x,;yp)
sont passées en arguments.

1from math import sqrt
2def distance(xA,yA,xB,yB):
3 return ...

2. Recopier et compléter le programme ci-dessous qui
définit la fonction SurCercle qui renvoie True sile
point A appartient au cerclede centre O et derayon R,
False dans le cas contraire.

Cette fonction appelle la fonction distance définie a
la question ci-dessus.

5def SurCercle(xA,yA,x0, y0 R):

6 if distance (.. SRR ) -
il return True
8 return ...

3. Que renvoie l'instruction SurCercle (1. 2, 0. 0, 3)?
4. Trouver un couple de valeurs (x, ; v,) tel que
I'instruction SurCercle (xA. yA. 0. 0. 3) renvoie True.

@

@ On considére unlosange ABCD. On munit le pland’un

repére centré en A comme l'indique lafigure ci-dessous.

B
I./\.\
N2
| W/

D

A

On note ¢ I'abscisse du point C et b I'ordonnée du
point B.

1. Exprimer les coordonnées de tous les points de la
figure en fonction de b et c.

2.Déterminer les coordonnées d’un vecteur normal a
(AC) et les coordonnées d'un vecteur directeur de (BD).
3. Quelle propriété peut-on alors démontrer ?

Chercher, calculer
On considére une droite d d’équation:
: 15

2r—y-— 5
On veut determiner une equation de la droite symé-
trique de l'axe (Ox) par rapport a d.
1. Determiner les coordonnées du point A, point
d'intersection de 4 et de I'axe (Ox).
2. Soit B le point de I'axe (Ox) d'abscisse 1.
Quelle est i'ordonnée de B ?
3. Déterminer les coordonnées du point B', symétrique
de B par rapport ad.
4. Déduire des questions précédentes I'équation de
la droite A symétrique de I'axe (Ox) par rapport a la
droited.

L'objectif de cet exercice est d’écrire un programme
en langage Python qui teste si un point M(x; y) est
équidistant d'un point A(x, ; y,) et de 'axe des abscisses.
1. Etude d'un cas particulier :

a.0n pose A(2; 4) et M (3; 5). Faire une figure a main
levée en placant les axes du repére et les points A, M.
b. Calculer la distance AM.

c. Calculer la distance du point M al'axe des abscisses.
d. Justifier que le point M n'est pas équidistant du point
A et de I'axe des abscisses.

e. Déterminer les coordonnées d'un point B tel que M
est équidistant de A et de I'axe des abscisses.

2. Ecrire une fonction DistancePoints qui prend en
arguments les coordonnées du point A, celles du point
M et renvoie la valeur de la distance AM.

3. Ecrire une fonction DistanceAxe qui prend en
arguments les coordonnées du point M et renvoie sa
distance a l'axe des abscisses.

4. Ecrire une fonction Equidistant qui prend en argu-
ments les coordonnées du point A, celles du point M et
renvoie True si le point M est équidistant du point A
et de I'axe des abscisses, et False dans le cas contraire.



@ Déterminer une équation du cercle ‘€ passant par @

le point A (1; 2) et tangent a la droite @ d'équation
xt+y="7.

Soit A (3; 2) un point.

1. Tracer un cercle dont deux des tangentes sont
perpendiculaires en A.

2.Y a-t-il unicité de ce cercle ?

Chercher, raisonner, communiquer

Soient A (—1; 2), B(1;—-4) et C(3;0)trois points du plan.
1. Justifier que ces trois points ne sont pas alignés.

2. Tracer dans un repére du plan, un cercle passant
par les trois points A, B et C. Détailler le protocole de
construction.

Soient A (0;5),B(—1;-2) et C(8; 1) trois points du plan.
On veut déterminer une équation cartésienne du cercle
passant par les trois points ci-dessus.

1. Calculer les coordonnées du point I milieu du
segment [AB].

2. Calculer les coordonnées du point J milieu du
segment [BC].

3. Déterminer une équation cartésienne de la droite
d, médiatrice du segment [AB].

4. Déterminer une équation cartésienne de la droite
d, médiatrice du segment [BC].

5. a. Justifier que les droites d, et d, ne sont pas
paralléles.

b. Calculer les coordonnées de leur point d'intersec-
tion O.

c. Que représente O pour le cercle ? Justifier.

6. En déduire le rayon du cercle puis son équation
cartésienne.

LIl PYTHON

Chercher, raisonner

Soit % la parabole d’équation y = —2x% + 3x — 4.

1. Ecrire en langage Python une fonction SurParabole
qui prend en arguments les coordonnées d'un point D
et renvoie True si ce point est sur la parabole et False
sinon.

2. Ecrire en langage Python, une fonction Symétrique
quiprend en arguments les coordonnées d'un point D,
vérifie si ce point appartient bien a la parabole % et si
c'est le cas, renvoie les coordonnées de son symétrique
par rapport a 'axe de symétrie de la parabole.

Représenter, calculer

Soit A un point du plan et ‘€ un cercle de centre O et
de rayon R.

= Ecrire un algorithme en langage naturel qui renvoie la
distance entre le point A et le point de “€ le plus proche
de A, en fonction des coordonnées du point A, celles
du centre O du cercle ainsi que la valeur du rayon R.

Chapitre 8 « Géomeétrie repérée

LOGICIEL DE GEOMETRIE
Représenter, calculer, communiquer
Soient F(-2;2) un point, G le cercle de centre F et de
rayon 2,5 unités de longueur et % la droite d‘équation::

x+2y=0.

On veut déterminer les équations des tangentes au
cercle ‘€ paralleles a @ si elles existent.

1. a. A l'aide d'un logiciel de géométrie dynamique,
placer le point F, tracer le cercle ‘€ et |la droite 9.
b. Tracer les potentielles tangentes A et A" au cercle
€ et paralléles a %.
c. Détailler le protocole de construction.
2. a. Déterminer une équation cartésienne du cercle ‘€.
b. Déterminer une équation cartésienne de la droite ¢
perpendiculaire a % et passant par F.
c. Calculer les coordonnées des deux points d’inter-
section du cercle € etde la droite d.
d. En déduire les équations cartésiennesde A et A",
e. Vérifier la conformité des résultats avec I'affichage
obtenu sur le logiciel de géometrie dynamique.

@ Approfondissement

On considére un point L(2 ; 3) du plan.

On veut déterminer I'ensemble des points M (x ; y)
équidistants du point L et de l'axe (Ox).

1. Exprimer la distance LM en fonction de x et y.

2. Exprimer la distance du point M a I'axe (Ox) en fonc-
tionde y.

3. En déduire que M est équidistant de L et de I'axe
(Ox) si et seulement siy2=(x—2)%+ (y— 3)%ety > 0.
4. Simplifier I'expression obtenue et déterminer la
nature de l'ensemble ainsi décrit par le point M.

@ On considére la parabole d'équation :

y= —%(x +3)(x—2).

On note A son sommet, B et C ses points d'intersection
avec |'axe des abscisses, comme indiqué sur la figure
ci-dessous.

B C
1. Quelle est la nature du triangle ABC?
2. Combien vaut l'aire de ce triangle ?

LY
Ed
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Dans tous les exercices, le plan est muni d’un repére @

orthonormé (Q; i, j).

Soit m un nombre réel.

On considére la parabole d’équation y = mx*— 2x + 4
et la droite d’équation y = 2m.

= Discuter, suivant les valeurs de m, du nombre de
points d'intersection entre la droite et la parabole.

Lieu géométrique

On considére la parabole % d'équation y = x* et le point
A(0;1). Unedroite &, de coefficient directeur m passe
par le point A et coupe la parabole % en deux points
que l'on nomme B et C. Soit 7 le milieu de [BC].

1. Alaide d’un logiciel de géométrie, tracer la parabole
et placer le point A (0;1). Définir un curseur m et tracer
la droite % . Utiliser le mode Trace et conjecturer a
quel ensemble le point | semble appartenir lorsque
les points B et C varient.

2. a. Montrer que les abscisses des points B et C vérifient
I'équation x? — mx — 1=0.

b. Combien de solutions cette équation admet-elle ?
3. Exprimer les coordonnées du point I en fonction des
solutions de I'équation précédente. En déduire que les
coordonnées du point I vérifient I'équation y= 21" + 1.
4. Réciproquement, justifier que, lorsque m décrit
I'ensemble des réels, le point I décrit toute la courbe
d'équation y = 22? + 1.

5. Conclure sur la conjecture émise a la question 1.

ALGO
1.0n considére deux cercles du plan. Discuter, suivant
la position de ces deux cercles, leur nombre de points
d'intersection. lllustrer par des dessins.

2. Ecrire une fonction en langage Python qui renvoie
le nombre de points d'intersection entre deux cercles
donnés. Cette fonction prend en arguments les coor-
données des centres des deux cercles ainsi que les
rayons de chacun d'eux.

PYTHON

Représenter, chercher, raisonner

SoientA(—1;2) et B(5; 4) deux points. On s'intéresse
a I'ensemble des cercles passant par A et B.

1. Dans un repére du plan, placer A et B puis tracer un
cercle passant par A et B.

2.Quel estl’'ensemble L des centres des cercles passant
parAetB?

3. Donner une équation cartésienne de cet ensemble L.
4. Soit § un point qui appartient a I'ensemble L. Soit s
I'abscisse du point §.

Déterminer une équation cartésienne du cercle de
centre § passant par A et B.

5. Tracer alors trois cercles différents passant par A et B.
Pour chacun de ces cercles, donner les coordonnées
du centre et le rayon.

@@

Q

@

Représenter, chercher .
Dans un repére orthonormé (O ; i, j ), on consideére
les points :

A(3;2),B(-1;-2etC(-2;2).
1.a. Réaliser une figure a l'aide d'un logiciel
de géométrie dynamique.
b. Tracer sur cette figure les trois médianes du triangle
ABC.Onnote G leur point d'intersection (appelé centre
de gravité du triangle ABC).
c. Tracer sur cette figure les trois hauteurs du triangle
ABC. On note H leur point d'intersection (appelé
orthocentre du triangle ABC).
d. Tracer sur cette figure les trois médiatrices du triangle
ABC.On note ! leur point d'intersection ({ est le centre
du cercle circonscrit au triangle ABC).
e. Que peut-on conjecturer sur la position des points
G, Hetl?
On vérifiera sur le logiciel les résultats des questions
suivantes au fur et a mesure.
2. a. Déterminer les equations des trois médianes du
triangle ABC puis les coordonnées de G.
5. Déterminer les equations des trois hauteurs du
triangle ABC puis les coordonnées de H.
c. Déterminer les équations des trois médiatrices du
triangle ABC puis les coordonnées de 1. Déterminer
une équation du cercle circonscrit au triangle ABC.
d. Demontrer la conjecture établie a la question 1 e.
3. On note :
« J, K et L les milieux respectifs des segments [BC],
[AC] et [AB];
« M, Net Oles pieds des hauteurs respectivement issues
deA, BetC;
« P, Q et R les milieux respectifs des segments [AH],
[BH] et [CH].
a. Placer ces points sur la figure et conjecturer qu'ils
appartiennent a un méme cercle dont on précisera le
centre et le rayon.
b. Calculer les coordonnées de ces points et démontrer
la conjecture énoncée a la question précédente.
Ladroite a laquelle les points G, H et I précédemment
cités appartiennent est appelée droite d’Euler.
Leonhard Euler est un mathématicien et physicien
suisse, né en 1707 a Bale et décédé en 1783 a Saint-
Pétersbourg. Il était membre de I'Académie royale des
sciences de Prusse a Berlin et est considéré comme l'un
des plus grands mathématiciens de tous les temps.

On considére la droite 9 d'équation —3x+ 2y - 1=0
et la droite Ad'équation y=3x—1.

= Déterminer une équation de la droite % ' symétrique
de la droite % par rapport a la droite A.

Soient A (-5;6), B(11;2) et C(-3; —1) trois points
du plan.

= Déterminer une équation cartésienne du cercle pas-
sant par ces trois points.
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On considere deux cercles €, et ¢, d'équations res- PYTHON

pectives :
X+ =16
etx?+y?-8x—6v+16=0.

1. Déterminer le centre et le rayon de ‘¢, et de 6..

2. Déterminer les coordonnées des points d'intersection
de €, etde ‘6,,.

3. Justifier la position relative destangentes a chacun
des deux cercles en ces deux points.

(57 W Lociie oé seowerne

Soient A(2;-2), B(4;4) et C(—2;0)trois points du plan.
1. a. Sur un logiciel de géométrie dynamique, placer les
trois points et tracer le cercle I" circonscrit au triangle
ABC.

b. Soit M le point du cercle I' d'ordonnée 0 et distinct du
point C. Tracer les points I, J et K projetés orthogonaux
de M sur (AC), (AB) et (CB).

MY

LY

c. Emettre une conjecture sur la position relative des
points I, J et K.

2. L'objectif de cette question est de démontrer la
conjecture émise a la question précédente.

a. Déterminer une équation du cercle I circonscrit au
triangle ABC.

b. En déduire I'abscisse du point M, qui appartient au
cercle I', aune ordonnée nulle et est distinct du point C.
c. Déterminer les coordonnées des points /, J et K.

d. Conclure.

La droite, a laquelle les points I, J et K précédemment
cités appartiennent, est appelée droite de Simson, du
nom du mathématicien écossais Robert Simson.
Robert Simson est un mathémati-
cien écossais né en octobre 1687 et
décédé en octobre 1768. 1l s'estrendu
célébre pour ses contributions en
géomeétrie.

Raisonner, communiquer

Ecrire une fonction en langage Python qui prend en
arguments les coordonnées x . et y. du centre et la
valeur R du rayon d’un cercle, ainsi qu'un réel m. Cette
fonction renvoie le nombre de points d'intersection du
cercle et de la droite d'équation y = m.

Tracer les ensembles de points dont les coordonnées
(x ; y) vérifient les inégalités ou systemes d'inégalités
et égalités suivants.

1.x=-32+(+22=<16

3 {(x+1}2 +(y-57 =<9

x=0

2

3 (x=52+(y+1)’ =64
ol

. (x=52+(y+1)* =25
) 2 +(p—1=1

L'objectif de cet exercice est de déterminer une équa-
tion de la parabole % qui passe par les points A(1;-1),
B(-1;9)et C(3;5).

1.y =ax’ + bx + ¢ est une équation de P, aveca, b et
¢ trois réels et a # 0. Etablir que les points A, B et C
appartiennent a % si et seulement si:

a+b+c=-1
a—-b+c=9 (¥
9a+3b+c=5

2. Quelle opération a-t-on effectuée sur les lignes 1
et 2 du précédent systéme pour obtenir le systéeme
équivalent suivant ?

a+b+c=-1
2a+2c =8 *%
9a+3b+c=5

3. Multiplier par 3 la ligne 1 du systéme (**).

4. Quelle opération a-t-on effectuée sur les lignes 1
et 3 dusystéme (**) pour obtenir le systéme équivalent
suivant ?

3a+3b+3c=-3
2a+2¢=8 g
—6a+2c=-8

5. Calculer les valeurs de a et c.
6. En déduire celle de b.
7.Conclure en donnant une équation cartésienne de 2.

On considére les points 7(1; 2) et J(3; 0).

= Démontrer que I'ensemble des points M (x ; y) du
plan tels que les vecteurs Mi +3MJ et MJ + 3MI sont
orthogonaux est un cercle dont on précisera le centre
et le rayon.

@@



L'épreuve écrite

Dans tous les exercices, le plan est muni d'un repére @ On consideére le cercle ‘6 de centre A(-1; 1) et de

orthonormeé (Q;i,j).

La premiére partie de cet exercice permet d'établir une
formule donnant la distance d'un point a une droite
dont une équation cartésienne est connue. La seconde
partie met en application cette formule.Les deux par-
ties peuvent étre traitées indépendamment.

Partie 1

On considere une droite & d'équation cartésienne
ax+by+c=0etunpoint M(x, ;y,).

Mxy i 3p)
D:ax+by+c=0

1. Donner les coordonnées d'un vecteur normal a 4.
2. Soit H(x,; y,) le projeté orthogonal de M sur .
Exprimer le produit scalaire MH -1t en fonction des
normes des deux vecteurs.
3. Justifier que MH -5 = axXy,+ by, + c.
4. Déduire des questions 2 et 3 que la distance, notée
d, du point M a la droite % est :

|m:j.Hr + by, +ci

[172]]

Partie 2
1. Déterminer la distance du point M(1; 2) a la droite
9 d'équationx—y+8=0.
2. Déterminer le rayon du cercle de centre A(—4; 4)
tangent a la droite A d'équation 2x — 3y = 0.
3. a. Justifier que les droites d'équations 5x — 2y + 3 =0
et —2x+y + 1 =0 sont sécantes.
b. Déterminer les coordonnées d’'un point équidistant
de ces deux droites, autre que leur point d'intersection.

Raisonner, communiquer

On considére la parabole ci-dessous dont une équation
esty=ax’ +bx+ ¢, aveca, b et c trois réels tels que a #0.
A l'aide des informations portées sur le graphique,
déterminer les valeurs des coefficients a, b et c.

¥iy=axt+bxkc

Raisonner, communiquer
On considére I'équation

2+y —4x+3=0.
1. Justifier que cette équation est celle d'un cercle ¢
dont on précisera le centre et le rayon.
2. Soit @ un nombre réel. On appelle @ la droite d'équa-
tion y=ax.
Discuter suivant les valeurs du réel a le nombre de
points d'intersection entre la droite % et le cercle 6.

@
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1. Déterminer une équation cartésienne de 6.

2. Déterminer les coordonnées des points D et Ed'in-
tersection de € avec I'axe des abscisses.

3. Déterminer une équation cartésienne des tangentes
a ‘€ aux points Det E.

4, Calculer les coordonnées du point F, intersection
de ces deux tangentes.

5. Démontrer que les droites (AF) et (DE) sont perpendi-
culaires.

Chercher, calculer
On considéreles points A (—1;-1), B(1;2)et C(4;-1).

My

1. Déterminer une équation du cercle ‘6 de diamétre
[AB].

On note D son centre.

2. Déterminer une équation du cercle €’ circonscrit
au triangle ABC.

On note E son centre.

3. Démontrer que le centre E de ‘€’ appartient au
cercle €.

4. Montrer de plusieurs maniéres que (DE) est perpen-
diculaire a (AB).

[ QCM)
Dans unrepére orthonormé d’origine O, on considére
les points :

A(1;0),B(0;1),C(-1;0)etD(0;-1).
Choisir la bonne réponse pour chacune des questions
posées. Justifier.

1. L’ensemble des points M (x ; v) tels que :
2+ yz +x+y=0

est:

(a)le cercle de diamétre [CD] ;

(b)le cercle de diamétre [BD] ;

(c)la droite (CD);

@ la médiatrice du segment [AB].

2. L'ensemble des points M (x ; y) tels que :
C+y+1)=-12+y

est:

(a)la médiatrice du segment [BC];

(b)le milieu du segment [BC] ;

(c)le cercle de centre O et de rayon 1;

@ la médiatrice du segment [AD].



O m

Donner la seule réponse exacte parmi les trois propo-
sées, sans justifier.

1. La droite % d'équation 3x+ 2y — 4 = 0 et la droite %'
d'équation —4x+ 6y +1=0:

(a) sont paralléles ;

@;‘ sont perpendiculaires ;

[c) ne sont ni paralléles ni perpendiculaires.

2.Ladroite d'équationy=

i)

o)
1

o1’}

3. Le point A(1 ; 0) appartient au cercle d'équation :
/\‘ X+y =3x+y+3=0;
@x2+y +3x-y+5=0;

3x+ 1a pour vecteur normal ;

@;‘xz+y2— 3x+y+2=0.
5| ik ff A
4. Lesvecteursu | 2 |etv| 1
. -8 5
(a)sont orthogonaux ;
-@-sont colinéaires ;

@ne sont ni orthogonaux ni colinéaires.

5.Lespoints A(3;0) et B(0; 2) appartiennent au cercle
d'équation:
Ox2+_y2—3x+y—1 =0;

®&-37=0-27;
f\‘x +y2-3x-2y=0.
Logo design

Une société de communication a créé le logo ci-dessous.

Ce logo peut étre modélisé par la parabole d'équation
y=x’etle cercle de centre O(0; 2). Le cercle est tangent
a la parabole en deux points.

1. Quel est le rayon du cercle ?

2. Quelles sont alors les coordonnées des points d'in-
tersection entre la parabole et le cercle ?

3. Que dire des tangentes au cercle et a la parabole
en ces points ?

®

®

Chapitre 8 « Geometrie repéree

On considére la parabole & dont la droite d’équation

x= 2 est axe de symétrie. Cette parabole passe par

4
le point T'(3 ;0).

1. Déterminer les coordonnées du point V, qui est
l'autre point d'intersection entre la parabole et I'axe
des abscisses.

2. En déduire une équation cartésienne de 9.

3. Soit m unreéel fixé. Discuter selon les valeurs de m du
nombre de points d'intersection de % avec la droite
d'équation y = m.

On considére deux points A et B de coordonnées res-
pectives (1;1)et(3;-2).

1. Déterminer une équation cartésienne de la média-
trice du segment [AB].

2. Soit Cle point de coordonnées (x ; y), ol x et y sont
deux réels quelconques.

a. Traduire en termes de coordonnées l'égalité AB = AC.
b. De quel ensemble obtient-on I'équation ?

11
-3y——=0
<. Résoudre le systéme suivant: Y=
(x=1° +(y=1%=25

<. Que dire du triangle ABC lorsque le couple de coor-
donnéesdu point C est solution du systéme précédent ?

On considere une droite A de vecteur normal H( : ]
qui passe parle point A(1; 2). -
Soit T le cercle de centre A et de rayon 3.

Soient B un point quelconque de I" et B’ son symétrique
par rapport a A.

1. Réaliser une figure.

2. Démontrer sans calcul que B appartiental.

3. Soient (x; y) les coordonnées du point B.

a. Calculer les coordonnées du point B’

b. Vérifier par le calcul que B' appartient a I

Raisonner, chercher, calculer

On veut déterminer les coordonnées d'éventuels points

d'intersection entre une parabole et un cercle donnés.

1. Déterminer, si ces points existent, les coordonnées

des points d'intersection entre la parabole d’équation

y=x%-2etle cercle d’équation x> + y* = 4.

2. Déterminer |'équation d’un cercle qui n'a aucun point

d'intersection avec la parabole d'équation y = x*— 2.

3. On considére la parabole d’équation y = x* + 3 et le

cercle d'équation x2 + (y — 1)2= 1.

a. Justifier que la recherche des coordonnées des

éventuels points d'intersection entre ces deux figures

— 42

équivaut a résoudre le systéme §': {y; % —23
xX"+5x“+3=0

b. On effectue le changement d'inconnue suivant en

posant X = x?.

Réécrire le systéeme précédent avec la nouvelle incon-

nue X puis résoudre ce systéme.

. En déduire la résolution du systéme .

@



@ Points particuliers dans un triangle

Le plan est muni d'un repére orthonormé.

On considére un triangle ABC dont les sommets ont pour coordonnées
respectives (1;1),(5;-1) et(6;2). Sur unlogiciel de géométrie dynamique,
on a tracé le triangle ABC et ses hauteurs issues de A et de B.

1. Dans le menu Algébre du logiciel, on
peut lire :

ed:x+3y=4
®e: 5x-y=-24

2

Tracer ces deux droites sur un logiciel
de géométrie dynamique et déterminer
graphiquement les coordonnées de
I'orthocentre du triangle.

3. Retrouver ce résultat par le calcul.

@ Deux cercles

b Graphique

v

Questions Moderato

1. Déterminer une équation cartésienne
de la hauteurissue de A.

2. Déterminer une équation cartésienne
de la hauteur issue de B.

3. En déduire les coordonnées de
I'orthocentre H du triangle.

4, Vérifier par le calcul que H appartient
bien a la troisieme hauteur du triangle.

Le plan est muni d'un repére orthonormé.
On considére deux cercles €, et €, d'équations respectives x* + y* =4 et (x+2)* +(y - 4) = 16.

1. Déterminer le centre et le rayon de €,
etde €.,

2. Prouver que le point A (-2 ; 0) appartient
a6, eta’,.

3.a. A l'aide d'un
logiciel de géométrie, tracer ‘¢, et 6, puis
placer le point A.

b. Selon le logiciel, ‘6, et %6, sont-ils
sécants en un autre point 7 Si oui, quelles
sont ses coordonnées ?

c. Vérifier par le calcul que ces coordon-
nées sont bien celles d'un point de €,
etde €,

v

Questions Allegro

1. Déterminer les coordonnées de
I'orthocentre du triangle.

2. Déterminer les coordonnées du centre
du cercle circonscrit au triangle.

3. Déterminer les coordonnées du centre
de gravité du triangle.

4. Quelle conjecture peut-on émettre sur
la position relative de ces trois points ?
Démontrer cette conjecture.

v

Questions Moderato Questions Allegro

1.Déterminer les coordonnées des éven-
tuels points d'intersection entre €, etl'axe
des abscisses.

2. Déterminer les coordonnées des éven-
tuels points d'intersection entre 6, etl'axe
des abscisses.

3. Que peut-on en conclure pour l'inter-
sectionde 6, et 6, ?

4, Déterminer une équation de latangente
a 6, au point d'abscisse 1.

1. Quelle est I'abscisse du point d'inter-
section des cercles €, et €, d'ordonnée
nulle ?
2. Justifier qu'un point M (x; v) appartient
a6, eta‘, si et seulement si
{.:2 +yi=4

x=2y+2=0

3. Résoudre ce systéme etconclure quant

auxcoordonnées des points d'intersection
entre 6, et6,.



J . No problem!
o The slope-intercept

In a rectangular coordinate, we are given two lines whose following standard equations are :
3x-y-4=0and2x-6y=0.

Chapter 8 Geometry in coordinate system

1. Are those two lines perpendicular?
2. Transform each equation to express y in terms of x. This equation is called the slope-intercept equation. Explain
why.
3. What can you notice about the gradient/slope of each line?
4.In general:
Let us consider two lines given by each of the equations below.
y=mx+pandy=mx+p’
Prove that those lines are perpendicular ifand only if mx m' = -1.

e Equation of a circle

Let us consider two points A (5 ; 2) and B(-1; 3) in a rectangular coordinate.

1. Work out length AB and the coordinates of the midpoint M of segment [AB].
2. Find an equation of the circle with diameter segment [AB].

3. We are interested in the centers of circles passing through points A and B.
Show that those centers are all on a same line and give an equation of that line.
4. One of those circles has a center with an abscissa equal to zero.

Give the equation of this circle.

e Algorithm test

We are given a line with the following equation 4x + 5y - 3 = 0 and the algorithm below written in “Python language”:
def test(xy):
return 4*x+5%y-3==0
1. What is the result of this algorithm if we enter the formula test(0.1)?
2.What is the result of this algorithm if we enter the formula test(-3.3)?
3. What is the objective of this algorithm?
4, Write a similar algorithm that will test whether a point belongs to the circle center A(1 ; 1) radius 2.

e Make your imagination work!

Using the grid below, you have to create a least three triplets in which you will include some information from
column A, B and C. Explain and compare your choices with your classmate.

‘ A: circles ‘ B: lines C: intersection
x+ 12+ +372=7 x+y+4=0 zero point
-2+ -2y+1=0 line (AB) one point

center A(1; 5) and radius equal to 2 two points

 two points, and the line passes through

center O(0; 0) passing through B(2 ;-1) _ the center of the circle
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Pierre-Simon de Laplace est un
mathématicien et physicien francais
du xvii® et du début du xix® siécle,
qui, avec lesmathématiciens Moivre
et Bayes, fut I'un des premiers a
décrire la notion de probabilité
conditionnelle.

Il a travaillé également dans le
domaine de |'astronomie et de la
mécanique. Alors que la mécanique
était traitée de facon trés géomé-
trique, par Newton notamment, il
endonna une approche analytique.
Il fut aussi ministre de I'Intérieur
durant le Consulat.

e Ressources du chapitre
disponibles ici :

www.lycee.hachette-
education.com/barbazo/1re

Calculer des probabilités
sous condition

ans son livre Théorie analytique des probabilités,

publié en 1812, il définit une probabilité comme

« une fraction dont le numérateur est le nombre
des cas favorables, et dont le dénominateur est celui de
tous les cas possibles ». | poursuit :
« Tous nos jugements sur les choses qui ne sont que
vraisemblables (et c'est le plus grand nombre) sont
fondés sur un pareil rapport. La différence des données
que chaque homme a sur elles, et la maniére souvent
erronée dont on apprécie ce rapport, donne naissance a
cette foule d’opinions que l'on voit exister sur lesmémes
objets. »
Pour illustrer son propos, il consideére trois urnes A, B et
C, dont deux ne contiennent que des boules blanches
et dont I'autre ne contient que des boules noires. Une
personne tire une boule de I'urne C. Si elle n'a aucune

information sur la composition des urnes, la probabilité de
tirer une boule noire est égale a % Sielle sait que l'urne A
ne contient que des boules blanches, la probabilité de
tirer une boule noire est égale a 1 Enfin, si elle sait que

les urnes A et B ne contiennent que des boules blanches,
tirer une boule noire est une certitude,

) Expliquer le calcul des probabilités précédentes.

" R
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o Probabilité d’'un événement

Un singe tape au hasard sur une touche d’un
clavier ol chaque touche correspond a une lettre
del'alphabet francais.

Donner la probabilité qu'il tape sur :

a. une voyelle ;

b. une lettre du mot hasard ;

c. une voyelle du mot hasard ;

d.une voyelle ou une lettre du mot hasard.

e Réunion et intersection

A et B sont deux évenements.
1.5i P(A)=0,5,P(B)=0,7 et P(A N B)=0,12,
que vaut P(A U B)?

i il =3 2 L
2.5iP(A)=7, P(B) = et PAUB) = 7,

que vaut (AN B)?

e Dé truqué

On lance un dé cubique dont les faces sont
numérotées de 1a 6.

Calculer la probabilité d"obtenir 6 dans chacune
des situations suivantes.

Situation n®1 : On suppose que la probabilité
d’obtenir 6 est deux fois plus grande que celle de
ne pas obtenir 6.

Situation n°2 : La probabilité d’une face est
proportionnelle a son numéro.

o Simulation d’une expérience

On a écrit le script suivant en langage Python.

1from random import randint
2jeu=randint(1,6)

3if jeu==6:

4 print("gagné")

S5else:

6 print("perdu")

-

1. Quel jeu peut simuler ce script ?
Quelle est la probabilité de gagner ?

2. Modifier le script pour que la probabilité de

gagner au jeu qu'il simule soit égale a %

DIAPORAMA
u DE GAMMES
SUPPLEMENTAIRES

6 Tableau a double entrée

Un magasin propose deux fruits en promotion :
des ananas et des bananes. On sait que parmi
les 200 clients venus un certain jour :

« 92 ont acheté des ananas en promotion ;

« 113 ont acheté des bananes en promotion ;

« 61 ont profité des deux promotions.

1. Représenter cette situation a l'aide d'un tableau
a double entrée.

2. Oninterroge un client au hasard.

Calculer la probabilité des événements suivants.
A:«Le clientinterrogé a acheté des bananes

en promotion ».

B:«Leclientinterrogé n'a acheté que des bananes
en promotion ».

C:«Leclient interrogé n'a pas acheté d'ananas

en promotion ».

D :«Le clientinterrogé a profité des deux
promotions ».

E: «Leclient interrogé a profité d’au moins

une des deux promotions ».

o Modélisation d'une expérience

On lance trois fois de suite une piéce de monnaie
équilibrée. On note le résultat sous la forme de
trois lettres indiquant le résultat de chacun des
trois tirages (par exemple FPF pour « Face », « Pile »
et « Face »).

1. Dénombrer les issues possibles a I'aide

d'un arbre.

2. Quelle est la probabilité de chaque issue ?

3. Calculer la probabilité d'obtenir au moins une
fois « Face » lors des trois lancers.

o Tirage avec ou sans remise

Une ume contient deux boules rouges et une
boule verte. On tire successivement deux boules
de l'ume.

1. Calculer la probabilité de tirer deux boules

de la méme couleur lorsqu‘on remet la premiére
boule tirée dans 'urne.

2. Reprendre la question précédente en supposant
qu’on ne remet pas la premiére boule dans l'urne.




/ - SITUATIONS
Pour construire le cours . s

(Situation@)) Fiabilité d’un test médical

Ohje{‘tlf

Situation@

Objectif

Un test permet de dépister les personnes atteintes d’'une maladie rare.
Pour étudier les performances de ce test, on a fait une étude statistique sur 5 000 personnes
et obtenu les résultats suivants.

Personnes malades Personnes non malades
Personnes testées positives 18 300
Personnes testées négatives 2 4680

On choisit au hasard une personne étudiée et on considére les événements suivants.
T:« La personne testée est positive ».
M : « La personne testée est malade ».

Calculer les probabilités P(M), P(T) et P(T M M). Interpréter les résultats obtenus.
Un médecin affirme que ce test a une efficacité de 90 % sur les malades.
A-t-il raison ?

Léa a été dépistée positive.
Doit-elle étre inquiéte d'étre malade 7 Expliquer.

Sachet de bonbons

Un sachet contient six bonbons : deux au réglisse
et quatre a la fraise.
On tire successivement et sans remise deux bonbons.

a. Ecrire toutes les issues possibles de ce tirage. Ces issues sont-elles équiprobables ?
b. Alaide d'un arbre de dénombrement, calculer la probabilité d'obtenir deux bonbons a la fraise.

a.Quelle est la probabilité que le premier bonbon tiré soit
a la fraise 7 au réglisse 7

b. On a représenté ci-contre un arbre sur lequel on veut faire figurer
les probabilités de certains événements.
Ou peut-on écrire les probabilités trouvées a la question 2 a ?

F
Fraise / e
\\

a.Le premier bonbon qui a été tiré est a la fraise. s
Quelle est la probabilité que le deuxiéme soit aussi a la fraise 7

Ou pourrait-on faire figurer cette probabilité sur I'arbre ci-contre ?
b. Compléter les autres pointillés figurant sur |'arbre.

Fraise

Réglisse /
\Regllsse
a.Passer en couleur le chemin correspondant a I'événement F :

« Les deux bonbons tirés sont a la fraise ».
Comment peut-on retrouver le résultat obtenu a la question 1b ?

b. Calculer la probabilité de I'événement R : « Les deux bonbons tirés sont au réglisse ».

c. Comment peut-on en déduire la probabilité de I'événement D : « Les deux bonbons tirés ont
le méme parfum » 7



(Situation@) Produits bio

Une chaine d’hypermarchés souhaite réorganiser ses magasins, notamment

en développant la vente de produits bio.

Pour cela, elle triple la surface de rayonnage de ce type de produits dans deux magasins
pilotes.

Elle lance ensuite une grande campagne publicitaire et, pour en mesurer I'impact,
réalise un sondage auprés de ses clients a la sortie de chacun des deux magasins.

Les résultats obtenus sont les suivants.

Magasin pilote n°1
A acheté des produits bio  N'a pas acheté des produits bio
Avu la publicité 126 378

N‘a pasvu la publicité 99 297

Magasin pilote n°2
A acheté des produits bio N'a pas acheté des produits bio
Avu la publicité 267 153

N'a pas vu la publicité 177 303

a.0n choisit au hasard un client du magasin 1.
Calculer la probabilité qu’il ait acheté des produits bio.

b. On choisit au hasard un client du magasin 1 ayant vu la publicité.
Calculer la probabilité qu'il ait acheté des produits bio.

Réaliser une étude analogue pour le magasin 2.

Quelles conclusions le directeur de la chaine d’hy permarchés peut-il tirer quant & limpact
de sa campagne publicitaire ?




Connaitre le cours

1. Probabilités conditionnelles

P est une loi de probabilité définie sur un univers Q.

3 1. Probabilité de B sachant A

Définition

Soient A et B deux événements avec P(A) # 0.

La probabilité que I'événement B se réalise, sachant que I'événement A est réalisé, est notée P ,(B) et
définie par:

P(ANB)

PRI ="

Remarque
P, (B)se lit« Pde B sachant A ».

v Exemples

On tire une carte au hasard dans un jeu de 32 cartes. On note A l'événement « La couleur de la carte
estrouge » et B I'évéenement « La carte est un valet ». Les tirages étant équiprobables, on a les
probabi[ités suivantes :

PA) =1 1 etPANB)= %—Jg
1

_P(ANB) 16 _ 1

On a alors P,(B) = PA) —1°8
2

Parmi les seize cartes rouges, il y a deux valets, la probabilité de tirer un valet sachant que la carte

estrouge est donc bien P,(B) = —fs— =3

1
P(ANB) 76
Vi 2.

Par ailleurs P(B) = & = P(A)

1 .
33 donc Py(A)

Parmi les quatre valets, il y a deux cartes rouges, la probabilité de tirer une carte rouge sachant que la
carte est un valet est donc bien P(A) = % = % .En particulier P,(B) # P5(A).

, 2. Propriétes

Propriétés

b DEMO| Soient A et B deux événements de probabilités non nulles.
p. 282 ¢ P(AN B)=P(A) x P,(B) = P(B) x Pg(A)

*P,(B)=1-P,B)

v Exemples

A la montagne, 80 % des vacanciers pratiquent le ski alpin et 20 % la randonnée en raquettes.

60 % des skieurs et 50 % des marcheurs sont des hommes. On choisit un vacancier au hasard

et on note S I'événement « Le vacancier choisi pratique le ski » et H I'événement « Le vacancier choisi
est un homme ».

¢ P(SNH)=P(S) x P(H)=0,8x0,6 =048

La probabilité que le vacancier choisi soit un homme et qu'il pratique le ski est égale a 0,48.

* P (H)=1-Ps(H) =04

Si I'on sait que le vacancier choisi pratique le ski, la probabilité que ce soit une femme est égale a 0,4.




Chapitre 9 » Probabilités conditionnelles et indépendance

Déterminer des probabilités conditionnelles

Une urne contient sept boules : quatre rouges numérotées 1, 2, 3 et 4, et trois vertes numérotées 1, 2 et 3.
On tire deux boules au hasard, successivement et sans remise.

o Quelle est la probabilité que la deuxieme boule tirée soit rouge sachant que la premiere boule tirée
estrouge ?

9 Quelle est |a probabilité que les deux boules tirées soient rouges ?

' Aprés avoir tiré une premiére boule rouge, il reste six boules : trois vertes et trois rouges.
La probabilité de tirer une boule rouge est alors de% = %
Donc la probabilité que la deuxiéme boule tirée soit rouge, sachant que la premiére boule tirée est rouge,

estégale a %

.-} Sion note R, I'évenement «La premiéere boule tirée est rouge » et R, I'événement « La deuxiéme boule tirée
estrouge », alors P(R, MR, )=P(R,) me (R)).

Daprés la question 1, Py (R,) = % et PR,) = %
- 4,1_2
Onadonc P(R, NR,) = 7X5=7.

EEE 5 p. 292

B Calculer des probabilités conditionnelles a partir d’'un tableau
de fréquences

Le tableau ci-dessous donne la répartition des participants a un stage de survie en Aquitaine,
en fonction de leur sexe et de leur département d'origine.

Homme Femme Total
Gironde 18 50 68
Landes 11 21 32
Total 29 71 100

On prend au hasard la fiche d’inscription d’un stagiaire.
o Quelie est la probabilité que ce soit un homme ?
e Quelle est la probabilité que ce soit un homme originaire des Landes ?
9 Quelle est la probabilité qu‘il soit originaire des Landes sachant que c’est un homme ?

On note H I'événement « La fiche est celle d'un homme » et L I'événement « La fiche est celle
d’un Landais ».

! D'aprés le tableau, 29 hommes participent a ce stage. On a donc P(H) = % =0,29.
11

2 D’apreés le tableau, 11 stagiaires viennent des Landes et sont des hommes, donc PHN L) = 700> 0,11.
_PHNL)_o11_1m1

P(H) 0,29 29
2° méthode : on lit directement dans le tableau que parmi les 29 hommes, il y a 11 Landais, ce qui donne

Pyl =35

oy g

méthode : on applique la formule P (L)

HEET 7 p. 292



Connaitre le cours

2. Arbres pondérés

P est une loi de probabilité définie sur un univers Q.

, 1. Regles de calcul dans un arbre pondéré

Propriétes
P DEMD) Dans un arbre pondéré :
en ligne * La somme des probabilités des branches issues d'un méme noeud est égale a 1.

* La probabilité de I'événement correspondant a un chemin est égale au produit des probabilités
inscrites sur les branches de ce chemin.

Remarque
Un chemin passant par un événement A puis un événement B correspond a I'intersection de ces deux
événements, soit A M B.

W Exemple

Un footballeur tire successivement deux pénaltys. A est I'événement « Il marque le premier pénalty »
et B I'événement « Il marque le second pénalty ».

On a représenté cette expérience aléatoire sur I'arbre ci-dessous.

2 - —ds3 N8
7 P(AﬂB}mP(A}xPA(B}—5x4r20
5 La probabilité qu'il marque deux buts est égale a -

20°

w
=
m

A —P(AIxP(B)=2x1_1
P(ANB)=P(A)x P (B)= T W
La probabilité qu'il marque seulement le deuxiéeme pénalty est égale a % .

el

=
M1—‘/\u
ol @

’ 2. Formule des probabilités totales

Définition et propriété
Soient des évenements nonvides A, A,, ..., A de Q, deux a deux disjoints et
T tels que leur réunion forme l‘'univers Q.
p. 282 Soit B un événement.
* On ditque A, A,, ..., A, constituent une partition de Q.
* P(B)=P(A, N B) + P(A,N B)+... + P(A, N B)

Remarques

* Les événements A et A forment une partition de Q. On a donc P(B) = P(A N B) + P(A N B).

® Sur un arbre pondéré, la probabilité d'un événement correspondant a plusieurs chemins est égale a
la somme des probabilités des chemins correspondant a cet évenement.

W Exemple
Dans I'exemple précédent, la formule des probabilités totales donne:

P(B)=P(ANB)+P(ANB)= %+%:%%_




Chapitre 9 » Probabilités conditionnelles et indépendance

n Représenter une situation par un arbre pondéré

Un fabricant de smartphones achéte ses écrans chez deux fournisseurs.
+ 60 % des écrans proviennent du fournisseur A, 40 % du fournisseur B.
» Le fournisseur A a un taux d'écrans défectueux de 1 %, le fournisseur B de 2 %.
On préléve au hasard un smartphone dans le stock du fabricant.
o Représenter la situation a I'aide d’un arbre pondéré.
0 Calculer les probabilités des événements suivants.
a. « Le smartphone provient du fournisseur A et est défectueux. »
b. « Le smartphone provient du fournisseur B et n'est pas défectueux. »

| On note A I'événement « L'écran provient du fournisseur A », B I'événement

0,01
«L'écran provient du fournisseur B » et D I'événement « L'écran est défectueux ». A ?
D'aprés I'énoncé, on a P(A) = 0,6; P(B) =0,4; P,(D) = 0,01 et P,(D)=0,02. 0,6 099 D
Onadonc: B
P,(D)=1-P,(D)=0,99 et
_ 0.4 002 _p
Py(D)=1-PyxD)=0,98. i z
098 D
») a. P(A N D) = P(A) x P,(D) = 0,6 x 0,01 = 0,006
La probabilité que I'écran provienne du fournisseur A et soit défectueux est 0,006.
). P(B N D) = P(B) x Py(D) =0,4x 0,98 =0,392
La probabilité que I'écran provienne du fournisseur B et ne soit pas défectueux est 0,392.
MEEES 13 p. 293

B Utiliser la formule des probabilités totales

Une station de ski des Pyrénées propose deux types de forfaits.

» Le forfait A comprend la journée de ski et la visite de |'observatoire.

* Le forfait B comprend uniquement la journée de ski.

60 % des skieurs choisissent le forfait A et, parmi eux, 70 % sont étrangers. 50 % des
skieurs ayant choisi le forfait B sont étrangers. On note E I'événement « Le skieur est
étranger ».

o Recopier et compléter I'arbre pondéré ci-contre.

e On interroge un skieur au hasard.
Calculer la probabilité qu'il soit étranger.

' On compléte l'arbre en utilisant le fait que la somme des probabilités 07 ¢
des branches issues d'un méme nceud est égale a 1. 6 A i =
) Les événements A et B forment une partition de I'univers.

Donc P(E)=P(ANE)+P(BNE) 04 05 ¢
= P(A) x P,(E) + P(B) x P4(E) Be_ :
=0,6x07+04x05 05
=0,62

La probabilité que le skieur soit étranger est égale a 0,62.

MEENE 18 p. 295



Connaitre le cours

3. Indépendance

P est une loi de probabilité définie sur un univers €.
* 1. Evénements indépendants

Définition
On dit que deux événements A et B sont indépendants lorsque P(A N B) = P(A) x P(B).

Propriéeté
g Soient A et B deux événements de probabilités non nulles.
A et B sont indépendants < Py(A) = P(A) < P,(B) = P(B).

Remarques

* Py(A)=P(A) signifie que la réalisation ou non de I'événement B n‘a pas d'influence sur la réalisation
de lI'événement A.

® |l ne faut pas confondre événements indépendants et événements incompatibles. Deux événements
sont incompatibles lorsque P (A N B) = 0, ce qui signifie que les évenements A et B ne peuvent pas se
réaliser en méme temps.

TS Propriete
p. 282 Si A et B sont deux événements indépendants, alors A et B sont indépendants.
Remarque

Si A et B sont deux événements indépendants, alors A et B sont aussi indépendants, ainsi que A et B.

* 2. Succession de deux épreuves indépendantes

Définition

Lorsque deux expériences aléatoires se succedent et que les résultats de la premiére expérience
n‘ont aucune influence sur les résultats de la seconde, on dit qu'il s'agit d'une succession de deux
épreuves indépendantes.

v Exemples

On tire au hasard successivement deux cartes dans un jeu de cartes et on note les deux

cartes obtenues.

Dans I'hypothése ol I'on remet la carte tirée dans le paquet, les deux tirages sont indépendants.
Sinon le contenu du paquet aprés le premier tirage dépend de la carte tirée en premier et les deux
tirages ne sont pas indépendants.

Propriété (admise)

Lorsque deux épreuves sont indépendantes, la probabilité d'un couple de résultats est égale
au produit des probabilités de chacun d'entre eux.

W Exemple
On lance successivement deux fois un dé cubique non truqué. Il sagit d'une succession de deux
) | 1

épreuves indépendantes, et la probabilité d'obtenir deux fois le numéro 6 est égale a X636
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n Etudier I'indépendance de deux événements

Une urne contient quatre jetons rouges indiscernables au toucher numérotés de 1 a 4, trois jetons verts
numérotés de 5 a 7 et un jeton noir numéroté 8.

On tire au hasard un jeton dans l'urne et on considére les événements A : « Obtenir un numéro pair »,
B : « Obtenir un jeton rouge » et C: « Obtenir un jeton vert ».

€ caiculer P(A).

0 a. Les événements A et B sont-ils indépendants ? Justifier a I'aide de la définition.
b. Reprendre la question précédente avec les évéenements A et C.

e Retrouver les résultats de la question 2 en calculant PB(A} et PC(A}.

< Iy a quatre jetons dont le numéro est pair, donc P(A) = % = %
A N B est I'événement « Obtenir un numéro pair et rouge », donc P(AN B) = % = %

P(B) = % donc P(A) x P(B) = % x%: % —et P(A N B) = P(A) x P(B).

Les événements A et B sontindépendants.
». A N Cest I'événement « Obtenir un numéro pair et vert », donc P(A M O) = %

P(C) = % donc P(A) x P(C) = %x % = % donc P(A N C) # P(A) x P(C).

Les événements A et C ne sont pas indépendants.

© Parmi les quatre jetons rouges, il y en a deux dont le numéro est pair. Parmi I'ensemble des huit jetons, il y
en a quatre dont le numéro est pair.
Ainsi, Py(A) = 3 = P(A).

Le fait que le jeton soit rouge n'influe pas sur la réalisation de I'événement A : les événements A et B sont
indépendants.
En revanche, parmi les 3 jetons verts, seul I'un d'entre eux posséde un numéro pair.
Ainsi, P(A) = % donc P.(A) = P(A) : les événements A et C ne sont pas indépendants.
HEEE 27 p. 294

Exercice résolu a Etudier une répétition d’expériences aléatoires

Dans une population, 13 % des personnes sont gauchéres. On interroge au hasard deux individus et on
suppose la population suffisamment importante pour considérer ces deux épreuves indépendantes.

o Représenter cette expérience aléatoire a l'aide d’'un arbre pondéré.
0 Calculer la probabilité que les deux personnes soient gauchéres.
9 Calculer la probabilité qu‘exactement 'une de ces personnes soit gauchére.

=]
—
w

o
ol o
~

/) La probabilité qu'une personne interrogée au hasard soit gauchére est égale a 0,13.

OnadoncP(G,)=P(G,)=0,13 etP(@,}:P(Gz}:‘I—0,13:0,87. 013 0,87 "G,
 La probabilité que les deux personnes soient gauchéres est:
P(G, N G,)=0,13x0,13 =0,0169. 0,8

ol
I~

¢ La probabilité qu'exactement I'une de ces personnes soit gauchére
est P(G, N G,) +P(G, N G,)=0,13x 0,87 + 0,87 x0,13=2x0,13x 0,87 =0,2262.

o
oo
~J

ohe
o]
ol o

[¥]
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Démonstrations et raisonnements

Comprendre une démonstration

On présente la démonstration de la propriété suivante. La lire attentivement puis répondre
aux questions posées.

Si A et B sont deux événements indépendants, alors A et B le sont également.

v Démonstration

P®B)=P(ANB)+P(ANB)

De plus, comme les événements A et B sont indépendants,ona:
P(A N B)= P(A) x P(B).

Ainsi P(B) = P(A) X P(B) +P(ANB) y

et donc P(A N B) = P(B) - P(A) x P(B) = P(B) x (1 — P(A)) = P(B) x P(A).

On conclut alors que les événements A et B sont indépendants.

Justifier que P(B) = P(A N B) + P(A N B).
Expliquer pourquoi P(B) x (1 - P(A)) = P(B) x P(A).

; i r L] ' d L]
Y Rédigerune démonstration
On souhaite démontrer la propriété suivante, dite « formule des probabilités totales ».
Soient A et B deux evenements d'un univers Q.

* Les événements A et A forment une partition de €.
* PB=P(ANB)+PANB).

En utilisant les indications suivantes, rédiger la démonstration

de la propriété.

* Que peut-on dire des événements AN BetA NB?

* Expliquer pourquoi la réunion de ces deux événements est égale a B.
* Conclure.

€> On souhaite démontrer les propriétés suivantes.

Soient A et B deux évéenements de probabilités non nulles.
* P(ANB) =P(A) X P,(B) = P(B) X Py(A)
* Pp(B)=1-P,(B)

En utilisant les indications suivantes, rédiger la démonstration de ces propriétés.

* Démontrer la premiére propriété en utilisant la définition d’une probabilité conditionnelle de deux
facons différentes.

« Justifier que P(A) = P(A N B) + P(A N B).
* En déduire que 1 = P,(B) + P,(B).
» Conclure.
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Soient A et B deux ensembles.

Dire si les affirmations suivantes sont vraies ou fausses.
Justifier,

a.ANBCA

».,AUBCB

c.AUB=AsietseulementsiB C A.

. AN B=BsietseulementsiB C A.

Soient A et B deux ensembles.
Dire si les inclusions et les égalités suivantes sont vraies ou
fausses. Justifier.

Dans chacun des cas suivants, décrire les événements A U B,
ANBAUBet ANB.
2. 0On lance un dé a six faces.
On définit les événements suivants.
A: «Le numéro est pair ».
B:«Le numéro est un multiple de 3 ».
. On tire une boule dans une urne qui contient trois boules
jaunes et cing boules rouges.
On définit les événements suivants.
A: « Tirer une boule rouge ».
B : « Tirer une boule jaune ».
On achéte un billet de loterie parmi une série de 100 billets
numérotés de 00 a 99.
On définit les événements suivants.
A: « Le billet se termine par un 5 »,
B : « Le billet commence par un 3 ».

Utiliser l'inclusion et I'égalité
Un ensemble A est inclus
dans un ensemble B, et on note
A C B, lorsque tous les éléments
de A appartiennent a B.

Les ensembles A et B sont égaux
lorsque AC BetB C A.

Ensemble complémentaire
Le complémentaired’'un ensemble
A dans Q, noté A, est 'ensemble
des eléments de Qn’appartenant
pas aA.

0]

=

Conjonctions «Et»et«Qu»

Soient A et B deux événements
d'une méme expérience aléatoire.

«L'événement « A et B » est réalisé
si A et B sont réalisés, et il n'est
pas réalisé si au moins un des
événements A et B n'est pas réalisé.

«L'évenement « A ou B » est réalisé si
aumoins un des deux événements
A et B est réalisé, et il n'est pas
réalisé si aucun des événements
A et B n'est réalisé.



. Apprendre

€ 5 VIDEOS
DE COURS

Probabilité conditionnelle

P est une loi de probabilité définie sur un univers €.

Définition
Soient A et B deux événements avec P(A) # 0
_P(ANB)
PO ="pmy
P,(B) se lit « P de B sachant A ».

Propriétés
Soient A et B deux événements de probabilités
non nulles.
* P(A N B)=P(A) x P,(B)
_ =PE)XPyA)
° P,(B)=1-P,(B)

Arbre pondere

P estune loi de probabilité définie sur un univers €.

P,(B) -B
P(A =R
L p® B
A
p;® B
Propriétés
© La somme des probabilités des branches issues
d'un méme noeud est égalea 1.

® La probabilité d'un chemin est égale au produit
des probabilités inscrites sur ce chemin.

284

Partition de 'univers

On dit que des événements non vides A, A,, ...,
A, de Q constituent une partition de Q lorsque ces
événements sont deux a deux disjoints et que leur
réunion constitue Q.

0

Formule des probabilités totales

P est une loi de probabilité définie sur un univers Q.
Soient Bun événement et A, A,, ... A, des
évenements formant une partition de Q.

P(B)=P(A, N B)+ P(A,N B)+ ...+ P(A_ NB)
Dans un arbre, la probabilité d'un événement est
égale a la somme des probabilités des chemins
correspondant a cet événement.

B
A5
Az'<g—
A, B

<§

Indépendance

P est une loi de probabilité définie sur un univers Q.
Définitions

® Deux évenements A et B sont indépendants
lorsque P(A N B) = P(A) x P(B).

® Lorsque deux expériences aléatoires

se succedent et que les résultats de la premiére
expérience n‘ont aucune influence sur les résultats
de la seconde, on dit que c’est une succession
d’épreuves indépendantes.

Propriétés
A et B deux événements de probabilités non
nulles.
® Aet B sontindépendants < Pg(A) = P(A)

<P ,(B)=P(B)
* Si A et B sont deux évenements indépendants,
alors A et B le sont également.




sesCONNAissances

Effectuer les exercices @ a @ et vérifier les réponses.
Sinécessaire, réviser les points de cours en texte ou en vidéo.

) Soient A et B deux événements d'une méme
expérience aléatoire tels que:

. sl 1
PA) = 7 P(B) = 3 et P(ANB)= 5"
* Calculer P,(B) et Py(A).

e Un atelier fabrique deux types de puces électro-
niques : type A et type B.

On préléeve au hasard un lot de 100 puces et on
regarde si elles ont un défaut ou pas.

Les résultats sont donnés par le tableau suivant.

Type A TypeB Total

Défaut 5 12 17
Sans défaut 48 83
Total 40 60 100

Calculer la probabilité que la puce prélevée soit :
a.detypeA;

b. avec un défaut ;

c. de type A sachant qu'elle a un défaut.

9 Une urne contient quatre boules bleues et cing
boules noires indiscernables au toucher. On effectue
deux tirages successifs d'une boule sans remise.
On note A I'événement « La premiére boule tirée est
bleue » et B I'événement « La deuxieme boule tirée
est noire ».

« Calculer P(A) et P ,(B), puis en déduire P(A N B).

a Une expérience aléatoire est 0,6
représentée par |'arbre pondéré

ci-contre.

a. Recopier et compléter cet

arbre.

h. En déduire P(A N B) et

P(ANB).

Probabilités conditionnelles 4

e Une expérience aléatoire est représentée par
I'arbre pondéré ci-dessous.

On donne P(B)=0,31.
* Calculer la probabilité de A sachant B.

o Soient A et B deux évenements indépendants
d'une méme expérience aléatoire tels que P(A) = —731
et P(B) = %

= Calculer P(A M B) et P(A U B).

o Soient A et B deux événements indépendants

; . - PR 2
d'une méme expérience aléatoire tels que P,(B) = %

‘] 3
etP(ANB)= 3
* Calculer P(B) et Py (A).

e Léo a acheté deuxtickets pour deux jeux de grat-
tage différents. La probabilité qu’il gagne au pre-

mier jeu est de % , et celle qu'il gagne au deuxiéme

estde 71— Les événements « Gagner au premier jeu »

et « Gagner au deuxiéme jeu » sont indépendants.
Quelle est la probabilité que Léo :

« gagne aux deux jeux ?

« gagne seulement au premier jeu ?

« ne gagne a aucun des jeux ?

€ CORRIGES 3
DES EXERCICES

y Arbre pondére

P_robabili_tés
conditionnelles
et indépendance

Indépendance<€

Formule des probabilités totales




Algorithmique
et programmation en Python

1 Une premiére marche aléatoire

Objectif Un kangourou se trouve en un point d'une route déserte d'Australie occidentale.
A chaque seconde, il saute d'un métre vers I'avant ou d'un métre vers |'arriére avec la méme

probabilité.

une marche

CD Recopier et compléter la fonction mille_sauts d-dessous qui simule le déplacement du kangourou
et qui renvoie la position du kangourou aprés avoir effectué mille sauts.

! from random import random
Zdef mille_sauts():
3 position=8
for i in ...
¥ s
position=position+1
/ else:
8 position=position-1
: return position

2) Exécuterla fonction mille_sauts plusieurs fois.
Quelle est la plus grande valeur renvoyée ?
En utilisant la fonction précédente, écrire le script d'une fonction cont_metres qui simule n
expériences de mille sauts et qui renvoie le nombre de fois ol le kangourou a avancé de plus
de 100 métres a la fin des mille sauts lors de ces n expériences.

Exécuter la fonction cent_metres pour n = 10 000. Commenter.

2 Une seconde marche aléatoire

 Objectif Le plan est muni d‘un repére orthonormé (O ; Ef}. On place unrobot a l'origine du repére.

. A chaque seconde, le robot se déplace de facon aléatoire en effectuant une translation de
vecteur F,T -iou -ﬁ chaque déplacement ayant

la méme probabilité. o
On suppose que |'expérience dure n secondes, ol n

est un entier naturel différent de 0. ] |
Juliette a écrit une fonction graphique, dargu- 4

ment n, qui simule le déplacement du robot au I_
cours du temps, affiche son déplacement dans
le repére et affiche son point d'arrivée en vert. 01 —
Elle alancé son algorithme pour n =50 et obtenu
I'affichage ci-contre.

Dans son script, Juliette a stocké les abscissesdes ™1
points du graphique dans une liste abscisse et

les ordonnées dans une liste ordonnée.

une marc

=2 =1 [+] 1 2 i 4 3 L]

8 Quelle est la premiére valeur a mettre dans la liste abscisse 7 dans la liste ordonnée ?
2

Lors de sa simulation, quel a été le premier déplacement du robot ? En quel point se trouve le
robot 50 secondes aprés le début de I'expérience ? En déduire abscisse[1], ordonnee[1],
abscisse[50], ordonnee[50].

% Retrouver le script de Juliette.

Al'aide de la fonction graphique, simuler la marche aléatoire du robot sur une journée compléte.
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3 Une approximation de t par la méthode de Monte-Carlo

-

Objectif
F

dedisque 7

N « 200

Q&0

Pouriallantde1aN
x < un nombre aléatoire entre 0 et 1
¥ <= un nombre aléatoire entre 0 et 1
Six2+y2< 1alors

Q«Q+1
Fréquence « Q/N

On souhaite visualiser la simulation
faite précédemment.

a. Pour cela, on commence par taper
les instructions ci-contre. Expliquer le réle
de ces différentes instructions.

b. Programmer la fonction
Montecarlo_graph qui prend en
argument le nombre de points a générer
aléatoirement et renvoie un graphique

Dans un repére (O ; E; ), on considére le carré OIKJ dessiné ci-contre. ! K
On a tracé dans ce carré le quart de disque de centre O et de rayon 1.

a.Quelle est la probabilité qu'un point M pris au hasard dans ce carré se trouve dans le quart

b. On considére |'algorithme ci-contre.

A quoi correspondent les variables N et Q ?
Expliquer l'instruction de la sixieme ligne.

A quelle valeur correspond la variable Fréquence a
l'issue de l'algorithme 7

c. Comment modifier cet algorithme afin d'obtenir
une approximationde i ?

d. Programmer en Python la fonction Montecarlo
qui prend en argument le nombre N de points a
générer aléatoirement et renvoie I'approximation
correspondante de m. La tester pour différentes
valeurs de N.

Limport math

2 import random

3]impor*t matplotlib.pyplot as plt

4

5plt.axis(xmin=0,xmax=1,ymin=0,ymax=1)

6ListeX=[x/30@ for x in range(301)]

7 ListeY=[math.sqrt(1-x**2) for x in ListeX]

g plt.plot(ListeX,ListeY, "k." ,ms=4)

Splt.show()

Approximation de pi aw
109 e o -

e

A

comme ci-contre (afin de gagner en rapidité d'exécution, on
construira les listes de points avant de les afficher).

En s'inspirant de la méthode utilisée ci-dessus, programmer
une fonction aire qui prend en argument le nombre de
points a générer et renvoie une approximation de I'aire du
domaine délimité par la parabole d’équation y = x?, l'axe des
abscisses et les droites d'équations x=0et x=1.

Boite a outils MEMENTO PYTHON : VOIR RABATS

® Créer une liste vide : L.=[]

@ Genérer une liste L de n valeurs en utilisant
une expression :
L=[expression for x in range(n)]
Ajouter un nombre m a la fin d’une liste L :
L.append(m)

» Afficher des points dont les abscisses sont dans
ListeX, les ordonnées dans ListeY :

plt. plot(ListeX, ListeY, 'l " .ms=4)
(la marque est un point, ms =4 donneI'épaisseur du
point, le code de la couleur est k (noir), r (rouge), b
(bleu), g (vert)...)

» Afficher le graphique (a écrire ala fin du

» random () génére un nombre réel aléatoire
programme) :

compris entre 0 et 1 .
* Afficher un repére : plt.show

plt .axis (xmin.xmax, ymin.ymax)




Outils numériques

4 Paradoxe du duc de Toscane

Objectif

Simuler a I'aide

[ P €

Objectifs

Simuler a

utiliser

288

A la cour de Florence, au xvi® siécle, de nombreux jeux de société étaient pratiqués. Parmi
ceux-ci, I'un faisait intervenir lasomme des numéros sortis lors du lancer de trois dés. Le duc
de Toscane, qui avait sans doute observé un grand nombre de parties de ce jeu, avait constaté
que la somme 10 était obtenue légérement plus souvent que la somme 9.

On veut réaliser une feuille de tableur comme ci-dessous pour effectuer une simulation de 100 lancers
des trois dés.

A B [0 D E F G H
1
2
: Lancern®| D& n°1 | D& "2 | DEN"3 | Somme Nombre :,"“"'““
| ‘apparition |
T E 3 6 1 10 9 | 009
- 1 5 a 10 10 0,13]
gl 3 | 3 | 2 [ a [ o
7 a T | 8 6 8
8 S5 3 1 3 7
9 6 6 4 4 14
10 7 a s | 6 | 15
11 8 1 2 1 4

a. Quelle formule doit-on entrer dans la cellule B4 pour simuler le lancer d’un dé ?

Etirer alors cette formule vers la droite puis vers le bas.

b. Quelle formule doit-on entrer dans les cellules H4 et H5 pour obtenir les fréquences d'apparition
du9etdul0?

c. Augmenter le nombre de lancers, et appuyer sur F9 pour obtenir dautres simulations.

Les résultats obtenus confirment-ils I'observation faite par le duc de Toscane ?

a. A l'aide d'un arbre, dénombrer le nombre de tirages possibles.

b. Calculer la probabilité d'obtenir une somme égale & 9, puis celle d’obtenir une somme égale a 10.
c.D'ol vient le paradoxe ?

Maladie rare et faux positif D

Dans une population, une personne sur 1 000 est atteinte d'une maladie rare.

Un laboratoire propose un test de dépistage et affirme que celui-ci est positif dans 99 % des
cas si la personne est atteinte de la maladie, et dans seulement 0,1 % des cas si la personne
ne |'est pas. On veut vérifier si ce test est sar.

Réaliser une feuille de calcul comme ci-dessous afin de faire une simulation sur 1 000 individus.

A 8 c D E F | G |
2
fvid i de | Nombre dindivid Fréquence des individus
Hn' :l::‘({:l ::: ::;'l tests malades et ayant un test| malades sachant qu'ils
3 positifs positif ont un test positif
4 1 S 4 3 0,750
5 2 S
6 3 S
7 4 S
8 5 5 -
9 6 S

a. Pour simuler qu'une personne est malade avec une probabilité de 0,001, entrer la formule
[=SIALEAQ<=0,001;"M""S")}.

b. Proposer des formules pour les cellules C4, E4, F4 et G4.

A l'aide d’un arbre pondéré, calculer la probabilité que la personne soit malade sachant

que son test est positif.

Que penserdu test ?
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5 Répétition de lancers de piece de monnaie

Objectif On lance deux fois une piéce de monnaie qui a deux fois plus de chances de tomber sur « Pile »

Al -

A B

que sur « Face ». On s'intéresse au nombre de « Face » obtenues.
Dans la feuille de calcul ci-dessous, on a simulé plusieurs fois cette expérience aléatoire.

=SiALEA[)<2/3;0;1)
@ D E F

Frégquence | Fréquence | Fréquence

Lancer 1|Lancer 2| Total de lavaleur|de la valeur|de la valeur

0 1 2

~N o e WwWN e

HHOOOF

(=T = T = I = ]

la colonne C7?

8 Expliquer la formule écrite dans la cellule A2.
2

a. Sur un tableur, recopier cette formule dans la cellule B2.

b. Calculer dans la cellule C2 le nombre de « Face » obtenues a l'issue des deux lancers.
Renouveler I'expérience avec la touche F9.

Quelle semble étre la valeur la plus fréquente dans la cellule C2 7 la moins fréquente ?

CZ":) a. Simuler 1 000 expériences aléatoires dans la plage A2:C1001.
b. Quelle formule peut-on écrire dans la cellule D2 pour calculer la fréquence de la valeur 0 dans

e e 0o

c. Calculer de méme, dans la cellule E2, la fréquence d'apparition de la valeur 1, et, dans la cellule F2,
la fréquence d'apparition de la valeur 2.
d. Quel est le nombre de « Face » qui semble étre le plus probable lors de cette expérience 7

CIP A l'aide d'un arbre, valider ou infirmer le résultat conjecturé dans la question précédente.

Boite a outils

Tableur

® Appliquer les critéres aux cellules de plusieurs
plages et compter le nombre de fois ol tous les
critéres sont remplis :

] =NB.SLENS(plage_critérel;critére;plage_critére2 |

@ Générer un nombre aléatoire entre O et 1:
ALEA()

® Générer un nombre entier aléatoire compris
entre Min et Max :

|=ALEA ENTRE BORNES(MinMax)|

» Afficher la valeur maximale des nombres
de la plage : MAX(Plage)

» Spécifier un test logique a effectuer : Sl

® Renvoyer vrai si un des arguments est vrai lors
d'un test logique : OU

® Renvoie vrai si tous les arguments d'un test
logique sont vrais : ET
Ces fonctions peuvent étre imbriquées ;
par exemple :

|=SI(OU(ET(1re condition; 2e condition),ET(1re condition;|
| 2e condition))affichage si vrai; affichage si faux}‘

<@



| Calcul mental 1

[auomatismes )

ir

Déterminer le plus rapidement possible la valeur
exacte des nombres suivants sous forme d‘une
fraction irréductible.

2 3
3 8 3 o5 T § 0,03
a2 b cix2i—x— d X
3 4 27867277 “0.36
4 9
A l'aide de I'arbre pondéré ci-dessous, calculer
P(F).
F
3
(3]
Dire si les affirmations suivantes sont vraies ou
fausses.

Aet Bsont deux événements d'une méme expé-
rience aléatoire telsque P(A)=0,3, P(B)=0,7 et

L

On choisit au hasard un éléve dans un lycée. On
définit les événements A : « L'éléve étudie l'an-
glais » et E : « L'éléve est externe ».

1. On donne le tableau de probabilités suivant.

E E
A 0,12 0,28
A 0,08
Déterminer:
a. P,(E) b. P(ENA) c E(A)

2, Décrire les résultats précédents par une phrase.

Un professeur a prévu de donner un contrble a
ses éléves aujourd’hui.

Une fois sur cing, il se trompe de salle et une fois
sur dix il oublie les sujets dans son casier, ces éve-
nements étant indépendants.

* Quelle est la probabilité que le contréle com-
mence a I'heure ?

P(ANB)=0,2. On tire au hasard une carte dans un jeu de 52
a. A et B sont indépendants. cartes. On considére les événements A: « La carte
b. P,(B) = ) tiree estunas» et B:« La carte tirée est un cosur ».
Tk 3 * Les évéenements A et B sont-ils indépendants ?
DIAPORAMA
CALCUL MENTAL
EN PLUS

~

o A et B sont deux événements d’'une méme expé-
rience aléatoire.
Dans chacun des cas suivants, calculer P(A).

1.P(ANB)= et P(AHE):%_

) —, l —" :l :2
2.PyN)= 5, F(A)=¢ et PB) =£.
3.P,(B) =03, P4A) = 0,1 et P(B) = 06.

o Dans un tiroir se trouvent 24 chaussettes rouges
et 24 chaussettes noires.
* La piece étant plongée dans le noir, combien
faudra-t-il prendre de chaussettes pour étre str
d’avoir une paire de la méme couleur ?

o On lance successivement deux dés équilibrés
numérotés de 1a 6.
1. Est-ce une succession de deux épreuves indé-
pendantes ?
2. Quelle est la probabilité d'obtenir deux 6 lors
des deux lancers ?

-

Une alarme incendie posséde les propriétés
suivantes : en cas de détection de fumée, elle
se déclenche avec une probabilité égale a 0,99,
mais elle se déclenche également en I'absence de
fumée avec une probabilité égale a 0,02.

On suppose que la probabilité d’'incendie est
égale a 0,001.

1. Représenter cette expérience aléatoire a I'aide
d’'un arbre pondéré.

2. Calculer la probabilité de I'évenement suivant :
«Unincendie se déclare etl"alarme se déclenche ».

Une urne contient quatre boules vertes et cing
boules jaunes indiscernables au toucher.

On effectue deux tirages successifs d'une boule
sans remise.

Soient A I'événement « La premiére boule tirée
est verte » et B I'événement « La deuxiéme boule
tirée est jaune ».

1. Calculer P(A) et P, (B).

2. En déduire P(A N B).




| Préparation d'un oral )

Chapitre 9 « Probabilités conditionnelles et indépendance

‘\
. P est une loi de probabilité définie sur un univers Q.
Préparer une trace écrite
Fefmeua"t de presenten: Quels que soient les événements A et B tels que P(A) # 0,
a I_ural une argumentation P,(8) < P(A N B).
indiquant si les propositions
suivantes sont vraies Si A et B sont deux événements indépendants, alors A et B le sont
o Si A et B sont deux événements tels que P(A)=0,3, P(B)=10,7
et P(A U B) = 0,8, alors A et B sont indépendants.
o Quels que soient les événements A et B tels que P(A) # 0 et P(B)#0,
ona P,(B) = Py(A) & P(A) = P(B).
2 v
'ﬁ Travail en gr
N

Constituer des groupes de 4 éléves qui auront chacun un des réles suivants.
Résoudre tous ensemble la situation donnée. Remettre une trace écrite de cette résolution.

- S TN "
§ Animsteur RAdacteUr o Ambassadeur :ﬁmﬁ
aenesesneses Qﬁghﬁf -, i ..:.".. tﬁmm
« responsable e E F'FGH?_-Ln “eeseensa,.,
du niveau sonore Ugroupe, * responsap|e
du groupe - responsablede seul autorisé & e I'avanc
: role la trace écrite rédigee communiquer du travai c?:;n
. distribuela pa : par tous les membres avecle professeur o veil groupe
ur que chacu dugroupe ef, éventuellement, du'g .: r:u respect
¢ exprime d'autres groupes Ps impartj

Dans le jeu télévisé américain Let’'s make a deal, un joueur devait choisir (sans I'ouvrir) une porte parmi
trois, derriere lesquelles étaient cachés un lot de valeur et deux babioles... Le présentateur ouvrait alors
une autre porte que celle choisie par le joueur et derriére laquelle on découvrait I'une des babioles. Le
joueur avait alors le choix de conserver la porte qu'il avait initialement choisie ou d’en changer.

= L'un de ces deux choix était-il préférable a 'autre pour gagner le lot de valeur?

) =
D

Dans son livre Théorie analytique des probabilités (1812), Laplace a énoncé
le principe suivant.

Apreés avoir effectué

les recherches indiquées,
préparer une présentation
orale, un poster ou

un diaporama.

II* Pranciee. La probabilité d'un événement futur, tirde d'un évé-
nement observé , est le quotient de la division de la probabilité de
Lévénement composé de ces deux évenemens , et déterminée a priori,
par la probabilité de Uévénement observé , déterminée pareillement
it priori.

Cethéoréme a été appelé théoreme de Bayes, car Thomas Bayes avait découvert ce résultat indépendamment
de Laplace et un peu plus tot, en 1763.

Enoncer le théoréme de Bayes avec les notations actuelles et faire des recherches sur ce théoréme
et ses applications. lllustrer par des exemples.

\. y.
@




' Probabilites conditionnelles

Aet Bsont deuxévénements d'une méme expérience
aléatoire tels que P(A) = 0,8 et P,(B) = 0,6.
 Calculer P(A N B).

A et Bsont deux événements d'une méme expérience
aléatoire tels que P(A)=0,3, P(B)=0,7 et P(A UB)=0,9.
= Calculer P(A N B), Py(A) et P,(B).

On lance un dé cubique équilibré.
» Sachant que le résultat est pair, quelle est la proba-
bilité d'obtenir un chiffre inférieur a 4 ?

Soient A et B deux événements d’'une méme expérience
aléatoire tels que P(B) #0.
* Montrer que By (A) + Ry (A)=1.

Une boite de bonbons contient 30 caramels et 20 nou-
gats. On choisit deux bonbons au hasard, successive-
ment et sans remise.

1. Quelle est la probabilité que le deuxieme bonbon
choisi soit un caramel sachant que le premier est un
nougat ?
2. Quelle est la probabilité que le deuxiéeme bonbon
choisi soit un nougat sachant que le premier était un
nougat ?

Eléves gauchers

Une enquéte sur les gauchers porte sur une population
de 8 735 éleves de cing régions francaises.

On arecensé 1 130 gauchéres et gauchers répartis en
681 garcons et 449 filles.

On choisit au hasard un éléve ayant participé a cette
enquéte.

On donnera les résultats arrondis au centiéme.

1. Quelle est la probabilité que I'éléve soit gaucher?
2. Quelle est la probabilité que I'éléve soit une fille
gauchére ?

3. Quelle est la probabilité que |'éléve soit une fille
sachant que c'est un éléve gaucher?

2524
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o Le tableau ci-dessous donnela répartition des employés

d'une entreprise selon deuxcritéres : étre cadre (C) ou
non ; parler anglais (A) ou non.

C c Total
A 20 20 40
A 10 50 60
Total 30 70 100

Oninterroge au hasard un employé de cette entreprise.
1. Quelle est la probabilité qu’il ne soit pas cadre et ne
parle pas anglais ?

2. Sachant que ce n'est pas un cadre, quelle est la pro-
babilité qu'il parle anglais ?

Représenter

Dans une population, 65 % des individus ont les yeux
marron, 15 % ont les cheveux blonds et 5 % ont les
yeux marron et les cheveux blonds.

1. Recopier et compléter le diagramme ci-dessous.

cheveux
blonds

yeux
marron

2. On choisit un individu au hasard dans cette
population.

a. Quelle est la probabilité qu'il ait les yeux marron ou
les cheveux blonds ?

b. On constate que cet individu a les yeux marron.
Quelle est la probabilité qu'il ait aussi les cheveux
blonds ?

c. On constate que cet individu a les cheveux blonds.
Quelle est la probabilité qu'il ait aussi les yeux marron?

On considére une population d'adultes formée de 45 %
d’hommes. On sait que 7 % des hommes et 3,7 % des
femmes pratiquent la course a pied.

On choisit un individu au hasard dans cette population
et on considére les événements H: « L'individu est un
homme » et C: « L'individu pratique la course a pied ».
* Donner toutes les probabilités qui peuvent étre
déduites de cet énoncé.

Dans un magasin de sport, une étude statistique a mon-
tré que 60 % des clients achétent des baskets. Parmi
eux, 40 % achetent des articles soldés alors qu'une
personne sur quatre qui n'achéte pas de baskets pro-
fite des soldes.

On choisit un client au hasard et on considére les éve-
nements B : « Le client achéte des baskets » et S: « Le
client profite des soldes ».

= Calculer les probabilités suivantes et les traduire par
une phrase.
a. P, (5)

b.P(BNS) c.PBNS)



Chapitre 9 « Probabilités conditionnelles et indépendance

0 Dans une réserve africaine zoologique, il y a 20 % de

0 1. On a représenté une expérience

l Arbres pondérés

aléatoire par lI'arbre pondéré
ci-contre. Recopier et compléter cet
arbre sachant que :

P(A)=07;P\B)=06et P(B)=0,2. "R
2. Méme question sachant que
P(A)=08,P,(B)=04et P(ANB)=0,1.

On a représenté une expérience aléatoire par |'arbre
pondéré ci-dessous.

Déterminer les probabilités T 08 E
suivantes.

a. P(T) b. P:(S)

¢. P<(S) d.P(TNS) o4

= s
e. P(TNS) T§§

Dans le tiroir de Léo, il y a huit chaussettes vertes et
douze chaussettes rouges. Le matin, n‘étant pas trés
réveillé, il en choisit deux au hasard, successivement
et sans remise.

1. Représenter cette expérience aléatoire par unarbre
pondéré,

2. Quelle est la probabilité que Léo parte au lycée avec
deux chaussettes de couleurs différentes ?

Dans une salle de réunion, il y a 65 % de femmes.
Parmi les femmes, une sur deux porte des lunettes,
alors que c’est le cas d’'un homme sur trois.

= Quelle est la probabilité qu'une personne prise au
hasard dans cette salle porte des lunettes ?

1.0n a représenté une expérience aléatoire par |'arbre
pondéré ci-dessous.
Recopier et compléter cet arbre.

065 g

A =

0,28/ &

K<’_:§
0,12 B

2. En déduire les probabilités P(A N B), P(A U B), P(B)
et Py(A).

Une urne contient huit boules blanches et deux boules
noires. On tire successivement et sans remise deux
boules de cette urne.

a. Quelle est la probabilité que la deuxieme boule du
tirage soit blanche ?

b. Quelle est la probabilité que la deuxieme boule du
tirage soit noire ?

lions, 30 % d’éléphants et 50 % de zébres. La proba-
bilité que ces animaux aient faim est respectivement
de 50 %, 20 % et 30 %.

1. On croise un animal.

a. Quelle est la probabilité que ce soit un zébre ?

b. Quelle est la probabilité qu‘il soit affamé ?

2. 0On croise un animal affamé.

Quelle est la probabilité qu'il s'agisse d'un lion ?

On sait que 1 % d'une population est atteint d'une
certaine maladie orpheline.

Ondispose de tests de dépistage de cette maladie ainsi
que des données suivantes:

= s5i la personne est atteinte de cette maladie, alors le
test est positif dans 90 % des cas ;

- si la personne n'est pas atteinte de cette maladie,
alors le test est néanmoins positif dans 5 % des cas.
On considére les événements M : « La personne est
atteinte par la maladie » et T : « Le test est positif ».

1. Représenter la situation par un arbre pondéré.

2. Quelle est la probabilité que le test soit positif ?

2. Quelle est la probabilité qu‘une personne soit réel-
lement atteinte de la maladie sachant que son test
est positif ?

Discothéque

Laurent, grand amateur de musique, classe ses
albums selon le genre de musique et leur ancienneté
(s'ils datent d"avant 2000, ils sont considérés comme
anciens).

Sa discotheque se compose ainsi :

« les albums de rock représentent 45 % de I'ensemble
et 50 % sont anciens.

- les albums de rap représentent 30 % de I'ensemble
et 70 % sont anciens.

« les albums de jazz représentent le reste et 40 % sont
anciens.

Il choisit un album de facon aléatoire et I'écoute.

1. Traduire cette expérience aléatoire a I'aide d'un arbre
pondéré.

2. Quelle est la probabilité que I'album écouté par
Laurent soit ancien ?

3. Sachant que I'album écouté est ancien, quelle est la
probabilité que ce soit du rock ?

@



@ Il'y a deux types de jumeaux.

= des jumeaux monozygotes, dans un cas sur trois :
ils sont issus d'un méme ceuf et ils ont exactement le
méme patrimoine génétique.

» des jumeaux hétérozygotes :ils sont issus de deux
ceufs distincts et ont donc des patrimoines génétiques
différents.

On vient d’apprendre a Najla qu’elle attend des
jumeaux.

= A-t-elle plus de chances de donner naissance a
deux bébés de méme sexe ou a deux bébés de sexes
différents ?

(ALGO |

Pour simuler le déplacement aléatoire d’'un mobile
sur un axe dont ['unité graphique est le métre, Yasmine
a écrit I'algorithme suivant.

position <0
Pouriallantde1a3:
Siun nombre aléatoire entier de l'intervalle
[1,4] estégala i alors:
position <—position + 1
sinon :
position < position — 1

1. Quelle est la distance parcourue par le mobile ?
2. Quelle estla probabilité qu'a la fin de cet algorithme,
la variable position contienne la valeur 3 ?

Lors d’une soirée d’anniversaire, on compte 15
hommes, 20 femmes et 10 enfants. Sur une table, il
y a trois sacs numérotés 1,2 et 3 contenant des jetons
de couleurs. Chaque sac contient respectivement
20%, 40 % et 60 % de jetons rouges. Un animateur
aux yeux bandés désigne une personne au hasard
et lui demande:

= si c'est un homme, de tirer un jeton dans le sac 1;
« si C'est une femme, de tirer un jetondansle sac 2;
« si c'est un enfant, de tirer un jeton dans le sac 3.
La personne annonce avoir tiré un jeton rouge.
L’animateur qui se dit magicien, décide d’annoncer
si la personne désignée est un homme, une femme
ou un enfant.

= Que doit-il annoncer pour avoir le moins de risque
de se tromper ?

Un ballotin de chocolats contient 13 chocolats noirs et
7 chocolats au lait. On choisit au hasard un chocolat du
ballotin, que l'on mange, puis un deuxieéme, que l'on
mange également.

1. Calculer la probabilité de manger un chocolat de
chaque sorte puis celle de manger au moins un cho-
colat noir.

2. Sachant qu’on a mangé au moins un chocolat noir,
quelle est la probabilité d’avoir mangé un chocolat de
chaque sorte ?

@
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||ndépendance

Pour une certaine expérience aléatoire, on considére
deux événements A et B tels que P(A)=0,3, P(B)=0,2
et P(A N B) =0,06.

» Les événements A et B sont-ils indépendants ?

Pour une certaine expérience aléatoire, on consi-
dére deux évenements A et B indépendants tels que
P(A)=03et P(B)=0,7.

= Calculer P(A N B) et P(A U B).

Une expérience aléatoire est représentée par l'arbre
pondéré suivant.

1

4 _p

A o

W o
7
4

0,53\ = B

A<_

= Les évenements A et B sont-ils indépendants ?

Une urne contient :

= cing jetons jaunes qui portent chacun une lettre dif-
férente du mot « jaune ».

= cing jetons blancs qui portent chacun une lettre dif-
férente du mot « blanc ».

On tire au hasard un jeton dans I'urne et on considére
les évéenements A : « Qbtenir une voyelle », B: « Obtenir
un jeton jaune » et C : « Obtenir un jeton blanc »,

1. Les événements A et B sont-ils indépendants ?

2. Les événements A et C sont-ils indépendants ?

3. Proposer un évenement D indépendant des éve-
nements B et C.

Jeanne prend son parapluie pour se rendre au travail
un jour sur dix.

Elle a remarqué que lorsqu’elle avait son parapluie, il
pleuvait dans 80 % des cas et, lorsqu'elle ne 'avait pas,
il pleuvait dans 15 % des cas.

Les événements A : « Jeanne prend son parapluie » et
B : «ll pleut » sont-ils indépendants ?

Un réparateur a identifié deux causes de panne sur
les ordinateurs portables. 20 % des ordinateurs ont
des problémes de batterie et 17 % des problémes de
processeur. On choisit au hasard un ordinateur.

On considére les événements B : « L'ordinateur a un
probléme de batterie » et P : « L'ordinateur a un pro-
bléme de processeur ».

On suppose que les événements B et P sont
indépendants.

= Calculer la probabilité que I'ordinateur choisi ait au
moins 'un des deux problémes.
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@ Etude de satisfaction @ Expériences indépendantes ?

Une association de consommateurs a réalisé une étude
de satisfaction auprés des clients de trois fournisseurs
internet : Orage, Boggie et Fluide.

» 70 % des clients sont abonnés a Orage et, parmi eux,
80 % sont satisfaits.

» 20% des clients sont abonnés a Boggie et, parmi eux,
90 % sont satisfaits.

«Les autres clients sont abonnés a Fluide et, parmi eux,
60 % sont satisfaits.

On choisit un client au hasard.

On considére les événements O :« Le client est abonné
aOrage » B: «Le client est abonné a Boggie » F: «Le
clientestabonné a Fluide » et S: « Le client est satisfait ».
1. Calculer P(S).

2. Les événements suivants sont-ils indépendants ?
Justifier.

a.0etS. b.BetS.

c.FetS. d.OetB.

3. Sachant qu'un client n‘est pas satisfait, quelle est la
probabilité qu'il soit abonné a Orage ?

On choisit au hasard un éléve dans un lycée. On
définit les événements A : « L'éléve étudie I'anglais »
et E : « L'éléve est externe ». On suppose que les événe-
ments A et E sontindépendants.

» Compléter le tableau de probabilités suivant.

m
mi

Raisonner, communiquer

Dire siles propositions suivantes sont vraies ou fausses.

Justifier la réponse.

Aet Bsont deuxévénements d'une méme expérience

aléatoire.

1. P(A N B) = P(A) x P(B)

2.SiAetB sor;t independants et P(B) # 0, alors
_P(ANB

P(A)= ~PE)

3. 5i B;(A) = P(A), alors les événements Aet B sont des

évenements indépendants.

4.Si P(A) = 0,2; P,(B) = 0,15 et P;(B)=0,9, alors les

événements A et B sont des événements indépendants.

Michel prend son scooter tous les matins pour se rendre
au lycée, mais il est souvent en retard. En effet, il a
une panne de réveil une fois sur quinze, son scoo-
ter ne démarre pas une fois sur vingt et il croise un
camion-poubelle qui ralentit la circulation une fois
sur quatre, ces trois événements étant indépendants
deux a deux.

» Quelle est la probabilité que Michel arrive a I'heure
au lycée aujourd’hui ?

communiguer

Dire si les expériences aléatoires suivantes sont des
successions d'épreuves indépendantes, en justifiant la
réponse, puis calculer la probabilité demandée.
1.Une urne contient deux boules vertes et cinq boules
noires. On tire successivement et avec remise deux
boules de l'urne.

Quelle est la probabilité de tirer deux boules vertes ?
2. Une branche compte deux fleurs blanches et huit
fleurs roses réparties au hasard. On cueille successive-
ment deux fleurs,

Quelle est la probabilité d'avoir deux fleurs blanches ?
3. On lance deux fois un dé a six faces bien equilibré.
Quelle est la probabilité d'obtenir deux fois le numéro6?

LAy PYTHON

Une urne contient cing bulletins verts et trois bulletins
bleus.

Jérbme a écrit le script Python d’une fonction tirage.

1from random import randint

2def tirage():

3 tirage=[]

for i in range(2):
if randint(1,8)<=3:

tirage.append("bleu")

else :

8 tirage.append(“vert")

9 return(tirage)

T

1. Que renvoie cette fonction ?

2. Quelle est la probabilité que cette fonction renvoie
le couple['bleu’ . bleu]?

3. Modifier le script de la fonction tirage pour qu'elle
renvoie le nombre de bulletins bleus obtenus lors de
deux tirages sans remise dans l'urne.

Indépendance et statistiques

Représenter, communiquer

En 2018, le taux global de réussite au bac était de
88,3 %. Le document suivant donne le taux de réus-
site pour les filles et les garcons ainsi que le taux des
mentions.

100% m—; ,04% M Total
90%

80%
70%
60%
50%
40%
30%
20%
10%

0%

M Bacavec
mention

Filles Garcons

= A l'aide de ce document et en utilisant un vocabulaire
lié aux probabilités, justifier que le fait d'étre unefillea
une influence sur la réussite au baccalauréat.

@



@ Etude de marché

Modéliser, représenter

e e e i | 2

En 2018, une étude marketing est réalisée sur un échan-
tillon représentatif de la population francaise composé
de 1 500 individus. La premiére question posée est :
« Connaissez-vous le commerce équitable ? »

Le tableau ci-dessous donne la répartition des réponses
par age.

Moins 25-39  40-59 60ans Total

de25ans  ans ans et plus
Oui 156 171 150 48 525
Non 258 297 273 147 975
Total 414 468 423 195 1500

1. On interroge une personne au hasard.

a. Quelle est la probabilité que cette personne connaisse
le commerce équitable ?

b. On sait que cette personne a moins de 25 ans.
Quelle est la probabilité qu'elle connaisse le commerce
équitable ?

c. On sait que cette personne connait le commerce
équitable.

Quelle est la probabilité qu’elle ait moins de 40 ans ?
2. On pose a présent une seconde question :
« Connaissez-vous le label AB de I'agriculture biolo-
gique 7 »

« Parmi les personnes connaissant le commerce équi-
table, 504 connaissent le label AB.

 Parmiles personnes ne connaissant pas le commerce
équitable, 546 connaissent le label AB.

Oninterroge une personne au hasard et on considére
les événements A et C suivants :

+ A :« La personne interrogée connait le label AB »;

» C: « La personne interrogée connait le commerce
équitable ».

a. Montrer que P(A) = 0,96 et P-(A) = 0,56.

b. Recopier et compléter I'arbre
pondéré ci-contre.

c. Calculer les probabilités P(C N A)
et P(CNA).

d. Un journaliste déclare : « 70 %
de la population francaise connait
le label AB. »

L'affirmation du journaliste est-elle
vraie ?

e. Les événements A et C sont-ils indépendants ?

@@

.
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1)

Tournoi de foot

Lors d’'un tournoi de football, il y a huit équipes enga-
gées parmi lesquelles celles de Paul et de Killian.
L'organisateur détermine par tirage au sort les matchs
du premier tour.

= Quelle est la probabilité que les équipes de Paul et
de Killian se rencontrent au premier tour ?

Classe de risque

Une compagnie d’assurance répartit ses clients en trois
classes : R1, les risques forts, R2, les risques moyens et
R3, les risques faibles.

Les effectifs de ces trois classes représentent 20 %
de la population totale des clients pour la classe R1,
50 % pour la classe R2 et 30 % pour la classe R3. Les
statistiques indiquent que les probabilités d’avoir un
accident au cours de l'année, pour une personne de
chacune de ces trois classes, sont respectivement de
0,05,0,15et 0,3.

1. Quelle est la probabilité qu’une personne choisie
au hasard parmi les clients de cette compagnie aitun
accident dans I'année ?

2. Gaélle n'a pas eu d'accident cette année.

Quelle est la probabilité qu'elle appartienne a la classe
R1?alaclasseR2?alaclasse R37?

Lutte anti-dopage

Une agence de lutte contre le dopage a mis au point
un test pour détecter un nouveau produit dopant.
On estime que :

» 2% des sportifs utilisent ce produit dopant;

« si un sportif a ingéré ce produit, le test est positif dans
99 % des cas;

«s'il n‘a pas pris le produit, le test est positif dans 1,5 %
des cas (on parle alors de faux positifs).

1. Un sportif est testé positif.

Quelle est la probabilité qu'il soit dopé ?

2. Suite a diverses améliorations, la probabilité d'avoir
un faux positif, notée p, a pu étre diminuée de telle sorte
que la probabilité qu'un sportif soit dopé, sachant qu'il
est testé positif, soit égale a 0,95 %.

Calculer la valeur de p.

Une compagnie aérienne a étudié le profil de ses
passagers.

» 72 % de ses clients ont acheté leur billet parinternet
et parmi eux, 68 % sont des femmes.

= Quatre femmes sur cinq ont acheté leur billet par
internet.

a. On choisit au hasard la fiche de réservation d'un
client. Quelle est la probabilité que ce soit celle d'une
femme?

b. On choisit un client au hasard parmi les hommes.
Quelle est la probabilité qu'il ait acheté son billet sur
internet ?



équilibré a six faces.

On dispose de six urnes numérotées de 1 a 6 contenant
chacune un ticket gagnant et un nombre de tickets
perdants égal au numéro de l'urne.

On lancele dé. Le numéro obtenuindiquel‘'urne dans
laquelle on doit piocher un ticket.

*Quelle est la probabilité de piocherun ticket gagnant ?

Une boite contient cing jetons numérotés de 1 a 5.
Ontire un premier jeton, on note son numéro puis on
le remet dans la boite et on en tire un second.

1. Les deux tirages sont-ils indépendants ?

2. On considére les évenements P : « Le produit des
deux numéros est supérieura 11 » et S : « La somme
des deux numéros est impaire ».

Les événements P et S sont-ils indépendants ?

QM ]
Raisonner
Pour chacune des situations décrites, donner la seule
bonne réponse parmi les trois proposées.
1.0n areprésenté une expérience aléatoire par 'arbre
pondéré suivant.

016 A

="

0,14

e
B<K
0,96

(2a)P(A)=0,16 (b) P(A) =0,0224

(©)P(A)=0,0568

2. Dans un club sportif, 60 % des adhérents ont moins
de 18 ans. 70 % des moins de 18 ans participent ades
compétitions contre seulement 30 % parmiles plus
de 18ans.

Un adhérent participe a une compétition, la probabilité
qu’il ait moins de 18 ans est :

(a)inférieure 3 0,5;

@-comprise entre (0,5 et 0,75;

@supérieure a0,75.

3. Dans un restaurant, on a constaté que trois per-
sonnes sur cing prennent une entrée. Parmi elles, une
sur quatre prend un dessert. On choisit un client au
hasard. On considére les événements A : « Le client
prend une entrée » et B : « Le client prend un dessert ».
(a)A et B sont indépendants ;

@A et B ne sont pas indépendants;

@On ne peut pas savoir si A et B sont indépendants.

4., 0On lance deux fois de suite une piece bien équilibrée.
La probabilité d’obtenir exactement une fois « Face »

est égale a:
1. 3

1.
@2’

Chapitre 9 « Probabilités conditionnelles et indépendance
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@ Une expérience aléatoire consiste a lancer un dé bien @ X evrHON

On lance deux fois un dé bien équilibré. Pour simuler
cette expérience aléatoire, Jules a écrit le script en
Python suivant.

1from random import randint
2def deux_lancers():
3 nombre=0
for i in range(2):
if randint(1,6)==6:
nombre=nombre+1
return nombre

U A S B -

1. Que renvoie la fonction deux_lancers?

2.0n considére I'événement A : « Obtenir exactement
une fois le numéro 6 lors des deux lancers ».

a. Al'aide la fonction précédente, écrire le script d‘une
fonction repetition d'argument n qui simule n expé-
riences aléatoires et quirenvoie la fréquence de réali-
sation de I'événement A.

b. En déduire une estimation de la probabilité de A.
3. Retrouver le résultat précédent par le calcul.

Raisonner
Une expérience aléatoire est représentée par |'arbre
pondéré suivant.

1. Vérifier que les événements C et D ne sont pas
indépendants.

2. Est-il possible, en modifiant uniquement la valeur de
P-(D), queles évenements Cet D soientindépendants ?

Un joueur de tennis a une probabilité p € ]10; 1[ de
réussirson premier service, Si le joueur rate son premier
service, il a alors une probabilité ¢ € 10; 1[ de réussir
son second service.

1. Exprimer en fonction de p et de ¢ la probabilité que
le joueur fasse une double faute, c'est-a-dire qu'il rate
ses deux services. Réaliser I'application numérique
danslecasoup=09etg=0,3.
2.0nsupposequeg=1-p.

Pour quelle valeur de p la probabilité de faire une
double faute est-elle maximale ?

Raisonner, communiquer

Soit P une loi de probabilité définie sur un univers Q.
Soient A et B deux événements de Q.

1. Déterminer une condition nécessaire pour que A et
B soient indépendants et incompatibles.

2. Cette condition est-elle suffisante ?

@



de 1a 6. On considére les événements A : « Le numéro
obtenu est pair » et B: « Le numéro obtenu est au
moins égal a 5 ».

1. Si le dé est bien équilibré, les événements Aet B
sont-ils indépendants ?

2.0n se place dans le cas ou le dé est truqué. Une étude
statistique a conduit a I'estimation suivante.

« Les faces de 1 a 5 ont la méme probabilité de sortie.
» La probabilité d'obtenir la face 6 est le double de
celle d'obtenir 1.

Les événements A et B sont-ils indépendants ?

Pole emploi

Une agence de Pole emploi étudie I'ensemble des
demandeurs d’emploi selon deux critéres, le sexe et
le niveau d'étude. Les résultats de I'étude sont résumés
dans le tableau suivant.

Saiis Diplome
o Bacheliers  niveau Total
diplome
bac +5
Homme 3% 16 % 99% 48 %
Femme 26 % 20 % 6% 52 %
Total 49 % 36% 159% 100 %

On prend la fiche d’un demandeur d'emploi au hasard
et on note les événements :

« F : «La fiche tirée est celle d'une femme » ;

+ S : « La fiche tirée est celle d’'une personne sans
dipléme »;

«B: « La fiche tirée est celle d'un bachelier» ;

+ D : « La fiche tirée est celle d'un dipldmé niveau
bac +5 ».

1. Déterminer les probabilités suivantes.

a. P(B) b. P(F) c. P¢(S)

d. P(F) e.PFNS) f.P(FUD)

2. Les événements F et B sont-ils indépendants ?

Tous les lundis, Marie interroge au hasard un de ses
éléves de CE1 surla poésie du mois.

On a remarqué que la probabilité qu’un éléve du pre-
mier rang soit interrogé est % , et qu’un éléve situé
au fond de la classe a deux fois plus de chances d'étre

interrogé qu'un éléve situé entre le premier et le der- @

nier rang.

Romain, qui a du mal a apprendre ses poésies, n‘arrive
a se mettre au premier rang qu‘un lundi sur cing, et
se retrouve contraint de s'asseoir au fond de la classe
trois lundis sur cing.

» Calculer la probabilité que Romain récite la poésie.

@

@ On lance un dé cubique dont les faces sont numérotées @ Accidents de la route

Le document ci-dessous donne la répartition des acci-
dents de la route répertoriés en France métropolitaine
pendant I'année 2017 selon latypologie du conducteur
impliqué.

(source ONISR-bilan de la sécurité routiére 2017).

Nombre Nombre
Conducteur... depersonnes  de personnes
tuées blessées
avec un taux d'alcool
supérieura 0,5 g/L = e
avecun tfzs‘t positif 494 1653
aux stupéfiants
avec unl? attention 231 2913
perturbée
fatigué ou a_yant 349 1772
eu un malaise
de poids lourd M8 1405
Total 3448 27732

1. Quelle est la probabilité gu’une personne blessée
lors d'un accident de la route en 2017 |'ait été a cause
d'un manque d'attention du conducteur?

2. A l'aide de ce document et en utilisant un vocabu-
laire lié aux probabilités, classer les causes d'accidents
mortels.

X)) eviHON

Modéliser

Un robot est posé au centre d’'une table en forme de
carré de 90 cm de coté. Toutes les secondes, il effec-
tue de fagon aléatoire un pas de 10 cm dans une des
quatre directions.

1
..@..
-
1. Ecrire un algorithme en langage naturel simulant
cette expérience.
2.Programmer cet algorithme en Python et déterminer
une estimation du temps durant lequel le robot reste
sur la table.

Un sac contient trois jetons. L'un de ces jetons a deux
faces noires, un autre deux faces blanches et le troi-
siéme a une face blanche et une face noire.

On tire au hasard un jeton du sac et on le pose sur la
table. La face visible est noire.

* Quelle est la probabilité que le jeton tiré ait deux
faces noires ?



Une urne contient au départ trois boules blanches et
une boule noire indiscernables au toucher. On tire au
hasard une boule de lI'urne.

« Sila bouletirée est blanche, on la remet dans l'urne
et on ajoute n boules blanches supplémentaires.

« Si la boule tirée est noire, on laremet dans l'urne et
on ajoute n boules noires supplémentaires.

On tire ensuite au hasard une seconde boule de 'urne,
On note A I'événement : « Les deux boules tirées sont
de méme couleur ».

» Existe-t-il une valeur de n pour laquelle P(A) = % ?

@ TABLEUR

Chercher, communiquer
Une boite contient treize cases. Un pion est placé dans
la case centrale.

On lance une piéce de monnaie bien équilibrée. Si on
obtient « Face », on déplace le pion d’'une case vers la
droite ; sinon, on le déplace d’'une case vers la gauche.
Un trajet est une succession de six déplacements. On
s'intéresse a I'événement A : « Le pion est revenu a la
case départ apres six déplacements ».

On a simulé 'expérience sur la feuille de calcul suivante.

A B c D E F G H I
Simulation Départ Etape Etape Etape Etape Etape Etape Fréguence
1 n* 1 r 3 4 5 6 de A
2 1 0 1 0 1 0 1 0
L | 2 0 1 2 3 a 3 ]
4 3 0 1 0 -1 0 1 1]
5 4 0 -1 -2 -3 -2 1 -2
6 5 0 -1 2 3y -2 l -4

1. a. Dans quelle case est arrivé le pion a la premiére
simulation ?

b. Quelle est |a fréequence de I'événement A a l'issue
des cing simulations affichees ?

2. Quelle formule écrire dans la cellule C2 puis étirer
vers la droite pour simuler un trajet ?

3. Recopier cette feuille de calcul sur un tableur et
simuler 10 000 expériences.

4. Quelle formule doit-on écrire dansla cellule 12, pour
calculer la fréquence de I'évéenement A ?

5. En déduire une estimation de la probabilité de
I'événement A.

Représenter

Un sachet contient dix bonbons, certains au gout cola,
d'autres au go(t fraise.

On tire successivement de facon aléatoire et sans
remise deux bonbons du sachet.

La probabilité d’avoir au moins un bonbon cola est

égale 3 8.
9 15

» Combien y a-t-il de bonbons cola dans le sachet ?

Chapitre 9 « Probabilités conditionnelles et indépendance

5e)

59)

Dans un aéroport, les portiques de sécurité servent
a détecter les objets métalliques emportés par les
voyageurs.

On choisit au hasard un voyageur franchissant un
portique.

On note les événements :

» S: « Le voyageur fait sonner le portique ».

= M: «Le voyageur porte un objet métallique ».

On considére qu'un voyageur sur 500 porte sur lui un
objet métallique.

On admet que:

- lorsqu’un voyageur franchit le portique avec un objet
métallique, la probabilité que le portique sonne est
égalea 0,98 ;

= lorsqu’un voyageur franchit le portique sans objet
métallique, la probabilité que le portique ne sonne
pas est aussi égale a 0,98.

1. a. Interpréter les données de I'énoncé en termes
de probabilités.

b. Recopier et compléter I'arbre pondéré suivant.

c. Montrer que P(5) = 0,021 92.

d. En déduire la probabilité qu'un passager porte

un objet métallique sachant qu'il a fait sonner le por-
tique (arrondir le résultat & 1073).

2.Deux personnes s'apprétent a passer le portique de
sécurité. On suppose que, pour chaque personne, la
probabilité que le portique sonne est égale a 0,021 92.
Calculerlaprobabilité qu'une seule des deux personnes

fasse sonner le portique.
D’aprés Bac Liban 2018

Approfondissement

Une urne contient trois jetons surlesquels est inscrite la
lettre A, deux jetons surlesquels est inscrite la lettre B
et un jeton sur lequel est inscrite la lettre C.

Tous les jetons sont indiscernables au toucher.

1. On tire successivement trois jetons de I'urne avec
remise.

a. Représenter cette expérience aléatoire a l'aide d'un
arbre pondéré.

b. Quelle est la probabilité d'obtenir les lettres B, A et
Cdans cet ordre ?

c. Calculer la probabilité d’obtenir un tirage ot ne figure
pas la lettre A.

2.Reprendre les questions précédentes en supposant
que le tirage s'effectue sans remise.

3.SiI'on souhaite avoir le maximum de chances d‘ob-
tenir les lettres B, A et C dans cet ordre, faut-il procéder
a un tirage avec ou sans remise ?

@



@ PYTHON

Chercher, calculer

Arnaud, Béa et Charline jouent a la balle.

On sait que:

«lorsqu’Arnaud a la balle, la probabilité qu'il I'envoie a
Béa estde 0,75 et la probabilité qu'il 'envoie a Charline
estde0,25;

» lorsque Béa a la balle, la probabilité qu’elle I'envoie
a Arnaud est de 0,75 et la probabilité qu’elle I'envoie
a Charline est de 0,25 ;

» Charline envoie toujours la balle a Béa.

Pour n entier naturel supérieurou égal a1, on s'intéresse
aux probabilités a , b, et ¢, des événements « Arnaud
a la balle a I'issue du n-iéme lancer », « Béa a la balle a
l'issue du n-ieme lancer » et « Charline a la balle a I'issue
du n-ieme lancer ».

1. On suppose qu’Arnaud a la balle au départ.
Donnerlesvaleursdea,, b, etc, puiscellesdea,, b, et c..
2. Exprimer Byt b,m ele, . en fonction de a,b etc,.
3. a. Compléter le script de la fonction suivante pour
qu'ellerenvoie lesvaleursdea,, b, et c, lorsque a,= g,
by=betcy=c

iy

ldef suite(a,b,c,n):

2 for i in range(n):
3 a,b,c=...
4 return a,b,c

b. En déduire quel est le joueur qui a la plus grande
probabilité d'avoir la balle a I'issue du centiéme lancer.
Ce résultat dépend-il du joueur qui avait la balle au
départ ?

Approfondissement ST

Modéliser

On lance plusieurs fois une piéce de monnaie.

1. La piéce est bien équilibrée. A-t-on plus de chances
d’obtenir une fois « Face » sur deux lancers ou deux
fois « Face » sur quatre lancers ?

2.Reprendre la question précédente en supposant que
la piéce est truquée de telle sorte que la probabilité
d’obtenir « Face » est deux fois plus grande que celle
d’obtenir « Pile ».

Modéliser

Une alarme anti-intrusion installée au domicile d’un
particulier indique dans sa notice les statistiques
suivantes.

» La probabilité d'étre victime d'un cambriolage pen-
dant les vacances est de 0,01.

« La probabilité que l'alarme se déclenche, sachant
gue les cambrioleurs sont présents, est de 0,98.

= La probabilité que l'alarme se déclenche sans raison
est de 0,03.

Un client veut étudier la fiabilité de ce modéle.

= Pour cela, quels événements peut-il définir et quelles
probabilités peut-il calculer ?

3004

@ T eviion Une approximationde

Chercher, raisonner

Dans son Essai d'arithmétique morale publié en 1777,
Georges Louis Leclerc comte de Buffon présente le
célébre probléme de l'aiguille : « Si on laisse tomber
une aiguille de longueur a sur un parquet formé de
lames de largeur b, quelle est la probabilité que l'aiguille
coupe une des raies de ce parquet ? »

/.

b

—_—

1. Une démonstration selon Emile Borel (1871-1956)
On ne tient pas compte de la longueur des lames du
parquet. On admet que, quelle que soit la forme de
l'aiguille, la probabilité qu'elle coupe le bord d'une
lame est proportionnelle a sa longueur et inversement
proportionnelle a lalargeur des lames; elle peut donc
s'écrire %

On souhaite déterminer k.

a. Borel a imaginé une aiguille de forme circulaire, de
diametre b. Quelle est alors la valeur de a 7 En déduire
la valeur de &.

b. Quelle est alors la probabilité qu‘une aiguille coupe
le bord d'une lame ? 1

2. Une simulation

A l'aide de l'algorithme ci-dessous, %
on souhaite simuler le lancer de N x"j —————
aiguilles de longueur 1 sur un plan-
cher dont les lames paralléles ont
pour largeur 1, puis calculer la fré-
quence de I'évenement « L'aiguille 7
est a cheval sur deux lames ». On se ol
place dans unrepére et, pour chaque s

lancer, on choisit aléatoirement I'abscisse x, d'une
extrémité de l'aiguille dans une bande de largeur 1,
ainsi que I'angle o que fait I‘aiguille avec I'axe des
abscisses. On calcule ensuite I'abscisse x, de l'autre
extrémité de l‘aiguille.

a. Compléter cet algorithme.

Acheval <0
Pouriallantde 1 a N faire
x, <—un nombre réel au hasard entre O et 1
(1 exclu)
o, < un nombre réel auhasard entre 0 et 21
(21 exclu)
XS ans
Six,=0oux,=..oux,=... alors
Acheval = Acheval + 1
fréequence = Acheval / N

b.Comment peut-on modifier cet algorithme afin d'ob-
tenir une approximation de  ?

c. Programmer cet algorithme en Python et le tester
pour différentes valeurs de N.



Chapitre 9 « Probabilités conditionnelles et indépendance

@ pytHon Approfondissement 1. Dans cette question, on suppose que la maladie

Chercher, modéliser

Un homme a la démarche titubante tente de rentrer
chez lui a pied en empruntant un pont sans garde-
corps de quinze pas de long et quatre pas de large. Sa
démarche est trés particuliére :

» soit il avance d'un pas en avant ;

- soit il se déplace d'un pas en diagonale vers la
gauche (c'est-a-dire un pas vers la gauche et un pas
vers ['avant) ;

« soit il se déplace d'un pas en diagonale vers la droite
(c’est-a-dire un pas vers la droite et un pas vers 'avant).
Ces trois déplacements sont aléatoires et équiprobables.
On suppose qu'au début de la traversée, l'individu se
situe au milieu du pont (dans le sens de la largeur).

1. Ecrire en Python une fonction titube permettant de
représenter le trajet effectué par l'individu.

On obtient par exemple le graphigue suivant (pour
gagner en vitesse, il est préférable de construire les
listes de points, avant de faire tracer le parcours).

2
0 ——T T

-3-=2-10 12 3

2. a. Modifier la fonction précédente pour simuler N
traversées du pont, ou N est un entier naturel supérieur
ou égal a 1, et renvoyer la fréguence des traversées
réussies.

b. Conjecturer une valeur approchée de la probabilité
qu'a l'individu d'arriver de l'autre coté du pont sain
et sauf.

Hérédité et risque génétique

Représenter, raisonner

On consid ére une maladie géenédtique humaine due ala
présence d'un géne spécifique noté M réparti dans la
population indépendamment du sexe, et on suppose
que seuls les porteurs de la combinaison homozygote
MM développent |la maladie. Les porteurs de la com-
binaison MX (ou X désigne un alléle autre que M) sont
des porteurs sains (c’est-a-dire qu’ils ne développent
pas la maladie).

Par ailleurs, le pére et la mére transmettent chacun
un alléle a leur enfant de maniére équiprobable. Par
exemple, sile pére et la mére sont porteurs de la com-
binaison MX, on peut résumer ainsiles possibilités de
génotype pour I'enfant:

Alléle transmis par le pére
M X

Allele M MM (malade) MX (porteur sain)

transmis

: X MX (porteur sain)
par la mére

XX (non porteur)

est telle que les personnes porteuses de la combinai-
son homozygote ne peuvent pas avoir d’enfant. On
appelle [ la proportion de malades et s la proportion
de porteurs sains.

a. Montrer a l'aide d'un arbre pondéré que fet s véri-

2
fient la relation f = % et en déduire I'expression de s

en fonction def.

b. La mucoviscidose est une maladie correspondant
approximativement a ce modéle. En France, environ
1 enfant sur 2 000 en est atteint. Quelle est la propor-
tion des porteurs sains du géne responsable de cette
maladie en France ?

2. On suppose a présent que les personnes malades
peuvent avoir des enfants.

a. Montrer a l'aide d'un arbre pondéré que la probabi-

2
lité qu'un enfant soit malade est égale a 2 + fs + %

2
b. Expliquer pourquoi on doit avoir f2 + fs + % =f
et en déduire que s = 2(J/f - f).

<. L'hémochromatose génétique est une maladie cor-
respondant a ce modeéle. Lafréquence de cette maladie
5
1000°
Quelle est la proportion des porteurs sains du géne
responsable de cette maladie en France ?
Source : statistix.fr (par fe Groupe Recherche Formation
« Statistique » de I'"REM de Strasbourg)

est de

Approfondissement

A chaque lancer, un tireur de fléchettes a une proba-
bilité de 0,1 de tirer dans le mille.

1. Il lance quatre fléchettes.

a. Représenter cette expérience aléatoire a I'aide d'un
arbre pondéré.

b. Déterminer la probabilité qu'il réussisse le premier
tiret qu'il rate les trois suivants.

c. Calculer la probabilité qu'il réussisse exactement
un tir.

d. Quelle est la probabilité qu‘il rate au moins deux tirs ?
2. Il lance dix fléchettes.

Calculer la probabilité qu’il réussisse le premier tir et
gu'il rate les neuf suivants.

Approfondissement

On a mélangé dans un sac 30 piéces équilibrées et
20 pieces truquées. La probabilité d’obtenir « Face »
avec une piéce truquée est trois fois plus élevée que
celle d'obtenir «Pile ».

On prend une piéce au hasard dans le sac et on la lance
trois fois. Les lancers sont indépendants. Si on obtient
trois fois « Face », on la retire du sac.

On note Al'événement « On élimine une piéce équili-
brée ou on garde une piece truquée ».

Quelle est la probabilité de A ?

h3014



L'épreuve écrite

@ Raisonner

Une entreprise conditionne du sucre blanc provenant
de deux exploitations U et V en paquets de 1 kg et de
différentes qualités. Le sucre extra fin est conditionné
séparément dans des paquets portant le label « extra
fin ».
Les résultats seront arrondis, si nécessaire, au millieme.
3 % du sucre provenant de I'exploitation U est extra
fin et 5 % du sucre provenant de I'exploitation V est
extra fin. On préléve au hasard un paquet de sucre
dans la production de I'entreprise et, dans un souci de
tracabilité, on s'intéresse a la provenance de ce paquet.
On considére les événements suivants ;
« U : « Le paquet contient du sucre provenant
de I'exploitation U ».
+ V: « Le paquet contient du sucre provenant
de I'exploitation V ».
+ E: «Le paquet porte le label "extra fin" ».
1. Dans cette question, on admet que |'entreprise
fabrique 30 % de ses pacuets avec du sucre provenant
de 'exploitation U et les autres avec du sucre provenant
de l'exploitation V, sans mélanger les sucres des deux
exploitations.
a.Quelle est la probabilité que le paquet prélevé porte
le label « extra fin»?
b. Sachant qu’un paquet porte le label « extra fin »,
quelle est la probabilité que le sucre qu'il contient
provienne de I'exploitation U ?
2. L'entreprise souhaite modifier son approvisionne-
ment auprés des deux exploitations afin que, parmi
les paquets portant le label « extra fin », 30 % d'entre
eux contiennent du sucre provenant de I'exploitation
U. Comment doit-elle s'approvisionner auprés des
exploitations U etV ?
Toute trace de recherche sera valorisée dans cette
question.

D'aprés Bac Pondichéry 2018

Une entreprise est composee de trois services A, B
et C d'effectifs respectifs 450, 230 et 320 employés.
Une enquéte sur le temps de trajet quotidien entre le
domicile des employés et I'entreprise a montré que
40 % des employés du service A, 20 % de ceux du ser-
vice B et 80 % de ceux du service C résident a moins
de 30 minutes de l'entreprise.

On choisit au hasard un employé de cette entreprise
et on considére les événements suivants :

A : « L'employé fait partie du service A ».

B : « L'employé fait partie du service B ».

C:« L'employé fait partie du service C ».

T: « L'employé réside a moins de 30 minutes de |'en-
treprise ».

1. a. Justifier que P(A) = 0,45.

b. Donner P,(T).

c. Représenterlasituation al'aide d'un arbre pondéré en
indiquant les probabilités associées a chaque branche.

3024
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2. Déterminer la probabilité que I'employé choisi soit
du service A et qu'il réside a moins de 30 minutes de
son lieu de travail.
3. Montrer que P(T) = 0,482
4, Sachant qu'un employé de l'entreprise réside a plus
de 30 minutes de son lieu de travail, déterminer la
probabilité qu'il fasse partie du service C.

D'aprés Bac Polynésie 2018

Vaccin contre la grippe

- Y o
B TR

Levirus de la grippe atteint chaque année, en période

hivernale, une partie de la population d’une ville. La

vaccination contre la grippe est possible ; elle doit étre

renouvelée chaque année.

L'efficacité du vaccin contre la grippe peut étre

diminuée en fonction des caractéristiques individuelles

des personnes vaccinées ou en raison du vaccin, qui

n'est pas toujours totalement adapté aux souches du

virus qui circulent. Il est donc possible de contracter la

grippe tout en étant vacciné. Une étude menée dans la

population de la ville a l'issue de la période hivernale

a permis de constater que :

« 40 % de la population est vaccinée;

= 8 % des personnes vaccinées ont contracté la grippe ;

» 20 % de la population a contracté la grippe.

On choisit une personne au hasard dans la population

de la ville et on considére les évéenements :

V : « La personne est vaccinée contre la grippe ».

G: « La personne a contracté la grippe ».

1. a. Donner la probabilité de I'événement G.

b. Reproduire I'arbre pondéré ci-dessous et compléter

les pointillés indiqués sur quatre de ses branches.

2. Déterminer la probabilité que la personne choisie
ait contracté la grippe et soit vaccinée.
3. La personne choisie n‘est pas vaccinée. Montrer
gue la probabilité gu'elle ait contracté la grippe est
égale a 0,28.

D'aprés Bac Métropole 2018



Une chocolaterie fabrique des tablettes de chocolat
noir, de 100 grammes, dont la teneur en cacan annon-
cée est de 85 %. A l'issue de la fabrication, la choco-
laterie considére que certaines tablettes ne sont pas
commercialisables : tablettes cassées, mal emballées,
mal calibrées, etc.
La chocolaterie dispose de deux chaines de fabrication:
«lachaine A, lente, pour laquelle la probabilité qu‘une
tablette de chocolat soit commercialisable est égale
a 0,98,
«la chaine B, rapide, pour laquelle la probabilité qu‘une
tablette de chocolat soit commercialisable est 0,95.
A la fin d’'une journée de fabrication, on préléve au
hasard une tablette et on définit les événements sui-
vants :
A : « La tablette de chocolat provient de la chaine de
fabrication A ».
C:« La tablette de chocolat est commercialisable ».
On note x la probabilité qu’une tablette de chocolat
provienne de la chaine A.
1. Montrer que P(C) =0,03x+ 0,95.
2. Al'issue de la production, on constate que 96 % des
tablettes sont commercialisables et on retient cette
valeur pour modéliser la probabilité gu’une tablette
soit commercialisable. Justifier que la probabilité que
la tablette provienne de la chaine B est deux fois égale
a celle que la tablette provienne de la chaine A.
3. Les événements A et C sont-ils indépendants ?
4. Une tablette n'est pas commercialisable : quelle est
la probabilité qu’elle provienne de la chaine A ?
D'apres Bac Pondichéry 2017

Communiquer, raisonner

Pour chacune des affirmations suivantes, dire si elle est
vraie ou fausse en justifiant soigneusement la réponse.
1. Pour se rendre a son examen, une personne a le
choix entre quatre itineraires : A, B, C et D.La probabi-

lité de choisir A est% , celle de choisir B est % et celle

»’
i
La probabilité d'arriver en retard avec A est % celle

d'arriver en retardss avec B est % et celle d'arriver en

de choisir C est

retard avec C est % .Enempruntant D, la personne est

certaine d'arriver a I'heure,
Affirmation : La probabilité que la personne arrive a

I'heure est inférieure a % :

2.Une boite contient quinze chaussettes vertes et cing
chaussettes bleues. Une personne tire successivement
et sans remise deux chaussettes.

Affirmation : La probabilité qu'elle obtienne deux
chaussettes de laméme couleur, arrondie a 107, est
égale a 0,605.

D'aprés concours d'entrée Science Po

Chapitre 9 « Probabilités conditionnelles et indépendance

D

75

0 Les résultats seront arrondis, si nécessaire, au milliéme. @ Modéliser

Albert observe un entrainement au tir a la carabine
sur une cible. La cible est constituée de trois disques
concentriques de rayons respectifs 5 cm, 10 cm et
15 cm, comme schématisé ci-contre.
Un débutant touche la cible une fois
sur deux. Lorsqu'il atteint la cible, la
probabilité qu'il atteigne une zone
donnée est proportionnelle a l'aire
de cette zone.

1. Un tireur débutant touche la cible.
Quelle probabilité a-t-il d’atteindre la couronne exté-
rieure (partie verte) ?
2. Un tireur débutant va appuyer sur la détente. Quelle
probabilité a-t-il de toucher la cible et d'atteindre son
ceoeur (partie rouge) ?

D’aprés CRPE

Un circuit électronigue est constitué de deux compo-
sants identiques numérotés 1 et 2.0n note D, I'événe-
ment « Le composant 1 est défaillant avant un an » et
D, I'événement « Le composant 2 est défaillant avant
un an ». On suppose que les deux évéenements D, et D,
sont indépendants et que P(D,) = P(D,) = 0,39.

Deux montages possibles sont envisagés et présentés
ci-dessous.

8]

]

Circuit
ensérie B

Circuit en
paralléle A

1. Lorsque les deux composants sont montés « en paral-
lele », le circuit A est défaillant uniquement si les deux
composants sont défaillants en méme temps.
Calculer la probabilité que le circuit A soit défaillant
avant un an.

2. Lorsque les deux composants sont montés « en
série », le circuit B est défaillant dés que I'un au moins
des deux composants est défaillant.

Calculer la probabilité que le circuit B soit défaillant

avant un an.
D'aprés Bac Antilles Guyane 2015

P étant une loi de probabilité sur un univers Q, on

donne deux évenements A et B tels que P(A) = 1

5 ¥
P,(B) = % et P(ANB)= %.Justiﬁer siles affirmations
suivantes sont vraies ou fausses.
A Bl=1
a. PE(B)— A b.P(ANB) 3
AL | > (A) = 2
C P(B}—15 d.PB(A} 15

D'aprés concours FESIC

@



4 ercces IO

@ Déplacement de robots

Des robots se trouvent au centre de gravité O d'un triangle de sommets S, 7 et X.

I

5

Chacun se déplace de la maniére suivante :
« a chaque étape, il passe par I'un des trois sommets S, 7 et X puis il rejoint le point O;

« les robots sont programmés de telle sorte que, lors d’'une étape, la probabilité de passer par le sommet S est égale a celle
de passer par le sommet X, et la probabilité de passer par le sommet S est le double de celle de passer par le sommet /;

» |es différentes étapes sontindépendantes les unes des autres ;
= on ne tient pas compte des passages par O.

Un seul robot se trouve au point O.

On note P(S), P(I) et P(X) les probabilités
respectives de passer par les sommets S,
TetX.

1. Démontrer qu‘a chaque étape, la pro-
babilité que le robot passe par le sommet

I est égale 2 % :

En déduire les valeurs de P(S) et P(X).

2. Le robot effectue deux déplacements
successifs.

On note E I'événement « Le robot passe
deux fois au sommet [ »,

a. Représenter la situation par un arbre
pondéré.

b. Calculer P(E).

c. Calculer la probabilité que le robot
ne passe pas deux fois par le méme
sommet.

v

Questions Moderato

[ALGo IS ET]

1. On suppose qu'un seul robot se
trouve au point O et qu'il effectue deux
déplacements.

L'algorithme ci-dessous, écriten langage
naturel, simule un déplacement du robot.

a < nombre réel aléatoire entre 0 et 5
Sia< 1 alors
Pos<« [
Sinon
Si ... alors
Pos« §
Sinon
Pas ...

a. Justifier les deux premiéres lignes
de cet algorithme.

b. Recopier et compléter I'algorithme.
2. Ecrire un algorithme permettant de
simuler deux déplacements successifs
du robot et renvoyant le parcours effec-
tué par le robot sous la forme d'un couple
constitué des lettres S, /et X.

v

Questions Allegro

Approfondissement (XL} eyTHon
Chaque robot effectue trois déplacements
successifs.

1. Déterminer la probabilité qu'un robot
ne passe pas par les sommets S, /et X
dans cet ordre.

2. Desrobots setrouvent au point O, leurs
déplacements étant indépendants lesuns
des autres.

a. Ecrire en Python une fonction robot
permettant de simuler le déplacement
d'un robot et renvoyant une liste avec le
trajet effectué.

b. Ecrire une fonction Simul_n_robots
prenant en argument un nombre n de
robots, simulant leur déplacement, et
renvoyant la fréquence du nombre de
robots ayant réalisé le parcours S, I, X
dans cet ordre.

c.Conjecturera |'aide du programme pré-
cédent le nombre de robots nécessaires
pour qu'au moins 3 % des robots aient
effectué le parcours S, 1, X dans cet ordre.



J -~ No problem!
o Keep your coins

Two fair coins are tossed simultaneously. Let us consider the probability to obtain one head and one tail.
Prove that this probability is not one third.

1. Draw a table with all the possible outcomes and their probabilities.

2. Prove that the two events “at least one head” and “at least one tail” are not independent.

9 Managing

The manager of a sports store has received a supply of running shoes. 5% of the boxes have been damaged because
of the rain during the trip.

The manager thinks that:

- 60% of the damaged boxes contain at least one damaged shoe.

+ 98% of the undamaged boxes do not contain any damaged shoe.

Arunner buys one pair of shoes. We denote E the event “The box is damaged” and A the event “The box contains
at least one damaged shoe”. _ _

1. Find the following probabilities P(E), P(E), F.(A)and P:(A).

2.Prove that F:(A) =04 and work out P (A).

3. Represent this information on a tree-diagram.

4.Find P(A).

5. The customer realizes that one of the shoes he has bought is damaged.

Prove that the probability that the shoe comes from a damaged box is greater than 60%.

e Cookies

If Paul eats a cookie one day, the probability that he will
eat one cookie the next day is 0.3.

If he doesn't eat any cookies for one day, the probability
that he won't eat any the next day is 0.1.

1.He eats one cookie on Monday. What is the probability
that he will eat one cookie on Thursday?

2. Find the probability that he has eaten more than two
cookies in four days?

3. Are the events “He eats one cookie on Thursday” and “He
eats more than two cookies in four days” independent?

Chapter 9 Probabilities

e Teamwork Creation

Work in groups of three students.

You have to create an exercise using at least three points from the list below.

Give your exercise to another group and try to solve their exercise.

* Two fair six-sided dice. * Grid with all the outcomes.
* A jar contains red, black and white balls. * Independent.

*» We play with counters numbered 1;2; 3;4; 5; 6; 7; 8. * Equally likely.

* We repeat the experiment twice. s Even number.

* We look at the sum of all the results. * Multiple of 3.

* Probability law. * Smaller than 3.

* Tree diagram.




e Ressources du chapitre
disponibles ici :

www.lycee. hachette-

education.com/barbazo/ire "

Variables

Nicolas Bernoulli (1687-1759) est
un mathématicien suisse issud'une
grande famille de physiciens et de
mathématiciens. Il a travaillé sur
les probabilités et en particulier
sur un « paradoxe » dit « de Saint-
Pétersbourg » que son cousin,
Daniel Bernoulli, avait déja évoqué
dans une publication de I'’Académie
imperiale des sciences de Saint-
Pétersbourg (d’ot son nom).

Savoir si un jeu
de hasard est équitable

e mathématicien D'Alembert a reformuléle paradoxe

de Saint-Pétersbourg de la fagon suivante.

« Pierre joue avec Paul a croix ou pile, avec cette
condition que si Paul ameéne pile au premier coup, il
donnera unécu a Pierre; s'il n'améne pile qu’au deuxiéme
coup, deux écus; s'il n"ameéne pile qu‘au troisieme coup,
quatre écus ; au quatriéme, huit écus ; au cinquiéme,
seize ; et ainsi de suite jusqu’a ce que pile vienne ; on
demande |'espérance de Paul, ou ce qui est la méme
chose, ce qu'il doit demander a Pierre avant que le jeu
commence, pour jouer avec lui a jeu égal, ou, comme
on |'exprime d'ordinaire, pour son enjeu. Les formules
connues du calcul des probabilités font voir aisément, et
tous les mathématiciens en conviennent, que si Pierre et
Paul ne jouent qu’en un coup, Paul doit donner a Pierre un
demi-écu; s'ils ne jouent qu'en deux coups, deux demis-
écus ; s'ils ne jouent qu’en trois coups, trois demis-écus;
en quatre coups, quatre demis-écus, etc. »

Pourquoi Paul doit-il demander une certaine somme a Pierre avant que le jeu commence ?
Expliquer le passage: « si Pierre et Paul ne jouent qu’en un coup, Paul doit donner a Pierre
un demi-écu ; s'ils ne jouent qu’en deux coups, deux demis-écus ».




o Séries statistiques

On présente deux séries statistiques.

Série A

. Valewrs 5 -1 | |
Fréquences 02 03 !

|
03

Série B

3 | 1o | 1|2 |
~ Fréquences 01 04 02 \ 02 0 ‘
1. Calculer la moyenne et I'écart type de chaque
série.

2. Comparer ces deux séries.

9 Probabilités

L'arbre de probabilité pondéré
ci-contre modélise une situation.
Déterminer les probabilités
suivantes.

1.P(AN B)

2.P, (B)

3. P(B)

4.Py(A)

e Probabilité conditionnelle

Charles lance un dé équilibré sans voir le résultat.
Camilla linforme que I'évenement E : « Le 6 n'est
pas sorti.» est réalisé.

= Calculer, de deux maniéres différentes, la
probabilité de I'événement F : « Le numéro sorti
est pair.»

o Piece truquée

Une piéce est trugquée : la probabilité d’obtenir
« Face » vaut %. On lance deux fois cette piéce.
1. Représenter cette situation par un arbre
pondéré.

2. Quelle est la probabilité d'obtenir deux fois
«Pile»?

3. Représenter cette situation par un tableau

a double entrée.

DIAPORAMA
“ DE GAMMES
SUPPLEMENTAIRES

9 Probabilité

Un tiroir contient cing stylos rouges et sept stylos
bleus. Un professeury pioche au hasard un stylo, le
remet dans le tiroir, puis en pioche un deuxiéme.

* Calculer la probabilité que les deux stylos choisis
soient de couleur différente.

@ Tableau croisé d’effectifs

Dans un lycée, la répartition des éléves est donnée
par le tableau suivant :
Seconde  Premiere  Terminale

Files 230 ) 140

—i-

Gargons { 190 100 |

On choisit un éléve au hasard dans cette
population.

1. Quelle est la probabilité que ce soit un gargon ?
2. Quelle est la probabilité que ce soit un(e) éléve
de Premiére ?

3. Sachant que c’est une fille, quelle est la
probabilité que ce soit une éléve de Terminale ?

4. Sachant que c’est un(e) éleve de Seconde, quelle
est la probabilité que ce soit un gar¢on?

o Simulations

On entre dans un tableur la formule :
|= ALEAENTRE BORNES(0;3) + ALEAENTRE.BORNES(0;3). |
1. Expliquer ce que renvoie cette formule.

2. Quelle expérience aléatoire cette formule peut-
elle simuler ?

3. Donner une formule permettant de simuler,
dans un tableur, la somme du lancer de trois dés
cubiques équilibrés.

0 Evenements indépendants

a. Pour une certaine expérience aléatoire, on
considére deux évenements A et B tels que
P(A)=06, P(B)=0,8et P(A N B)=0,5.

Les événements A et B sont-ils indépendants ?

b. Pour une certaine expérience aléatoire, on
considéere deux évenements indépendants C et D
tels que P(C) = 0,1 et P(D) =0,46.

Calculer P(C U D).




» SITUATIONS
Pour construire le cours . o

Situation@}

Objectifs
iser le résultat

Des nombres dépendant du hasard

Maélys écrit sur neuf cartons identiques les lettres du mot ALEATOIRE et les place
dansun sac.

Elle propose a son amie Jade le jeu suivant.

Jade tire au hasard un carton dans le sac et observe la lettre obtenue :

« si elle obtient la lettre O, elle gagne dix points ;

» si elle obtient une consonne, elle gagne cing points ;

« sinon, elle perd huit points (on dira que son gain est alors égal a -8).

Décrire l'univers Q de cette expérience aléatoire.

Le gain de Jade a ce jeu est ainsi un nombre dépendant du hasard : c'est une variable aléatoire, que
I'on notera X.
Quelles sont les valeurs possibles de X ?

L'événement {X = 5} est constitué des issues pour lesquelles X prend la valeur 5.
Quelles sont ces issues ?

Calculer la probabilité de I'événement {X = 5}, notée P(X = 5).

Recopier et compléter le tableau suivant.

Valeurs k de X
Probabilité P(X = k)
Ce tableau est appelé « loi de probabilité de la variable aléatoire X ».

WLJels

Jade propose alors a Maélys de changer les régles du jeu et de n'utiliser que les lettres du mot ALEA.
Maélys choisit une lettre au hasard, la note puis la remet dans le sac. Elle recommence et note la
seconde lettre.

« Sielle obtient deux voyelles, elle perd trois points ;

«si elle obtient deux consonnes, elle gagne cing points;

= sinon, elle ne gagne nine perd de point.

On note Y le gain de Maélys a ce jeu.

Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire Y.
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Chapitre 10 « Variables aléatoires réelles

(Situation{z) Le jeu des différences

Objectifs Lors du lancer de deux dés cubiques équilibrés, on
[

note X la variable aléatoire réelle égale a la valeur
absolue de la différence entre les deux résultats.
Un joueur mise deux euros pour jouer et lance les
deux dés : X représente la somme d’argent qui lui
est alors remise.

(‘D A l'aide du tableur, on souhaite simuler 1000 parties comme ci-dessous.

A

[
L=

Mo W W W N W RE R R W OB W W Dy
N
w »x O

Partie 1
Partie 2
Partie 3
Partie 4
Partle 5
Partie 6
Partie 7
Partie 8
Partie 9
Partie 10
Partie 11
| Partie 12
Partie 13
Partie 14
Partie 15

W E N W B W R =
LU I

oy JE IR S I
H W o -0

i
un
mevlu-wuwwhhmmumgm

O h O M e LA e O e

)

a.Quelles formules a-t-on pu entrer dans les cellules B2, C2 et D2 puis recopier vers le bas?
b. Simuler une partie puis 1 000 parties de ce jeu.
¢. Quel calcul peut-on alors faire pour savoir si le jeu est en faveur du joueur ?

d. Simuler, grace a la commande F9 (ou Ctrl+maj+F9), plusieurs autres séries de 1 000 parties.
Que constate-t-on ?

e. A l'aide du tableur, simuler 10 000 autres parties de ce jeu.
f. Le jeu semble-il en faveur du joueur 7
C2> a. Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire X.

1. Sur 18 000 parties jouées, combien de fois le joueur peut-il espérer se voir remettre la somme de
zéro euro 7 un euro ? deux euros ? trois euros ? quatre euros ? cing euros ?

c. En moyenne, quelle somme le joueur peut-il espérer se voir remettre aprés le jeu ?
@I) Comment rendre ce jeu équitable, c’est-a-dire ni favorable ni défavorable au joueur ?




Connaitre le cours

1. Variable aléatoire réelle
sur un ensemble fini

, 1. Modélisation du résultat numérique d'une expérience aléatoire

v Exemples

On considére I'expérience aléatoire suivante. Résultatdudé 1 2 3 4 5 6
Un joueur lance un dé cubique équilibré : si le résultat
est 6, le joueur gagne 9 €, sinon le joueur perd 3 €.
On peut considérer le « gain algébrique » du joueur : ce gain est égal soit a 9 (s'il gagne), soit a -3 (s'il
perd). Ce gain est donc une variable qui peut prendre deux valeurs selon le résultat de I'expérience
aléatoire. On peut modéliser cette expérience aléatoire en définissant un univers composé des six
issues correspondant aux résultats du dé, puis en associant a chacune de ces issues une valeur du gain.

Valeurdugain -3 -3 -3 -3 -3 9

’ 2. Variable aléatoire

Définition
On considére une expérience aléatoire dont I'univers est un ensemble fini noté Q.
Une variable aléatoire X est une fonction définie sur €2 et 4 valeurs dans R.

Remarque

Définir une variable aléatoire X consiste donc a associer, a chaque issue de I'expérience aléatoire,
un nombre réel.

% Exemple eE)
On consideére le jeu précédent et on note X le gain algébrique du joueur. 1
X est une variable aléatoire définiesur£2=1{1;2; 3;4;5; 6}, et qui peut 2~ i —3
prendre les valeurs -3 et 9. 3
Lorsque le résultat du dé est 1,2, 3,4 ou 5, X prend la valeur -3. ;:
On note cet évenement {X = -3}. 6~
— S

Lorsque le résultat du deé est 6, X prend la valeur 9.
On note cet événement {X = 9}.

, 5. Loi-de probabilité d'une variable aléatoire

Définition
Donner la ioi de probabilité d’'une variable aléatoire X, c’'est donner, pour chaque valeur x; que peut
prendre X, la probabilité de I'événement {X = x.}, notée P(X = x,).

W Exemples
Dans I'exemple précédent, 'évéenement {X = 9} est réalisé par une seule issue : 6. Sa probabilité vaut %
L'événement {X = -3} est réalisé par les issues 1; 2; 3; 4, 5. Sa probabilité

vaut 2, % il
" P 2 | 1
La loi de probabilité de la variable aléatoire X est donc donnée =% 6 | 6

dans le tableau ci-contre.

Remarque

Pour une variable aléatoire X prenant les valeurs x,, x,, ..., x,, on a toujours:
PX=x)+PX=x,)+...+PX=x,)=1
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Modéliser une situation a l'aide d’une variable aléatoire

On lance un dé équilibré a 6 faces deux fois de suite. Pour chaque lancer, un résultat pair fait gagner 2 €
et un résultat impair fait perdre 1€. On appelle X la variable aléatoire égale au gain algébrique en fin de
partie.

o Quelles sont les valeurs prises par cette variable aléatoire X ?

9 Quelle(s) issue(s) réalise(nt) I'événement {X =4} ?

9 Quelle(s) issue(s) réalise(nt) I'événement {X < 0} ?

. On peut avoir:
— deux résultats pairs: le gainest alors égala 4 € ;
— deux résultats impairs : le gain est alors égala-2 € ;
— un résultat pair et un impair : le gain est alors égal a 1 €.
Ainsi, les valeurs possibles pour X sont 4, -2 et 1.
1 L'événement {X = 4} est réalisé si on obtient deux résultats pairs. Les issues réalisant cet événement sont
~donc:(2;2);(2;4);(2;6);(4;2);(4;4);(4;6);(6;2);(6;4);(6;6).
- L'événement {X < 0} est réalisé lorsque X = -2, c’est a dire si on obtient deux résultats impairs.
Les issues réalisant cet événement sont donc:(1;1);(1;3);(1;5);(3;1);(3;3):(3:5);(5;1);(5;3);(5;5).

B Déterminer la loi de probabilité d’'une variable aléatoire

On rappelle qu'un jeu de 32 cartes est constitué de 4 familles de couleurs (cceur, carreau, tréfle et pique),
chacune constituée de trois figures (roi, dame, valet), d'un as et de cartes numérotées de 7 a 10.

Dans un jeu de 32 cartes, on tire successivement et avec remise deux cartes. On définit la variable aléatoire

¥ de la facon suivante.
Si on tire deux figures, alors ¥ =30 ; si on tire une figure et une autre carte, alors Y = 25 ; dans tous les autres

cas, ¥=5.
o Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire Y.
'9 Déterminer P} = 25).

' On note F, I'évenement « On obtient une figure au premier tirage » et F, I'événement
« On obtient une figure au second tirage ». On représente cette situation par un arbre pondéré.
On calcule ensuite la probabilité que ¥ prenne chacune de ses valeurs possibles.

Piy=30) A2 _ 9
=303 % -
Ply=25y=12,20 20 12 _ 15 32 F. —¥=30
r=25= 52+ 32" n 2 p =0
Pr=5)= 2020 _ 25 32/ 20°FHh—r=25
== B 32
La loi de probabilité de ¥ est donc : 42
20\ 32 F,—s¥=25
¥ 30 25 5 TR o
20 F,b—¥=5
s 2 |15 [ 25 =73
BY=y) 64 32 64 2

n = P S e~ b3
)EEES!?;'- 324
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2. Parametres d’une variable aléatoire

* Espérance, variance et écart type

Définition
On considere une expérience aléatoire d'univers fini Q et une loi de probabilité P associée a cette
expérience.
Soit X une variable aléatoire définie sur Q et qui prend nvaleursx,, x,, ..., x,
de probabilités respectives p,, p,, ..., p,.
X; Xi | X | eee | %

PX=Xx;) P Py e Py
* L’espérance de X est le nombre noté E(X) défini par :

E(X)=x,p) +x,p5+ ... +X,P,,

® La variance de X est le nombre noté V(X) définipar:
VIX) = p, (x; = EQX) + ... +p, (x, - E(X)).

¢ L'écart type de X est le nombre noté o(X) défini par :

o(X) = JV(X) .

Remarque
On peut également noter : . :
EM)=Z2xp; et VX)=2p, (- EX)>%

W Exemple
Soit X une variable aléatoire dont la loi de probabilité est la suivante.

X, )

I

PX=x;)

Gv|un
= o

Ona:
'E(X}:—3x%+9x~g:—1

s V(X}:%(—3+1)2+%(9+1}2:=20
> o(X) =20 = 245

Interprétation

* De facon générale, I'espérance d'une variable aléatoire X peut étre interprétée comme la moyenne
des valeurs prises par X sur un grand nombre de répétitions de cette méme expérience aléatoire.
Dans cet exemple, cette moyenne est égalea -1 €.
Si la variable aléatoire X désigne le gain d'un jeu, on dit que ce jeu est équitable lorsque E (X) = 0.

* Par analogie avec les statistiques, de la méme facon que E(X) représente une moyenne, V(X) et o(X)
sont des indicateurs de dispersion des valeurs de X autour de E(X).

Plus la variance et |'écart type sont grands, plus les valeurs sont dispersées autour de la moyenne
(espérance).
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D Calculer une espérance, une variance et un écart type

Soit X une variable aléatoire dont la loi de probabilité est x -1 | 2 3| 5

i
donnée ci-contre. P(X=1x,) 04 01 02 03
'l il ] d ’

- Calculer I'espérance de X, sa variance et son écart type.

v Solution commentée

€ ECO = x,p, + x,py+ X33+ X, p, =-1X 04 +2%0,1+3x02+5x03=19.
VX) = p, (x, = E(X))?+ p? (x, - EX)P + p3 (x; - EQO) + p, (x, - E(X))?
=0,4%(-1-1,92+0,1x(2-1972+02%(3-1,9)2+0,3%(5-1,9)?
= 6,49

o(X) =+/6,49 = 2,548 MEEE 24 p. 326

B Interpréter la notion d'espérance

Dans un jeu, une partie se déroule en deux étapes, dont chacune consiste a faire
tourner la roue de loterie ci-contre.

A chaque étape, on gagne le nombre de chamallows indiqué par la fleche rouge.

« Si on joue un trés grand hombre de parties, combien peut-on espérer gagner,
en moyenne, de chamallows par partie ?

W Solution commentée _

On définit la variable aléatoire X égale au nombre de chamallows gagnés lors d’une partie.

On sait alors que E(X) représente la moyenne recherchée. On détermine la loi de probabilité de X
al'aide d'un arbre pondéré.

On note A, I'événement « On gagne 2 chamallows a la premiére étape »,
B, I'événement « On gagne 4 chamallows a la premiére étape »,

et C, 'événement « On gagne 7 chamallows 2 la premiére étape ». B ety ™ ko
On définit de méme A, B, et C, pour la deuxieme étape. A1€:%— B,—X=6
4 ) KW . / T~ x=9
PX=4)=P(A NA)= J X7 ==L 1 2
4
P(X=6)=P(A,NB,) + P(B,NA,) = 2x; ; % 1A X=6
1 41
P(X=8)=P(B;NB,) + P(C,NA)=1x1-1 “ﬁé. By
2 f ':' ; T~ x=1
= = —X—=—=—= 1
P(X=9)=P(A,NC)) + PC;NA)=2X 7 X7 =% 1
P(X=11)=P(B,NC,)+P(C,NB)=2x tx1=1 \ fapebal AR
472 4 r
D c1%—5—3 —~X=1
P(X=14} P(C nc}-——EXz——E 4"--.____‘C2_.X=14
On obtient la loi de probabilité de X.
X; 4 6 8 9 11 14
51 O O O [ S o
RE=x) 16 4 2 8 4 16

1 1 1 1 1 o -
E(X) = 4><16+6x4+8x4+9x8+11x4+14x16 8,5

Si on joue un trés grand nombre de parties, on peut espérer gagner, en moyenne, 8,5 chamallows par partie.
ETENEA 36 p. 527

@
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Variable aléatoire

On considére une expérience aléatoire dont
I‘'univers est un ensemble fini noté Q.

Une variable aléatoire X est une fonction définie
sur Q et a valeurs dans R.

Exemple : On lance un dé cubique et on note X la
variable aléatoire qui vaut 1 si le numéro tiré est un
multiple de 3 et 0 sinon.

)
I

1
2
4
5
£
6

Espérance d’'une variable aléatoire

On considére une expérience aléatoire d’univers
fini Q et une loi de probabilité P associée a cette
expérience.

Soit X une variable aléatoire définie sur () et

qui prend n valeurs x,, x,, ..., x, de probabilités
respectives p,, py, ..., p,.

X;

P(X=x)
* L'espérance de X est le nombre noté E(X) défini
par:

EX)=x,p, +x,p0,+ ...+ X, p,.
® L'espérance d'une variable aléatoire X peut étre
interprétée comme la moyenne des valeurs prises

par X sur un grand nombre de répétitions de cette
méme expérience.

314

Loi de probabilité
d’une variable aléatoire

Donner la loi de probabilité d'une variable
aléatoire X, c'est donner, pour chaque valeur x;
que peut prendre X, la probabilité de l'événement
{X=x,}, notée P(X =x,).

X.

P(X=x;) P

Onatoujoursp, +p,+..+p, =1

Variance et écart
type d'une variable aléatoire

On considere une expérience aléatoire d'univers
fini Q et une loi de probabilité P associée a cette
expérience. Soit X une variable aléatoire définie
sur Q et qui prend n valeurs x,, x,, ..., x, de
probabilités respectives p,, p,, ... . p,.

Il' 11 .'-!'.'-2

P(X=x,) P

» La variance de X est le nombre noté V(X) défini
par:

VIX)=p, (e, - EX)? +... +p,(x, - E(X)
® L'écart type de X est le nombre noté o(X) défini
par: o(X) = V(X) .
* V(X) et o(X) sont des indicateurs de dispersion
des valeurs de X autour de E(X).
Plus la variance et I'écart type sont grands, plus les
valeurs sont dispersées autour de la moyenne.




sesCONNAissances

Effectuer les exercices @ a @ et vérifier les réponses.
Sinécessaire, réviser les points de cours en texte ou en vidéo.

o On dispose d'une urne contenant des boules
rouges, jaune et vertes.

On tire successivement et sans remise deux boules
de l'urne.

On gagne 4 € a chaque boule jaune tirée, on gagne
1 € a chaque boule rouge tirée et on perd 5 € a
chaque boule verte tirée.

s Modéliser cette situation a l'aide d'une variable
aléatoire en précisant lesvaleurs qu'elle peut prendre.

e On lance une piéce équilibrée.

Si on obtient « Face », on lance ensuite un dé tétraé-
drique équilibré dont les faces sont numérotées de
1 a 4, sinon on lance un dé équilibré a 6 faces.

Dans les deux cas, on note X le numéro obtenu avec
le dé lancé.

» Déterminer la loi de probabilité de la variable aléa-
toire X.

€) On dispose d'un jeu de 32 cartes.

On tire successivement deux cartes de ce jeu, sans
remise.

On gagne 10 € pour chaque figure (valet, dame ou
roi) tirée et on perd 2 € pour chaque autre carte tirée.
» Déterminer la probabilité d'étre perdant a ce jeu.

@ On étudie un jeudans lequel le joueur doit miser
1 € puis obtient des gains définis par le tableau
suivant.

Gain du joueur +5 0 -8
Probabilité 04 05 01

« Déterminer I'espérance de lavariable aléatoire égale
au gain final du joueur.

Modélisation d'une situation

@ Ondispose d'une urne contenant 3 boules jaunes
et 5 vertes. On tire successivement et sans remise
deuxboules de l'urne.On gagne 2 € a chaque boule
jaunetirée et on perd 1€ a chaque boule verte tirée.
» Ce jeu est-il équitable (c'est-a-dire ni favorable, ni
défavorable au joueur) ?

Un jeu consiste a miser une somme d’argent puis
a lancer undé équilibré. Si on obtient un multiple de
3,0on gagne 9 €, sinon, on perd 3 €.

» Comment fixer la mise pour que le jeu soit
équitable ?

o On donne la loi de probabilité d'une variable
aléatoire ¥ dans le tableau suivant.

¥; -1 -2 3
P(Y=y;) 03 06 01

» Déterminer la variance et I'écart type de Y.

6 On donne les lois de probabilité de deux variables
aléatoires représentant le gain algébrique d’un joueur
lors de deux jeux.
Jeu1

X:

P(X=x;,)

¥, 1 0
P(Y=y,) 03 06 0,1

¢ Comparer la moyenne et I'écart type de ces deux
variables aléatoires et interpréter ces résultats.

& CORRIGES
DES EXERCICES

y, Loi de probabilite

- Variables
aléatoires réelles

Variance et écart type

» Espérance




Algorithmique
et programmation en Python

1 Calculer 'espérance, la variance et I'écart type d'une variable aléatoire

Objectifs

Une variable aléatoire G prend ses valeurs dans |'ensemble {1;2;3;4;5;6;7;8;9; 10}.
La probabilité de chaque issue est proportionnelle ala valeur de cette issue.

Déterminer la loi de probabilité de G.
On souhaite trouver a I'aide d'un algorithme les paramétres de G : espérance, variance et écart type.
a. Expliquer ce que contient la liste X définie par X = [x for x in range(1.11)].
b. Créer de facon analogue la liste P des probabilités correspondantes.
c. Recopier et compléter la fonction ci-dessous afin qu'elle renvoie I'espérance de la variable aléatoire X.
ldef esperance(X,P):
2 E=0
3 for k in rangel...,...):
4 e
5 return ...

d. Ecrire une fonction parametres_dispersion qui utilise la fonction esperance et renvoie la
variance et I'écart type de la variable aléatoire G.
A l'aide de ces fonctions, déterminer les parametres de |a variable aléatoire Y dont la loi
de probabilité est la suivante.
Vi 2 4 8 16 32 64 128 256 512 1024
P(Y= yl.} 015 | 01 | 01 MEEN0,1 | 085 | 0RO | 01 | 01

Simuler une variable aléatoire

Un robotsedéplacesurune droite graduéede faconaléatoire et équiprobable de lamaniére suivante :
a chaque seconde, soit ilavance d'une graduation, soit il recule d'une graduation, soit il reste
a sa place. Un trajet du robot est une succession de cing déplacements, le robot étant initia-
lement situé au point d'abscisse 10. On note X la variable aléatoire égale a I'abscisse du robot
apres un trajet.

Ecrire une fonction deplacement d'argument A qui simule un déplacement du robot a partir de
I'abscisse A et qui renvoie I'abscisse du robot a l'issue de ce déplacement.

On place le robot a I'abscisse 10.

Déduire de ce qui précéde une fonction trajet qui simule un trajet du robot et qui renvoie la valeur
de X.

Compléter la fonction ci-dessous pour qu‘elle renvoie un échantillon simulé de taille » de la variable X.

ldef echantillon(n):

2 L=[]

3 for k in range(...):
4 L.append(...)

5 return L

Simuler un échantillon de 5 trajets puis un échantillon de 12 trajets.

Ecrire une fonction etendue d'argument n qui renvoie la valeur minimale de X et sa valeur
maximale dans un échantillon de taille n. Dans la console, taper plusieurs fois etendue(10) puis
plusieurs fois etendue(1000) et commenter les résultats obtenus.
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3 Faire la distinction entre un modeéle et la réalité

Objectifs Le principe d’un jeu est le suivant : on mise 2 € et on lance quatre fois une piéce équilibrée.
ance En cas d’apparition d’un « Pile », le gain est égal au rang de sortie de ce «Pile », si aucun
« Pile » ne sort, on perd sa mise.

Onappelle G la variable aléatoire égale au gain algébrique d'un joueur.
a. Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire G.
b. Déterminer I'espérance de la variable aléatoire G.

(2) On souhaite étudier la distance entre I'espérance de G et la moyenne des gains algébriques obtenue
lors d’un échantillon simulé.

a. La fonction ci-contre permet de simuler limport random as rd

une partie de ce jeu et renvoie le gain -

algébrique du joueur. Sdef jeu():

Expliquer le rdle des deux conditions de la : o2

: 5 for i in range(1,5):

ligne 6. 6 if (rd.randint(@,1)==0) and G==-2:
b. Créer une fonction simul_n_ jeux qui 7 G=G+i

simule n parties de ce jeu et renvoie le gain 8 return(G)

algébrique moyen du joueur par partie.

" ; . 10 import matplotlib.pyplot as plt
c. Simuler la moyenne de gain avec plusieurs 11

échantillons de tailles différentes et comparer  12def cvoluoy(nbreexp):

les résultats avec I'espérance trouvée a la 13 5=0
; 14 n=1
question 1. 18 L=[]
(3) a. Expliquer le réle de la fonction evolinoy 16 while n<=nbreexp:
ci-contre. & s=s+jeu()
. - 18 L.append(s/n)
b. Programmer cette fonction puis 19 n=n+1
commenter I'affichage obtenu aprés 20 plt.plot(list(range(1l,nbreexp+1)),L, 'b.")
exécution. 21 plt.plot([1,nbreexp],[-3/8,-3/8],'r-")

22 plt.grid()
23 plt.show()

MEMENTO PYTHON : VOIR RABATS

* La boucle Pour s'écrit de la maniére suivante. * Le premier élément de la liste est L[2],

Boucle avec un compteur k variantdeaab : le2°L[1], etc.

Roc i range(a,bel): On peut ajouter un élément a la fin d'une liste :

2 instructions »»> L=[1,2,3]
» Créer une liste « en extension », c'est entrer un >>> L.append(4)
>»> L

par un les éléments de la liste :
[1, 2, 3, 4]
»>> L=['Bonjour', 'mardi',11,2618]

> L » L'affichage d’un point de coordonnées
['Bonjour', 'mardi’, 11, 2618] (x; y) dans un repére se fait par l'instruction
* Créer une liste « en compréhension », c’est utili- plot(x,y).
ser une instruction qui permet de construire la » L'affichage du graphique se fait par I'instruction
liste ShOW( ) !
>>> L=[x**2 for x in range(4)]
»> L
[e, 1, 4, 9]
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4 Observer une fluctuation relative

Objectifs En France, il nait environ 105 gargons pour
i 100 filles.

On s'intéresse a des familles comportant deux
enfants issues de grossesses non gémellaires.
Pour une telle famille, on note F la variable
aléatoire égale au nombre de filles nées dans
cette famille.

g Déterminer la loi de probabilité de F ainsi que son espérance |1 et son écart type G.
2

On souhaite simuler N échantillons de n familles et étudier la proportion des cas ol 'écart entre la
moyenne d'un échantillon et | est inférieur ou égal a 20

Vn

a. Créer une fonction famille qui simule la naissance de deux enfants issues de grossesses non
gémellaires et renvoie le nombre de filles nées.

Limport random as rd

“from math import sqrt
3

idef famille():
6

b. Compléter la fonction ci-dessous afin qu'elle renvoie le nombre moyen de filles sur i familles
simulées ayant deux enfants issus de grossesses non gémélaires.

10def simul_n_familles(n):

11 fidlles=5%%.

12 for k in range(n):
13 filles=...

14 moyenne=. ..

1S return(moyenne)

c. Expliquer le role de la fonction suivante.

| 'def ecart(moyenne,n,mu,sigma):

L8 if abs(moyenne-mu)<2*sigma/sqrt(n):
return(True)

else:
return(False)

[Va]

-
3 2

e

[T

cl. Expliquer la ligne 27 de la fonction suivante puis compléter cette fonction.

2idef simul_N_échantillons_de_n_familles(n,N):
somme=0
2% for j in range(...):
21 somme=somme+ecart(simul_n_familles(n),n,40/41,sqrt(840/1681))
28 proportion=...
29 return(proportion)

(3) Exécuter linstruction simul_N_échantillons_de_n_familles (1000, 100).
Interpréter et commenter les résultats obtenus.
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5 Fréquence d’apparition des lettres d'un texte donné

Objectifs
Calculer lafr e
an

danne, en

en anglais.

On considére la fonction python ci-contre.

ldef a(texte): #le texte est écrit entiérement
2#en lettres minuscules, sans dgccent et sans espace
3 nbcar=0

1 for 1 in range (len(texte)):

5 if texte[i]=="a":

6 nbcar=nbcar+1

7 return{nbcar)

a. Expliquer ce que renvoie a('lesmathematiquessontsympathiques").
b. Quel est le role de cette fonction ?

a. Créer une fonction alphabet qui renvoie l'effectif de chaque lettre de I'alphabet dans un texte, qui
sera I'argument de la fonction.

b. Modifier cette fonction afin qu’elle renvoie la fréquence de chaque lettre de l'alphabet dans un
texte.

c. Utiliser cette fonction pour déterminer la lettre qui semble étre la plus fréquente dans un texte
frangais donné.

Le codage de César consiste a décaler les lettres de I'alphabet d'un certain nombre de rangs. On a
codé ainsi |'extrait d'un texte francais connu et on a obtenu :
xltecpnzemplfdfcfylemcepapenspepyltepydzympnfygezxlrpxltecpepylcoalcwzopfclw
wpnspwftetyelapfacpdnpwlyrlrppemzyuzfexzydt pfecofnzemplfbfpgzfd pepduzwtbfp
gzfdxpdpxmwpkmplfdlydxpyetcdtgzecpelxlrpdpclaazeeplgzecpawfxlrpgzfdpepdwp
aspytiopdszepdopnpdmztdlnpdxzedwpnzemplfypdpd pyealdopuztppeazfcxzyecped
Impwwpgztitwzfgepfywlerpmpnwltddpezxmpedlacztp
a. En utilisant les questions précédentes, conjecturer le décalage effectué pour ce codage.

b. A I'aide de cette ldef decodage(texte): #le texte est écrit entiérement
conjecture, compléter 2#en Lettres minuscules, sans accent et sans espace
la fonction ci-contre afin i f%phﬁlbetf'abcdefgh ijklmnopgrstuvwxyz"
qu'elle puisse décoder & p o
d r 5 or i in range(...):
un texte donne. 6 LT.append(alphabet[...])
c. De quelle ceuvre ce texte 7 for i in range(...):
est-il tiré 7 E LT.append(alphabet[...])
9 textedecode=[]
10 for k in range(len(texte)):
11 textedecode.append(alphabet[LT.index(texte[k])])
12 return(”".join(textedecode))
. MEMENTO PYTHON : VOIR RABATS
* La boucle Pour s'écrit de la maniére suivante. * Le premier élément de la liste est L[@],
Boucle avec un compteur k variantdeaab : le2°L[1], etc.
1for k in range(a,b+1): * On peut ajouter un élément a la fin d'une liste :
2 instructions
»> L=[1,2,3]
* Créer une liste « en extension », c'est entrer un >>> L.append(4)
par un les éléments de laliste : >»>> L

»>> L=['Bonjour', 'mardi',11,2018]

*»> L

['Bonjour', 'mardi', 11, 2018]

® On peut utiliser la longueurd‘une liste L, c’est-
a-dire le nombre d'éléments de cette liste :

len(L)

1, 2; 3, 4]

» Lindex(n) renvoie |'indice de la premiere
occurence de n dans la liste L.

>>»> L=[2,4,6,8]
>>> L.index(6)
2

* ' _joincode(L) renvoie tous les éléments de la
liste L « collés » les uns aux autres.



Outils numériques

5 Bandit manchot

Objectifs Le bandit manchot est un jeu de
et machine a sous.

Lorsqu’on tire le levier, trois rou-
leaux tournent et s'arrétent surun
chiffre compris entre 1 et 9 pour le
rouleau le plus a gauche, entre O et
9 pour les deux rouleaux suivants.
Lorsque le joueur, qui a misé 1€
pour jouer, obtient trois fois le
méme chiffre, il gagne 70 €.

On suppose que pour chaque rou-
leau, on a autant de chances de
tomber surchacun des chiffres pos-
sibles, et ce, indépendamment de
ce que donnent les autres rouleaux.

1) On appelle X le gain algébrique du joueur pour une partie.
Déterminer la loi de probabilité de X ainsi que son espérance L et son écart type o.

2) On souhaite simuler 100 échantillons de 500 parties et étudier la proportion des cas ou I'écart entre
la moyenne d'un échantillon et p est inférieur ou égal a 26

Pour cela, on a commencé la feuille de calcul ci-dessous afin de simuler une partie de ce jeu.
Expliquer la formule entrée en cellule B2.

A . B C D
Valeur prise
| par X
- ™

Partie 1 -1 [=SI(ALEA()<1/100;69;-1) |
Partie 2

Partie 3

Partie 4

Partie 5

Partie 6

e B R R T

CS) a. Simuler un échantillon de 500 parties, puis 100 échantillons de 500 parties.

b.En cellule B505, on a entré une formule qui affiche 1 lorsque la condition est vérifiée et 0 sinon.
Quelle formule a-t-on pu rentrer ?

435 Partie 494 69 -1 -1 -1 1
496 Partie 495 -1 -1 -1 -1 1
437 Partie 496 -1 -1 -1 -1 1
438 Partie 497 -1 -1 -1 -1 1
499 Partie 498 -1 -1 -1 -1 1
500 Partie 499 -1 -1 -1 -1 1
501 Partie 500 -1 -1 -1 -1 1
502 m= -0,16 -0,16 -0,16 0,12 -0,58
503/ 0.3

504 0 6,96491206

@cart entre m et g est
505 inférieur ou egal a 20/v500 ? 1 1 1 1 1

nombre de cas ou I'écart
entre m et |1 est inférieur ou
506 égal & 20/V500 98
c. Compléter la feuille de tableur comme ci-dessus.

d. Renouveler les simulations avec la touche F9 (ou CTRL+MAJ+F9) et commenter les résultats obtenus.




Chapitre 10 « Variables aléatoires réelles

Chuck-a-luck

Objectif Le jeu américain Chuck-a-luck consiste a parier sur un nombre de 1 a 6 puis a lancer trois dés
supposés équilibrés.

Sile nombre sur lequel on a parié sort trois fois, on gagne 3 €, s'il sort deux fois, on gagne 2 €,
s'il sort une fois, on gagne 1 €, et s'il ne sort pas, on perd 1 €.

Léa a choisi de parier sur le 3.

On appelle G la variable aléatoire égale au gain algébrique de Léa.
a. Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire G.

b. Déterminer l'espérance de la variable aléatoire G.

C2) On souhaite étudier la distance entre I'espérance de G et la moyenne obtenue lors d'un échantillon
simulé. Pour cela, on a commencé la feuille de calcul ci-dessous afin de simuler des parties de ce jeu.

A B C D E E G H
1 Choixde Léa 3
2
3
Nombre de
dé1 dé2 dé3 fois U ot do 1l
choix de Léa
: % e N
5 Partiel 1 ] 2 0 -1
6 Partie 2
7 Partie3
8 Partied
9 Partie 5

a.Quelle formule a-t-on pu entrer dans les cellules B5, C5, D5 et E5 7

b. Expliquer la formule entrée en cellule F5.

c. Construire une telle feuille de calcul pour simuler 100 parties de ce jeu.

d. Comparer la moyenne de gain de cet échantillon simulé avec I'espérance trouvée a la question 1.

e. Augmenter le nombre d'experiences simulées et relancer plusieurs fois la simulation
(F9 ou Ctrl + MAJ + F9).
Commenter les résultats obtenus.

Tableur * Lorsqu’on met un « $ » devant la lettre ou le
* Lorsqu‘on rentre une formule, comportant des nombre, par recopie vers la droite ou la gauche

noms de cellules et qu‘on I'étire, le nom des (ou le haut ou le bas), la référence a la colonne

cellules se « décale » si le nom de la cellule ne (ou la ligne) ne change pas.

comporte pas de «$ ». 8 C D E F

0 2 5 10 15
8 c D E F G 3
lo |2 5 0 15 =B143852 =C1+5B$2 =D1+$BS2 =E1+5BS2 =F1+3852 |

|=B1+43 [=C143 =D143 =E1#3 =F1s3 |
- -0

Options de recopie incrémentée

] |:SI(conditi0n;\.raIeur Waleur}!)] renvoie la valeur
1 si la condition est vérifiée et la valeur 2 sinon.

* |=NBSI(A100:A200;">=1")| compte le nombre de
cellules de la colonne A entre les lignes 100 et
den. 200 dont le contenu est supérieur ou égal a 1.

» La fonction ABS(n) renvoie la valeur absolue




| Calcul mental \

5
o Calculer le plus rapidement possible. o On lance deux fois successivement une piéce
2 1 équilibrée. On appelle X le nombre de « Face »
1. £x8+5+5
3 3 obtenues.
3 1

2. 1-=—-= F
10 5 F1<i:_2.
2

3 %x0,3+%x 0,36+(-0,4) <

4.1a9-57 +3(5-57

2o F
F=—_".2

FZ
eDéterminer la loi de probabilité de X.
o La loi de probabilité d'une variable aléatoire X

est donnée par le tableau suivant. Compléter |'arbre pondéré suivant sachant que
- 51 5 1 5 B(X=5)=0,18.
X=5
P(X=x,) R R A
i 2 3 0,8 A X3
0,9 ™2 i
*Quevautk?
. A X =3
Un jeu donne une répartition des gains selon ﬁ'_‘_“.““AZ —X=5
les probabilités suivantes.
Gain +5 0 =2
e 111 |.Z
Probabilité 5 2 13
* Ce jeu est-il équitable ?
k DIAPORAMA

EN PLUS

[ 2uomatismes )

o « Rien ne sert de courir, il faut partir a point. » o Un jeu équitable (c’est-a-dire dont I'espérance de

o W ) r o gain est nulle) donne une répartition des gains
. selon les probabilités suivantes.

N

Gain

Probabilité

W= ro

1
6

BRI e, AN * Quelles sont les valeurs manquantes ?
On écrit chaque mot de cette citation sur uncar-
ton. On place tous les cartons dans une urne et
on tire au hasard un de ces cartons.

* A ce jeu, combien de lettres en moyenne
peut-on espérer obtenir sur le carton tiré ? Xx; =] 0,5 2

P(X=x,) 05 03

On donne la loi de probabilité du gain X obtenu
lors d’un jeu A et celle du gain Y obtenu a un jeu B.

La loi de probabilité d'une variable aléatoire S est
donnée dans le tableau suivant.

5; 2013 0 2015 Yi =25 0 2
_ 234 260 234 P(Y=y) 02 0,4
RAS=s) 728 728 728 i
* Quelle est son espérance ? « A quel jeu vaut-il mieux jouer ?

@



/_( Préparation d’un oral W

Chapitre 10 » Variables aléatoires réelles

o Surun panel de 2 527 familles n‘ayant que deux enfants, on note X

Prépa ne trace écrite
ISpetsh e et s el le hombre de garcons de chaque famille.Ona P(X=2) = %

permettant de présenter
a I'oral une argumentation o Si toutes les valeurs prises par une variable aléatoire X sont négatives,
indiquant si les propositions alors I'espérance de X est négative.

sont vraies ou fausses. - . . L . o .
o L'écart type d’une variable aléatoire est toujours inférieur a sa

variance.

—\

/

e

_( Travail en gr

Constituer des groupes de 4 éléves qui auront chacun un des rdles suivants.
Résoudre tous ensemble la situation donnée. Remettre une trace écrite de cette résolution.

O Anima%Ur | pogiciane . Ambassadeny o, Maitre

anse Sssssae T )
-o'---c-o--oo--- : B e y L R L — t&m
cTESPOnsabl'e 8ﬂ.bﬁdf =R ‘EDTTE-paroie:“ ---..............?i
du niveau sonore U groupe, * responsable
du groupe : responSa'N?de' o seul autorisé a " "Wanceme
i | la trace écrite rédigée communiquer U travail g nt
. distribue la paroie par tous les membres avec le professeur ) U groupe
pour que chactin dugroupe et, éventuellement, * Veille au resp ot
s'exprime d'autres groupes utemps impary;

Axelle propose a Hapsatou de jouer au dé. Elle sort trois dés d’'une boite : un rouge, un vert et un bleu.
Hapsatou s'étonne : « Tes dés sont étranges | Le rouge a deux « 3 », deux «4 » et deux «8 » ! ». Axelle répond :
« Oui, ils sont tous spéciaux : le vert a deux « 1 », deux « 5 » et deux « 12 », quant au bleu, il a deux « 2 »,
deux « 6 » et deux « 7 ». Je te propose de jouer avec : on choisit un dé, on le lance et celui quifait le plus
grand résultat a gagné. Pour te prouver que ce nest pas truqué, je te laisse choisir ton dé en premier. »

= Que penser de la proposition d'Axelle ?

=

dos
=

Dans le jeu Croix-Pile, Nicalas Bernoulli écrit : « Pierre joue avec Paul a croix

Aprés avoir effectué ou pile, avec cette condition que si Paul améne pile au premier coup, il
les recherches indiquées, donnera un écu a Pierre ; s'il n'améne pile qu'au deuxiéme coup, deux
préparer une présentation écus; s'il n"améne pile qu'au troisiéme coup, quatre écus ; au quatriéme,
orale, un poster ou huit écus ; au cinquiéme, seize. »

un diaporama. On suppose que les joueurs jouent en cing coups au maximum (ils s'ar-

rétentaprés). On note X la variable aléatoire égale a la somme recue par
Pierre a la fin d'une partie.

1. Donner la loi de probabilité de X et calculer E(X). Que représente cette
valeur pour Paul dans le contexte du probléme ?

2. Plus généralement, si le nombre de coups n'est pas limité, ce jeu est
a l'origine d'un phénoméne appelé « Paradoxe de Saint-Pétersbourg ».
Effectuer des recherches sur ce paradoxe et I'expliquer en utilisant la
notion de variable aléatoire.

e

@
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o Beignets a lapomme

Variable aléatoire et loi de probabilité B
' S

. Sav®
o Un jeu consiste a lancer un dé cubique. On gagne 5 €
sion obtient un multiple de 3 et on perd 4 € sinon. On
note G la variable aléatoire égale au gain algébrique
du joueur.
1.Quel est I'ensemble des valeurs prises par la variable
aléatoire G 7
2. Donner les issues réalisant I'événement {G = -4}
3. Donner les issues réalisant I'événement {G > 0}.

Un jeu consiste a tirer au hasard une boule dans un sac
contenant 15 boulesnumérotéesde 1 a 15. On gagne
2 € si on obtient un multiple de 2 ; 7 € si on obtient
un multiple de 7 et on perd 10 € sinon.

Onnote X la variable aléatoire égale au gain algébrique i -
du joueur. A la boulangerie, Sandy demande a la boulangére de
1. Quel est I'ensemble des valeurs prises par la variable choisir au hasard deux beignets. Il y a six beignets a la
aléatoire X 7 pomme, cing beignets choco-noisettes et neuf beignets
2. Donner les issues réalisant I'événement {X = 9}. aux fruits rouges.
3. Donner les issues réalisant I'évéenement {X = 0}. On note B la variable aléatoire égale au nombre de
beignets a la pomme choisis.
X est une variable aléatoire qui suit la loi de probabilité 1. Quel est I'ensemble des valeurs prises par la variable
donnée dans le tableau suivant : aléatoire B 7
2. Calculer P(B = 2).
X -2 3 4 7 10 3. Calculer P(B =1).
P(X=x,;) 024 012 02 04 004 4. Calculer P(B = 1).
Calculer PIX=7)et P(X < 5). q On lance deux dés tétraédriques équilibrés dont les
faces sont numérotées de 1 a 4. On note § la variable
o On lance un dé cubique équilibré dont les faces sont aléatoire égale a la somme des points obtenus.
numérotées de 1 3 6. On note X la variable aléatoire 1. Lister dans un tableau a double entrée tous les résul-
égale au double du numéro obtenu sur la face du tats possibles.
dessus. 2. En déduire la loi de probabilité de la variable aléa-
* Déterminer la loi de probabilité de la variable aléa- toire .
toire X
o Yest une variable aléatoire qui suit |a loi de probabilité
o Parmi les tableaux suivants, le(s)quel(s) peuvent repré- donnée dans le tableau suivant.
senter la loi de probabilité d'une variable aléatoire X ? ; sl s s
X, 5 10 15 20 ’
P(Y=y) N s
P(X=x,) 0 12 01 07 : 4 6 3 4
» Déterminer P(Y = 0), P(-1 = Y =<5) et P(|¥]=2).
X; 5 10 15 20
P(X=x,) 032 023 022 023 o Dans une urne, on place dix boules numérotées
de 1 a10. On y tire une boule au hasard et on note
¥ 5 10 15 20 V la variable aléatoire égale au nombre de voyelles
nécessaires pour écrire en toutes lettres le numéro
RE=x) Did: =D | 08,103 de la boule tirée.
X, 5 10 15 20 = Déterminer la loi de probabilité de V.
P(X=x,) % 1; % % @ Dans un jeu de 32 cartes, on tire une carte au hasard.
Si on obtient une figure, on gagne 10 points, sinon, on
X; 5 10 15 20 perd la valeur de la carte.
P(X=x,) 1121313 » Modéliser cette situation a l'aide d'une variable aléa-
8 16 8 16

toire et préciser sa loi de probabilité.
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On lance deux fois un dé équilibré a quatre faces numé-
rotées 1, 2, 2 et 3 et on note X la somme des deux
numeéros obtenus sur la face du dessous.

On dispose par ailleurs d'une urne contenant des boules
numeérotées 1, 2, 2 et 3 et on tire successivement et
sans remise deux boules de cette urne. On note Y la
somme des deux numéros obtenus.

Pour chaque affirmation suivante, indiquer la seule
proposition correcte en justifiant.

1. L'ensemble des valeurs prises par X est :
@11;2;3;4;5;6} (©)B;4;5
(©12;3;4;5;6} @1;2;3)

2. L'ensemble des valeurs prises par Y est:
@11;2;3;4;5;6}  (b)13;4;5}

(©12;3;4;5;6) @023

3. La loi de probabilité de X est :

@
X; 3|45
1 1 1
PX=x) 3|33
®
T 2|3 |4|5]|%
1/4/6 |41

be

Il
]
j—
>
o
i
(=]
=
>

X, 3 4 5
1| 1401
ft=m) 2 2 %
@.
X; 203 (9 5 |6
) BER, T 4
AX=x) 5 5 5 5 §
4. La loi de probabilité de Yest:
-
@
£, 3 4 5
11|12
X =xy 3|33
®
%, 2 3 4 5 6
_ A1 l4 /(64 1
PX=x) 16 16 16 16 16
©
£, 3 4 5
i S I i
AX=x) 22|32
@
X, 2 | 3|4|5]|6®6
2 S KO O (1 N 1
=1 5|5 |5|5|5

12)

®
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Dans une urne contenant deux boules rouges, trois
vertes et dix oranges, on tire une boule au hasard. On
gagne 3 € sila boule est verte, on perd 1 € si elle est
orange, et on gagne 2 € sinon. On appelle G la variable
aléatoire égale au gain algébrique du joueur.

= Déterminer la loi de probabilité de G.

Lorsd'une tombola, on a une chance sur dix de gagner
un lot d'une valeur de 100 € et autant de chances de
gagner un lot d'une valeur de 20 € que de ne rien
gagner.

On note G la variable alétoire égale au gain d'un joueur.
1. Déterminer la loi de probabilité de .

2. Déterminer la probabilité de gagner a ce jeu.

Une boite contient cinq boules numérotées de 1 a 5.
Ontire au hasard, successivement et sans remise deux
boules dans la boite. On nate S la variable aléatoire
égale a la somme des deux numeros obtenus.

1. Représenter cette situation par un arbre pondéré.
2. Déterminer P(X = 6).

3. Déterminer P(X < 5).

4. Déterminer P(X = 7).

Une urne contient dix boules numérotéesde 1a 10.On
tire une boule au hasard dans cette urne et on note T
la variable aléatoire qui prend la valeur 5 si le numéro
est un multiple de 3 et la valeur 0 sinon.

« Déterminer la loi de probabilité de la variable aléa-
toire T.

Le nombre de caisses en service a midi dans un super-
marché donné est une variable aléatoire prenant les
valeurs 1, 2, 3 et 4. Elle vaut :

« 1 avec la probabilité 0,2 ;

« 2 avec la probabilité 0,3 ;

= 3 avec la probabilité 0,25.

1. Calculer la probabilité que quatre caisses soit en
service a midi dans ce supermarché.

2. Calculerla probabilité qu'ily ait au moins deux caisses
en service a midi dans ce supermarché.

On donne la loi de probabilité d’'une variable aléatoire
T dans le tableau suivant.

t. =2

P(T=t,)

Pour chacune des affirmations suivantes, dire si elle
est vraie ou fausse en justifiant la réponse.

_7 _7
1.P(T<4)=L 2.PT=3)=L
( )=3 ( )= 3
3.P(T=0)=0 4.P(T>-3)=0

5. 0n ne peut pas calculer P(T < 6).



@ Raisonner, calculer

Zestunevariable aléatoire prenant les valeurs 10, 20,
30 et 40.

OnaP(Z=10)= P(Z=30)= % et P(Z=20) =%P(Z:40}.
* Quelle est la loi de probabilité de Z?

On choisit au hasard un nombre entier entre 15 et 25
et on note § la somme des chiffres du nombre choisi.

* Quelle est laloi de probabilité de la variable aléatoire S ?

Tirage au hasard

Un jeu consiste a tirer au hasard une carte dans un
jeude 52.

«sion tireun as, ongagne 5 € ;

« si on tire une figure, ongagne 2 € ;

« dans tous les autres cas, on perd 1 €.

* Déterminer la loi de probabilité du gain algébrique
d'un joueur.

PYTHON
Communiquer
On s'intéresse a la fonction suivante écrite en Python.

1 from random import randint

-
&

3 def gain():
4 tirage=randint(1,11)
S if tirage==2:
3 G=3
7 elif tirage==4:
8 G=-5
9 else:
10 G=-10
11 return(G)

* Inventer une situation dans laguelle cette fonction
pourrait étre utilisée.

Lors d'une animation dans un supermarché, on dis-
tribue 200 enveloppes contenant des bons d‘achat.
Deux de ces enveloppes contiennent un bon de 50 €,
dix contiennent un bon de 20 € et les autres contien-
nent un bonde 10 €.

On interroge au hasard un client qui a obtenu une
enveloppe et on note R la variable aléatoire égale au
montant du bon de réduction obtenu.

* Déterminer la loi de probabilité de R.

3264

®

)
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Espérance et écart type
d’une variable aléatoire

Unlot de dix piéces contient trois piéces défectueuses.
On tire successivement et au hasard deux piéces de
ce lot (sans remise). X désigne le nombre de piéces
défectueuses parmi les piéces tirées.

1. Calculer I'espérance de X ainsi que son écart type.
2. Quelle est la probabilité que parmiles deux piéces
tirées, au moins une soit défectueuse ?

Une variable aléatoire Za |a loi de probabilité suivante.

z; O Eme.
21 6 5
B(Z—2) 37 98 32

= Calculer I'espérance et I'écart type de Z.

Une urne contient douze boules, des bleues, des
vertes et des blanches. Six sont bleues et une seule
est blanche.

On tire au hasard une boule de I'urne et on définit une
variable aléatoire X égale au gain algébrique obtenu
sachant que :

« on perd 3 € sila boule tirée est bleue;

« ongagne 1 € sila boule tirée est verte ;

= on gagne 7 € si la boule tirée est blanche.

1. Déterminer la loi de probabilité de X.

2. Déterminer 'espérance de X.

3. Déterminer 'écart-type de X.

Appels recus

o : S
A l'accueil d'une agence bancaire, on étudie le nombre
d’appels recus dans un laps de temps de 5 minutes.
La loi de probabilité déduite de cette étude est la
suivante.

Nombre d'appels 0 1 2 3
Probabilité 008 025 048 019

1. Quelle est la probabilité de recevoir au moins deux
appels pendant ce laps de temps ?

2. On considere que cette étude reste valable quelle
que soit I'heure de la journée. Quel est le nombre
moyen d‘appels dans un laps de temps de 5 minutes
dans cette agence?



brée et on note les résultats obtenus.

Par exemple, (Face ; Face ; Pile) est une issue que lI'on
notera FFP.

1. Représenter cette expérience par un arbre pondéré.
2. Déterminer la probabilité pour que le troisiéme lancer
de la piece donne « Face ».

3. A chaque tirage, on associe 20 points pour « Pile »
et 10 points pour « Face ».

On note X lasomme des points obtenus.

Donner la loi de probabilité de X et calculer son espé-
rance. Interpréter cette valeur.

On lance trois fois de suite une piéce de monnaie
equilibrée.

Sion obtient trois fois « Pile » ou trois fois « Face », on
gagne 10 euros, sinon on perd 2 euros.

1. Déterminer la loi de probabilité de la variable aléa-
toire égale au gain algébrique du joueur.

2. Déterminer 'espérance de ce gain ainsi que son
écart type.

3. A-t-onintérét ajouera ce jeu?

Dans un lot de 150 piles, dont 20 sont insuffisamment
chargées, on tire successivement et sans remise deux
piles.

1. Quelle est la probabilité que, dans ce tirage, les deux
piles tirées soient insuffisamment chargées ?

2. Quelle est la probabilité que, dans ce tirage, au plus
une pile soit insuffisamment chargée 7

3. Quelle est le nombre moyen de piles insuffisamment
chargées obtenues si on réitére un grand nombre de
fois un tel tirage ?

On donne ci-dessous la représentation graphique de
la loi de probabilité d'une variable aléatoire X.

1P(X=x)

N

X

1. Déterminer l'espérance de X.
2. Déterminer |'écart type de X.

Dire si les affirmations suivantes sont vraies ou fausses
et argumenter la réponse.

1.Plus l'espérance d’une variable aléatoire est grande,
plus les valeurs qu‘elle peut prendre sont dispersées.
2. Lavariance d’'une variable aléatoire est toujours un
nombre réel positif.

o

D

p
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Chapitre 10 « Variables aléatoires réelles

@ On lance trois fois de suite une piéce de monnaie équili- @

On lance deux dés cubiques équilibrés et on note
§ la variable aléatoire égale a la somme obtenue.
L'espérance de S vaut 7.

Parmi les affirmations suivantes, la(les)quelle(s) est
(sont) vraie(s) ?

1.Si on obtient 1 avec le premier dé, on obtient forcé-
ment 6 avec le second dé.

2. Quel que soit le nombre defois que l'on répéte cette
expérience aléatoire, la moyenne de la somme des
points obtenus vaut toujours 7.

3. La somme des points obtenus peut valoir 2.

4. La somme des points obtenus peut valoir 1.

Une roulette de casino comporte 37 secteurs de méme
surface. 18 sont rouges, 18 sont noirs et le dernier est
vert.

On mise 1 € sur une couleur rouge ou noire et on
recoit le double de sa mise si la couleur annoncée est
la bonne. Sinon, on perd sa mise.

* Déterminer |'espérance de gain d'un joueur jouant
un grand nombre de parties.

Une piéce de monnaie est truquée. On appelle X le
nombre de « Pile » obtenus lors d'un lancer (X peut

donc prendre la valeur 0 ou 1). On sait que E (X) = %
» Déterminer la loi de probabilité de X.

Des sondeurs interrogent trois personnes au hasard
dans la rue. On note G la variable aléatoire égale au
nombre d’hommes interrogés par un sondeur pris au
hasard.

= Déterminer I'espérance de X et interpréter concrete-
ment cette espérance.

Dans un jeude 52 cartes, on tire successivement et au
hasard deux cartes avec remise.

On gagne 3 € si la carte est une figure rouge, 2 € sila
carte est une figure noire et 5 € sila carte est un as. On
perd 50 centimes dans tous les autres cas.

= A-t-onintérét a jouer a ce jeu?

Un jeu consiste a lancer une piéce de monnaie. On
gagne 2 € si on obtient « Pile » et on perd 1 € si on
obtient « Face ».

= Comment peut-on truquer la piéce pour que le jeu
soit équitable ?

Soit @ nombre réel. Y est une variable aléatoire qui
représente le gain algébrique a un certain jeu et qui
suit la loi de probabilité donnée dans le tableau suivant.

-2 -1 a

Vi
P(Y=y) 05 04 01

= Déterminer la valeur de a pour que ce jeu soit
équitable.

@



@ Calculer, raisonner
Les caractéristiques de deux jeux sont données dans
le tableau ci-dessous.

Jeul Jeu2
-2

1
2

-1

Gain 3
3 5
8

Probabilité 8

M= w

» A quel jeu est-il préférable de jouer ? Argumenter

On lance deux dés équilibrés a 6 faces : un dé rouge
et un dé bleu. On note le couple de résultats obtenus
(R; B), R représentant le résultat du dé rouge et B le
résultat du dé bleu, et on considére dans un repére le
point M de coordonnées (R; B).

On gagne 5 € si ce point appartient a la droite d"équa-
tion y=2x, 10 € s'il appartient a la droite d'équation
y = 3x, sinon, on ne gagne rien.

1. Quelle est la loi de probabilité du gain ?

2. Quel gain moyen peut-on espérer ?

Raisonner, calculer, représenter
Compléter les valeurs manquantes sur |'arbre suivant

sachant que P(X = 3) = x4

20°

i
10 —_— =
1 R<R2 Ky
< 1 N,—X=3
RZ—aX=’.
N1<N2—-,\'=3

(42 Wiico]

On considére 'algorithme suivant.

k0

L « liste vide

Tantque k<5
kek+1
ajouter a LI'élément (nombre entier
aléatoire entre 1 et 4 + nombre
entier aléatoire entre 1 et 4)

1. Ecrire un contenu possible de la liste L aprés I'exé-
cution de ce programme.

2. Ecrire un énoncé de probléme pour lequel ce pro-
gramme pourrait étre utile.

On considére une rangée de quatre cases numérotées
de 1 a 4 et unjeton initialement placé sur la case 1.

1 2 3 4
@

On lance une piéce équilibrée trois fois de suite. Sielle
tombe sur « Pile », le jeton avance d'une case, sinon, il
ne bouge pas. Onnote Nle numéro de la case occupée
au final par le jeton.

« Déterminer la loi de probabilité de V.
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Raisonner, calculer

On lance simultané-
ment deux dés équi-
librés et on note S la
somme obtenue.

» Quelle est I'espérance
de § 7 Comment l'inter-
préter?

X est une variable aléatoire prenant les valeurs -2;
-1;0et10.

Ona:
«P(X=-2)=P(X=10)
« P(X=-1) :%P(X: 0)

« P(X=-2)=3P(X=0)
= Quelle est laloi de probabilité de la variable aléatoire X ?

Représenter

On dispose d'un cube
en bois de c6té 3 cm et
on le peint en rouge.
On decoupe ce cube en
27 petits cubes de 1 cm
de cote que l'on place
dans un sac opaque.
Ontire un cube de ce sac
et on note R le nombres
de faces peintes en rouge du cube tiré.

= Déterminer la loi de probabilité de la variable R.

Dans une ville comportant
15 000 foyers, une enquéte portant
sur les habitudes en matiére d'écol-
ogie a donné les résultats suivants :
= 10 500 foyers pratiquent le tri sélectif ;
= parmi les foyers pratiquant le tri
sélectif, 30 % consomment des produits bio;

« parmi les foyers ne pratiquant pas le tri sélectif, 450
consomment des produits bio.

On choisit un ménage au hasard et on note :
TI'événement: « Le foyer pratique le tri sélectif. »;

B I'événement : « Le foyer consomme des produits bio. »
1. Déterminer P(T), P(T N B) et P(T N B).

2. Justifier que P(B) = 0,24.

3. Cetteville décide de favoriser les ménages ayant un
comportement éco-citoyen. Pour cela, elle offre chaque
année un chéque de 50 € aux foyers qui pratiquent le
tri sélectif et un chéque de 20 € aux foyers qui consom-
ment des produits bio (les deux récompenses pouvant
étre cumulées).

Soit § lasomme d'argent recue par un ménage choisi
au hasard.

a. Donner les différentes valeurs que peut prendre S.
b. Déterminer la loi de probabilité de S.

c. Calculer I'espérance de § et interpréter ce résultat.




O m

Une variable aléatoire X prend toutes les valeurs
entiéres de 1 a 100.
On a, pour tout k entier entre 1 et 100 :

P(X:k}:—sé‘so.

» Ecrire un algorithme en langage naturel qui calcule
l'espérance de X.

ALGO
Communiquer
On considére la fonction suivante écrite en Python.

PYTHON

1 from random import random

2

3 def gain():

4 tirage=floor(random()*6+1)
S if tirage<=2:

€ X=5

7 elif tirage==4:

8 X=-3

9 else:

10 X=-20

11 return(X)

¢ Inventer une situation dans laquelle cette fonction
pourrait étre utile.

On considére une roue partagée en 15 secteurs
angulaires identiques numérotés de 1 a 15 comme
représentée ci-dessous.

On fait tourner cette roue et la fleche rouge arrive dans
un des 15 secteurs dont on note le numéro.

1. Déterminer la probabilité des événements suivants:
a. A: « Le numéro est un multiple de 5. »

b. B : « Le numéro n'est pas un multiple de 3. »

. C: «Le numéro est pair et striccement inférieura 10.»
dANB

e.BUC

2. 0On définit la variable aléatoire X en associanta la
couleur bleue sur la roue le nombre 80, a la couleur
verte le nombre 20, a la couleur rose le nombre 10 et
a la couleur orange le nombre 0.

a. Déterminer la loi de probabilité de X.

b. On suppose que ces nombres correspondent a des
gains en euros. Quelle doit étre la mise de départ pour
que le jeu soit équitable ?

52
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Chapitre 10 « Variables aléatoires réelles

On lance une fois un dé non truqué a six faces
numérotées de 1a 6.

1. Soit X la variable aléatoire égale au nombre de points
obtenus. Quelle est I'espérance de X ?

2.0n suppose qu'onrecoit 12 € sion obtient 1, rien si
on obtient 2, 3 ou 4, et 6 € si on obtient 5 ou 6.

Soit G la variable aléatoire égale au gain a ce jeu.

a. Quelle est la loi de probabilité de G ?

b. Que vaut le gain moyen ?

3. On suppose maintenant qu‘on recoit 27 € pour l'ob-
tention d'un 1 et rien sinon.

Est-il préférable de jouer au jeu de la question 2 ou a
celui-ci ? Argumenter.

On considére l'algorithme suivant.

Gain « -10
Pouri allant de 1 a 50
T « nombre entier aléatoire entre 1 et6
SiT=>2
Gain « Gain + 3
Sinon
Gain <« Gain -2

« Ecrire un énoncé de probléme pour lequel cet algo-
rithme pourrait servir.

Un organisateur de jeux dispose d'une roue divisée en
huit secteurs identiques : trois bleus, un vert et quatre
rouges.

Il propose un jeu : le joueur fait toumer la roue, s'il
obtient vert, il gagne 11 €, 5'il obtientbleu, il perd, s'il
obtient rouge, il refait tourner la roue: s'il obtient vert,
il gagne 8 €, s'il obtient bleu, il gagne 6 €, 5'il obtient
rouge, il perd.

= Quel prix I'organisateur doit-il faire payer pour que
chaque partie lui rapporte en moyenne 2€ ?

Raisonner, calculer

Marion posséde quatre cartes dont trois sont rouges
et une est bleue. Elle les pose a l'envers devant Emma
sur une table et lui propose le jeu suivant : Emma
retourne une carte au hasard. Si elle obtient la carte
bleue, Marion lui donne x billes ; si elle obtient une
carte rouge, elle donne y billes a Marion.

1. Comment choisir x et y pour que le jeu soit équitable
pour Emma ?

2. L"est-il aussi alors pour Marion ?
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@ On considere I'ensemble E des entiers de 1 a 100.

On choisit dans I'ensemble E un entier au hasard et
on considére la variable aléatoire X qui prend pour
valeur cet entier.

1. Quelle est la loi de probabilité suivie par la variable
aléatoire X 7

2. Quelle est I'espérance de la variable aléatoire X ?
3. Déterminer les probabilités suivantes.

a. P(X=43) b. P(X < 20)

c. PX>61) d. P(30 = X < 40)

e. P(X € [45; 67]) f. Py~ goy (X = 35)

g. P({X < 50} U {X >80}

Une entreprise produisant des céréales décide de
glisser des bons de réductionde 1€, 2 € et 3 €dans
les paquets de céréales qu'elle fabrique. Lors d'un
contrdle de qualité sur 500 paquets, on trouve cing
bons de 3 €,52 bons de 2 € et 101 bonsde 1 €.
On s'intéresse a |'expérience suivante : on prend un
paquet de céréales au hasard et on note X le montant
de la réduction obtenue.

1. Quel modéle de probabilité parait le plus adapté
a cette situation ?

2. Ecrire un algorithme en langage naturel permettant
de simuler cette variable aléatoire X.

3. Quelle est la réduction moyenne par paquet a
laquelle peut s‘attendre un gros consommateur de
ces céréales?

Maelle achéte un nouveau téléphone portable a 200 €.
Elle hésite a prendre une assurance supplémentaire a
50 €. Elle alu qu’environ 10 % des ad olescents cassent
ou perdent leur téléphone portable, et I'assurance lui
permettrait d'étre remboursée au prix du neuf.

» Aider Maelle a prendre sa décision.

Un jeu consiste a lancer simultanément une piéce équi-
librée et un dé cubique équilibré. On gagne 10 points
si on obtient « Pile » et un multiple de 3, on gagne 3
points si on obtient « Pile » mais pas de multiple de 3,
on perd 5 points dans tous les autres cas.

On note X le nombre de points obtenus par le joueur
a la fin d'une partie.

1. Interpréter I'événement {X = -5} dans le contexte
de ce jeu.

2. Calculer P(X = 4).

3. Déterminer la loi de probabilité de X.

4. Calculerl'espérance de la variable aléatoire X.

5. Déterminer |'écart type de X.

Dans une population d’animaux ouil y a deuxfois plus
de femelles que de males, on choisit au hasard deux
individus et on note X le nombre de femelles obtenues.
= L’évenement le plus probable est-il {X = 2},{X = 1}
ou{X=0}?
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Raisonner, calculer

Un club de sport propose a ses adhérents trois types de
pratique : la compétition (C), le loisir (L) et la remise en
forme (R). Chaque adhérent ne peut pratiquer qu'une
sorte d'activité.

La répartition des adhérents est donnée par le tableau
suivant.

Activité C L R
Proportion
des adhérents 12% i >2

L'adhésion annuelle aux sections L ou R colite 50 € et
celle a la section C colte 80 €.

De plus, le club organise chaque année une sortie en
extérieur (S) pour laquelle une participation de 40 €
est demandée.

Un tiers des adhérents de la section C, un quart de
ceux de la section L et la moitié de ceux de la section
R participent a cette journéee.

1. Recopier et compléter le tableau suivant.

C L R Total

S

S
Total 100 %

2. On choisit une personne de ce club au hasard.

On note M la variable aléatoire qui, a chaque adhérent,
associe le montant annuel a payer au club.

a. Quelles sont les valeurs prises par M ?

b. Donner la loi de probabilité de M.

c. A quel prix le directeur du club de sport doit-il fixer
la sortie s'il veut que le montant moyen par adhérent
ne dépasse pas 65 € ?

Raisonner, calculer

Gaélle et Célia jouent a lancer une piéce équilibrée
selon les régles suivantes :

Gaélle lance deux fois la piece et Célia trois fois ; si
Gaélle obtient plus de « Pile » que Célia, elle gagne
10 €, sielle en obtient autant, elle gagne 1 € et sielle
en obtient moins, elle perd 5 €.

* Le jeu est-il favorable a Gaélle ou a Célia ?

Raisonner
Florane joue au basket. Elle a fait des statistiques sur
ces paniers et a obtenu les résultats suivants :

« tirs a 2 points réussis : 70 %;

« tirs a 3 points réussis : 40 %.

= Quel type de tirs devrait-elle privilégier pour mar-
quer un maximum de points ?



@ Au restaurant

Un restaurant propose a sa carte deuxtypes d'entrées :
chaude ou froide. Une entrée chaude est vendue 4 €
et une froide 3 €. Chaque client choisit une entrée
et un plat a 7 €. Il peut prendre éventuellement en
supplément un café a 1,50 €.

Le restaurant a eu 250 clients et 60 % d’entre eux ont
choisi une entrée froide.

Le restaurateur a remarqué que :

« parmi les clients ayant pris une entrée froide, 80 %
prennent un café ;

» parmi les clients ayant pris une entrée chaude, 70 %
prennent un café ;

On interroge au hasard un client de ce restaurant et
on considere la variable aléatoire S correspondant a la
somme payée par le client.

1. Déterminer la loi de probabilité de S.

2. Déterminer I'espérance de S et I'interpréter dans le
contexte de I'exercice.

Un sac contient trois jetons jaunes et sept jetons
mauves. On tire au hasard un jeton du sac. Onnote sa
couleur et on le remet dans le sac. On réitére une fois
ce tirage. Si on obtient deux jetons de méme couleur,
on gagne 15 €, sinon, on perd 5 €.

1. On souhaite simuler cette expérience aléatoire.

a. Expliquer pourquoi, avec un tableur, la formule
|: ENT(ALEA() + 0,3)[renvoie O avec la probabilité 0,7
et 1avec la probabilité 0,3.

b. Simuler 10 000 expériences.

c.Donner alors une valeur approchée du gain moyen
acejeu.

2. a. Déterminer la loi de probabilité de la variable
aléatoire donnant le gain a ce jeu.

b. Quel est le gain moyen ?

Dans un pays, 9 % des habitants sont atteints par une
épidémie. Le test de dépistage de la maladie a quelques
défauts :

«sil'individu est touché par la maladie, le test se réveéle
quand méme négatif dans 0,5 % des cas;

+si I'individu n'est pas atteint, le test se révéle tout de
méme positif dans 1,5 % des cas.

On fait passer le test a tous les habitants et on décide
de donner un traitement a tous les individus dont le
test est positif.

Chapitre 10 « Variables aléatoires réelles

1. On choisit au hasard le dossier médical d'unindividu
dans cette population.

On note A I'événement : « L'individu choisi est atteint
par la maladie. » et T I'événement: « L'individu a pris
le traitement. ».

a. Compléter |'arbre pondéré

ci-contre.
b. Quelle est la probabilité que cet <

individu ait pris ce traitement ? ;\<< T
c. A quel pourcentage de la popu-
lation le traitement est-il donné a tort ?
2. On tire au hasard un échantillon de deux individus
dans la population. On note N le nombre d'individus
de I'échantillon ayant été traité pour cette épidémie.
Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire
T, ainsi que son esperance, sa variance et son écart
type, arrondis a 0,001 prés.

Représenter,Raisonner

Dans une association sportive, un quart des femmes
et un tiers des hommes adhérent a la section tennis.
On sait également que 30% del’ensemble des membres
de cette association adhérent a la section tennis.

On choisit au hasard un membre de cette association

et on note :

« FI'événement « Le membre choisi est une femme »;
« TI'événement « Le membre choisiadhére a la section
tennis ».

1. Montrer que la probabilité de I'événement F est
2

égalea 5
2.0n choisit un membre parmiles adhérents a la sec-
tion tennis.

Quelle est la probabilité que ce membre soit une
femme?

3. Pour financer une sortie, les membres de cette asso-
ciation organisent une loterie chaque semaine pendant
deux semaines. Chagque semaine, un membre de l'asso-
ciation est choisi au hasard de maniére indépendante
pour tenir la loterie. Lors de ces deux semaines, on note
X le nombre d'adhérents de la section tennis choisis
pour tenir la loterie.

a. Quelles sont les valeurs possibles de X' ?

b. Déterminer la loi de probabilité de X.
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on note X le nombre de valeurs distinctes obtenues.
Par exemple, si on obtient 2, 6 et 1, alors X = 3, si on
obtient 4,4 et 2, alors X = 2.

* Quelle est la loi de probabilité de X ? Quelle est son
espérance?

Une urne contient n jetons (n = 9) indiscernables au
toucher dont sept sont noirs et les autres blancs.
On tire successivement et sans remise deux jetons de
cette urne.
1. Dans cette question, on suppose que n = 10.
Calculer la probabilité des évenements suivants :
A: « Les deux jetons sont blancs. » ;
B : « Les deux jetons sont de la méme couleur. »;
C: « Les deux jetons sont de couleurs différentes. »
2. On suppose maintenant que n est un entier naturel
quelconque supérieur ou égal a 9. On note X la variable
aléatoire indiquant le nombre de couleurs différentes
obtenues lors d'un tirage.
a.Déterminer laloi de probabilité de X en fonction de n.
b. Montrer que E(X) = M.

n(n—1)
c. Déterminer n afin que I'espérance soit maximale.

Dix chevaux, quatre blancs et six alezans, entrent en
piste un par un au hasard.

Onappelle X la variable aléatoire égale au nombre de
chevaux blancs précédant le premier cheval alezan.
» Déterminer la loi de probabilité et I'espérance de X.

On lance un dé trois fois de suite et on s'intéresse
au nombre L de lancers nécessaires pour obtenir le
premier 6; si l'on n‘obtient pas de 6 au bout des trois
lancers, alors L prend la valeur 0.

» Déterminer la loi de probabilité et I'espérance de L.

Raisonner, calculer

On lance deux dés bien équilibrés a six faces et on
note S la somme des points obtenus et P leur produit.
1. On note les événements A:« S=70uP =6.»
etB:«S=60uP=4.»

Quel est le plus probable de ces deux événements ?
2. On note les événements C:« S=7et P =6.»
etD:«S=4etP=4.»

Quel est le plus probable de ces deux événements ?

3324

@ On lance trois fois de suite un dé cubique équilibré et @ Trois cyclistes

\ po RO > =2l .3
Benoit, Sandrine et Eric sont en colocation et partent
ensemble au travail en vélo.

Benoit a des pneus de mauvaise qualité et créve une
fois sur quatre. Lorsque cela lui arrive, il continue a pied
et arrive bien évidemment en retard !

Eric a des problémes de santé qui font qu'il narrive a
I'heure au travail que trois fois sur cing.

Si l'un des deux est en retard, il en informe Sandrine,
qui, trés influencable, décide une fois sur trois, par
solidarité, d'arriver elle aussi en retard.

On note X la variable aléatoire donnant le nombre
de personnes de cette maisonnée arrivant a I'heure
au travail.

» Déterminer la loi de probabilité et I'espérance de X.
Interpréter.

L'entreprise EKTR fabrique des casques audio. Dans
sa production, 5 % d’entre eux ne sont pas conformes
(ils ont un défaut). Le contréle de production mis en
place dans cette entreprise rejette 96 % des casques
défaillants et malheureusement, il rejette aussi 7 % des
casques qui n‘ont pas de défaut.

1. Quelle est la probabilité qu'un casque, choisi au
hasard dans cette production, ne soit pas conforme
et ne soit pas rejeté parle controle ?

2. Quelle est la probabilité qu’il y ait une erreur de
contréle ?

3. Quelle est la probabilité qu‘un casque pris au hasard
ne soit pas rejeté par ce premier controle ?

4. Un second contrdle de production est réalisé, indé-
pendamment du premier contrdle. La probabilité qu'un
casque de cette entreprise ne soit pas rejeté aprés ce
deuxiéme controle est égale a 0,94. Un casque subit les
deux controles : I'entreprise EKTR réalise un bénéfice
de 89 € s'il nest rejeté par aucun controle ; elle perd
40 € s'il est rejeté par les deux contréles et elle réalise
un bénéfice de 29 € sinon.

Soit B la variable aléatoire égale au bénéfice en euros
réalisé par EKTR sur la fabrication d‘un casque.
Déterminer 'espérance de B et interpréter ce résultat.



@ Poissons d'ornement

Deux éleveurs produisent une race de poissons
d’ornement qui ne prennent leur couleur définitive
qu‘a I'age de trois mois :

« pour les alevins du premier élevage, entre I'age de
deux mois et I'dge de trois mois, 10 % n’ont pas sur-
vécu, 75 % deviennent rouges et les 15 % restants
deviennent gris.

- pour les alevins du deuxiéme élevage, entre I'dge
de deux mois et I'dge de trois mois, 5 % n’ont pas sur-
vécuy, 65 % deviennent rouges et les 30 % restants
deviennent gris.

Une animalerie achéte les alevins, a deux mois : 60 %
au premier éleveur, 40 % au second.

1. Un enfant achéte un poisson le lendemain de son
arrivée a I'animalerie, c’'est-a-dire a I'age de deux mois.
a.Montrer que la probabilité que le poisson soit vivant
un mois plus tard vaut 0,92.

b. Déterminer la probabilité qu’un mois plus tard le
poisson soit rouge.

2. L'animalerie décide de garder les alevins jusqu'a I'age
de trois mois, afin qu’ils soient vendus avec leur couleur
définitive. Elle gagne 1 € si le poisson est rouge, 0,25 €
s'il est gris et perd 0,10 € s'il ne survit pas.

Soit X la variable aléatoire égale au gain algébrique de
I'animalerie par poisson achete.

Déterminer la loi de probabilité de X et son espérance,
arrondie au centime.

Lors d'un jeu, un joueur
mise 5 €. Ensuite, il tire
au sort une carte parmi
quatre cartes bleues
numérotées 0, 1, 2 et 3
et une autre carte parmi
quatre cartes rouges
numérotées 1,2, 3 et 4.

Il gagne 2 € si le produit des deux résultats obtenus
estinférieura 5 etil gagne le produit des deux résultats
en euros si ce produit est supérieur a 5.

1. Combien 'organisateur de ce jeu peut-il espérer
gagner quotidiennement si 50 parties par jour sont
réalisées ?

2. Il modifie la mise du joueur pour que les 50 parties
journaliéres lui rapportent en moyenne 120 € par jour.
Quelle est la nouvelle mise ?

7c)

7]

Chapitre 10 « Variables aléatoires réelles

Approfondissement

On considére une expérience aléatoire d'univers fini Q,
un modéle de probabilité P associé a cette expérience
et X une variable aléatoire définie sur Q dont la loi de
probabilité est la suivante.

.\‘.'i Xy

P(X =x)

X,

I

;)] ;)2 ;)H
1. a. Rappeler I'expression de l'espérance E(X) de la
variable aléatoire X.
b. Soient a et b deux réels.
Donner la loi de probabilité de la variable aléatoire
aX + b.
En déduire que, pourtousréelsaetbh,ona:

ElaX + b) = aE(X) + b.
2. Soit x un nombre réel.
On considére la variable aléatoire ¥ = (X - x)2.
a. Donner l'expression développée et réduite de Y.
b. Démontrer que la fonction f: x — E[(X - x)*]admet
un minimum sur R,
Pour guelle valeur de x est-il atteint et que représente
alors ce minimum ?

Approfondissement
On considére une expérience aléatoire d'univers fini &,
un modéle de probabilité P associé a cette expérience
et X une variable aléatoire définie sur Q.
L'objectif de cet exercice est de démontrer la formule
de Kdénig-Huygens :

V(X) = E(X%) - E(X)%.
1. a.Soit @ un nombre réel. Montrer que E(aX) = aE(X).
b. Soit Y une autre variable aléatoire définie sur Q.
Montrer que E(X + Y) = E(X) + E(Y).

Ondit que I'espérance est linéaire car elle vérifie ces
deux premiéres propriétés.
c. Soit Z une variable aléatoire constante et égale a
asurf),
Expliquer pourquoi E(Z) = a.
2. a. Expliquer pourquoi on peut écrire :

V(X) = E[(X - E(X))].
b. En utilisant les propriétés démontrées au 1, montrer
que:

VIX) = E(X?) - 2E[XE(X)] + E[E(X)?].

c. Justifier que E[XE(X)] = E(X)? et que E[E(X)*] = E(X)*.
d. Conclure.
3. Soit X une variable aléatoire suivant la loi de proba-
bilité décrite ci-dessous.

X =)

1

PX=x,)

-3 5 6

02 01 06 01

a. Déterminer I'espérance de X.
b. Enutilisant la formule de Konig-Huygens démontrée
plus haut, calculer la variance de X puis son écart type.

@@



L'épreuve écrite

@ Calculer, raisonner

On lance deux fois un dé a six faces. On définit une
variable aléatoire Y en associant a chaque tirage
le nombre:

«-10sion obtientle 1;

+ 10 si on obtientle 6;

+ 0 dans tous les autres cas.
1. On suppose que le dé est parfaitement équilibré.
Donner la loi de probabilité de Y.
2. On suppose maintenant que le dé est truqué: la
probabilité d'obtenir un 6 est deux fois plus élevée que
celle d'obtenirun 2 ; toutes les autres faces sont équi-
probables, de probabilité 0,13. Le jeu est-il équitable ?

Représenter, calculer

Une boite contient trois jetons rouges et deux verts.
On tire au hasard des jetons dans la boite, un par un
et sans remise, jusqu’a obtenir un jeton vert.

X est la variable aléatoire qui donne le rang de |'ob-
tention du jeton vert.

1. A l'aide d'un arbre pondéré, déterminer la loi de
probabilité de X.

2. Calculer E(X). Interpréter ce résultat.

3. Calculer V(X) et o(X).

Raisonner, calculer

Un jeu consiste a miser une
hasard une carte dans un
Sile joueur tire un as, il
le joueur tire un roi, il
joueur tire une dame ou u .

si le joueur tire une autre carte, .%
On considére que chaquecartealaii &
d'étre tirée.

Soit X la variable aléatoire égale au gain final du joueur.
1. Déterminer la loi de probabilité de X.

2. Le jeu est-il équitable ? Discuter selon les valeurs de
la mise.

a tirer au

Dans un club de tir a l'arc, on
a relevé les résultats suivants
pour les deux meilleurs tireurs,
Chloé et Karim.

* En quel joueur peut-on avoir
le plus confiance au vu de ces
résultats ?

Nombre de points 3 5 ¥
Chloé 14 % 35% 51 %
Karim 16 % 23% 61 %

@

@

@

On considére des familles de deux enfants prises au
hasard dans une population ot une naissance sur deux
donne un gargon.

1. Compléter cet algorithme afin qu’il simule le tirage
de 1 000 de ces familles et que la variable Moyenne
contienne, aprés exécution, le nombre moyen de gar-
¢ons dans ce tirage.

Somme « ...

Pouriallantde ...a ...
Naissancel « ...
MNaissance2 « ...
Somme < ...

Moyenne « ...

2. Quelle notion a-t-on approchée ainsi ?

Dans une foire, Luc décide de participer a un jeu qui
se déroule de la maniére suivante : il tire au hasard un
jeton dans une ume qui contient quatre jetons rouges
et deux jetons bleus. Si le jeton tiré est bleu, Luc gagne
et le jeu s'arréte ; sinon, sans remettre dans l'urne le
premier jeton tiré, il tireau hasard un deuxiéme jeton.
Sice jeton est bleu, Luc gagne et le jeu s‘arréte ; sinon,
sans remettre dans l'urne le deuxiéme jeton tiré, il tire
au hasard un troisiéme jeton dans I'urne. Si ce jeton est
bleu, Luc gagne et le jeu s’arréte ; sinon le jeu s'arréte
et Luc a perdu.
Pour chaque affirmation, indiquer la seule proposition
correcte.
1. La probabilité que Luc gagne a ce jeu a l'issue du
deuxiéme tirage est :
19 2 11 4

O 95 O

2. La probabilité que Luc gagne a ce jeu a l'issue du

troisieme tirage est :
2 1
c) £ d
©= @3

1 L
@ 5 @ 2
3. La probabilité que Luc gagne a ce jeu aprés avoir
effectué au moins deux tirages est :

® ®F O @

D'aprés Bac



@ Raisonner, calculer

Un magazine est proposé sous deux versions, I'une
papier, l'autre numérique. L'éditeur a chargé une
plateforme d‘appels de démarcher une liste de clients
potentiels. Le centre d'appel contacte une personne au
hasard sur cette liste. On considére les événements :

P : « La personne contactée s'abonne a la version
papier.» et N : « La personne contactée s'abonne ala
version numérique. ».

Une étude a montré que:

» la probabilité qu'une personne contactée s'abonne
a la version papier est de 0,18;

» la probabilité qu'une personne contactée s'abonne
a la version numérique est de 0,22;

»la probabilité qu‘une personne contactée ne s'abonne
a aucune des deux versions est de 0,83.

Pour chacune des personnes appelée par le centre,
I'éditeur paie au centre d'appels :

» 1 € sila personne ne s'abonne pas ;

= 5 € sila personne s‘abonne seulement a la version
numérique;

» 6 € sila personne s'abonne seulement a la version
papier;

+ 10 € si la personne s’abonne aux deux versions.

On appelle S la variable aléatoire indiquant la somme
recue par la plateforme d'appels pour une personne
contactée.

1. Déterminer la loi de probabilité de S.

2, Donner une estimation de la somme percue par la
plateforme si elle parvient a contacter 10 000 clients
potentiels.

Calculer

Une urne contient 10 boules blanches et n boules
rouges, n étant un entier naturel supérieur ou égal a 2.
On fait tirer & un joueur des boules de I'urne. A chaque
tirage, toutes les boules ont la méme probabilité d'étre
tirées.

Pour chaque boule blanche tirée, il gagne 2 euros, et
pour chaque boule rouge tirée, il perd 3 euros.

On désigne par X la variable aléatoire correspondant
au gain algebrique obtenu par le joueur.

Le joueur tire deux fois successivement et sans remise
une boule de I'urne.

1. Démontrer que :
_ — 20n

=)= mmom oy
2, Calculer, en fonction de i, la probabilité correspon-
dant aux deuxautres valeurs prises par la variable aléa-
toire X.
3. Vérifier que |'espérance de la variable aléatoire X
vaut :

_ —6n>—14n+360

EX) = = T10)(n +9)
4. Déterminer les valeurs de n pour lesquelles I'espé-
rance est strictement positive.

D'aprés Bac

Chapitre 10 « Variables aléatoires réelles

Unjoueur lance une bille qui part de A puis emprunte
obligatoirement une des branches indiquées surl'arbre
ci-dessous pour arriver a l'un des points D, E, F et G.

8 A_ 1
b

B (0 pt) C(10pt)
8 1 8 1
9 9 9 9

D@Opt) E(10pt) F(Opt) G(10pt)

On a marqué, sur chaque branche de I'arbre, la pro-
babilité que la bille I'emprunte aprés étre passée par
un neeud. Les nombres entre parenthéeses indiquent
les points gagnés par le joueur lors du passage de la
bille.On note X la variable aléatoire qui correspond au
nombre total de points gagnés a l'issue d'une partie,
c'est-a-dire une fois la bille arrivée en D, E, F ou G.
1. Déterminer la loi de probabilité de X.
2. Calculer I'espérance de X. D'aprés Bac
Lors des journées classées « rouges » selon Bison Futé,
l'autoroute qui relie Paris a Marseille est surchargée.
Bison Futé a publié les résultats d'une étude portant
sur les habitudes des automobilistes sur le trajet Paris-
Marseille lors de ces journées « rouges ».1l s'avére que :
=40 % des automobilistes prennent l'itinéraire de déles-
tage entre Beaune et Valence ;
« parmi les automobilistes ayant suivi l'itinéraire de
délestage entre Beaune et Valence, 30 % prennent la
route départementale de Valence a Marseille ;
« parmi les automobilistes n’ayant pas suivi l'itinéraire
de délestage entre Beaune et Valence, 60 % prennent
la route départementale de Valence a Marseille.
On note B I'événement « L'automobiliste prend
l'itinéraire de délestage entre Beaune et Valence. »
et V I'événement « L'automobiliste prend la route
départementale entre Valence et Marseille. ».
1. a. Montrer que P(B N V) =024 et interpréter ce
résultat.
b. Calculer la probabilité que I'automobiliste ne
choisisse pas la route départementale entre Valence
et Marseille.
2. On donne les temps de parcours suivants : Paris-
Beaune (par autoroute) : 4 heures ; Beaune-Valence :
(par autoroute, en passant parLyon) : 5 heures ; Beaune-
Valence (par itinéraire de délestage, en ne passant pas
par Lyon) : 4 heures ; Valence-Marseille (par autoroute) :
5 heures ; Valence-Marseille (par la route départemen-
tale) : 3 heures.
a. Calculer lestemps de parcours entre Paris et Marseille,
selon l'itinéraire choisi.
b. Donner la loi de probabilité de la durée du trajet
(en heure) pour se rendre de Paris a Marseille selon
l'itinéraire choisi.
c. Calculer I'espérance de la variable aléatoire égale ala

duréedutrajet en heure et en donner une interprétation.
D'aprés Bac
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4 ercces IO

@ Des urnes

On considére les deux urnes ci-dessous. L'urne A contient quatre boules numérotées 1, 1, 5 et 8 et I'urne B contient trois

boules numérotées 1, 2 et 8.

Un jeu consiste a payer 5 euros pour jouer
et a piocher au hasard une boule dans
I'urne A puis une boule dans l'urne B :
si la somme des numéros obtenus est
supérieure ou égale a 9, onrecoit 20 euros,
sinon on perd sa mise.

1.AI'aide d'un tableau a double entrée,
visualiser I'ensemble des issues possibles
de l'expérience aléatoire associée a ce jeu.
2.0n note G la variable aléatoire égale
au gain algébrique du joueur.
Déterminer la loi de probabilité de G.
3.Cejeu est-il favorable au joueur 7

@ Une roue variable

05 95}

Urne A Urne B

4
Questions Moderato

Un jeu consiste a payer 5 euros pour
jouer et a piocher au hasard une boule
dans l'urne A puis une boule dans l'urne
B:sion obtientaumoins un« 1 », on perd
sa mise, si on obtient au moins un « 8 »,
on recoit 7 euros, sinon on re¢oit x euros
{(x= 6).0n note G le gain algébrique du
joueur a ce jeu.

1. A l'aide d’un arbre pondéré, détermi-
ner la probabilité de perdre de l'argent
acejeu.

2. Déterminer la loi de probabilité de G
en fonction de .

3. Déterminer la valeur de x pour que le
jeu soit équitable.

00&

v
Questions Allegro

Un jeu consiste a miser une certaine
S0Mme m en euros pour joueret a piocher
au hasard une boule dans l'urne A, puis,
sans remise, une deuxiéme boule dans
l'urne A et enfin une boule dans I'urne B ;
on recoit une somme d'argent égale ala
somme des trois numéros obtenus.

* Déterminer la valeur de m pour qu'un
tel jeu soit équitable.

Une roue de loterie comporte des secteurs identiques, dont trois secteurs verts, quatre secteurs noirs et n secteurs gris,

n entier naturel non nul.

Léo fait tourner la roue : si elle s'arréte sur un secteur vert, Léo gagne 6 points, si elle s'arréte sur un secteur noir, Léo perd
3 points et sinon, Leo refait tourner la roue : sile vert sort, Léo gagne 1 point, si le noir sort, Léo perd 2 points, sinon, Léo ne

gagne nine perd de point.

On prend nn = 5 et on note X la variable
aléatoire égale au gain algébrique de Léo.
1. Réaliser un arbre pondéré illustrant
I'expérience aléatoire liée a ce jeu.

2. Donner I'ensemble des valeurs prises
par la variable aléatoire X.

3. Calculer P(X = -3).

4. Déterminer la loi de probabilité de X.
5. Calculer I'espérance et |"écart type de X.

v

Questions Moderato

Onnote X, la variable aléatoire égale au
gain algébrique de Léo.
1.Démontrer que :

PIX, =0)= —
RN T

2. Déterminer la loi de probabilité de X .
3. Léo veut savoir s'il a plus de chances de
gagner une somme d'argent strictement
positive avec cing secteurs gris ou avec
six secteurs gris. Aider Léo a répondre a
la question.

v

Questions Allegro

On note X, la variable aléatoire égale au
gain algébrique de Léo.

1. Déterminer la loi de probabilité de X,
en fonction de n.

2. Calculer I'espérance de X, en fonction
de n.

3. Déterminer n pour que Léo gagne en
moyenne 0,5 point par partie.



J -~ No problem!
o A race organisation

Three runners give their running number to the race
organizer for registration. Then the organizer gives
them back the running numbers at random.

We denote D the random variable associated to the
number of runners that were given back their own
running number.

1. Represent this information on a tree-diagram.
2. The distribution law of the random variable D is
given by the grid below:

D 0

P(D)

Comment that grid and explain the probabilities
given in the second line.

3. Work out the expectancy and the standard devi-
ation of variable D.

4, Use your calculator to check the results found in
the previous question.

e A strange dice

Agame involves rolling twice an unbiased six-sided dice
with faces marked 1,1, 1, 2,2, 3.

At the end of the game we add up the two numbers
we had.

1. a. Draw a tree diagram representing the results after
two throws.

b. If the sum of the score is greater than 5, the player
wins 50 p.

If the sum of the score is 3 or 4 the player wins 20 p.
Otherwise he loses 1 pound.

1. Two events that have the same probability to happen.
2. Anissue which is not related to another issue.

3. Something which is not rig.

4.Random in probability and input for a function.

5. The chance that something will occur.

6. If the experiment is fair, all the outcomes will be
unplanned.

7. A diagram that represents a probability space in prob-
ability theory.

8. In probability, it is when something happens.
9.1t'salaw.

Individual.work Crosswords

Chapter 10 Random variables

e A city walk

Philip wants to go downtown. He can choose
between three different bus routes.

When he arrives at the bus stop, he discovers that
he has:

« 5 chances over 8 to wait for bus 1 for 10 minutes;
- 1 chance over 4 to wait for bus 2 for 15 minutes;

- 1 chance over 8 to wait for bus 3 for 20 minutes.
1. What is the probability that he waits for more
than 15 minutes?

2. Compute the average waiting time.

Let X be the random variable “Amount of player wins in
pence”. Find the probability distribution of X.

c. What is the probability to win money?

d. Is it a fair game? Why?

e. Change a single number in question 1 b to have a
fair game.

2. We play the same game with the same rules but we
have to pay 10 p.

Answer questions 1b to 1e.




Appuyer sur la touche -mu-J et vérifier que le mode [ITA#AN] est selectionné.

d.

Taper sur| | et entrer I'expression de la fonction en utilisant la touche NORMAL FLOTT AUTO REEL DEGRE MP N
xTen pour écrire la variable x puis appuyer sur E] Grarhl 25'““3 Graph3

- - S| T ENY1BX°-2X+3
Remarque : Pour écrire le carré, utiliser la touche( «  ou ‘ 2 | INY:z=H

L
>
2.

Quitter le menu précédent et taper sur | man puis choisir BlinbreDér1vé( et [emer . On obtient Iaffichage 2= ()| gs -
En complétant les champs manquants comme ci-contre, on calcule le

nombre dérivé de la fonction précédente en 3.
Remarque : Parfois, la calculatrice donne des valeurs approchées.

d 2
£ (X243 ).y

C.

e 2 table 15

En tapant d'abord sur E E], choisir le début et le En tapant ensuite sur m lunu_-', afficher le tableau de
pas de la table. valeurs.

MORMAL FLOTT AUTO REEL DEGRE HMP
AP SUA * POUR aTbl
v

CONFIG TRBLE n

DébutTbl=-4
aTbl=1 o
Indepnt : Demande 18
Dépndte : Demande :1
d. FENETRE
- v Xmin=-4
' iei 4 . : Amax=4
En tapant d'abord sur [!nlnl, choisir la fenétre d'affichage puis taper [grphe , Voradel
pour afficher la courbe représentative. Ymin=-1
Ymax=10
Yorad=1
e.
Lorsque la courbe est affichée, taper sur | wace | pour activer le mode Trace. VisRE-23
Un curseur apparait sur la courbe que I'on peut déplacer.
Pour placer ce curseur au point d'abscisse 3, il suffit de taper sur[ 3 |enwer |
En tapant sur E , on accéde au menu [EEIREINER qui permet de faire des
lectures graphiques (extremums, racines, intersection...). £ vk
Yaizki-2K+3
Exemple : En sélectionnant EBminimum et aprés avoir précisé la borne gauche,
la borne droite, une valeur initiale et en appuyant sur E],
on obtient une valeur approchée du minimum de la fonction sur l'intervalle
[borne gauche;borne droite]. .
ggﬂ}ﬂm y=2
f:
dessin C
Lorsque la courbe est affichée, taper sur E [ prom puis choisir EBTansente( .
Pour obtenir la tangente en 3, il suffit de taper sur| 3 | [eer].
7
:’r‘:-ix--i
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2. Suites

'\-.

Utilisation de la TI-83 Premium CE |8

Appuyer sur la touche | .m.| et sélectionner sur la cinquiéme ligne le mode HIE§{3.

Taper sur | (L

Suite définie par une formule explicite :
Selectionner avec les fléeches le type de suite
.Entrer la valeur minimale de n puis
I'expression de la suite en utilisant la touche |x7e.
pour écrire la variable n. -

Exemple 1: TYPE: SUITEC(n+1) SULTE(n+2)

nMin=0

1nu(n)Bni-n+l
u(@)a

ke 2

En tapant d'abord sur m hnlnl, choisir le début et le pas de la table.

ot L]
Taper ensuite sur m gaphe pour afficher le tableau de valeurs.

Exemple 1:

En tapant d'abord sur :nnL choisir la fenétre d‘affichage.

Exemple 1: FENETRE
nMin=0
nMax=1@
DbutTracé=1
PasTracé=1
Xmin=-1
Amax=8
Xarad=1
Ymin=-5

dYmax=35

foal

Suite définie par récurrence :

Selectionner avec les fleches le type de suite

ELTh g Xe/R8%] . Entrer la valeur minimale de n puis
u O

I'expression de la suite en utilisant m' ¥ pour

écrire u et entrer la valeur u(0) . i

Exemple 2 : TYPE: SUITECH) SUITECn+2)
nMin=0
B~u(n+l)B2uln)+1

uld)gl

CONFIG TRBLE

DéebutTbl=0
aTbl=1
Indent : Demande

Dépndte : Demande

Exemple 2;

Exemple 2: FENETRE
nMin=0
nMax=10

DbutTrace=1
PasTrace=1
Xmin=0
Kmax=35
Xorad=1
¥Ymin=0
L¥max=35

Taper sur E |;| pour sélectionner le type de graphique.

Pour représenter une suite par un nuage de points,
sélectionner avec les fleches [IEWIRE. Taper sur jgraphe

puis, en tapant sur[ wacs |, ON parcourt le nuage.

EKEmple 1: HORHAL FLOTT AUTO REEL RAD MP u
u=ni=n+l
"
=3
=3 Y=?

Pour représenter une suite définie par récurrence,
sélectionner avec les fleches IIFFBEE. Taper sur jgraphe

puisEet

représentation graphique.

pour construire au fur et a mesure la

Exemple 2:




"'/; Utilisation de la TI-83 Premium CE

3. Calcul d'

Taper 5ur| | puis choisit BMsomme I( et e . On obtient alors I'affichage :__;:;_‘:(éié) .

En complétant les champs manquants, la calculatrice donne la somme des

i 3 100

termes d'une suite. n}-:x(nz)

Exemple : On a calculé ci-contre la somme des 100 premiers carrés. 338350
4. Trigonomeétrie

Pour mettre la calculatrice en radians, taper sur | mode |, |a ligne RADIAN permet FZIS-U\ g‘ Siﬂ:

s — tcos icos

de choisir | unl_te dangle. 23t MG 1t arvd
Taper sur| wa |, puis utiliser les fleches pour sélectionner les différentes fonctions

trigonométriques.

. cos(§)

Remarque : Pour les valeurs remarquables, la calculatrice donne des valeurs o
exactes. s
5. Probabilites

Pour calculer I espérance et I'écart type d’une variable aléatoire, taper sur |_m-_l, sélectionner L1 L2

: . s 15 0.2
[0l puis choisir EModifier.. et ews . 5 0.5

-2 0.3

Dans la colonne L,, recopier les valeurs prises par la variable aléatoire et dans la colonne L,  ______ F
leurs probabilités respectives.

Taper ensuite sur | s , sélectionner [GEME puis choisir BStats 1 Var et e .

' Xliste:lL1

Dans Xliste, écrire la liste des valeurs (ici L,) et dans ListeFréq la liste des ListeFréa:L2z
probabilités (ici L,). Puis taper [esrer| pour obtenir les résultats. Calculer

La valeur de I'espérance est donnée par x et la valeur de I'écart type par ox. kS Stats 1 var

A=,
Remarque : Pour effacer la liste L,, sélectionner dans le tableau ?‘:453 2
= - X &=, .
et appuyer sur la touche s puis /= 5. Sx=
RSy e b “»'/B ox=5.889821729
s ; 3 . ! ‘ iy n=1
opps F g

Appuyer sur les touches m etl_m . Taper sur| 9 pour selectionner EAP19Sm1t2 .

Taper sur| 1 pour choisir ERACINES D'UN POLYNOME .
z g bk I’-I 1x2+ 1x- 1=0
Selectionner le degre du polynéme et taper sur-m pour accéder :

s
s . : . 18—
a la page suivante et entrer les valeurs des coefficients du polynéme en _:E
toabbe !!E 2= 2
utilisant les fleches. Enfin taper sur - sphe pour obtenir les éventuelles
solutions.
Remarque : En appuyant sur la touche| «» , on obtient des valeurs approchées. SYSTEME D'EQURTIONS
s+ 1= 15
b. 1x- 29= 8
Tapersur| 2 pour choisir EBSOLVEUR SYST D'EQUATIONS Selectionner le
nombre d’équations et d'inconnues puis entrer les valeurs des coefficients du SOLUTION
. e 38
g : : xB<
systeme. Taper sur graphe pour résoudre le systéme. 5
ysteme. Taper sur BB s pour ésoudre e sy
5

3404



i
fi

Utilisation de la Casio GRAPH 90+E

1. le S q,z ctions %
onct graph :Y=

) Xlix’~2x+3 —1
- ; : : [(—]

Y4: [—1]

. v ."' . . 3
Taper sur| menu |puis choisirle menu _ .Entrer 'expression de la fonction

_ 6 R
en utilsant la touche ( x.a1 ] pour écrire la variable x puis appuyer sur| EXE .

Remarque : Pour écrire le carré, utiliser la touche| x* Jou A 2.

I
(& 8

Taper sur | mMenu |puis choisirle menu &

8 et | EXE .Tapersur[@_]puiS(@L{®).
On obtient l'affichage f—x(D)L,n |

En complétant les champs manquants comme ci-contre, on calcule le nombre

d (L2
dérivé de la fonction précédente en 3. dx (x 2x+3)| x=3

Remarque : Parfois, la calculatrice donne des valeurs approchées.

C.

Choisir le menu m Utiliser @), Taper ensuite sur LE""j et utiliser MABLE] () pour
il
et choisir le début, la fin et le pas de la table. afficher le tableau de valeurs.
Réglage Table X Vi
X | -4 27
Start:-4 -3 18
End :4 -2 11
-1 6
d. Fen-V

.Entapant d’abord sur Ii/SH'”J @, max :5

Choisir le menu |

scale:1
choisir la fenétre d'affichage puis taper sur [ exii et utiliser [DRAW] (D) Yﬂ?,ﬁ : 9i R3118403

B : max :10
pour afficher la courbe représentative. [NTADCTRG ]

e, Yi=x2-2x

Lorsque la courbe est affichée, taper sur ['/E'H'FT @ pour activer le mode
Trace. Un curseur apparait sur la courbe que I'on peut déplacer. Pour placer
=

ce curseur au point d'abscisse 3, il suffit de taper sur EXE |,

En tapant sur f_ FT O, on fait apparaitre les icones du menu G-Solve
qui permet de faire des lectures graphiques (extremums, racines,
intersections...).

X=3 9

Exemple : En tapant sur @, on obtient le minimum de la fonction.

f - fTo 7 T op=z!

3 @
Lorsque la courbe est affichée, taper sur | SHIFT @ puis utiliser [Tangen (@}.
Pour obtenir la tangente en 3, il suffit de taper sur| 3 EXE

et a nouveau | EXE | pour afficher son équation. e

SETUP_
Taper sur (sHiFT [ MENU }et sélectionner I SREEB LS

Y1=x2-2x




"'/; Utilisation de la Casio GRAPH 90+E

Taper sur | menu quis choisirle menu IS

Suite deflnle par une formule exp I|C|te :

Utiliser IRED (O) puis[_an_J(©

Entrer I'expression de la suite en utlllsant
puis } pour écrire la variable n.

Exemple 1:

Récurrence

anB@n®-n+1 [—]
Utiliser IEE (), et choisir le début, la fin et le pas
de la table.

B Efbles] %
Reg age Table n
_

Start:0
En 10

Suite définie par récurrence :

Utiliser (©) puis @).

Entrer I'expression de la suite en utilisant @)

puis IEYE (©) pour écrire a,.
Exemple 2:

Récurrence

an+1@2an +1 S

Dn +1 =)
Utiliser ) pourentrer la valeur de a, et choisir

le début, la Fn et le pas de la table.

Keflage Table nel

‘0
End 10

Taper ensuite sur [_Em et utiliser {®) pour afficher le tableau de valeurs.

Exemple 1:

n an
0 1
1 1
2 3
3 7

i I :
. g2 n+l1 an+1

1
2
3 1

o ~3wr-

En tapant d'abord sur (swer] @ , choisir la fenétre d'affichage.

Exemple 1: Fen-V
max :g
scale:1
dot :0.02380952
Ymin :-5
max :35

Pour représenter une suite par un nuage de pomts

taper sur| EXIT J, utlllser 0 (©) puis GPEP (©).

En tapant sur| '“'”J , on parcourt le nuage.

Exemple 1: an=nf-n+1

.
T
nesd 1 1 Jady f°

Exemple 2: Fen-V

max . g!

scale
dot .09259259
5

1
0
Ymin :0
max :3

Pour representer une suite définie par recurrence

tapersur|\ EXIT ] utiliser MEBLE] (D) puis WEEEA (D) et

appuyer sur EXE pour construire au fur et a mesure
la représentation graphique.

Exemple 2: An+1=2an+1




Utilisation de la Casio GRAPH S0+E

Taper sur | menu quis choisirle menu

+ £l

=
+

Tl

et |EXE | . Taper sur | orrw | puis D (D), CE 1 (D) ot 1M (D).
[EXE) . Taper sur [ oot | p

0
On obtient alors l'affichage D=D(D) .En complétant les champs
100
manguants, la calculatrice donne la somme des termes d‘une suite. > (N2)
N=1
Exemple : On a calculé ci-contre la somme des 100 premiers carrés. 338350
4. Trigonométrie
- _seTue
Pour mettre la calculatrice en radians, taper sur taper sur | SHIFT_][ wenu |, la ligne
permet de choisir I'unité d’'angle(() pour choisir le radian)
Remarque : Pour les valeurs remarquables, la calculatrice donne des valeurs cos (m+B)
exactes. 43
2
5. ~ronap es List 1 | List 2
h W SUB
Pour calculer I espérance et |'écart type d'une variable aléatoire, taper sur | menu | 1 15 0.2
T, o ' 2 5 0.5
puis choisir le menu IE | dans la colonne List 1, recopier les valeurs prises 3 -2 0.3
par la variable aléatoire et dans la colonne List 2 leurs probabilités respectives. 4 [
Utiliser D () puis (@) pour paramétrer les calculs.
Dans 1Var XList, on écrit la liste des valeurs (ici List 1) et dans 1Var Freq la 1Var Freq :List
liste des probabilités (ici List 2 en tapant L E_}.
. ' ) =g . ; 1 variable
Puis taper sur | EXE | et choisir [=VAR] (@} pour obtenir les résultats. X =4.9
Ix =4.9
La valeur de I'espérance est donnée par X et la valeur de I'écart type parox. Ex2 =58.7
. v A . . ox =5.88982172
Remarque : Pour effacer une liste, sélectionner une valeur de la liste, puis sSX =
(. (b} et utiliser (EEIN(). n =1 4
Taper sur MENy |puis choisirle menu
aX? +bX+e=0
A a b c
Utilise r IR (). ‘- U
Selectionner le degré du polynome (@) et entrer les valeurs aX? +bX+c=0
des coefficients du polynéme en utilisant les fléches et | EXE |, :;[ sy
Enfin utiliser [SOLVE] (} pour obtenir les éventuelles solutions.
Remarque : La calculatrice affiche des valeurs exactes et des valeurs approchées -1+J5

de chaque solution.
an X+bn Y=Cn
a b

Utilise r SN (}. Choisir le nombre d'inconnues (} et entrer les valeurs ;[ - 15}

des coefficients du systéme. Enfin utiliserS0LVE] ()
solutions.

our obtenir les éventuelles
)P @n X+ba Y=Ca

7.

x |
YL =-0.21




Utilisation de la NUMWORKS

1. Les fonctions

a.

ﬁ@ et choisirlemenu = puis sélectionner

Taper sur

( 2
Fami 8 om fi(x) X =2 %43
Ajouter une fonction ot @'

Ajouter une fonction

Entrer I'expression de la fonction en utilisant la touche pour écrire la
variable x puis appuyer sur @

Remarque : Pour écrire le carré, utiliser la toucheou{ ' )(27) Yracer 1v SRR [ AFf¥chir Tas wilaur

b.
+|=
Taper sur () et choisirlemenu = et taper sur (s -

Dans le menu déroulant, sélectionner = caleuls puis @ et choisir  d1ff(f0) ,x,8)

En écrivant dans la parenthese |'expression de la fonction et 3, on calcule le mff[xl_z i x 3]

nombre dérivé de la fonction précédente en 3. 2
d"l.ff[!“?_ X+X X, 3]

Remarque : La calculatrice donne des valeurs approchées.

c. Affichel 2all ae valeurs X debut -4 x f(x)
-4 27
i i | gl x f 4
Taper suret choisirlemenu = . ok -3 18
i Pac 1 -2 11
Avec les fléches, sélectionner le menu  Tableau -1 13
puis le menu Regler Lintervalle et choisir le début, la Valider 0 3

fin et le pas de la table.

Enfin, sélectionner = Valider pour afficher le tableau de valeurs.

P Xmin -4
d. Aff UNe re e al . i
Sélectionner lemenu  Graphique  puisle menu Axes i .
pour choisir la fenétre d'affichage.
- - B - . ¥ =1
Sélectionner ensuite ' valider pourafficher la courbe représentative.
max 1@
L8
Lorsque la courbe est affichée, il y a un curseur que I'on peut déplacer pour lire *
des images. Si l'on souhaite déplacer le curseur au point d'abscisse 3, taper sur ®
la touche \c::/ puis sélectionner Aller = et écrire la valeur 3 et Valider | 7] (O]
En tapant sur la touche (ox), puis caleuler et @, on accéde a un menu qui
permet de faire des lectures graphigues (extremums, racines, intersections...). k
Exemple : En choisissant Minmimum  on obtient le minimum de la fonction.
4
xm] fla)=2

f.

En mettant le curseur au point d'abscisse 3 puis, en choisissant Tangsnte dans le
menu caleuler ,on obtient latangente a la courbe en 3.

fOOsE 1 (x)wd  yma x+b  aed be-§



2. Suites

Choisir le menu ﬁ puis sélectionner ~ Ajsuter une suite

ERED

a. Ent

Suite définie par une formule explicite :
Choisir le type de suite Y, .

Entrer I'expression de la suite en utilisant la touche
pour écrire la variable n puis appuyer sur @

Exemple 1:

b. r (

Avec les fleches, sélectionner le menu  Tableau

SIS m

u .|
n BAE=RElk

et choisir le début, la fin et le pas de la table.

Sélectionner Valider

Exemple 1:

Sélectionner le menu

Exemple 1:

W oe W K D
- W = e

e

Xmin -1
Xmax 8
¥ auto »
¥min -5
¥max 35

et (exe ).

Utilisation de la NUMWORKS

Suite définie par récurrence :
Choisir le type de suite Y., .

Entrer 'expression de la suite en utilisant iy
pour écrire u, puis écrire la valeur de u, et appuyer

sur

Exemple 2:

pour afficher le tableau de valeurs.

Exemple 2:

Exemple 2:

puis le menu Regler | ntervalle

e *1
n

1
N debut (]
N fan 18
Pas 1

Valider
un

] 1
1 3
2 T
3 15
4 3l
5 63

Graphique  puislemenu Axes pour choisir la fenétre d'affichage.

Sélectionner ensuite  Valider pour afficher le nuage de points représentant la suite.

Exemple 1:
Axes Zoom Initialisation
138 »
28 -
-
N .
| ®
*. T+
n=3 = u(ny=7

Exemple 2:

Axes Zoom Initialisation

+60

40

-208

_+..

u(n) =15

=]

ke
70



Utilisation de la NUMWORKS

3. Calcul d’'une somme

v
calculs puis @et choisir sum(f(n) ,n,nmin,nmax) . On obtient alors I'affichage EI(R) :
ns

En complétant les champs manquants, la calculatrice donne la somme des
termes d'une suite.

Exemple : On a calculé ci-contre la somme des 100 premiers carrés.

4. Trigonomeétrie

Pour mettre la calculatrice en radians, taper sur

puis sélectionner le menu a et taper sur la touche@.

| Feseri Ty

Laligne uUnite d'angle puis @ permet de choisir l'unité d'angle.

Remarque : Pour les valeurs remarquables, la calculatrice donne des
valeurs exactes.

5. Probabilités

1gﬂ[n2]

n=1

. L. . +{- " " ¢
puis sélectionner le menu = et tapersur . Dans le menu déroulant, sélectionner

Pour calculer I espérance et |'écart type d'une variable aléatoire, taper

choisirle menu ﬂ puis sélectionnerle menu  Donnees
[Frarianiam]

Dans la colonne Valeurs V1, recopier les valeurs prises par la

variable aléatoire et dans la colonne Effectifs N1 leurs probabilités

respectives.

suri

Sélectionner le menu  stats  pour obtenir les résultats.

La valeur de l'espérance est donnée par la ligne Moyenne et |'écart
type par laligne Ecart type,

Remarque : Pour effacer des valeurs, on utilise la touche { & .
6. Résolution d’une équation ou d’un systéeme

. Appuyer sur @

Taper sur | ) puis sélectionner le menu

|
a. Resol
Dans le menu déroulant, sélectionner x2+x+l-9 puis @

Ecrire I'équation a résoudre puis utiliser #e<oudre Lequation pour obtenir
les éventuelles solutions.

Remarque : La calculatrice affiche des valeurs exactes et des valeurs
approchées de chaque solution.

b, nesoudre

Dans le menu déroulant, sélectionner  **¥=9 _Ecrire la premiére équation
puis selectionner Ajouter une equation et écrire la seconde.

Utiliser Fescudes Le cystens pour obtenir les éventuelles solutions.

4o

L‘.O-S[l]
6
e
2

Valeurs V1 Effectifs N1
15 0.2
5 0.5
-2 0.3

Effectif total
M nImum
Max imum
Etendue

Moyenne
Ecart type

V1fN1l

[deg  EQUATIONS  mm|

2
X +x-1=0

x0 ;;E%JE:

x1 -1+J? 2 0.618

2

a-bz-lac )

2 x+y=15

x-2 y=8

w
1]

1

= vV



= Coiges

| Chapitre 1

© . -3,-4=3x3-4=5
v,=3v,-4=3x5-4=11
vs=3v,-4=3x11-4=29

o{ Uy =—4

u,., =u, +5 pour tout entier naturel n
v, =300

v,.; =2v, pourtoutentier naturel n

w, =0
W, = n+1+3w, pourtoutentier naturel n

@ a. Pour tout entier naturel n, u, = -2 + 3n = f{n),
avec faffine, donc la suite (u,) est arithmétique de
premier terme u,= -2 et de raison r = 3.
b.u,=2x0°+3=3;u,=2x1"+3=5;
,=2x2%+3=11
uy—ug=5-3=2etu,-u;=11-5=6+2,doncla
suite (u,) n'est pas arithmétique.

c. Pour tout entier naturel n:

= 7 _n+1+5 n+5_

n+1 "~ “n 9 2

!

N | =

donc la suite (u,) est arithmétique de premier terme

Uy =% et deraison rz%.

d_ — —;: ; . ——1 :-S—;

M=3T T SRR NG

_ 1 _8

=335
tﬁ—uozg—Z:%etuz—ulzg—%zéqt%,donc

la suite (1) n"est pas arithmétique.

e. Pour tout entier naturel n, u, = 2n-4 = f(n), avec f
affine, donc la suite (i,) est arithmétique de premier
terme u, = -4 et de raison r=2.

f. Pour tout entier naturel n :

Uy — i, =(n +1W2 —n'2 =42,

donc la suite (u,) est arithmétique de premier terme
uy=0 et de raison r=+2.

@ Ug = Uy + 8retu,, =uy,+12r, donc u,, — ug = 4r,
c'est-a-dire 25 - 15 =4r,d'our=25.
ug=ug—8r=15-8x25=-5.

@a. H_8_5et ﬁ:E:Ls#z,doncla suite
u, 4 u 8

(e,) n'est pas géométrique.

b. Pour tout entier naturel n, u, =3 X (-2)" = uy X 4",
donc la suite (u,) est géométrique de premier terme
u, =3 etderaison g=-2.

c. Pour tout entier naturel n :

2n+'|_ z
=2X 3

un+l: 3 =2XH",

donc la suite (u,) est géométrique de premier terme

Ug = % et de raison g = 2.

d.Pour tout entier natureln, u, =1x (15)" =g X g
donc la suite (u,) est géométrique de premier terme
u,=1etderaison g = V2.

e. Pour tout entier naturel n :
u,,,=3"1*2=3%x3"*2=3xy  donc lasuite (u,) est
géométrique de premier terme u, =9 et deraison g = 3.

f.uy=0etu, =2 # qgxu,donclasuite (u,) n'est pas
géométrique.

@1.;;;,: 1000 x0,2”=0,0128

2. Par définition, la suite (v,) est géométrique et
vs=2X (-4)° =-2048.

€ 1.a.1+42+3+...+1000= w

=500 500.

b.501 +502 +503 + ... + 1000
=(1+2+3+...+1000)-(1+2+3+...+500)

=500 500 — M =375 250

2. S0
Pour k allantde 1 & 1 000 faire
Se=S+k
S«0
Pour kallantde 501 a 1 000 faire
Se—S+k

@O1+2+2+..42"- 1]—2: =4 095

Au bout de 1 an, l'entreprise aura versé a cette asso-
ciation 40,95 €.

24
R, :%:16 777 215

Au bout de 2 ans, I'entreprise aura versé a cette asso-
ciation 167 772,15 €.

@ D’aprés le graphique, f semble décroissante sur
R*. Donc la suite (u,) semble décroissante.

D'apreés le graphique, g semble décroissante sur [0; 5]
puis croissante sur [5 ; +[.

La suite (v,) semble donc décroissante jusqu'aurang 5,
puis croissante a partir du rang 5.

¢4



@ Pour tout entier naturel n :
It -unz(n+'|}2-8(n+ N+2-n’-8n+2)
=n*+2n+1-81-8+2-n*+8n-2=2n-7

n+1

Ainsi :

pourn=3,u,,-u,<0puispourn=4,u,  —u,=0.
Donclasuite (u,) est décroissante jusqu’au rang 4 puis
croissante a partir durang 4.

@ Une suite arithmétique est croissante si sa raison
est positive et elle est décroissante si sa raison est
négative.

Donc les suites (u,), (v,) et (r,) sont croissantes et la
suite (w,) est décroissante.

@ Comme u,=-3 alors la suite (u,) est représentée
parle graphique n®1 et donc lasuite (v,) est représentée
par le graphique n°2.

D’aprés ces graphigues, on peut conjecturer que

lim u,=+wet lim v, =-c0,
n—+x n—s+x

\ y -1 | 0 [o25|05| 1 |2
‘ lim u, -= | 0 |05 05| 0 | -=
-4+ |

@ 1. %xmg =17, donc le pourcentage

de compression est de 17 %.

2.a.t,,,=1,-0,171,= 0831,

n
b. D'aprés la question précédente, la suite (z,) est une
suite géométrique de premier terme 800 et de rai-
son 0,83. Doncon at, =800 x 0,83" pour tout entier
naturel n.

3. 0On cherche a la calculatrice le premier entier natu-
rel ntel que ¢, < 50, on trouve n = 15. I faut donc au
minimum 15 compressions successives pour que le
fichier ait une taille finale inférieure a 50 Ko.

-

L1 ue1

L2 5«1

L3 n«0

L4 TantqueS=10000
LS u«u+0,1

L6 S«S+u

L7 n+en+1

b. On reprend I'algorithme de la question a et on rem-
placela ligne 5 par:

L5 u«1,01u

@

c.On reprend l'algorithme de la question a et on rem-
place la ligne 5 par :

L5 uwue2u+1

0 1.0nnote p, la population en Angleterre l'année
1800 + n, exprimée en million.

D'aprés les hypotheéses de Thomas Malthus, la suite
(p,) est la suite géométrique de premier terme p, = 8,3
et de raison g =1,02.

On note a, le nombre de personnes en Angleterre pou-
vant étre nourries par la production agricole anglaise
I'année 1800 + n, exprimee en million.

D’apres les hypothéses de Thomas Malthus, la suite
(a,) estla suite arithmétique de premiertermea,=8,3
et de raison r= 0,4.

2.p,=83x1,02=8466eta,=83+04=87

Selon les hypotheses de Malthus, la population en
Angleterre en 1801 est de 8,466 millions d'habitants et
la production agricole anglaise cette année-la permet
de nourrir 8,7 millions de personnes.

3.0n cherche le premierentier naturel ntelque a, <p,.
D’apres la calculatrice, on trouve n = 80 : d’aprés les
hypotheses de Malthus, c’est en 1880 que la production
agricole anglaise ne permettra pas, pour la premiére
fois, de nourrir I'ensemble de la population anglaise.

Di1..,=1;1,=3

2. Pour déplacer une tour a n + 1 disques, il faut d'abord
avoir déplacé les ndisques du dessusde T, aT,, soit L,
déplacements, puis déplacer le plus grand disque de T,
en T, soit 1 déplacement et enfin déplacer a nouveau
latourdesn disquesdeT, enT,, soit L, déplacements.
D'ou la formule de récurrence.

3.0n apourtoutentiern=1,L, ,,=2L +1.0n
cherche le nombre n de disques nécessaires pour que
L, = 3600.On utilise la calculatrice pour afficher les
premiers termes de la suite (L,). On obtient L,, =2 047
etL,,=4095.

12 est nombre minimal de disques nécessaires pour
que le jeu dure au moins une heure.

4. a.Le nombre minimal de déplacements nécessaires
pour transporter une tour de 3 disquesde T, en T, est
L, =7, donc laréponse est non.

b. 1" déplacement : petit disque de T, en Tj.
2% déplacement : moyendisquede T, enT,.
3¢ déplacement : petit disque de T, en T,

4° déplacement : grand disque de T, en T..
5% déplacement : petit disquede T, en T,.

6° déplacement : moyendisquede T, enT,.
7¢ déplacement : petit disque de T, en T,.



@ 1.4, =08u,+18=08x65+ 18 =70 et
1,=0,8u, +18=0,8x 70 + 18 = 74

2.a. vn+l = un+l

-90=0,8u,+ 18-90
=0,8(v,+90)-72=08y,

Vo =iy =90=65-90=-25.

Donc la suite (v,) est géométrique de raison g = 0,8 et

de premier terme v, = -25.

b. Pour tout entier naturel n, on a donc :
v, =V, X gq"=-25x0,8".
Or u,=v +90doncu, =90-25x0,8"

3.ab. Ligne 3 : Tantqueu<85.

A la calculatrice, on obtient les termes successifs de
la suite : ug est le premier terme supérieur ou égal a
85, donc la valeur de n a la fin de I'exécution de I'al-
gorithme est 8.

4. a. Enjuillet 2017, 65 particuliers avaient souscrit
I'abonnement ce qui correspond au terme de rang 0
de la suite (u,). Chaque mois, 20 % des abonnements
sont résiliés, donc il en reste 80 % et 18 particuliers
supplémentaires souscrivent al'abonnement. On passe
donc d’un mois n au mois suivant n+ 1, en multipliant
le nombre d'abonnés par 0,8 eten ajoutant 18. Ainsi, la
suite (1), définie par 1, =65 etlarelation de récurrence

= 0,8u, + 18, modélise bien le nombre d'abonnés

n+l
au panier bIO.

b. On cherche l'entier n tel que 52u, = 4 420.
Or52u, = 4420 <> u, = 85. Ainsi, d'aprés la question
3. b.c’est au bout de 8 mois que la recette mensuelle
dépassera 4 420 €.

Sachant que n= 0 correspond au mois de juillet 2017,
c'est donc a partir du mois de mars 2018.

c.On conjecture que |im u,=90et52x90=4680.

Fi—3 4

Ainsi, la recette mensuelle semble tendre vers 4 680 €.

o 1. Canonique ; factorisée ; développée.

2. On développe les formes 1 et 2 pour obtenir la
forme 3.

3. a. Vrai : la forme développée donne directement
flo)=6.

b. Vrai : en utilisant la forme factorisée, |'équation
fx) = 0 est une équation produit nul quiadmet exac-
tement deux solutions -1 et 2.

Corriges

c. Vrai : a= 3, donc f admet un minimum ; sa valeur

%47 est directement donnée par la forme canonique.

d. Vrai: laforme canonique def(x) indique que la droite

d'équation x = L est I'axe de symétrie de la parabole

2
représentant lafonction fetdonc f(l - 1) = f(% + %)

ot )= 1(3) o

o La forme développée de f(x) est 3x2 — x + 7 avec
a=3,b=-letc=7.

Saforme canonique est a(x— )%+ 3, avec o = _2% = %

1Y sl 1.5 A1
Etﬁ_f(e)_3(6) odl = 17 |

_1-2+84 _83 _1 83

= s CAinsi f(x) ( 6 .

o 1. L'écriture canonique de f(x), avec a = -2, indique
que la fonction fadmet un maximum égal a 100, atteint
en 50.

fest strictement croissante sur ]-=¢ ; 50] et strictement
décroissante sur [50; +2<[.

2. 'écriture canonique de f(x), aveca = 3, indique que
la fonction fadmet un minimum égal a —% , atteint

en -1. fest strictement décroissante sur ]-= ; -1] et
strictement croissante sur [-1; +22[,

3. L'écriture canonique de f(x), avec a = 0,6 indique
que la fonction fadmet un minimum égal a 0, atteint
en -0,2.

fest strictement décroissante sur ]-2;-0,2] et stricte-

ment croissante sur [-0,2 ; +=[,

4.a = -6 < 0, donc f admet un maximum en
b 1 1 1
=== = X|=————]|=— égal a:
22 3 2x(—6)) 36 Y
(L):_431
36 216"
g est donc strictement croissante sur 1—00 ; %] et

strictement décroissante sur [3_16 ! +-:>0[ ;

5.fales mémes variations que la fonction « carré »,

D . f(.\:):%xz—4x+8= (x* —8x+16)

= %(x —4).
2.f(x) = 0,01x% + 0,8x - 4,25 = 0,01(x* + 80x — 425).
A=8100,x, =5etx,=-85,d'olf(x) = 0,01(x - 5)(x + 85).

3 Flay= 1_\: —%x+1

A <O, donc le trinbme ne se factorise pas.

Ml_l



4. f(x)=2x%+xy2 -1

A=10,x, =ﬂ etx, 2@'

f(x):z(x_ﬂ)(x_— 2:%)

@ 1.-2x24+x-1=0.A=-7 < 0, pas de solution réelle.
2.22-2x-1=0.A=12, xlz_z—zﬁ —1=43 o

4 2
24243 _1+43
¥ 4 - 2 "

3.5x2-2x+1=0.A =-16 < 0, pas de solution.
4,2x* + 4 = -6x équivaut a 2x* + 6x + 4 = 0.
A=4,x,=-2etx,=-1.
5.x(2x-=1)=1équivauta 2x* -x-1=0.
A=9,x;=letx,=—3.

6. x> =-5x - 1équivautax’ +5x+ 1=0.A =21,
x, =22 —Z‘E et x, :—_—5*'2“’5.

7.-x+3x*-1=0.

_ _1-413 _1+413
ﬂ—13,xl—Tetx2— 6 5
8.x(8-x)+1=0¢équivauta —x>+8x+1=0.
A=68, x, =4—Jﬁetx2:4+\fﬁ.

9.2x7 +6x+93=0.A=0,x =x,=-15.

10. x? +243x+3 = 0 équivaut a (x + J§)2 =0.
La solution est —+/3.

11.-3x% +x= —% équivaut a —3x% +x + %: 0.

Azt‘-l-,xI . et x, —

2 6
12.2x(5 + 2x) =9 - 2x équivaut a4x* + 12x - 9=10.

. _=3-3v2 & 343
5—288, X.I—Tet_\z—#.

@ 1.-1 est racine évidente de f(x).

2. Soit x, la deuxiéme racine, —1x x, = £ = 2.
5 a 3

Donc x, = -3

On a alors f(x) = 3(x + 1}(x+%) = (x+1)3x+2).

@1.f:x-—> 2°+5x+4.A=-7<0
Pour tout x réel, f(x) a le signe dea =2 = 0.
2.g:x—>4x* -7x+3
A=1,letrindbme ale signede a= 1 = 0, sauf entre ses
: 3
racines Tet =.
4

3.h:x-—)x2+x+%.

Bw w1 el AP (_1:
Onax +x+4—(x+2).h 2) 0 et pour tout
xi—%,h(x} = 0.

@

d.irx—> 2% -2x—1.
A =12, le trindbme a le signe de a = 2 = 0 sauf entre
1-43  1+43
2 2
5.j:x—>-7x2+12x-6.
A =-24 < 0. Pour tout x réel, f(x) a le signe de:
a=-7<0.

ses racines

6.1:x— 4x* -2,4x+ 0,36.A =0, le trindbme a une seule

a3 3 hix
racine 10 et, pour tout x # 10" h(x) > 0.

€ 1.52- 0,4x+004 <0 équivauta (x-02)2 < 0.
La seule solution est 0,2.

2.-x"+5x < 7 équivaut a —x* + 5x - 7 < 0,

On étudie le signe du trindbme —x? + 5x - 7.
A=-3<0,dong, pour tout x réel, le trindme a le signe
dea=-1<0.

L'ensemble des solutions de l'inéquation est .

3. %xz =4x-6 équi\u'aut‘a%x2 —4x+ 6 = 0équivaut
= 2, : _ 2 2

a E(r —6x +9)— E(X_B) =0.

Or, pour tout x réel, %(x -3 =0

L'ensemble des solutions de I'inéquation est [{.

4.11x% +16x-9 < 10x+ 8 équivauta 11x* +6x- 17 < 0.
A =784, letrinbme alesigne dea=11 > 0 sauf entre

ses racines 17 ot 1,

L'ensemble des solutions est ]% 3 1[.

@Soitfla fonction définie sur R\{1} par f(x) = o

x—-1
et soit g la fonction définie sur R par g(x) =x-1.
La position relative des courbes représentatives de f
et g est donnée par le signe de f(x) - g (x) pour x = 1.
1 oy —xt+2x i
J)-g)= = (x—=1= ~—7  Pourx# 1.
-x? + 2x est un trindme du second degré dont les

racines sont 0 et 2. Il a le signe de a = -1 < 0 sauf
entre les racines. Dol le tableau de signes :

X -0 0 1 2 +
—x% +2x - 0 + + 0 -
x-1 - - 1] + +
fx) —glx) + 0 - + 0 -

flx) —g(x) = 0 équivaut af(x) = g(x) :la courbe de fest

au—-dessus de celle de g sur les intervalles ]-2 ; 0[ et
11; 2[. Les deux courbes sont sécantes en leurs points
d’abscisses O et 2.



@ 1. L"équation 3x” + bx + 4 = 0 admet une unique

solution, égale a —21, si et seulement si son discrimi-
a

nant, b* - 48, est égal a 0.

Donc b = —J48 = —4+/3 et la solution est 2TJ§ ou

b=+48 = 443 et la solution est _2TJ§'

2. L'équation 3x? + bx + ¢ = 0 admet deux solutions
réelles distinctes si et seulement si son discriminant
b? - 12 c est strictement positif. Il suffit de choisir par
exempleb=5etc=2.

3.a. L'équation ax? + bx + ¢ = 0 admet deux solutions
réelles distinctes si et seulement si son discriminant
b% - 4ac est strictement positif. Comme a > 0, il suffit
de choisir ¢ < 0.

b. Cette condition n’est pas nécessaire : I'équation
(x = 1)(x - 2) = 0 admet deux solutions distinctes, avec
a=1=0etc=2>0.

4. L'équation 2x? - x +¢ =0 n'admet pas de solution
réelle si et seulement si son discriminant % - 8¢ est
strictement négatif, ce qui équivaut a cE]% ; +oo [
5.2 + ax® + x = 0 est équivalente a x(x* + ax + 1) = 0.
0 est solution de cette équation ; elleadmet donc exac-
tement deux solutions distinctes si et seulement si le
trindbme x? + ax + 1 admet une seule racine, donc si et
seulement sile discriminant a>— 4 =0, ce qui éguivaut
aa=2oua=-2.

o Angle endegré 150 12 40 195
; 50 =® 2  13n
Angle en radian 3 15 9 1

Angle en radian ZTE ;—f 15—%
Angle en degré 40 525 75

o En placant les points M et N sur le cercle trigono-
métrique, on se rend compte que M a aussi pour image

% et N a aussi pour image —%. La longueur de l'arc
de cercle d'extrémités M et N est donc % + % = % ;

Corriges

o1.a.1' b.J clJ' d.’ e.l’

2.a.A b.B c.C

3.a.G b.C cH d.C

4.2% 2% 5 AT _AT 5o ot 2K _ 5o
33 +2T 3 B +2n 3 2n

(10 2

5t

5
/—E
13w, 50 *
]

e 2
4 cos(%"t =] —%
B cos(%) = cos(t’m +%) =cos %) = %
6 sm(gg—ﬂ) = 5|n(41t + %) = sm(g) = %

0 1. Le cosinus d'un nombre est toujours compris
entre-1 et 1, donconne peut pas trouver de valeur x
telle que cos(x) = 1,4.

2.a.etb.

C
N

c. Il existe plusieurs valeurs telles que cos(x) =0,8.
Iy a toutes celles de la forme x, + 2km, avec k € Z et
celles de la forme x, + 2km, aveck € Z.

d. A la calculatrice, on trouve que cos(x) = 0,8 pour
x=0,6.

@



= Corges

@A: cos(0) + cos(%)+ COS(E)“LCOS(%E)
=1+0+(-1)+0=0
B= cos(%) + cos(%)Jr c‘:'5(2_3@) i cos(%"‘)
=G ()0

@ 1. a. Les solutions de I'équation sin(x) = 0,5 sont
{E 5_::}

6’6
b. Les solutions de I'équation sin(x) = 1 sont {%}

c. Les solutions de I'équation sin(x) =0 sont {-rt; 0; x}.

2. On visualise ces solutions sur le cercle
trigonométrique.

@ 1.Pour tout réel x, -1 = cos(x) = 1. On en déduit
que, pour tout réel x, 1 =< coslx) + 2 = 3.

Le dénominateur ne s'annule pas donc la fonction f
est définie sur [R.

L)

2 — ——
2+cos(—x) 2+cos(x)
On en déduit que la fonction fest paire.

2. Soit xunréel, f(-x) =

. . s A
3. Soit x un réel, f(x + 2m) 2+ cos(x +27)
- _2 —
~ 2+cos(x) @),

On en déduit que la fonction [ est périodique de
période 2m.

@ 1. On conjecture a la calculatrice que la fonction
[festpériodique et a pour période 2m.

2. Soit x un réel,
Jl=x) = cos(2 x (—x)) — cos(—x) = cos(2x) — cos(x) = f(x)

3. On en déduit que la fonction fest paire.

O

x n  _x 3 I 9z

4 4 4 4 4

2. o i _t ﬂ 7_]1: 9
6 6 6 6

cos(x) % % 0 —% 0

sin 3 | -4 1 -1 4

1. On a la relation cos?(x) + sin?(x)=1, donc
sin?(x) = 1 - cos(x) = 1 - (-0,8)? = 0,36.
De plus, % = x = 1, donc lavaleur de sin(x) est positive.
On conclut que sin(x)=+0,36 =0,6.
2. On a la relation : cos?(x) + sin?(x) = 1, donc

SN = G = _;)22 _4_5,

cos?(x)=1-sin?(x)=1 (3 1 5 =5
De plus, 0 =x = %, donc la valeur de cos(x) est

positive,
On conclut que cos(x)= E = g

3. On a la relation cos?(x) + sin’(x) = 1, donc
sin(x) = 1 - cos?(x) = 1 - (0,6)* = 0,64.

De plus, 3T <y < 27w, donc la valeur de sin(x) est
négative.
On conclut que sin(x)= —40,64 = -0,8 .

@ 1. sin(—x) + cos(-x) = =sin(x) + cos(x)

2. sin(=x) = sin(m + x) = —sin(x) - (-sin(x))
= —sin(x) + sin(x) =0

3.cos(m —x) + cos(3m + x) = —cos(x) — cos(x) = -2cos(x)

4, sin(x + %)— 3c05(—%— x)—4sin(:rt -x)

= cos(x)— 3 x(—sin(x))— 4sin(x) = cos(x)— sin(x)

@ 1.Pourx= x.
(cos(Z) +25in( )] + (2cos(%) - sin(3)]

=(0+2x1P2+(2x0-172=4+1=5

Pour x =% :
(cos(%) +2 sir‘n(%))2 + (2 cos(%) = sin(%))2
-] (3] -3

2. (cos(x) + 2sin(x))? + (2cos(x) — sin(x))? = cos?(x) +
4cos(x) sin(x) +4sin?(x) + 4cos?(x) — 4cos(x) sin(x) + 4sin%(x)
= 5c0s2(x) + 55in’(x) = 5(cos(x) + sin’(x)) = 5



o 1. Le taux de variation de la fonction cube entre
O et 1 se calcule ainsi :
P9 1-0_4
1-0 1 '
Le taux de variation de la fonction cube entre 1 et 3
se calcule ainsi:
3PP _27-1_
51 - 3 & 13.
2. Le taux de variation de la fonction inverse entre 0,1
et 1se calcule ainsi:
1-_1
01 _1-10_ 9 _

= -390
1-0,1~ 0,9 0,9 9 10,
Le taux de variation de la fonction inverse entre 1 et
10 se calcule ainsi:

1
1071 01-1_ 08
10-1 9 9 90 n

o 1. Le segment de la ligne brisé dont la pente est la
plus forte est celui correspondant a la période de1968
a 1975, donc c'est lors de cette période que la popu-
lation de Floirac a connu son évolution la plus rapide.

2. Le taux de variation de la population de Floirac entre
1968 et 1990 (en habitants par an) est donné par:
16384 -8241 8143

1990-1968 =~ 22
Le taux de variation de la population de Floirac entre

1990 et 2007 (en habitants par an) est donné par :
15794-16384 590

07-130 @
Le taux de variation de la population de Floirac entre

1968 et 2007 (en habitants par an) est donné par:
15794 —-8241 7553 193.7

2007-1968 39
Entre 1968 et 1990, la ville de Floirac a gagné en
moyenne environ 370 habitants par an, entre 1990 et
2007 en revanche elle a perdu en moyenne environ 35
habitants par an, mais globalement entre 1968 et 2007
elle agagné en moyenne environ 194 habitants par an.

= 370,1

°1 fO+h) - £ 50+h)° -(0+h)+7-11
o 1+h-1 T h

2
=K 49k _5p 19
Le taux de variationdefentre Tet 1+ hest 5h + 9.

2.Quand h tend vers 0, 5h tend aussi vers 0 et donc
le taux tend vers 9.

3. 0n en déduit que f(1)= 9.

Qf”(O}:z,f”(n: Oetf'(3)=-2.

Corriges

@La droite verte « semble étre tangente a la courbe
au point d'abscisse - 4,5 environ.

La droite marron b semble étre tangente a la courbe
au point d‘abscisse 0.

La droite violette ¢ semble étre tangente a la courbe
au point d'abscisse - 3,7 environ.

@1.f(2}:3x22-2x2-1 T

On sait aussi que [ (2)=10.

On obtient donc y =7+ 10(x - 2).

L'équation réduite de la tangente a la courbe au point
d'abscisse 2 est doncy= 10x - 13.

2.10x5-13=37
Les coordonnées de S vérifient I'équation, donc §
appartient a cette tangente.

@ 1. f'est une fonction affine, son taux de variation
entre deux valeurs est donc constant, égal au coeffi-
cient de son terme en x, donc ici a 23,2. On en déduit
donc que f'(52) = 23,2.

L LA =) _ (+h)*~5-(-4) _ 28+1

1 T f i
Le taux de variation de fentre Tet 1 + hest 2 + A,
doncf (1)=2.
3 f(5+h)—f(5) 3(5+h-5)(5+h+2)—0
" 5+h-5 h
:——3"(7;"):2”3}?

Le taux de variation de fentre 5 et 5 + h est 21 + 34,

doncf’(5)=21.

4 SO+ £(0) _ (O+hP+0+h+1-1_p34p
0+h-0 h h

=h*+1

Le taux de variation de fentre O et 0 + h est k2 + 1,

doncf’(0) = 1.

@ f(0+f?}2—f(0) = h\m}?_o =h.Lorsque h tend

vers 0, le taux de variation de fentre 0 et 0 + A tend
vers 0, donc " (0) = 0.

T 1 6
Jix) 1.4 04
fx) 0 -0,4

@ 1. Soit @ un réel et 1 un réel non nul. On calcule le
taux de variation entreaeta + h:
fla+h)—fla) _4a+h?+a+h-9-(4a’ +a-9)
a+h—a ath—a
_4h?+(8a+1)h
h

=4h+8a+1



Lorsque htend vers zéro, le taux de variation tend vers
le nombre réel 8a + 1.

La fonction f est donc dérivable en tout réel a avec
fla)=8a+1.

2. f’(%): 8x2+1=18 f/(J5)=845+1
3.f(2)=4%x 22 +2-9=9

f(=8x2+1=17

Onobtient doncy=9 +17{x - 2).

L'équation réduite de la tangente a la courbe au point
d'abscisse 2 est donc y=17x - 25.

@ 1. Lavitesse initiale est la vitesse instantanée pour
t= 0, c'est-a—dire le nombre dérivé, s'il existe, ' (0).
Pour déterminer ce nombre dérivé, on exprime le taux
de variation entre 0 et 0 + h.

SO+h)—f(0) _5h+25h-0 _ 95,

h h

Lorsque i tend vers 0, le taux de variation de fentre 0
et 0+ htend vers 25 donc " (0) = 25.
La vitesse initiale est de 25 m-s™".

2. L'attaque a duré 8 secondes.

a. En 8 secondes, le faucon a parcouru :
f(8)=5x8%+25x8=520m.
b. Le faucon a alors pour vitesse moyenne :
%50 =65m-s’
c. La vitesse instantanée pour ¢ = 8 est donné par le
nombre dérivé, s'il existe, /'(8).
Pour déterminer ce nombre dérive, on exprime le taux
de variation entre 0 et 0 + h.
f(8+h)—£(8) 5(8+h)" +25(8+h)—520
h - h
2
_5(64+16h+1%)+200+25h-520 gy, 552 4 250
h h
2

Lorsque /i tend vers 0, le taux de variation de fentre 8
et 8+ htend vers 105 donc f'(8) = 105.
La vitesse initiale est de 105 m s, soit 378 km-h~"' Il

Y=

@ 1. Montrer que le taux de variation de fentre 1 et
1+ h, o0 h est un réel non nul, est égal a:

JO+h)—f() _J1i+hta-J1+4. _N5+h-+5
h

h h
_ V555  J5ih+d5 _(5HR) -(¥5)
h V5+h+¥5  h(Y5+h++5)

__5+h-5 ____ 1
h(V5+h +45)  V5+h++5"

2. Lorsque h tend vers 0, le taux de variation de fentre

1 ’ 1
1et1+ htend vers —=, donc NN=—+=.
245 O 245

@

@ 1. Soit h un réel non nul.
On calcule le taux de variationentre 0 et 0+ /1 :
f(0+h)—£(0) _(0+h) —2(0+h)+1-1

0+h-0 - h '
o = W
S h -2
Lorsque s tend vers 0, le taux de variation tend vers 2.
La fonction fest donc dérivable en 0 avec f* (0) = -2.
De plus, f(0)=1.
Onobtientdoncy =1+ (-2)(x- Q).
L'équation réduite de la tangente a la courbe au point
d'abscisse 2 estdoncy=-2v+1.

2.f0) -2+ 1) =x-2c+ 1= (-2x+ 1)
= —4x=x(x-2(x+2).

x |- =2 0 y R
Signe

dex N & * *
Si

ignede % L _ 0 4
x-2

Signe de 2 0 " i "
| x+2

Signe de

ey - 0 + 0 - 0 +

Sur -9 ; =2[, f(x) = (-2x + 1) < 0 donc € est en-des-

sous de 7 .

Sur ]-2; 0[, f(x)}-(-2x + 1) = 0 donc € est au dessus
de 7.

Sur]0; 2[, f(x) = (-2x + 1) < 0 donc € est en—-dessous
de 7.

Sur]2; +of, f(x) - (-2x + 1) = 0 donc € est au dessus
de 7.

‘6 et T , sont sécantes aux points d'abscisse - 2, 0 et 2.

@ 1. fest définie sur I'ensemble des réels x tels que
x+ 1+#0 c'est-a—dire sur R\{-1}.

2.a un réel différent de -1 et & un réel non nul tel que
a+ he R\{-1}.
On calcule le taux de variationentreaeta + h:

2@+h)+1 24+1
flath)-f(a) _ _a+h+1 ~ a+1
a+h—a a+h—a

_la+h)+Na+D)—(a+h+T)(2a+17)
- h(a+0)(a+1+h)

_ h
T hla+D(a+1+h)

£ 1
T (a+Na+1+h)
Lorsque htend vers zéro, le taux de variation tend vers

1
le nombre réel (@+1? -



La fonction f est donc dérivable en tout réel a avec

fla)= (a-:'l)z
.= Es
e
4. f(4)=23441-2
ac )‘(4+1) =2

On obtient donc y== + —(x 4).

L'équation réduite de Ia tangente ala courbe au point

d'abscisse 4 est donc y = Ly 4l

25 25°

@ 1.Soit a un réel et h un réel non nul.
On calcule le taux de variation entre aeta+ h:

fla+h)-fla)

at+th—a
_2(a+h) - 4(a+h)+1-(2a> - 4a+1)
- at+h-a
2 _
zziji%L:ﬂ£:2h+4a_¢

Lorsque h tend vers zéro, le taux de variation tend vers
le nombre réel 4a — 4.
La fonction f'est donc dérivable en tout réel a avec

fla)=4a-4.
2. f(—%)=2x(—l)2_4x—_1+1: 23

3 3 9
’ _l) : (_l)_ __16
! ( 3/=4%73)7%= 3
23 16 1 )
On obtient donc y = 573 (x+ 3
L'équation reduite de la tangente a la courbe au point
d'abscisse 2 est donc y = —% X +%

| Chapitre 5

o 1. fest la somme de deux fonctions u: x — 3x° et
v:ix—>vx+1 dérivables sur [0 ; +o[.

2. On en déduit que fest dérivablesur R et /"= u'+ v'.
. ’ 1

u'(x) =3 x 2x = 6x et vix)= , donc

= Y ey

sy 1
f(x)—6x+2m.

Corriges

01 .On calcule le taux d"accroissement de fen -2:

f(2+h)- f(=2)
h

(2+hP =3(-2+h)+7 - ((-2) -3x(-2)+7)
- I

_A-4h+h° +6-3h+7-4-6-7
h

h*—7h
== h-7.
Lorsque h devient trés proche de zéro, cette quantité
se rapproche de -7 quiest un nombre fini.
Lafonction estdonc dérivable en aet ona f'(a) = -7

2.fest la somme des fonctions :

u:x = x*etv:x—»-3x+ 7 dérivables sur R.
On en déduit que fest dérivable sur Retf =u’+ v".
u'lx)=2x=etv'(x) =-3, donc f'(x) = 2x - 3.
On calcule f'(-2) = 2 x (-2) - 3 = -7 et on retrouve le
résultat du 1.

@) - rest définie et dérivable sur R et £(x) =
' - 1

b.g(x)=-n X

g est définie et dérivable sur ]-o¢; O[ U ]0 ; +=[ et

’ 1 T
=-nx|-—5|="%.
g'x) ( xz) x*
c. h est définie sur [0 ; +[, dérivable sur ]0; +oo[ et
R(x)=18x—— =2
e i
d. j est définie sur [0 ; +=[, dérivable sur 10 ; +[ et
=1 1
x)= -1+ —1=,
J'(x) o
e. k(x)=-3 ><%+3>-<x2 +7.
g est définie et dérivable sur ]-oe; O[ U 10 ; +=[ et

k'(x)=-3 x(—xiz) +3x2x = x3—2+ 6x .

f. m(x)= —3v2x+5 =—3x g(2x + 5)avec g(x) = Vx.

2x+520<:>2x;—5<:>x2_—5,doncmestdéﬁnie

et

sur [_75:+09[, dérivable sur ]_75 s

mx)=-3x2xg'(2x+5)
1 __ -3
242x+5 N2x+5°

=—-3x2X

@Graphiquement, oh détermine le signe de lafonc-
tion g'.

g’ est positive sur -2 ; 2] et négative sur [2 ; +2<[.

On en déduit que g est croissante sur ]-2¢; 2] et décrois-
sante sur [2 ; +2o[.
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@ 1. fest dérivable sur R et " (x) = -3x% + 4x - 2.
On étudie le signe de f’ qui est une fonction polynéme
de degré 2.

A=4"-4x(-3)x(-2)=16-24=-8

A < 0,doncil n'y a aucune racine réelle.

a=-3 <0, donc f’ est négative sur R et on en déduit
que fest décroissante sur R.

X - +

fa -

ftr} \

2.f(3) =0 et fest décroissante sur R, donc on en déduit
que f est positive sur ]-22; 3] et négative sur [3 ; +2=[.

€0) 1. fest dérivable sur[-3 ;2] etf (x) = 62 + 6x - 12.

2. On étudie le signe de f qui est une fonction poly-
ndme de degré 2.
A=62-4x6x(-12) =36+ 288 =324
A= 0ilyadoncdeux racines réelles

_—=6-324 _6-18 _ ,

0o Txe T 18
ot o = —6+V324 _ 6118 _,
T 12

a =6 = 0, on en déduit le signe de [ puis le tableau

de variations de .
X -3 =2 1 2

f’_br} + 0 - 0 +
24 8
f[x} " / S /

3.Lemaximum de f'sur [-3; 2] est 24 atteint pour x =-2.

4.Leminimum de fsur [-3; 2] est -3 atteint pour x = 1.

@1‘ x| -10 -9 2 10

' = 8 F ‘:) -
0 5
f&) \ & \ >

2. Le minimum de f'sur [-10 ; 10] est -2 atteint pour
x=-9

3.Le maximumde fsur [-10; 10] est 5 atteint pourx =2,

@ 1. On peut conjecturer que la fonction f est crois-
sante sur R.

2.a.fest dérivable sur R et f* (x) = 312 + 8.

@@

b. Pour tout réel x, x2 = 0 donc 3x* + 8 = 8. On en
déduit que f* est positive sur R.

c.f" est positive sur R, donc la fonction fest croissante
sur R et on en déduit le tableau de variation de f.

X -0 40

S +

d. La conjecture est vérifiée.

@ Si on nomme x la longueur du rectangle et/ sa
largeur,onal'égalite 2 x (I + x) =3 soit[= 1,5 -x.

La hauteur du triangle isocéle rectangle mesure la
moitié de I'hypoténuse, donclaire de la fenétre a pour
expression :

xx%
5 =1,5x— x> +0,25x?

Ax)=xx(1,5-x)+

=-0,75x% +1,5x.
Pour obtenir I'aire maximale, soit on exploite les
connaissances sur les polynémes du second degré, soit
on utilise la dérivation. Dans les deux cas, on obtient
une aire maximale de 1,5 m?pourx=1m.

@ 1. fest dérivable sur R et f"(x) =4x- 1.

2.L'équation de latangente 7 a c@fau point d'abscisse
2esty=/"(2)x-2) +f(2).
Or, f(2) =7 et f'(2) = 7 donc I'équation de I est :
y=7x-2)+7=7x-14+7=7x-7.
.a.f(x)-gx) =2’ -x+1-(7x-7)=2x*-8x+ 8
b. On étudie le signe de 2x*- 8x + 8.
A=(-8)2-4x2x8=64-64=0

<488

A=0,ilyadoncuneracineréelle x, = e 2

a=2>0,onendéduit que 2x* - 8x + 8 est positif sur
R et s'annule seulement pour x = 2.

c. Pour tout réel x, 2x2 - 8x + 8 = 0 donc

f(x) - g(x) = 0, donc f(x) = g(x).

On en déduit que Caf.es't au-dessus de 7.

De plus 2x% - 8x + 8 s'annule seulement pour x = 2
donc le seul point d‘intersection entre CGJ. et T estle
point d'abscisse 2.

@ 1. On étudie le signe de 2x?+ 3x - 1.
A=32-4x2x(-1)=9+8=17
A = 0,il y a donc deux racines réelles

v ==3-V17 _3-417

177 2%2 4
ot v = =3+V17 _ 34417
277 2x2 4



a=2>0,onendéduit lesignede 2x*+3x-1dansle
tableau de signes ci-dessous.

On étudie le signe de x? + x - 2.
A=12-4x1x(-2)=1+8=9

A= 0,ilyadoncdeuxracines réelles :

_=1-¥0 _-1-3_ _,

X

1TT2xT 2
_—1449 _ -1+3 _
et x, = 5% ~~ 3 1

@ =1 >0, on en déduit le signe de x* + x - 2 dans e
tableau de signes ci-dessous,
On en déduit le signe de f.

4 e -y S3=417 3447
4 4
Signe de + + 0 0 + +
20 +33-1
Signe de
Px-2 .9 = ) e
Signedef + - 0 + 0 - +

2.fest dérivable sur]—ao =2[,sur]-2; 1[etsur]l; +[.

festdelaforme avecu(x)=2x>+3x-1;
u'(x)=4x+3; v(x}—x2+x-2et vix)=2x+ 1.

w'v—uv'

On en déduit que f” est de la forme et on
obtient : £

o (@x+3)(x? +x-2 )= (20 +3x=1)2x +1)

(x*+x-2)
, 453 +4x° —8x+3x°
x —
F'(x) (x2+x-2)
3x—6—(4x> +2x% +6x% +3x—2x~1)
+
(x2+x-2)

f(x)= —6X_5_

x?+x-2)
3. (x) est dusignede -+’ ~6x-5 car(x? +x-2)*=0.
On étudie le signe de —x* - 6x - 5.
A=(-62 -4 x(-1)x(-5)=36-20=16
A= 0,ilyadoncdeuxracines réelles

L oo(6)-V16 _6_a_ |

L R Ty v~
T

et x; = (;;)(Jr ) 6_+24 =5

a=-1< 0, on en déduit le signe de -x> - 6x - 5 dans
le tableau de signes ci-dessous et celui de j"(x).

X - =5 =2 -1 1 +oo

Signe de
afogeag| — 0¥ * - | -

Signe de
+x-27?

Signe de
Aty

Corriges

4.0On en déduit le tableau de variation de f.
X -m =5 -2 -1 1 +o0

\w/ /\. \

@ 1.8m=Ba-am=1-x

BN=BC+CN=1+x

2. Dans le triangle BMN, C € [BN], P € [MN].

Les droites (BM) et (PC) sont paralléles car elles sont

perpendiculaires a la méme droite (BN).
On peut donc appliquer le théoreme de Thalés, eton

btient NC _ NP :_fi'
OPHeNt “NB = NM T MB
NC _ PC . _ JEC
NB ~ MB' 17— '
TR il "WEREY:
T+x 1+x °
3. 0On considére la fonction définie sur [0 ; 1] par
b1 P
fla)= 1+ x

On cherche le maximum de cette fonction.
fest définie et dérivable sur [0; 1].

festdelaforme £ avec u(x)=-x2+x, u'(x)=-2x+ 1,
v

vix)=1+xetv'(x)=1.
u'v—uy'

On en déduit que f* est de la forme =———— eton
obtient : %
, (2x+1)(1+x )—(—x2+x)x'l
I'x)= >
(1+x)
2 2
£ = —2x—2x +'I+x—(—x +_\:) _ Z ey
(1+x) (1+x)?

On étudie le signe de f*(x) sur [0; 1].

(1+ x)> =0, donc f'(x) est du signe de —x? - 2x + 1.
A=(-2?-4x(-1)x1=4+4=8

A = 0,il y a donc deux racines réelles :

_ZED-¥8 _2-V3_ 4,5 €01 et

=@ 20
_—(=2)+V¥8 _ 24242 _ ;
%=l LLXL 142 €05 1]

On en déduit le signe de f'(x) sur [0 ; 1] ainsi que les
variations de f.

X 0 1442 1
=P =2x+1 + 0 -
(x+1)? + _ +
' + 0 -
-242+3

109 /'



Corrigés

f(—1+\5): -242 + 3doncle maximumde fsur [0 ; 1]

est —242 + 3 atteint pourx = -1+ V2.

On en déduit que la longueur AC est maximale lorsque
AM = -1++2,

La longueurde PC est —242 + 3.

@1 fest de la forme & , avec u)=2-x,u'lx)=-

vix)=x’ +5 et v'(x) = 2x , ,
On en déduit que f' est de la forme % et on
obtient : ¥

(-1)(x*+5)—(2-x ) x 2x

el (xz+5)2
= —x2—5—4x+2x° — ¥ —4x-5
(xz +5)2 (xz +5)2

2. On étudie le signe de f*(x) sur [R.
(% + 5)2 = 0, donc f'(x) est du signe de x> — 4x - 5.
= (-4 -4x1x(-5)=16+20= 36

A>=0,ilyadoncdeuxracinesréelles x, = #
:ﬂ——1 et x (_4)+ 4+6 =2
5 2x1 ~

a=1> O,doncf(x
oo =11 U [5;+[.

0 sur[-1;5] et f'(x) = 0 sur

3. Le signe de f' permet de connaitre les variations
de la fonction.
X - -1 5 +o

) + S — 0 +

S / " \ 53 /

@ 1. Graphiguement, on voit que C€J‘.est en dessous
‘83 sur]—=c; 1] etque Cfﬁ),.est au-dessus de C@g sur[1;+e[.

2. a. h est dérivable sur R et A(x) = 3x% - 2x + 2.

b. On étudie le signe de i '(x) sur .
=(-2)-4x3%x2=4-24=-20

A< 0,donciln’ya pas deracines réelleseta =3 >0,

donc A'(x) = 0 sur R.

On en déduit que 4 est décroissante sur R.

c. h(1) =0eth est décroissante sur R, donc 4 est positive

sur ]-20; 1] et négative sur [1; +22[.

3.h(x)=f(x)
question2,on a:
ssurl-=;1],h{x) = 0,doncf(x) - g(x) =0,
donc f(x) =

ssur[1;+2<[, h{x) =0, doncf(x) -
donc f(x) < g (x).

On retrouve ainsi les résultats de la question 1.

| 35¢ 4

x) donc, d’apreés les résultats de la

gl=0

Chapitre 6

© ./ w=3exp)-2

2. g' (x) = 4x x exp(x)+(2x? + 1) x exp(x)
= (2x? + 4x + 1) x exp(x)
3. h(x)= (exp(x)x (6 +2x)— (22 +exp(x))x2
(6+2x)
_exp(x)x(4+2x)—4

(6+2x)

o exp(2) = exp(5) xexp(-3)= 140 <005 =7
exp(5

exp(8) = —-expp((_;) {]4005 = 23800

exp(-2) = %

exp(10) = exp(5)? =140°= 19600

oA =exp(2x-3+4-x)=exp(x+1)

B =exp(2x-2+ x+ 2) = exp(3x)

C=3exp(x)expx-1)=3explx+2x-1)
=3exp(Ex-1)

o e -e
11{0—9 u, = 3:e3,

u, =e -3 —e3 u3—e l-@
La suite semble décroissante.

~1\"

2.0nau, =el><(e 3).
1
La suite est géométrique de raison e 3.
3. La raison est positive et est inférieure a 1, donc la

suite est décroissante.

@1.f"(x}='l+e-"

; er xx—etx1_(x—1e*
2. g(.\'.') x;_ x;_
3. () =1e"+xe'=(1+x)e*

@)1 62t =¥ s e 123+ 26 x=-1
§=1{1}

2, g-t=glH <:>—x:2x+4<:>3x:—4<:>x:—%
5={-%

3.tz oAx+t1=x+15x=0x=0
§={0}

4_ e—.r—‘l _el.t+4 PR 0 = e—.r—‘l = eZ.t+4 = __‘:_1:2_\:‘—|—4

<:>3x=—5<:>_\:=—%

(3



@1_:%;1@9-3x =l -3x=0=x<0
2. %{1 = E.(—Z—}.\'+6<1

@e—lr+4< 1

=-2x+4<0

o-2x <-4

o x>=2 carondivise chaque membre

2 par -2 qui est négatif.
Sx>=2;
F=12;+0
EZ.H—‘I
(er)
Pour toutréel x, e *' >0 et (¢*)? > 0, donc ce quotient
est positif pour tout réel x.

3.

=0

=R
e x=2 e~ x=2
4 £ 1500 =

<:>e—.1'—2—3.r—3 =
e i
=-4xy-5=0
=S-4r =5

oxr= —% car on divise chaque

membre par -4 qui est négatif.

s=[]
@ 1. u(t) =10—-10e 1 = 10— 10e"1
J\y

/\'v

-

Corriges

@ D'apreés les données de I'exercice, ona:
flO)=1=ax0+b)e’=1=b=1.

On a aussi f’(%) =0.

On calcule f” (x).
fx)=ae™+ (ax+ 1)(-e™)
=ge' —axe ' —e " ={g-ax—-1) e

f’(%): 0 <:>(a —%a—1)e‘1 =0

i
<:>%a—1:0care'5¢0
oa=2

On obtient donc f(x) = (2x + 1) e™.

@1 .L'équation réduite de latangente au point d'abs-
cisseaesty=f"(a)(x—a) + fla).
Or f'(a) = e“ et f(a) = e“.
Ontrouve donc y=¢e" (x - a) + e
=ex—ae’+e’=e x+e(1-a).

2. Le point B a pour ordonnée 0.

Onrésout donce’x+e“(1-a)=0.

ex+e’(l-a)=0=e'x=ea-1)
S x= y =a-—1

3.H alamémeabscisse queAdoncBH=a-(a-1)=1.

La distance BH est constante égalea 1.

@ 1.Faux:eneffet, [ (x) =—-e " +xe* = (x-1) ™.
' (x) est dusigne de x— 1, car e™* est toujours positif.
Orx -1 change designeen 1. Donc lafonction fn‘est
pas décroissante sur R.

2. Faux : Pour tout réel g, e est un réel positif. Donc
e " est un réel positif quelle que soit la valeur de x.

3.Vraitu, = %93” = %(e‘)” est une suite géométrique

de raison e’.

4. Faux : -3 < 0. Comme la fonction exponentielle
est croissante sur R, on aalorse™ < edonce™ < 1.

" Chapitre 7

o a.Destle p@etéi:u!thogon al de A sur la droite
(DC), donc CD-CA = CD-CD = a’.

b.AD-CB =—CB.- CB = -a’.

c._I:es_\:‘ecteurs BD et AC sont orthogonaux, donc
BD-AC= 0.
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d. Soit I le milieu de [AB), alors I est le projeté ortho-

gonal de O sur la droite (AB), donc OA .AB=IB-AB
1ap.ar_1.2
=L1AB.AB=1
2 2
e.0A-OC= —O_C'-O_C‘:—OCZ:—%cardans le triangle
OBC rectangle en 0, 0C? + OC? = BC? < 20C? = .

f.A est le le prmete orthogonal de B sur la droite (AD),
donc DA -BD = DA -AD =

E, Kln

A
——

C

<+

a. Soient E le point tel que AE=lietHle projeté ortho-
gonal de B sur (AE).
AB-ii =-AH X AE=-9

b. Les vecteurs AC et i sont orth ogonaux,
donc AC-u =0.

€5 50|t K le projeté orthogonal de D sur (AE).
AD-i=AKXAE=6

d. Les vecteurs DB et i sont colinéaires de sens
contraire, donc DB -1 = -5 x 3 = -15.

e. Les vecteurs DB et AC sont orthogonaux, donc
DB-AC=0.

f. Soit L le projeté orthogonal de C sur (DB).
DB-CB=DB-LB=5x3=15

238 /

7\ ’
2.a.AC-DE=AC- (DA + AE)=AC-DA + AC-AE
OrD est | le prOJete orthog onal de C surla droite (AD),

donc AC DA AD-DA = —ADE

Ainsi, AC- DE = -AD? + AC - AE.

b.Comme Best le pro;ete orthogonal de C sur ladroite
(AE), anrsAC AE=AB-AE = ABXAE.

Donc AC DE -AD?-ABXAE=-4+4=0.

Ces vecteurs sont donc orthogonaux et les droites (AC)
et (DE) sont perpendiculaires.

3604

3.EF-BD=(EA+AD+DF)-BD __

=EA-BD +AD-BD + DF-BD
Comme A est le prOJete or‘thogonal de D sur la droite
(EA), alors EA BD EA BA ABXAE.
Comme A est | le pro;ete orthogonal de B sur la droite
(AD), alors AD-BD = AD-AD = AD.
Comme C est | le prOJete orthogonal de B sur la droite
(DC), anrsDF BD = DF-CD =-DF x CD.
Ainsi EF-BD =4+ 4—8=0.
Ces vecteurs sont donc orthogonaux et les droites (EF)
et (BD) sont perpendiculaires.

@En utilisant la formule du produit scalaire avec les
normes, on obtient :

AB-BC= 1 (IAB +BC||*~ ||AB||* - IBC][).

Or, d’ apres la relation de Chasles AB + BC AC et
comme ABCD est un parallélogramme, alors BC=AD.

D'ou AB - BC = 1(A('2 _AB?—ADD).

@a.a’;(j]et()—é(;],donc(z’;-aé:—2+6:4.

i.).ﬁ(i] eti?(_;],donco_,i-(ﬁ:—z+15=13.

4 7)=(3) ()

doncAB-ii=6+5=11.

€ on utilise le théoréme d'AlKashi:

A

1.a%=b?+ 2= 2bc cos(A) = 32+ 42 - 12 cos(60°) = 19,
donc a=+19.

2.6 = a* + ¢% - 2ac cos[ 3)=(2v2) +5% - 102
cos(45°) = 23, donc b=

3.a%=32+32-18 cos(90°) = 18, donc a =32 .

@ Soit I le milieu du segment [AB].
D'aprés le théoréme de la médiane,on a:

ST O 1 2
a.MA-MB =-9 < M - %:-9

2 6%
oMF=-9+ —I=0<:>MI=0
Cet ensemble est donc réduit au point 1.
—_— — 2
b.MA-MB:m@MF—%:m

2
SMP=16 + f’T =25 & MI=5

Cet ensemble est donc le cercle de centre I et de
rayon 5.

I, 2
c. MA-MB =-10 aMﬂ-%:-w
2
<:>M12:-10+4T:-6

Cet ensemble est donc vide.



@ 5 SoiL{:{ Ie_;::rojeté orthogonal de C sur la droite

(AB),alors AB-AC=-AH xAB=-4.

b.AB-AM = -4 < AB-AM = AB-AC
@E-W—A_C.}: 0 AB-CM=0

c. Cet ensemble est la droite perpendiculaire a (AB)

passant par C.

2.a. SmtDIe point tel queAD i ;ﬁ
alors AB-AD = AB x AD = 12.
b.AB-AM = 12 <:>AB AM AB AD

&AB- (AM AD) 0 AB-DM=0
Cet ensemble est la droite perpendiculaire a (A B) pas-
sant par D.

@1.@‘(3]91&'(6]

3 2

donc BA-BC=3x6+3x2=24.

2.a.BA-BH=BA-BC=24

b. Les vecteurs BA et BH étant colinéaires, ona:
BA-BH=BAXxBH =24.

BA=+32132 =3J2 d'ou BH =%=4J§.

@1 MB +MC = MI + IB+ Mi + IC=2MI + IB+IC
Comme Lest le mI|IEU dusegment [BC], alors IB=-1IC
et MB + MC = 2M1

2.MA-(MB+MC)=0 MA-2Mi =0
SMA-Mi=0 oM appartient
au cercle de diamétre [A]].
Comme le triangle ABI estrectangle en B, alors le cercle
circonscrit au triangle AB/ estle cercle de diametre [AT],

c'est-a—dire I'ensemble des points M du plan tels que
MA-(MB+MC)=0.

@ 1. Dans un repére orthonaorme du plan, les coor-

;- X x
donnéesrespectivesde 1 et v sont ( y] et( v | alors
uv=xx +yy.

L (i + V1P = [l = 71P)

e+ 2P+ b+ )V -0 +y) - 2 +y?)

M|—‘

—»——»—

1(2xx + 2yy")

2. En utilisant laformule précédente avec les vecteurs
it et —v, on obtient :

- - 1 e Ao i o
it v =2 (g = VI - [l - 71
o ﬁzl (e 11+ 111 = [ =V [1°)

3. En utilisant la formule precedente avec i = AB et
v=AC, on obtient :

Corriges

AB-AC'=1(|AB|* + |AC|P” - ||AB - AC|P)

Commeﬁ—ﬁzﬁ+ C_A.: CTB: alorsﬁ-ﬁ:%
(AB?* + AC? - BC?).

@ 1.0n conjecture que 6 =90°.

2.a./ AI BD = (AB+BI} (BA +AD}
=AB-BA + AB-AD + Bi -BA + BI-AD

=-*+0+ (}+%L2
=+172
b.e=90°@,4_f-ﬁ5=0@-12+%ﬁ=0
1z 1
5 =2+ T =2 2
3.Pourl=29,7 et L =21, alors = 7 2,0002,
donc%;ﬂ =N —;tJ_ donc 6 = 90°.
Ainsi, le logiciel ne met pas le symbole del'angle droit
car les droites ne sont pas perpendiculaires.

Chapitre 8

o Un vecteur directeur de la droite % est If( 2 ]
Par lecture graphique, ona: =

;]etﬁ-ﬁ;zzm+(-1}><2=2-2=0.
Donc E; estun vecteur normal a %.
;?;(_04] etu-n,=2x0+(-1)x(-4)=0+4=4.
Donc @n’est pas un vecteur normal a &.
E;(i] etii-n,=2x2+(-1)x4=4-4=0,
Doncﬁgest un vecteur normal a 9.
;T;(:” etiimy=2x(-1)+(-1)x (1) =-2+1=-1.
Donc E; n'est pas un vecteur normal a .
55’(0] eting=2x0+(1)x2=0-2=-2.

2
Donc E.;n‘est pas un vecteur normal a %.

E;(_;] ETE'%sz(—']}+(_1}x(_2}:_2+2:0.

Donc ng estun vecteur normal a 9.

o 1. Un vecteur directeur de la droite 9 est E( -3 ]
donc-b=-3,s0ithb=3eta="5. >

@



= Corges

Un vecteur normal a % a donc pour coordonnées ( 5.
3

2. Un vecteur normal a % a pour coordonnées ( Z ]
Par lecture des coefficients,a=3 et b= 2.

Donc un vecteur normal a % a pour coordonnées ( ?]
h
soit | 3 ] ;
2

01.A:&t—9y+26-——0

2A:y+4=0

3A: 11y _3=0
5% =7 Y 3

4. A:x-y-7=0

@A:2x+y:(}et 2% (-2)+ 5+#0,donc E n'appar-
tient pas a A.

-

-

I
S

2.x:_%
3.x:_%
4.;:%
s nll

@y=—4x2+4x—1

@1.x2+3x+y2-7_v=0

2.2+ 2x+y*-4y-8=0
3. x2+———1_2ﬁx+y2—ﬁ;£y+"!g;ﬁ=0

@ 1. Centre A(3 ; 0) et rayon 5 unités de longueur.
2. Centre A(3 ; 0) et rayon 5 unités de longueur.
3. Centre A(5;-10) et rayon 11 unités de longueur.

4. Centre A(-2 ; 4) et rayon 2 unités de longueur.

@ Une équation de la parabole est du type
y=ax’+bx+c.

S appartient ala parabole, donc 0+ 0+ ¢ =4, soitc =4.
S est le sommet, donc 5—2 =0e=h=0.

Enfin A appartient a la parabole,
donca+c=2<a=-2.

Donc une équation cartésienne de la parabole est
y==2+4,
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@1 .A appartient a (Ox), donc son ordonnée est nulle.
1 1

A appartient a d, donc 2x, —0—5:0 Sx, =,
Soit (l- .
(L)
2. B appartient a (Ox), donc B(1 ; 0).
3. Soit H(x; y) le projeté orthogonal de B surd.

BH est orthogonal a tout vecteur directeurde d.
On aen particulier (x-1)x1+yx2=0=x+2y-1=0.

x+2y-=1=0 x=%
On résout le systéme 1 =
2x—y—=—=0 -
- )f—ﬁ
H est le milieu de [BB'], ce qui équivaut a:
%:%{xﬂ+x3r}<:>x3,= —% et %=%|(y8+yﬂ,}
Ay 3
&4 4T

4. Aestla droite (AB").
M(x ;y) appartient a A <> AM colinéaire a AB’

_1) Eh (__9_): 3o
<:>(x 4><5 VX 20 0<=12x+9y-3=0

@ Soit H(x; y) le projeté orthogonal de A sur 9.

AH est orthogonal a tout vecteur directeur de 4.

On a en particulier :

(x-1)x-N+@-2)x1=0=-=x+y-1=0.

x+y-7=0 { x=3
=

On résout le systeme
—-x+y-1=0 y=4

Le cercle passe par A et H,donc son centre est le milieu
I du segment [AH].
1
x==x,+x
1 2( At Xy) C){)a =2

M :E(J’A +yH}

On a alors

Le rayon vaut % ,avec:

AH =JB=17 +(4 - 27 =4 +4 =2V2,50it42 uni-

tés de longueur.
Une équation du cercle est donc (x - 2)* + (y-3)*=2.

@M(x;y} appartient a la parabole et a la droite si et
y=mx?-2x+4
y=2m

seulement si

{ mx? —2x +4—2m =0
=
y=2m

On considére I'équation mx? - 2x + 4 - 2m = 0.
A=8m-12

A< 0em< % L'équation n‘admet pas de solu-

tion, donc il n"y a aucun point d'intersection entre la
parabole et la droite.



A=0=m= % L'équation admet une solution, doncl
y a un point d'intersection entre la parabole et la droite.
A0 m> % L'équation admet deux solutions,

doncily a deux points dintersection entre la parabole
et la droite.

@ 1. A appartient a 9 si et seulement si:
ax1’+bx1+c=-1=a+b+c=-1.

B appartient a 2 si et seulement si:

ax(-1)?+bx(1)+c=9=a-b+c=9.

C appartient a P si et seulement si:
ax3*+bx3+c=59%+3b+c=5.

at+b+e=-1

—b+ec=9
9a+3b+c=5

D'ou le systéme

2.0n ajoute les lignes 1 et 2 du précédent systéme
(L1 +L2).

3. On obtient le systéme équivalent suivant :
3a+3b+3c=-3
2a+2¢=8
9a+3b+c=5

4.0n a soustrait la ligne 3 ala ligne 1 (L1 - L3).

3a+3b+3c=-3 3a+3b+3c=-3

5.et6. 2a+2c=8 = 2a+2¢=8
—b6a+2c=-8 8a=16 (L2-L3)
3a+3b+3c=-3 b=-5
= c=2 = =2
a=2 a=2

7. Une équation cartésienne de &P est y = 2x* - 5x + 2.

@1. _\:2+y2+_\:+y:0<:>(x+l)2+(y+l)2=l-
2 2 4

Cette équation est celle d'un cercle de centre (—%;—%).

Lemilieu de [CD] a ces mémes coordonnées.Réponse a.

2. On reconnait |‘écriture de I'égalité DM* = AM?.
Réponse d.

@ 1. Un vecteur normal & & est H( 3 ] , un vecteur

-

normal a %@’ est ﬁ( ? ] n-u=0.Réponse b.

2. Réponse c.

3. Réponse c.
4.1u-v=05x4+(-8)x(-0,2)=2+1,6#0.

i colinéaire 3 v< 0,5 % (-0,2) - (-8) x4 =-0,1 + 32 #0.
Réponse c.

5. Réponse c.

Corriges

L Chapitre 9

o 1. Un nougat ayant été pris, il ne reste plus que
30 caramels et 19 nougats. La probabilité de choisir
un caramel est alors 39

49°

2. Un nougat ayant été pris, il ne reste plus que 30
caramels et 19 nougats. La probabilité de choisir un
nougat est alors 18

49

@ .rcnn=28-1
z.PC(A}=%:l

3
@1. 12 £
20 20

a3

2.PVNR+PRN V)= 2—%x2+2x£=£

@ h 0,99 0,01
M M
0,9”05 ON,Q
T T T T

2. Les événements M et M forment une partition de
I'univers, alors, d'aprés la formule des probabilités
totalesona:
P(T)=PMNT)+PMNT)

=0,01 x0,9 +0,99x 0,05 =0,0585

P(TOM) _ 0,01x0,1 _ _2
P(T) ~1-0,0585 " 1883

3. B (M)= =~ 0,001

D ra=2-2iPp)=2=1;

PANB)=3 et2x1_1

_3_doncles événements
10 55275770

ne sont pas indépendants.

2. P(A)=2 ; P(C)=i=% :
PANQ= - et 2 2yl_1,1

( )= 5 2 5 F 10
donc les événements ne sont pas indépendants.

3.0n peut choisir I'événement D : « Obtenir un a ».

Ona = - |
0= 10 5"
P(DNB)= —P(D Nno et x L= 1 donclévene-

&y 10
ment D est blen indépendant des événements Bet C.
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Corrigés

@ OnaP(A)=0,12 + 0,48 =0,6 et, d'apres le tableau,
P(ANE)=0,12.
Les événements A et E étant indépendants, on a

P(ANE) = P(A) x P(E), d'ou P(E)= %z 0,2.
Alors P(A NE)=0,2-0,12=0,08.

P(E)=1-P(E)=0,8alors P(A N E)=0,8-0,48=0,32.

@ On peut représenter la situation par un arbre
pondéré. On note | I'événement « Le client a acheté
le billet par internet » et F I'événement « Le client est

une femme ».
0,28 0,72

|
/\ o,3w,ss
F F F

F

e s . 4
a.D'aprésl'énoncé,ona P.(l)= 5

P(FNI) 4
donc PE) 5 =08
et P(F N 1)=0,72x 0,68 = 0,4896,
alors P(F) =_0’48896 =0,612.
b. £.(1)= PFY® 072% 0,32 _0,2304 _ 288 _ o
CFUSTR(F) TT1-0,612 T 0,388 T 485

@ 1. Etant donné qu'il s'agit d'un tirage avec remise,
les tirages sont indépendants.

2.0n peut faire un tableau a double entrée contenant
la somme et le produit des nombres.

Somme ; produit 1 2 3 4 5
1 ; 3;2 4:3 5:4 6;5
2 3:2 4:4 5:6 6:8 7:10
3 518 6:;9 7;12 8;15
4 5:4 6;8 7;12 8;16 9;20
5 6;5 7;10 8;15 9;20 10;25
8

_8 . ps)=12; 4
PP)=£; P(9)=12; Ppns)=2

et 8 12 _ 96 . 4 donclesévénements nesont
257725 6257 25
pas indépendants.

0,26 =0 0,09 _
c. R(S)= =2 4.5 =515 =

@ 1.2.r8)=036 b.P(F)=048
( 0

wnjw

0,49 49

e.PFN S) =026
f P(F UD)=P(F)+P(D)- P(F N D)
=0,48+ 0,15 - 0,09 = 0,54

2.P(F)=0,52; P(B)=0,36; P(F N B)=0,20.
0,52 x 0,36 =0,1872 # 0,20, donc les événements ne
sont pas indépendants.

@ 1.a.lls'agit d'untirage avec remise, donc c’est une
succession d'épreuves indépendantes et les probabi-
lités surles branches sont les mémes a chaque étape.

—_
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Corriges

c. P(A)= 1,11 1,1, 1, 1,2,1_ 1

35435465420 Dé2
3. Comme 3_16{% , alors la probabilité d'obtenir les 1 2 3 4 5
lettres B, A, C dans cet ordre est plus grande lors d'un 2 3 4 5 6
tirage sans remise et c'est donc ce type detirage qu'il 3 4 5 6 7
faut choisir pour avoir le maximum de chances. 4 5 6 7 8
2. Loi de probabilité de la variable aléatoire S.
5; 2 3 & 5 6 7 8
- 12 |3 A3 (2 L
P(§=s) 16 16 16 16 16 16 16

| Chapitre 10

o 1. L'ensemble des valeurs prises par G est{-4; 5}. 6 5
@ E(X)= Ox +2>< 32 +4 X 35 =1

5
S 2-1 +=2(4-1% =2,25

G(X)Z,HV X) = 235 = 1§

2. Les issues réalisant I'événement {G =-4} sont 1, 2,

4ets, V(X)_ X(O U

3. Les issuesréalisant |'événement {G = 0} sont 3 et 6.
© rox<7=1-Px=10=1-004=096

PX<5)=P(X=-2)+P(X=3)+ P(X=4)
=0,24+0,12+0,2=0,56

(36 36 ¥y - \ 6
/_5,2/ 4 6 2
52 52 6
figure gure
autre as g
noire rouge
36 45 6 36 - 6 36 4.5 B 36 2,8 il
52 ?2 52\ 52 52 ?2 52\ 52 52 ?2 52\ 52 52 ?2 52\ 52
autre as figure figure autre as figure figure autre as figure figure autre as figure figure

noire rouge noire rouge noire rouge noire rouge

Soit X le gain algébrique d'un joueur. La loi de probabilité de X est donnée dans le tableau suivant.

PX=x) %75 338 769 169 676 169 169 169 169 169

Onadonc:
_ 9 9 3 27 9 3 27 1
E(X)_6x_676+5x_338+8>(169+250X169+4x_676+7x169+]50x169+1ox169

+4,50x 18 1% 81 _16 _ 453

E(X) > 0, donc on a intérét a jouer a ce jeu (favorable au joueur). 169 168 13

@ 1. P(T)= 10500 _ g 7 3. a. S peut prendre les valeurs 50, 20, 70 et 0.
l 15000 i b. Loi de probabilité de §

P(TN B}:P(T]XPT(B}:OJX—H000_10 =55 = 0:03 s; 50 20 70 0

P(T N B)=P(T) X P(B)=0,7%0,3=0,21 P(S=s) | 049 0,03 021 027

2.PB)=P(TNB)+P(T NB)=0,21+ 0,03 =024 c. E(5)=50x049+20x0,03+70x0,21 +0x0,27

=353

Dans cette ville, les familles recoivent en moyenne
3530 €.
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Programme

Préambule

Intentions majeures

La classe de premiéere générale est concue pour préparer au baccalauréat général, et au-dela a une poursuite

d'études réussie et a l'insertion professionnelle. L'enseignement de spécialité de mathématiques de la classe de

premiére générale est congu a partir des intentions suivantes :

® permettre a chaque éléve de consolider les acquis de la seconde, de développer son golt des mathématiques, d'en
apprécier les démarches et les objets afin qu'il puisse faire I'expérience personnelle de I'efficacité des concepts
mathématiques et de la simplification et la généralisation que permet la maitrise de l'abstraction ;

e développer des interactions avec d'autres enseignements de spécialité ;

® préparer au choix des enseignements de |a classe de terminale : notamment choix de I'enseignement de spécialité
de mathématiques, éventuellement accompagné de I'enseignement optionnel de mathematiques expertes, ou
choix de I'enseignement optionnel de mathématiques complémentaires.

Le programme de mathématiques définit un ensemble de connaissances et de compétences, réaliste et ambitieux,

qui s‘appuie sur le programme de seconde dans un souci de cohérence, en réactivant les notions déja étudiées et

y ajoutant un nombre raisonnable de nouvelles notions, a étudier de maniére suffisamment approfondie.

Compétences mathématiques

Dans le prolongement des cycles précédents, on travaille les six grandes compétences :

* chercher, expérimenter, en particulier a I'aide d'outils logiciels ;

* modéliser, faire une simulation, valider ou invalider un modéle ;

* représenter, choisir un cadre (numérique, algébrique, géométrique...), changer de registre ;
® raisonner, démontrer, trouver des résultats partiels et les mettre en perspective ;

* calculer, appliquer des techniques et mettre en ceuvre des algorithmes ;

communiquer un résultat par oral ou par écrit, expliquer une démarche.

[ ]

La résolution de problémes est un cadre privilégié pour développer, mobiliser et combiner plusieurs de ces com-
pétences. Cependant, pour prendre des initiatives, imaginer des pistes de solution et s'y engager sans s'égarer,
I'éleve doit disposer d'automatismes. Ceux-ci facilitent en effet le travail intellectuel en libérant I'esprit des soucis
de mise en ceuvre technique et élargissent le champ des démarches susceptibles d'étre engagées. L'installation
de ces réflexes est favorisée par la mise en place d'activités rituelles, notamment de calcul (mental ou réfléchi,
numérique ou littéral). Elle est menée conjointement avec la résolution de problémes motivants et substantiels,
afin de stabiliser connaissances, méthodes et stratégies.

« Diversite de l'activité de l'éleve

La diversité des activites mathématiques proposées doit permettre aux éléves de prendre conscience de la richesse et
de lavariété de la démarche mathématique et de la situer au sein de |'activité scientifique. Cette prise de conscience
est un élément essentiel dans la définition de leur arientation.

Il importe donc que cette diversité se retrouve dans les travaux proposés a la classe. Parmi ceux-ci, les travaux écrits
faits hors du temps scolaire permettent, a travers |'autonomie laissée a chacun, le développement des qualités
d'initiative, tout enassurant la stabilisation des connaissances et des compétences. lls doivent étre congus de facon
a prendre en compte la diversité et I'hétérogénéité des éléves.

Le calcul est un outil essentiel pour la résolution de problémes. [limporte de poursuivre I'entrainement des éléves
dans ce domaine par la pratique réguliére du calcul numérique et du calcul littéral, sous ses diverses formes :
mentale, écrite, instrumentée.
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« Utilisation de logiciels

L'utilisation de logiciels (calculatrice ou ordinateur), d'outils de visualisation et de représentation, de calcul (numé-

rique ou formel), de simulation, de programmation développe la possibilité d’expérimenter, favorise I'interaction

entre l'observation et la démonstration et change profondément la nature de l'enseignement.

L'utilisation réguliere de ces outils peut intervenir selon trois modalités :

® par le professeur, en classe, avec un dispositif de visualisation collective adapté ;

® par les éléves, sous forme de travaux pratiques de mathématiques en classe, a I'occasion de la résolution d'exer-
cices ou de problémes ;

® dans le cadre du travail personnel des éléves hors du temps de classe (par exemple au CDI ou a un autre point
d'accés au réseau local).

« Evaluation des éléves

Les éléves sont évalués en fonction des capacités attendues et selon des modes variés : devoirs surveillés avec
ou sans calculatrice, devoirs en temps libre, rédaction de travaux de recherche individuels ou collectifs, travaux
pratiques pouvant s‘appuyer sur des logiciels, exposé oral d'une solution.

» Place de l'oral

Les étapes de verbalisation et de reformulation jouent un réle majeur dans I'appropriation des notions mathématiques
et la résolution des problémes. Comme toutes les disciplines, les mathématiques contribuent au développement
des compétences orales a travers notamment la pratique de I'argumentation. Celle-ci conduit a préciser sa pensée
et a expliciter son raisonnement de maniére a convaincre. Elle permet a chacun de faire évoluer sa pensée, jusqu'a
la remettre en cause si nécessaire, pour accéder progressivement a la vérité par la preuve. Des situations variées
se prétent ala pratique de I'oral en mathématiques : la reformulation par I'éléve d'un énoncé ou d'une démarche,
les échanges interactifs lors de la construction du cours, les mises en commun aprés un temps de recherche, les
corrections d’exercices, les travaux de groupe, les exposés individuels ou a plusieurs... L'oral mathématique mobi-
lise alafois le langage naturel et le langage symbolique dans ses différents registres (graphiques, formules, calcul).
Sices considérations sont valables pour tous les éléves, elles prennent un relief particulier pour ceux qui choisiront
les mathématiques comme enseignement de spéecialité en terminale et qui ont a préparer I'épreuve orale terminale
du baccalauréat. Il convient que les travaux proposés aux éléves y contribuent dés la classe de premiére.

« Trace écrite

Disposer d'une trace de cours claire, explicite et structurée est une aide essentielle a l'apprentissage des mathéma-
tiques. Faisant suite aux étapes importantes de recherche, d’appropriation individuelle ou collective, de présentation
commentée, la trace écrite récapitule de facon organisée les connaissances, les méthodes et les stratégies étudiées
en classe. Explicitant les liens entre les différentes notions ainsi que leurs objectifs, éventuellement enrichie par des
exemples ou des schémas, elle constitue pour I'éléve une véritable référence vers lagquelle il peut se tourner autant
que de besoin, tout au long du cycle terminal. Sa consultation réguliére (notamment au moment de la recherche
d’exercices et de problémes, sous la conduite du professeur ou en autonomie) favorise a la fois la mémorisation
et le développement de compétences. Le professeur doit avoir le souci de la bonne qualité (mathématique et
rédactionnelle) des traces écrites figurant au tableau et dans les cahiers d'éléves. En particulier, il est essentiel de
bien distinguer le statut des énoncés (conjecture, définition, propriété — admise ou démontrée —, démonstration,
théoréme).

« Travail personnel des éléves

Sila classe est le lieu privilégié pour la mise en activité mathématique des éléves, les travaux hors du temps scolaire
sont indispensables pour consolider les apprentissages. Fréquents, de longueur raisonnable et de nature variée, ces
travaux sont essentiels a la formation des éléves. Individuels ou en groupe, évalués a I'écrit ou a I'oral, ces travaux
sont concus de facon a prendre en compte la diversité des éléves et permettent le développement des qualités
d'initiative tout en assurant la stabilisation des connaissances et des compétences.



Programme

Quelques lignes directrices pour I'enseignement

Le professeur veille a créer dans la classe de mathématiques une atmosphére de travail favorable aux apprentis-
sages, combinant bienveillance et exigence. Il faut développer chez chaque éléve des attitudes positives a I'égard
des mathématiques et sa capacité a résoudre des problémes stimulants.

L'éleve doit étre incité a s'engager dans une recherche mathématique, individuellement ou en équipe, et a déve-
lopper sa confiance en lui. Il cherche, essaie des pistes, prend le risque de se tromper. Il ne doit pas craindre l'erreur,
caril sait qu'il peut entirer profit grace au professeur, quil'aide a l'identifier, a 'analyser et la comprendre. Ce travail
sur I'erreur participe a la construction de ses apprentissages.

Les problémes proposés aux éléves peuvent étre internes aux mathématiques, provenir de I'histoire des mathéma-
tiques, étre issus des autres disciplines ou du monde réel, en prenant garde que la simple inclusion de références
au monde réel ne suffit pas toujours a transformer un exercice de routine en un bon probléme. Dans tous les cas,
ils doivent étre bien concus et motivants, afin de développer les connaissances et compétences mathématiques
du programme.

Le professeur doit veiller a établir un équilibre entre divers temps d'apprentissage :

« les temps de recherche, d'activité, de manipulation;

- les temps de dialogue et d'échange, de verbalisation ;

- les temps de cours, ol le professeur expose avec précision, présente certaines démonstrations et permet aux
éléves d'accéder a I'abstraction ;

- les temps ol sont présentés et discutés des exemples, pour vérifier la bonne compréhension de tous les éléves;
- les exercices et problémes, allant progressivement de l‘application la plus directe au theme d'étude;

« les rituels, afin de consolider les connaissances et les méthodes.

Organisation du programme

Le programme s’organise en cing grandes parties : « Algébre », « Analyse », « GEométrie », « Probabilités et statistiques »
et « Algorithmique et programmation ». Ce découpage n’est pas un plan de cours et il est essentiel d'exploiter les
possibilités d'interaction entre ces parties.

Démontrer est une composante fondamentale de I'activité mathématique. Le programme propose quelques
démonstrations exemplaires, que les éléves découvrent selon des modalités variées : présentation par le professeur,
élaboration par les éléves sous la direction du professeur, devoir a la maison...

Le programme propose un certain nombre d’approfondissements possibles, mais en aucun cas obligatoires. lls
permettent une différentiation pédagogique.

Il peut étre judicieux d'éclairer le cours par des éléments de contextualisation d'ordre historique, épistémologique
ou culturel. L'histoire peut aussi étre envisagée comme une source féconde de problémes clarifiant le sens de
certaines notions. Les items « Histoire des mathématiques » identifient quelques possibilités en ce sens. Pour les
étayer, le professeur pourra, s'il le désire, s'appuyer sur I'étude de textes historiques.
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Algebre
Objectifs

En classe de premiére, les suites sont présentées d'un point de vue principalement algébrique. L'objectif est que

I'éléve soit confronté a des systémes discrets pour lesquels les suites numériques apparaissent comme modélisation

adaptée. C'est aussi I'occasion d'aborder le concept de définition par récurrence.

L'éleve rencontre différents modes de génération de suites :

® par une formule explicite u, = f(n);

¢ par une relation de récurrence u, , = f(u,);

® par des motifs géométriques ou combinatoires, par exemple suite de nombres figurés, suite décrivant le nombre
d'éléments dans une configuration dépendant d'un entier naturel.

Les suites arithmétiques et géométriques sont formalisées. D’'autres types simples peuvent étre abordés, mais

aucune connaissance spécifique a leur sujet n'est au programme.

Dans tous les cas, on peut s'intéresser au passage d’'un mode de génération a un autre, et notamment a la recherche

d’'une formule explicite pour une suite définie d'une autre facon.

Les suites interviennent comme modélisations d'évolutions a temps discret rencontrées dans les autres disciplines :

évolution ou actualisation d'un capital, évolution d’'une population, décroissance radioactive. C'est I'occasion de

réactiver le travail sur I'information chiffrée fait en classe de seconde, notamment sur le taux d‘évolution. L'éleve

doit automatiser le fait qu’'une évolution a taux fixe est modélisée par une suite géométrique et percevoir l'intérét

de considérer le rapport de deux termes consécutifs. Lors de I'étude ultérieure de la fonction exponentielle, on

réactive le travail sur les suites géométriques en mettant en paralléle éevolution géométrique a temps discret et

évolution exponentielle a temps continu.

L'étude des suites est I'occasion d'une sensibilisation a lI'idée de limite. Toute formalisation est exclue, mais sur des

exemples, on s'attachera a en développer une intuition en s'appuyant sur des calculs numériques, des algorithmes

de recherche de seuil.

L'étude des fonctions polynémes du second degré réactive les connaissances acquises en seconde (fonction carré,

identités remarquables) qu'elle permet de consolider. Il est important de diversifier les registres (algébrique, gra-

phique) et de mettre en valeur les interactions avec I'ensemble du programme : problémes variés, notamment

d'origine géométrique, se ramenant a une équation du second degré ou a I'étude d’une fonction polynéme du

second degré (optimisation, variations).

Onillustre avec les fonctions polynémes du second degré des notions générales sur les fonctions (taux de variation,

calcul de la fonction dérivée, position du graphe de x — f (x — m)) et on fait le lien avec la variance en probabilités

et statistique.

Les éléves doivent savoir qu’une fonction polyndéme du second degré admet une forme canonique, et étre capables

de la déterminer dans des cas simples a I'aide de I'identité x* + 2ax = (x + a)* — a* (méthode de complétion du

carré). Le calcul effectif de la forme canonique dans le cas général n‘est pas un attendu du programme.

Les éléves sont entrainés a reconnaitre et pratiquer la factorisation directe dans les cas qui s'y prétent : racines appa-

rentes, coefficient de x nul, racines entiéres détectées par calcul mental a partir de leur somme et de leur produit.

Histoire des mathématiques

Bien avant de faire 'objet d'une étude formalisée, les suites apparaissent dans deux types de situations :
® approximation de nombres réels (encadrement de i par Archiméde, calcul de la racine carrée chez Héron
d'Alexandrie) ;

® problémes de comptage (les lapins de Fibonacci...).

Les problémes décrits dans les livres de Fibonacci, ou chez les savants arabes qui le précédent, se modélisent avec
des suites. Oresme calcule des sommes de termes de suites géométriques au x1v* siécle.

On trouve chez Diophante, puis chez Al-Khwarizmi, des méthodes de résolutions d'équations du second degré.
Le travail novateur d’Al-Khwarizmi reste en partie tributaire de la tradition (utilisation de considérations géomé-
trigues équivalentes a la forme canonique) et de |'état alors embryonnaire de la notation algébrique, ainsi que de
I'absence des nombres négatifs. Les méthodes actuelles sont un aboutissement de ce long cheminement vers un
formalisme efficace et concis.

@



Programme

a Suites numériques, modéles discrets)

Contenus

® Exemples de modes de génération d'une suite : explicite u, = f(n), par une relation de récurrence u,,, = f(u,),
par un algorithme, par des motifs géométriques. Notations : u(n), u,, (u(n)), (u,).

® Suites arithmétiques : exemples, définition, calcul du terme général. Lien avec I'étude d’évolutions successives
a accroissements constants. Lien avec les fonctions affines. Calculde 1+ 2+ ... + n.

® Suites géométriques : exemples, définition, calcul du terme général. Lien avec I'étude d'évolutions successives
a taux constant. Lien avec la fonction exponentielle. Calculde 1+ g + ... + ¢".

® Sens de variation d’une suite.

® Sur des exemples, introduction intuitive de la notion de limite, finie ou infinie, d'une suite.

Capacités attendues

® Dans le cadre de I'étude d’une suite, utiliser le registre de la langue naturelle, le registre algébrique, le registre
graphique, et passer de I'un a l'autre.

® Proposer, modéliser une situation permettant de générer une suite de nombres. Déterminer une relation
explicite ou une relation de récurrence pour une suite définie par un motif géométrique, par une question
de dénombrement.

® Calculer des termes d'une suite définie explicitement, par récurrence ou par un algorithme.

® Pour une suite arithmétique ou géométrique, calculer le terme général, la somme de termes consécutifs,
déterminer le sens de variation.

® Modéliser un phénomeéne discret a croissance linéaire par une suite arithmétique, un phénomene discret a
croissance exponentielle par une suite géométrique.
® Conjecturer, dans des cas simples, la limite éventuelle d'une suite.

Démonstrations

e Calcul du terme général d'une suite arithmétique, d'une suite géométrique.
® Calculde 1+ 2+ ... +n.
e Calculde 1+g+... +4"

W Exemnples d'algorithm

@ Calcul de termes d'une suite, de sommes de termes, de seuil.
® Calcul de factorielle.
® Liste des premiers termes d'une suite : suites de Syracuse, suite de Fibonacci.

Approfondissements possibles

® Tour de Hanoi.

® Somme des n premiers carrés, des n premiers cubes.

® Remboursement d’'un emprunt par annuités constantes.




Extrait du B.O. spécial n® 1 du 22 janvier 2019

G Equations, fonctions polynémes du second degréJ

Contenus

e Fonction polynéme du second degré donnée sous forme factorisée. Racines, signe, expression de la somme
et du produit des racines.

® Forme canonique d'une fonction polynome du second degré. Discriminant. Factorisation éventuelle. Résolution
d'une équation du second degré. Signe.

Capacités attendues

® Etudier le signe d’une fonction polynéme du second degré donnée sous forme factorisée.
® Déterminer les fonctions polyndmes du second degré s'annulant en deux nombres réels distincts.

® Factoriser une fonction polynéme du second degré, en diversifiant les stratégies : racine évidente, détection
des racines par leur somme et leur produit, identité remarquable, application des formules générales.

® Choisir une forme adaptée (développée réduite, canonique, factorisée) d‘une fonction polynéme du second
degreé dans le cadre de la résolution d'un probléme (équation, inéquation, optimisation, variations).

Démonstration

® Résolution de I'équation du second degré.

Approfondissements possibles

® Factorisation d'un polynéme du troisieme degré admettant une racine et résolution de |'équation associée.

® Factorisationde x" -1 parx-1,dex" — 4" parx — a.

® Déterminer deux nombres réels connaissant leur somme s et leur produit p comme racines de la fonction
polynéme x = x* — sx + p.



Programme

Analyse

Objectifs

Deux points fondamentaux du programme de premiére sont ici étudiés : le concept de dérivée, avec ses applications

a I'étude des fonctions, et la fonction exponentielle.

L'étude de la dérivation distingue le point de vue local (hombre dérivé) et le point de vue global (fonction dérivée).

Les fonctions étudiées sont toutes réguliéres et le nombre dérivé est introduit a partir de la perception intuitive de

la limite du taux de variation. On n’en donne pas de définition formelle, mais on s'appuie sur :

e des représentations graphiques fournies par les outils logiciels (calculatrice, tableur, logiciel de géométrie
dynamique) ;

® |e calcul algébrique du taux de variation dans des cas qui s’y prétent : fonctions du second degré, fonctioninverse ;

® |e calcul numérique d'expressions f(a + h) — f(a), ou h prend des valeurs proches de 0, faisant apparaitre une
approximation linéaire, par exemple aveca = 1 et f étant une des fonctions carré, inverse, racine carrée.

Il estintéressant d'exploiter ces divers registres dans I'étude d'un méme nombre dérivé.

Taux de variation et nombre dérivé gagnent a étre illustrés dans des contextes variés:

® en géométrie, ils représentent la pente d'une sécante et la pente d'une tangente ;

® en cinématique, on peut interpréter un taux de variation comme une vitesse moyenne et un nombre dérivé
comme une vitesse instantanée ;

® dans un cadre économique, le nombre dérivé est relié au cott marginal.

Compte tenu de son importance en mathématiques et dans de nombreux champs disciplinaires, et de ses interactions

avec le concept de dérivée, le programme prévoit I'étude de la fonction exponentielle. On donnera des exemples

d'utilisation dans les autres disciplines (calculs d'interéts, dilution d’une solution, décroissance radioactive). En

liaison avec les suites géomeétriques, c'est aussi I'occasion de proposer des modélisations discrétes ou continues

de phénomenes d'évolution.

Les fonctions trigonométriques font I'objet d'une premiéere approche, d'un point de vue principalement graphique,

en lien avec les autres disciplines scientifiques. C'est aussi I'occasion de rencontrer la notion de fonction périodique,

également utile dans les sciences sociales (variations saisonniéres).

Ay dy

Ax pour un taux de variation et dx

En liaison avec les autres disciplines, on peut signaler et utiliser la notation

dy

pour une dérivée ;siy = f(x), on peut ainsi écrire a = f(x), en adaptant selon le contexte: x = f(1), g = f(1)...

Histoire des mathématiques

Le calcul différentiel s’est imposé par sa capacité a donner des solutions simples a des problémes nombreux d‘ori-
gines variees (cinématique, mécanique, géométrie, optimisation).

Le développement d’un calcul des variations chez Leibniz et Newton se fonde sur I'hypothése que les phénoménes
naturels évoluent linéairement quand on leur applique des petites variations. Leurs approches partent de notions
intuitives mais floues d'infiniment petit. Ce n'est que trés progressivement que les notions de limites et de diffé-
rentielles, qui en fondent I'exposé actuel, ont été clarifiées au xix® siécle.

La notation exponentielle et les fonctions exponentielles apparaissent vers la fin du xvi€ siécle, procédant d'une
volonté de traiter des phénomeénes de croissance comparables a ceux des intéréts composés. La modélisation de
ces situations fait naturellement apparaitre la caractérisation de la fonction exponentielle comme seule fonction
vérifiant I'équation différentielle y’ = y et la condition initiale y(0) = 1.

La trigonométrie a été utilisée chez les Anciens dans des problémes de natures diverses (géométrie, géographie,
astronomie). Elle est a I'époque fondée sur la fonction corde, d'un maniement bien moins facile que les fonctions
sinus et cosinus de la présentation actuelle.
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1

Contenus

Point de vue local
e Taux de variation. Sécantes a la courbe représentative d'une fonction en un point donné.
® Nombre dérivé d’une fonction en un point, comme limite du taux de variation. Notation f’(a).

® Tangente a la courbe représentative d'une fonction en un point, comme « limite des sécantes ». Pente.
Equation : la tangente a la courbe représentative de f au point d'abscisse a est la droite d'équation :
y = fla) + fla)x —a).
Point de vue global
® Fonction dérivable sur un intervalle. Fonction dérivée.
® Fonction dérivée des fonctions carré, cube, inverse, racine carrée.
® Opérations sur les fonctions dérivables : somme, produit, inverse, quotient, fonction dérivée de x> glax + b).
® Pour n dans Z, fonction dérivée de la fonction x — x".
® Fonction valeur absolue : courbe représentative, étude de la dérivabilite en 0.

Capacités attendues

® Calculer un taux de variation, la pente d'une sécante.
® |nterpréter le nombre dérivé en contexte : pente d’'une tangente, vitesse instantanée, coit marginal...

® Déterminer graphiquement un nombre dérivé par la pente de la tangente. Construire la tangente en un point
a une courbe représentative connaissant le nombre dérive,

e Déterminer I'équation de la tangente en un point a la courbe représentative d'une fonction.

e A partir de la définition, calculer le nombre dérivé en un point ou la fonction dérivée de la fonction carré, de
la fonction inverse.

® Dans des cas simples, calculer une fonction dérivée en utilisant les propriétés des opérations sur les fonctions
dérivables.

Démonstrations

® Equation de la tangente en un point a une courbe représentative.
® | a fonction racine carrée n'est pas dérivable en 0.

® Fonction dérivée de la fonction carrée, de la fonction inverse.

® Fonction dérivée d'un produit.

W Exemple d’'algorithme

* Ecrire la liste des coefficients directeurs des sécantes pour un pas donné.



Programme

a Variations et courbes représentatives des Fonctions)

Contenus

® Lien entre le sens de variation d’une fonction dérivable sur un intervalle et signe de sa fonction dérivée ;
caractérisation des fonctions constantes.

® Nombre dérivé en un extremum, tangente a la courbe représentative.

Capacités attendues

e Etudier les variations d’'une fonction. Déterminer les extremums.
® Résoudre un probléme d’‘optimisation.

® Exploiter les variations d'une fonction pour établir une inégalité. Etudier la position relative de deux courbes
représentatives.

e Ftudier, en lien avec la dérivation, une fonction polynéme du second degré : variations, extremum, allure
selon le signe du coefficient de 12

W Exemple d'algorithme

* Méthode de Newton, en se limitant a des cas favorables.

G Fonction exponentielle)

Contenus

e Définition de la fonction exponentielle, comme unique fonction dérivable sur R vérifiant f*= f et f(0) = 1.
L'existence et I'unicité sont admises. Notation exp(x).

e Pour tous réels x et y, exp(x + y) = exp(x) exp(v) et exp(x) exp(- x) = 1. Nombre e. Notation e",

® Pour tout réel a, la suite (e ") est une suite géométrique.

® Signe, sens de variation et courbe représentative de la fonction exponentielle.

Capacités attendues

® Transformer une expression en utilisant les propriétés algébriques de la fonction exponentielle.

® Pour une valeur numérique strictement positive de k, représenter graphiquement les fonctions 7 — e =¥ et
kt
e

® Modéliser une situation par une croissance, une décroissance exponentielle (par exemple évolution d'un
capital a taux fixe, décroissance radioactive).
W Exemple d'algorithme

® Construction de 'exponentielle par la méthode d'Euler. Détermination d'une valeur approchée de e a l'aide
1 n
de la suite ((l + ;] .

Approfondissements possibles

® Unicité d’'une fonction f dérivable sur R telle que f = fet f(0)=1.
® Pour tous réels x et y, expl(x + y) = explx) exp(y).
® La fonction exponentielle est strictement positive et croissante.
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Fonctions trigonométriquesJ

Contenus

® Cercle trigonométrique. Longueur d'arc. Radian.
® Enroulement de la droite sur le cercle trigonométrique. Image d'un nombre réel.

® Cosinus et sinus d'un nombre réel. Lien avec le sinus et le cosinus dans un triangle rectangle. Valeurs
remarquables.

® Fonctions cosinus et sinus. Parité, périodicité. Courbes représentatives.

Capacités attendues

® Placer un point sur le cercle trigonométrique.
® Lier la représentation graphique des fonctions cosinus et sinus et le cercle trigonométrique.
® Traduire graphiquement la parité et la périodicité des fonctions trigonométriques.

® Par lecture du cercle trigonométrique, déterminer, pour des valeurs remarquables de x, les cosinus et sinus
d’angles associés a x.

Démonstration

e Calcul de (%], cos(—’;—], sin(%‘—].

W Exemple d'algorithme

® Approximation de it par la méthode d'Archimeéde.



Programme

Géometrie

Objectifs

L'étude de la géométrie plane menée au collége et en seconde a familiarisé les éléves a la géomeétrie de configu-

ration, au calcul vectoriel et a la géométrie repérée,

En premiére, on poursuit I'étude de la géométrie plane en introduisant de nouveaux outils. L'enseignement est

organisé autour des objectifs suivants :

e donner de nouveaux outils efficaces en vue de la résolution de problémes géométriques, du point de vue
métrique (produit scalaire) ;

@ enrichir la géométrie repérée de maniére a pouvoir traiter des problémes faisant intervenir l'orthogonalité.

Les éleves doivent conserver une pratique du calcul vectoriel en géométrie non repérée.

Histoire des mathématiques

La notion de vecteur était implicite en mécanique depuis Galilée mais a mis longtemps a prendre sa forme actuelle.
On observe un lien entre analyse et géométrie en étudiant la facon dont la notion de vecteur apparait chez Leibniz
au cours de ses recherches sur I'élaboration d'un calcul des variations. Le xix® siécle voit I"élaboration conjointe de
ce qui deviendra le produit scalaire et de la notion de travail en physique.

Le calcul vectoriel et le produit scalaire permettent une approche de la géométrie différente de celle des Anciens,
sans doute puissante, avec |'avantage de combiner vision géomeétrique et calcul.

Les cercles font partie des plus vieux objets mathématiques. La caractérisation du cercle de diamétre AB comme
ensemble des points M tels que le triangle AMB soit rectangle en M semble remonter a Thalés. Mais ce n'est qu’au
xvi® siecle que Descartes élabore la méthode des coordonnées et écrit I'équation d’un cercle en repére orthonormé.

a Calcul vectoriel et produit scalairg

Contenus

® Produit scalaire a partir de la projection orthogonale et de la formule avec le cosinus. Caractérisation de
I'orthogonalité.

e Bilinéarite, symétrie. En base orthonormée, expression du produit scalaire et de la norme, critére d’orthogonalité.

® Développement de [ + V||% Formule d’Al-Kashi.

® Transformation de l'expression MA -MB.

Capacités attendues

e Utiliser le produit scalaire pour démontrer une orthogonalité, pour calculer un angle, une longueur dans le
plan ou dans I'espace.

® En vue de la résolution d’un probléme, calculer le produit scalaire de deux vecteurs en choisissant une
meéthode adaptée (en utilisant la projection orthogonale, a 'aide des coordonnées, a |'aide des normes et
d'un angle, a l'aide de normes).

 Utiliser le produit scalaire pour résoudre un probléme géométrique.
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Démonstrations

® Formule d'Al-Kashi (démonstration avec le produit scalaire).
® Ensemble des points M tels que MA-MB = 0 (démonstration avec le produit scalaire).

Approfondissements possibles

® Loi des sinus.

® Droite d'Euler d'un triangle.

® Les médianes d’un triangle concourent au centre de gravité.

G Géométrie repéréeJ

Dans cette section, le plan est rapporté a un repére orthonormé,
Contenus

® \/ecteur normal a une droite. Le vecteur de coordonnées (a ; b) est normal a la droite d’équation ax + by + ¢ = 0.

—b 3
Le vecteur ( a ) en est un vecteur directeur.

® Equation de cercle.
® Parabole représentative d'une fonction polyname du second degré. Axe de symétrie, sommet.

Capacités attendues

® Déterminer une équation cartésienne d'une droite connaissant un point et un vecteur normal.
e Déterminer les coordonnées du projeté orthogonal d’'un point sur une droite.

e Déterminer et utiliser I'équation d'un cercle donné par son centre et son rayon.

® Reconnaitre une équation de cercle, déterminer centre et rayon.

e Déterminer I'axe de symétrie et le sommet d'une parabole d’équation y = ax” + bx + c.

e Utiliser un repére pour étudier une configuration.

Approfondissements possibles

® Recherche de I'ensembile des points équidistants de I'axe des abscisses et d’'un point donné.
® Déterminer l'intersection d'un cercle ou d'une parabole d’équation y = ax? + bx + ¢ avec une droite paralléle
a un axe.



Programme

Probabilités et statistiques

Objectifs

L'enseignement dispensé en classe de seconde a abordé le modéle probabiliste, dans le cas d'un univers fini. En

premiére, on développe |'étude de ce modéle. L'enseignement s'‘organise autour des buts suivants :

® introduire la notion de probabilité conditionnelle, sous-jacente dans toute modélisation probabiliste, et mettre
en évidence la problématique de l'inversion des conditionnements ;

® formaliser la notion d'indépendance ;

® introduire la notion de variable aléatoire, en lien étroit avec les applications des probabilités;

® introduire les notions d‘espérance, de variance et d'écart type d’'une variable aléatoire.

Comme en seconde, on distingue nettement modéle et réalité. Ainsi, une hypothése d'indépendance fait partie

d'un modéle :elle peut étre un point de départ théorique ou étre la conséquence d’autres hypothéses théoriques.

Lorsque le modéle est appliqué a une situation réelle (par exemple, lancer de deux dés physiques), l'indépendance

fait partie de la modélisation et résulte de I'analyse de la situation physique.

Les notions de statistique descriptive vues en seconde sont articulées avec le cours de probabilités. Une popula-

tion statistique peut étre étudiée d’'un point de vue probabiliste en considérant I'expérience aléatoire de tirage au

sort avec équiprobabilité dans la population. Un lien est ainsi fait entre des notions statistiques (sous-population,

proportion, moyenne, écart type) et les notions probabilistes analogues (événement, probabilité, espérance, écart

type). La notion de fréquence conditionnelle ne fait pas I'objet d’'une étude, mais on donne des situations de calcul

de probabilité conditionnelle a partir d’un tableau croisé d'effectifs. Les arbres pondérés sont introduits a partir des

arbres de dénombrements vus en seconde.

Histoire des mathématiques

Les probabilités conditionnelles peuvent étre I'objet d'un travail historique en anglais ; elles apparaissent en effet
dans des travaux de Bayes et de Moivre, écrits en anglais au xvii® siecle, méme si c'est Laplace qui en a élaboré la
notion. Les questions traitées par ces auteurs peuvent parfois surprendre (exemple : quelle est la probabilité que le
soleil se léve demain, sachant qu'il s'est levé depuis le commencement du monde ?) ; néanmoins, les probabilités
conditionnelles sont omniprésentes dans la vie courante et leur utilisation inappropriée meéne facilement a de
fausses affirmations.

L'histoire des probabilités contribue a la réflexion sur la codification d‘une théorie scientifique. On peut considérer
que les origines du « calcul des probabilités » remontent au xwi® siecle. Pascal, Huygens, Moivre, Bernoulli, Euler,
d’'Alembert appliquent les notions de variable aléatoire et d'espérance a des problémes issus de questions liées
aux jeux, aux assurances et a l'astronomie.

Ce n'est que vers 1930 que la description actuelle, en termes d’univers, s'est imposée. Elle permet une formalisation
souple dans laquelle I'univers joue le role de « source d'aléas ».

La notion de variable aléatoire, présente sans définition précise depuis |'origine de la discipline, apparait alors
comme une fonction définie sur l'univers.
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a Probabilités conditionnelles et indépendanceJ

Contenus

® Probabilité conditionnelle d'un événement B sachant un événement A de probabilité non nulle. Notation
P,(B). Indépendance de deux événements.

® Arbres pondérés et calcul de probabilités : regle du produit, de la somme.
e Partition de l'univers (systémes complets d’évenements). Formule des probabilités totales.
® Succession de deux épreuves indépendantes. Représentation par un arbre ou un tableau.

Capacités attendues

® Construire un arbre pondéré ou un tableau en lien avec une situation donnée. Passer duregistre de la langue
naturelle au registre symbolique et inversement.

® Utiliser un arbre pondéré ou un tableau pour calculer une probabilité.

® Calculer des probabilités conditionnelles lorsque les événements sont présentés sous forme de tableau croisé
d'effectifs (tirage au sort avec équiprobabilité d'un individu dans une population).

® Dans des cas simples, calculer une probabilité a I'aide de la formule des probabilités totales.

® Distinguer en situation P,(B) et Pg(A), par exemple dans des situations de type « faux positifs ».

® Représenter une répétition de deux épreuves indépendantes par un arbre ou un tableau.

W Exemple d'algorithme

® Méthode de Monte-Carlo : estimation de |'aire sous la parabole, estimation du nombre 1.

Approfondissements possibles

® Exemples de succession de plusieurs épreuves indépendantes.
® Exemples de marches aléatoires.

G Variables aléatoires réelles ]

Le programme ne considére que des univers finis et des variables aléatoires réelles.

L'objectif est simultanément de développer une intuition autour de l'idée de nombre dépendant du hasard

et de formaliser la notion mathématique de variable aléatoire comme fonction numérique définie sur un univers,
permettant d'affecter des probabilités aux valeurs possibles de la variable.

Contenus

® Variable aléatoire réelle : modélisation du résultat numérique d'une expérience aléatoire ; formalisation
comme fonction définie sur I'univers et a valeurs réelles.

® | oi d'une variable aléatoire.
® Espérance, variance, écart type d'une variable aléatoire.



Programme

Capacités attendues

® |nterpréter en situation et utiliser les notations {X = a}, {X =< a}, P(X = a), P(X =< a).Passer du registre de la
langue naturelle au registre symbolique et inversement.

® Modéliser une situation a l'aide d’une variable aléatoire.

® Déterminer la loi de probabilité d'une variable aléatoire.

® Calculer une espérance, une variance, un écart type.

 Utiliser la notion d’espérance dans une résolution de probléme (mise pour un jeu équitable...).

W Exemples d'algorithmes

@ Algorithme renvoyant I'espérance, la variance ou |'écart type d'une variable aléatoire.
* Fréquence d'apparition des lettres d'un texte donné, en francais, en anglais.

Approfondissements possibles

® Formule de Kénig-Huygens.
® Pour X variable aléatoire, étude de la fonction du second degré x — E((X - x)2).

Expérimentations

Le travail expérimental de simulation d'échantillons prolonge celui entrepris en seconde. L'objectif est de faire

percevoir le principe de I'estimation de l'espérance d'une variable aléatoire, ou de la moyenne d’une variable

statistique dans une population, par une moyenne observée sur un échantillon.

® Simuler une variable aléatoire avec Python.

® Lire, comprendre et écrire une fonction Python renvoyant la moyenne d'un échantillon de taille n d'une
variable aléatoire.

e Etudier sur des exemples la distance entre la moyenne d’un échantillon simulé de taille n d’une variable
aléatoire et I'espérance de cette variable aléatoire.

® Simuler, avec Python ou untableur, N échantillons de taille n d'une variable aléatoire, d'espérance . et d'écart
type . Si m désigne la moyenne d'un échantillon, calculer la proportion des cas ou I'écart entre m et L est

inférieur ou égal a %—Q ;
n
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Algorithmique et programmation

La démarche algorithmique est, depuis les origines, une compaosante essentielle de I'activité mathématique. Au
collége, en mathématiques et en technologie, les éléves ont appris a écrire, mettre au point et exécuter un pro-
gramme simple. La classe de seconde a permis de consolider les acquis du cycle 4 autour de deuxidées essentielles :
® la notion de fonction;

® |]a programmation comme production d'un texte dans un langage informatique.

L'enseignement de spécialité de mathématiques de classe de premiére vise la consolidation des notions de variable,
d'instruction conditionnelle et de boucle ainsi que l'utilisation des fonctions. La seule notion nouvelle est celle de
liste qui trouve naturellement sa place dans de nombreuses parties du programme et aide a la compréhension de
notions mathématiques telles que les suites numériques, les tableaux de valeurs, les séries statistiques...

Comme en classe de seconde, les algorithmes peuvent étre écrits en langage naturel ou utiliser le langage Python.
Les notions relatives aux types de variables et a |'affectation sont consolidées. Comme en classe de seconde, on
utilise le symbole « < » pour désigner I'affection dans un algorithme écrit en langage naturel.

L'accent est mis sur la programmation modulaire qui permet de découper une tache complexe en taches plus simples.

Histoire des mathématiques

De nombreux textes témoignent d'une préoccupation algorithmique au long de I'Histoire. Lorsqu'un texte histo-
rique a une visée algorithmique, transformer les méthodes qu'il présente en un algorithme, voire en un programme,
ou inversement, est l'occasion de travailler des changements de registre qui donnent du sens au formalisme
mathématique.

Notion de liste

La génération des listes en compréhension et en extension est mise en lien avec la notion d’ensemble. Les condi-
tions apparaissant dans les listes définies en compréhension permettent de travailler la logique. Afin d'éviter des
confusions, on se limite aux liste s sans présenter d'autres types de collections.

Capacités attendues

® Générer une liste (en extension, par ajouts successifs ou en compréhension).
® Manipuler des élements dune liste (ajouter, supprimer...) et leurs indices.

® Parcourir une liste.

® |térer sur les éléments d'une liste.




Programme

Vocabulaire ensembliste et logique

L'apprentissage des notations mathématiques et de la logique est transversal a tous les chapitres du programme.
Aussi, il importe d’y travailler d’abord dans des contextes ol ils se présentent naturellement, puis de prévoir des
temps ol les concepts et types de raisonnement sont étudiés, aprés avoir été rencontrés plusieurs fois en situation.
Les éléves doivent connaitre les notions d'élément d’'un ensemble, de sous-ensemble, d'appartenance et d'inclu-
sion, de réunion, d'intersection et de complémentaire et savoir utiliser les symboles de base correspondants : €,
C, N, U ainsi que la notation des ensembles de nombres et des intervalles. lls rencontrent également la notion
de couple et celle de produit cartésien de deux ensembles.

Pour le complémentaire d’un sous-ensemble A de E, on utilise la notation A des probabilités, ou la notation E \ A.
Les éléves apprennent en situation a :

® lire et écrire des propositions contenant les connecteurs logiques « et », « ou » ;

® mobiliser un contre-exemple pour montrer qu‘une proposition est fausse ;

e formuler une implication, une équivalence logique, et a les mobiliser dans un raisonnement simple ;

* formuler la réciproque d'une implication ;

* employer les expressions « condition nécessaire », « condition suffisante » ;

* identifier le statut des égalités (identité, équation) et celui des lettres utilisées (variable, inconnue, paramétre) ;

e utiliser les quantificateurs (les symboles 'V et 3 ne sont pas exigibles) et repérer les quantifications implicites
dans certaines propositions, particulierement dans les propositions conditionnelles ;

» formuler la négation de propositions quantifiées.

Par ailleurs, les éléves produisent des raisonnements par disjonction des cas, par I'absurde, par contraposée,
et en découvrent la structure.



A
Arbres de probabilités

Arbres pondérés

B

Bilinéarité (produit scalaire)

C

Cercle (caractérisation)
Cercle trigonométrique
Coefficients d'un polynéme
Cosinus

Cosinus (fonction)

D

Dérivabilité (d'une fonction)
Dérivée d'une fonction
Dérivée et variation
Discriminant

E

Ecart type

Enroulement (de la droite)
Epreuves indépendantes
Equation cartésienne d'un cercle
Equation cartésienne
d’'une droite

Equation cartésienne
d'une parabole

Equation de la tangente
Espérance

Evenement de probabilité
Evénements indépendants
Expérience aléatoire
Exponentielle
Exponentielle

et suite geométrigue
Extremum

F

Factorisation d'un trinéme
Fonction cosinus

Fonction dérivable

Fonction dérivée

Fonction exponentielle
Fonction exponentielle (étude)
Fonction périodique

Fonction polynome

du second degré

278
278

212

214
82

86
88

146
146
148

50

312

280

244

246
116
312
276
280
310
178

178
148

50
88
146
146
178
180
88

Fonction sinus 88
Forme canonigue 48
Forme développée 48
Formule d’Al-Kashi 214

Formule des probabilités totales 278
Formule explicite (d'une suite) 10

L

Limite (d'une suite) 18
Loi de probabilité

(d'une variable aléatoire) 310
Longueur d'un arc 82
M

Maximum 48,148
Mesure (d'un angle) 82
Minimum 48, 148
Mode de génération (suite) 10
Modélisation 310
N

Nombre dérivé 116
Nombre e 178
Norme 212
0

Opérations sur les fonctions
derivables 146
P

Parabole 48
Parametres

(d'une variable aléatoire) 312
Partition de l'univers 278
Point-image (d'un réel) 84
Points-images remarquables 84
Probabilités conditionnelles 276
Produit (des racines) 50
Produit scalaire 210
Produit scalaire

et base orthonormée 212
Projection orthogonale 210
Propriétés (exponentielle) 178

R

Racines (d'un trindme) 50
Radian 82
Raison 14
Raison (d'une suite) 12
Régles de calcul dans un arbre 278
Relation (de récurrence) 10
Relations fonctionnelles
(exponentielle) 178
Résolution (équation du second
degré) 50
S

Signe (d'un trindme) 52
Sinus 86
Sinus (fonction) 88
Somme (des premiers entiers) 12
Somme (des racines) 50

Somme des premiéres puissances 14
Succession d'épreuves

indépendantes 280
Suite arithmétique 12
Suite constante 16
Suite croissante 16
Suite décroissante 16
Suite géométrique 14
Suite numérique 10
Symeétrie (produit scalaire) 212
T

Tangente 116
Tangente (équation) 116
Taux de variation d'une fonction 114
Terme (de rang n) 10
Théoreme de la médiane 214
Trinéme du second degré 48
Vv

Valeurs remarquables (sinus et
cosinus) 86
Variable aléatoire réelle 310
Variance 312
Variation (d'une fonction

polynéme du second degré) 48
Variation (d'une suite) 16
Variation et dérivée 148
Vecteur normal 244
Vecteurs colinéaires et produit
scalaire 210
Vecteurs orthogonaux 210
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