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Avant-propos

Le présent volume est le premier d'une série d'exercices avec solutions
développées qui s'adresse aux étudiants des classes préparatoires aux Grandes
Ecoles scientifigues et du premier cycle universitaire.

Les objectifs d'un recueil de ce type sont bien connus : il s'agit essen-
tiellement d'aider le lecteur a évaluer ses connaissances et ¢ les mettre en
ceuvre; ceci implique aussi bien une réflexion sur la nature des concepts et une
prise de conscience des limites de l'outil constitué par le cours que la recherche
d’une maitrise des techniques de calcul.

Sauf rares exceptions, nous avons donné de chaque question qu'une
solution, celle qui nous a paru s'exposer le plus briévement ou offrir les plus
larges prolongements: il ne s'agit naturellement pas d’'une solution exhaustive,
et le lecteur aura toujours intérét a poursuivre le plus loin possible sa propre
démarche.

Nous avons explicité tous les raisonnements et la plupart des calculs
n'hésitant pas a aller, si nécessaire, jusqu'a l'utilisation d'une calculatrice
programmable; il nous est cependant arrivé d'omettre intentionnellement
quelques intermédiaires pour laisser au lecteur le soin de les rétablir.

Ayant prévu de consacrer deux tomes a I'Analyse, nous avons opté pour
une repartition par thémes, de préférence a une répartition par niveaux; on
trouvera donc céte a cote, dans chacun des cing chapitres, des exercices de
difficulté fort inégale; nous avons cependant indiqué par un astérique les plus
délicats d'entre eux, ainsi que ceux qui exigent une connaissance préalable a
l'ensemble du cours.

Pour des raisons d'ordre typographique, nous avons désigné les ensembles
Jondamentaux par les lettres majuscules N, Z, Q, R, C (de préférence a N, ...).

Nous remercions par avance tous les lecteurs qui voudront bien nous faire
part de leurs critiques et suggestions.

Les Auteurs.
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REELS. SUITES

)
1.1. REELS

Soit K un corps commutatif, totalement ordonné&. Montrer que les
assertions suivantes sont équivalentes :
i) K est archimédien et complet ;

ii) Toute partie non vide et majorée de K admet une borne supérieure.

1° Preuve de i) = ii). Par hypothése, K est archimédien et complet.

Soit E une partie non vide et majorée de K. Nous utiliserons :

*
LEMME : Etant donné t—:GK+ , Ll existe un élément a de E et un majorant
b de E tels que : 0<b-a<e.

Soit m un majorant de E. Notons N' = {nEN | m- ne est majorant de E}.

Contenant 0, N' n'est pas vide. Soit o un élément de E(# ¢) ; K étant
archimédien, il existe NEN tel que Ne>m-a, ce qui entraine m-~Ne <a, et
donc n€N' pour tout n>N ; N' est ainsi majoré. N' admet donc un plus grand

élément ng ; m-n,€, que nous notons b, est un majorant de E tel que b-¢ ne

0
soit pas majorant de E ; il existe donc a€A tel que : b-e<a<b, et le

lemme est acquis. O

*
Pour tout n€N , nous pouvons appliquer le lemme avec € =1/n (inverse
. . . s . N
dans K de nl ) Nous construisons ainsi deux suites (an)nEN et (bn)nEN*

d'éléments de K vérifiant pour tout neN :
a €E ; b_ est un majorant de E ; O<b_-a_<1/n.
n n n ‘n
*
D'oli, pour tous n€N et pEN

- - <
& an+p<bn+p an+p 1/ (n+p)

: - - <
et an+p an<bn a 1/n,

. -
ce qui entraine :

|a a_| <1/n.

n+p °n
K étant archimédien, la suite (l/n)nEN* d'éléments de K admet O pour limite.

I1 en résulte que (an) est une suite de Cauchy, et, K &tant complet, une




suite convergente ; soit ¢ sa limite. D'aprés O<bn—an<]/n, c est aussi
limite pour la suite (bn). Prouvons que ¢ est borne supérieure de E.

— Pour tous a€E et nEN*, a<bn, et donc a<c (par passage & la limite)
¢ est ainsi un majorant de E.

— Soit d€K tel que d<c. D'aprés c= liman, il existe NEN' tel que

>+

d<ag<c ; d n'est pas majorant de E. a

2° Preuve de ii) = i). Par hypothé&se, toute partie non vide et majorée
de K admet une borne supérieure, ce qui entraine, par passage aux opposés,

que toute partie non vide et minorée de K admet une borme inférieure.

a) Montrons par l'absurde que K est archimédien. Faisons 1'hypothése (H) :
il existe (a,A)GK2 tel que 0<a<A, et que na<A pour tout n€N,
E={na | n€EN} est une partie non vide et majorée de K ; elle admet une borne
supérieure b ; comme a>0, b-a n'est pas un majorant de E, i.e. il existe
NEN tel que : b-a<Na<b ; il en résulte (N+1)a>b, en contradiction avec

b=supE; (H) est donc absurde. C

b) Montrons que K est complet, i.e. que toute suite de Cauchy d'é&léments
de K est convergente. Soit (an)rEN une telle suite.

— A IEK: on peut associer NEN tel que lan—aNl <1 dés que n=>N.

D'od : vn€N Ian|<max{|ao‘,...,|aN_l[, 1+|aN|}
La suite (an) est donc bornée.

— Pour tout n€N, on pose A = {ap | p=nl} ; A étant une partie non vide
et bornée de K, on dispose de xn=inf A et de ¥, = sup An’ avec xn<yn. La
suite (xn) est croissante et majorée par y,. Montrons qu'elle est convergente.
X={xn | nEN} est une Eartie non vide et majorée de K. Nous disposons donc
de f=sup X. Soit e ER_; il existe (d'aprés la définition d'une borne supé-
rieure) un NEN tel que : R.—e<xN<9. ; pour tout n=N, on a :

L —s<xN <x <. Il en résulte £= lim X
n nr+x
On montre de la méme fagon que la suite (yn)’ décroissante et minorée

ar x,, admet une limite &' ; de x_<y_on déduit 2£<2'. Faisons 1'hypothése
P 0 a "~ Yn yp
2#2"', ce qui permet de poser &' =2+ 3a, avec o>0.

Soit NEN. En utilisant x =inf{ap | p=N} et x <%, nous constatons

N N
qu'il existe un entier P>N tel que : 1%I<ap<xN+a<ll+u ; 11 existe de méme

un entier Q=N tel que : &' ~a<yN—a<a <yN. Ainsi :

Q



*
Jo€K, VNEN 3P>N 3Q>N |Za

|aQ_aP
en contradiction avec : (an) est une suite de Cauchy.
L'hypothése L£# &' est donc absurde, et on a £=14%'.

* ] *
— Pour tout E:GK+, il existe NEN tel que :

Z—eSxNSJL<y <8 +e

N
ce qui entrafne :2-e<a < +e pour tout p=N. D'oli lim a_=2¢. a
P prteo

Remarque. Sachant qu'd un isomorphisme prés il existe un seul corps
commutatif archim&dien (et donc totalement ordonné) et complet, on peut
affirmer qu'a un isomorphisme prés il existe un seul corps commutatif, tota-
lement ordonné dans lequel toute partie non vide et majorée admet une borne
supérieure. D'ol deux proc&dés de définition de R qui conduisent au "méme
corps".

Soit E un ensemble infini totalement ordonné dans lequel toute

partie non vide et majorée admet une borne supérieure. On suppose en outre

v(x,y) €E2  (x<y) ® (Az€E x<z<y)

Montrer que E est non dénombrable. Que peut-on en déduire pour R ?

1° Faisons l'hypothé&se (H) : il existe une bijection ¢ de N sur E.
En notant ¢ (n) =a_  nous constatons que E est l'ensemble des éléments de

la suite (an) Nous allons montrer par ré@currence qu'il existe deux suites

nEN’

d'éléments de E, 1'une, (xn)nGN’ croissante, l'autre, (v )

décroissante
n’ nEN’

telles que :
VaEN  (x_ <y )A (an¢ [xn.yn])

— A partir de a,, qui est connu, et compte tenu de ce que E est infini,
on peut trouver yer tel que a0<yo, auquel cas on intercale x, €E tel que
a; <x, <y0, ou trouver x,€E tel que x;<a;, auquel cas on intercale y;SE

tel que x;,<y,<a, 1 |

. . + +
— soit n€N tel que l'on connaisse (XO’ ,xn) eg™’ et (yo, ,yn) e g®

avec :
x,<x, <. <x _ <x <y <y__ <. <y <y
et au¢ [xo,yo], a, ¢ [xl,yl], . an$ [xn,yn] .
Trois cas peuvent se produire :
i) an+1¢ [xn,yn]. On pose x_, =x ety ., =y.




ii) a € [xn,yn[. I1 existe bEE tel que an+1<b <yn. On pose x__, =b
et Yoe1 = Vn°

iii) a .1=Y,e I1 existe bEE tel que xn<b <an+1' On pose X .1 =%, et
Yoel =b.

Les deux suites &tant ainsi mises en évidence, nous constatons que
{x‘:1 | n€N}, qui est une partie de E non vide et majorée (par yy) admet une
borne supérieure 2. En utilisant xp<y pour tout (p,q) €N2, nous avons
xn<ﬂ.<yn pour tout n€N. Il en résulte qu'il n'existe pas NEN tel que

% =ay, car on aurait alors ay € [xN,yN]. On aboutit a4 ¢ E, ce qui constitue

N
une contradiction. O

2° En particulier R, qui vérifie toutes les conditions imposées 3 E
P q P s

est non dénombrable.

On rappelle que, pour tout sous—groupe additif G de R :

— ou bien G est dense dans R.

Dans le premier cas, si G# {0}, alors a=min{x€G | x>0}.

1° Soient a et b deux réels non nuls. Montrer que le sous-groupe addi-
tif de R engendré& par a et b, G=aZ+bZ, est discret si, et seulement si
a/b€Q.

2° Soient a et b deux réels non nuls, tels que a/b@Q. Montrer que
E=aN+bZ est dense dans R.

— ou bien il existe a€ R+ tel que G=0Z (G est dit sous groupe discret) ;

1° a) Supposons que G=aZ, avec >0 (puisque G#{0}) ; a et b appar-
tenant & G, il existe pE€ Zﬁr et qGZ* tels que a=ap et b=nq. D'ol a/b€EQ. O
b) Inversement supposons que a/bE€Q. Il existe pEZ* et qEN*, pre-
miers entre eux, tels que a/b =p/q.
Posons c=a/p=b/q ; on a a=cp et b=cq ; on en déduit Gc|c|Z, ce
qui prouve que G est discret. 0
On peut méme préciser que G=|c|Z. En effet, p et q Eétant premiers

entre eux, il existe (u,v)EZ2 tel que up+vgq=1 ; on a donc :
c=cup+cvq, i.e. ¢ =au+bv

ce qui entraine c€G, et donc |c|Z=G. Or on a vu : Go|cl|Z. a



2° G=aZ+bZ est ici dense dans R, mais a priori rien ne dit que EcG

le soit. Nous allons commencer par vérifier :
* ,
LEMME : Pour tout ¢€R_, EN lo,el n'est pas vide.

. * - .. . .
Soit e€R+. D'aprés la densité de G dans R, il existe (no,mo)GZZ tel
que O0<an, +bm0<e. Deux cas sont alors possibles :
i) ng €N. Le résultat est alors acquis.

. +b
ii) no<—l. Alors : 0<—aﬂ%<ano+bmo <e.
]
Toujours d'aprés la densité de G dans R, il existe (nl,ml)EZ2 tel que:

0<an, +bm, < (any+bmy)/ |n, |.
Si n; €N, le résultat est acquis. Si n, <=1, on écrit
0<an, |ny| +bm; |ny| <any +bmy <e
ce qui entraine : a(no-nllnol) +b(mo-m1|n0[)€ ]o,ef.

Comme : no—n1|n0|€N, le résultat est encore acquis. a

o, . N +*
Preuve de la denstité de ENR_ dans R+. Soit (a,e)€R+ xR+.
Ayant choisi c€EN J0,el, ce qui est possible d'apré&s le lemme, notons k

la partie entiére (positive) de a/c. Nous avons :

ke<a<(k+l)c<o+e, et donc : (k+1)cE€EEN]a,a+el a

Preuve de la densité de ENR_ dans R_. Soit (a,e)ER_XR:_. En appliquant
ce qui précédde 3 E' = (-a)N+bZ, ensemble des opposé&s des éléments de E, nous
constatons que E' N ]-a,~a+e[ n'est pas vide ; il en résulte que EN Ja—c,al
n'est pas vide. ]

® Nous allons retrouver le résultat du 2° par une méthode plus é&lémentaire.

1.1.4 | 1° Pour tout t€R, on pose ¢(t) =t-[t], ot [t] est la partie
entiére de t. Soit x€R\Q ; montrer que ¢ = {v(nx) |n €N} est une partie
dense de [0,1].

2° Soit x€R\Q ; montrer que xN+Z est dense dans R.
3° Soient a et b deux réels non nuls, tels que a/b@&Q ; montrer que

E=aN+b7 est dense dans R.




1° — Visiblement : ¢<[0,1[.
— Pour tout t€R, la distance de t & Z, notée d(t), vérifie :

d(t) =minfe (t), 1w (t)) <1/2.

*
Posons a =d(x). Nous constatons que, pour tout n€N , d(nx) est égal 3 d(na)
et appartient i [0,1/2] \Q. En utilisant les inégalités, strictes d'aprés

a€Q :
all/al<1<all/al +o

nous constatons qu'il existe nle{[l/a],[lla] +1} tel que
O<d(n1a)<a/2 ;s i.e. O<d(n1x)<a/2.

Par récurrence, pour tout jEN* il existe un anN* tel que :
0<d(nja)<a/2j.

— Soit €€]0,1/2[. D'aprés ce qui précéde, il existe qEN* tel que
B =d(qx) vérifie 0<BR <e. Posons m=[1/g].
Selon que ¢(qx) =B ou ¢(gx) =1 -8, nous avons, pour tout kE{],.,__ ,m}
¢ (kgx) =kB ou ¢ (kqx) =1 -k8.

Nous disposons, suivant le cas, de la subdivision de {0,1]

(0,8, ..,mB,1) ou (0,1-mB,..,1-B,1)

qui est formée de 0,1, et d'éléments de ¢, la différence de deux termes con-
sécutifs de la subdivision &tant inférieure i e. Pour tout t€[0,1], il

existe donc un &lément de ¢ dans [t-e,t+e]. 0O

*
2° Soit (a,e)ERxR+. Nous disposons de ¢ (a) € [0,1[ et du sous-intervalle
non vide I=1]J¢(a), min(],go(a)ﬂ:)[ de [0,1]. D'aprés le 1°, il existe n€N tel
que ¢ (nx) €I, et donc :

¢ (a) <y (nx) <v(a) +¢
En posant m=[a] - [nx], on constate qu'il existe (n,m) ENxZ tel que :
nx +m€ la,otel. 0
3° D'aprés le 2°, a/bN+Z est dense dans R.

Soit I un intervalle ouvert non vide de R ; posons J={t€R |bt€1I}.

Il existe (n,m)ENxZ tel quena/b +m€EJ ; on a na+mb€E T, 0



Soit s€C tel que [s| =1. On note : S={snlnGN}.

1° On suppose que s n'est pas racine de 1'unité, i.e. que sT# 1 pour
tout mEN". Montrer que S est une partie dense de U={z€C | |z| =1}.

2° On suppose que s est racine de 1'unité ; on note q=min{mEN* | = l}

Montrer que $=Q, oii & est 1'ensemble des racines q-iémes de l'unité,
q » q

On note 6 1'argument de s qui appartient 3 [0,2r[. L'hypothése est
8/m¢Q au 1°, et 8/7E€EQ au 2°.

1° D'aprés 1l'exercice précé&dent, 6N+ 217 est dense dans R.
. * . s e e it
Soit (z,e)EUXR+. La surjectivité et la continuité de trH> e~ font

. -
qu'il existe (a,n)ERXR+ tel que =2 et :
Vt € Ja-n,a+nl [elt—zl <eg.

. ] e
Il existe (n,m) ENxZ tel que : né + 2mm € Ja-n,a+n[ ; on a donc ]em -z| <e,

i.e. |s"-z| <e. O

o . : . « * N* m .
2° Partie non vide et minorée de N , {me |s = 1} admet bien un plus

petit élément q, et on a :
Q={1,m,... ,mq—l}, ol w=exp(i 21/q).

— En considérant la division euclidienne n=kq+r, ol r est un entier

tel que 0Sr<gq-1, on constate st = (sq)k-sr=sr ; S est donc inclus dans

SO={sr [ r€N et 0<r<gq-1} ; comme, 3 1'évidence, Sy=S, on a §=§;,.

— Par ailleurs s€Q entraine 8,c0. Comme il est clair que Q admet q pour
cardinal, il suffit de montrer que 1'indexation de Sy par {1,2,..,q-1} est in-
jective pour &tre en droit d'affirmer que §,=9. Or, si 1l'on avait (r,r')ENZ,

[ Lo
tel que 0<r<r'<q-1 et s' =g’ , on aurait s° ‘=1 et 1<r' -r<q, contrai-

rement A q=min{mEN’ | s®=1}. 0

Remarque. L'entier q€ N* qui intervient au 2° est le dénominateur du
représentant irréductible p/q du rationnel 6/(27), et on a s =wP.

Le lecteur reliera cette question & 1'étude des polygones réguliers de
q cOtés (convexes et E&toilés) inscrits dans un cercle donné et ayant un
sommet donné.

*
1° Montrer que, pour tout scus groupe multiplicatif G de R+ H

— ou bien il existe un réel a2 1 tel que G=aZ={an | n€z}, et alors,



si G#{1}, on a a=min{x€G | x>1} (on dit que G est discret) ;

— ou bien G est dense dans R:.

2° A titre d'application, déterminer : S$={(x,y)€2% | x?~-2y2 =1},
On montrera que G = {x+y\f2€R: | (x,y)ES} est un sous—groupe de (R+,><).

1° Se déduit d'un résultat classique sur les sous groupes additifs de R,
*
en utilisant 1'isomorphisme t+— et de (R,+) sur (R+,><) qui est aussi un ho-

méomorphisme. a
2° ® Commengons par quelques remarques.

a) V2 &tant irrationnel, pour tout (x,y,x',y')€Z",
(x+yV2 = x"+y'V2) = ((x,y) = (x",y")).

b) Pour tous (x,y)€S, e€{-1,1} et €' ={~1,1}, on a (ex,e'y)ES ; on
peut donc se ramener & la recherche de §, ={(x,y)€N2 |x2 -2y2= 1} ; on note
que (0,0) &S.

¢) En utilisant: x2-2y2= (x+y/2)(x-y/2), on a, pour tout (x,y) €S, :

0<x-y2K1€Kx+y/2 et ~x=-y2<-1<-x+y/2 <0,

® Venons-en 3 1'étude de G.
— G n'est pas vide ((1,0)€S et donc 1€G) ;
— G est stable par produit : pour tous (x+yV2)€E€G et (x"+y'V2)EG, on
constate : (x+y/2)(x'+y'V2) =X+Y2, avec :

X=xx'+2yy' et Y=xy'+x'y
et : X2 - 2v2 = (x2-2y2) (x'2-2y'2) = 1.

— G est stable par passage & 1'inverse : pour tout (x+y/2)€ G, on cong-
tate que (x+y/2)7l=x-y/2 est un &lément de G.
G est ainsi un sous-groupe multiplicatif de R:. 0O
® Nous allons maintenant montrer que Gy = {tGG | £> l} admet un plus

petit &lément. En utilisant la remarque c), nous constatons que :
Gy ={x+y2| (x,y) €S\ (1,0)}.
— Il n'y a aucun x€EN tel que (x,0) €S\ (1,0) ;
— Il n'y a aucun x€N tel que x,1D€5; ;

— Le seul x€N tel que (x,2)€S; est 3 ; on dispose, en particulier
de 1'é&lément 3 + V2 de Sy 3



— Pour y23, (x,y) €S, exige x2=1+2y2>19, et x>5, et x+y/225+3/2,
et donc x+yW2>3+2/2,
Nous avons ainsi : 3+ 2/2=min G;, et (ef. 1°) : G= (3+2J’2)Z.
D'oll, en tenant compte de la remarque a)
= 2 = n
So—ﬂxmyQGN |nEN et x +y V2= (3+2/2)"}.
On peut expliciter :
_ Crzlk 3n—2k 8k ; y = 22
0<k<n/2 n o<k<(n~1)/2
Les premiers termes de §; sont : (1,0), (3,2), (17,12), (99,70) ..

n-2k-1 _k

C2k+1 8

n

b 3

n

Trouver les points d'accumulation de chacun des ensembles :

m+n
E={oes| mmemH?} 5 F={E+] | @neN)H?}

Rappelons que a€R est un point d'accumulation de EcR si, et seulement
si, pour tout voisinage V de a dans R, ENV est un ensemble infini, ou encore
si, et seulement si a est limite d'une suite d'éléments de E deux 2 deux
distincts.

1° Nous avons, en évidence, les points d'accumulation de E :

1

. *
0= lim (l+—] 3 pour tout pEN ,
o D

n P

Nous allons montrer qu'il n'y en pas d'autre.

*
Soient pEN et e€ ]0,%(%——1—)[. Nous allons montrer qu'il n'existe

p+1
qu'un nombre fini d'éléments appartenant 3 [p—1T+s, %—s], ce qui impliquera

. 1.1
= lim (;4-;]
o

. . . 1 1 .
qu'il n'y a aucun point d'accumulation de E dans ]E—ﬁ+e, ;—e[, et entrai-
nera la proposition.

*
Si k est un entier tel que k>1/e, il n'y a aucun LE€EN tel que :
<l-e¢ D)
P

car (1) exigerait et donc : p<g2<p+l, ce qui constituerait

une contradiction.
. P, 1 1 . 1 1
Ainsi, pour tout &lément —+— de E appartenant 3 [;T+e, > €], nous

avons max(m,n) <1/e. O

2° Nous avons, en évidence, les points d'accumulation.de F
n+n 11 l1+n
, et e= lim (T+E)

0= lim (—l—+l)
N+ non e
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Nous allons montrer qu'il n'y en a pas d'autre en utilisant la parti-

1 1+n *
tion F=F' UF", oi F'={(T+H) | neN'}.
Les éléments de F'" sont les &léments de F tels que (m22)A (n=>2). L'un
1 242 | 1 o*n N
d'eux est (—5+-i) =1, Tous les autres vérifient : (E+E) <[-§+§) .
Pour tout @¢>0, il n'y a donc qu'un nombre fini d'éléments de F" n'apparte-
nant pas 4 [0,a] ; comme il n'y a d'autre part qu'un nombre fini d'éléments

de F' n'appartenant pas i [e-a,e+a], on peut affirmer que tous les points
PP P s s P p

d'accumulation de F appartiennent & [0,a] Ule-a,e+a]. 0

1
1.2. SUITES NUMERIQUES

Soit § 1'ensemble des suites p= (pn)nGN* 3 valeurs entiéres,
2
telles que pl?Z, et pn“>pn pour tout neN". on se propose de montrer que
Y est &quipotent 3 11,2].

1° A tout &lément p de z on associe la suite us= (un)neN* , ol

n
1
u_ = (1 +—]
mok=1 Py
Montrer que u admet une limite, appartenant & ]1,2], que l'on notera f(p).

2° Montrer qu'a tout x€]1,2] on peut associer une unique suite pEY

telle que f(p) =x. Conclure.

Nous aurons 3 utiliser 1'assertion :
m i
@) Vva€lo,il  (I-a) l'\l +a? ))<1
i=o

qui est vraie pour tout mE€N, ainsi qu'on le vérifie par récurrence.

[(AU) est évidemment vrale ; on passe de (Am) a (Am+l) en remplagant o par a?].

1° Pour toute Pez, la suite U associéeest visiblement strictement crois-

s *
sante, et, compte tenu de (An) elle vérifie, pour tout nEN :
k-1

1 a 142 1
1+ < <|[‘1+— < <2 (1
P, m opo (P) ) T=17p, )

k=1 1

La suite u a donc une limite f(p) appartenant a ]1,2]. a




Remarquons qu'en outre, pour tout (n,m)GN* XN*
i-1
m 2 u
u <u_ <u 1+ () <t
n ntm n , P 1-1/p
i=1 n n
D'oli (en fixant n et en faisant tendre m vers += ) :
Yn
vneN'  u <f(p)<—2 2)
n 1 - I/pn

2° Inversement soit x€ ]1,2). E est la partie entiére ; Nn est {1, ..,n}.

a) Montrons qu'il existe un unique &lément p = (pn)neN* de 2 vérifiant,

bl P .
pour tout n€N , la condition :

-)
p

- » - k * - .
Pour cela nous allons établir par récurrence que, pour tout n€N , il existe

u n
n - _
(Bn) un<x<——7—2]_l 52 , ol un—k=l(l+

une unique famille (pl, ,pn) d'entiers vérifiant 1'assertion :

2
€) (2D AWMKEN _, P, TP )AGKEN  B).

L] (Cl) s'écrit : (p1>2)AB1, ou encore, grdce i um calcul simple :

(p,>2) A (XT"l—1<pl<;(2_‘_l)
Cette condition est vérifiée par le seul entier E(ﬁ—l), que nous notons Pl’
et qui est bien supérieur 3 2, 3 cause de x€ ]1,2].
® Soit n=>1. Supposons qu'il existe une unique famille (P], ,Pn) véri-

fiant (Cn)' Pour que la famille (Pl"" ,Pn,an) vérifie (Cn+1)’ il faut et

il suffit que :

> p2
(pn+l Pn)ABm-l

n
=~ P 1
X —l<pn+1<x—_);]——), ot U désigne (1+§—;).

ce qui s'écrit : (pn+1>P§)A (x—
n n k=1

Cette condition est vérifiée par le seul entier E(x_)—(ﬁ—)’ que nous notons
n

P ., et qui est bien supérieur i Pﬁ, cause de (Bn) qui donne :

n+l a
U U

<x-U_<gry D >p2_ : 2 _
0<x Un Pn_l » et donc 0 = Pn~ ! et enfin Pn+1>Pn 1

n

b) Comme, d'aprés (2), toute suite pEZ telle que f(p) =x doit vérifier:
*
YnEN (Bn), la seule solution possible de l'équation f(p) =x est la suite P,

=p(X

mise en &vidence en a), et donnée par : P x—l) et, pour tout nGI\r :

n
~ 1
Pn+1 =E[—x)_(un), ol Un= |= (1 +Fk-) .

D'autre part cette suite P a pour image par f un réel X€]1,2].
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U
*
Pour tout n€N , x—Un et X—Un appartiennent 5]0, Fzr_l—l], et donc
u n
n

-X| <

|==x| PZ-1
Comme Un<2, et comme lim Pn=+oo, nécessairement x =X

3 1'équation f(p) =x
n>+w
admet donc P pour solution unique.

c¢) En conclusion f est une bijection de 2 sur 11,2].

Soit S 1'ensemble des suites q = (q )rﬁN* 3 valeurs dans N\ {0,1},

croissantes au sens large. On se propose de démontrer que S est &quipotent
a Jo,11.
1° A tout &lément q de E on associe la suite v=(v od
qde Eo o ( n)nEN* , ol
n
1
v =

o= 49 - 9

Montrer que v admet une limite, appartenant & ]O,1], que 1'on notera g(q).

2° Montrer qu'i tout x€ ]0,1] on peut associer une unique suite q€E
telle que g(q) =x. Conclure.

3° Montrer que x€ ]10,1) est rationnel si et seulement si la suite g~ l(x)
est stationnaire.

I1 s'agit d'une variante ~ plus simple ~ de l'exercice précédent. En ce

qui concerne 1° et 2°, nous ne donnerons qu'une &bauche de solution.

1° Pour toute q€S, v est strictement croissante, et, pour tout nEN* :
n

1 1
—<v_ < § =< ¢))
4 ® ey oK
La suite v a donc une limite g(q) appartenant i ]0,1]. O
Remarquons qu'en outre, pour tout (n,m)eN"r x N :
1 T 1 1
v <v_ Ky t——— ] <y t—m— ——
n n+m n q]...qn i21 1 n q]...qn q -1
D'ol : 9n n
vneN v <g(q) <v_ 4—me —L 2)
n n ql...qn qn—]

2° Inversement soit x€]0,1].

a) En s'inspirant de l'exercice précédent, le lecteur montrera qu'il
existe un unique élé&ment q = (qn)nEN* de S vérifiant, pour tout nGN*, la con-
dition :



1 1 N L
—_— , oi v_= —_—
q, -4, qn-l ooy 49
1
X
O =2 ( +—g) 8 Yam ) qao
n+1 Ql... Qn(x—Vn) noo Q]QZ"' Qk

c) v <x<v_+
n n n

. L *
et que cette suite @ est donnée par : Q] =E(1 + ) et, pour tout n€N :

b) On montre alors que la seule solution possible de 1'équation g(q) =x
est la suite Q.

D'autre part cette suite @ a pour image par g un réel X€ ]0,11].

Pour tout n€ N*, x-V_ et X-V_ appartiennent i ]O, S — L—],
n n Q] Qn Qn—l
et donc : |x-X| <1 __ < . Nécessairement : x=X.

1
Q,-Q, QT " 7nm

3° a) Supposons que qE€S est stationnaire, i.e. que :

en' > =
3m vn=2m q =q,
ml I
Ecrivons : x= ] ————+ —n } (—)
k=1 9% 99 j=0 In
Les deux sommes z qui interviennent dans 1'égalité précédente sont des ration-—

nels, et donc x est rationnel.

*
b) Soit q€8 telle que g(q) =—g—' , (a,B)E (N )2, a<B.
Pour tout nGN* nous avons :
v <%<v + — l—l
noq -9, 4

B
et donc : Bql ...qnvn<~ctql qn<3q1 qnvn+-q—n_—’ .

Comme aq, - q

a Gt Bq] ~q v sont des entiers distincts, nous avons donc :

*
Va€N q;’_]>1, ie.: VaEN' g <1+8
n

ce qui exige que la suite croissante q soit stationnaire.

Soit S l'ensemble des suites &= (En)nEN ol pour tout n,

e €{-1,1}. A tout élément & de S on associe la suite (a )nEN définie par :

n € EnE €nEq w E n

0 071 0%1

YnEN a = — + .+
n 1 2 2n

1° Montrer que la suite (an) est convergente, de limite appartenant 3

n

[-2,2], limite que 1l'on notera f(&). B

2° Montrer qu'a tout x€[-2,2], on peut associer une suite &€S telle

que f(&) =x ; cette suite est—elle unique ?
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3° SOlt & un élément de S ; en utilisant pour |h|< \— , 1'égalité

sin( +h) =—\/2+2s1n2h prouver

A

7 K, ——————
vnEN 2sin(% an)= €V 2+g V2+ +sn_l\/2+an'Z

Etudier la suite de terme général v/2+ v2+ .. +J2 .

La résolution de cet exercice est laissée au lecteur.

1.2.4 | MOYENNE DE CESARO. Soit (an)nEN une suite d'éléments d'un

e.v.n. E.
1° Soit (ozn)nEN une suite de réels positifs vérifiant :
n
a0>0 ;3 lim }: ak=+°°.
nr+e k=g
On suppose ici que la suite (an) admet une limite £. Montrer que la

suite (b ) définie par

N

VaEN b (zakk/ (Za)

admet £ pour limite.

*
o . . e . c .
2° On suppose ici qu'il existe pEN tel que la suite (an+p n)nEN
admette une limite A. Montrer que la suite (an/n)nEN* admet A/p pour limite.

Application : Soit (xn)nEN la suite de réels définie par la récurrence

x0€]0,1r[ 5  Vn€N X4 =Sinx .

Trouver un &quivalent de X lorsque n tend vers +=, dans 1'échelle (nk)

Q*

. s * .
3° On suppose ici que E =R, que a ER pour tout n et que la suite
q

( /a ) admet une limite L. Montrer que la suite (Wa_ )nGN* admet L pour
11m1te.
n
1° Notons Sn= z 3 nous avons Sn>0 pour tout n ; d'oll l'existence
k=0

de la suite (bn). Pour tout n€N, nous avons

n
bn—2=( ) ak(ak-ll))/sn
k=0
I1 suffit donc de démontrer la proposition dans le cas oli £ =0. Supposons £ =0.

. w* . .
Soit a€R+. Associons lui NEN tel que :

vn=N llanll < e/2.
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Pour tout n=N écrivons

N- n

]aa '4'L Zaa
k=0 k k Sn k=N k k

1
b TS
n

ce qui entraine, compte tenu du choix de N :
1 N-1
< — .
o <o | T aa | +er2
n k=l

Comme lim S_=+», il existe N'2=N tel que
e R

=N | ¥ <e/2.

Vn=N S " ;akakH e/2
n k=o

et donc : Vn=N' llbnll <e. a
Remarques. a) On peut remplacer la condition ay #0 par : il existe p€N

+ 2 .. v . .
tel que ap 0, 3 condition d'introduire alors la suite (bn)@p'

b) Voici deux cas particuliers. Si lim an=2, alors :

4o
. ay + .. +an a +2a2+ +nan

lim =4, et lim ————————" = /2.

Do n e n2

¢) Si E=R, le résultat vaut pour £ER.

d) Le résultat se déduit de la sommation des relations de comparaison
sur les séries (voir par exemple notre IV.1.6.1, 2°).
2° A tout i€{0,1,..,p~1} nous associons la suite u(l) de terme général

(1) . . .
.- .= € -

a(n+l)p+1 anp+1 u -, m N, qui est extraite de la suite (an+p an) et
admet donc A pour limite.

D'aprés le 1° (tous les & étant &gaux & 1), la suite de terme général :

n-1 .
*
3 1 “151) =%(an +i ~8;), nEN,
k=0 P
admet A pour limite. On a donc lim (a ./n)=x. D'ol :
a__ . prbe  DPFL
lim _n&=2\_’ pour tout i€ {0,1,..,p-1}. a
np+i p
o+

Remarque. Ici encore, si E =R, le résultat vaut pour »€R.

Application. On vérifie par récurrence que (xn) est strictement dé&crois-—
sante, 3 valeurs dans ]O,v[, et donc convergente ; &gale 3 son sinus, la
limite de (xn) est 0 ; X est donc infiniment petit avec 1/n, et, pour n

tendant vers +« ;

sin x_~x_ ; x2-sin?x_~x"/3.
n “n n n ‘n
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1on 2 _ 42 ~y2. 1 1
D'ol : X = XD XX /3, etjn—: _E /3.
La proposition du 2° s'applique avec a = l/xrzl, p=1et A=1/3. D'oit :
1/x2 I
lim =-l, et (puisque x_>0) : x_~ v3/n.
3 n n
n-rteo

Le lecteur trouvera une généralisation dans 1l'exercice n° 3.3.7.

o - . - = . = n——
3° Posons un—Logan, U T Y, Log(an+]/an) H un/n log\/an .

*
A priori L>0. Si LER_, il vient : lim(u -un) =LogL . D'oli, d'aprés le 2°:

n+l
lim un/n=Log L, et lim n\/'an=L.
La remarque du 2°, permet d'étendre 3 L=0, et aussi 3 L=+,

Remarque. L'étude des séries entiBres (comparaison des ré&gles de Cauchy
et de d'Alembert) fournit une autre démonstration.

Soit (an)rEN une suite r@elle vérifiant :

i) Vn€N an>l H
‘s 2
ii) Y(m,n) €N am+n<am'an
Log a
Etudier la suite (bn)@l’ ol bn= -~ .

— Commengons par remarquer que :
a) La suite (b ) est reelle et positive ;
b) Pour tout (n,q)e (N ) , on a {récurrence) : aqn<(an)q

Log aqn Log a

et donc : < .
qn n

— De a) nous dé&duisons l'existence de £ =inf b_, avec £=>0.
=1
— Nous allons montrer que la suite (b ) admet & pour limite.

Soit € >0 donné. Il existe NEN verlflant : 2<bN<2+e.
Tout entier n=>N s'écrit (par division euclidienne) n=qN+r, avec

q>1 et O<r<N-1. D'oi :
Log a Log an Log a

< +
n n n
En majorant Log a_par M= max (Log a_), et en écrivant (grdce 3 b)) :
O0<H<N-1 e
Log a Log a Log a
qN< qNs N< L+e

n qN N
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on constate que, pour tout m2N, on a :

M

L<b <L+e +—
n n

Pour tout n=max(N,M/e), on a donec :

L<b <L+ 2.
n

D'une manidre analogue le lecteur pourra traiter 1'exercice suivant :

Soit (an) une suite réelle vérifiant

a

. . n

1 — est ée ;

i) la suite gn o1 &S bornée ;

i1) Vv [ + <

ii) V(m,n) EN a +a <a
2n

M i —_

ontrer que la suite (n )r?l est convergente

Etudier la suite (un)rEN ol uy désigne l'excés de (2+\l'3)n sur

sa partie entiére.

La formule du bindme montre que (2+\/'3)n+ (2—\/3)n est un entier.
Compte tenu de unG [o,t([, u + (2-/NT est un entier appartenant a
1'intervalle [(2~/3)™, 1+ (2~/3)?[. Comme 0< (2-/3)"< 1, cet entier est 1.

En d'autres termes : u = 1 - (2—\f3)n pour tout n€N.

On en déduit que la suite est croissante, de limite 1.

A toute suite (an)nEN* de réels positifs, on associe la suite

définie par :
x = \/al + \/az+ e \/an_] + \/an

* .
1° Dans le cas oli a =1 pour tout n€N , montrer que la suite (x_) est
n P 1 n

(xn)rEN*

convergente et trouver sa limite.

2"

2° On suppose ici qu'il existe A>0 tel que a_<2 pour tout neN*.
P que a_

Montrer que la suite (xn) est convergente.

n
3° On suppose ici qu'il existe A>1 et a>2 tels que an>)\(u ) pour
une infinité de valeurs de n. Montrer que la suite (xn) est divergente.

. . n
® Etudier successivement les c :a =n, a =nl, a =n.
4° Etudie tl as n n ! o
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a) Pour une suite (an) donnée, on passe de X a x en remplagant a

n+l

par an+\/a . Toute suite (xn) est donc croissante.

n+l
R) Les suites (xn) et (xr']) associées 3 deux suites (an) et (ar'x) telles

hd . ~ bl

que : an<ar'1 pour tout n€EN vérifient elles-mémes : xn<xr'1 pour tout n€N ;

si (x') converge, (xn) est croissante et majorée ; elle converge donc.
n

o . . 2 . *
1° On a ici : x =1+x_ pour tout n€N .
n+1 n
Considérant le zéro positif w=(1+/5)/2 de X2 -X-1 (tel que 1<uw), on
en déduit :
242 o4- eN*
w® x| Tw-X  pour tout n N .

*
D'oli, par récurrence : xn<m pour tout n€N .
Croissante et majorée, la suite X est convergente, et sa limite & véri-

fie : (<L<w)A(R2=1+12). D'od : L=w=(1+/5)/2. Qo

n
2° On pose : an=bn)\(2 ) avec OSbn<l, et on constate que (xn/A) est
la suite associée & la suite (bn)' Fn utilisant la remarque B) et le 1°, on

déduit que la suite (xn/)\) est convergente. Il en est de méme de la suite

. [m}
(x)
n
o . * (U. ) .
3° Soit n€N tel que an?)\ n En minorant par O les ay tels que
3
2.
I<k<n-1, on constate : x_=AX .
n n
o
Comme lim A 2. 4+, on en déduit que la suite (xn) n'est pas majorée

N+
et que, par suite, elle est divergente.

4° Pour tout n€ N*, nous allons vérifier 1'assertion nn<exp(2n), qui
s'éerit nlognszn, et que nous notons (An).

D'aprés le 2° (avec A=e), il en résultera que la suite (xn) associée
a la suite (an=nn) est convergente, ce qui entralnera (d'aprés la remarque R))
que les suites (xn) associées aux suites (an=n!) et (an=n) sont convergentes.

— Pour n€ {1,2,3}, l'assertion (An) se vérifie directement.

— Pour n>2>4, elle est une conséquence de Logn <n et de

n2<2" , 1i.e. 2Logn <nlog2

ce qui résulte de ce que (Logt)/t décroit de (Log2)/2 3 O lorsque t crolt de

4 3 +o (utiliser une dérivation). 0
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Soient (un)rEN et (vn)rEN deux suites réelles vérifiant 3 la
fois
i) lim (un+]—un)=0 3 1i) lim u_ =+4= i1i) lim vn=+°rn
nrte nrte n->+«
Montrer que E = {un—vm | (n,m) € NZ} est une partie demse de R.

Démonstration par l'absurde. Faisons l1'hypothése (H) : la partie E de R

*
n'est pas dense, i.e. il existe (a,e) ERxR tel que
¥(m,n) € N? un-vm¢ la-g,a+e( 4D

D'aprés i), 3 € on peut associer un NEN tel que :

= - <
Yn=>N [un+1 un| 3 (2)
D'aprés iii), on a : lim (uN—v ) =-=, ce qui implique l'existence d'un
Mt m
€ —v. <a-¢.
M NtelquequM a-¢
D'aprés (1), le réel Uy, ~ Yy Pe peut appartenir 3 Ja-g,a+e[; il ne peut
pas non plus appartenir 3 [a+e,+»[, sans quoi on aurait U —uN> 2¢, en con-—
3 3 . - Py < -€.
tradiction avec (2) ; on a donc : Ugy) ~ Iy SaE

En raisonnant par récurrence, on montre sans difficulté :
vnz=N u_-v, Sa-¢
n M

ce qui est en contradiction avec lim (un—VM) = 4o (conséquence de ii)) . [m]
N>+

Soit (un)rEN une suite réelle vérifiant i la fois :
i) lim (u -u )=0 ; ii) lim u_ =+,
ben n+l n ot D
1° Trouver 1'adhérence de A= {un—E(un) | n€EN}; E est la partie entidre.

2° Trouver 1'adhérence de B = {sin(un) | n€N}

On utilise 1l'exercice précédent, avec v =nau 1°, et vn=2mr au 2°.

1°0na: Acfo,1].
Pour tout Jo,B[<[0,1], avec a<B, il existe un (n,m)EN2 tel que :
(un-m)G la,B8[, ce qui implique (un—m)E ]10,1[ et donc m=E(n) ; il existe donc
[ - .
un n€N tel que (un E(un)) G—]a,B[ _ _
Il en résulte : ]0,1[ cA, et, comme A est fermé : [0,1] cA.

En conclusion : A=[0,1].
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2° On a : Be[-1,1].

Pour tout Ja,B[c=[-1,1], avec a<B, il existe un (n,m)EN2 tel que :
(un—2m1r) €] Arc sina, Arc sinB[
ce qui implique : sin(un)G]a,B[.

Il en résulte : ]-1,1[ =B, et, comme B est fermé&, [-1,1]cE.

En conclusion : B=[~1,1].

Exemples. On peut adopter un=J'n, ce qui se justifie en utilisant
votl =Jn=1/(»/n+l +Jn),
On peut aussi adopter u; =0 et un=Logn pour n21, ce qui se justifie

en utilisant Log(n+1) —Logn= Log(i+1/n).

1.2.11 | Etudier la suite (un)nEN définie par la donnée de u, et de

la relation de récurrence : U =sin 2un.

a) A partir de u tous les u appartiennent 3 [-1,+1]. Quitte & opérer

N
un changement d'index;tion, on peut donc supposer : u, € [-1,+1].

On élimine u, =0, auquel cas un=0 pour tout n.

Quitte & remplacer tous les u, qui sont de méme signe, par les nombres
opposés, on peut se limiter 3 : uy€]o,1].

b) On &tudie v : t +— sin 2t sur [0,1]. Elle est de classe c”.

Nous notons :

£ 0 /b 1 I=[0,n/4], J=[n/4,1]
1 De sin 2>n/4, nous déduisons ¢(J)cJ.
oty 0.~ ~sin2
Nous avons en outre :
VEET o¢(t)=24/nt (car ¢ est concave) @)
VtEJ ~k<p'(t)<O0 ; k=|2cos2| <1 2)

Posons f(t) =t-¢(t). D'aprés (1), O est le seul zéro de f sur I. D'a-
prés f(n/4) <0, £(1)>0, et £'(t) >0 pour tout t€J, f admet sur J un zéro
unique r, et on a r=¢(r). On peut retrouver ce dernier résultat en remarquant
que f induit une application k-contractante de l'espace métrique J dans lui-
méme, et en appliquant le théor&me du point fixe.

c) ler Cas. uOGJ. D'aprés le théoréme du point fixe, (un) admet r pour

limite. Directement on peut raisonner ainsi
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D'aprés ¢ (J)<J, la suite prend ses valeurs dans J. Comme go(un) =u

et v(r) =r, la formule des accroissements finis donne, pour tout n€N :

JES | - .
u L Tr=Y (é;n).(un r), En compris entre u, et r.

D'oli, par récurrence
u_€J ; sgn(u_-r) =sgn((—l)n(u —r)]
voeN| P n 0
lun—r| Sknluo—rl , 0<k<1,.
La suite admet r pour limite ; u oscille autour de r, en se rapprochant
de r alternativement par valeur supérieure et par valeur inférieure. C'est
ainsi qu'en choisissant, par exemple, u, =0,9 et en utilisant une calcula-
trice on obtient 0,9477471 pour valeur approchée de r 4 1077 prés.
o+ Si ule]O,n/A[,

en itérant : u2>(4/n)2-u0. De toute fagon, comme 4>m, il existe un plus

2éme Cas. u0€]0,1r/4[. En utilisant (1) : u1>l+/1r-u

petit entier p=>1 tel que up-le Jo,n/4[ et upE J. En posant u =v , on se

p+n
raméne au premier cas ; on a encore lim u_=r.
n++o

1,2,12 | Etudier la suite (un)rEN déterminée par la donnée de u, et de:

€ = -1)2
vnEN U (un 1)4.

® La fonction f : t +— (t-1)2 &tant continue, une limite éventuelle ne peut
étre que l'une des racines de 1'équation f(t) -t =0, i savoir a = (3-Y5)/2 ou
g =(3+/5)/2.

Nous aurons & utiliser le tableau de variation de £

t 0 a 1 2 B +o

£(1) [T~ 4

et les relations suivantes, valables pour tout n€N :

Uy uy = (upme) (u -8) M
u T = (un-a) (un+a—2) (2)
u "8 = (u -B) (u_+8-2) (3)
u L, = un(un—l ) (u_~a) (un—ﬁ) (4)

Les trois premiéres se justifient sans difficulté. La derniére résulte, compte

tenu de (2) et (3) de :
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U, u = (un+1 -a) (un+1 -B) + (un—a)(un—B) .

Le lecteur pourra s'aider d'une figure.
® En remarquant que tous les u s sauf peut &tre u,, sont positifs, on peut
se limiter au cas ol u0>0. On a la discussion :

Cas 1 : uoe [0,1]. Ce cas se subdivise en :

I.1 : uOE[O,a[. Le tableau montre : £([0,al) =]a,1] et £(la,1]1) =[0,al.

En raisonnant par récurrence, on en déduit, pour tout p€N :

u, €[0,af, U+l €la,l]

2p

et [en utilisant (4)]

< > .
Yap+2 ~M2pr V2p+3” Y2p+l

Dans ce cas 1.1, les suites (u2p)’ (u ) sont respectivement dé&croissante

2p+]
et minorée par O, croissante et majorée par 1. Chacune d'elles admet une
limite qui, & cause de (4), appartient 3 {0,1,0,B}. On en déduit sans diffi-
culté :

lim u, =0, lim u i.

2p 2p+1
1.2 : uoe Ja,1]. On a ule [0,a et, & 1a notation prés, on est ramené a
au cas I.1. Ici :

limu, =1, limu 0.

2p 2p+1 -
I.3: u; =a. La suite est constante ; u =a pour tout n€N.
Cas 11 : uOE]I,Z]. On a uIE]O,l], ce qui raméne au cas I.
Cas III : uj€)2,B[. On constate que u, <u, et que u €11,8[. si
u, € 11,2], on est ramené au cas II, et donc au cas I. Sinon on a u, € 12,81,
u, <u; et u, €]1,8[.
Comme il n'est pas possible que la suite soit décroissante et i valeurs
dans ]2,R[, (car elle aurait alors une limite dans [2,B[), il existe pEN

tel que upE]Z,B[ et u €1]1,2] ; on est ramené au cas II, et donc au cas I.

+1
Cas IV : u, =B8. Lz suite est constante ; un=ﬁ pour tout n€N,
Cas V : uy>B. On vérifie par récurrence que la suite est croissante ;
il n'est pas possible qu'elle soit majorée, car elle aurait alors une limite
dans ]B,+~[; on a donc 1lim un=+°°. On peut d'ailleurs remarquer que, d'aprés

(3) :
u T B>2(B—l)(un—8)-

Remarque. On constate qu'il existe un voisinage de o (resp. B) sur lequel
£'(t) <-1 (resp. f'(t)>1], ce qui explique que le point a (resp. R) est
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"répulsif"”, et que la suite ne peut admettre a (resp. B) pour limite que

dans le cas oG 1l existe kEN tel que u =@ (resp. uk=B).

*
1.2,13 | Soit a€ R+. Etudier la suite u-= (un)nEN définie par

P - a(l1+a?)
. I = =
ug est donné ; Vn€EN U w(un), ol ¢(t) vz

Pour n=1, on a : unE 1o,a(1+a2)]. Quitte 2 changer 1'indexation, nous
pouvons supposer que u, appartient 3 cet intervalle.

— Si la suite admet une limite, celle-ci est solution de 1'&quation
v(t)-t=0 qui s'écrit (t-a)P(t) =0, ol P(t) = t2 +at +a2+1.

La seule limite éventuelle est donc a ; par ailleurs si u, =a, alors

un=a pour tout n, et la suite est constante. Dans ce qui suit, nous supposons

— Par un calcul direct, ou par la formule des accroissements finis et

compte tenu de y(a) =a, on obtient

€l -—a= -
vnERN u L8 kn(un a) 1)
a2+ au_
s = - =f! 1
avec : kn T oz et kn f (gn), En compris entre u, et a.

On en déduit : sgn(un—a) =sgn[ (—l)n(uo—a)] pour tout n€N. En particulier,
si u, #a, alors u #a pour tout n€N,
_ L . - - t
Il en résulte que des deux suites v (u2n)n€N et w (u2n+1)n€N’ 1'une
prend ses valeurs dans 10,a[, l'autre dans Ja,a(1+a2)].
Mais, v étant strictement décroissante et donc ¢ oy &tant strictement

croissante, on constate en utilisant Uy = (] otp)(un) :
- = - €
sgn(un+4 un+2) sgn(un+2 un) pour tout n€N

ce qui entralne que les suites v et w sont monotones. Comme elles sont bor-
nées elles admettent des limites que 1'on note a et B. La suite u converge
si, et seulement si a=R8=a.

Les réels a et B sont des racines de 1'équation (¢ ov)(t) -t =0. En
remarquant que celle-ci admet pour racine complexe toute racine complexe de

¢(t) -t=0, et que, par ailleurs elle s'écrit Q(t) =0, avec
Q(t) =tl(1+t2)2 +a2(1+a2)2] - a(1+a?) (1+t2)?
on peut affirmer que le polyndme Q est divisible par (X-a)P. On trouve :

Q(t) = (t-a)P(t)R(t), R(t) =t2 -a(l+a?)t+]
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Premier cas @ 0<a<1. On constate que Q(t) =0 admet a pour seule racine
réelle (elle est triple si a=1) ; on aa=8=a ; la suite est convergente.

Deuxiéme cas : a>1. Ici Q(t) =0 admet trois racines réelles distinctes
et on ne peut conclure.

Nous allons raisonner par 1'absurde en utilisant (1), aprés avoir remar-
qué que ¢'(a) = - 2a2/(1+a2) vérifie v'(a)<-1, et que, d'aprés la continuité
de v', il existe n€ 10,a{ tel que ¢'(t) <-1 pour tout t€ [a-n,a+n].

Faisons l'hypothése (H) : la suite u admet a pour limite. Il en résulte
qu'il existe NEN tel que Iun—al <n pour tout n>N. En utilisant (1), on en
déduit, par récurrence : |un—a| > [uN—a| pour tout n>N, ce qui constitue une
contradiction avec (H) (puisque nous nous en temons & uy #a, ce qui entraine

IuN—aI >0).

1.2.14 | Soit a un réel tel que 0<a<1. Etudier la suite u=(un)n€N
u
définie par : ujp est donné ; vneN u, =2 n

Exercice laissé au lecteur, qui s'inspirera de 1'&tude qui précéde ; il

fera la liaison avec 1'exercice 3.4.12.

Soient (an)tEN et (Bn)neN deux suites A termes réels stric-

tement positifs, de limite O. Montrer que la suite (un) définie par la

EN
donnée de (uo,ul)ER2 et de :

&
Yn€EN L (2+un+8n)un— (1+Bn)un_1 (1)

admet une limite dans R.

Existe-t-il 1lim un+1/un?
n->+o

® Si (uo,ul) = (0,0), alors un=0 pour tout n ; la suite admet O pour limite;
€liminons ce cas.

. =u - = ; .
En posant X Su -u. avec u_, 0, (1) devient :

e -x =
vne N X 4 "X, Sopu +B X (2)

Notons que l'hypothé&se (uo,u1)=ﬁ(0,0) implique (un_],un)aﬁ(0,0) et
*
(un,xn)aﬁ(o,o) pour tout n€N .
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Nous nous trouvons dans un, et un seul, des trois cas sulvants

a) Il existe p€ N* tel que (up,xp)ERi\{(0,0)}. D'aprés (2) :

xp+1>xp 3 X >0 3 up+l>up s u >0

p+! p+l

et (recurrence)*: vn>p (an >xn>0) A (un_’_1 >un>0) .
d'ot : VqEN u 2u +(q-1)x , et limu =+w ,
p+tq  ptl p+2u porteo B
Pour tout n >p+l, nous disposons de yn=url -1, et nous constatons :
Ya n—1
= +(1+ —_—
Yn+1~ %n @ Bn) 14y (3

Co > - > . s _—
mme u_>u _, entraine y 0, la suite (yn+l) Sn+] @St positive et majorée
par la suite convergente (l+an+8n) Sp+] elle est donc bornée et admet au
moins une valeur d'adhérence, nécessairement positive. Si elle admettait une
valeur d'adhérence A >0, elle admettrait tout A/(1+mA), m€E€ N, pour valeur

d'adhérence, et elle aurait donc des termes dans tout voisinage de O ; comme

2 2
{yn<s, an<li—2£ ’ Bn<]i25) = (yn+l<€)
ce dont on s'assure en utilisant (3) et le fait que t > t/(l+t) est crois-—
sante sur R+, elle admettrait O pour limite, ce qui constituerait une con-—
tradiction.
La suite bornée (yn+l) admet ainsi O pour valeur d'adhérence unique, et

donc comme limite. En d'autres termes : lim un+1/un= 1.
N+

b) Il existe pEN* tel que (up,xp)ERE\ {(0,0)}. En raisonnant comme

en a), on montre : limu = -« et 1imun+1/un=1.
N>+ n>+oe

* - - -
¢) Pour tout n€N, u x <O0. De u (u -u _,) <O on déduit : u appartient

3 l'intervalle ouvert d'extrémités O et u . I1 en résulte que

n-1
- Si u0>0, la suite (un) est décroissante et minorée par 0 ; elle ad-
met une limite 220. Pour tout n€ N* nous disposons ici de z_=1 —3 , avec
zne Jo,1[, et nous constatons -l
z
z =«a + (148 ) a (4)
n+l n n I—zn

La suite bornée (zn)rEN* admet au moins une valeur d'adhérence, appartenant
nécessairement 3 [0,1]. Pour que | soit valeur d'adhérence, il faudrait, d'a-
prés (4), qu'il existe des z, dans tout intervalle [A,+»[, ce qui est impos-
sible.

D'autre part, si la suite admettait une valeur d'adhérence L€ ]0,1], elle

admettrait tout p/(il-mu), m€N, pour valeur d'adhérence, ce qui constituerait
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une contradiction (ce que le lecteur vérifiera comme en a). On en déduit :
lim zn=0 et lim u =1.
n>+o n--+e

— 8i u, <0, la suite (u_) est croissante et majorée par O ; elle admet
0 ’ n

n+l/un

une limite 2<0 ; on montre que, encore dans ce cas : lim un+1/un= 1.
-+

. n
. . . _ in
1.2.16 | Etudier la suite (un)n>2’ ol un—(l +Ez—_l) .

Au voisinage de +=, en=Arc tg ;1-2-_—1 est équivalent & %
Pour n>2, nous avons : u_=(cosnd_+1isinnb )/cosne .
n n n n
De en~ 1/n résulte : lim(cos n9n+ i sinnen) =cosl+1isinl.
D'autre part Log cosnen=nLog(cos Bn) est &quivalent & n (cosen—l), et
donc a - nSi/Z, et enfin 3 -1/(2n). D'ol : lim(cosnen) =1.

En conclusion : lim u =cos l1+isinl.

n 2 .
1.2.17 | Existe-t-il 1limP , ol P_= u et u ='k“2’ik_+li%‘ ?
b B L k  ke+k+1-1

P 1 _ (k+1) -k f 11
En écrivant kel TR (RAT) ? on constate que, si l'on pose

= : 2 =
€1 Arc tgk, alors on a : 1/(k®+k+1) tg(¢k+1-¢k) et
w =exp(2i0,,,¢,))

Il en résulte : Pn=exp(21(¢n+]-\p])).

Comme ¢, =x/4, et lim © ol =w/2, il en résulte :
n->+eo
lim P _=exp(in/2)=1i.
n>+oo n
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2.1. TOPOLOGIE GENERALE

. 7 . P P
Soient E un espace topologique séparé, A et B deux compacts
de E vérifiant : ANB=¢. Montrer qu'il existe deux ouverts U et V de E, véri-

fiant

AcU ; BcV ; UNV=¢

® Soit a un point de E tel que : a¢A. A tout xE€A (vérifiant done x#a) on

peut associer deux ouverts Ux et Vx vérifiant
X€U ; a€V_; U NV_= E est séparé
x ’ x’ x % ¢ ( paré)
La famille (Ux)xéA est un recouvrement ouvert de A, On peut donc en extraire

n n
. Notons alors U= U U etVs= .r_]V . I1 est
i=1"x. i=1"x

un recouvrement fini : (Ux )

i/1i€] i i

i’ Nn
immédiat que U et V sont des ouverts vérifiant AcU et a€V. Par ailleurs si
XEUNV, alors il existe iOENn vérifiant xEUx (car x€U), et aussi

ig
xGVX (car x€V) ce qui contredit Ux nvx =¢. Ainsi uNv=9¢.
ip ig ig
® Soit maintenant xEB. Comme ANB=¢, on a : x@A. D'aprés ce qui précéde
il existe deux ouverts U' et V' vérifiant : AcU' ; x€V' ; U AV =¢.
x X x x X X

Comme précédemment (V:'c)xGB est un recouvrement ouvert de B, dont on ex-

trait un recouvrement fini {V' . Le lecteur vérifiera alors aisément que
n n i7i€N,

v=MNu' et v'=UvVv' répondent 3 la question.
i=1 X i=1 23

® Si (E,d) est métrique, il suffit de supposer que A et B sont des fermés d'in-

tersection vide. On prend, avec &(x) =d(x,A) -d(x,B)

U = {x€E | §(x) <0} ; V={x€E | §(x)>0}.

Soient E et F deux espaces topologiques séparés, F &tant sup-
posé compact. On suppose qu'il existe une application f : E—F possédant les
deux propriétés :

i) Pour tout y€F, f_l(y) est un compact de E ;

ii) f est fermée (i.e. pour tout fermé A de E, f(A) est un fermé de F).

Montrer que E est compact.
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Soit (Ai)iEI une famille de fermés de E d'intersection vide. Nous allons

montrer qu'il existe une sous-famille finie d'intersection vide.

Soit yEF ; (Ainf_l(y)>iEI est une famille de fermés du compact £~l(y),
et son intersection est vide. Il existe donc une partie finie de I, que nous

notons Jy, telle que
B_Nnfl(y)=¢, o B_=.00 4.
v (y) =¢, v
Remarquons : Vx€ By f(x)#y . (1

B est un fermé de E ; d'aprés ii), f(By) est un fermé de F.
Nous avons Il, £(B ) =¢ ; en effet s'il existait z€ L] f(B nous au-
] ‘,QF y ’ yQF g
rions en particulier z€ f(Bz), et donc z =f(x) avec xEBZ, ce qui constitue-
rait une contradiction avec (1).

Comme F est compact, on peut trouver n &léments Vs ¥y de F tels que :

ifrj] f(Byi) =¢.

n n n
or f{ .N B c.N (B .D'it : N} B =¢. Comme chaque B est une in-
i=1 5 i=} g i=1 v; n v

tersection finie de Ai’ il en est de méme de igl By . 0
i

Soient E un espace topologique compact et (An)nEN une suite

décroissante (pour l'inclusion) de fermé&s connexes de E. Montrer que

A= Q‘l A est connexe.
<] n

Par l'absurde. Faisons l'hypothése (H) : A n'est pas connexe.

Il existe donc deux ferm&s non vides et disjoints, B; et B,, de A dont
la réunion est A ; puisque A est fermé&, B; et B, sont des fermés de E, et
done des compacts (car E est compact).

E étant séparé, d'aprés 2.1.1, il existe deux ouverts Q) et Q5 tels
que

Bijciy, Bocly, N0 =9¢.

2 UQy est un ouvert de E, que nous notons @ ; nous avons AcQ.

En notant Fn=An\ Q, nous constatons que (Fn) est une famille de fermés

rEN
de E dont l'intersection A\Q est vide ; E é&tant compact, on peut en extraire

une sous famille d'intersection vide (Fn) o I est une partie finie de N;

el ?
en posant m=max I, et en remarquant que Fn+1 CFn pour tout n€N, nous avons
F =¢, et donc A _<Q.

m m

Nous constatons que Amﬂﬂl et AanZ» qui contiennent respectivement B
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et B, sont des ouverts non vides disjoints de Am , et que leur réunion est
A, > ce qui contredit la connexité de A

L'hypothése (H) est donc absurde. 0

Remarque. La compacité de E est essentielle. Soient en effet E =R2, et
An==R2\(]—w,n[X]—l,l[). Le lecteur vérifiera que (An)nEN est une suite

décroissante de fermés connexes de E, mais qu'ici A=RA (Rx]-1,1[) n'est
pas connexe.

* ESPACES DE BAIRE. 1° Soit E un espace topologique. Montrer que
les deux assertions suivantes sont &quivalentes
. . .

i) Pour toute suite (Un)nEN d'ouverts denses de E, IE& Un est dense
dans E.

(i) p . L e ea s .

ii) Pour toute suite (Fn)nEN de fermés d'intérieur vide de E, t&h Fn a
un intérieur vide.

Tout espace topologique E vérifiant i) et i1) est dit espace de Baire.

2° Soit G un ouvert d'unm espace de Baire E. Montrer que G (muni de la

topologie induite) est un espace de Baire.

3° Soit E un espace métrique complet. Montrer que c'est un espace de

Baire.

1° Conséquence directe de ce que, pour toute partie A de E

E\A=E\ &>

2° Soient (Un)nEN une suite d'ouverts de G denses dans G, et U 1l'inter—
section des Un' Comme G est un ouvert de E, chaque Un est un ouvert de E ;

associons lui
o
0 =U UE\G
n n

qui, au titre de réunion de deux ouverts de E, est un ouvert de E. Nous avons

0 =T _UE\G-
n n

Comme Un est dense dans G, on a ﬁnDG, et donc ﬁnDE. Comme E\ G2E\ G, on
en déduit 6n=E.
(On)nEN est ainsi une suite d'ouverts denses de 1l'espace de Baire E ;

1'intersection O des 0n est donc dense dans E ; on a :
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o
E=0=TUTUE\ G=TUE\ G
(-]

o
Il en résulte : UDE\ (E\ %), et UDG.
— o —
Comme G est ouvert, GG entralne GcG. On a donc UDG, et U est dense

dans G. O

3° Soient G un ouvert non vide de E, et U= N Un oii les Un sont des
ouverts denses de E. Il s'agit de montrer : GNU#¢.

Pour cela, montrons qu'il est possible de construire par récurrence une
sulte (Bn)nGN décroissante (pour 1'inclusion) de boules fermées de E telle
que, pour tout n€N, Bn soit inclus dans GﬁUn et de rayon inférieur & 1/2".

— Comme G est un ouvert non vide et U, un ouvert dense de E, GﬂU0 est
un ouvert non vide de E, qui contient donc une boule fermée de E, et aussi
une boule fermée concentrique a4 la précédente et de rayon inférieur a 1.

- Soit n€N tel que l'on dispose de la famille (BO’Bl"" ,Bn) vérifiant
les conditions énoncées ci-dessus. L'intérieur de Bn, qui est un ouvert conte-

nant la boule ouverte de méme centre et de méme rayon que Bn, est un ouvert

- . - o
non vide de E ; il rencontre Un+1 (qui est dense dans E) ; Bnn Un+1 est un
ouvert non vide de E, et contient donc une boule fermée Bn+1 de rayon infé-
. - +
rieur 3 1/2° l. On a
cB c c : c .
n+1 o’ Bn+1 Un+1’ Bn G, et donc Bn+1 GnUn+1

L'existence de la suite en résulte.
E étant complet, on peut appliquer le théoréme des fermés emboités : il

existe un point a€ rk B . Comme B_cGNU_ pour tout n, on en déduit
e n n n

a€GNU. O

Remarque. Tout espace topologique localement compact (i.e. séparé et
tel que tout point admette un voisinage compact) est un espace de Baire. On
le montre en remplagant dans la démomstration du 3° les B_ par des voisina-
ges compacts d'un point (i.e. des compacts d'intérieur non vide).

* Soit f une application de R+ dans un e.v.n. On lui associe
les propriétés.

(P) limf(x) =0 ; (Q) VtGR: lim £(nt) = 0.
X+ n->+wo
I1 est évident que : P=Q.
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1° Est-il vrai que Q=P ?
2° On suppose que f est uniformément continue. Montrer que Q=P.
3° On suppose que f est continue. Montrer que Q=P.

Pour résoudre cette question, plus difficile, on &tablira :

LEMME. Etant donnés (m,B)ER2 tel que 0<a<B, et pEN, 7l existe a€ R+
tel que : ryp]nu’nB[D]a""m[

et on utilisera le fait que R+ est un espace de Baire (cf. N°2.1.4).

1° 11 n'est pas vrai que Q=P. Montrons-le par un contre-exemple.

Soit f : R+ —+ R définie par :
f(x)=15si xEx+N ; £(x)=0 si x€nr+N.

a) Comme limf(m+n) =1, f ne vérifie pas P.
o
b) Soit t€ R,. 11 existe au plus un n€EN tel que nt€n+N. En effet
1'hypothése : (n#n'")A (ntEnT+N) A(n'tE 7 +N) conduirait 3 (n-n')t€Z, puis
a t€Q, et enfin & nt€Q, ce qui constituerait une contradiction (7€ Q). La
suite n +— f(nt) prend donc au plus une fois la valeur | ; elle admet la
limite 0. Il en résulte que f vérifie Q.

De a) et b) on déduit que Q n'entraine pas P.
2° Nous supposons que f est uniformément continue et vérifie Q.
* *
Soite ER_. Il existe n€R, tel que :
2 )

V,Y)ER, (x| <n) = (£0()-£(y) I <e/2).
On a limf(nn) =0 ; il existe donc NEN tel que

n->+w

vn=N  |if(on) Il <e/2.

Pour tout Xx>Nn, on pose m=E(x/n), on constate ]x—mnl <n et m>N, ce qui

entraine :
Tf(x)-f(mn) I <e/2, et Hfmn) ll <e/f2 ; d'ot If(x) I <e.

Il en résulte que f vérifie P. )

3° Démonstration du lemme. R est archimédien. D'aprés B-a >0, il existe
un entier n0>p tel que no(S—a)>B. Posons a=n08.

Soit t€ Ja,+»[. Notons m—1 la partie entiére de t/B

(m-1)p<t<mB.
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Comme n B <t, il vient n,<m-1, i.e. ny <m.

On a : m(B-a)>R, 1.e. ma<(m—1)B. D'olt : ma<t<mR.

En utilisant m>p : t€ Ina,nBl[. O
P n%{, ,

Le lemme étant acquis, nous supposons que f est continue et vérifie Q.
. * .
Soit e€R . A tout k€N nous associons A.k={t:€R+ [ va=k Df(nt) Il <e}.
En écrivant Ak=1gk{te R+ | lE(nt) ll < s}, et en utilisant la continuité
de f, nous constatons que Ak est un fermé de R+. Or l'hypothése entraine
* a s . L
c
R% kthN Ak (vérification aisée).
R,, muni de la distance usuelle, est un espace métrique complet, et donc
+
un espace de Baire ; les fermés Ak ne peuvent &tre tous d'intérieur vide
(sans quoi leur réunion serait d'intérieur vide). Il existe donc PEN tel
o
que Ap#=¢ s on peut trouver (a,S)ER2 tel que 0<a<p et ]a,B[CAp.
D'aprés le lemme, il existe a>0 tel que ]a,+m[créjp]na,n6[. A tout t>a
on peut donc associer un entier m>p tel que t€ Jma,mB[, ce qui entraine

E - a . .
t/m Ap et donc (cf. définition de Ak)

tf(met/m)ll < e, i.e. lf(t)II<e.

*
En conclusion : VEER+ Ja € R+ ve>a lf(e)ll <e . O

Remarques. a) D'aprés le 3°, si f: R+—>R est continue et vérifie Q,

alors limf(x) =0, et il est classique que f est uniformément continue.
X-+4o
b) Le lecteur pourra reprendre 1'exercice en remplagant Q par Q' : il
existe une suite réelle positive (an)neN vérifiant 3 la fois :
lima_ =4» ; 1lim (a -a )=0; Vt>0 lim £(t+a_) =0.
n>+o n n->+eo n+l n n->+o n

*
c) Dans l'énoncé de 1'exercice, on peut remplacer R+ par R,. En effet
seule intervient la topologie de R+ ; on peut donc le munir d'une distance

- - - . * »
topologiquement équivalente a la distance usuelle, et telle que R+ soit
soit complet (une telle distance existe).

*
On peut aussi remarquer que R+ est un espace de Baire (comme ouvert de

R+, ou comme espace topologique localement compact).

* COMPACTIFIE D'ALEXANDROFF. Un espace topologique est dit loca-
lement compact s'il est séparé et si chacun de ses points admet un voisinage
compact.

1° Soit (E,B) un espace topologique localement compact, et E' l'ensemble

obtenu en adjoignant 3 E un point a€E.
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On note G' 1'ensemble des parties A de E' qui vérifient une (et d'ail-
leurs une seule) des deux conditions suivantes :

i) AET ; ii) A={a}U(E\ C), ol C est un compact de E.

a) Montrer que BG' est une topologie sur E'.

b) Montrer que l'espace topologique (E',G') est compact. On dit qu'il
s'agit d'un compactifié d'Alexandroff de (E,B).

2° Soit (E}, B]) un espace topologique compact et a; €E;. Notons
Ey =Ei\ {al}' On suppose qu'il existe un hom&omorphisme f de E sur E,. Montrer
qu'alors (E',B') et (E','Gi) sont hom@omorphes. (En particulier le compactifié
d'Alexandroff de E obtenu en 1° est indépendant - & un isomorphisme prés -

du choix de a ; ceci permet de parler d'unicité).

1° 2) Montrons que B' vérifie les trois axiomes qui caractérisent une
topologie :
(0;) Nous avons visiblement : ¢ €G' et E'€T'. 0
(0,) Soient AEB' et BETG'.
— Si AETG et BETB, alors ANBET, et donc ANBET',
— 81 BETB et A={a}U(E\ C), ol C est un compact de E, alors ANB =
(E\ C)NB. La partie compacte C de 1'espace topologique séparé (E,B) est
fermée ; la partie E\ C est donc ouverte. On en déduit ANBETD, et donc
ANBET'.
— Si A={alU(E\NC) et B={a}U(E\ D), oli C et D sont des compacts de E,
alors ANB={a} U (E\ (c UD)) ; CUD est un compact de E ; d'olil ANBEG'. O
(03) Soit A=iLtJI A,, ofi A, €B' pour tout i€ 1.
Ecrivons 1€ J si Ai vérifie 1), et 1€XK si Ai vérifie ii). On a I=JUK
et JNK=¢.
— 81 K=¢, on a AETB et donc AET'.
Supposons K#¢: On a : a€A. En écrivant Ai ={a} U (E\ Ci)’ C; compact

de E, pour tout i1i€K, il vient :

WA= =N
E'\A=E\ A= {1 (E\ A

: ' =(.N n

et : E'\ A (iEJ(E\ Ai)) n (iel(ci)

N . 5 . 5

ik C]._ est un compact de E ; iQJ(E\ Ai) est un fermé de E ; 1l en résulte que

E'\ A est un compact C de E et que A={a} U(E\ C) appartient 3 G'. a
Il est ainsi acquis que B' est une topologie sur E'. Notons que E€ET'

et que les intersections avec E des &léments de B' sont les éléments de T ; il

en résulte que G est la topologie induite sur E par G'.
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b) Soient x et y deux points distincts de E' ; montrons qu'ils admettent
dans E' des voisinages disjoints.

— Si XxEE et yEE, ceci résulte de ce que E est séparé et B<G'.

-—- Supposons x=a et yEE. Soit C un voisinage compact de y dans E ;
c'est aussi un voisinage de y dans E' (car EEG'); A={a} U (E\ C) est un
voisinage ouvert de a dans E', et ANC=¢.

I1 est ainsi acquis que (E',G') est séparé. Pour montrer qu'il est com—
pact considérons un recouvrement ouvert (Ai)iGI de E' ; il existe iOEI tel
que aGAiO, et on a : Aio ={a}U(E\ C), oli C est un compact de E. Les Ai re—
couvrent le compact C, il existe une partie finie J de I telle que (Ai)ie

J
recouvre C ; on constate que (Ai)iEK’ oi K=JU{ip}, recouvre E'. a

2° Soit f le prolongement de f défini par ‘f(a) =a;. Le lecteur consta-
tera aisément que f est un homéomorphisme de (E',BG') sur (Ei,’Gi). (Remarquer
que pour tout compact C; de Ej, {a;} U(E;\ Cy) s'écrit E]\ C; et est donc un

ouvert de E;).

PROJECTION STEREOGRAPHIQUE. Dans RO euclidien, on note §_ la

sphere {x |lUxl=1}, P 1'hyperplan d'équations x =0, et a le point

n+l
(0, .. ,0,1). On appelle projection stéréographique de pSle a 1'application :
f:8 \ {a} — P xHD_ NP
n n ax n
ot Dax désigne la droite affine de Rn+l qui contient a et x.

Montrer qu'il s'agit d'un hom&omorphisme.

Remarquons d'abord que pour tout x = (xl, ’xn+1) de Sn on a
+a) = #
(x#a) (xn+l 1).

— Soit x= = # i
Soit x (Xl’ ’xn+1) avec lIxll =1 et X o I un point quelconque de

+
Sn\ {a}. La droite D, est {xx+ (1-2)a | A€ER} . Explicitons :

Ax+ (1-A)a= [Axl, ,)\xn, ] +)\(xn+1 - 1)] .
)_1, et s'écrit (x;,...,x' ),

n+l n+l

. ! = - -1 ' =
avec X xk(l xn+l) pour kENn, et X4 0 (1)

=0 un point quelconque de Pn. L'équa-

Nous constatons que f(x) correspond 3 A = (1 —-x

— 1 r _ 1 (] ]
Soit x (xl’ an) avec x_

tion f(x) =x', & 1'inconnue x€ Sn\ {a}, s'écrit

)2+ 2 1

X =
n+l

n
= ot - e 12 -
X xk(l xn+1) pour k Nn’ et kzlxk (1 X 4
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et aussi, compte tenu de l—xn+1 #0 .
=x'(l - - 12 =
X xk(l an) pour kENn, et (1 an) kzlxk l+xn+1.
L'équation f(x) =x' admet donc une solution unique donnée par :
n
= 2 t 12 ~ rp2 - ¥ 12 .
X o= (" 02-1) 7 (I 12+ 1), od Ux'l kélxk ; .

X =2x / (%' 112+ 1) pour kEN

Les formules (1) et (2) montrent que f est une bijection continue, et que £l
est continue. D
Notons que, ¢ :(xl, ,xn,O) — (xl, ,xn) étant un hom&omorphisme de Pn

sur Rn, ¢ o f est un homéomorphisme de Sn\ {a} sur R".

* En utilisant les définitions et les résultats des deux exer-—
cices précédents :
1° Montrer que R"™ est localement compact. Quel est son compactifié d'A-
lexandroff ?
2° Dans le cas n=1, montrer que E est homéomorphe au demi-cercle
ferm& T' intersection du cercle S; et du demi-plan d'équation x>0 ; E est-il

homéomorphe 3 S; ?

3° Q@ (muni de la distance naturelle) est-il localement compact ?

1° On sait que R™ n'est pas compact. En revanche R" est séparé, et tout
point de R admet pour voisinage une boule fermée, qui est compacte ; R" est
donc localement compact.

L'exercice précédent montre que le compactifié d'Alexandroff de R" s'i-
dentifie 3 la sphére § = {x{0xll = 1} de R

2° Soit p:T — ﬁ telle que p(1,0) =+=, p(-1,0) = —=, et que pour tout
mET distinct des extr@mités, p(m) soit l'abscisse du point de la droite Om
dont l'ordonnée est 1. On constate aisément que p est un homéomorphisme de T
sur R.

S; et T ne sont pas homéomorphes car si l'on enlé&ve au premier un point
quelconque on obtient un connexe, ce qui n'est pas vrai pour le second. Il

en résulte que S1 et R ne sont pas hom&omorphes.

3° Nous allons montrer que Q n'est pas localement compact, et, pour cela,

que O n'a pas de voisinage compact dans Q.
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Faisons l'hypothése (H) : le point O admet dans Q@ un voisinage compact V.
On sait qu'il existe un voisinage W de O dans R tel que WNQ@=V ; on peut

*
trouver a €R, tel que l-a,afcW ; on a :
(l-o,al NQ) eV

V, qui est compact, est fermé dans R (en effet la topologie de V est aussi
bien celle qui est induite par la topologie de Q que celle qui est induite
par la topologie de R). Soit x€R\ Q appartenant 3 ]-a,al ; x est adhérent
i ]-a,al NQ, et donc & V, ce qui entraine x€V et constitue une contradiction

puisque Vci. O

2.2. ESPACES METRIQUES

RP est muni de sa structure euclidienne canonique.

1° Soit K un compact non vide de RP ; montrer que, dans 1l'ensemble des
boules fermées contenant K, il existe une unique boule de rayon minimum.

2° On se place ici dans R2 ; montrer que si § désigne le diamétre de K

le rayon R de la boule de rayon minimum vérifie :

R<8/V3

On rappelle que K est une partie fermée et bornée de RP.

— On suppose que K n'est pas réduit 3 un point ; en effet pour K={a}
le premier résultat est trivial (la boule fermée de centre a, de rayon 0) et
le second aussi car R=§ =0.

— Désormais 8 >0, et toute boule fermée Bf(x,r) de centre x, de rayon r,

contenant K, a un rayon r>0.

1° a) Existence. On pose :
*
E={r€R, |38 (x,r) 2K}
— K &tant compact, il est borné ; d'od E#¢.
— E est minorée par O (et méme par §/2).
11 existe ainsi R=infE. Par dé&finition de R, on dispose d'une suite

(xn) de Rp, et d'une suite (rn) de R: vérifiant :

vn€N (Kch(xn,rn)>A(1imrn=R).

>+
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On peut toujours supposer que tous les r sont inférieurs 3 R+ 1, et,
en prenant un point a de K (qui n'est pas vide) que tous les X appartien—
nent 3 la boule fermée, et donc compacte Bf(a,R+l).

Quitte 3 effectuer une extraction, on peut donc supposer que la suite
(xn) est convergente, et poser

x= lim LI
Ir+e
Pour tout yE€K, pour tout n€EN, on a :
d(xn,y) Srn

Par passage 3 la limite, on conclut : d(x,y) <R et donc Kch(x,R) ;

cette derniére boule fermée, qui contient K, est clairement de rayon mini-

mum, O

b) Unicité. Si KCBf(y,R), le théoréme de la médiane prouve que :
Ve |22
Kch( 5 R 5

Comme R est minimum, x=y. [m]

Remarque. L'unicité tient au choix de la norme euclidienne. Elle ne sub-

siste pas si 1'on munit Rp de la norme (xl, ,xp) [l suplxil’ ainsi que le
lecteur le vérifiera.

2° Grace & la translation y b y-x, qui ne modifie aucune distance, nous

supposerons KCBf(O,R). Nous utiliserons le lemme (valable dans Rp)

LEMME. S désignant la sphére (0,R) de Rp, pour tout u€ Rp, unitaire, 11

existe un x€EKNS tel que (x|u) <o,

Pour tout n=>1, on a %9&0, et donc K¢Bf (%,R), ce qui entraine 1'existence

de anK vérifiant :
2
Ilx I2<R? et lx_-=">Rr2 m
n n n
1
Hl ->

et donc 2(xn|u)+n 0 (2)
A valeurs dans le compact K, la suite (xn)nEN* admet une suite extraite
convergente x, (n)}rEN* , dont la limite est notée x. On a xEK. Par passage
3 la limite, on déduit Ixll = R de (1) et (x|u) <0 de (2). O

— Adoptons maintenant p=2. Ne serait—ce que parce que 1l'application

x >[Il atteint son maximum sur K, on dispose de x, €KNS.
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Comme R>0, on peut appliquer le lemme 3 u=-;—]~ : il existe xp €KNS tel
que (x;|x;) <0, ce qui implique x, #x;. Deux cas sont possibles

ler Cas. x,= -x, ; on a évidemment |Ix1—x2 Il = 2R et, puisque (xl,x?_)EKz,
on dispose de 1l'inégalité 2R<§ ; d'oli : R<8§/2<8/V3. m|

ZéEeCas. X9 #-x1. En orientant R? de maniare canonique, on dispose de
1'angle o des vecteurs x; et X, avec a€ [% »7[ ou ¢ € 1-m, —%] ; premant v
unitaire, tel que 1'angle de x; et de v soit 2, il est clair que x; et x,
appartiennent au demi plan ouvert de R? défini par (v|x)>0.

D'aprés le lemme,il existe X, de KNS tel que (VIX3)<O. Il est trivial
que X,,X,,X, sont trois points distincts de KNS et parmi ces trois points

il est possible de trouver deux points x, et x, tels que l'angle formé par
. L 2T .
les vecteurs x; et X, appartiennent 2 [—3—, n[. En utilisant :
D%, 02 = Ik, 12+ I, 2= 20, Blix, | cos(%yX.)
i7] i j i j i’7;
on déduit : 3R*< lix,~x. 2 < 82

J
d'ol : R<§/V3 [m]

Remarques. a) R=§/V3 est obtenu pour un triangle &quilatéral.

b) Dans Rp, la formule peut se généraliser par :

< P
R<S§ ’Cz(pu) .

Soit (E,d) un espace métrique, et v :R+—>R une application qui
vérifie :
i) ¢ est croissante ;
ii) VXGR+ v(x)=0<=x%=0 ;
iii) V(u,v) ERZ v (utv) ¢ (u) +o (v).
1° Montrer que & : (x,y)l——np(d(x,y)) est une distance sur E.
2° Montrer que si ¢ est continue en 0, alors d et § sont topologiquement
équivalentes. Sont-elles &quivalentes ?
3° Montrer, par un exemple, que si v n'est pas continue en 0, d et &

peuvent ne pas etre topologiquement équivalentes.

1° ¢ &tant croissante, comme ¢ (0) =0, ¢, et donc 8, est i valeur dans R+,

On a immédiatement :

8(x,y) =8(y,x) et (5(X,Y)=O) <= (x=y) pour tout (x,y)€EZ,
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Enfin soit (x,y,z)€E3. On a : d(x,y) <d(x,z) +d(z,y) ; ¢ étant crois-
sante, il vient : 8(x,y) <¢(d(x,z) +d(z,y)} et, d'aprés iii) :

8(x,y) €8(x,2) +8(z,y); 6 est donc bien une distance sur E. [m]

2° ¢ &tant continue en 0, pour tout EGR:_ il existe a€ R: tel que :
vt€[0,a] v(r)€[0,¢e].
On a : V(x,y) €EE2 (d(x,y) Sa) = (G(X,y) Se)

ce qui prouve que IdE : (E,d)— (E,S8) est uniformément continue.
e Pour tout EER:, B=¢(e) vérifie BE R: d'aprés ii). Si t€R+ vérifie
¢(t)€[0,B[, alors t€[0,el, car d'aprés i) t>e exige ¢ (t)>v(e) =8.
D'od : ¥(x,y) EE2 (¢(d(x,y))<8) = (d(x,y) <€)
ce qui prouve que IdE : (E,8) —(E,d) est uniformément continue.

e Au total les métriques d et § sont évidemment topologiquement équiva-
lentes ; nous avons en outre démontré que (E,d) et (E,§) sont simultanément
complets.

— On peut appliquer ce qui précéde a .p:u—>ll+u ou ¢ :u—min(l,u). On

constate alors que § est borné. Si ce n'est pas le cas de d, d et § ne sont

pas équivalentes.

3° Supposons ¢ non continue en 0. Soit m= 1im ¢(u) (théoréme de la
- u+0,uw>0
limite monotone). On a : m€ R+ et v (u) Zm pour tout u€ R+.

On constate aisément, pour tous a€E et r€ ]0,m[, que la boule ouverte
Bo(a,r) pour la distance § est le singleton {a}.

Ainsi 'G(S est la topologie discréte. Il suffisait donc de partir d'une
distance d telle que T,‘d ne soit pas la topologie discréte pour aboutir a

(A ?*'Go. .

Remarque. De telles applications existent. Il suffit de partir d'une
application ¢ vérifiant i) ii) 1ii) (par exemple ul——»lil—u) et de la modi-

fier en posant : y(0) =0 et Wu€ R: Pu) =1 +¢(u).

Soit f une application d'un espace métrique E dans un espace
métrique F. On note C l'ensemble (éventuellement vide) des points de E en
lesquels f est continue. Montrer qu'il existe une suite décroissante

* 4 = *
(Un)nEN d'ouverts de E telle que C IQN Un.
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Pour tout n€ N*, notons Un la réunion des ouverts de E dont 1'image
par f a un diamétre inférieur & 1/n (au sens large), et soit A=u@N* Un'

En remarquant qu'une partie de F de diamdtre inférieur 3 1/(n+l) est
aussi une partie de F de diamétre inférieur & n, nous avons : Un+1 CUn pour
tout nGN*.

— Soit ¢ un point de C. De lim f(x) = £f(c) on déduit que, pour tout
x—+c . XEL
n€ N*, il existe un ouvert O de E contenant ¢, tel que £(0) soit inclus

dans la boule ouverte B, (f(c), I/Zn) de F, ce qui implique que le diamétre
de £(0) soit inférieur & 1/n et que O soit 1'un des ouverts dont la réunion
est Un' .

On a ainsi : Vn€N cEUn. D'oli : cE A et CcA.

— Soit a un point de A. Pour toute boule ouverte By (f(a),r) de F, on
peut trouver mGN* tel que r=1/m ; 1'un, au moins des ouverts dont la réu-
nion est Um contient a ; soit Q un tel ouvert ; f(Q), partie de F de dia-
métre inférieur & !/m (et donc 3 r) et contenant f(a), est inclus dans
B, (f(a),r) .

On a ainsi : f(a)= 1lim f(x) , i.e. x€C et donec AcC. O
x+a, x€E

1° Soit (a ) une suite de RP qui est bornée, et vérifie en

outre lim (axn+1 -an) =0. Montrer que l'ensemble A des valeurs d'adhérence
-+

de cette suite est un fermé connexe de RF.
2° Soit (an) une suite réelle vérifiant lim (a
]
que l'ensemble A de ses valeurs d'adhérence est un intervalle.

at1 —an) =0, Montrer

On désigne par d une distance sur RP associée & une norme de RP H
cette distance induit la topologie usuelle de RP,

1° Posant An= {ap l pZnl, on a A=nQN An ; A est donc une partie fermée
de RP ; 1a suite (an) &tant bornée, A est une partie bornée de RP 5 A est
donc une partie compacte de RP. O

e Pour prouver la connexité de A, raisonnons par 1'absurde. Faisons
1'hypothése (H) : A n'est pas connexe. Puisque A est fermé, il existe donc deux
fermés F1 et F, de RP vérifiant :

FIUF2=A FlnF2 =¢ F1¢¢ F2$¢

F, et F, sont trivialement des parties compactes de RP et puisqu'elles sont
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non vides, la fonction continue (x,y) > d(x,y) atteint son minimum sur le

compact FyxF, ; comme FyNFy,= ¢ on dispose de a>0, a= inf d(x,y).
€

Posons (x,y)€F ) xFy

U={x€RP|d(x,F;)<a/3}; V={x€RP | d(x,F,) <a/3}
U et V sont des ouverts de R® contenant respectivement F, et F, et vérifiant :
V(x,y) € UxV d(x,y)=a/3 )

UUV est un ouvert contenant A ; en réutilisant le fait que la suite (an) est

bornée, donc i valeurs dans un compact, l'ensemble des entiers n tels que

anéfUUV est fini et on dispose ainsi de NEN tel que
Vn=N anEUUV
On dispose aussi de N'EN tel que
=N' .
vn=N d(an+1,an)<a/3

Prenons un point de F, ; comme U est un voisinage de ce point, il existe

n, €N, n0>sup(N,N') tel que

a €U
g

Prenant de méme un point de F,, on trouve nIGN, n, Zn,, tel que a, €EV.
1
Posons :

N'={n€N| (n;<n<n)) A (a €M)}

N'est une partie non vide, majorée de N ; elle admet un plus grand &lément
n et l'ona : a_ €U.
ny
Comme UNV=¢, np<m; et donc ny+1<n; ; d'ou a H&U. Comme np +1>N,
2

a [SAVN

n2+1
On vient de trouver a_ €U, a €V vérifiant
nyp n2+1
> t
d(an2,3n2+l)<a/3 (car ny 2N')
ce qui est en contradiction avec (1). L'hypothése (H) est donc absurde. O

Remarque. Le lecteur notera que si la suite (an) n'est pas bornée le

résultat peut étre inexact. Par exemple dans R? i1 pourra construire la
suite suivante :

. partir de (1,0) passer a4 (2,0) puis "monter" sur 1"hyperbole xy =1
au point (2,1/2).

.sur cet hyperbole remonter, avec cette fois des pas en abscisse en
1/2, jusqu'au point (1,1).

..redescendre sur cette hyperbole, avec cette fois des pas en abscisse en
1/4, jusqu'au point (3,1/3) et descendre au point (3,0).

.descendre alors sur 1'axe des abscisses au pas 1/8 jusqu'a (1,0) et
recommencer. ..
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2° I1 suffit de prouver que si (a,b) €A2 avec a<b alors la,b[cA ;
A sera ainsi un intervalle, fermé comme au 1°,
Soient donc (a,b)EA2, avec a<b, et x€ ]a,b[. Donnons-nous € >0 et

NEN; on peut supposer a<x-e <x+e <b. Il existe N'EN tel que :

vn=N' |a_ . -a |<e

n+l n
a étant valeur d'adhérence, et a appartenant a ]-=,x—e[, il existe nOEN
vérifiant

ng = sup(N,N") ; a, <x-g

0
b &tant de méme valeur d'adhérence, et b appartenant 3 Jx+e,+=[, il existe
n; EN vérifiant
> .
n;Zn; ; an1>x+e

Comme dans le 1°, on forme 1'entier n,, et on constate facilement que

an2+1€[x—e,x+e] avec np +1>N ]

Soient a et b deux réels, a<b, et f : [a,b] — [a,b] une appli-
cation continue. La suite (an) est une suite d'éléments de [a,b] définie
par ag€ [a,b] et la récurrence : pour tout n, a1 =f(an).

Montrer que si lim (an+1 —an) =0, alors la suite (an) est convergente.
el

Soit A 1'ensemble des valeurs d'adhé&rence de (an) ; comme

lim (axm_1 -an) =0 il s'agit d'un intervalle (exercice précédent), fermé,
n>+oee

contenu dans [a,b], non vide car [a,b] est compact. Désignons par [a,B] cet
intervalle avec a<S8.

e S1 a=R, la suite (an) est 3 valeurs dans un compact et admet une
unique valeur d'adhérence, elle converge. m]

e Montrons que 1'hypothé&se a<B est absurde.

i) Tout d'abord pour c€ [a,B], on a : £(c) =c.

En effet, puisque c est valeur d'adhérence, on dispose d'une suite
» puisq p

extraite |a telle que ¢ = lim a .
%o )/ 1 e B ()
Puisque lim a‘p(n)+l—a¢(n;j=0, on a aussi ¢ = lim a«p(n)+1'

n-r-+eco n-+o
D'autre part, f est continue et pour tout n, on a la relation

2, (n)+1 =f<a¢(n)>. D'oll : f(c) =r11:+11:° a\a(n)+]'

L'unicité de la limite entrafne c =f(c). a
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ii) d'aprés i), pour tout n, an¢ [a,8] (sinon la suite serait constante,
donc convergente ce qui serait incompatible avec deux valeurs d'adhérence
a<B).

iii) Ja,B[ est ainsi un voisinage de la valeur d'adhérence _a;_B , volsi-

nage ne contenant aucun a , ce qui est absurde. 0O

Soit E un espace métrique compact. Montrer qu'il existe une

partie de E & la fois dénombrable et dense dans E.

* . .
Pour tout n€N , on dispose du recouvrement de E par la famille de
boules ouvertes (Bo(x,l/n))xEE ; E étant compact, on peut en extraire un

sous-recouvrement fini ; il existe ainsi une partie finie Xn de E telle que

E=xg(n By (x,1/n).

Posons X = N* Xn ; réunion dénombrable de parties finies de E, X est
une partie dénombrable de E. Montrons que X est dense de E.

Soit O un ouvert non vide de E ; il existe une boule ouverte B =B,(a,r)
de rayon r>0, incluse dans 0. Choisissons N€ N"r tel que N> 1/r ; a appar-

Xy

xEKN tel que d(a,x) <1/N<r, et la boule B rencontre XN ; a fortiori O

tient 4 1'une des boules de la famille (Bo(x,l/N)) ; 11 existe ainsi

rencontre XN, et donc O rencontre X. O

LI
« . .
LE PROCEDE DIAGONAL. Soient E un ensemble, (an)rEN une suite
d'éléments de E, et (tpn)
de N dans N.

lo

£N Une suite d'applications strictement croissantes

. . " " - L .
Montrer que la suite dite "diagonale", (xn)rEN > 08 X désigne
a est une suite extraite de (an)nGN'

‘Pon ‘Plo o‘Pn(n)
2° Montrer que, pour tout mEN fix&, la suite tronquée (xn) >y €St ex-

traite de la suite ni—a , n€N.
‘Poa a‘pm(n)

Pour tout pEN, 'JJp désigne gow o atpp-

1° I1 suffit de vérifier que n|—+wn(n) est une application strictement

croissante de N dans N.
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Soit n€ N. Comme wn est strictement croissante, on a

+1

+1) 2 n+l.
¢n+1(n 1) > n+l

D'autre part ¥ est strictement croissante, au titre de composée d'ap-

plications strictement croissantes. D'oi

Ve (¥ =0 0w (n+1) 2y (n+]) >y (n). a

2° Soit m fixé. Pour tout n=>m, Lpn(n) =¢mo\0 o¢n(n), ce qui

m+l
montre que (xn)n>m est extraite de awm(n) N Par le procédé diagonal as-

socié i la suite d'applications (wn) o O

Remarque. Le procédé diagonal remplace le procé&dé d'extraction finie
lorsque celui-ci ne convient pas. On peut, par exemple, faire une premiére
extraction (associée & ¢,;) pour assurer une propriété Py ; de la suite

extraite (a on peut alors faire une seconde extraction (asso—

¢y (n) /rEN
ciée a v;) pour assurer une propriété P, .. . Par récurrence on peut alors
extraire pour assurer successivement des propriétés (Pn)nEN° Le procédé

diagonal nous assure la construction d'une suite extraite qui, pour des
propriétés Pn judicieuses (par exemple une convergence), aura toutes les

propriétés (Pn)dEN' Le lecteur trouvera un exemple d'application dans

1'exercice suivant.

* Soient E et F deux espaces métriques compacts, et k un réel
strictement positif ; & désigne 1l'ensemble des applications k-lipschitzien-
nes de E dans F. Sauf avis contraire, toute suite est indexée par n€N,

1° Montrer que, d désignant la distance sur F :
V(f,8) €82 8(f,g) = sup d(f(x),8(x))
x€E

définit une distance & sur &.

e On se propose de montrer que l'espace métrique (&,8) est compact.

Pour cela on utilise une partie AcE dénombrable et dense dans E (cf.
exercice 2.2.6), que 1'on considére comme 1'image d'une suite (an).

2° Soit (fn) une suite d'éléments de &.

a) Montrer qu'il existe une suite (gn) extraite de (fn), telle que,
pour tout pEN, la suite (gn(ap)] d'éléments de F soit convergente.

b) Montrer que la suite (gn) converge simplement sur E, c'est-i-dire
que pour tout XE€E la suite (gn(x)] d'éléments de F admet une limite, que

1'on note g(x).
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¢) Montrer que l'application g :E — F est un &lément de &.
d) Montrer que g est limite uniforme sur E de la suite (gn), c'est-a-

dire que : limé&(g_,g) =0.
n>+o n
3° Conclure.

1° L'espace métrique compact (F,d) est borné, ce qui assure 1'existence
q P q

de la distance § sur &.

° a) e Montrons par récurrence qu'est vraie pour tout mEN 1'asser-

tion : (Am) I1 existe une famille (~.¢7i)ogign d'applications strictement crois-—
santes de N dans N telles que, en notant q;. =np0, €0 mo¥,

Pour tout i€ {0,1,..,m}, la suite \ v.(n )(a ) est convergente.

— La suite (f (ao)), 3 valeurs dans l'lespace métrique compact F, admet
une sulte extraite convergente ; il existe donc eo ¢ N — N strictement crois-~
sante, telle que

fwo(n) (ao)) converge ; A, est ainsi vérifiée.

— Supposons que Am(m> 0) a été vérifiée, grice i l'existence d'une

famille (¢i)0<i§n' La suite )}, @ valeurs dans 1l'espace métrique

w (n)( m+1

compact F admet une suite extralte convergente ; il existe donc

:N— N, strictement croissante, telle que f (n)( e ] )) converge;
m m+l
la famille («pi)OgiQnH vérifie manifestement A

m+1°

e Notons (gn) la suite extraite de (fn) par le procédé diagonal (cf.
exercice précédent) associé 3 la suite d'applications (¢n).

Pour tout p€N, la suite tronquée (gn(ap))ﬁp’ extraite de la suite

convergente (a )} est elle méme convergente ; il en est de méme de

wp(n)
la suite (g (a ))nEN [m]
b) Soit xEE Nous allons montrer que la suite (g (x)] est de Cauchy,
ce qui nous permettra d'affirmer qu'elle est convergente (1 espace métrique
(F,8) est compact; il est complet).
Pour tout € >0, la boule ouverte B, (x,e/3k) contient un point a €A ;
la suite (gn(ap)) est convergente d'aprés a), et il existe NEN tel que, pour
tous n=2N et m2N : d(gn(ap),gm(ap)] <eg/3.
On peut majorer d[gn(x),gm(x)) par :

dg, (0,8 (a )] +d(g (@), (a)) +dg (a),g (x))

et donc, compte tenu de ce que g, et By sont k-lipschitziennes, par



47

2kdy (x,2 ) +d(g (a )8, ()
et enfin par € (d; désigne la distance sur E). 0
¢) Soit (x,y)€E2, On a, grice 3 la continuité de d: F2 —R,
d(g(x),g(y)) = lim d(g (x),g, ().
o
Comme d(gn(x),gn(y)) <kd;(x,y) pour tout n€N, on a donc :
V(x,y) €E2  d(g(x),8(y)) <kd;(x,y) O

d) Soit € >0. La famille de boules ouvertes [Bo(x,e/Sk))er recouvrant

le compact E, il existe une partie finie X de E telle que :
E =xgx By (x,e/3k)
Pour chaque x€ X, (gn(x)) converge et il existe NXEN tel que :
Yn>N_ d(gn(x),g(x))<e/3.

L'ensemble fini {Nx | x€X} admet un plus grand é&lément N.
Nous allons montrer :
Va>N  sup d(g (v),8(y)) <e
yEE

ce qui entraine que g est limite uniforme de la suite (gn).
Considérons pour cela un y€E. Il existe x€X tel que d;(x,y) <e/3k ;

pour tout n=N, d(gn(y),g(y)) est majoré par :
dg (3,8, (0] +d(g_(x),8(x)) +d(g(x),8(y))
et donc par : 2kd,{y,x) +d(gn(x),g(x)) <e. O
3° D'aprés le 2°, de toute suite d'éléments de 1'espace métrique (&,8)

on peut extraire une sous-suite convergente. Il en résulte que (&,8) est

compact.

On considére un plan affine euclidien, identifié 3 R2.

1° Montrer que l'ensemble U des triplets (p;,ps,p3) formés de points
non alignés de R? est un ouvert de (RZ)S, et que l'application r : U—R qui
i (p1,p2,P3) €U associe le rayon du cercle circonscrit au triangle pjpsp3
est continue.

2° Soient K;,Ky,K3 trois cercles de R? tels qu'aucune droite ne les

rencontre tous.
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a) Montrer que l'ensemble E des rayons des cercles rencontrant 3 la
fois K;,Ky et K3 est un compact de R. On note XA (resp. u) la borne supérieure
(resp. inférieure) de E.

b) Montrer qu'il existe un cercle de rayon A (resp. u) tangent 2 la

fois a K;,K, et Kj.

(On ne considére que des cercles de rayons strictement positifs).

L'application ((x1,y1),(X2,¥2),(x3,¥3)} — (X1,¥1:%2,¥2,%3,¥3) est visi-

blement un homéomorphisme qui permet d'identifier (R?)3 et RO.

1° A tout (Py>Py,P3) € (R2)3, avec P; =(xi,yi), associons :

2.2 2.2 2.2 2,2
XT+yT x1ty1 xatys; X3ty
X1 XZ X3
X xl X9 X3
(1) |yr y2 vy3| =0, et =0 (2)
| X | y y1 ¥2 ¥3

1 1 1 1
et rappelons que (1) équivaut & (py,p2,p3) ¥U, et que (2) est une équation
du cercle circonscrit au triangle pypop3 lorsque (pj,ps,p3) €EU ; (1) et (2)

sont respectivement de la forme : D(x;,..,y3) =0 et :
(x2+y2)D(x1,.",y3) +xA(x1,.“,y3) +yB(xXy, - ,¥3) +C(xX1, - ,¥3) =0

ot D,A,B,C sont des fonctions polyndmes et donc des fonctions continues
(R?)*—R.
a) Image réciproque du fermé& {0} de R par 1'application continue D,
(R2)3\ U est ainsi un fermé de (R2)3, et U est un ouvert de (R2)3.
b) L'application r=U — R s'écrit r = +/P/D, ot P est un polynBme, et
oli la fonction rationnelle P/D ne prend sur U que des valeurs strictement
positives ; d'ol la continuité de r (qui est & valeurs strictement positives).
Remarquons que l'application (-1/2. A/D, -1/2. B/D) qui & (p;,p2,P3) associe

le centre du cercle circonscrit au triangle p;pop3y est, elle aussi, continue sur U.

2° Notons que les cercles Ki sont deux i deux disjoints.

a) On constate aisément que K;,K, et K3 sont des compacts de R? H
K;xK;xK3 est donc un compact de (R2)3 ; par ailleurs l'hypothése entraine
que tout &lément de KyxK,xKj3 appartient & U ; K;xK;xK3 est donc un compact
de U, et son image E' par 1'application continue r est un compact de R,

. *
inclus dans R+.
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On a manifestement E'cE. Par ailleurs pour tout p €E, il existe un
cercle de rayon p rencontrant 3 la fois K;,Ks; et K3 et ce cercle a été
obtenu lorsque l'on a considéré la partie K;xKyxK3 de U, si bien que p €EE'.
Au total E'=E,

b) La notation (c,p) désignant le cercle de centre c et de rayonop,
une condition nécessaire et suffisante pour que (c¢,p) et (c¢',p') aient
deux points communs est : b'ﬂ'l <d(c,c')<p +p'.

— D'aprés a), il existe un cercle (a,A) rencontrant K;,K;,K3 en des
points mj,mp,m3, et tel qu'aucun cercle de rayon p > X ne rencontre i la
fois K;,Ky et K3. Nous allons montrer que (a,\) est tangent en m; &

Ky =(wy,P;) ; le résultat s'étendra 3 K, et Kj.

Raisonnons par 1'absurde en supposant que (a,A) et K; ont deux points
communs m, et m;. Etudions 1'intersection de K; et d'un cercle assujetti 2
contenir my et mj3, soit (c,d(c,mz)) ot ¢ décrit la médiatrice A de [mp,m3].
Ce cercle a deux points communs avec K; si, et seulement si son centre c

vérifie 1'assertion
(A ld(c,mp) ~01] <d(c,01) <d(e,mp) +p;.

Le point a est une position particuli@re de ¢ pour laquelle (Ac) est
. R, . . . . . *
vraie. La continuité de la fonction distance fait qu'il existe a€5R+ tel que

(Ac) soit vraie pour tout c€A tel que d(c,a) <a. Le théoréme de Pythagore

montre que 1'on peut trouver b€ A vérifiant 3 la fois d(b,a) <a et
d(b,my) >d(a,my). Le cercle (b,d(b,mz)) a un rayon strictement supérieur

i A, et il rencontre & la fois K;,K,,K3. Nous aboutissons & une contradiction.

. . . a
— On raisonne de la méme fagon pour montrer qu'il existe un cercle

de rayon u tangent a4 la fois & K;,Ky et Kj.

Remarque. En utilisant la théorie de 1'inversion, on montre que la
recherche des cercles tangents d& Ki,K; et K3 se raméne 3 celle des cercles
tangents i trois cercles Kj,K; et K} tels que K| et K} aient le méme cen-
tre, que K} soit intérieur & K] et extérieur & K;. Le lecteur vérifiera
qu'il est conduit & &tudier quatre fois l'intersection de deux cercles, et
que le probléme admet huit solutions.

2.2.10 | Montrer qu'il existe un et un seul couple (x,y)GER2 vérifiant:
(x=1/4.sin(x+y)) A (y = 1+2/3.Arc tg(x-y)).

On se place dans l'espace métrique complet (Rz,d), oli d est la distance

associée 3 la norme (x,y) — x|+ |y|. On considére 1'application :
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f: RZ—PR2 (x,y) — (1/4.sin(x+y), 142/3.Arc tg(x—y)) .

Pour tout (u,B)ER2 on a (accroissements finis)

sing - sina = (—a)cosy, et Arc tgB - Arc tga =I—B-I»:Y% .
Pour tous (x,y)ER2 et (x',y')GR2 on a donc :
|sin(x+y) - sin(x"+y") | < | (x*y) - (x"+y") |
et |Arc tg(x~y) -Arc tg(x'-y")| < | (x~y) - (x"-y")|

et par conséquent :
2
af(x,y),£(x',y")) < (%*g) (lx=x"| + |y=y" ().

Il en résulte que l'application f est k—contractante, avec k=11/12.
On peut donc appliquer le théor@me du point fixe, et affirmer que 1'équa-

tion f(x,y) = (x,y) admet une solution unique. 0

THEOREME DU POINT FIXE SUR UN ESPACE METRIQUE COMPACT.
Soient (E,d) un espace métrique compact, et f =E —E une application véri-
fiant :

Vo er ey = (4(5w.0) <denn) M

1° a) L'application f est-elle nécessairement contractante ?
b) Montrer que f admet un unique point fixe a.

2° Montrer que a est limite de toute suite (xn) définie par la

EN
donnée de %) EE (arbitrairement choisi) et de : X o1 =f(xn) pour tout m€N.

1° a) Adoptons E=[0,1], qui est un espace métrique compact pour la
distance usuelle, et f : [0,1]—+[0,1] définie par xr—+sin x.

Pour x#y, nous avons |sin x~-sin y| = {x-y||cos £|, ot £ appartient a
1'intervalle ouvert d'extrémités x et y, et donc & JO,I[, ce qui entraine
[cos £]| <1. La condition (1) est vérifiée.

sin x

— Cependant f n'est pas contractante, lim =1 interdisant

l'existence de k<1 tel que : x20,%>0

vx€[0,11 |sin x| <k|x]

b) Etant visiblement 1-lipschitzienne, f est continue. L'application
xr—»d(x,f(x)) de E dans R+ est continue, et (compacité de E) elle admet un

minimum atteint en un point a de E.
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On ne peut avoir a#f(a), sans quoi (1) entralnerait :
d(£(a),£(£(a)) < d(a,£(a))

en contradiction avec : a réalise le minimum de d(x,f(x)) .
Ainsi a=f(a) et f admet le point fixe a. Par (1) on décelerait une

contradiction s'il existait un autre point fixe a'#a. O

2° Toutes les suites sont indexées par N.

Pour tout n€N, nous avons, d'aprés (1), ou une in&galité triviale :
d(a,x ) =d(f(a),f(xn)) <d(a,x )

La suite (d(a,xn)), 3 valeurs dans R+ est ainsi décroissante ; elle admet

une limite £20, et 1'0on a
vnE€N d(a,xn)22 (2)

Faisons l'hypothése 2£>0. La suite (xn) 3 valeurs dans le compact E

admet une suite extraite convergente, , de limite b. Par passage i

%o (n)
la limite, on constate d(a,b) =2.

La suite i.e. f(x‘p ) est convergente de limite f(b).

*14p(n) )’ (n)

On a, car a¥b
dfa,f(p)) = d(f(a),£(b)) <d(a,b)

D'ol l'existence de NEN tel que d(a,x )<9., ce qui constitue une con-

1+ (N)
tradiction avec (2).

L'hypothése 2 >0 est donc absurde. On a £=0. a

- . R . o . c _
2.2.12 Soit (Xn)nEN une suite de réels vérifiant vnE€N X el f(xn),
oli f est une application continue de R dans R. On suppose que, en outre, la
suite admet une unique valeur d'adhérence a. Montrer qu'elle admet a pour

limite.

e Comme f est continue, f(a) est valeur d'adhérence de la suite

)

(f(xn))nEN’ qui s'écrit (x et donc de la suite donnée. Il en résulte:
f(a) =a.

R . . . \
e D'aprés la continuité de f au point a, il existe a€ R+ tel que

N’

n+l

VXER (|x-a| <a) = (|f(x)-a|<1) D)
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e Soit eER: , tel que e<min(a,1) ; K={x€R|e<|x-a|<1} est un
compact de R ; {n€EN | an K} est fini, sans quoi on pourrait extraire de la
suite donnée une suite convergeant dans K, en contradiction avec a¢K ; il
existe donc NEN tel que xn¢l( pour tout n=N.

D'autre part, a étant valeur d'adhérence de (xn)neN » On ne peut avoir
|xn-a| >1 pour tout n>N ; il existe donc N'2>N tel que |xN,—a| <e. En uti-
lisant e <a et (1), on constate |f(xN.)—a| <1, i.e. |xN.+]—a| <1, ce qui,
compte tenu de XN'+1¢K exige |xN.+l—a| <e. Plus généralement, on montre par

récurrence : Ixn—al <e pour tout n=N', 0O

Remarque. Le résultat s'étend & une suite 3 valeurs dans un espace mé-
trique dans lequel les boules fermées sont compactes (par exemple un e.v.n.
de dimension finie).

2.3. ESPACES VECTORIELS NORM'ES

Soit E le R-espace vectoriel des applications continues de
[0,1] dans R.

1° Montrer que : d : (f,g) — sup Arc tglf(t)—g(t)| est une distance

sur E. tefo,1]

2° Est-ce que : f — d(f,0) est une norme sur E ?

1° La seule difficulté consiste 3 vérifier 1'inégalité trianmgulaire.
Pour z€ R+ fixé, y > Arc tgy - Arc tg (y+2z) + Arc tg z est une application de
R+ dans R & dérivée positive, et, donc, croissante ; comme elle s'annule en O,

cette application est positive, si bien que :
V(y,2z) € R+ Arc tg (y+2) <Arc tgy +Arc tg z

Comme l'application Arc tg est croissante, on a, pour tout (x,y,z)GRi tel

que XSy+z

Arc tg xS<Arc tgy tArc tg z.

L'inégalité triangulaire en résulte.

2° La réponse est nédgative car on n'a pas :

V(A,£)ERxE d(Af,0) =Ad(f,0)

ainsi que l'on le constate en adoptant, par exemple, A =2 et f(t) =t.
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Soit E un K-espace vectoriel normé (K=R ou C), et H=Keru
un hyperplan, noyau de la forme linéaire non nulle u.

Montrer que H est fermé si et seulement si u est continue.

1° 8i u est continue, H=u"1({0}) est fermé comme image réciproque par

une application continue du singleton {0} qui est fermé dans K.

2° La surjectivité de u (non nulle) fait que u prend la valeur 1.

Supposons maintenant H fermé. Soit alors a€E \H, u(a) =1, On sait que
a+H est fermé (image de H par 1'homéomorphisme x I a+x). D'autre part :
0¢ a+H {car u(o)¢1] ; 11 existe donc r€ R: tel que B=Bf(0,r) ne. rencontre
pas a +H,

Nous allons montrer : [u(x)l <1 pour tout X€B, ce qui entrainera
Iu(x)l <1/r pour tout xEBf(O,l) ; d'oti la continuité de u.

Raisonnons par 1'absurde en supposant qu'il existe x€B tel que |u(x)|>1.
On dispose de y=-ﬁ_(xT)_ (car u(x) =#0) ; on a :

Il x4
u =1 t =—"" g [[X] <
(y) e iyl | ( )I Ixl<r

et donc yEBN (a+H), en contradiction avec BN (a+H) =¢. m]

Autre solution : Reprenons a€E\ H, tel que u(a) =1. Nous avons E=H® Ka,.
Supposons u non continue, et donc non bornée sur S, sphére de centre 0 et de
rayon }. Par récurrence, il existe une suite (x )nGN* de S vérifiant :

|u(x Y| =n pour tout neN'
Ecrivons X =y te.a, (ypo,) EH XK.

Les a -u(x ) sont non nuls, et on a, pour tout nGN :

]
<

Pn_dn, o ||"_||= 11
a a o luix )i T
n n
On en déduit d'abord que la suite (x /a )nEN* admet la limite O, ensuite
que la suite (yn/un)nEN* admet la limite -a. Cette dernié&re suite &tant 3 va-

leurs dans H, qui est fermé, on a : —a€H, en contradiction avec u(-a)=-1. 0

m Soit E un espace vectoriel normé.

1° Soit (x ) une suite d'éléments de E qui vérifie :

nEN

vneEN lIx .. -x I<1/2" (1
n+1 n

Montrer qu'il s'agit d'une suite de Cauchy.
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2° Montrer que de toute suite de Cauchy de E on peut extraire une suite
vérifiant (1).

3° Montrer que E est complet si, et seulement si toute suite de E véri-
fiant (1) converge.

4° Montrer que E est complet si, et seulement si toute série de E abso-

lument convergente est convergente.

>
1° Pour tout (n.P)eNXN , on a

p-1
< -
||x x " z (xn+k+1 xn«v-k) n kzo“ xn+k-0-l xn«v-k I
et, compte tenu de (1) :
+ + -
"Xn _xm z (1/2)“ k< z (1/2)n k /2n 1.
=0 k=0

* . N-1 ..
A tout e€R+ on peut associer NEN tel que 1/2 <¢ : on a ainsi :

von=N VpEN lx_, -x I <e. a
n+p ‘n
2° Soit (xn)rEN une suite de Cauchy de E. Nous disposons de l'applica-
tion strictement croissante v : N — N définie par v(0) =0, et, pour tout

*
n€EN ¢(n) =max(1 +¢(n—]),An), ol ;

An=min{NeNIVp>N ¥q >N llxp—xq|l< 1/2"}
En utilisant ¢ (n+1) >¢(n), nous constatons :

vneEN lx < 1/2"

o (n+1) Yo (n)

ce qui montre que la suite extraite |[x répond 3 la question.
q q ¢(n))IEN p q

3° Supposons que E est complet. Toute suite de E vérifiant (1) est une
suite de Cauchy d'aprds le 1° ; c'est donc une suite convergente.

Inversement supposons que toute suite de E qui vérifie (1) est conver-
gente.

Soit (xn)nEN une suite de Cauchy de E ; d'aprés 2°, elle admet une
valeur d'adhérence ; elle admet donc celle-ci pour limite (on sait en effet

que toute valeur d'adhérence d'une suite de Cauchy est limite de la suite).O

4° La partie directe est connue. Inversement supposons que toute série
de E absolument convergente est convergente.

. . e e _ < n
Soit (xn)nEN une suite de E qui vérifie (1). De |l X X I 1/27, on

n+l
déduit que la série Z(xnﬂ-xn) est absolument convergente, et donc convergente;
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il en résulte que la suite (xn) est convergente,

EN
La condition suffisante pour que E soit complet qui a &t& mise en évi-—

dence au 3° est ainsi remplie. 0

Soient E et F deux K-e.v.n. (K=R et K=C), u :E—F une appli-
cation linéaire. Montrer que les deux assertions suivantes sont &quivalentes;

i) u est continue ;

ii) Pour toute suite (an) d'éléments de E, convergente de limite OE’ la

. R .
suite (u(an))nEN d'éléments de F est bornée.

Preuve de 1) = ii). Trivial car la continuité de u en OE entraine :

lim u(an) = OF O
o

Preuve de ii) = i). On raisonne par l'absurde ; si u est non contiaue,
comme u est une application lindaire, u est non bornée sur la sphére unité
S de E. Ainsi

*
vnEN EanG S tel que IIu(an) f=n

P eN b *n
our tout n » posons b = -

H (bn) est une suite d'éléments de E, conver-
*
gente de limite 0g (Ilbnll = I/Jn]. Or, pour tout n€N , IIu(bn) il > vn, en con-

tradiction avec ii). =]

* Montrer qu'il existe un réel k>0 tel que, pour toute solution

sur R, f, de 1'équation différentielle : y" +y'cost+ ysint=0 on ait :

L
[£" (m) | <k (|£(0)| +J [£'(t)|dt) -
2

- - Cl - . - -
— Les fonctions cos et sin étant de classe C sur R, 1'équation diffé-
. - - - . o
rentielle considérée admet des solutions sur R, toutes de classe C , et l'en-

semble E de ces solutions est un R-espace vectoriel de dimension 2 .

— L'application N de E dans R, définie par
N(£) = |£(0)| +J2|f'(t)|dt

est visiblement une semi-norme.

Nous allons montrer qu'en fait il s'agit d'une norme.
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— Soit g€E telle que N(g) =0. L'intégrale sur [2,4] de la fonction
continue |g'| &tant nulle, g' est nulle sur [2,4] ; g est donc constante
sur [2,4], et méme nulle (5 cause de g(3)sin3 = 0); g et w, application
nulle de R dans R, sont ainsi deux solutions de l1'é&quation différentielle
considérées telles que g(3) =uw(3) et g'(3) =w'(3), ce qui, d'aprés le théo-
réme de Cauchy-Lipschitz, exige que g et w colncident. Il en résulte que N
est une norme sur E.

Comme toutes les normes sur un espace vectoriel de dimension finie sont
équivalentes, et comme f > f' (1), forme linéaire sur un tel espace, est

continue, il existe un réel strictement positif k tel que

vi€E |f"(m) | <k N(f) o

Soit E 1'espace vectoriel des applications continues de [0,1]
dans R. Pour g€E fixée, on note ¢ la forme linéaire sur E définie par
fHJof(t)g(t)dt.

Montrer que ¢ est continue et calculer ¢l lorsque E est muni de la

norme : 1 /2

1
1° £l = sup [£¢e)| 2° fiflly= (J (f(t))2dt\
t€[0,1] 0 /

1
3° |If|11=J0|f(t)|dt

Le cas g =0 &tant trivial, nous supposons désormais g#O0.
Nous avons dome : gl > O.
1° Nous constatons :

VEEE |o(£)| <ligly-HEN

ce qui prouve que % est continue et que (ol <lgil;.

— Soit ¢€]0,ligll;] donné. Nous disposons de 1'application £ : [0,1]—R

P (t) X . . .
définie par tl—»;g—m‘r et (xH—E+1 étant croissante sur R+) :
IIfEIIm =lgl_/ (e+ llgllm).
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1 2
D'autre part @(fe) s'écrit IO _gT_e p éa” dt, et on a :
1 1
- = (t)
Jolg(t)l o(f) —eIo E—J-ng)let <e .

Ainsi, pour cette application non nulle fe :

[&(£ )| e+ llgll
E o
T, (Nehy-e) gy M

Le second membre de (1) a pour limite ligll; lorsque £ tend vers 0. On en
déduit :

Holl >l gy, et, finalement : Nol = ligl,. o

2° Grace & 1'inégalité de Schwarz nous constatons
VEEE |e(f)|<lglp-llfll,

avec &galité si 1'on prend f =g.

¢ est donc continue, et ¢l = ligl,. o

3° Nous constatons :
VEEE  [e(E)|<ligl_-lfli,

ce qui prouve que ¢ est continue, et que llell <lgl_ .

L'application |g| : [0,11 —R &tant continue, elle admet un maximum at-
teint en t;€[0,1] ; on a ligll_= Ig(to)l. Nous envisageons ici le cas
t, € Jo,1[, les cas t=0 et t=1 se traitant de manié&re identique.

Soit €€]0, llgh ] donné. La continuité de g en t, permet de trouver

n€]o,min(ty, 1-ty)[ tel que :
Vt€ Jtg-n,to+nl  |g(e) [ > llgh -e.

Notons fE 1'application de [0,1] dans R qui est continue, nulle en
dehors de ]to—n,t0+n[, qui prend la valeur ] en t, et est affine sur [to—n,tO]
et sur [to,t0+n] (il s'agit d'une fonction "pic") ; fe est un élément non

nul de E et 1'on a IIfEII =n. D'autre part :

1
to+n
¢(f€)='{ g(t)f_(t)de
tg—n
conduit & : [e(£)|> (gl ~¢€)n .
Ainsi :
lecg )|
TEIT gl _-e. 2)
e 1
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Le second membre de (2) a pour limite llgll_ lorsque e tend vers 0. On

en déduit ¢l > ligh_, et, finalement : Holl =lglh m)

Remarque. On sait : Kl <Ifll, <Ifll_.

Ainsi le 3° suffit pour prouver la continuité de & dans les trois cas.
Cette in&galité "explique" aussi les inégalités "en sens inverse" sur la
norme de ¢.

1° L'entier n>1 étant donné, on note E l'ensemble des matrices
carrées complexes d'ordre n ; on munit E de sa structure topologique d'e.v.n.
(unique puisque E est de dimension finie). Montrer que le sous—-ensemble A
constitué des matrices de E qui sont diagonalisables est dense dans E.

2° Le ré&sultat subsiste-t-il si E est l'ensemble des matrices carrées

réelles d'ordre n ?

1° Nous pouvons considérer que E a ét& muni de la norme

et : Exij:l — max Iai.|
1<i<n, 1<j<n i,j »d

norme qui induit 1'unique structure topologique d'e.v.n. de E,

Soient MEE et eER:. Nous allons montrer qu'il existe un &lément de A
appartenant & la boule ouverte de E dont le centre est M et dont le rayon
est €. La densité de A dans E en résultera.

Nous savons qu'il existe une matrice carrée régulidre P telle que P™! MP

soit triangulaire supérieure ; notons P lwp = [aij:]
1<i<n, 1<j<n
L'endomorphisme N —PNP~! de E &tant continu au point P"!MP, il existe

*
nGR+ tel que, pour tout NEE :
(IN-P"1m2l <n) = (1 pp=) - Ml <e}.
On note Di’ 1<i<n, le disque ouvert de C de centre a.. et de rayon n.
Il est possible de choisir n éléments Als e ’)‘n deux a deux distincts de C
vérifiant :
vieN A.€D..
n i i
Soit A la matrice triangulaire supérieure déduite de P"! MP en rempla-

gant les termes diagonaux a;, par les }‘i ; on constate :

fA-P~l1MPII<n, et donc IIPAP~1-M|l <c¢.
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Or A est diagonalisable (puisque son polyndome caractéristique admet les
racines deux & deux distinctes )‘1’ ,An) ; il en résulte que PAP™!, qui est

semblable & A, est diagonalisable.

2° La réponse est négative. Nous allons en effet voir que, dans le

cas oli n=2 et ol M est la matrice 0 ! , pour r>0 assez petit aucune
1 0
matrice appartenant 3 la boule ouverte B(M,r) de E n'est diagonalisable.

Toute matrice appartenant & B(M,r) s'écrit :
ny —l+ny
M = avec max Ini|<r
l4nz ny 1<i<4
Son polyndme caractéristique s'écrit
X2 = (ny+ny)X +#nyny + (1-n2) (14n3)
et a pour discriminant :
An =4 +4ny - 4ny+4nyny + (ny-ny)?
On constate : Ar| <-4 +8r +8x2,

Pour toute MnEB(M,l/IO), on a donc An<0’ et Mn non diagonalisable. 0O

Soit M une matrice carrée complexe d'ordre n. Montrer :
det (exp M) =exp(tr M) (1)

a) Plagons—nous d'abord dans le cas ot M est diagonalisable : il existe
PEGL(n) telle que P"!MP s'écrive D=diag(a1,... ,un). On constate :
_/m Mk m Dk
VmEN P 1( ) k—!)P= ! o
k=0 k=0
ce qui, du fait de la continuité de 1'application lindaire N +— Pl NP,
entraine : P_I(exp M)P=exp D
et donc : det(exp M) =det(exp D).
Or, pour tout k€N : Dk=diag(ullc,...,a1:1) ; d'ot :

exp D =diag(ea1, w,e’D), et det (exp D) = exp (o, + .. ¥ an) .
Ainsi : det(exp M) =exp(trD) ; or trD = trM.
L'égalité (1) est donc acquise dans le cas ol M est diagonalisable,
b) L'application M+ trM de E dans C est lindaire, et donc continue
[puisque E =Mc(n) est de dimension finie) . L'application f + exp(trM) de E

dans C est donc continue.
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L'application M+ expM de E dans E est continue (somme d'une série
entiére de rayon de convergence infini dans une algébre de Banach). Par
composition d'applications continues, l'application g:M — det(expM) de E
dans C est continue.

D'aprés a) les applications f et g coincident sur la partie A de E cons-
tituée des matrices diagonalisables. D'aprés 1l'exercice précédent, A est

dense dans E, ce qui permet d'affirmer que £=g. a

L'entier n>1 étant donné, on note E l'ensemble des matrices
carrées réelles d'ordre n ; on munit E de son unique structure topologique
d'e.v.n. (dimension finie). Soit O(n) le groupe orthogonal de E.

1° Montrer que O(n) est un compact de E.

2° O(n) est—il un connexe de E ? Quelles sont les composantes connexes

de O(n) ?

Nous pouvons considérer que E a &té muni de la norme :

— max |a..|

flol ¢ I:ai J
1<i<n, I1<j<n i,j

1° E étant de dimension finie, il suffit de prouver que la partie Q(n)
de E est 3 la fois fermée et bornée.

a) L'application Ar— (A,tA) de E dans E2 est linéaire, et donc continue
(dimension finie). L'application (B,C) +> BC de E2 dans E est bilinéaire,
et donc continue.

I1 en résulte que 1'application A AtA de E dans E est continue ;

image réciproque de In par cette application, O(n) est un fermé de E.

b) Soit P= I:pij] un élément de O(n). On sait que :
nl<i<n, 1<j<n
i€ 2 - =
Vi Nn izl Pi; 1, (Nn {1, ..,n})
D'oil : v(i,j)eNfl lpijl<1, et donc IPIi < 1, O(n) est ainsi une partie
bornée de E. a

Remarque. La démonstration vaut pour des matrices complexes, en envi-
sageant le groupe unitaire.

2° a) L'application A+ det A de E dans R est continue (detA est une
fonction polynSmiale des coefficients de A). Pour A€E0(n), on a detA= 1 si

A€ 80(n), groupe spécial orthogonal de E, et detA=-1 si A€Q(n)\ SO(n).
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Aucune de ces parties n'étant vide, O(n) n'est pas connexe puisque son image
par 1'application det n'est pas un intervalle de R.

b) Nous allons commencer par montrer que SO(n) est connexe par arcs et
donc connexe.

I1 suffit pour cela (quitte 3 utiliser une "réunion de deux arcs") de
montrer que pour tout A€S0(n), on peut joindre A 3 In (qui appartient 2
SO(n)) par un arc continu, contenu dans SQ(n).

Soit AESO(n). L'étude de la réduction du groupe orthogonal nous apprend
qu'il existe PES0O{(n) telle que P~! AP s'dcrive :

.. cos 6. -sin®8,
i i

B= "M ; ofi M, = ,0,€ER

1 1

O " sin @, cos 6.
. i

A tout t€1[0,1] nous pouvons associer la matrice B(t) déduite de B en

remplacant Mi par la matrice :

cos(t ei) -sin(t ei)_
Mi(t) =

sin(t ei) cos(t ei)

Nous avons B(t) €S0(n), et nous disposons de l'application y : tV— B(t)
de [0,1] dans SO(n). Il s'agit d'un arc continu joignant In=B(O) a B=B(1).
L'application ¢ : MI— PMP™! de E dans E est lindaire et donc continue ; elle
conserve SO(n) ; ¢ o Y est donc un arc continu, contenu dans SO(n), et joi-
gnant In=\0(1n) a2 A=¢(B). . =}

On passe de SO(n) 3 O(n)\ SO(n) par l'application continue A \— PA,
avec P fixée dans O(n)\ SO(n) ; ce dernier ensemble est donc lui aussi connexe.

En conclusion, les deux composantes connexes de O(n) sont SO(n) et
0(n) \ sO(n).



FONCTIONS D'UNE VARIABLE REELLE

3.1. LIMITES ; CONTINUIT'E

Soit f une application continue de R+ dans R, telle qu'existe:

2= 1im (£(e+1) - £(1))
t+eo

Vérifier :  Llim (£(t)/t) =2 (1)
tr+a

En utilisant lim (E(t)/t) =1, on constate qu'il s'agit de vérifier
trto
lin F(t) =0, o F(t) =L{£(t) - 1E(v)) )
t+e
Soit €€ R+. Nous commengons par fixer A>0 tel que :

YA fe(u)|<e, o w(u)=f(utl) -f(u) -2 3)
Pour tout t=A, notons N(t) l'entier E(t-A) qui vérifie :
A< t-N(t) <A+l, et N(t)<E(t)<t.
Ecrivons : F(t) =G(t) +H(t), avec
1 V(D) 1
Gy =1 § e(t-k) 5 H(r) =_[f(t-N(t)) - ¢ (B(r) -N(D))]
k=1

D'aprés (3) : lc(c)ls%n(:)s €.
Désignant par M la borne supérieure de la fonction continue If[ sur
[A,A+1], nous avons : |H(t)|<(M+ [2]|(A+1)) /.

En posant A'= (M+ {2](A+1)) / €, nous constatons :

vVt Zmax(4,A") [F(r) | <2e. o]

3.1.2 1° Soient E un ensemble, et (Ia) une famille d'intervalles

ouverts non vides de R vérifiant :

a€E

V(a,b) €E2 (a#b) = (I N1 =¢) (1)

b
Montrer que E est au plus dénombrable.
2° Soit f une application quelconque de R dans R. On note L 1'ensemble

des a€R tels que lim f(x) existe, cette limite &tant alors notée L(a).
X-»a,x¥Fa
Montrer que A= {aEL l 2(a) *f(a)} est au plus dénombrable.




63

1° On sait qu'il existe une bijection n r de N sur Q. Pour tout
a€E on a IaﬂQ?*‘ﬁ ; {neEN | r:ne Ia} est donc une partie non vide de N ;
elle admet un plus petit &lément que l'on note v(a). On définit ainsi une

application ¢ : E—~N . D'aprés (1), ¢ est injective. 0

2° Soit r€Q ; notons Ar={a€A | £(a)<r<2(a)}, et placons-nous d'a-

bord dans le cas oii Ar¢¢. Soit aGAr ; d'aprés r< 1lim f(x), il existe
x»>a,x>a
un intervalle ouvert non vide Ia= ]a,a+aa[, aa>0, tel que

VxGIE1 f(x)>r.

Soient maintenant a et b deux points distincts de Ar’ auxquels nous

associons les intervalles ocuverts non vides Ia et I. ; montrons IanIb=¢.

b

Supposons pour fixer les idées que a<b et qu'il existe un point x€ IaﬂIb.
Nous avons successivement

a<b<x<a+a :bEI ; £(B)>r ; bgA
a a r

Nous aboutissons donc & une contradiction.
Les (Ia)aEA vérifiant done (1), Ar est au plus dénombrable (éventuel-
lement vide !). ' 11 en est donc de méme pour éJQ Ar » qui n'est autre que

A'={a€A| f(a) <t(a)}

En appliquant ce dernier résultat 3 - f, nous constatons que

A"={a€A| 2(a) <f(a)} est lui-aussi au plus dénombrable. Or A=A'UA". O

1° Soit f : R — R une application continue dont la restriction
¢ a3 R\ Q@ est injective. Montrer que f est injective.
2° Le résultat vaut-il lorsque c'est la restriction de f 3 @ qui est

injective ?

1° Par 1l'absurde. Faisons 1l'hypothése (H) : f n'est pas injective. Il
existe donc (a,b) €ER2Z, a<b, tel que f(a) =f(b) ; la restriction de £ a [a,b]
n'est pas constante (sinon ¢ ne serait pas injective) ; on a donc
f(fa,b]) = [m,M] avec m<M.

On vérifie que, pour tout réel y€ lm,M[, {x€ [a,b] | £(x) =y} admet au
moins deux éléments ; 1l'un deux est nécessairement rationnel (sinon ¢ ne

serait pas injective) ; notons le g(y) ; nous obtenons ainsi une application
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g : Jm,M[ — Q manifestement injective, ce qui constitue une contradiction
car Q est dénombrable, et ]m,M[ ne 1l'est pas.
L'hypothé&se (H) est donc absurde. O
2° La réponse est négative. L'application f : R—R telle que
f(x)=x2 si x>0 H £(x) =2x2 si x<0

est continue et non injective, bien que sa restriction 3 @ soit injective.

Soient f et g deux applications continues de [~1,1] dans R.
Etudier la continuité de 1'application M de R dans R définie par :
M(x) = sup (f(t) + xg(t)}
]

-1,

Pour x donné, l'existence de M(x) tient & la continuité de f +xg sur
[-1,1). Elimons le cas oli g est nulle ; M est alors constante et donc continue.

Nous supposons donc que u= sup |g(t)| est non nul, et nous allons
tG[_l,ll
montrer que M est continue au point a€R.

* » - -
Considérons s€R+ et associons lui n= e/p. Soit x€ Ja-n,a+nl[.

Pour tout t€[-1,1], £(t) +xg(t) = £(t) +ag(t) + (x~a)g(t) est majoré par

f(t) +ag(t) + |x—a -lg(t)l et donc par M(a) +e. D'oi :
vx € ]Ja-n,a+n| M(x) <M(a) +¢.
En transposant a et X, on obtient :

Vx € Ja-n,a+n[ M(a) <M(x) +¢€. O

*
1° Soit o un réel de la forme %, PEN . Montrer qu'ad toute
application continue f : [0,1}— R, telle que £(0) =f(1), on peut associer un
to € {0,1-a] tel que f(tg+a) =£f(tg).

2° Le résultat s'étend-il 3 un réel o€ ]0,1[ tel que && N?

1° L'application g : t&>£(t+a) - £(t), de [0,1-a) dans R, est continue.

Supposons qu'elle ne prenne pas la valeur O. Il en résulte :

vt€[0,1-a] sgn g(t) =sgn g(0) #0.
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p-1
D'ol : sgn(f(l)—f(o)) =sg z g(ku))=sgn g(0),
k=0
et donc f(1)-£(0)+#0, ce qui constitue une contradiction. O

2° La réponse est négative. Considérons en effet a€]0,1[ tel que
sin?(nt/a)
sinZ(n/a)

Tei f(0) =£f(1), et : VEER f(t+a) =£f(t) +a. 0

a"1¢N et associons lui 1'application continue £ : t+—t -

A tout *€Q on associe son unique représentant canonique p/q
(pEZ, qEN*, P et q premiers entre eux) et on dit que p et ¢ sont respecti-
vement le numérateur et le dénominateur de r.

1° Soient NEI‘r et (a,b)GRz, a<b. Montrer que 1'ensemble A des ration-
nels de I=[a,b] dont le dénominateur est au plus &gal & N est fini.

2° Etudier la continuité de 1'application f : R, —R définie par

£(x) =x/(1+x%) si x€R\Q,
£(x) =pq/(p2+q2+2q) si x€ R+ est rationnel de représentant canoni-

que p/q.

1° Pour tout entier q>1 donné, il n'existe qu'un nombre fini de ration-
nels de dénominateur q appartenant 3 I ; le numérateur p doit en effet appar-
tenir 3 [qa,qbl.

En faisant varier q de 1 & N, on constate que l'ensemble A est fini, au

titre de réunion finie d'ensembles finis.

2° a) On constate : O0<f(x)<x pour tout x€ R+. D'olu la continuité de f
au point O.

b) Soit xp>0. Nous allons mont : i =-=
0 ontrer lim  f(x) 1—+°‘{Z (1)
x->x0,x-'/=x0
Comme visiblement f(xq) T—_-‘_Q—-; ou f(xgj #—0—2— suivant que x;>0
appartient 3 R\ Q ou 2 Q, il en resultera :

f est continue en x, 8% x, €R\ Q, discontinue en x, si XOEQ

0
e Comme on a : lim f(x) =1—_:(g-2, montrer (1) revient, d'apr&s un
XK, , X#Q
théoréme classique sur les limites, & montrer :
lim £(x) =20 2
X%, %€Q\ {xo} b= @

Nous utiliserons le lemme suivant :

LEMME. Soit (rn=pn/qn)nGN une suite de rationnels admettant une limite

a€R, et ne prenant pas la valeur a, alors lim q =+ et aussi lim |p_| =+w
o n
si a#0). o e
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Soient ME N*, et A={r=-§€ [a=1,a+1] | q<M} qui contient visiblement au
moins deux entiers. D'aprés le 1°, A est fini ; A\ {a} est donc fini, non vide,

et il existe n=  min [r—a‘, n>0. Compte tenu de l'hypothé&se, il existe
r€A\ {a}
donc NEN tel que, pour tout n>N, on ait O<|pn/qn—a| <n, et donc qn>M. O

e On obtient (2) en utilisant le lemme avec x=x; et :

P, p/a,
f(ﬁ;) Sy fa )7+ 1+2/q

J désigne 1'ensemble des sous—intervalles d'intérieur non vide
de [0,1]. Soit f 1'application de [0,1] dans [0,1} ainsi définie

- Pour t=1, on pose £(1) =0.
40— Pour t€ [0,1[, on considére 1'unique développement décimal propre
) 2, 107 de t, ce qui signifie que {k€ N* I ak=#9} est infini (si t est
1;écl:imal, il admet en outre un développement décimal Zmpropre).

i €
si {keN| I

Sinon, on constate qu'il existe un unique p&€N vérifiant :

#1} est infini, on pose f£(t) =0.

=1 pour tout k>p) A ((p=0) v (32p_1 #1))
400
-1-k+

(@41

et on pose : f(t)= z a5e2 10 p=0, a2p+2 32p+4 .. (ce dernier dévelop-
k=p

pement pouvant &tre impropre).
1° Montrer que, pour tout I€J, on a £(1)=[0,1].

2° Montrer que f n'est continue en aucun point de [0,1].

1° I1 suffit de vérifier que £(I) =[0,1] pour les I€J fermés.

e Considérons donc [u,v] tel que 0<u<v<1, et écrivons le développe-
+co
ment décimal propre : u= } @, 10 k.
k=1
Constatons d'abord qu'il est possible de choisir un entier n (assez

grand), tel que an¢9 et que 10 "<v-u. En notant :

wa__ (143 )00 .

2 -k -n
w=) a 10 +10 =0, a
sk 1

L. -n
nous avons ainsi : u<w<u+10 <v.
Constatons ensuite qu'il est possible de choisir un entier m, tel que

-(2m+1) <v-w

2m>n+l et que 2.10 En notant :
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W =w+100™D Lo 4 e (1400 .. 0100..
1 n-1 n |
2m+1
et v' =w+2.10_(2m+l), nous avons ainsi : [u',v']c[u,v].

Nous allons montrer f([u',v']) =[0,1]. La proposition en résultera.
+0
e Soit r un &lément quelconque de [0,1], et Z bk 10 k son développe-
k=1
ment décimal propre si r#1, et impropre si r=1 (alors r =0,99..).

Nous constatons que r est 1'image par f de 0o € [u',v'] tel que :

p =O,l(11... Gn_l(1+dn)o w 0 ]l bl 1b2 |b3 1..

2m+1

+c0 +co
a savoir p =u' + 10_(2m+])( ): bk 10_2k+1 + Z 10-2k) m]
k=1 k=1

2° La discontinuité de f en un point t€ [0,1] tient 3 ce que, pour tout

voisinage V de t dans [0,1], on a £(V) ={0,1].

La fonction t+> sint? est-elle uniformément continue sur R ?

La réponse est négative. Choisissons en effet e =1.

Pour tout >0, nous constatons que, quand t parcourt Ia= [r/o,a+n/al,
t?2 parcourt un intervalle d'amplitude supérieure i 27, et sint? parcourt
{-1,1].

I1 existe donc deux points t, et t, de Iu tels que sin t% =0 et sin t% =1.

Pour ces deux points : [t;-tp| <a et [sin t‘;- - sin t§| Ze

Soit f une application uniformément continue de R dans R. Mon-
*
trer qu'il existe (h,k)E(R*,)2 tel que

veeR  [£(t)|<hlt] +k. (¢))]

La réciproque est-elle vraie ?

a) Par hypothése, il existe o >0 tel que :
v(t',t")ERZ  (Jt'-t"|<a) = (JE(t") - £(t™) | <1)

* .
Soit t&R . Pour tout i €N, posons F,i=ia.sgn(t) 3 notons p la partie

entiére de |t/a|. Nous pouvons &crire :
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TCIIORS) (e -£ee; D)+ (£0) - £ ).

i=1
En majorant par 1 d'une part If(t) —f(Ep) | , d'autre part chacun des
[f(Ei) -f(Ei_l)[ , nous obtenons :

|[£Ce) | <|£(O)| +1+p, et [£(e)|<(|£C0)|+1) +a!]t].

Cette derniére inégalité est encore vraie pour t=0. 0
b) La réciproque n'est pas vraie. La fonction ti~ sin t2 n'est pas
uniformément continue sur R (cf. exercice précédent), et pourtant elle véri-

fie (1), avec h=k=1.

3.1.10 | On note & 1l'ensemble des applications de R dans R telles qu'a

*
chacune d'elles, £, on puisse associer un k ER+ tel que :

f
¥(x,y) € R? If(x)—f(y)lgkflsinx—sinyl.

1° Montrer que & est un R-espace vectoriel.

2° Montrer que toute fE€ & est périodique, continue et bornée.

3° si f€E& est dérivable, est-ce que f' est un élément de & ?

4° Une application h: R—R qui coincide avec ti—t sur [0,n/2] peut
elle appartenir a & ?

5° Soit g: ti~+Log(l +sint+ |sint|). A~t-on g€& ?

1° L'application nulle de R dans R est un élément de &. Par ailleurs,
on vérifie aisément que, pour tous (f,g) € &2 et (a,R) €R2, 1'application
h=oaf + 8g est un élément de &, avec kh= |u|kf+ lB]kg.
2° Le 2n-périodicité de fE & résulte de :
VEER  |£(t+2m) - £(t) ]| <o0.

— Toute fE€& est lipschitzienne, et donc uniformément continue, ainsi

que cela résulte (par la formule des accroissements finis) de :
¥(x,y)ER? |sinx-siny|= |x-y||cosz| <|x-y].

~ Toute fE€E &, qui est continue, est bornée sur [0,27] ; elle est done

bornée sur R, du fait de sa 2n-périodicité. On peut aussi invoquer

VEER |£(t)| < |£(0)| + kg
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3° La réponse est négative. La fonction sinus appartient & & (avec kf= 1);

la fonction cosinus n'appartient pas 3 &, ainsi que le montre :

VYkER, |cosm -cosO | >k|sinm-~sin0].

4° Une telle application h admet au point m/2 une dérivée 3 gauche é&gale
a l. Or toute fEE& vérifie :
" m
(G016
t f

*
VtER

cost—1|

et admet O pour dérivée au point /2.

La réponse est donc négative.

5° On constate que g est l'application continue, 2n-périodique, vérifiant
g(r~t) =g(t) pour tout t€R, qui colncide avec tF>0 sur [-n/2,0], et avec
tLog(l+2sint) sur [0,n/2].

On va comparer |g(x)—g(y)| et ]sinx—siny| pour tout (x,y)GRz. .

La fonction sinus étant 2m-périodique, et telle que sin(m-t) =sint pour
tout t€R, compte tenu des valeurs absolues, on peut limiter la comparaison
i -n/2<x<y<n/2, ce qui entraine sinx <siny.

. Soit y€ [-7/2,0] ; alors |g(x)~g(y)|=0.

. Soit y€[0,n/2]. Distinguons deux cas :

— 81 x€[- %,0], alors |g(x)-g(y)| =Log(1+2 siny). Comme, pour tout u>-1,

Log(l+u) €u, et comme ici siny € siny-sinx, il vient :
lg(x)-g(y)| <2(siny - sinx).

— 8i x€]o,y], alors ig(x)—g(y)[ =Log(l+2 siny) - Log(1+2 sinx).
Par le théoréme des accroissements finis, il existe z€ lx,y[ tel que :
R . 2 cos z
- = - . S
[g(x)-g(y) | = (siny 51nx)1 5 aing 2 Jo,n/21,
et donc : |g(x)-g(y)|<2(siny-sinx).

En conclusion :
\;’(x,y)GR2 lg(x)-g(y) | <2|sinx - siny]|

On a donc g€ &, avec kg=2.

3.1.11 Trouver toutes les applications continues f : R— R vérifiant :

V(x,y) ER?  £(x+y)f (x-y) = £2(x)£2(y) (1)
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L'application nulle de R dans R est visiblement une solution. Eliminons
la.
Recherche d'une condition nécessaire. Supposons qu'il existe f : R—R,

continue et non nulle, vérifiant (l). Retenons tout d'abord
£2(0).(1-£2(0)) =0 ; Vt€R £(26)£(0) = £4(¢t) (2)

On ne peut avoir f(0) =0, sans quoi on aurait f(t) =0 pour tout t, et
1'application f serait nulle. Ainsi : f(0)€ {-1,1}.

Supposons qu'il existe a€R tel que f(a) =0. De (2) on déduirait
f(a/2) =0, et, par récurrence, f(a/Zn) =0 pour tout n€N, ce qui est absurde
d'aprés : f est continue et f£(0) #0. Ainsi f ne prend pas la valeur O et,
par continuité :

VtER sgn f(t) =sgn £(0).

Comme par ailleurs : VtER f(t).f(~-t) =f2(0)f2(t), on peut ajouter que f
est paire.

Nous disposons ainsi de l'application g=Log(sgn f(O).f) qui est conti-

nue, paire, et vérifie :
V(x,y) ER?  glx+y) +glx-y) = 2(g(x) + g(y)) 3)
En raisonnant par récurrence, on déduit de (3) :
Y(n,t) € NxR g(nt) =n2g(t)

ce qui entraine : V(q,t)EN*XR g(t/q) =1/q2.g(t)
et : V. NN g(p/a) = 1/q2.8(p) = p2/q2.g(1)
Ainsi : Vt€Q+ g(t) =kt2, avec k=g(l).
Grace 3 la continuité de g, on en déduit :
VXER, g(x)= lim (kt?) = kx2
t>x, t€Q
Ainsi, nécessairement, l'application paire g s'écrit xi— kx2 et la fonction f

s'écrit : x> e.exp(kx?), avec €€ {-1,+1}.
Réciproque. Pour tous €€ {-1,1} et k€ER, il est aisé de vérifier que

1'application xh> e.exp(kx?) répond i la question.

Remarque. La méthode que nous venons d'employer pour trouver 1l'applica-
tion g s'applique 3 d'autres exercices. Citons la recherche de f : R—R,
continue, vérifiant pour tout (x,y) €R? 1'une des conditions :

f(x+y) =£(x) + £(y) ; f(x+y) =f(x).f(y)

£(E2Y) - 2LEGo) + £(3)]
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Mais il existe une méthode plus "performante" qui consiste 3 commencer 3
montrer que toute solution est nécessairement de classe C* (k=1,2, ..
suivant 1'exercice). Nous allons exposer cette méthode sur 1'exemple sui-
vant.

3.1.12 | Trouver toutes les applications continues f : R—R vérifiant
2
V(x,y) €R £(x+y) + £(x~y) = £(x).f(y) (1)

L'application nulle de R dans R est visiblement une solution. Eliminons
la.
Recherche d'une condition nécessaire. Supposons qu'il existe f : R—R

continue et non nulle, vérifiant (1). Retenons tout d'abord
VEtER  2f(t) =£(t).£(0) (2)

En particulier (2—f(0)).f(0) =0, et £(0) =2 (car £(0) =0 entrainerait, d'a-
prés (2), la nullité de f}.

Notons : VEER  f(t) +£(-t) =2f(t) ; f est donc paire.

La continuité de f en O implique l'existence de a>0 tel que £(t)>1
pour tout t€ [-a,al, et donc tel que (puisque f est localement intégrable
sur R) : o

J f(t)de=>2a>0.
-a

Par ailleurs de (1) nous déduisons

o [+ o
vxER J’ f(x+t)d:+J f(x-t)dt =f(x)-J f(t)de
-0 -0 ~-a
et griace 3 deux changements de variables :
X+ o
VxE€R 2[ f(u)du=f(x)-J f(t)dt 3
X-a -0

L'intégrale (indépendante de x) qui figure au second membre de (3) étant non

x+0

nulle, et l'application xl—->2J f(u)du étant de classe Cl! nous pouvons affir-
X=a

mer que f est de classe cl et que :

o
vxER (J f(t)dt)-f' (x) = 2[f (x+a) - f(x-a)] (4)
-
Mais x b= f(x+a) - f(x-0) est alors de classe C!, ce qui entraine que f' est de

classe C! et que f est de classe c2,
Ce résultat acquis, on déduit de (1), aprés deux dérivations successives
par rapport & x pour y fixé (resp. par rapport 3 y pour x fixé&), et par com—

paraison des résultats :
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V(x,y) ERZ  £"(x).£(y) = £(x).£"(¥)

ce qui exige : Vx€R 2£f"(x) =£"(0).£(%).
En considérant que f est paire et que £(0) =2, on en déduit (en discu-

tant suivant sgnf£"(0)) que f est nécessairement de 1'une des formes :

x> 2 ; xt—2chax (mER:) 3 X2 cosmx(wER:) (5

Réciproque. 11 est aisé de vérifier que toute application de R dans R

de 1'une des formes (5) répond 3 la question.

3.1.13 | Soient f une application de R dans R et a un réel non nul
tels que :

VteR f(t+a)=—;-+ VED - [£(D) 1)

1° Montrer que f est périodique.

2° Pour a donné, trouver un exemple d'une telle fonction £.

1° Soit g : R—R telle que g(t) =£(t) - 1/2 pour tout tER. On a :

VEER g(t+a) = V1/4 - [g(t)]2 (2)

dont on déduit :

VtER g(t+2a) = Vi/4- (g(t+a))2 = \/g(t)2

et, comme (2) implique que g est 3 valeurs positives :

VEER g(t+2a) =g(t).

Ainsi g, et donc f, admet 2a pour période.

2° On constate que (2) est vérifiée par t:l—>l

2
sin It
2a /"

. Tt
sin '2—a| . On peut donc
adopter :

f: tk—»%(l +

3.1.14 | Déterminer. toutes les applications f : {0,1]—[0,1] vérifiant :
V(x,y) €[0,112  [£(x)~£(y)| > |x-y| (1)

a) On a en évidence les solutions tH—>t et ti—>1-t,
b) Comme nécessairement |£(1)-£(0)|=>1 et £([0,1])=[0,1], pour toute

solution f on se trouve dans 1'une ou 1'autre des situations suivantes :
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ler Cas : £(0) =0 et £(1) =1. En faisant successivement y=0 et y=1

dans (1) on a alors simultanément :

vx€[0,1] [f(x)|> x|, i.e. f(x)>x
et : vx€[0,11 |fx)-1|=|x-1}, i.e. 1-£(x)>1-x.
Dans ce cas, f est donc ti—>t,
28me Cas : f(0)=1 et £(0) =0. On applique ce qui précéde 3 g: t>£f(i-t),
et on constate que, dans ce cas, f est tk>1-t.

Les seules solutions sont donc thH=>t et th—1-t.

3.2. D'ERIVEES ; ROLLE ; TAYLOR

Soit f : [a,b[ —R, a<b, une application dérivable 3 droite.
Montrer qu'il existe un sous-intervalle ouvert non vide de la,b[ en tout

point duquel f est continue.

Faisons 1'hypothése (H) : la proposition est fausse.

e Déduisons-en qu'est vraie pour tout n€N, 1l'assertion :
s I1 existe (xn,yn,zn)e ([a,b[)3 vérifiant

@) yn—l<yn<zn<xn<zn—l : zn—yn<1/n

i f(xn>—f(c)|

€ >
ve I:yn’zn] 1 x =t n

étant entendu que (&;) signifie qu'il existe (xp,yp,2g) tel que
a<y,; <zy<x,<b,
assertion qui est évidemment vraie.
Soit n€ N"r pour lequel (Rn_l) est vraie. D'aprés (H), il existe
X, ]yn—l *Zn-

nue 3 gauche (l'existence de f('i(xn) assurant la continuité a droite) . I1

1[ en lequel f est discontinue, et, plus précisément, disconti-

existe donc en>0 tel que, pour tout a>0, on peut trouver un y€ ]xn—a,xn[
tel que |f(xn)—f(y)|>en.
En adoptant a=min[xn—yn_l,l/n,en/2n), on constate qu'il existe
e s _ . _ > .
Y, ]yn—l’xn[ vérifiant x yn<m1n(1/n,en/2n) et |f(xn) f(yn)] e, ce qui
f(xn)-f(yn)

<= l>2n.
n Yn

implique que Yy vérifie : \
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D'autre part la continuité 3 droite de f en Y, entraine

‘f(xn)—f (t)

lim
t*yn:t>yn
I1 existe donc zne ]yn’xn[ tel que :
f(xn)—f(t)
x -t
n
-_ - < 3 .
Comme z yn<xn Yo 1/n, (ﬁn) est vraie

X -t

) |f<xn)—f(yn) I
n

x -
nyn

Zn (1)

Vt€E [yn, zn] ‘

e On vient de construire une suite nl——»[yn,zn] de segments emboités

telle que 1lim (zn—yn) =0. D'oili 1'existence d'une limite 2 commune aux suites

N>+
(yn) et (zn), avec Ee[yn,zn] pour tout n€EN, ce qui fournit, d'aprés (1)
f(x )-f(L)
Vn€ N IL—I >n
x =2
n
On a : O<xn—JL<zn_l “¥,- et donc lim x =R Il y a contradiction avec
N>+
l'existence de 1lim &__i(ﬁ)—

>, 20

En conclusion, 1'hypoth&se (H) est absurde.

3.2.2 Soient E un e.v.n. et f : [0,1] —E une application continue en O.
pp
f(2t)-£(t)

On suppose en outre qu'il existe £ = lim c

t+o,t>0
Montrer que f est dérivable en O.

— Notons que si f admet A€ E pour dérivée en O, alors :

Lin LEO°EO) - gy, 4y £EOEO)

t-o t-o

, et donc A =2,

— Ramenons—-nous au cas £(0) =0 et £ =0 en considérant l'application :
g:[0,11—=E ti—>f(t)-£(0)-¢t.2

continue en 0, telle que g(0) =0 et que : lim g(th- (t) =0, (1)
t-o
Nous allons montrer que g admet O pour dérivée en 0, ce qui entralnera

que f admet £ pour dérivée en O.
— Pour tout t€]0,1], (g(t)—g(o)]/t=g(t)/t s'écrit, pour tout n€N :

ntl

+ 8e/2 )
t

13 0 g(e/2%) - ge/2th
2 koo Zk t/2k+1

%
Donnons—nous EGR+. I1 existe (d'aprés (1)) un n€ ]0,1] tel que :
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welo,n] [a2lal) )<,

Considérons t€ ]0,n]. Pour tout n€EN, llg(t)/tll est majoré par :
k +
Ly L jacerd - g(e/2%h [+ el 1)”
2k t

2 k=0 t/2k+1
k+1 5
et donc (les t/2 appartenant 3 ]O,n]) par :
1§01 e W2 e faces2™h
L1t s e
2.5 ok 2 t 2 t
k=0 a+l
t étant fixé, on a (continuité de g en 0 ) : lim SLiZ_.__) = 0.

>
D'ol l'existence de n€N tel que : e

n+l
e <5

En écrivant la majoration précédente pour cet entier n (qui dépend de t) :
lg(e)/tll < e

Cette indgalité vaut pour tout t€ ]O,n]. D'ol lim 5% = 0. 0
t-o

Soient E un e.v.n. complet (Banach) et f : [0,1] —E une applica-
tion dérivable en tout point de ]0,1[. On suppose en outre qu'il existe
kE R: tel que :
veE 1o,1[  Nef'(£)-£(t)+£(0) Il € kt?

Montrer que f est dérivable en O.

Soit g: 10,1 —~E tr (£(t)-£(0)} / t.
Cette application est dérivable et :
]
ltf (t)tg(t)+f(0) It < k.

ve€ Jo,1[ flg'(t)ll =

Pour tout (t;,t,) € (lo,1[)2, on a (par 1'inégalité des accroissements finis

sur [£),t,] si ty #ty)
lg(ty)-g(t) I < kjt;-t,].

Pour tout g€ R:, on a donc, en posant n=min(e/k,1)
v(e,t) € (Jo,nD)2  lig(t)-g(t") Il <e

Ainsi g vérifie, & droite de O, le critére de Cauchy pour les fonctions ;

comme E est complet, il existe 1im g(t) ; autrement dit il existe £'(0). O
t+o0, t>o
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Remarque. Le lecteur aura noté la différence entre cet exercice et le
précédent, dans lequel la valeur de la dérivée &ventuelle résultait im-
médiatement de la donnée ; il s'agissait alors de montrer qu'une fonction
admettait en un point donné une limite domnée ; dans le présent exercice,

la méthode consiste 3 utiliser le critére de Cauchy pour montrer 1l'exis-
tence d'une limite qu'’sl n'’est pas question de calculer.

Soit E un e.v.n. et £: [a,+»[ —E une application dérivable

telle qu'il existe lim (£(t)+f'(t)) =4%. Vérifier 2= lim £(t).
t>+eo tr+e

Quitte A poser F(t) =£f(t) - 2, nous pouvons nous limiter a L=0
Soit g : [a,+=[ —E tl—-»et.f(t)
g est dérivable, de dérivée tf-»et(f(t)+f'(t)).

£

*
Donnons-nous e€R_ . D'aprés l'hypoth&se, il existe b>a tel que :
vezb  E(e)+E' () Il < e/2

Dot :  VE2b lg'(t) I < eet/2 (1)
Pour tout t=>b, en appliquant 1'inégalité des accroissements finis sur

[b,t] 2 g et 3 utsge"/2 (ce que permet (1)], on obtient :

lg(t)-g(b) Il < e(ef-eP)/2

Dlod :  NE(E)N<w(t) ;3 v(t) =e(l-ePEy 2+l .
On constate : lim ¢(t) =¢/2.
t>+w

I1 existe donc ¢2b tel que ¢(t) Se pour tout t=c.

*
Finalement, & tout ¢€ R+ on sait associer c>a tel que :

veze [If(t)ll <e. O

Remarque. Voici une autre solution, valable dans 1‘'hypothé&se plus res-
trictive oii f est de classe Cl. On constate que f est solution sur [a,+=[
de 1'équation différentielle :

(L) y'+y=h(t), ot h=£+£".

En utilisant 1l'ensemble des solutions de L, on constate qu'il existe AEE
tel que, pour tout t=a :

t
£(t) =re T +F(t) 3 F(r) =e_t.J e“h(u)du.
a
Nous avons tout d'abord : lim )\e_t=0.

t+e
Donnons-nous ensuite €€ R+. I1 existe b>a tel que, pour tout t=b, on a :

Ih(t) I € €/2, et donc : IF(L) Il < y(t), avec
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+ e(l - eb—t

b
) =”e—t.J e“h(u)du y/2
a

On en déduit (comme ci-dessus) : 1lim F(t) =0. O
tr+oo

Soit f : [a,+=[ = C une application de classe C2 telle qu'il

existe !

lim (£(£)+£"(t)) [resp. lim {£(t)+£'(t)+£"(t))].

t>+o tr+eo
Existe-t-il lim £(t) ?
tr+o
—
Cet exercice est laiss& au lecteur qui s'inspirera de la remarque qui
précéde.

A 1'application f : R—R de classe C2, on associe l'application
F:R—R définie par :
VEER  F(t)=2f(t) ~tf'(t).

Montrer que f est paire si et seulement si F est paire.

e Si f est paire, f' est impaire, donc F paire (f dérivable suffit).

® Supposons F paire :
VEER  2f(t) - tf"(t) = 2f(-t) + t£'(-t)
soit encore, en posant : g(t) = f(t) - £(-t)
VEER 2g(t) -tg'(t) =0.

* *
Considérons alors 1'application th-g(t)/t2 définie sur R, (resp- R)).
Elle a pour dérivée au point t : (tg'(t) —2g(t))/t3=0. Elle est constante.

11 en résulte :
*
VEER, g(t) =2"t?
* -
VEER  g(t) =1 t2.

Comme g est de classe C2 : g"(0) = 1lim g"(t)= 1lim g"(t).

11 en résulte : 20,20 t+0, t<0

)\+=)\—, donc g(t)=)\t2 (LER).

Par ailleurs, g est manifestement impaire ; elle est donc nulle et £ est

paire. u]
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Remarque. Soit f : R— R définie par
f(t)=0 si t€R_
£(t)=t? si t€R,

f est dérivable sur R (mais n'admet pas de dérivée seconde en 0). F est
paire (F=0) bien que f ne soit pas paire.

*
Soit n€EN . On note D l'application de R dans R qui & t asso-

cie le déterminant Dn(t), d'ordre n, dans lequel le terme correspondant & la

ligne i et 3 la colonne j est
T Gotel)t si 42 i-1 5 0 si §<i-l.

Donner une expression aussi simple que possible de Dn(t).

Dr'1(t) est la somme des n déterminants obtenus en remplagant, successi-
vement dans chaque ligne, les éléments par leurs dérivées. Les n-1 premiers
de ces déterminants sont nuls pour avoir deux lignes identiques. Reste le
dernier qui, aprés développement par rapport & sa derniére ligne, n'est autre

-1
A partir de Dl(t) =t, on en déduit, par récurrence : Dn(t) = t%/n!

s s Nt o
que Dn_l(t). Ainsi Dn Dn

On note F 1l'ensemble des applications indéfiniment dérivables
de R+ dans R qui sont positives ainsi que toutes leurs dérivées successives.

1° Soit (f,g) €F2, Montrer que u=Af ()\ER+), s=f+g, p=f.g, v=£f,.¢g
sont des éléments de F.

2° Déterminer les &léments de F qui admettent une application réciproque

appartenant 3 F.

Pour toute fEF, les dérivées successives appartiennent 3 F ; d'autre

part £ et ses dérivées successives sont croissantes.

1° Comme f et g sont Cm, il en est de méme de u,s,p,v (cf. Cours).
a) En ce qui concerne u et s, la proposition résulte de :

u(n) (n) (n)

=2Af et s =f(n)+8(n)

, pour tout n€N .

Notons : (Af)@F pour A<0 et £#0 ; F n'est pas un R-espace vectoriel.
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b) On obtient pEF en utilisant a) et :
(m)_ ¢ .k (k) _(n-k)
poo= ] c £ .

k=0
Notons que le résultat s'étend par récurrence au produit d'un nombre quel-

, pour tout n€N.

conque d'éléments de F, et donc i tout B(f,, ,fn), oli P est un polyndme 3
coefficients positifs et ot les fi sont des €léments de F.

c) Le lecteur é&tablira par récurrence :

* n k
VHGN v(n)= Z P k(g'!’g(n))-f( )ag
=1 ™
ol Pn K &st un polyndme a coefficients positifs.
; [} (n) (k)

P k(g s, °)20 résulte de b) ; f o 820 est trivial. D'oll VEF,
t]

2° Les conditions i remplir par £fE€F, automatiquement croissante et Cm,
pour répondre i la question sont
i) f est strictement croissante et f(R+) =R+, ce qui garantit que f
induit un homé&omorphisme de R+ sur R+ H
ii) L'application positive f' ne prend pas la valeur O, ce qui garantit
que f induit un Cm—difféomorphisme de R+ sur R+ H
iii) v =f~! et ses dérivées successives sont positives.

Notons que si fE€F vérifie ii), alors (f' &tant croissante)
x
Vx 20 f(x)=f(0)+J £'(t)dt=£(0) + (x~-0)£'(0)
0

et donc : lim f(x) =+,
rasey
Compte tenu de ii), i) peut donc &tre remplacée par : £(0) =0.
— Considérons donc f€F qui vérifie ii) et £(0) =0. Cherchons i expri-
mer iii). Nous avons d'aprés le cours

1 fll w

Comme \a(R+) =R

,» nous avons ¢ 20. De f'>0 et £">0 nous déduisons :

f'a 20 et " ¢ >0 ce qui entraine

¢'20 et p"<o0°
Il apparait la condition nécessaire ¢" =0, i.e. ¢ : t—>at+b. Compte tenu de
¢(0) =0 et de ce que v est strictement croissante, elle devient méme :

v :th>at, a>0.

Revenant & f, nous constatons que les seules solutions possibles sont

les f: tI1—»at, a>0, qui répondent visiblement & la question.
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Soit f une application de classe c” de R dans R. Calculer les

dérivées successives de g=f , Log.

Au titre de compos@e d'applications de classe c” est une application
P > 8 P

* *
de classe c” de R+ dans R. On a, pour tout t€R+ :
g'(t) =% f'(Logt) ; g"(t) =zlz(f"(Log t) - f'(Log t))
* %*
et on vérifie par récurrence que, pour tous n€EN et t€ R+ :

n-1
1 -
g™ =L 7 8* e P (1)
. t? g=o D
ol les Bn sont des entiers relatifs qui ne dépendent pas du choix de f.

*
Soit n€N ; nous allons obtenir les ¥ en utilisant f :xl—-»e)‘x, XER.

(n-k) n-k X

Ici : g(t) =t}‘ et f (Logt) = A t°, pour tous tER: et kEN. En écri-

vant (1) pour t=1, on en déduit que, pour tout A€R :

1 n- -
A1) . (A-n+1) =BT + 81" L4 Ly B27Ly
n n n
*
et que, pour tout AER
0,.n-1 1 n-2 -1
(A=1) . (A—n+1) =B A" +B A" T4 L BT
n n n
D'oii 1'égalité entre &léments de R[X]
0,n-1 _ _1,n-2 n-1

(X-1) ... (X-n+l) = an + an + ..+ Bn

ce qui fournit Bg= 1, et, pour tout k€ {1, ..,n-1}

k k N
B = (-1) zk(l,z,...,n—l), ol Xl(xl,...,xn_l),...,;n_1 .

sont les polyndmes symétriques élémentaires dans R[Xl’ X 1.

C'est ainsi que : B;=—3, B§=2, BLl‘=—6,

.
* -
3.2.10 | Soient n€EN et fn: ]1-1,4e][ —R, avec fn(t) =" 1 Log(l+t) .

Vérifier que f(n) existe et est déterminée par :
n n
VLE 1-1,+w[ f(n)(t) = (n-1)! Z _—l——i
n k=1 (1+t)

1° fn est de classe C_ au titre de produit de deux applications de

classe C de ]1-1,+=[ dans R.

2° Il s'agit de vérifier par récurrence qu'une assertion (An) est vraie

*
pour tout n€N .
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— De f;(t) —Log(l+t) et f (t) = on déduit que (A1) est vraie.

1
1+t ’

— Soit nEN pour lequel on a démontré que (A ) est vraie. La formule
de Leibniz donne (avec un abus de notation &vident ) :

(n+1) n+l _ n+l1)

( (n)
fn+l = (tf ) fn + (n+1) fn .

Pour tout t€ ]-1,+e[, (n+1)(t)/(n—1)' s'écrit donc :

v ok T
-ty TS (n+l1) Z K
k=1 (1+t) k=1 (1+t)
ou, en utilisant t= (l+t) -1
n n n
k k 1
=+ ) — 3t (D) ) k
k=1 (l+t) k=1 (1+t) k=1 (l+t)
ou, en utilisant un changement d'indexation dans le terme médian :
nﬂ'{'* —k+(k-1k)+(n+1)+ n o
k=2  (1+t) (1+t)"
ou enfin :
n+l
n § ——
% -
k=1 (1l+t)

I1 en résulte que l'assertion (An+l) est vraie.

1]
3.2.11 | THEOREME DE DARBOUX. Soient I un intervalle de R, et f : I—R

une application dérivable. Montrer que f'(I) est un intervalle.

11 s'agit de prouver que si a et b, a<b, sont deux points de I, alors

1'intervalle de R d'extr&mités f£'(a) et £'(b) est inclus dans f'(I).

Premiére démonstration. Considérons ¢ : [a,b] —R définie par

f(t)-f(a)
t-a

v(a)=£f"(a) ; v(t) = pour t€ Ja,b].

¢ étant visiblement continue, qa([a,b]) est un segment contenant les points

f'(a) et m=f(b%+fm = ¢(b). Ce segment est inclus dans f£'(I) ainsi qu'on

le constate en utilisant ¢(a) =f£'(a), et pour t€ la,b]
w(t) =£'(8), £€ Ja,t[ (accroissements finis).

Considérons de méme ¢ : [a,b] —R définie par :

f(t)-£(b)
£ =

v =£'(b) ; ¥(t) = pour t€ [a,b[.

v(fa,b]) est un segment contenant les points f'(b) et m, qui est inclus dans

£'(1).
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Réunion de deux segments d'intersection non vide, ¢([a,b]) U¢([a,b]) est

un segment inclus dans f'(I) et contenant f'(a) et f£'(b). O

Deuxiéme démonstration. Soit & ={(x,y)€ [a,b]? | x>y},
A est un convexe de Rz, et donc un connexe de R?. Considérons :

F:A—R (x,y)|—>f(x’){:§( )
F étant visiblement continue, F(A) est un connexe de R, et donc un intervalle
qui est inclus dans f'(I) ainsi qu'on le constate en utilisant encore la for-

mule des accroissements finis.

Pour tout x€ la,b[, on a (x,a) €A et donc f_(x_)){%(ale F(A).
D'ol, par passage i la limite : f'(a)EF(A)L De méme f'(b) EF(A). Il en
résulte que l'intervalle ouvert d'extrémités f'(a) et f'(b) est inclus dans

F(A), et donc dans £'(I). ]

Soit f : [a,b] —R, a<b, une application dérivable, telle que
f'(a) =f'(b).

Montrer : 3£€ ]a,bl £'(g) =%(a_)

[On pourra commencer par le cas ol f'(a) =f"'(b) =O) .

Cas particulter : £'(a) =£'(b) =0. Soit ¢ : [a,b] —R telle que :

(@) =0 ; ¢(0) =LA pour relapl.
¢ est continue sur [a,b], dérivable sur Ja,b], et :

V€ Ta,b] o (t) = (LA - [£()-f(a))

(t-a)?
Il s'agit de montrer qu'il existe £€ Ja,b[ tel que ¢'(£) =0
. ' - - ¢ (d)v(a) _ _f)-f(a)
On a : ¢'(b) k, et ————b_a k, avec k————(?_—a—)y

D'aprés la formule des accroissements finis appliquée 3 ¢ sur [a,b], il
existe : c€ la,bl tel que ¢'(c) =k.

Si k=0 (i.e. si f(a) =f(b)) on peut adopter £ =c.

Si k#0, on a ¢'(c).w'(b)<O0 ; en utilisant 1l'exercice précédent, on en
déduit que ¢'([c,b]) est un intervalle contenant O ; il existe donc £€ ]c,bl
tel que v'(£) =0. m]

Cas général : On applique le cas particulier i g : tI—f(t) ~a(t-a), avec
a=f'(a) =£'(b).
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Interprétation géométrique. 11 existe un point M de 1'arc I' d'équation
y=£f(x), distinct des extrémités, tel que la tangente en M & T contienne le

point (a,f(a)) .

3.2.13] Soit P un polyndme & coefficients réels. Montrer que 1'équation

X . . . . .
P(x) =e”, 3 1l'inconnue x€R, n'admet qu'un nombre fini de solutioms.

Notons f 1'application tHet—P(t) de R dans R, qui est de classe € .
D'aprés le théoréme de Rolle, si f admet n zéros, f' en admet au moins n~1.

Il en résulte que si f admettait une infinité& de zéros, il en serait de
méme de f', et par récurrence, de toutes les dérivées successives de f.

Or, comme P est une fonction polyndme on a, pour p suffisamment grand :
veeR £®(r)=efxo0.

On aboutirait 3 une contradiction. O

3.2.14 Soit f : [a,b] —R, a<b, une application de classe c2 ; on
suppose que f est non affine, et que, posant M= sup |f"(t)|, on a M>0.
1° Dans cette question f(a) = f(b) =0. t€[a,b]

a) Montrer que pour tout x€ [a,b], il existe c € la,b[ tel que :

£y =L ()
En déduire : Vx€[a,b] [£(x)| <3(x-a) (b-x) )
et : €' (@) | <§b-a) ; |£' )| <F(b-a) (3)

b) Montrer que, s'il existe xg € la,b[ tel que f(xg) Mx -a)z(x b) .
alors pour tout x€ [a,b], f(x) =31L%(x-13_)_
Montrer qu'il en est de méme si f'(a) = —%(b—a).

c) Montrer que pour tout x€ la,b{, lf'(x) | <%(b-a).

2° a) Montrer l'existence de deux fonctions polyndmes du second degré

tHTi(t), i=1 et i=2, vérifiant : Ti(a)=f(a), Ti(b)=f(b),l|T'i'|I =M

et : vt€f[a,b] Ty(t) <f(t)<Ty(t)
b) Montrer :
Ve € [a,b] ﬂt)):—ﬁ@ -%(b—a) <£'(t) <—£®—g-j7(i)-+%(b—a)

les inégalités étant strictes pour t€ la,bl.
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1° a) Pour x =a (resp. x=b) (1) est trivial (prendre par exemple

— Fixons x€ la,b[. Introduisons ¢: [a,b] —R, définie par :
8(8) = £(£) ~5(t-a) (t-b), avee A=t ELe .
¢ est une application de classe c? ; 8(a) =¢p(b) =0 (x) =0.
Par Rolle, il existe o€ ]Ja,x[ et B€ lx,b[ vérifiant ¢'(a) =6¢'(B) =0 ;
a nouveau par Rolle, il existe cxe Ja,B[, et donc cXE Ja,b[, vérifiant
‘l’"(cx).=0 ; on constate A=f"(cx). 0

En majorant |f"(cx)| par M dans :
|f(x)| =—(%)|f"(cx) ] , on obtient (2).

. En utilisant (2) avec x=t, et compte tenu de f£(a) =0 :

If(t)—f (a)

Vt€ Ja,b[ T

| = 15| <X-t)

En prenant les limites lorsque t—a, t>a, on obtient la premidre iné-
galité (3). L'autre s'obtient de la méme fagon.

b) Soit g:[a,b] =R, tr>3(t-a)(t-b) - £(t).

Cette application est de classe C? ; elle vérifie g">0, et est donc
convexe ; comme g(a) =g(b) =0, on en déduit g<0.

— Si on suppose qu'il existe x;€ la,b{ tel que g(x;) =0, alors g atteint
un maximum en xp, et g'(xp) =0 ; la tangente en xq au graphe de g a pour
équation y=0 ; par convexité, on en déduit g=0.

- Si on suppose f'(a) = -M(b-a)/2, alors g'(a) =0 ; par convexité&, on en

déduit g=0.

N.B. On aurait pu déduire le signe de g' et les variations de g de ce
que g' est croissante.

c¢) La proposition est triviale lorsque f est tr—>eM(t-a)(t~b)/2, e€{-1,1},

car alors, pour tout t€ Ja,bl :
[£1(t) | =M|2t - (a+b) | /2 <M(b-a)/2

En utilisant b) et le changement éventuel de f et -f, il suffit donc d'établir

la proposition dans le cas ol :
VYt€ Ja,bl  |E(t)] <M(t~a)(b-t)/2

Plagons—nous dans ce cas, et considérons x€ la,b[. Introduisons :
y:la,x)—R th>f(t)-f(x) ;%Z

¥ est de classe C?, telle que p"=£" ; ¥(a) =¢(x) =0.
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Comme sup |9 ()| <M, a) donne : [¢'(x)|<M(x-a)/2,
t€[a,x]

(x_a)l <M(x-a)/2.
Compte tenu de |f(x)l / (x~a) <M(b-x)/2, on a :

[£' (x) | <M(b-a)/2. O
2° Soit h:[a,b] — R, tl—f(t) —f(bg:ﬁ(a)t-bf(al))::f(b), h est de
classe C? telle que : h"=f" ; h(a) =h(b) =0.
On applique les ré&sultats du 1° 3 g. =]

3.2.15 | Soient f et g deux applications dérivables d'un intervalle
ouvert IcR dans R, telles que f,g,f',g' ne premnnent que des valeurs stricte-

ment positives et que f'/g' soit strictement croissante. Etudier f/g.

— Notons que f et g sont strictement croissantes. Soit (tl,tZ)EIz,
£ <ts.
Compte tenu de g(t;) <g(t,) et de g'(t)> O pour tout t€1I, on sait

(8rdce i une généralisation de la formule des accroissements finis) qu'il
f(ep)-f(ty) _£'(t3)

. e . _
existe t;€ Jt,,t,[ tel que : St )5t “ BT (EY)

et donc (f'/g' étant stric-

tement croissante), que :
f'(tl)<f(t2)"f(t1)<f'(t2)
g' (1) “gltx)-g(ty) g'(r2)

En remarquant que sgno (f/g)' =sgno (£'/g' - £/g), on constate que 1'on ne peut

(1

avoir (f/g)'(t;)>0 et (f/g)'(tp) <0, sans quoi, i cause de (1), on aurait :

£(t1) (£(Ep)=F(t)) (£(t)
g(ty) "g(ta)-g(ty) s(tp)

et done : f(ty)g(ts) <g(t1)f(ty) et g(t1)E(ty) <f(ty)g(ts), ce qui serait

absurde.

— Il en résulte que l'application (f/g)' ne peut avoir deux zéros et
que, plus précisément, les deux cas suivants sont seuls possibles g priori :

a) (f/g)' n'a pas de zéro ; (f/g) est strictement monotone ;

b) (£/g)' a un zéro unique o, avec (f/g)'(t)>0 si t>o et (£/g)'(t) <0
si t<a ; f/g est strictement croissante (resp. décroissante) 3 droite (resp.
3 gauche) de a, et présente donc un minimum en a.

Montrons par un exemple que tous les cas possibles se présentent effec-
tivement. Soient f=th>t?+] et g:th>t. Les conditions de 1'énoncé sont

remplies pour I =1]0,+=[, et on est alors dans le cas b), avec o =1. Mais si
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1'on se restreint & )0,1[ (resp. 11,+=[), on est dans le cas a), avec f/g

strictement décroissante (resp. croissante).

*
3.2.16 | Soit f: R+—>E,\oﬁ E est un e.v.n., une application dérivable

telle que f' soit uniformément continue. On suppose que lim f(t) existe ;
. . . . s
montrer que lim f'(t) existe aussi.
trtoo

* *
Soit e€R+. On lui associe o€ R+ vérifiant :
V(x,y)ER:2 (1x-y| <u) = (Ilf'(x)—f'(y) 1] sg/z)
*
Soit x€ R+. On a : VtE€[x,x+a] If'()-f'(x)ll < e/2.

Appliquons alors alors 1'inégalité des accroissements finis i

tr—£(t) - tf'(x) sur le segment [x,x+al]. Il vient :

veR, |EEE® | <2 (1)
Or a étant fixé (indépendant de x) on peut &crire : lim %(f(xﬂx)—f(x)) =0.
I1 existe donc A€ R: tel que : Xk

weoa  |ERE6) ¢ g @

En écrivant : lIf'(x)Il < “w-f'(x) " + "_fQ‘_*_t%i(_Q" , on déduit de
(1) et (2) : Vx=>A ' (x) 1l < €.

En conclusion : limf'(x) =0. a
Rr+oo

*
Remarque. Considérons f : R+—>R définie par £(t) =%sin(t2).
On remarque : f'(t) = -—:7_2 sin(t2) + 2cos(t?) ; f' est continue (mais par uni-

formément continue). On a : lim f(t) =0, mais £'(t) n'a pas de limite
lorsque t-++w, >+t

3.2.17 | Soient I un intervalle ouvert de R, a un point de I, et

f :I—R une application dé&rivable, telle que f"(a) existe. Vérifier :

lim 5(_:1‘1.1:.}‘& = f"(a) (1)
(h1,hp)+(0,0) ;h;#0,hp#0 7172
oii: g(h;,hy) =f(a+h;+hy) — £(a+h;) — £(a+hy) +£(a).

Nous notons : ¢ (u) =£'(a+u) -£'(a) ~uf"(a).
* *
Soit e€R+. D'aprés l'existence de £"(a), il existe uER+ tel que

[a-a,a+a] soit inclus dans I et que :
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Yu€ [-a,+al |‘P(U)|<€|Ul @)

Soit (hj,hy) tel que 0<|h;|<a/2 et 0<|hy|<a/2, ce qui garantit
1'existence de g(hl,hz)/(hl/hz). Notons ¢ la fonction :

ub> f (a+h;+u) - £(a+u) - uh;£f"(a)
qui est dérivable sur [0,h;] (resp. [h;,0]), de dérivée telle que
¥'(u) =¢ (hy+u) —¢ (u)
Pour tout u€ [0,hy] (resp. [h,,0]), on a, grice a (2) :
" @) <e (mysul + [ul) <e(Iny | +2[n ).
L'inégalité des accroissements finis appliquée 3 ¢y sur [0,hy] (resp.[h,,0])

donne aprés division par hyh; #0 :

g(hh] ;:2) - f"(a)

<e(1+2 l—*lZl) )
182

¥

En transposant h; et hy on en déduit :

g(h],hg)_ £'"(a) SEmiﬂ(] +2 M , 1+2 —Iﬁ]i . (3)
hyh, by |2 |

2
L'un des réels |hp|/|hy| ou |hy|/|hy| &tant inférieur 4 1, le second membre

de (3) est majoré par 3e. O

3.2.18 | Soient un réel a, et deux applications dérivables, f et g,

de ]a,+~[ dans R telles que g' ne prenne pas la valeur O et que :

limg(t) =+ .
t>too

1]
a) On suppose qu'il existe 2= lim £ (t) Montrer 2= lim fEE; .

T .
t->+c0 g (t) to>+eoo
b) Que penser de la réciproque ?

oo

a) Puisque lim g(t) =+», quitte & remplacer a par un réel plus grand,
£+
on peut supposer que g ne prend pas la valeur O sur Jla,+=[.

— Quitte 3 remplacer f par th—f(t) - 2g(t), on peut supposer £ =0.

e Dans ces conditions, soit £>0. Il existe A>a tel que :

£'(u) £
€ =l <= .
Vu€ [, el |g'(u)l 4 m
A étant ainsi fix&, puisque g' ne prend pas la valeur 0, on constate que 1'on
£(a)

a g(t)-g(A) #0 pour tout t>A, et que tl_:f; m): .
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I1 existe donc B tel que B>A et que :

- f(A) \s:
Vt € [B, +oof |————(t)_g(A)| (2)
On a de méme 1_:1; g_(i)(—A;—m 0, et il existe C tel que C>A et que
- _8A) 1
VtE [C,+wo[ lg(t)_g(A)|<2. (3
Soit t>max(B,C). D'aprés (3)
£(t) £(t) g(A) )
Fy ! <25 (' YR8 )
. £y g(A) )= £(t)-£(A) . f(A)
O S 5 TV ) A O M VA G O] )
. . L f(e)-f(A) _£'(¢)
Comme il existe £€ JA,t[ tel que : MOEIONNG)
' - £ f(A
on a, d'aprés (1) 1 EE;—gEA; | % »
et, compte tenu de (2) et de (5),(4) fournit I%l<s.
On en déduit :
lim £(t)/g(t) =0. O

tortoo
b) La réciproque est fausse. Avec a=0, f(t)=t+cost, g(t)=t, ona
en effet : limg(t) =+ ; limf(t)/g(t) =1.
tr+eo ttoo
Mais f£'(t)/g'(t) =1-sint n'a pas de limite lorsque t--+w,

Remarqueg. a) Le lecteur pourra vérifier que le résultat reste valable
si 1'on remplace & par +o,
b) Il pourra reprendre l'exercice avec l'hypothése

limg(t) =0 ; limf(t) =0
-+ t->+o
(en supposant que g ne prend pas la valeur O sur Ja,+=[).

[3.2.19] Soit f: R —>R une application deux fois dérivable, majorée
et telle que f">02f, ol aER est donné.

° Montrer : limf(t) =0 et limf'(t)=0
t+o 4o

2° Montrer : VtER+ £(t) <£f(0).exp(-at).

Notons que f" >0, et donc que f est convexe.

° a) Montrons d'abord par 1'absurde que £'<O0.

Supposons qu'il existe a€R,_ tel que f'(a) >0. Par convexité :
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Vt>a f(t)y=f'(a).(t-a) + £f(a)
ce qui entraine :

lim f(t) =+=, en contradiction avec le fait que f soit
. P £+
majorée,

b) Ainsi f est décroissante, et minorée par 0. D'oli 1'existence de
L= limf(t), avec £20.
o

c) Montrons par 1'absurde que £ =0. Supposcns £>0. On a :

VEER, £ (t) =22

En étudiant ti— f£'(t) - a22t, qui est ainsi croissante, on constate

VEER, ' (t) -a2et=£'(0)
ce qui entraine :lim f£'(t) =+«, en contradiction avec f'<O. m]
t->+oo
Nous avons démontré : limf(t) =0. 1)
trbeo
d) Comme f' est croissante et major&e par 0, il existe &' = limf'(t),
400
avec &'<O0. Montrons par 1l'absurde que %' =0. t
Supposons £'<0. On a : VtE€R_ f'(t)<2'.
En étudiant tH>£(t) -2't, qui est ainsi décroissante, on constate :
\;'t:ER+ f(t)-2'e<£(0)
ce qui entraine : 1imf(t) ===, en contradiction avec (1). )
t+oo

2° De f"2>0%f et £'<0 on déduit :

£'f"<a2ff', ce qui entraine que
a2f2-f'2 egt croissante. Il en résulte

VEER,  a2£2(£)-£'2(t) < lim («?£2(x)-£'2(x0)) = O,

X->+co

i.e. a2f2<f'2 ; compte tenu de af >0 et de f'<O0, il en résulte : af <-f'.

L'application g : ti—£(t)exp(at), de dérivée g' : t+> [f' (t) +af(t))exp(ut)
est donc décroissante et

VEER  g(t) <g(0) = £(0).

3.2.20 | Soient a un réel, n un entier positif, et f une application

de classe C" d'un voisinage de a dans R. On pose
n
A(h) = § (-n)™P Cgf(a+ph).
p=o
Prouver l'existence de lim A(h)

h+o h©
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n
(Le calcul fait intervenir les entiers An K Z (-l)n P CE k, dont on donnera

’ =
une expression aussi simple que possible). p=o

- L'.hypothése implique 1'existence de aER: tel que f soit définie et
de classe C” sur la-o,a+al, ce qui entraine que la fonction A est définie
et de classe C" sur ]-a/n,a/n[.

On peut appliquer la formule de Taylor-Young 3 1l'ordre n pour chacun
des f(a+ph), OS<p<n. Aprés combinaisons linéaires, on en déduit que A admet

le développement limité au voisinage de O (dont on comnalt 1'unicité) :

n
. 1 (&) (aynk
P:ht> | o A £ (@h (1)
k=0
— Dans le cas particulier ol f(t) =et, ce développement s'écrit :
n
1 a k
P:hi> § whret (2)

k=0
Mais on a alors directement :
a ¢ n- h a, h n
sy =e® § (-DTP cPeMHP =1
k=0

En utilisant eh—l =h +o(h), on constate que P s'écrit ici :

P:hie’h? (3)
La comparaison de (2) et de (3) fournit :

1 . = <n.
n! ; An,k 0 pour 0<k<n

Revenant au cas général, (1) s'écrit : P(h) =f(n) (a)hn.

A =
n,n

I1 en résulte : lim L::)=f(n)(a).
h»o

3.2.21 Soient E un e.v.n., I un intervalle ouvert de R contenant O,

et f : I—E une application de classe c". on suppose en outre qu'il existe

un entier p tel que :
£00) =£'(0) = .. =£P" D0y =0 , 1<p<n. %D

1° Montrer qu'il existe une unique application continue g : IF>E telle
que g(x) =x P £(x) pour tout x€ I\{0}.
2° Montrer que g est de classe c¢™ P, calculer g(k) (0), O<k<n-p.
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1° Pour tout x#0, la formule de Taylor-Lagrange i 1l'ordre p-1, avec

reste intégral, appliquée 3 f sur le segment d'extrémités 0 et x s'écrit :

Pl ok ) * -0 ()
£ (%) -kzo R () +J0 DT £ 07 (e)de

Compte tenu de (1), le changement de variable de t =xu dans 1'intégrale con-
duit a :
f(x) 1

1
vse1\{0} B __1 J a-0)P"" £®) (xuydu (2)
xp (p-l)! 0

— L'application (x,u)F—+>xu de Ix[0,1] dans R est de classe ¢ et donc

(par produit et composition) l'application :
0t Ix[0,11—E  (x,u) > (1-0)P~" £P) (qu)

est continue et possé&de des dérivées partielles par rapport 3 toutes con-—

X,
tinues, jusqu'd l'ordre n-p ; pour tout entier k tel que 0<k<n-p, on a :
k
3 -
—{— : Ix[0,1] —E (x,u)l—»(l—u)p ! uk f(p+k)(xu)
ax

Par applications successives du théor&me de dérivation d'une intégrale

de Riemann dépendant d'un paramétre, on en déduit que 1l'application

-] xl—»J ¢ (x,u)du de I dans E est de classe Cn L
0 £ 0y
— En particulier : lim &(x) =J ¢ (0,u)du =——=
X0 0
En utilisant (2), on en d&duit l'existence de :

(»)
Lim £ _£P7(0)
P p!
x0,x#¥0 X
D'oli 1'existence du prolongement continu g de x1—>x Pf(x) et 1'égalité

1
' - . P —
(d'applications de I dans E) : g (-1 ®.

2°) L'égalité précédente montre que, comme ¢, g est de classe n-p.

En particulier au point O on a, pour tout k tel que O<k<n-p :
1 £ 0

k
(k) _ 3y _ _yp-1 Kk
g (0) DT Jo axk(O,u)du T I Jo(l u) u du.
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1 1
3.3. DEVELOPPEMENTS LIMITES

n
Trouver un équivalent & 5, = ) 2P Log P au voisinage de +=.

Soit a€ }JO,1[ un réel fixé&. Pour chaque entier n, on dispose de l'en-
tier k =E(na) qui vérifie : k<na<k+l!.

Pour tout n21, on peut écrire :

n n
Log(na). Z 2P<s <Logn Z 2P
p=k+1 o p=1
ou :
Logo k-n Sn 1
s (e P o
ogn 2 Logn 20
Comme : k-n<n(a-1) on constate : lim Zk_n=0 et de (1) on déduit :
S N>+
lim ——2—=1.
N>+ 2n+l Logn
En conclusion : Sn ~ 2n+1 Logn au voisinage de +«.

* . . N
Etant donné a€R_, trouver un &quivalent au voisinage de += 2
n

S =z kna
k=

n-1
Nous avons §_=n""J , avec _ =} (1-k/m)™.
n n no

a) De Log(l+x) <x pour tout x>-1, nous déduisons :

N

VnGN* zn< z exp(-ka) <

k=0 l-e
b) Soit €€ J0,1[ fix&. D'aprés lim =° i“") =1, il existe B€ 10,1l
x+0, x<0
tel que :

vx € [-8,0] (14e)x < Log (1+x)
Pour tout n€ l‘r, notons K la partie entiére de nB, soit :
K<nB <K+1, et donc limK =+,

N>+
En utilisant K<n, et donc K<n-1, il vient :
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K

k
> ==
En z exp(na Log(l n))
k=0
et, comme -B<-k/n<0 pour tout k€ {0, ..,K} :
K

“ _ v _

znzen, oil en—kﬁoexp(k(He)a) (2)

. . . 1
La suite en est croissante, et lim8 = = (1+)a) * (3)
aoteo B exp £)a
c) A ce stade on peut utiliser deux méthodes (et il en est ainsi dans

beaucoup d'exercices de ce type).

Premiére méthode. Nous allons utiliser les notions de limites inférieure
et supérieure : dans R la suite (zn), qui est bornée, admet une limite supé-
rieure L et une limite inférieure %£. Emn utilisant (1), (2) et (3), on obtient,
pour € ]0,1[ fixé

nm%=7755ﬁﬁ;mn<z<L<_i;r_
N I-e
Par passage 34 la limite lorsque € tend vers 0 : £=L= 1/(1-e %), On en déduit

que la suite (Zn) est convergente, de limite 1/(l—e_a'), et done que
Sn ~ nna/(l—e_a) au voisinage de +o, (4)

Deuxiéme méthode. Pour u>0 donné, déterminons successivement :

. i 1
[ .

i) €€10,1[ tel que : 1—exp{—(l+e)aj> =

ii) e &tant ainsi fixé (ce qui fournit ()], N tel que

1 ]
= > -=
Va=N E)n 1-exp(-(l*+e)a) 2

Pour tout n=>N, nous avons ainsi :

1 1
- <
1-e

-y
2

-a
I-e

On retrouve : limz =1/(l—e-u), et donc (4).
N+ n

Remarque. D'une mani&re analogue, le lecteur montrera qu'é&tant donné
a€ R+ , au voisinage de +x on a :

n
Jon/maLl_n
k=1 o Logn

(I1 pourra partager la somme en utilisant K=E(e

n .-
> .
Tog n]’ e >0 fixe)

2
. scotglt
On pose f(t) = %ﬂ) . Montrer qu'il existe lim f(t) =1,

t-+o
et trouver la partie principale de f(t) — & (dans 1'échelle puissance).
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Nous considérons f comme une application, visiblement paire et continue,
de D=]-w/2,7/2[ \{0} dans R. Nous allons chercher un développement limité& de

f(t) au voisinage de 0, & l'ordre 2 (quitte & le prolonger & 1l'ordre 4 si

cela s'avére nécessaire). Pour tout t€D, nous avons

Log (£(t)) =¢(t).y(t)

-2 :
ofi : w(t)=(%t) , et w<t)=t‘2Log(-s-‘-’E'~t)-
t -2 2t2
Nous avons : ¢ (t) =(1 +3 +o(t2)) =l-5—+ o(t2),

2 b
p(t) =t~2 Log(l —% +—1%+o(t“))= ‘—é""(l]To‘%) t2 +o(t2).

2t 1 2 P
(1 "T . (_E_I_SO_)'* 0((’. )

=-1,19 2 2
= 6+180t +o(t4).

D'ol : Log(f(t))

On en déduit que, pour tout t€D :
co-1/6 (19 2 2
f(t) =e 'exP(ISO t< +o(t ))

et : £(t) =e-1/6 +% em1/6¢2 4 o(¢2). a

Développement limité 3 l'ordre 2, au voisinage de 0, de

f:R—R tr—>Log(Arc tg (t+1))

La fonction f=Logg est définie sur ]-1,+»[. Au voisinage de O :

2
Arc tg (t+1) =%+§—-§ +o(t2).

Ecrivons : f(t) =Log %+Log(l +u(t)), avec :

On en déduit :

£(t) =Log %+% t-Gw% t2 +o(t2),

3.3.5 1° Etudier la fonction de R vers R :
2
t

f:t—Arc sinu(t), ot u(t) = —
V20t -2t%42)
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2° Développement limité de f(t), i l'ordre 10, au voisinage de O.

1° La fonction paire u est continliment dérivable sur R et elle vérifie
2 2
€ w2ty ==SE72)° L g =L
VtER 1 —-us(t) E?EE:EEZIE)’ limu(t) 72"
)
La fonction paire f est donc continue sur R, et continliment dérivable sur
R\ {-v2,V2}. On obtient aisément :

2te (t)

VtER\ {-v2,/2} £'(t) = TET5p747

e(t) = sgn(2-t2).
Le théoréme de prolongement de la dérivée nous apprend qu'il existe :

] = - N ] = . [V = - . [ =
£30/2) = ~V2 5 £1(42) =V2 5 £3(=V2) = =V2 5 £1(J2) =V2

Nous avons le tableau :

t 0 V2 +oo

£ty | 0—"""2— 74

2° sur ]-v2,v2[, f£'(t) =2¢/(2-2t2+t%).
Une division suivant les puissances croissantes, suivie d'une intégra-

tion, fournit les développements limité&s au voisinage de O :

Fr(t)=t+t3+1/2.t5~1/4.t2 +0(t?)
et : £(e) =1/2.e2 +1/4. " +1/12,¢5 - 1/40.¢10 +0(c10).

o«
Soient f et g deux fonctions de classe C au voisinage de O,
et p un entier vérifiant p=> 2. On suppose que f et g vérifient au voisinage

de O :

1 2p~1 -1

f(r_)=:+a:p+bt2p_] +O(t2p" ) 3 g(t)=t+a'tp+b't +o(c2p )

1° Etudier la fonction gof~f og au voisinage de O.

2° Appliquer 3 la recherche des parties principales gof-f og dans
les cas :

a) f(t) =sint ; g(t) =sht

b) f(t) =tgt ; g(t)=tht

1° Pour développer les puissances de f£(t), écrivons : £(t) =t(1 +u(t))

avec 1
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2

2p-2 + o(t2p- ).

u(e) =atP 4 pe

-1 - - 2p-1 2p-1
I1 vient alors : f(t)p=t:p(1+patp +o(tP l)] et f(t:)2p TP a0 (e®P )

d'odi: gof(t) =t+ (ata')tP+ (b+b'+paa')t2p-l +o(e2Ply

et, par échange des rdles de f et g :

2p-1

gof(t)-fag(t)=o(t ).

2° Notons que des raisonnements de parité montrent ici que :
gof(t)-f,g(t) =0(t7).

En calculant les termes ent’ des développements 3 1l'ordre 7, on trouve :

sh(sint) - sin(sht) = t7/45 +o(t7)
th(tg t) - tg(th t) =—-2t7/45+0o(t7).

On donne deux réels a>0, o>1 et une application continue f de
* . .
R+ dans R telle que, au voisinage de 0 : f(t) =t—ata+o(tu).
1° Montrer que, & tout t, >0 assez petit, on peut associer la suite
~ - €N.
(tn)rEN’ ol t .| f(tn) pour tout n€EN
2° Montrer qu'une telle suite converge vers O, et que, au voisinage de O:

tn‘"an, oli b et B sont des réels qui ne dépendent pas de -

1° On constate qu'il existe ¢>0 tel que 0<f(t) <t pour tout t€ ]O,c].
Soit tOG ]0,c]. On constate que t) =f(t0) vérifie O<t]<t:0, que l'on
dispose de t, =£f(t;), et, par récurrence, de la suite (tn)nEN de premier terme
- - eN.
s 08t f(tn) pour tout n€N
2° Cette suite est décroissante, minorée par O, et donc convergente, de
limite 2, avec O<2.<to. Comme f est continue, on ne peut avoir 2£>0, sans
quoi l'on aurait 3 la fois f(2) =% et L€ ]0,c], ce qui est impossible ; ainsi
L2=0.

— Pour n tendant vers +», on peut &crire successivement :

_ _ .0l a-1
tn+1'tn(1 atn +o(tn ))

I-a 1~a a-1 o-1
t = + -

n+1 t:n (l (a l)at:n +o(t:n ))
f=a _ 1

-a
a+l —tn + (a=1)a +0o(1).




97

I~ _1-a )= (a-1)a.

[P :
D'ou : lim (t:n+l n

n->+w

En utilisant la moyenne de Cesaro, on en déduit :

:l-a _ . l-a l-a
lim o+l 0 (a-1)a, et lim ntl _ (a—-1)a.
4o n+1 -+ o+
D'ol : tn“‘bns, ol B=1/(l-a) et b= ((a—])a)s. a

Exemple. Dans le cas od f(t) =sint, qui correspond 3 a=1/6 et a =3,

1'&tude vaut pour ty€ ]0,n[ et on retrouve tn“'\/3/n (cf. exercice 1.2.4),

* . .
A tout n€N on associe la fonction £ de R vers R définie par :
n

]
f (t) = Z =
n koo t-k
Soit XA un réel strictement positif, donné.

1° Montrer que l'équation fn(t) =i admet une unique solution an In,+=[.

2° Montrer qu'il existe un réel w tel que x_ ~uwn au voisinage de += .

1° La restriction de fn 32 In,+=[ est continue et décroit strictement de

+o0 3 0. a

2° Soit un réel a>1, fixé. Etudions la suite (fn(na))nEN*' On a :
n
1 1 1
fn(m) “ha * a kzl a-k/n
D'aprés a>1, l'application ti—1/(a~t) de [0,1] dans R est continue, et

donc intégrable. D'ol (cf. interprétation de la valeur moyenne)

n
. 1 i dt o
lim = _—=f =~ Log —-
o k=1 ® k/n oot a-1
— On en déduit :
Vo€ }1,+=[ limf (na) =¢(a), o ¢(a) =Log — n
n o-1
n->+o

L'application ¢:at—=Loga/(a-1) de ]1,+=[ dans R est continue et décrolt
strictement de +» 3 0. Elle prend la valeur A en un unique point w-1, qui
s'écrit : m=l/(|—e_x)

Pour tout €€ ]0,w—1[ nous avons (¢ &tant décroissante) :
¢ (w+e) <) <¢(w-€)

i.e. limf (n(m+e)) <i< limf [n(m—e)) .
e O nteo O
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Il existe donc NGN* tel que :
va>N £ (n(ete)) <A<E (n(u-e))

et aussi (la restriction de fn d ]n,+=[ étant strictement décroissante) ;
Vn=N n(m-a)<xn<n(m+e)

On en déduit : lim (x _/n) =w.
pe

1° Soit la fonction f : tl——>-t—_l_—]—+tT22+&+t—§§ de R vers R.

2° On pose F(t) =max{x€R | f(x) =£(t)}, pour t&{1,2,4,8}.

Montrer que F se prolonge par continuité aux points 1,2,4,8, L'applica-
tion prolongée (de R dans R) est-elle continue ?

3° Montrer que F admet un développement limité & l'ordre 2 au voisinage

de 4 ; donner ce développement.

1° Sur tout intervalle de R qui ne contient aucun des points 1,2,4,8,
la fonction f est définie, de classe C, et strictement décroissante. On a

le tableau :

t | 1 2 4 8 +

f(t)} O \—mll-{»oa\—co"-{»m\—oo”q-eo\-eo“-hxz\ 0

On constate que :

— la restriction de £ & ]4,8[, notée g, établit un Cm—difféomorphisme
de 14,8[ sur R ; la restriction de f & 18,+=[, notée h, &tablit un ¢ -difféo-
morphisme de 18,+=[ sur R: ;

— la fonction f admet trois zéros a€ ]1,2[, b€ ]12,4[, c€ 14,8[.

On en déduit que F coincide avec h™1.f sur chacun des intervalles ]1,al,
12,00, l4,cl, 18,+=[, et avec g=! of sur chacun des intervalles l}—=,I[,
[a,2[, [b,4[, [c,8[. Par composition d'applications C” et strictement décrois-
santes, F est C" et strictement croissante sur chacun des huit intervalles

que nous venons de considérer.
Par composition de limites :
lim F(t) =8, lim F(t) =8, et donc lim F(t) =8,
t1,t<1 t>1,t>1 t>1, t#1

et le résultat est le méme aux points 2,4,8.
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Considérons donc que F prend la valeur 8 aux points 1,2,4,8, ce qui est
nécessaire, et suffisant pour définir un prolongement de F & R qui soit con-
tinu en chacun de ces points. O

D'aprés ce qui précéde, le prolongement est continu en tout tER dis-
tinct de a,b,c. Par contre, en chacun des points a,b,c, il n'est continu qu'a
droite ; on constate en effet que, par exemple :

lim F(t) =c =F(a), mais lim F(t) = 4=,
t.-’ant>a L‘*a,t<a

2° Nous nous limitons ici & 1'intervalle ]b,c[, qui contient &, sur
lequel F est continue. Pour tout t€ ]b,c[\{4} nous avons, en utilisant 1'&-

galité f(F(t)) =f(t) qui est triviale :

8 4
F(8 -4 ¢ ()

. 1.2 8 1 2 4
ot : e(8) =T * 2 T8 " F(O-1 "F(O-2 " F()%
¢ est continue sur ]b,cl[, et lim ¢(t) =v(4) = -15/7 .

t->4
D'oll, au voisinage de 4 :
8 4 15
F(t)-8 t-4 7" M
et donc :
8 . 4 . -
F(O8 T3 °* et encore : F(t)-8~2(t-4).

Il est ainsi possible d'écrire sur ]b,c[ :
F(t) =8+ (t-4) (2 +e(1))

oli € est continue, telle que £(0) =0.
- 4e(t) __15

En portant dans (1), on obtient : (=) [2 +e(b) “T

et : e(t) ~:—Z—(t—4),

et donc : F(t) =8 +2(t=4) +12(e-4)2 +o((t-4)2)

3.3.10 1° Montrer que, pour tout n€Z, la fonction f : th—>tgt—t
admet un unique zéro appartenant & In= Inn=n/2,nm+w/2[
2° Prouver l'existence d'un développement asymptotique de x lorsque n

tend vers +», dans 1'échelle (nk)kez, i la précision 1/n" ; le déterminer.

- - -]
1° Pour tout n€7Z, f est définie et de classe C sur In ; on a

£f'(t) =tg2t>O ; f est strictement croissante. D'oli le tableau de variation :
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t |nw-n/2 nw nn+m/2|
f(t)l -= _» -nm _» 4w -
On a : %, =0 3 X_ = UX (imparité de f).
Pour n>1, cas auquel nous allons nous limiter, on a :
= €
x = am+y , avec y_ lo,n/2{
. = = ! 5% = = -
On calcule : tg Y= tBX = X . D'oii Yo Arc tgx m/2 - Arc tg (I/xn)
Retenons :xn=n11 +1/2 - Arc tg(l/xn), n=1!. 1)
2) De (1), on déduit le développement asymptotique 3 la précision 1/n® :
xn=1m+1r/2+o(1).
11 1 NS
On en déduit : ;(—-=;T? (l +H+°(E))
11" 1
et : x_n_mr 2aZn T o(nZ)
et : Arc tg (—1—) =L——~z—1 + o[l).
X nT  2n°T n2
D'oli le développement asymptotique & la précision 1/n2
X =nn+l—i+—-2—] +o(l )
n 2 nm  2n°w 2/ "
On en déduit :
L R S Y RO 8 T Y A AL L Y 2.
x ~on 2n“m Y2 PR Y AN R W
1y_ 1 1 1 2 1 2 1 i
et Arc tg (X_n) T onom ann+ (4 +3172)n31r (_1?2+4) 2n°m +°(-r?‘—) '
D'oii le développement asymptotique & la précision 1/n" :
L 1 | 1 2 1 1 2 1 1
= LIPS N - [= — |
*n n1T+2 ar b Iy (4+3112)n31r "‘(4*’;2‘]2“1:“*0(;&')

Remarques.a) On montrerait par récurrence que X admet un développement

3 toute précision l/np, pEN.
b) Le lecteur pourra étudier 1'équation : tsint=1.

3.4. ETUDE PRATIQUE D'UNE FONCTION

x 2 -
On donne (s,t) € (R) . Déterminer

p= sup m(a), ot m@) =min(s‘/“,t‘/(l—a))
0<a<1
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Par symétrie, on peut limiter 1'étude 3 : 0<s<t
ym

ler Cas : 0<s<1<¢t. Ici, pour tout o€ ]0,I1[ : sl/a<l<t]/(l_a),

1/a .
et : W= sup s , l.e. u=s.
0<o<1
28me Cas : 1<s<t. On a : sgni|s l/a 1/(1_(1)\ = sgn Lo s——— Log t
) =8 gs - Log
et : sgn(sl/a—tl/(l-a)) =sgny(a), ol ¢(a) =Logs ~aLog(st).

La fonction ¥ est décroissante sur ]0,1[ et prend la valeur O au point
Logs o . 1/ (1=a) 1/a
Tog(st) 10,1[ ; m(a) est t

le tableau :

ap = sur 10,a0[ et s sur Jog,1{. On a

a |0 ap 1

m(a)| ¥ —

et donc : u=slla° = eXPCﬂ(S_t) Logs), i.e. p=st.

Log s
38me Cas : 0<s<t<1. En raisonnant comme pour le deuxiéme cas, on

trouve encore : u=st.

Soit n€N'. On note E 1'ensemble des applications de la forme :

n
f:R—R tHa°+kZ]akc°Skt
avec a.2a, =z .. =2a >0
0 1 . n
On pose : M(f) = sup |f(t)| ; u(f) = sup If(t)l.
—-r<t<n w/2st<ny
Vérifier :
u(f)
(1-3)-L-<ins <Gti)oy
+l fEE M(f) 2/ n+1

Toute f EE est continue, et donc bornée sur [-m,7] et sur [w/2,7].

n
— Soit fEE. Notons o= ) a, . Nous avons |£(t)| €o pour tout t€R et
k=0
|f(0)| =g, ce qui entralne M(f) =o.
Notons que 7/2.u(f) majore la valeur absolue de 1'intégrale de f sur
[%/2,%], intégrale égale a :
n . ag.
-1 “2i+1
%ao— ) %s:.n(kn/Z) Ta o-ay+ ) -nt ——2;_”
k=1
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T m T ag
Nous avons -Z—aao - a;? (E—al) ag> (7_ l)m .
Par ailleurs : —33-—35 >0, —l—-9—9->0, .., en groupant les termes deux i deux
(et en tenant compte éventuellement d'un terme complémentaire positif) :
. a,.
-1 "2i+1
=D S >o0.
it 2141
.. u(f) 2y 1
— —_— == € .
Ainsi M(E) (1 n)n+l pour toute fEE
— Soit g€E correspondant 3 a, =a_ = .. =a_=1 ; 0=M(g) =n+l.

0 1 n
On a (calcul classique)
_!_ sin(n+l/2)t
8(t) =5 * =5 sint/z

D'od :
T 1 1
e[l < 1.
ve [2’-":I g e 2+251n1r/4
On en déduit :

1y 1
M(g) T

N —

Pour tout x€ [0,2], vérifier qu'en posant y =Arc cos(l-x) on a:
1-1/2.92<1=x<1-1/2.y2 + 1/24.y". (1
et /2x <y <\Bx. (2)

t
*
1° Soient fo t tl—- cost+1, et fi : tl—»J fi_](u)du, i€N . On constate

A . R .
que f0 est positive, et, par récurrence que les fi’ i €N, sont croissantes
et positives sur R+ s £

D'ol :

, et £, qui sont paires, sont donc positives sur R
VEER 1-1/2.t2<cost <1-1/2.t2+1/24.t"

ce qui fournit (1).

2° ¥x€[0,2] y=Arccos (1-x) < (y€[0,n]) A (Yx=J2,5iny/2).
Py . . y/2 < L
On vérifie que la fonctiom ¢ : yt=v2 Siny/2 ° prolongée par continuité

grice a4 ¢(0) =J2, est croissante sur [0,7]. On a ¢ (n) =7/V2, et donc

vy € [0,7] 2siny/2 <y<mwsiny/2
et : vx € [0,2] J2.Vx<Arc cos (1-x) <7/v2.Jx

(2) s'en déduit, compte tenu de ce que 2 <10.

Vérifier : Vt€[0,1] t+1/3.t3<tgt <t+14/25.t3

Soient ¢ et ¢ les applications de [0,7/2[ dans R définies par :
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e(E)=tgt-t-1/3.t3 ; () =t+14/25.63-tgt.
Nous avons : ¢'(t) =tg2t-t2 ; ¢'(t) =42/25.t2 - g2t
et donc : sgn y'(t) =sgn(tgt-t) ; sgn P'(t) = sgn(\/4_2/5.t— tg t).
a) Nous constatons (en &tudiant tl—>tgt-t) que ¢'>0 ; comme ¢ (0) =0,
nous en déduisons ¢ >0. La premiére inégalité vaut ainsi sur [0,w/2[.
b) Nous constatons que 6 : tl—>v42/5.t-tgt est croissante sur [0,t,]
et décroissante sur [to,n/Z[, ol t; € Jo,n/2[ est donné par coszt0= 5/V62.

Comme 6(0) =0 et lim 6(t) = -= , il en résulte que 6 admet sur [0,m/2]
t>n/2, t<n/2
un z&ro unique t; ; y est croissante sur {o,t,],décroissante sur [ty,n/2[.

On a : Y(0) =0 et (en utilisant une calculatrice) : ¢(1) =39/25-tg 1 >0.

On en déduit que ¥ ne prend que des valeurs positives sur [0,1]. g

3.4.5] Etudier la fonction f de R vers R telle que : f(t) = (et+l)l/t.

* *
f est une application dérivable de R dans R,. On a :

Log £(t) = ltLog (et+1) =] +ltLog(l+e_t)
On en déduit : limf(t) =1 : limf(t) =e ;
tr— £+
lim f£(t) =+ lim £(t) =0. On prolonge par : £(0) =0.
t-0, 0 t-0, t<0 ¢
On calcule : f'(t) =%f(t).¢(t), ou ¢(t) = i —%Log (]+et).
e +1

D'oli, sans nouveau calcul : si t<0, ¢(t)>0 et f'(t)<0.
l———::-Log(l+e_t) s d'ol £'(t)<0.
e +1

Si t>0, on éecrit ¢(t) = -

On dispose du tableau :

t —c0 Q +o

FE)] 1 > Off+e ~ e

Le lecteur tracera aisément la représentation graphique de f. Il constatera
que celle-ci admet une demi tangente & gauche en O portée par Ox, en remar—

quant qu'au voisinage de O et 3 gauche :

Log (f(t)/(—t)] =Log f(t) - Log(-t) ~ (Log2)/t.
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2
tl+1 e1/

t
o de R vers R .

3.4.6 Etudier la fonction f : t>

a) Continuité et limites. A priori f est définie, continue et dérivable

sur R\ {0,11}.

Au voisinage de 0, on a : f(t)~ —el/t, et donc :
lim £(t) = - 3 lim £(£) =0 ; lim f—(£ﬂ=o
t-+0, 20 t-»0, t<0 t-»0, t<0

Nous obtenons une application continue et dérivable & gauche en O, encore
notée f, en convenant : f£(0) =0. Sa représentation graphique T contient
0=(0,0) et admet (0,—_1‘)) pour demi-tangente en O.

Au voisinage de 1, on a f(t)~2e/(t-1).

Au voisinage de +=, et aussi de —», nous avons :

2 1 7

£(t) = (t+1 +?+0(%)] (1 +z+2—lz+0(%2)) =t+2+-2—t+o(—l-),

D'oll 1l'existence d'une branche infinie pour I' avec asymptote A d'équa-
tion y=t+2 ; T est au "dessus'" de A au voisinage de +=, au "dessous" au
voisinage de -=,

/t _e(t)
tZ(t-1)2 *

w(t) =t =3e3-t+1 ; o' () =4e3-9t2 -1 ; ¢"(r) =6t(2t-3).

b) Variation. Pour tout t€R\ {0,1}, £'(t) =e1 avec :

On constate tout d'abord que ¢' admet un unique zéro o€ ]2,3[. On

dispose ensuite le tableau :

t —c 0 B 1 [v] Y oo
w(t) |42 ™S 1 ~ 0 ~ -2 ~ ¥ 0 7 4=

f(t) |- O"—“’/r \-“’""'“’ T T e

Une calculatrice fournit les valeurs approchées :

B =~ 0,563 671 342 3 f£(B) =~ - 17,802 698 09
Y = 3,071 488 446 3 £(y) 6,975 341 616

Le tracé de I' est laissé au lecteur.

R

R

R

Etudier la fonction f : tt—>t Log|et-l| de R vers R-

PR .. s s P \d P
a) Continuité et limites. A priori f est définje sur R . Au voisinage

de O :

ef-1~t H Log]et—ll“'LogIt‘ H f(t)"'tLoglt!.
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D'ol : lim £(t) =0 ; lim f(t)/t= - =,
t+0 0

Nous obtenons une application continue f : R—R en convenant £(0Q) =0.
Sa représentation graphique T contient le point O = (0o,0) et admet Oy pour
tangente d'inflexion en 0. Nous avons : f(t) =0 pour t=0 et pour t=Log 2.

Pour t>0, f(t) =t2+tLog(1—e_t). Au voisinage de +» :

£(e) ~t2 ; lim £(t) =+
-+

et méme : f(t) -t2~ —te © 3 la courbe I' est asymptote (pour t->+») 3 la
parabole représentant ti—>t2?, et "au dessous" de la parabole.

Pour t<0, f(t) =t:Log(l—et). Au voisinage de -« :

£(t)~ -tet ; limf(t)=0.

t>—o

. . oo \ . s
b) Dérivée et variation : L'application f est C sur R, mais non déri-

vable en O. ¢
Pour t#0, f'(t)=Loglet—l|+t &

e -1
Le signe de f'(t) n'est en évidence que si t=>Log2 (alors f'(t)>0).
On a : ¢ )
£7(£) =——— v (t), ol ¢(t) =2e" -t -2
(e™-1)2

En utilisant ¢'(t) = 2et— 1, on dresse le tableau :

t |- o - Log2 0 +oo

¢(t)+°°\0\/0/7+°°

(a,np(u)) est un point d'inflexion de I'. Une calculatrice fournit (avec une
précision bien inutile pour le tracé de I') : a = —-1,593 624 261 ;
f(a) == 0,361 969 996 ; f'(a) =~ 0,179 239 391 .

On calcule : limf'(t) =+ «; limf'(t) =0 ; £'(-Log 2) = O.

t t>+co tr—oo
De lim ©8— = | on déduit lim £'(t) = —=. D'od le tableau :
t+0 e -1 t>0
t |~ a - Log2 0 B +oo
£(e){ 0 7 ~ 0 ~ o[-=_TO _ e

£(0)|0 T N0~y e
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Une calculatrice fournit :
<] ] 0,276 392 892 ; f(B) =~ —-0,316 346 712 ;
-Llog2e~ - 0,693 147 181 ; f(-Log2) =~ 0,480 453 014 .

Le tracé de T est laissé au lecteur.

Etudier la fonction f : t |tg tICOSt de R dans R

a) Définition ; continuité. Soit D la réunion des intervalles de R sur

lesquels la fonction tg est définie et ne prend pas la valeur 0. La fonction
f est continfiment dérivable sur D ; elle est paire, de période 2w, et véri-
fie :
VEtED  f(m-t) = 1/£(t) (n
En utilisant Log(f(t)] =cost Log|tg t| , on constate :
lim f(t) =0.

t-+0, t¥0
En utilisant Log(f(t)) =cost Log|sin t| -cost Log|cos t]| , on constate
lim f(t) =1
to>n/2,t#n/2
On prolonge f en convenant : f£(t) =0 pour tout t€ 2nZ, et f(t) =1 pour tout

t€n/2 +7Z. On obtient ainsi une application continue de R\ {n+21Z} dans R.
b) Variation. Pour tout t€D :
£'(t) = - £(t).sint.p(t), w(t) =Log|tgt| - 1/sin’t

La fonction ¢ est visiblement croissante sur ]O,n/2[. D'oli le tableau de

variation de £ sur [0,%/2[ et, gradce a (1), sur [0,w[ :

t |0 LYIA o n/2 ™0 In/4 L
e(t)j-> - -2 -~ 0 + +oo"+eo + 0 - =2 - -
f(t)O/Yl/Tu\l\-El-/rl/rw

On calcule les valeurs approchées
@ = 1,252 106 771 ; u = 1,415 425 054
On a : limf'(t) = -~ ; la fonction f n'est pas dérivable en les

t>m/2
t€nw/2+nZ, la représentation graphique T admettant en ces points une tangente
parallale a (0,7).
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En écrivant, pour t€ ]O,n/2[

Log Ltt) = (cost—1)Log(tgt) + Log(—t—i—%

on constate : lim (f(t)/t) =1,
t-0, 0
En 0, et plus généralement en tout t€ 2nZ, f admet une dérivée 3 droite égale

a1, et une dérivée 3 gauche égale 3 ~1.

, . 1 T
Etudier la fonction f de R vers R telle que f(t) = Tog(i70) "t

Initialement f est une application dérivable de D=]~1,+o [\ {0} dans R,
et, pour tout t€D :

£1(t) = !

1
TV [Log (1+0))2 T 12°

En utilisant : lim f(t) =1 et lim f'(t) = -, on constate que f peut
t->—1,t€D t-—1,tED
€tre prolongée par continuitd au point t= -1, en convenant : f(~1) =1, et

que la fonction ainsi prolongée n'est pas dérivable en t= -1 (la représenta-—
tion graphique admet au point (-1,!) une demi—~tangente dirigée par t]?).

Au voisinage de 0 on a : tf(t) = -1+ [1 -t/2+ t:2/3+o(t:2))-1 H
tf(e)= -1+ (1 +t/2-t2/12 +o(t2)] ;3 £(£) =1/2~t/12+0(t). Ce qui montre
que f peut €tre prolongée par continuité au point t =0, en convenant £(0) =1/2,
et que la fonction ainsi prolongée admet —1/12 pour dérivée en t =0.

En constatant que, au voisinage de 0, (1+t) [Log(l+t:))2 s'écrit :

£2(1+e) (1- £+ 11/12.2 +o(c2)), ou t2(1-1/12t2 +0(t2)}

le lecteur vérifiera : lim f'(t)=-1/12.
t-0, t€D
I1 en dé&duira que la fonction prolongée i -1 et i 0, abusivement

notée f, est continue sur [-1,+=[, et continiment dérivable sur ]-1,+=[,

~ Pour étudier son sens de variation, remarquons que, pour tout t€D :

sgn £'(t) =sgn u(t).sgn v(t)

—— et v(t) =Log(l+t) - i_ .

avec u(t) =Log(1+t) +
1+t Vi+t

Sans calcul, on constate : Yt€D sgn u(t) =sgn(t).
On calcule :

v'(t) =W:'—t—)-372(\/1_+t_ 1- t/Z)

D'oll : VtE€D sgn v'(t) = sgn((lﬂ:) - (l+t/2)2) =sggn(-1).
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Compte tenu de f'(0) <0, on en déduit : VtE€]-1,+=[ £'(t) <0.

Reste a constater : lim £(t) =0, pour disposer du tableau :
t++o tED

t |-1 0 +o

£ 1 g .0

Le lecteur tracera aisément la représentation graphique de f.

Etudier la fonction f : ti— 2tel/t+4t3— 15¢2 + 18t, de R vers R.

* . .
L'ensemble de définition de f est R . On constate aisément :

£(t)~4t3 au voisinage de +» (resp. —=) ;

lim f£f(t) =+= ; lim £(t) =0 ; lim £(t)/t=18.

t-+0, 0 t-0, t<0 t+0, >0
Pour t#0, ona : f'(t) =2 t;tl el/tw(t),
ott e(t) =1 +(6t2—9t)e-1/t.

Pour t€ 10,3/2[, on a, sans calcul : ¢(t)>0.
T 1) (4ee3) .
Compte-tenu de vw(0) =¢(3/2) =1 et de ¢(1)=1-3/e<0, on en déduit que ¢

admet exactement deux zéros, a et 8, avec 0<a<1<g<3/2. D'oi :

Sur ]0,3/2[, on utilise : ¢'(t) =3e

t -Co

0j0 o 1 8
Q4=
0] I M N S

LK

On calcule : p=2e+7=12,436 564,
Un calcul approché de o,8, et donc de 1,v, [par exemple pour discuter
1'équation f(t) =m) est assez délicat. En effet on constate que A,y et v ont
des valeurs trés voisines, et donc que a et B doivent &tre calculés avec une
grande précision.
I1 est donc préférable d' utiliser une calculatrice programmable. On
peut alors opérer par simple dichotomie. On trouve :
a =~ 0,829 885 726 ; B = 1,159 475 564
A= 12,431 667 5 v 12,433 472

La représentation graphique est laiss&e au lecteur qui utilisera d'abord un

repére orthogonal dans lequel les vecteurs unitaires des axes ont pour lon-
gueurs respectives 3cm et 0,5cm ; 1l'arc t€ [a,B] se présente alors comme un

segment de droite. Pour préciser cet arc il pourra utiliser un nouveau repére
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orthogonal dans lequel les vecteurs unitaires des axes ont pour longueurs
respectives 20cm et 100cm, en se limitant & la partie du plan tOy qui cor-
respond 3 t€[0,5;1,5] et yE[12,4;12,6].

3.4.11 1° Discuter et résoudre 1'&quation 3 1'inconnue t€R :
(E,) Arcsin (5t-20t3+16t3) = Arc sin (5a-20a%+16a3)
oli a est un paramétre réel.

2° Trouver des valeurs approchées des racines (E0 6)'
td

1° a) Arc sin &tant une application strictement croissante de [-1,+1]

sur [-n/2,7/2], nous avons :
€)  (Ip@]<1) a(p(t) =P(2))

ol P désigne la fonction polyndmiale tt—>5t—20t3 +16t5, qui est impaire. La

clé de l'exercice est :
VtE[-1,+1] P(t) =sin(5Arc sint) (1)

Les zéros positifs de P' : t+>5(1-12t2+16t"%) sont :
-8 9¢

Vo0 V6 /20
%

t! 3 ~0,309 ; t"= ~0,809

Ils appartiennent i ]0,1[. Or, d'aprés (1) :

vtE€]-1,1[ P'(t) =5 cos(5 Arc sin t)

Vi-t2
d'ot : t' =sin(n/10) : P(t') =1 ; t"=sin(3w/10) ; P(t") = ~1.
On peut dresser le tableau :
t |0 t' t" 1 +0

P(C)O/l\—l/yl/-kn

et construire la représentation graphique I' de P (laissée au lecteur).

b) Nous constatons : (Vt€R) (lP(t)|<l) = (|t|<1). Dot :

ler Cas : |a|>l. (Ea) n'a pas de racine.

28me Cas : |a| <1. Les racines de (Ea) sont celles de 1'équation algébri-
que P(t) =P(a). Le tableau, ou la courbe T', montrent qu'elles sont au nombre
de 5, 3 condition de compter pour 2 les racines doubles &ventuelles (que 1'on
obtient pour a€ {-1,-t",-t',t',t",1}) ; elles sont incluses dans [-1,+1], et

séparées pour -t",-t',t',t" ; l'une d'elles est a.
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En fait on peut résoudre au moyen des formules
t=siny ; sinS5¢=sin5a ot a=Arc sina.
La seconde donne :
(w=a+2kn/5) vip=n1-a-2kn/5), kEZ,
et les cinq solutions s'&erivent
£, = sin(a + 2kn/5), k€ [-2,2], a=Arc sina.

Elles admettent les expressions, moins commodes pour le calcul numérique :

a, acos%+ ev1l-a? s:l.nz—;r , a cos-l's—"+ ev1-a2 sind—sﬂ-, e€{-1,1}.
2° Une calculatrice donne pour valeurs approchées de t_2, t 1’ to’tl’ t2:

- 0,955 638 3 -0,575 435 ; 0,6 ; 0,015 182 ; 0,946 255.

*
3.4.12 1° Pour quelles valeurs de a€ R+ les deux équations :

t
t a
(E) a=t;a( )=t (E")
3 1'inconnue t€R, ont-elles les mémes racines ?

2° Résoudre (E) et (E') pour a=¢ 3.

1° Une racine de (E) (resp. (E')} est nécessairement strictement posi-

tive. ¢
(a’) t

*
a) Pour tout t€R+, a®=t entratne a =a =t
Ainsi toute racine de (E) est racine de (E').

b) La discussion de (E) est aisée. En écrivant
(E) v(t) =Loga, ol ¢(t)=(Logt)/t

et en utilisant la représentation graphique I de 1'application continue ¢ de
*
R+ dans R (laissée au lecteur), on constate que :

— Pour a€ ]0,1[, (E) admet une unique racine Y€ ]0,1[ ;
1/e[

E]

— Pour a€ ]l,e
1<y, <e<yy ;

(E) admet deux racines yj et y, telles que

1l/e

— Pour a>e , (E) n'admet pas de racine ;

— Pour a=1 (resp. a=e1/e

), (E) admet 1'unique racine 1 (resp. e).
c) En écrivant (E') sous les formes : at Loga=Logt

et : (at—t) (- Log a) = Log at - Log t



111

on constate que, si t€ R: est racine de (E') et n'est pas racine de E,
alors : Lo_g_g»t__—_L_og't_ =-loga
a -t
ce qui, du fait de stricte croissance de Log, exige Loga<O0, i.e. a€ ]0,1l[.
Ainsi, pour tout a1, (E) et (E') ont les mémes racines.
d) Nous allons voir qu'il n'en est pas de m@me pour tout a€ lo,l1[.
Soit a€ ]0,1{. Ecrivons, en posant m= -Loga avec m>0, et en remarquant

qu'ici toute solution de (E') vérifie Logt< 0, i.e. t€]0,l[
(E") f(t) =0, ot £(t) =Log(-Logt) +mt —Logm
L'application f : ]0,1[ =R est de classe C! et nous avons

lim £(t) =+« , 1lim f(t) = -=

t+0 t>1
ce qui confirme le fait que (E') a au moins une racine, 3 savoir la racine
unique de (E), que nous notons y. En utilisant

~logt-1
(t Log t) 2

£1(t) = +mo; £°(0) = s £"(e™) =0 ;5 £' (e =m-e

1
tlogt
nous constatons que si m<e, alors f'<0, et (E') admet la racine unique y.

Etudions maintenant le cas oli > e (i.e. a€ ]O,e_e[). Ici £f' admet deux

racines o et B telles que a<e~l <R, et nous avons

t |0 a B 1

£'(t) - 0 + 0 -

fFlE) [+ S XA _»r u N -=

Nous allons montrer que la racine Yy commune i (E) et & (E') vérifie
a<y<pg, i.e. (cf. tableau) f'(y)>0 ; il en résultera A<0 et pu>0, ce qui

nous permettra d'affirmer que (E') a trois racines y, y' et y" telles que :
v <a<y<p<y".

Nous avons : (Logy)/y=-m<-e, ce qui montre [en utilisant la courbe T du

1° b) et en notant que ¢{e”}) = —e) que : y<eTl, i.e. que : -Logy>1l.
- 1 (-Logy)2-1
D'oill : £' = m= >o0. O
™ v Log ¥ Y (-Log ¥)

Remarques. a) (E') est l'&quation aux abscisses des points d'intersection
de la courbe C d'équation y=Llog(-Logx) et de la droite D d'équation
y= -mx+Logm. Il y a trois points d'intersection si, et seulement si m>e.
On notera que, pour m=e, la droite D ?ui s'écrit y= -ex+1 est la tan-
gente 4 C en son point d'inflexion (e™',0) ; on peut considérer que el est
alors racine triple de (E').
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b) Plagons-nous dans le cas aG]O,e_e[ oti (E') admet trois racines
Yi [}
(a™?) _ 2y =

v'<y<4y". Soit Yl=aY . On constate : a'l=y' donc a Y1 o
]
(sinon on aurait y' =a¥ ,

vy est ainsi racine de (E'). On n'a pas y; =y'

et donc y'=y). On n'a pas y; =v (sinon on aurait Y=aY et y'=y). On a
L 11
donc y] =y" et, ainsi Y"=aY . De méme : y' =a¥ .
3 = : [ PRY —3t .
2° Résolution de (E). L'Equation est ici : e =t. La racine, unique,

vérifie : Y€ ]0,1[. Une premiére approche de la racine est obtenue en donnant

a t des valeurs simples :

t o] o,1 0,2 0,3 0,4

et 1| 0,74 | 0,55 | 0,41 | 0,30

I1 en résulte Y€ [3/10,4/10].

a) La forme de 1'Bquation suggére une résolution par itération (suite

-3xn) -3t

récurrente x =e Mais si on note ¢(t) =e , on constate que ¢'(t) =

n+l
- 3e—3t est, en valeur absolue, assez proche de 1 dans 1'intervalle considéré.
Ainsi, méme si la méthode converge, ce ne peut &tre que lentement (et il en
est de méme si l'on écrit 1'équation t=¢‘1(t)!)(1)

3 P .
Y _t. On vérifie aisément f'(t) <0 et

b) Considérons plutdt f:thre
£"(t) >0 sur {3/10,4/10]. On obtiendra donc un encadrement de Y en appliquant
la méthode de Newton en 0,3 (calcul par défaut) et la méthode des parties pro-

portionnelles sur [3/10,4/10} (calcul par excés)

£(0,3) 0,4-0,3
= REALITP A = - .
X 0,3 £7(0.3) ° X, 0,3 £(0.4) - £(0.3) £(0,3).
On trouve : Y=O,35t2.10"3.

c) On peut améliorer ce résultat en remplagant (F) par

£ =%(t + e“3t)

pour laquelle la méthode d'itération converge rapidement (et en oscillant, ce

qui facilite le calcul d'erreur). On obtient, en partant de x0=0,35

1) pe fait, la suite récurrente : x = e_BX“ diverge. Elle admet deux valeurs
n+l

d'adhérence qui sont précisément y' et y'" (atteintes tr&s lentement). La suite

P 1 5 a
récurrente x --—Log X converge bien vers vy, mais trés lentement ; méme

n+el ™ T3
avec une calculatrice programmable, elle ne convient pas pour le calcul de ¥y

car les erreurs dues au calcul ("erreurs de chute') sont trop importantes.
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xg =0,35

x1 =0,349 968 875
X3 =0,349 969 651
x3=0,349 969 631
xy =0,349 969 632

D'oli la valeur y=~0,349 969 632.

Résolution de (E'). Compte tenu de la remarque b) du 1°, nous nous
contenterons de calculer y'.

Nous notons ici : ¢(t) =exp(—3 exp (—3t:)) . Une premiére approche fournit :

t |o 0,1 0,2

v(t) [0,05 | 0,108 { 0,193

d'oll : Yy'€[1/10,2/10] (rappeloms : v'<1/e).
La méthode itérative converge ici tré&s lentement (cf. note (1) dans 1la

résolution de (E)). On peut 1'accé&lérer en remplagant (E') par :
5 exp(-3 exp (-3:)) ~-4t=t¢t.

On obtient, en partant de x5 =0,15 :

xg =0,15 x1 =0,158 405 831 xo = 0,140 664 558
x3=0,136 570 998 xy, =0,136 153 505 x5 =0,136 122 304
xg =0,136 120 057 x7=0,136 119 896 xg=0,136 119 884

%9 =0,136 119 883

Nous prendrons y'=~0,136 119 883 ; d'ol y" =~ 0,664 739 763.
(La suite (xn) n'étant pas oscillante, un calcul d'erreur serait ici plus
délicat. De toute fagon, il est difficile de tenir compte de 1l'incertitude

dlie aux calculs intermédiaires, ou erreurs de chutes) .

Remarques. a) Nous avons utilisé 3 deux reprises la remarque suivante :
Pour accélérer la convergence d'une méthode it&rative, on remplace 1'équa-
tion ¢ {(t) =t par a¢(t) + (1-a)t =t en choisissant a de sorte que la dérivée
de t+rap(t) + (1-a)t soit voisine de O au voisinage de la racine cherchée.

b) Le lecteur étudiera la suite (an) donnée par aOER, et, pour tout n,

a * X
a4 =2 M (a€ R,), en s'inspirant de ce qui précéde et de 1'exercice 1.2.13.



INTEGRALE

1
4.1. INTEGRALE DE RIEMANN

IE Soit f une application int&grable d'un segment ré&el [a,b], a<b,
dans un espace de Banach E. On suppose que A={t€ [a,b], £(t)#¥0} est dénom-
brable (resp. négligeable ; resp. d'intérieur vide). Montrer que l'intégrale £

sur [a,b] est nulle.

Pour tout p€ N*, on note o, la subdivision de [a,b] qui fait intervenir
p sous—segments de longueur (b-a)/p ; d'aprés l'hypothése faite sur A, on peut
choisir sur chacun de ces sous—-segments un point en lequel f prend la valeur 0 ;
on obtient ainsi une subdivision pointée (cp,gp) telle que la somme de Riemann
S(f,cp,ip) soit nulle. On a :

b
f=1lim S(f,o_,£ ) =0. 0
[£= 11 s,

4.1.2 Soit o une application quelconque de N’r dans N* A tout

n ,
. - a *
x€[0,!{ on associe son développement décimal propre z ailo . ({1€N Iai¢9}
i=1
n'est pas borné} ; 3 1 on associe son développement impropre (ai =9 pour

tout 1i).
+co

On définit f:[0,1]—[0,1] par xi— J ac(i)lo_l.
i=1

1° L'application f est-elle continue ? 1

2° Montrer que f est intégrable, et calculer J f.
0

Préambule. Pour tout t&R, [t] désigne la partie entidre de t.
40

Soient x€[0,1], § ailo_1 un développement décimal pas nécessairement
i=1
propre de x, et pEN*.

En notant A 1l'entier E a, 107 =3, .2 , ona :
P i=1 P

1
A <10Px=a + Ja 10P77 <A +9 ] 10°7 = 41
P P s, P Sy P

avec IOpx=Ap+l si, et seulement si ai=9 pour tout i>p.
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@) S'il existe i>p tel que ai=ﬁ9 (ce qui exige x€[0,1[), alors
Ap= [1opx] ; il en est ainsi, en particulier, lorsque le développement con-
sidéré est propre.

B) Supposons a #9, ce qui entralne Ap= [IOpx]. Pour tout

o p+l
yE€lx,x+10 P ][, nous avons y€ ]0,1[ et

A <10Px<10Py<10Px+10"1=A_+ § a! 10P <A _+1
p y P L% P
' = L i
avec ap+1 l+ap+], et a; =a, pour i>p+!. Retenons

A <10Py<a +1, et [10Py] =4 .
» y<A +1, [10%y] 0

Y) Supposons ap+ #0 (ce qui exige x€10,1]). Pour tout y€ lx - lo_p_l,x],

1
nous avons y€ ]0,1] et :

A <A+ J al 10P =10Px-10"1<10Py<10Px<A_+1
P P . 1 P
ip
Ici encore :Ap< 10py<Ap +1, et [1opy] =Ap'
— En utilisant a), on constate que, dans les cas B) et y), le développe-
+oo .
ment propre de y s'dcrit ) b, 10 t, avec b, =a, pour iENp:(l,... sP}.
i=1

e 1° C?ntinuité a4 droite de f.Soit x€[0,1[, de développement propre
z a; 10", Donnons-nous n€N. Il existe visiblement pGN* tel que
i=)

-p-1 i e eps
{c(l),...,o(n)}ch et apﬂ;eg ; pour tout y€ ]lx,x+10 P [,(qui vérifie y€]0,1[),

+o0 .
le développement propre de y s'écrit z bi 10 1, avec bi =a, pour ieNp, et
i=1
L\ o= . i € i Tne :
done ba(1) ag¢qy pour i Nn’ ce qui entraine

-i -i_ . -n
lf(y)—f(x)|an|bc(i)—ao(i)|10 <9i;n10 =10

Comme on dispose de n, la continuité de f & droite en X est acquise.

+oo .
Limite & gauche de f. Soit x€ ]0,1), que nous &crivons z a, 10 1, le
i=1

développement &tant propre si x n'est pas décimal, impropre si x est décimal

+00 N
(dans les deux cas, {iEN* Iai¢0} n'est pas borné). Posons 2= J a5 1) 107t
. i=}
(2=f(x) si x=1 ou si1i x€D ; en général L#+f(x) si xED). En raisonnant com-
me ci-dessus, avec ici a #0, nous obtenons : &= lim f(y).
p+l
yx,y<x

En résumé, f est continue en O, en |, et en tout point non décimal de
1o,1[ ; en un point décimal de ]0,1[, elle est continue & droite et admet une

limite A gauche.
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2° D'aprés le 1°, f est réglée et donc intégrable.

400 .
Pour tout x non décimal de ]0,1[, de développement propre Z a; 10 1,
400 . i=1
1-x est non décimal, de développement propre z (9—ai)10 N ; on a donc :

i=1
f(x) +£(1-x) -1 =0.
On en déduit que 1'application xI—£f(x) +f(1-x) -1 de [0,1] dans [0,1]
est intégrable, et nulle sauf peut &tre sur DN[0,1], qui est dénombrable.
D'aprés 1'exercice précédent, son intégrale sur [0,1] est nulle.

Comme J f(l—x)dx=J f(x)dx, on en déduit J f =%.
0 0 0

.1.3] 1° Soit f :[a,b] —R une application. On suppose que, pour

tout EER:_, 1'ensemble EE={tE [a,b] \ |[£(t)|>€} est fini.

Montrer que f est intégrable et que son intégrale est nulle.

2° Soit f : [0,1]1 =R ainsi définie :

— Si t€Q, £(t) =0 ; si t€Q, et si p/q est le représentant irréductible
de t, alors £(t) =1/q.

Montrer que f satisfait les hypoth&ses de 1°.

3° Soit g :[0,11—R ainsi définie :

— Si t€Q, g(t) =t/(1+t) ; si t€Q et si p/q est le représentant irré-
ductible de t, alors g(t) =p/(p+q+l).

Montrer que g est intégrable, et calculer son intégrale.

1° Nous utiliserons les notions d'intégrale inférieure et supérieure.
. *
Soit e€R+ , et AE={t€ [a,b] | £(t)>e/(b-a)} ;
AecE , et donc Ae est fini.

e/ (b-a)
Soit alors o= (ti)0<
{a,b} UAe'

Associons 4 ¢ 1'application v : [a,b] —R, en escalier, ainsi définie :

. la subdivision de [a,b] dont l'ensemble image est
i<n

— Pour tout i (0O<i<n), v(ti) =f(ti) H
— Sur tout intervalle ]ti_l,ti[ (1<i<n), v est constante, de valeur
e/(b-a).

b
On constate aisément : £f<v et J v=g.
* (b a
Il en résulte J f<e.
a
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En appliquant ce qui précéde 3 ~f (qui vérifie la méme hypothése),
on constate : J f=z-¢.

*a b *¢b
D'oli : Ve€R] -e< st Jf<s.
*/a a
Donc f est intégrable sur [a,b], d'intégrale nulle.

. * -
2° Soit ¢€R,. D'aprés £>0, on a ici EE={tE[O,1] | £(t)>€}.

On constate que les éléments de Es sont rationnels, et on vérifie :

E€={%| (p,q)ENXN*, pAag=1, 0<p<q<1/e}

ce qui montre que E_ est fini.

o . __t N . N

3° On remarque : Vt€ [0,1] g(t) IE D) oi f est 1'application
définie au 2°.

Introduisons 1'application h: [0,1] —R définie par :

_ t _ t f(t)
h(e) =557~ 8(0) =y (e 192 (D))

On constate que, pour tout t€ [0,1]
t
< < <
0<h(t) T2 f(t) <f(t)

11 en résulte que h vérifie 1'hypothése du 1° ; h est donc intégrable
et d'intégrale nulle sur [0,1]. Comme ti—+t/(t+1) est intégrable sur [o,11,

on en déduit que g est intégrable sur [0,1] et que :
1

=] L gae=1-
Jog(t)dt—Jo t+1dt | -Log 2.

Remarque. On pourra relier cet exercice au 3.1.6.

Soient a et b des réels, a<b, et f : [a,b] —R une application
b
intégrable, positive et telle que J f =0. Montrer que {t€ [a,b] | £(t) =0}
est dense dans [a,b]. a

*
a) Montrons d'abord que pour tout e€R,_, il existe [a Bl=[a,b] avec
a<B, tels que :

Vt € [a,B8] f(r)<e.

*

Par l'absurde : supposons qu'il existe eER+ tel que pour tout segment
[¢,Rlc[a,b] vérifiant 0 <B on ait un t€ [a,B] tel que f(t)>>e.

Alors 3 toute subdivision o= (ti)0<i<n on peut associer un pointage
(gi)l<i<n tel que :
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ViENn giE[ti_l,ti] et £(g,)>e.

Il en résulte que pour toute subdivision ¢ il existe un pointage ¢ tel
que la somme de Riemann correspondante vérifie :
S(f,0,£) >e(b-a)
b
£, s

a
b) Montrons que l'on peut construire par récurrence une suite [a ,B ]
q n’ " n

ce qui contredit manifestement la nullité de J

de segments emboités tels que :

vnEN aSan<a <g +1<Bn<b et: Vte[an,sn] f(t) <1/(n+l)

n+l n

— Par application de a) on peut trouver a<ag <By<b tel que :
Vt€ [ag,Bg] £(t) <1
— Supposons alors [« ,Bn] construit. On remarque que a) s'applique & la

8 b
restriction de f 3 [an,Bn] (O<J nf<‘[ f=0). D'oll 1l'existence de
@

a 0O
[an+1’8n+1]' n

® Soit alors c€ ré?\l [un,Bn], dont 1l'existence est assurée par l'exis-
tence de lim un<1im Bn. On constate : 0<f(c)<1/(n+l) pour tout n€N.
D'ol f(c) =0.
b ® Finalement, si f : [a,b] —R (a<b) est intégrable et positive, et si
J f =0, alors f s'annule en un point du segment [a,b].
& Mais ceci s'applique aussi 3 la restriction de f 34 tout segment de R

inclus dans [a,b]. On en dé&duit bien le ré&sultat annoncé. 0

Soit (a,b,a,B) €R*, a<b. On note E 1'ensemble des applications
continiiment dérivables de R dans R prenant les valeurs o et B aux points a et

b respectivement, et ¢ l'application de E dans R :
b
o : fr—»J (£2(t) +£'2(t))at
a

1° Montrer que la partie ¢(E) de R n'est pas majorée.
2° Montrer que $(E) admet une borne inférieure, et que celle-ci est at-
teinte pour un unique &lément de E, qui est solution de 1'équation différen-

tielle y" -y =0.

Pour tout fEE, f2+f'2 est continue, et donc intégrable sur [a,b] ; d'od

1'existence de &.
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1° Choisissons arbitrairement des réels a' et b' tels que a<a'<b'<b.
Pour \¢ {a,B}, soit fA :R—R, telle que f)‘(t) désigne :
o—A IRV B=2 EREY)
)\“(a—a')2(t a')%, A, ou A+ (b—b‘)z(t b")
suivant que t appartient 2 [a,a'], [a',b'], ou [b',b] . (Le lecteur vérifiera

que f)‘ appartient 34 E et que la représentation graphique de f)‘ est formée

d'un segment de droite et de deux arcs de paraboles). Nous avons
bl
Q(f)‘)>J A2dt =22(b'-a"). m]
al

2° Les solutions de y" -y =0 sont les fonctions ti—Ae® +Be . Une seule

d'entre elles, que nous notons g, appartient i E. Elle correspond i :

A= ae_b = Be_e1 B= aeb - Bea
a-b —a+b’ -a+b a-b °
e -e e -e

Pour toute fE€E, nous constatons, en notant f =g +u, que &(f) ~o(g) est

la somme des intégrales sur [a,b] des fonctioms :
u? +U'2, 2(g||u+g|u|), 2(g-g")u.

La troisiéme intégrale est nulle & cause de g" =g. La seconde s'écrit

Z(g'(b)u(b) —g'(a)u(a)), et elle est, elle aussi, nulle. Il reste :
b
e(f) - o(g) =J (u2(t) +u'2(r))dt.
a

Comme u est continue, on a ®(f)>&(g) si f#g.

Soit £ : [0,1] —R une application continue. Etudier la suite
de terme généra% :

1 = J n2 (tn_tn+1
n 0

Yf(t)de.

a) Supposons d'abord f£(1) =0. Notons : M= sup |f(t)
* ’
Soit e€R_. La continuité de f permet de lui associer o€ 10,1[ tel que:

vt€[a,1] |f(r)|<e/2.

n+l

En remarquant que, pour tous n€N et t€[0,1], th-t >0, nous pouvons

écrire :
1

Q
x| <MJ0n2(c“—t“”)dc + (e/z)J n2 (t"-t
o

DHlyge,
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+ . .
En remarquant que : t°-t" T< Py pour tout t€ [0,a], il vient :
a
+ +
J nz(t:n—tn 1)dt<n2an 1.
De plus 1nz(t:n tn+1)dt< 1nz(tn tnﬂ)dt n? <1
us : - < - = e <
P Ja o (o+1) (0+2)
5 N+
et donc : Vn€N IInl <MnZa" 1+e/2. Or : lim (nzanﬂ) =0.
00
D'oll 1'existence de NEN tel que : Vn>N lIn|<s, et limIn=0.
n-t+oo

b) Dans le cas général, écrivons In=J +Kn, avec

= n_ n+] - ) - n_, n+l
Jn-Jonz(t -t ) (E(e)-£(D))de 5 K f(])Jonz(t t" )dt.

Lo - ' . _ n
Nous constatons : 11mJn 0 (d'aprés a)), et Kn -———-———-(n+1)(n+2)f(l).
n->+oo
D'od : lim1_=£(1). =]
N>+ n

On donne deux réels a et b (a<b), un espace de Banach E, et
deux applications f : [a,b] —R intégrable, g : R—E localement intégrable et

bornée. On note M un majorant de ligll sur R. Enfin on suppose qu'il existe

LE€E vérifiant :

[t 1t
£= lim —J g= lim —J g
>4 0 t—)—mto

b
1° Vérifier : lim J g(nt)dt = (b-a)t.

N ab b
2° Démontrer : lim J f(t)g(nt)dt=2J £.
n*reo Jg a

3° Appliquer ce qui précéde au cas ofi 1'on suppose g : R—E localement
intégrable et T-périodique (T>0).

. « a ,(ra , (na
1° Soit a€R ; g(nt:)dt=;0 g=—| g.

a
D'ol : 1imJ g(nt)dt =al.
>0 0

Ce résultat est encore vrai (trivialement) si a=0, et pour tous a et b :

b b a b
J g(nt)dt=[ g(nt)dt—j g(nt)dt, et 1imJ g(nt)dt = (b-a)2.
a 0 0 nrewd 3

2° On peut toujours supposer M> O.

Si f est en escalier, le résultat se déduit immédiatement du 1°) par
linéarité.

Dans le cas général, soit sGR: (arbitraire). D'aprés les propriétés des

applications intégrables, il existe v : [a,b] —R, en escalier, telle que :
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b €
flei<s-

b
Pour tout n€N, on a "J f(t)g(nt)dt—ﬂ,J f" < A+B+C

b
oti : A= "J f(t)g(nt)dt - Jw(t)g(nt)dt"
=|” e (t)g(nt)de - 2 J of . c-| J w-5 .
On a : J |f(t)-«p(t)|llg(nt) fdt < J |f-¢| e/3
a . a
et c<uqu lo-f| <e/3.
a b b
On a vu que, comme ¢ est en escalier : lim ¢(t)g(nt)dt=2J ¢ 3 il
n>++ a

existe donc NEN, tel que, pour tout n=N, B<¢/3 et donc :

b b
M £(t)g(nt)dt - zJ £
a a

<e.

3° L'hypothése implique que g est bornée.
Pour t€R, on note 8(t) la partie entiére de t/T :

8(t)€Z, et 8(t)T<t<{l+48(t))T

On constate : lim@ (t) =+« ; 1lim g(t) =~ ;

>+ t->—00
lim 6(t)/t= lim6(t)/t=1/T
t>+xo t->—
t 6 ()T t
pour t€ER : lJ g=lJ g+lj g
tlo 0 e(t)T]
1+e(t) T
On a : J J |Igllt<M—l—
" e(:)T " T‘_l 8(t)T |t

et (en utilisant la T-périodicité de g)
1 8(t)T B(t) T
g=—""7128

t 0 t

UENS ey 1!
On en déduit : lim(ff g) = lim (?J g) = TI-J g.
£t 10 tr—wJ 0 0
I1 en résulte que g vérifie les conditions requises et que, pour tout
2
(a,b) €ER” tel que a<b :
b (T
lim | £(t)g(nt)dt = —(J )(J g) .
n>+e’ g 0
Exemples. a) Avec g : ti— eit (T=271) on retrouve le résultat classique

b b
limJ f(t)cos(nt)dt= lim J f(t)sin(nt)dt = O,
n++e’ 3 nr+e ‘3
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b b
b) Avec g= Isin tl, on trouve : lim f(t)|sin(nt)|dt-%J £.
nrew! g a

Remarque. le lecteur vérifiera que la condition requise pour g est réa-
lisée si g : R—E est localement intégrable et s'il existe LEE tel que :

2= lim g(t) = lim g(t).
t++ tr—co

Soient I un intervalle ouvert de R, a et b deux réels tels
que a<b, f: I—R une application convexe, et g : [a,b] =R une application
continue, 3 valeurs dans I,

Montrer tllueb: . b

f(b—J g(t)dt)<——J (f o g) (t)dt. )

— L'application convexe f est continue : d'ol la continuité de f ,g sur
[a,b], et 1'existence du second membre de (1).

D'autre part, du fait de la continuité de g, il existe c€ [a,b] tel que:
b
1
- aJ g(t)dt =g(c)

On a g(c)€1I ; d'oli 1'existence du premier membre de (1).
— On sait que l'application convexe f est dérivable i droite sur I, et

qu'en particulier au point g(c) €I, la droite d'appui :
y=mx+p, ot m=£}{g(c)} et p=£(gle)) -g(e).£}(g(c))
est (dans R?) "au dessous" du graphe de f, ce qui signifie que :

€1 f(x)?mx+p (2)
De (2) on déduit :

VL€ [a,b] (f,g)(t)>mg(t) +p
ce qui entraine (en intégrant sur [a,b])
b
1
- aj (f ,g)(t)dt>m (ﬁJas(t)dt)+P (3)

Le second membre de (3) est mg(c) +p, c'est-d-dire f(g(c)). m]

4.1.9] 1° Soit £:[0,1]1—R, de classe Cl, vérifiant £(0) = 0. Montrer :

1 1
2J f2<J £12 1)
0

0
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2° On suppose de plus que £(1) =0. Peut-on améliorer 1'inégalité (1) ?

x
1° £' étant continue, on peut &crire : f(x) =J f' pour tout x€ [0,1],
0

et, d'aprés 1'inégalité de Schwarz :

coa<([ )

I1 en résulte: Vx€ [0,1] fz(x)<xJ £12
1 1 0
& 2<l 12
et par intégration : | f4<—| f a
0 0

2° Reprenons le calcul du 1°

X 1/2
vx € [0,1/2] fz(x)<xJ f'2<xJ £12
[, 0 0
: 1/2 1/2 \/Jl/z \ 1J1/2
2g d 2= o£'2, 2
Jof(fo“/\of/so @

De méme, pour tout x€ [1/2,1], et compte tenu de f(1) =0 :

£2(x) =/Jlf'\2<(r]\/r f'2)

\J, / J\
1
soit : vx€ [1/2,1] fz(x)<(1-X)J £'2
1/2
1 1 1
et par intégration : f2<-8-J £12 (3)
1/2 1172
1
Compte tenu de (2) et (3) : 8J f2<J £12, ®]
0 0

Remarque. On peut montrer sous les mémes hypothé&ses que :

1 1
ﬂzj f2<J £12
0 0
Mais cette dernidre ne peut pas &tre améliorée (il y a égalité pour
f:th>sin 7t).

1° A tout (n,k) EN<Z on associe @ , défini par :
3
. (2n-K)!
n-k
2 (n-k) k!
et o k=0 si k<0 ou si k>n .
Vérifier que, pour tout (n,k)ENxZ, on a :

a si 0Sk<n

n,k

0‘n+1,k - an,k—l = (2n—k+l)an’k M

a _1= (k+l)a

et : an+1,k %k

n+l,k+l 2
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En dé&duire un "tableau triangulaire" (analogue au triangle de Pascal)
donnant les valeurs non nulles de @,  pour 0<n<6.
9
2° A toute application continue ¢ de R dans R on associe les applica-

tions P(v) et T(p) de R dans R respectivement définies par :
t t
CHJ ¢(u)du et tHJ uy(u)du.
0 0
a) Montrer que l'on définit ainsi deux endomorphismes P et T de 1'es-

pace vectoriel & des applications continues de R dans R. Sont-ils injectifs ?
Sont-ils bijectifs ?

b) Ici £€& est donnée. On note : £, =f et Fy=f, ainsi que :

= = €N,
fn+1 P(fn) et Fn+1 T(Fn) pour tout n

Pour tout n€N, vérifier l'assertion :

n
_ n—%k k
(o) VtER Fn(t)—kzo(—l) Okt Eppk(®)

1° En utilisant s'il y a lieu 1'expression de Cl?fn—k’ on constate
an,kEN pour tout (n,k) € NxZ. On remarque : an,n=1 pour tout n€N .

— En distinguant k=n+l (resp. k=-1), on constate que les égalités
(1) et (2) sont vérifiées pour k>n (resp. k<0).

— En distinguant k=0, on constate que, pour 0<k<n, on a :

__(2n~k+1)!

o -a =
n+l,k "n,k-1 2n—k(n_k) 1K1

et on en déduit que (1) et (2) sont encore vérifiées.

L'égalité (1), qui donne o = (21:1+1)etn fournit les a 4 partir

n+l,0 ,0 n,0

de e 0= 1. L'égalité (2) fournit les autres termes du tableau (en particu-
s

lier : o

1= % 0) ; le lecteur vérifiera que les cinquidme et sixiéme lignes
’ ’

sont @
945 945 420 105 15 1
10 395 10 395 4 725 1 260 21¢ 21 1

2° a) Etant continiiment dérivables, P(y) et T(¢) appartiennent i &. La
linéarité de P et de T est triviale. La non surjectivité@ résulte de ce que
ImPet InT ne contiennent pas les applications continues mais non contini-
ment dérivables.

L'injectivité résulte de ce que, on a (par dérivation) :

— si yERer P, alors ¢(t) =0 pour tout t€ER ;

— 81 ¢E€Ker T, alors v(t) =0 pour tout t#0, et aussi ¢(0) =0 par conti-

nuité.
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[8 étant de dimension infinie, un &lément de L(&) peut &tre i la fois injec-
tif et non surjectif).

b) L'ssertion (Ap), qui s'écrit Fy=f,, est vraie.

Compte tenu de la nullité des Fm(O) et des fm(O), il suffit donc de véri-~

*
fier qu'étant donné n€N tel que (An—l) soit vraie, pour tout t€ER on a :
n
d mk k \!
- = N
dt(kzo( D7 okt fapei () = B F, (8 3

Le premier membre de (3) s'é&crit, grace & un changement d'indexation dans la

seconde somme qui va apparaltre :
n n-1
I 0™ ka e (© - § D" Fes1)a

f
k=0 K Zn-k-1 k=0

et, gridce 3 (2), 3 a

K
n,k+l & f2p-g1(®)

et 3 0 :

n,n=an—1,n—1 an—l,—1=

n-1
n-k k-1 n-1 \
t(kzl(‘” %-1,k-1 5 fonoe1® * gt (0

En effectuant un changement d'indexation et en tenant compte de (An—l)’

on reconnait t Fn—l (t).

4.1.11 On reprend les notations de 1l'exercice précédent, dans le cas
oi f est la fonction sinus.

1° Vérifier que, pour tout n€N, 1'application Fn est donnée par :

vVtER Fn(t) = Pn(t)sin t - Qn(t)cos t (69
ol Pn et Qn sont des polyndmes dont on explicitera les coefficients en fone-
tion des LY introduits dans 1'exercice précédent.
3
Pour tout n€N, vérifier les &galités de polyndmes :
' = . 0! - =
Pael +Qn+1 XI’n ’ Qn+1 Pn+1 XQn 2

2° On définit les applications Gn’ n€N, par :
€ =
YtER Gn(t) Pn(t)cos t+ Qn(t)sint .
B € ! = .
Montrer : VEER Gn+1(t) th(t) 3)

3° Dans cette question, t€ ]-n/2,n/2[ est donné&. Vérifier :

ef201
€ € >
vneN, an(t)l 1.3 .. (2n+l) et Gn+1(t) an+1,0 )
F_(t) Q (®)
En déduire : 1lim E——(t—)=0 et lim P—(t)‘ =tgt.
ne n+e
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i+l

1° Ici, pour tout i€N, fZi— (—l)isin et f (-1) cos sont des

2141
fonctions polynomiales. En utilisant l'assertion (An) de 1'exercice précédent,

on constate que, pour tout n€N, il existe des polyndmes Pn, Qn’ Rn tels que:

VtER Fn(t) = Pn(t)sin t- Qn(t)cos t+ Rn(t)

On a : Pn(t) = ogién/z(—l)i un,Zi t21= cxn’o - un,2 t2 + .
et : Q (0 Kié‘_‘;_l_(—l)i o 2141 Q214 R £
De la nullité de tl—»F"Hl(t) —tFn(t), on déduit :
VtER Un(t)sint— Vn(t)cost+ Wn(t)=0 (5)
ot : Un - I’r'1+1 * Qn+1 - XPn ; vn T Q1'1+1 - Pn+1 - XQn
et : Wn = Rr'1+1 - XRn'

En faisant t=kn, k€Z, dans (5), on constate que les polyndmes
—Vn+wn et Vn«i-Wn ont une infinité de z&ros, et donc qu'ils sont nuls, ce
qui entraine la nullité de Vn et de Wn ; de la m@me fagon on prouve la nullité
des Un' Nous avons ainsi &tabli :

— d'une part les égalités (2) ;
L]

n+l
nullité des Rn [on utilise R =0 et Rn(O) =0 pour tout n] .

— d'autre part les &galités R =XRn qui fournissent par récurrence la

2° La relation (3) se déduit simplement de (2).

3° Pour tout n€N, les applications F et G sont respectivement impaire
et paire ; il suffit donc de raisonner pour t=>0.
La premiére inégalité (4), d'ailleurs valable pour tout tE€R, s'établit

pour t>0 en raisonnant par récurrence i partir de :
|Fo(t)| = |sint| <t pour tout t=0.

La seconde in&galité (4) s'établit pour t€ [0,w/2], par récurrence : on cons-

tate que les o sont strictement positifs et que Gy : th>cost est positive

0
H]
sur [0,7/2] ; on en dé&duit, grice i (3), que, pour n>1, les Gn sont crois-

santes et positives sur [0,11/2]l,t|2m_1

1.3 .. (2n+1)
converge d'apré&s la régle de d'Alembert, on a :

— Comme, pour t donné, est le terme général d'une série qui

|t|2n+1
in ————— = . Aol - _
1 1.3 .. (2n+1) 0; d'od : lim F_(t)=0. (5)
-+ b
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Pour t€ ]J-n/2,w/2[, (4) et (5) entraiment : 1lim Fn(t)/Gn(t)=0.
n>+o
Qn(t) - Fn(t)/Gn(t) .cost + sint

Pn(t) = Fn(t)/Gn(t).sint+cost *

Reste 3 écrire :

4,1.12 Soient f et g deux applications continues d'un intervalle
réel [a,b] dans R, a<b. On suppose que f est décroissante et que g prend ses

valeurs dans [0,1]. Vérifier :
b b a+c
J f(t)dt<[ f(t)g(t)dt<J f(t)dt
b-c a a

oli ¢ désigne 1'intégrale de g sur [a,b].

X
On dispose de l'application continfiment dérivable ¢ :xl—»J g(t)dt de

[a,b] dans R ; pour tout x€ [a,b], on a : a

0<yp(x)<x-a, i.e. : a<a+y(x)<x. 1)

On en déduit l'existence et la dérivabilité de F : [a,b] — R telle que :

a+p (x) X
F(x) =J f(t)dt—J f(t)g(t)dt.
a a
ona: F'(x)=gx[flawx))-£x)].

Comme f est décroissante, on déduit de (1)
f[a'kp(x)) - f(x)=>0.

D'oli F'20 ; F est croissante, et, comme F(a) =0, on a : FZ0. En d'autres
termes :

a+y (x)
J f(t)dat

X
Vx € [a,b] J f(t)g(t)dt <

a a

~ On montre de méme :

b b

Vx € [a,b] J f(t)dt<J f(t)g(t)dt,
b-¢(x) x

b
oll y est 1'application xl—»J g(t)dt. O
x

4.1.13 [ On donne c€ R+. Soient u et v deux applications continues et

positives de R+ dans R vérifiant :
X
\fxER+ u(x)<c+J u(t)v(t)dt (1)
0

x
Montrer : Vx€ R+ u(x) <c exp(J v(t)dt) (2)
0
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® Soit €>0 fixé. Associons-lui 1l'application w: R+~»R telle que :
X
w(x) = (c+e) +J u(t)v(t)dt
0

Elle admet uv pour dérivée et est donc de classe cl. Compte tenu de u>0 et

v>0, elle est 3 valeurs supérieures i c+e, et donc strictement positive -

On a :
w'(t) _ u(t)
VEER, WD)~ wio) Lv(t) Sv(t)
et donc :
X .1
vx€R y——(t—)—dt<rv(t)dt
+ }y w() 0

i.e. : Vx € R+ w(x) <w(0) exp(ﬁjv(t)dt)
Compte tenu de u<w et de w(0) =c+e, on obtient :
wx € R+ u(x) < (c+e) exp(r;v(t)dt) 3)
® Comme (3) est vrai pour tout €€ R:, un passage 3 la limite fournit (2).

Remarques. a) L'introduction de e n'est utile que si c=0.

b) Dans le cas ¢ =0, 1l'exercice montre que 1l'unique application u conti-
nue et positive de R+ dans R vérifiant :

X
vx € R+ u(x)<J u(t)dt
4]

est 1l'application nulle (utiliser v(t) =1 pour tout t€ R+).

4.1.14] soit f:[a,b]—R, a<b, une application de classe C2 telle
que f" admette un minorant m strictement positif. On note :
b
¢ (t) = exp(1£(t)) ; I=J e (t)dt

_ a
Vérifier : |I|<4+/3/m. (1)

La seule continuité de f garantit 1l'existence de I et fournit la majo-
ration : |I|<b—a (2)
qui est plus fine que (1) si b-a<4+/3/m.

Notons que f' est strictement croissante.

ler Cas : £'(a) 20. Pour tout c€ ]Ja,b], nous avons, par 1'inégalité des

accroissements finis appliquée a f' sur [a,c] :

£'(c)=£'(a) + (c-a)m>m(c-a) (3)
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Ecrivons I =J(c) +K(c), ol J(c) et K(c) sont les intégrales de ¢ sur [a,c]
et [c,b] respectivement. Nous avons : |J(c)[<c-a.

Compte tenu de (3) et de la croissance de f', nous avons f£'(t) >0 pour
tout t€ [c,b] ; les fonctions 1/f' et ¢ sont de classe C! sur [c,b], ce

qui autorise 3 intégrer par parties 3 partir de :
b
K(e) = —i| +r— [ip(D)E' (1)) de
e f'(t)

D'od :  K(c)= i(-‘g—.(-%)c-) -%,%) - iH(c)

avec : b
H(c) =J 0 (t) %%dt.
[
On en déduit : IK(c)l <—f-r%T)+ |H(c)|.
Or : [H(e) | < bf"(t) de= ot 1 < 1
: cf"(t) f'(c) £ () £ (o)
Retenons : Vc € Ja,b] || € (c-a) + (4)

m(c-a)
* —
L'application ubl>u+3/(mu) de R, dans R admet 2.43/m pour minimum,
atteint pour u=+3/m. Si b-a>2/3/m, on en déduit, en faisant c =a +v3/m

dans (4), la majoration :
|1] <2v3/m (5)
qui est plus finie que (1) et que (2).
Si b—a<2\/3/_1m (5) est encore valable, mais moins fine que (2).

2éme Cas : f'(a) <f'(b) <0. Le changement de variable t=a+b-u conduiti:

b b
I=J exp(if(a+b-u))du=J exp[ig(t))dt
a a

ol g(t) =f(at+b-t). On calcule, pour tout t€ [a,b]

g'(t) = —f'(atb-t) ; g"(t) =f"(a+b-t).
On constate que m est minorant de g" sur [a,b], et que g'(a) = -£'(b)>0.
On peut donc appliquer 3 g 1'étude faite ci-dessus. D'ol : |I| <23/m.

38me Cas : £'(a) <0<f'(b). Il existe d€ ]a,b[ tel que £'(d) =0.
D'aprés l'étude des deux premiers cas, les intégrales de ¢ sur [a,d] et [d,c]

ont chacune un module inférieur & 2.v3/m. D'od : |I|<&/3/m. O
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n

. * P . k

4.1.15 Dans tout l'exercice, r€ R+ est donné. Soit P=zhr> Z a z
k=0

unr application polynSmiale de C dans C. On note :
M(r) = sup |P(2)].
|2|=r 1 (2" ie., i6. -
1° Pour tout p€ {0, ..,n}, on pose : Ip=ﬂ o P(re )(re ) Pas.
Comparer a_ et I_, et en déduire : |a I<M(r)/rp. (1)
2° On suppose qu'il existe m€ {0, ..,n} tel que : Iaml =M(r)/c".

P m
Montrer que P se réduit & : zr—»amz .

n 27 .
1°1 =5 ar*Py ,ond =I Lk P)Bgq
P y=0 27 'k k,p k,p 0
On constate : J =4 .2r. D'oli : a =1 .
k,p k,p P P
On en dé&duit : 2
L ie -
2n|ap|<r pj |P(re ") |de<2m r PM(r) o
0

27 . .
2° Ecrivons : 2mrP ap=[o P(rele)e 11Jedﬁ et appliquons 1'inégalité de

Schwarz aux deux fonctions complexes 6I—->P(rele) et el——relpe. Il vient :

2% io 2w
(21n:p|ap|)2 <(J |P(ret )]%e)(] de)<41r2 M(n))2. (2)
0 0

ce qui constitue d'ailleurs une autre démonstration de (1).

Mais pour p=m, (2) devient une &galité. On peut alors en déduire que,
les fonctions complexes considérées é&tant continues, elles sont proportion-—
nelles, ce qui s'écrit :

€C VveE[0,27] P(rele) =aelme.
a m ~ . e s
P(X) ——mX est un polyndme de C[X] qui admet une infinité de z&ros (tous
r
les nombres complexes de module r) ; il s'agit du polyndme nul ; on a

ak=0 pour tout k#m, et am=0./rm. O

4.1.16 ] L'application £ : R—R définie par :
%
£(0) =0 ; f(x) =I sin—lt-dt: pour x¥0
[

est—elle dérivable ? continiiment dérivable ?

— Pour tout x>0, la fonction t—sin t~l (qui n'est pas réglée) est

bornée et localement intégrable sur 10,x[ ; d'aprés le cours elle est intégra-

ble sur [0,x] ; de méme, pour x<O, elle est intégrable sur [x,0]. Il en ré-

sulte que f est dé&finie sur R ; elle est continue.
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— Pour tout x#0, on dispose de f'(x) =sin x71,
— Pour savoir s'il existe f'(0), étudions x¥+—f(x)/x, au voisinage de O.
Comme f est manifestement paire, nous pouvons commencer par considérer x>0.

Soit alors e tel que 0<g<x. Par intégration par parties :
X 1 1.X X 1
$ =[¢2
sin—dt = =] - —dt.
J tdt: [t2cos t]e I 2tcostdt
€ €
Par passage 3 la limite avec x>0 fixe et € tendant vers O :
f(x) ¥

1 1
= X COS——— 2tcosldt
X X X 0 t

En utilisantx:

X
2tcosltdt.< J 2t dt = x2, il vient :
1] 1]

lim m=O, et, par parité : lim —f—(3‘l=0, i.e. f£'(0)=0,
%0,100 ¥ x+0,3%0 ¥
Comme lim sin x~! n'existe pas, f est dérivable, mais non continfiment dérivable
x>0
sur R.

4.1.17 | Déterminer l'ensemble A des A€R tels que :

X
lim fx(x) =0, oil f}‘(x) =x )‘J sin—:_:dt
x-+0,x>0 0

— D'aprés 1'exercice précédent, on constate que, pour tout AER, la fonc-

. .. 'S
tion f, est définie sur R, .
A A=A

— De f)‘,(x) =x f)‘(x) on déduit que, pour tout A€A, on a : ]—=,A]cA

— D'aprés 1'exercice précédent, pour tous AER et x>0 :

X
f)‘(x)=x2 Acos%—Zx )‘I(x) 3 I(x) =J tcos-l—dt.
0

— Pour € tel que 0<e <x, une intégration par parties donne :

€
Par passage 3 la limite avec x>0 fixe et € tendant vers O :

X i ; 1.X X ) )
— = [~ in— + in— .
I tcostdt [-t3 sin t]s I 3t s1ntdt
€

X
I(x) = - x3 sinl+J 3t? sinldt .
xx 0 t
D'od : | T(x) | <x3+J 3t2dr <2%3,
0 2-1 Y
ler Cas : A<2, On a lim x cos 1/x=0, et lim x " I{x)= 0.
x-0,%x>0 x-+0,x>0
D'oll : XEA.

28me Cas : A=2. On a encore lim x_A I(x) = 0, mais 1ci la fonction
x»0,x>0
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2~ i . . .
x1—x A cos 1/x n'admet pas de limite 3 droite en O.

D'oill : 2¢A.

38me Cas : A>2, On constate (cf. remarque initiale) que A€ A serait en

contradiction avec 2€ A.

En conclusion : A=]1-=,2[.

4.1.18] 1° Ensemble de définition I et variation de la fonction
/2
f :xHI (sin t)xdt.
0
2° Pour tout x€ I, trouver une relation entre f(x) et f(x+2) ; calculer

f(n), nEN.
3° Montrer que la fonction g : xt (x+1)f(x)f(x+1) est constante sur I.

En déduire que f(x) est infiniment petit avec 1/x et en donmner un équivalent.

1° Soit 0 1'application continue ti— sin’t de Jo,n/2] dans R. Pour
x>0, elle se prolonge par continuité au point 0, et f(x) existe.

Pour x<0, on constate que ¢, est équivalente, au voisinage de O, 3
ti—t* : on en déduit I =]-1,+[,

® Pour (x,x') tel que -1<x<x', ona : Vt€]o,n/2[ cpx(t) >~px,(t)>0.

On en déduit que f : I—R est strictement décroissante, i valeurs stric-

tement positives.

2° Les f(n), n€EN, sont les int&grales de Wallis. Il s'agit ici d'éten~

dre certaines de leurs propriétés. Pour x€ I donné écrivons :

-1 /2 x+1
f(x+2) - £(x) 5 J cost d(sin t)
0

D'oli (par parties) : f(x+2) - f(x) = - f(x+2)/(x+1)
et donc : f(x+2) = (x+1)f(x)/(x+2).
A partir de £(0) =n/2 et £(1) =1, on en déduit les intégrales de Wallis.

3° On constate que g est définie sur I, que g(0) =7/2 et que, pour tout
Xx€1I,
g(x+1) = g(x) = £ (x+1) (x+2) £ (x+2) = (x+1)£(x))

est nul d'aprés le 2°, ce qui entrafne :

V(x,n) €IxN g(x+n) =g(x) ; en particulier : Vn€EN g(n)=w/2.




133

Pour montrer que g est constante sur I, il suffit donc de vérifier :
vx€]0,1l  g(x)= /2

— Soit x€]0,1[. Pour tout n€N, g(x), qui est aussi g(x+n), vérifie

(du fait de la décroissance de f) :

(x+n+1)f(n+1) f (n+2) < g(x) < (x+n+1)f(n)f (n+1)

De g(n) =n/2 on déduit : f(n)f(n+l) =# %— On a donc :
x+n+l 7 x+n+l 7
VneN n+2 —2-<g(x)< n+l 2
ce qul exige g(x) =% (faire tendre n vers +4w). 0

® De f(x)f(x+1) =T(:+—1) , on déduit, pour tout x€1I :

(f(x+1))2<5-(::—+1-)<(f(x))2, et donc :

D'oill : f(x) ~ V/1/2x au voisinage de +=,

L]
ey < (F00)% <35 -

T
4.1.19 | Montrer que la fonction f :xl—)J cos(x sin t)dt admet un et
0

un seul zéro sur [0,n].

La fonction f est visiblement définie sur R, et £(0) =7.

a) Montrons que f est strictement décroissante sur [0,7]. Sans dériver,

nous constatons que si 0<x'<x"<m, alors, pour tout t€ ]JO,n[ :
O0€x'sint <x"sint< 1n

et done f(x')>£f(x"). O

(On retrouverait que f est décroissante sur [0,7] en utilisant

TI'
£1(x) =J -sint.sin(x sin t)dt <0 pour tout x€ [O,Tr])
0

b) Nous constatons £(n/2) >0 (intégrale sur [0,7] d'une fonction con-
tinue, positive et non nulle). Reste a vérifier f(w) <0, ce qui permettra

d'affirmer que £ a un unique 2éro a€[0,n], avec méme o€ ln/2,n[.

c) La fonction ¢ : tr—>cos(m sint) vérifiant ¢ (r-t) =9 (t) pour tout t,
/2
nous avons : f(n) =2 ¢ (t)dt.

0 . . -
¢ est décroissante sur [0,7/2], et ¢(7/6) =0. Soient I; et I, les intégrales
de ¢ sur [0,n/6] et sur [n/6,n/2].
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— Sur ]0,7/6] ¢v(t) est majorée strictement par ! ; d'ol I; <m/6.

—De : 9" (t) = -~ 12 cos?

t .cos(msint) +Tsint.sin(mTsint)
on déduit : ¢"(t)>0 pour tout t€[7/6,71/2]. La fonction ¢ est donc convexe
sur [7/6,7/2], ce qui entralne que I, est majorée par 1'intégrale sur

[7/6,7/2] de la fonction affine ¥ telle que :
Y(n/6) = ¢(n/6) =0, et P(n/2) =¢(1/2) = -1,

En utilisant 1l'aire du triamgle : Ip<-1/2.(%/2-7/6) = -T7/6.
En conclusion : £(m) =2(Il+12) <0. [m]

4.1.20 Soient deux applications f : R—R continue, et ¢ : [a,b] — R,
a<b, de classe ct. b

Etudier la dérivabilité de F : x HJ f(x+t)y (t)dt
a

L'application (t,x)1—>f(x+t)e(t) de [a,b]*R dans R est continue ; si f
est non seulement continue mais Cl, elle admet une dérivée partielle par rap-
port & x, qui est continue. D'aprés 1'étude de la dérivation d'une intégrale
dépendant d'un paramétre, F est continue ; elle est de classe C! si f est C!

et, dans ce cas, pour tout x€R :

b
F'(x)=J £' (x+t)e (t)dt e))
a
ce qui s'écrit, par une intégration par parties :
b
F'(x) = £ (x+b)y (b) - f(x+a)v (a) -J f(x+t)e' (t)dt (2)
a

— Si f n'est que continue, (1) n'a pas de sens. Montrons que F n'en est
pas moins de classe c! sur R, et que (2) est valable ; il suffit pour cela d'é-
crire, par un changement de variable :
x+b
F:xp> J f(t)y (t~-x)dt
x+a
et d'appliquer un résultat classique (cf. par exemple notre cours, III.8.1.8).

4.1.21 Soit ¢ : [a,b] =R, a<b, une application continue.

b
Etudier la dérivabilité de F :xHJ Jt-x e (t)dt.
a

Soit ¢ une primitive, arbitrairement choisie, de ¢ sur [a,b].
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(b rb
— Pour x2b : F(x) =xJ np(t)dt—J ty (t)dt.
a a
F est donc de classe C! sur [b,+e[, et :

F'(x) =0(b) - ¢(a) si x>b ; Fé(b) =¢(b) -d(a).
— On montre de méme que F est de classe C! sur ]-=,a] et que :

F'(x)=0(a) -d(b) si x<a ; Fé(a) =¢(a) -¢(b).

— Pour x€ [a,b], on écrit Fix) sous la forme :

b3 b3 b b
x[ ip(t)dt—J t:\o(t)dt-xJ ¢(t)dt+J ty (t)dt
a a x x
On en déduit que F est de classe C! sur [a,b] et que :
X b
F'(x) =f cp(t)dt—I e (t)dt =20(x) - ¢(a) —o(b) si a<x<b ;
a X

F('i(a) =¢(a) - o(b) =Fé(a) H Fé(b) =¢(b) - &(a) =Fc'i(b)'

Finalement F est continliment dérivable sur R.

Remarque. F est en fait de classe €2 sur R\{a,b}, et méme sur R lorsque
v(a) =¢(b) =0.

4.1,22 1° Soient I et J deux intervalles de R, a un point de I,
x+>¢(x) une application dérivable de J dans I, (t,x)hH>f(t,x) une applica-

tion continue de IxJ dans R, telle que f}'{ soit définie et continue sur IxJ.
(x)
Montrer que F : xl-—»J“J f(t,x)dt est dérivable en tout x€J.
a

2° Utiliser une dérivation pour exprimer sans symbole d'intégration :

2.4
F<x>=f Log(l+xt) 4
0

1+t

1° 11 est aisé de vérifier que F est dé&finie sur J. Donnons-nous

xg€J. Pour tout h#0 tel que xy+h€J, nous pouvens é&crire :

(Fxg+h) =F(x))/h =1, (h) +r,(h),

(xo+h) (x0) -
ol : r) (h) =%r( ) f(t,xg+h)dt ; ra(h) =r f(t,x0+hh) £(t,%0) g¢,
[A 6.4} a

— La formule de la moyenne nous apprend qu'il existe au moins un 6(h)

compris entre \p(xo) et ¢ (xy+h) tel que :
r1 (h) -_-“’_(?S.o%fl’inl f(e(h) ,xo+h) .
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Compte-tenu de la dérivabilité de v et de la continuité de f on en

déduit : 1lim r; (h) =¢' (xo).f(w(xo).xo) .
h~»0

b
L'étude de la dérivation de XHJ f(t,x)dt montre :
(x0) a
lim ry(h) =Jw f;{(t,xo)dt.
h~»0 a
En conclusion, F est dérivable en tout point x€J et

(x)
F'(x) =¢' (x).£{p (x),x) + r £ (t,x)dt.

a

2° On constate que la fonction F considérée est définie sur R (en effet
on a 1 +xt>1 pour tout X et tout t compris entre O et x). En utilisant le

1° (avec v (x) =x], on constate que F est dérivable sur R et on calcule :

x
' =Log(1+x2) 1 t4x X )
F'(x) 1+x2 * 0 T+x% \ 1+t 1+xt, de
' ' _1 Log(1+x2) X
D'oll : F'(x) =3 e + T2 Are tgx

Comme visiblement F(0) =0, on en déduit, sans nouveau calcul :

F(x) = 1/2.Arc tg x.Log (1+x2).

* On se propose de montrer, sans utiliser la théorie de
1'intégrale de Riemann, que toute application continue d'un intervalle com~
pact de R, I=[a,b], a<b, dans R admet des primitives sur I.

On note A 1'ensemble des applications continues et affines par morceaux
de I dans R.
1° Soit g€A. Montrer que g admet des primitives sur I.
2° Soit f une application continue de I dans R. Montrer que pour tout
sER: il existe g€A telle que :
veeI  |£(t)-g(t)]|<e
3° Seit f une application continue de I dans R.

a) Montrer qu'il existe une suite croissante (gn) 'éléments de A

d
oEeN
qui converge uniformément vers f sur I.

b) On note Gn la primitive de g, sur I qui prend la valeur O au point a

(cf. 1°). Montrer que la suite (Gn) est croissante et converge sur I vers

EN
une fonction que l'on notera F.

c) Montrer que F est une primitive de f sur I.
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1° Par définition, g est représentée dans R? par une ligne polygonale

dont on désigne les sommets par (ai,ci), i€ {0, ..,p}, avec a, =a, ap=b
et ai>ai—l pour tout J.GNp (Np={l, v sPp}) -

Pour tout i€ Np’ la restriction 0. de g a [ai—l’ai] s'écrit :

C. —¢C.

; u, =——i—dcl (1)

+c.
) i-1 i1 a.-a

tl—yu. (t-a.
I"1( al—]

‘Par récurrence, nous pouvons associer 3 tout i€ Np la primitive Qi de

v, sur [ai—l’ai] qui prend en a,_ la valeur 0 si i=1, et la valeur

1
¢, _,(a; ;) si i>1, & savoir :
tl—»%ul (t-ao)2+co(t—ao) s 1i=1

1 - 2 -
trgug (tmag )% +e; (e-a

L'application G : I—R dont la restriction a [ai—l’ai] est d>]._ pour tout

Y+e, (a._ ) ;3 i>1.

i-1 i-1'"i-1
i€ Np admet g(t) pour dérivée en tout t€1 : c'est trivial em tout point
autre qu'un a;, i€{1,..,p~1} ; en 1'un de ces a;, G admet une dérivée 2
droi . .)=c. érivée 3 .(a.)=p.(a.-a. ,) +c.

roite ¢1+1(al) c;, une dérivée i gauche \al(al) ul(al a:.-l) ¢y et ces
dérivées sont égales d'aprés (1). Plus précisément, G est la primitive de g

sur I qui prend la valeur O en a. O

2° La continuité de f sur l'intervalle compact I &tant uniforme, 3

* *
tout s€R+ on peut associer n€R_ tel que :
V(t,e')EI2  (|e-t'| <n) = (|£(0)-£(t")| <e/2) (2)
. coe s _ '
Soit (ai)0<i<p une subdivision de I dont le pas, max(ai ai—l) n'excéde pas n.
Soit gE€A représentée dans R? par la ligne polygonale dont les sommets

consécutifs sont les (ai,f(ai)], 0<1<p. Pour tout t€I, il existe J'.ENp

tel que t€ [ai—l’ai]' En utilisant f(ai) =g(ai), on a :
|£Ce)-g ()| < E()-£(a) | + |g(a;)-g(e) |

(2) fournit : If(t)—f(ai)|<e/2. D'autre part :
lg(a)-e(t) | <lgla)-gla, | = |f(a)-f(a; |

et, d'aprés (2) : |g(a;)-g(t)|<e/2.
En conclusion : Vt€I |f(t)-g(t)|<e. m|

3° a) D'aprés le 2°, 3 tout n€ N on peut associer hnEA vérifiant (avec

un abus de notation évident) :

£f- 3'“<hn<f +3 0
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On dispose de gnEA définie par : gn=hn—2.3_n.
On a : £-37 1 <gn<f—3—n. On en déduit :

-n+
nl<

vneEN f£-3 8 <g_, <f 3)

n

ce qui montre que la suite (g_) répond 3 la question.

b) Pour tout n€N, l'application G -Gn de I dans R a pour dérivée

n+l
Bt —gn>0 et prend la valeur O en a ; elle est donc positive. La suite
(Gn)rEN est ainsi croissante.

Soit t€1I. Pour tout n€N, compte tenu de Gn(a) =0 la formule des accrois-

sements finis dit qu'il existe ene [a,t] tel que :
= (t- < (- < (t-
G (t) = (t-a)g (8 ) < (t a)f(e ) < (t-a)k

ol K désigne sup f£(x).
x€1
Ainsi, pour tout t€1I, la suite (Gn(t)]nEN est croissante et majorée ;

elle admet donc une limite que 1'on peut noter F(t). ]

c¢) Soit x€I. Pour tout t€ I\ {x}, nous avons :
F(t) - F(x) G_(t) -G _(x)
—_ = 1im _n 0o @ (4)

t-x 4o t-x

Notons M(t) et m(t) [resp. Mn(t) et mn(t)] les bornes de la fonction
continue f [resp. gn] sur 1'intervalle compact d'extr@mités x et t. D'aprés
(3) et 1'inégalité des accroissements finis :

Gn(t) —Gn(x)

t—-x

-n+1

m(t) -3 <m_(t) < <M_ () <M(t) (5)

Pour t fix&, on obtient en faisant tendre n vers +» dans (5), et en
tenant compte de (4) :

)-F

(x)
L= <m(e)

VtEIN {x} m(t) <E
En utilisant : lim m(t) =1lim M(t) =f(x), on en déduit que F admet f(x) pour
tx t>x
dérivée au point x€1I, O
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L
4.2. CALCUL DE PRIMITIVES ET D'INTEGRALES

B
Calculer J (t-a)" (t-8)"dt, od (a,8) €R? et nEN .

o

B
Nous allons calculer 1p q=J (t-)P(t-8)Ydt, avec (p,q) ENZ.
’
a
Nous obtenons par une intégration par parties :

] _.\p-1 q+l
VpEN Vq €N Ipq q+lJ (t-a) (t-B) dt

- - - ~ - *
(le terme "tout int&gré" est nul grice & pEN ).

D'oil, par une récurrence immédiate :

P p:q?
- 1
p q = DR (p+q)' 0,p+q
Or I se calcule facilement. Il vient :
0,p+q
plq! _gyPratl
L o= (D% B 8-a)

. . . _ (n!)2 2n+1
et en particulier : In,n_( 1) TN (B-a)

Remarque. Le lecteur constatera, 3 titre de vérification, que Ip q est
3

bien du signe de (—l)q lorsque a<RB.

4.2.2] 1° A tout (p,q)€R? tel que p>1 on associe la fonction :
%
f :xl——»J tp(l—t)th
Psq 0
Montrer qu'il existe (a,b,c) €R3 tel que :

vx € [0, 11 af NORLE: (x) = xP(1x)% (cx-q) (1)

p-1,q9-1

2° Exprimer sans symbole d'intégration :

X 5 — X
=| 3Lt = 3Lt
I(x) Jo /W dt et J(x) JOW dt

1° Pour tout (a,b, c)ER3 les fonctions afp q+b fp—l -1 et g, avec

i
g(x) =xp(1—x) (cx—q) sont définies et dérivables au moins sur [0,1[. Elles
prennent la méme valeur au point 0. Il en résulte qu'elles colncident sur

[0,1] si, et seulement si elles ont la méme dérivée en tout point de [0,1[.
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Aprés dérivation de af +bf -g et mise en facteur de
p-1 -1 P4 p-1,q-1]
X (l--x)q , on constate que cette condition s'écrit : le polyndme

(a-c(1+p+q) )X (1-X) + q(c~p-q)X +b + pq

prend la valeur 0 en tout point de ]0,1[, i.e. est le polyndme nul.
Comme (1,x,x(1-x)] est une base de l'espace vectoriel des polyndmes

dont le degré n'excéde pas 2, cette condition s'&crit aussi :

(b= -pq) A (q(c—p-q) =O) A (a =c(l+p+q)]
et encore :
—siq=0: (b=0) A (a=c(1+p))
~si q#0 : (b= -pg) A (c=p+q) A {a=(p+q) (1+p+q))

2° Les fonctions I et J sont définies sur l}-e,1[.

a) On a: I=fp_1 a1 avec p=8/3 et q= -8/3. On constate que (1)
1]
s'applique avec (a,b,c) = (0,64/9,0), et s'étend méme a4 tout x€ ]-=,1[. D'od ;
3 x 8/3
VX € ]-w, 1[ I(x)=8—) .

1-x

b) On a : J=fp_1 q-1 avec p=4/3 et q= —%. Ici (a,b,c) =(0,28/9,-1) et

VRE 1o, 1] J(x) =3/28.(-3x+7).x*3. (1-x) "7 /3.

] 4.2.3] Condition sur (a,b,c,d) €R* pour que les primitives de

. (t-a) (t=b)
Lt R0 (t-a)2

soient des fonctions rationnelles.

L'ensemble de définition de £ est R\ {c,d} ; les primitives de f sont
définies sur tout intervalle ne contenant ni ¢ ni d.

— On constate que la condition est remplie pour (a,b,c) quelconque et
d=c.

— Supposons maintenant c#d. Il s'agit d'écrire qu'il existe (a,B)€R?

tel que :

(t-a) (t=b) . a B
VEER\ {e,d} O TemD? T (o2 taE-a2 M

(cf. décomposition d'une fraction rationnelle en &léments simples).

On constate que (1) équivaut i :

(o+B = 1) A (da+cB = (a+b)/2) A (d2a+c2B = ab). (2)
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En d'autres termes, il s'agit d'Bcrire que (2), considéré comme un
systéme de trois &quations affines 3 1l'inconnue (@,8), est compatible.

1 ~ i sz s
ld ‘l:| #0, ce systéme est de rang 2. Sa compatibilité se traduit

D'aprés
par :

1 1 1 1 0 1 |

d c (atb)/2| =0, 1i.e. d 1 (a+b)_/2|=0

42 e? ab a2 c+d ah
— En conclusion la condition demandée est :

(d=c) v ((a+b)(c+d) =2(ab+cd)).

*
Soient n€EN et F:R—R la fonction déterminée par :
F(t) =tg(nArc tg t)

Calculer les primitives de F sur tout intervalle oti elle est continue.

Ecrivons F=A/B, avec A=S/K, B=C/K et :
S(t) =sin(nArc tgt) ; C(t) =cos(nArctgt) ; K(t)= cosn(Atc tg t).

Nous constatons que K ne prend pas la valeur O. Explicitons

ACE) = ) (1)K g2k 2kl
0<k<(n-1)/2 n

et : B(r)= J (~-n¥ 3k ek,
0<k<n/2 n

A et B sont des fonctions polyndmes, et F une fonction rationnelle dont
les pdles, tous réels et simples, sont les zéros de C, c'est-i-dire les
t, =tg8, ., avec 8, = (1+2k)7"/2n, 1'entier k décrivant [-p,p-1], et ceci que
n=2p ou que n=2p+l, En notant E la partie entiére de F, on a la décomposi-

tion en éléments simples :

p-1

F(t) =E(t) +k=z_p =y

En distinguant deux cas suivant la parité de n, on constate que E est
nulle si n=2p, et que E(t) =t/n si n=2p+l.

On sait d'autre part (cf. cours) que a =A(tk)/B'(tk). Compte tenu

k
de C(tk) =0, on en déduit ak=S(tk)/C' (tk), et donc
1+c12< 1
W "m T _ncoszek

F admet des primitives sur tout intervalle qui ne contient aucun des t, s

ces primitives se calculent sans difficulté.
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THEOREME DES RESIDUS. 1° Pour a€ C\R domné, trouver toutes
les primitives sur R de t++1/(t-a). Comparer avec les solutions de
e®=t-a (z€0).

2° Soit FEC(X) une fraction rationnelle sans pSle réel, de degré <-2.
Pour tout pdle a, on note ResF(a) le résidu de F en a (coefficient de 1/X-a
dans la décomposition en &léments simples).

a) Vérifier que ) Resp(a) =0.
r+oo

b) Montrer : F(t)dt =2ir 2 ResF(a) ¢))
- a€P+
ott P, est l'ensemble des pdles de F dont la partie imaginaire est strictement
positive.
. . -a)+1
1° En &crivant a=o +if, (a,B8)€ER2, B+#0 et 1 (t-o)+ip , on cons-

t-a  (t-a)2+82
tate que tk+1/(t-a) est continue sur R et y admet les primitives e :R—C

données par :
1 p .
¢ (t) =5 Log ((t-0)2 +82) +1iArc tg{(t-a)/B) +C, CEC .

On a : %Log ((t—ct)2 + 82] =Log|t-a

D'autre part t-a admet un unique argument appartenant a J-w,n[\{0} (et
méme a ]-w,0[ si >0, et 3 ]O,n[ si B<O0) ; en notant 6(t) cet argument, on
constate :

Arc tg [(t—a)/B) =8(t) +e 7/2, e =sgnpB,
ce qui montre que & est une application continue de R dans R, et que des pri-
mitives de t+—+1/(t-a) sur R sont les Lm : R— C données par :

L_(t) =Log|t-a] +1i6(t) + 2imw, mE€EZ .

. . P
On constate que, pour tER donné, les Lm(t) sont les racines de e" = t-2a.

2° Notons ap, pE Nn={1,... ,0}, les pdles de F, et kp 1'ordre de ap. On a
la décomposition en élé&ments simples :
n K Y. -
F- § ( f _._P__J_)
p=1Nj=l (X-a )
et les résidus sont les y s PEN_.
p, ! n

a) En constatant que deg F<-2 et que la partie entiére de la fraction

n
rationnelle XF(X) est nulle, on obtient : 2 Yp 1=0. @]
p=l ™’
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b) Pour toute fonction g : R—C admettant des limites en +» et -w, la
+
notation [g(t)]_: désigne par convention : limg(t) - 1limg(t)

>+ tr—o
que, pour tous pE Nn et j22 : t

J*‘” dt =L" 1 o
—o (t-a )3 1-3 (t:—al.):j_1
P i M

L'existence de 1l'intégrale de tr»F(t) sur ]-«,+®[ &tant assurée par

. On constate

deg F<-2, cette intégrale, qui est notée I, s'écrit

=] (1
_mp=1

(il n'est évidemment pas question de scinder en n intégrales !).

En utilisant le 1°, avec ici a =a +if , on obtient

(% *""
e =[ (1 v, 1) rolels T v, ) oair-221]
-‘p=1 P p=

n t-a +°° n \
Im(I) = z [y 1Arc tg _B—E_] = T z (Y 1.sgn(B )/
p=1 P» p == p=1 Ps P
Compte tenu de a) : fe(I) =0. D'oill :
I= i'rr( z Yo" z Y 1)
ﬁJ pl peK p’
ol J (resp. K) est la partie de N formée des p tels que S >0 (resp. Bp<0).
En tenant compte de a) : z Y = z Y . D'oii (1). C

pEK pa

* 14.2.6 1° Comme application de 1'exercice précédent, calculer

th +co t:2m )
An m=J 2n de, Bn m=J _211—7dt’ (n,m) €N".
’ 0t 41 ’ 0 (t7+1)

2° La résolution de cette question utilise 1'Etude des suites de fonctions.
Montrer que, pour tout réel x€ ]Jo,1{

+o % ldt -
0 t+1 Sin(x'n')

(On commencera par vérifier 1'dgalité pour x€Q, convenablement choisi).

1° a) Pour (n,m) €N2, An n existe si, et seulement si
3

(m=Z0) A (2n22m+2), i.e. 0<m<n.

1)
Nous supposons que cette condition est remplie.
Nous allons calculer 2A - intégrale sur ]-o +o[ de la fonction associée

3 my x200y, o

fraction rationnelle de degré inférieur a -2, sans pdle réel.
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Les pbles 3 partie imaginaire strictement positive, tous simples, sont les
2 -
=°P 1
P

D'aprés le cours, le résidu au pdle simple ap de la fraction F=P/Q est

, ot w=exp(iT/2n) et p€ Nn'

. 2n
=P(a '(a ). Ici, coome a~ = -1
Yo ( p)/Q ( p) > P

- + - +
2ny =aZm/aZn1=_a2ml=_92p l’ Q=w2m‘.
P p p
I ir ¢ 2p-1
D'oll : 2A =2inw ZY=——ZQP ,
n,m -1 P n __
p=1 p=I
et (suite géométrique), compte tenu de 92n= -1 :
A =-ir 20 im 1
n,m 2n 02-1 n Q-1
et : A =_____1r/2n
n,m . 2m+1 'rr]
2n

b) Pour (m,m)€E N2, Bn o existe si, et seulement si
1]

(m=20) A (4n=>2m+2), i.e. 0<m<2n (2)

— Si m<n, ce qui garantit l'existence des intégrales en jeu, on cons-

tate par une inté@gration par parties que :

=20
n,m 2m+l n,m+n "
Or : B +B =A .
n,m+n n,m n,m
[N 2m+1
D'oii : B ={1- A, 0<m<n. (3)
n,m 2n / "'n,m

=

— Reste 3 &tudier le cas o : l1<n<m<2n.

En utilisant (3), on constate que, toutes les intégrales en jeu exis-—

tant :
B =A -B
n,m ~n,m-n n,m-n
D'ol : B =(2m+1 - 1>A , 1<n<m<2n. %)
n,m 2n n,m-n

De (3) et (4) on déduit que, sous la seule hypothése 0<m<2n :

_ 2m+1 w/2n
B =41 -
n,m 2n . m+ 1
sin s
2n

+oo x—1

2° Commengons par &tudier la fonction ¢ :xl*—»J dt, dont l'ensem-

t+1
ble de définition est visiblement ]O,![. Ecrivons ¢ =f+g, ol f(x) et g(x),
x€ ]0,1[, sont respectivement les intégrales de ti— tx-l/(tﬂ) sur [0,1] et

of . . . « . 4 .
sur [1,+=[ ; f et g sont les limites des suites (fn)rEN et (gn)nEN d'appli
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cations continues sur [0,1] telles que

rl t:x--l n tx—l
fn(x) =J t+_|dt H gn(x) =J Ffl—dt .
1/n 1

Soit [a,b)c]O,1[. Nous constatons

V(t!x)elo,l]x[a’b] O<tx—l a—-1

N
3

v(t,x) € [1,+=[x[a,b] O< X!

*
D'oli, pour tout n€N , et tout x€ [a,b] :
1/n ta—l

< - < —_—
0<f(x) fn(x) Jo oy dt
+ tb-l
: < - <l ——dt.
et : 0<g(x) gn(x) Jn o dt

On en déduit que la convergence de (fn) vers f, et celle de (gn) vers g
sont uniformes sur [a,b]. Il en résulte que f et g sont continues sur tout
[a,b]J<=]0,1[ et donc sur 10,1[, ce qui entraine la continuité de ¢ sur ]O,1[.

® Pour tout (n,m) EN? tel que 0<m<n, le changement de variable
1/2n
u

t= dans 1'intégrale A fournit :
n,m
2m+1Y) _ _ L
tp(Zn)_znAn,m_ . m+ 1
sin T
2n

I1 en résulte que la fonction ¢ : xt*¢(x) —n/sin(wx), qui est continue

sur ]0,1[, coincide avec la fonction nulle sur :

E={21;;1 | (@) EN? et o<m<n}

qui est visiblement une partie de ]0,1{.

Cette partie est dense. En effet, pour tous {€ ]0,1[ et NE N*, il existe
(p,q)EN*2 tel que 1<p<q et |E-p/q]<I1/N (car Q est dense dans R), et on
constate que r = (2Np+!) (2Nq) appartient i E et vérifie |g-r| <2/N.

® Continue et nulle sur une partie dense de ]0,1[, ¢ : ]10,1[ —R est

nulle (y~1(0) est fermé et contient E). O

i
(t-1) Vt2-5t+6

Calculer les primitives de f : t —

Le changement de variable u=1/(t-1) fournit les primitives de f sur
chacun des intervalles sur lesquels cette fonction est continue, 3 savoir :

I=)=,1[, J=]1,2[ et K=13,+=[, sous la forme :
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P(t) +C = TEZJ—‘— d (4u-3)
V(ku-3)2 -1
avec €=1 sur I, e = —1 sur J et sur K. Sur chacun des intervalles, il existe
donc une primitive de la forme :
F(t) =3—;'-Arg ch(s'(4u-3)) =£2'Arg ch(e' —_—?:-_'i—:i)
avec €' =1 si 4u-3>1, i.e. t€J, et €' = -1 si 4u-3<~1, i.e. t€I ou tE€K.

A partir de 1l'expression valable sur chacun des trois intervalles :
—¢'(3t-7) —e 22/ t2-5t+6

]
F(t) =%Log

t-1
- vy
on introduit : ¢ (t) = (3t-7) + i{il Vt2-5t+6
(3t=7) = V2 V't2-5¢+6 _

et on constate : =% = 1/o(t).

D'oi : F(t) = l/\/E.Log (cp(t)) sur I et sur K ;
F(t) = 1/V2.Log {~ (t)) sur J.

Sur chacun des intervalles, toutes les primitives de f sont données par :

tHl/\/‘Z—.Log|sp(t)| +C.

Calculer les primitives de f : t+>t2/(cost + t sint)?

Les points de discontinuité de f sont les zéros de la fonction paire
¢ it—cost+tsint.

On constate que les 2zéros de ¢' : th—>tcost sont O et les ©/2 +nm,
n€ Z. En utilisant ¢ (nw) = (—l)n, on constate que ¥ admet un zé&ro unique a

sur chaque intervalle [nm,nm+m}, n€Z, avec, pour n>0 :

a € lnm+n/2,nm4nl, et a_ = -a
Soit kEZ., La fonction f admet des primitives sur Ik= ]ak_l,ak[ . Pour les

obtenir on peut penser 3 une intégration par parties avec :
u(t) =t/cost ; v(t) = -1/(cos t+tsint)

mais, & cause de u, on ne peut travailler que sur un sous-intervalle I de Ik

qui ne contient aucun zéro de cos (tout I, contient un tel zéro zi k#0, et

k
deux si k=0). On dispose ainsi de la primitive de f sur I :

cos t{sint - tcos t)

G:thru(t)v(t) +tgt= cos t(cost+tsint)
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et donc de la primitive :

sint-tcost

F:th -
cost+tsint
I1 est aisé de vérifier que F est une primitive de f non seulement sur I,

mais sur Ik tout entier.

X
4.2.9 | Exprimer sans symbole d'intégration : F(x) = ———]——-—dt, x€R.
P

0 2+cos t

La fonction f :t-+2+cost est continue sur R ; F est celle des pri-
mitives de f sur R qui prend la valeur O au point O ; F est impaire.

Pour tout m€Z, la restriction de F i Im= 1(2m-1)7, (2m#l)7[ est four-
nie par le changement de variable t =2 Arc tgu+ 2mm =npm(u) ; ¢ est en effet
un Cl-difféomorphisme de R sur Im.

Ona : (F ”am)' (u) = 2/(u2+3), et, comme (F otpm) (0) =F(2mm) :
Vu€R (Fowm)(u)=72§Arc tgu+ F(2mm)
et : Vx € I F(x) =\—%Arc tg(tg -}25) +F(2mm) ()

Mais F est &galement définie aux points (2m+1)7. Il reste donc 3 trou-
ver les F(2mmw) et les F((2m+l)ﬂ), m€ Z.
En faisant tendre x€ Im vers (2m+1)71 [resp.(2m-1)n], et en utilisant

la continuité de F, on dé&duit de (1) :

F((2m+1)n) =F(2mm) +7/¥3 ; F{(2m-1)7) =F(2mn) ~ 7/V3
D'od :  F(2mm) =F(2(m-1)7) + 21/V3
et, par récurrence i partir de F(0) =0 : F(2mw) = 2mn/V3.
En conclusion, F est définie par

2 X
VYm€E 7, Vx € Im’ F(x) =7§Arc tg(tg —) + 2mw/Vv3

2
Vo€Z, F((2m+1)7) = (2m+1)w/V3

Remarques. a) Nous aurions pu remarquer que F est impaire et que :
™
VxER F(x+rm) =K, oii K=J £(t)de
0

ce qui aurait ramené i 1'étude de F sur [O,n].

b) Le changement de variable u=tg(t/2), risquait de nous conduire 3
2 _ 2 u _2 x
3 du-T3Arc tg -E+C et F(x)—J3Arc tg[tg 2) +F(0)
qui est faux. Se souvenir de ce qu'un changement de variable dans |[f(t)dt
est toujours de la forme t =v(u) (et non u=w(t)) .
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w4
4,2,10| Calculer 1l'intégrale : I =J Log (1+tg t)dt .
0

Pour t€[0,n/4], ona = 1+tgt =v2 sin(t+n/4)/cost, et :
I=7/8.Log2+J~K
n/4 n/4
ot : J=J Log(sin(t+n/4))dt, K=J Log(cos t)dt
0 0

Le changement de variable t=w/4-u donne K=J. D'oll I=7/8.Log 2.

Primitives de £ : ti~2 t.th(2'"F)

La fonction f, continue sur R, y admet des primitives. On calcule

F(t) = jZ_t.th(21—t)dt

par le changement de variable : x =21_t (i.e. 1t=1 _Logx) .

-t B Log 2
On a : dx =-2 .Log 2 .dt

et : F(t) = —2—1%?2 Jthxdx= ’2_1,1&1,—2 Log(chx) +k

En conclusion les primitives de f sont les fonctions définies sur R :

1 I-t
Pt — —— +
Fk t T Tog 2 Log(ch 2 )+k

4.2.12 | Existence et calcul de 1'intégrale
1

0 (3t2-1)Are sin%
I=j f(t)dt, ol £f(t)=
-1 Ve(eZ-1)

— On constate que quand t croit de -1 4 0, Arc sin't:—:} décroit de 0 &

-n/2. Onen déduit que f est continue (donc localement intégrable) sur
1-1,0l.
— Au voisinage de 0 (et pour t<0) : f(t)~n/(2v-t)

D'autre part : lim f(t) =o0.
t>1, =1
D'oll 1'existence de I.

— Une intégration par parties, avec :

u=2Are sin g—:- , v= VI

(de classe C! sur ]-1,0[) conduit & :
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-8 ~B T+t

J f(t)dt=[:2Arc sinF_— \/t(tz—l):l ZJ —dt
=1+a -1+o -l+a

pour tout (a,B)€ (Jo,1[)2.

Le terme "tout intégré&" admettant la limite O lorsque (a,B) — (0,0) et

1'intégrale I &tant convergente, on en déduit la convergence de :

I= 2J -“—td: et : I=1J.

Pour le calcul de J, effectuons le changement de variable t= ~cosy,
avec v €[0,n/2]. Il vient :

/2 sing/2 /2
=2 . si = - =7-2.
J Jo osv/2 singdy 2J0 (l-cos¢)dg = 1—2

4.3. INTEGRALES IMPROPRES

[3-3-1] soit f:R, —+R une application uniformément continue, telle
+4-co0
que 1'intégrale J f(t) converge. Vérifier : lim £(t) =0
0 £+

— Soit eGR D'aprés la continuité uniforme de f, on peut lui associer
uER tel que : )
Ve, ER,  (x-y| <o) = ([£G0)-£(y) | <e/2) m

La convergence de 1'intégrale fournit (critére de Cauchy) :
g

3A€R+ Vx=A

X+o
J f(t)dt| ea/2
X

et, f étant continue, pour tout x=A, il existe E€ [x,x+a] tel que :
X+
f(g)=%[ £(t)dt, et donc |£(£)|<e/2.
X
On en déduit, en utilisant |£-x|<a et (1), que :

lE | < lf@-£@ [+ £@)] < 5+5 .

— En conclusion :
. .
Ve€R, 3AER_ Vx>A |[£(x)]| <e. a
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4.3.71 soit f:R_—R, de classe c2.

0
Montrer : lim f(t) = limf'(tg =0 .
>+ oo

o 4o
1° 0n suppose que J f(t)dt et J f"(t)dt convergent.
f

400
Montrer que J f'(t)dt converge.
0

oo +00

2° On suppose que J f(t)dt et J [£"(t)|dt convergent.
0 : +/ 0

Montrer que pour tout n€N, f(t)cos nt dt converge.

. . 0 .
Ce résultat est—-il vrai avee les hypothé&ses de 1° ?

1° £, f' et f" sont des applications continues de R, dans R ; elles

sont donc localement intégrables et, en outre, pour tout x€ R+ on a :

X X
(¢)] f(x)’f(0)=J £'(t)dt f'(x)—f'(0)=j £ (t)dt (2)
0 0

+co
— Puisque J f"(t)dt converge, par (2) on dispose de :
0
lim £'(x)= 2, R€E€ER,

K->+
— Comme f' :R+~>R est continue et admet une limite lorsque x tend vers
+o, elle est bornée. Par 1'inégalité des accroissements finis, on en déduit

que f est lipschitzienne, et donc uniformément continue sur R+.

+00
Comme J’ f(t)dt converge (cf. exercice 4.3.1), on conclut
0
lim £(t) =0. o
ot
+00
— Par (1) on dispose alors de la convergence J f£'(t)dt et comme on sait
. 0
1l'existence de 2= 1im f'(t), nécessairement % =0. O
tooteo

2° Pour n=0, le résultat est évident. Supposons donc n>1.

* ® . . . .

Soit x€ R+. Comme f est C2, J f(t)cos nt dt s'écrit, par deux intégrations
. 0
par parties :

£f(x) sinn.x+f'(x) cos nx £r(0) 1 J

- ~ 2

n

X
"
- v =7 £"(t) cos nt dt .,

n
+eo 0 +m

La convergence de J |f"(t)ldt entrainant celle de J £f'"(t)dt, les hy-
0

. 0
pothéses du 1° sont remplies et : lim f(x) = lim f'(x) =0.
D'o\ X->4oo X->+co

d

lim (f'(x)sinnx +f'(x)c:os nx)= 0.

2
X-»+oo n n
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De ]f"(t)cos:ﬂj <|f"(t)| pour tout tEER+, on déduit la convergence absolue

+oo b4
de [ f"(t) cos nt dt, et 1'existence de 1lim J f(t) cos nt dt. 0
Jo x>+ /0 +o0
— En prenant f(t) =Cfi E, le lecteur vérifiera que J f(t)cos tdt di-
0

verge alors que les hypothéses du 1° sont vérifiées.

[3.33] soit f :R+-—*R de classe C2. On suppose que les intégrales
+o0 + haod
J £2(t)dt et f £"2(t)dt sont convergentes.Montrer que J f'2(t)dt converge.
0 0 0

La fonction f &tant de classe C2?, on peut écrire, en intégrant par

parties :

X X

vx € R+ jof'z(t)dt = E‘(t)f' (t):[o - Ff(t)f"(t)dt (1)
0

Or :

VEER,  [E(DE" ()] Sp{£2(t) +£"2 (D))
40

Il en résulte que I f(t)f"(t)dt est absolument convergente, et donc conver—
gente. 0

D'autre part ff' étant la dérivée continue de %fz, nous pouvons é-
crire :

X
VXER, f2(x)=f2(0)+2j £(r)£' (t)de (2)
+o +00

Mais, d'aprés (1) et la convergence de o f()f"(t)dt, si I £'2(t)dt 8tait

0
divergente, nous aurions limf(x)f'(x) =+, et donc, d'aprés (2) :

X-+too
lim £2(x) = 4,
X->+oo +co
ce qui contredirait la convergence de IO £2(t)dt. a

4.3.4] Soit f une application de classe C! de R_ dans R telle que
o +

£(0) =0 et que 1'intégrale de £'2(t)dt converge.

= £2(1)

0
Montrer que 1'intégrale J ‘Ez"’dt converge.
0

*
a) On dispose de 1'application ¢ : tk=>f(t)/t de classe C! de R+ dans R.

Comme £(0) =0, il existe lim ¢ (t) =£'(0) ; ¢2 est donc une application de
« t+0, >0
classe Cl de R+ dans R+ qui est prolongeable par continuité en 0, ce qui assure

que 1'application ainsi prolongée,qui est notée Y, est localement intégrable

S .
ur R+
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+co
b) Pour montrer que J ¢ (t) converge, ol y est positive, il suffit de
X
montrer que XHJ p(t)dt est majorée sur R,.
Soit X>0 donne. Pour tout £€ ]0,X[, ¢ est sur [e,X] le produit des

fonctions £2 et ty—1/t2 de classe C!, ce qui justifie 1'intdgration par

parties : - X
2 2 f '
f p(e)de =L 25) _fx(x) + ZJ f(t)tf () 4¢
D'od : ; % €
f poae<Zle), Jw(t)f‘(c)dt )
€ €
En utilisant l'inégalité de Schwarz, on déduit de (1) :
X 2
J w(t)dtsf—éf-)—-r 2I(X,e) (2)
ou ¢ X /2 .x 1/2
I(X,¢e) =(I w(t)dt) . (I f'2(t)dt>
€ €
On a : lim £f(g) =0 et lim fée) =£f'(0). D'autre part toutes les

e>0,e>0 €+0,e>0
fonctions envisag@es sont localement intégrables sur R+. Un passage 3 la

limite dans (2) est légitime ; 1l donne :

X X 1/2 X
j wmd:sz(J wmdc) (J f'2<t)d:)
0 0 0

X
D'oli, pour tout X>0, la majoration (triviale si J y(t)dt =0)
X X +
J w(c)dc<4I f'z(t)dt<4J £'2(t)dt.
0 0 0

1/2

La proposition en résulte, et on a méme 1'inégalité :

+c0 2 ]
j i—ézt-)—dt <AI £'2(t)de.
0 0

Soient a un réel strictement positif, et f : R— R une applica-
tion continue et a-périodique, a>0. Existe-t-il un réel X tel que 1'inté&-

grale

+oo

= A=f(t)

I)‘ —J t—dt
a

soilt convergente ?

a) Le probléme a au maximum une solution, car si I)‘ et IA' convergeaint,
+o
]
ayec ) #)', alors J % dt convergerait, ce qui est impossible.
a

b) A tout AE€R, associons l'application gy :R—R, de classe Cl, telle

que :
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X
g, (x) =I (A -£(t))dt

a

Une intégration par parties donne, pour tout x>a :

X (x) (x g, (t)
() . B A
Ja—t dt = T +L Y dt

ce qui montre que, pour que I. existe, il suffit que gy soit bornée.

A
Or, pour tout n€N, gx(a-#na) s'écrit :

a+na ( a
n)\a—J‘ f(t)dt=n| Aa —J f(t)dt)
a \ 0 1
et g, n'est pas bornée si A#1xp, ol Ay désigne EJ f(t)dt.
0

On vérifie qu'en revanche 8, est a—périodique, et donc bornée.
0

¢) Compte tenu de a) et de b), Ay est l'unique valeur de A pour laquelle

1'intégrale I)‘ converge.

Soit f: R+-—>R une application conti.nue*.’m

1) On suppose ici que 1'intégrale impropre I = f(t)dt est convergente.

-+c0
a) Prouver 1'existence, pour tout x=20, de I(x) =I e txf(t)dt.
0

b) Montrer : lim I(x)=1I.
x20,%>0 ‘o
2) En déduire que, s'il existe xj€R tel que J e_txof(t)dt converge,
+00 0
alors J e—txf(t)dt converge pour x2Xg.
1]
3) On suppose ici qu'au voisinage de +w, f(t) =0(—:E).

a) Montrer 1l'existence, pour tout x>0, de I(x) =J’ e_txf(t)dt.
0
b) On suppose en outre l'existence de I= 1im I(x). Montrer que
oo x-+0,x>0
[ f(t)dt converge.

Jo
¢) Que pensez-vous si 1'hypothése f(t) = o(%) n'est pas réalisée ?

1° a) La convergence de I fait qu'il existe une unique primitive F de

f sur R+ qui admette O pour limite en +=., Elle est de classe Cl, et donnée
+oo
par : uk»> - J f(t)de.
u
Soit €>0 donné. Il existe AGR+ tel que : Vu=A |F(u)| <eg.

Pour tous x€ R+ et (o,B)E (R_")2 tel que A<a<B, nous avons, par une
intégration par parties :

B B B
I e e (e)de = Ee—t’ﬁ«‘(t):[ +xI e Y¥F(r)dt.
a [¢ ]

a
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_ ]
On a : E t"r(t)_‘a<|p(s)[+|p(a)|<ze.
. - -t
En outre, en majorant [e th(t)I par ce ¥ pour t€ [a,B] :

B ¢
XI e “F(t)dt

o

]
<st e txdt<s.
a
Au total :
B -tx
J e f(t)dt‘<3e. (n

o

Ainsi t+— e_txf(t) qui est localement intégrable sur R+, vérifie pour
tout x€R,_ le critére de Cauchy d'existence des intégrales impropres. D'ol

l'existence de I(x) pour tout x€ R+.

o0
b) Pour tout x€ R,» I(x) —I=J (e_tx—l)f(t)dt s'écrit, avec les nota-

tions du 1° a) 0

-t [
J (e x—])f(t)dt+J
0

$00

e M (e)ae - J £(t)dt,
A

<eg.

+00
— D'apr@s le choix de A : U f(t)dt
A
— En faisant a=A dans (1), et en faisant tendre B vers +o :
+c0
Vx€ER, ” e Fe(r)at
A

<3e

— En désignant par M un majorant de |f| sur le compact [0,A] :

A
” (e PX-1)f(r)de | <M.A. (1 2%)
]
Comme lim(l—e-Ax) =0, il existe n>0 tel que :
x-0
vx€[0,n] M.A.(1-e 2¥) <.
Ainsi :  Vvx€[0,n] |I(x)-I|<5e. O

Remarque. Le lecteur ayant &tudié les intégrales impropres dépendant
d'un paramdtre pourra méme constater que le critére de Cauchy uniforme
est vérifi& sur R_ (cf. notre IV.2.3.1, 2°) : l'intégrale I(x) converge
uniformément sur R+, et 1'application x+>I(x) est continue sur R+.

f¥e
2° Supposons qu'il existe x,€R tel que J e txof(t:)dt converge, et
0
considérons 1'application g : t1— e_txof(t) de R+ dans R ; g est continue et

+oo +o

J g(t)dt converge; d'aprés 1° a), J e_tyg(t) converge pour tout y=0, et

1] 400 0

donc I e_txf(t)dt converge pour tout x>xo. m]
4]

3° a) Pour cette question 3° a), il suffit de supposer que f est bornée

sur R+, ce qui est le cas lorsque f(t) =o(1/t) au voisinage de +=.
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Notons M un majorant de | f| sur R,-
Soit x>0 (ici strictement). L'application tl—»e-txf(t) est continue,
et donc localement inté&grable sur R+ ; on dispose de la majoration :

veeR, e TE(r)| <Me ™
<00 +oo

e_txdt entralne 1'absolue convergence de J‘ e_txf(t)dt.

La convergence de J
0

0
b) Soit €>0 donné. D'aprés limt £(t) = 0, on peut fixer AER tel que :
toteo *
VEZA  |tf(t)]<e.
D'autre part, il existe n>0 tel que :
vx€lo,n]  |I(x)-I|<e.

X
Pour tout X>max(A,1/n), écrivons J f(t)dt -1 sous la forme :
0

I(1/X) - I+u(X) +v(X) +w(X)

A
avec : u(X)=JO(1—e_t/X)f(t)dt,
X +oo
v<x>=j O-e"%ye(tyae w(x)=f —e" e (ryat
A X

—Ona: |I(1/X)-I|<e.

— En utilisant 1-e °<g pour tout 6>0, on obtient :

X | _"t/X X
|v(X)|<sf —t-dt<sj idt <eg.
A A
— On a : +o —t/X . oo e/
‘w(X)|<eJ dtS—I e Tfat<e.
X X Ix
—On a :
A
[u® | < (1-"*/%) [ |£(t)|at.

/

Comme A est fixé, on a : lim (l—e-A
X->+oo
pour tout X>max(A,1/n,B), on ait |u(X)| <e¢ et, finalement :

X) =0 3 il existe donc B>0 tel que,

X
I f(t)dt—Ii < 4e.
0

X

4o

D'oli 1'existence de J f(t)dt = lim J f(t)dt=1I. O
0 X4 40

c¢) Etudions le cas oli f est la restriction i R+ de la fonction sinus ;

f est continue et bornée. Le 3° a) s'applique : pour tout x>0 l'intégrale
4o 4o

I(x) =I e sintde converge. Mais J sin tdt diverge.
0 0

Ici la condition f(t) =o(1/t) n'est pas remplie.
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Soit f : R—R une application localement intégrable vérifiant :
+eo

lim f(t) =2€ER f(t)dt convergente.

t-rmco 0
+00

a) Soit (a,b) €R2. Montrer que I [f(a+t) - £(b+t)]dt converge et cal-

culer sa valeur.

4
N B dt
b) Application : Calculer I—J—m Sh(t+a)ch(teb) °
+co [ 400
a) Soit x€R. Alors : f f(a+t)dt converge et J f(a+t)dt=I f(t)dt.
On en déduit aisément : & x arx
+o b+x
J [£(att) —f(b+t)]dt=j f(t)dt m
b4 a+x

Nous avons le droit de supposer a<b, ce quil simplifie 1'é&criture .

Intégrable sur [a+x,b+x], f est bornée sur cet intervalle, et, d'aprés

la formule de la moyenne appliquée au second membre de (1)

+co
n(x) =ﬁ J [f(a+t) - £(b+t) Jdt
X

est compris entre les bornes de f sur [a+x,b+x].

On constate limu(x) =%. D'ol l'existence de :
+00 XH—co
f [f(a+b) - £(b+t)]1dt = 2(b-a). O

b) Nous supposons d'abord : a#b. Ecrivons :

1 1 shl (t+a)-(t+b)] _ 1 -
ch(t+a)ch(t+b) sh(a-b) ch(t+a)ch(t+b) sh(a-b)‘th(ﬁa) th(t+b)]
Appliquons le a) avec f(t) =tht-1 : limf(t) = -2 et f(t) t_:;_m—Ze-2t ;
+0 tr—o
donc J f(t)dt converge. Il vient :
0
[ 22(ab)
sh(a-b)

— Pour a=b, un calcul direct donne : I= [th(t+a)]:=2.

Soit f : R— R une application continue, paire, décroissante
e oo

sur R, telle qu'existent les intégrales J f(t)dt=1 et J 2 f(t)dt = o2,
-0 -0

-

1) Soient F et G les applications 3 valeurs dans R+ définies sur R+ par :

40
F(x) =ZJ f(t)dt ; G(x) =F{x).
X +oo

Montrer qu'elles sont convexes. Calculer J G(t)dt.
0

2) Montrer que, pour xGR: donné, 2xG(x) est majoré par 1l'aire du tri-

2 s a1 ALz 2
angle de R® euclidien dont les c3tés sont les axes de coordonnées et la tan-—
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gente 3 la représentation graphique (G) de G au point d‘'abscisse x.
*
En déduire : VKER, F(ko) <1/(2k?) ¢)]

3) Montrer que l'on peut améliorer (1) par :
F(ko) <1-(2/3)3/2k si k<v3/2 ; F(ko) <1/(2k2) si k>+B/2 (2)

L'hypothése implique £20 et lim f(t) =0. En outre £(t) >0 et 02>0.
£+

*
1° a) Pour tout x€R+, F'(x) = =2f(x) et G'(x) = - £(Vx)/Vx.
. s qztom . \d
Continues sur R+ et 3 dérivée croissante sur R+, F et G sont convexes

*
sur R+. G est de classe C! sur R+. D'oi :

x X
b) Par parties : I G(t)dt = xG(x) +I vt £(/t)dt - eG(e), € Jo,x[.
“ € €
On a : +oo oo
0<xG(x) = ZJ X f(t)dt<2J t2 f(t)dt
fx Jx +o0 Jx
et donc : lim xG(x) =0. On en déduit : J G(t)dt = lim [ 2u2f (u)du = g2.
X->+oo 0 X+t 10

2° Les sommets du triangle considéré &tant notés (0,0), (p,0), (0,q),

avec p~>0 et ¢q>>0, on a : 1+Gé_x)= 1, et, aprés &lévation au carré :
4% G(x) (x c(x)>2 .
— = 1 -|=-22Z2) 5 d'oll 2xG(x) <pq/2. a
1 e H ( Pq

G &tant convexe, on peut majorer l'aire pq/2 du triangle par celle de la
partie du plan R2 qui est limitée par (G) et par les axes de coordonnées, i.e.
par o2. D'od :

. .
VxER, F(x)<8(x), od &(x)=02/(2x?) (3)

Compte tenu de 0+#0, il s'agit de (1).

3° La majoration (1) n'est pas bonne pour k “petit". Pour 1'améliorer,
considérons les représentations graphiques dans RZ, (F) et (8), des fonctions
F et 4, convexes sur R+ et R: respectivement, et liées par (3) ; le lecteur
fera une figure.

11 existe une unique tangente i (®) passant par le point (0,1), qui ap-
partient & (F). Un calcul simple montre que l'abscisse de son point de contact

est 0372, et qu'une Equation en est :
y=1(x), o t(x)=1-(2/3)3/2x/5.
La convexité fournit :

¥x€10,0v3/2]  F(x) <1(x) <o(x) o
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* Remarque. Comme |t]| £(t) < t2£(t) pour t>1, 1'intégrale sur ]-=,+=[ de
de tl—->|t| f(t) converge, et il en est de méme de celle de t+H>t £(t),
qui est d'ailleurs nulle. Il en résulte qu'en calcul des probabilités, on
peut considérer f comme la densité& d'une variable aléatoire réelle conti-
nue, d'espérance nulle, d'dcart-type ¢. On a :

F(ka) = Prob(|X| >ko).

L'inégalité de Bienaymé-Tchebichev dit que F(ko) <1/k2. Les indgalités
(1) et (2) en sont des améliorations (valables dans le cas considéré) .

[E3.8] Etudier la convergence des intégrales impropres suivantes :

1° M 2 o [* tsint
'—'—Bdt, (a,B)ER 3 2 T’-_tz_dt
0 1+t 0

. . * * .
1° L'application f : ta/(1+t8) de R+ dans R+ est continue et donec loca-
lement int&grable. Distinguons :

ler Cas : B>0. Alors f(t)“'tol au voisinage de 0, et f(t:)~t01_B au
8

yoisinage de +~. L'int&grale converge si, et seulement si :
(a>~1) A (B> 1+a)
28me Cas : B=0. Ici £(t) =t%/2 ; 1'intégrale ne converge jamais.
38me Cas : B<0. Alors f(t)"'tmnB au voisinage de 0, et f(t:)'*'t:ol au
voisinage de +w. L'intégrale converge si, et seulement si :
(B<1+a) A (a<-1)
e En conclusion 1'intégrale impropre converge si et seulement si :
(0<1+a<BR) v (< 1+a <0)
2° L'application f : t sin t/ (1+£2) de R+ dans R est continue et donc

localement intégrable.

Au voisinage de +», f(t) ~s;:1_t: et |£(t)] “‘ISlTM' . Il est classique que

4o
f I-st—nt-:ldt: diverge. L'int8grale &tudiée n'est donc pas absolument con-
1

vergente.
Au voisinage de +=, f(t) —-SltLt= O(%y) L'intégrale impropre

sint

t dt converge

+00 .
J (f(t) —E%t) dt est donc absolument convergente. Comme J
0 0

on en déduit que 1'intégrale étudiée est semi-convergente.
q g g
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* Pour tout x€[0,1], on désigne par ¢(x) la plus grande racine
réelle de 1'équation fx(y) =0, ol fx(y) =y3 - 2xy +x3.
1° Montrer que l'application ¢ : [0,1] —R est continue. Est-elle déri-

vable ? 1

2° Existence et calcul de 1'intégrale I=J x4y (x) d
& o xZwZ(x) ¥ -

1° a) L'équation fx(y) =0 admet au moins une, et au plus trois racines
réelles ; d'ol 1'existence de 1'application v.

Pour x=0, 1'équation admet O pour racine triple, et donc ¢ (0) =0.

Pour x=1, elle s'écrit (y-1)(y2+y-1) =0 ; elle admet trois racines
réelles dont la plus grande est 1, donc ¢(1) =1.

Pour x€ ]0,1[, nous constatons :

y -2Vx  =Jx 0 X Ix 2Ux

e T

ce qui nous apprend que 1'équation admet trois racines :
pr(x)ET-20x,~x[ 5 wo(x)EJ0,x[ 5 w(x)€ Ix,2vx[
La plus grande est la derniére (ce qui justifie la notation adoptée).

b) Considérons 1'application F : (x,y)F>x3 - 2xy +y3, de classe c,

de R? dans R ; nous avons :
F - - 2 9F =22 -
z)y(X.y) 2x + 3y° , Bx(x,y) 3x2 - 2y.
Pour tout xg€ 10,1], nous avons :
_ . 9F _ 1 3y
F(Xo.‘ﬂ(xo)) =0 —;(XO,‘P(XO)) —m(tha(Xo) -Xy) >0 .

D'aprés 1'étude des fonctions implicites, il existe un voisinage ouvert
de x4, sur lequel ¢ est de classe €l (cela vaut méme pour x; =1, la fonction ¢
pouvant &tre prolongée & droite de 1).

De V<9 (x) <2/x et de lim Vx =0 on dé&duit la continuité de ¢ en 0. De

X
De lim(Vx/x) = +», on déduit lim(tp (x)/x) =+4» ; d'oli 1a non dérivabilité de ¢

%0 x*0
en 0, et la tangente (Qy, en 0, & la représentation graphique de ¢.

2° Soit €€10,1[. De 1la continuité de ¢, et de x2+2(x) >0 pour x#0,

on déduit 1'existence de 1'intégrale :

1
- +p (x)
1(e) L S0 ax.

On a :
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‘P—és)>7lg>l, et : Vx€[e,l1] x=12f :)(’/:)(xa o

(1) conduit au changement de variable x =y (t), ol ¢(t) =2t/(1+:3). C'est
justifié par le fait que de ¥'(t) =2(1-2t3)/(1+t3)2<0 pour t>! on déduit
que ¥ induit un Cl-difféomorphisme de [1,¢(e)/e] sur [e,1] ; 1'application
réciproque est (d'aprés (1)) P g e (x) /x.

En utilisant ¢ (x) = tx =2t2/(1+t3), on trouve :

: (e)/e 2e3 -1
x(s)=K R(t)de, ol R(t) =rzsTycz=ceT)

On calcule la décomposition en &léments simples de R. D'ol :

1 2t+1 3t

R(t) = g~ ¥Z7 Y e2=e7 °
On en déduit : I(g) =Q(«p(e)/e) -&(1), avec :
_ (t2-t+1)3/2 2t~1
d’(t)—LogW Arc tg t +J3 Arc tg 73
Ona: o(1)=-Llog2-F+/3 F, et t]f:o o(t) = (/3-1) % .
En utilisant lim (go(e)/s] =4, on en déduit l'existence de :
e~»0
I=1im I(g) = -1+1+Log2
>0 4 J3

Remarque. Nous avons ici un exemple de calcul d'une intégrale ab&lienne.
Le graphe I' de ¢ est en effet inclus dans la courbe algébrique C (folium
de Descartes) d'équation x3+y3-2xy =0, qui admet la représentation para-
métrique unicursale :

x=2t/(1+t3) |, y=2e2/(1+t?).

Nous laissons au lecteur le soin de construire C i partir de cette re-

présentation (symétrie par rapport 3 la droite d'équation y=x ; point
double en O, avec pour tangentes les axes de coordonnées ; asymptote d'é-

quation y= -x=~2/3).

1
4.3.70 | Dé&finition, continuité et expression de : F :xI—»J Log (1+xt2)dt.
0

1° La fonction f : (t,x)l—rLog(thz) étant définie et continue sur
[0,1}x]-1,4=[, 1la fonction F est définie et continue sur }-1,+=[. On a en
évidence F(0) =0, et, par intégration par parties :
F(x) =Log(l+x) -2+ 2 Ar%‘,—’i si x>0,

F(x) = Log(1+x) -2 +2 %ﬁ‘- si ~1<x<0,
v-x

ce qui permet de retrouver directement la continuité de F sur I-1,+=[.
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1
{
2° Par ailleurs, 1'intégrale généralisée F(-1) =J0Log(l—t2)dt converge,
ce qui résulte de : Log(l1-t2) =o(1/\/iTt-) au voisinage de 1 (et pour t<1).
On a :

A
F(-1) = 1lim I(A), ol I(A)=J Log(1-t2)dt.
A+1,3<1 0
Une intégration par parties donmne :
I(A) = A Log (1-)2) = 2) + Log :—f—;
ou : I(A) = =2Xx+ (A+1) Log (14})) + (A-1) Log (1-1),

dont on déduit : F(-1) = -2 +2Log 2.
La fonction F est ainsi définie sur [-1,+=[. Nous allons montrer qu'elle

est continue sur cet intervalle. Il suffit pour cela de prouver

lim F(x) = -2+2Log2
x-=1,>—1
ce qui résulte de 1'expression, valable sur ]-1,0[ :

F(x)= -2+ (1 +\/L_)Log (1 +5%) + (1 —L_)Log (- x).

-X -X

Soit f : R—R une application localement intégrable ; on
+co

suppose que l'intégrale impropre I=I |£(t)[dt converge.

1) Prouver 1'existence, pour tout x€R, de 1'intégrale impropre
+o0

F(x) =J [£(x+t) - £(t) |at.

2) Etudier limF(x).
XH>+oo

1) @ Soit x€ER fixé ; ti1—f(x+t) est localement intdgrable sur R.

Pour tout (a,b)€RZ, a<b, on a :
b b+x
f |f(x+t)[dt=j [£(t) |dt )
a

atx
Le second membre de (1) tendant vers I lorsque (a,b) tend vers (—w,+»), il

en est de méme du premier membre. D'ol 1l'existence et la valeur de 1'int&-

grale impropre :

400
J £ (xebe) |de = 1.

® th>f(x+t) -£(t), différence de deux applications admettant des inté-

grales impropres absolument convergentes sur R, poss&de la méme propriété. O
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2) e Pour tout x€R :
+<co0

+00
F(x)<j If(x+t)|dt+J [£¢)|at =21 (2)

-0

. * - . . . 9
e Soit e€R,. D'aprés 1'existence de I, il existe (a,b) €R?, a<b,
tel que :

Q
Yo €R (a<a)=(I [f(:)|dt)<e

400
vBER (B>b)=’(! [f(c)ldc)<e
8

Pour tout x€R tel que x>b-a, i.e a+ x>b, on a (cf. 1°) :

a a+x
f |f(x+t)|dt=J [£¢t) |dt> I-¢ ;

-C0 —00

+00 +o0
[ |f(x+t)|dt=I [£(e)|de<e

a a+x

En utilisant en outre :

a 40
J |[£¢t) |de<e J [£¢t) |dt> 1-¢

—00 a

et en remarquant que F(x) majore la somme :

+co

a f
| Gteeni-1z@nacs [ (6] - (ool
a

on a, compte tenu de (2) :

Vx=>b-a 2I-4e < F(x)<2I

e En conclusion : limF(x) =2I.

X>+eo
fre sint
%.3.17 On pose, pour tout xeR+ : F(X) =J0 —t+x dt .
Trouver 1lim F(x).
Xt

+o . [ *

e Rappelons le résultat classique : J‘ SJ“tntdt etJ ﬂ:_tdt (a€R))
0

convergent. 2

sin . .
e Pour x€ R+, tr—»ﬁ est continue, donc localement intégrable, sur

R+ (y compris si x=0).

. * .
Soient ¢ et A dans R+ 3 par changement de variable :

A . Xx+A . X+A . x+A
sin t sin(u-x) sinu . cos u
—dt = ————du = cos x ——du-sinx —— du
x+t u
[ X+e

u
X+e X+e

d'oll, par passage 3 la limite, la convergence et la valeur de l'intégrale :
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4o, o
F(x) =cos x 5104 4y - sinx sudu, x>0. (1)
x U x U

cos u

<400
(On notera que (1) n'a pas de sens pour x=0 car Jo du diverge] .

40 . L

. sinu . co -

D'autre part : lim I — du= 1lim r 2858 gu=0 (intégrales convergentes)
X->+o Iy X+Foo % u

Les fonctions sinus et cosinus étant bornées, il vient :

limF(x) = 0.
xerHoo

Remarque. L'intégrale proposée n'étant pas absolument convergente, il
n'était pas possible de travailler par majoration comme on le fait dans la
plupart des cas.

4o itx
5 dt .

[FTI5] soit v :R—R détinie par xi

. P \ g
1° Montrer que ¢ est continue sur R et dérivable sur R .

1 1+t

2° Montrer que ¢ n'est pas dérivable en O.

1° Cette question est classique ; nous la laissons au lecteur, qui

pPourra en trouver une solution dans notre cours (IV.2.3.4,2°).
e it e:-th
On trouve : ¢'(x) =I vz dt, x#0 .

2° 11 suffit de montrer que la partie imaginaire ¢ de ¢ n'est pas déri-

vable en 0. Pour tout x€ ]0,n/2{, posons :

+oo
m(x) =u—(x); ©) =% L 1—511?2 dt .

Le changement de variable u=tx permet d'écrire m(x) =mj (x) +my(x),

. _ (/2 sinu - sinu_,
avec : my (x) —J Wdu, my (x) = /2 2Zegz du-
x T

— La fonction sin &tant concave sur [0,7/2], on a sinu> 2u/7T pour tout

u€ [x,1/2], ce qui donne :

2
1 / 2udu _1 x2+12/4
m1(x)>;I Zraz =7 Log 7 —
et : lim  my(x) =+,

%x+0,x>0

— D'autre part :
oy
du _2
|m2(x)|<f —-==.
wj2 92T

En conclusion : lim m(x) =+, O
x+0,x>0



164

** Are tg (x+t)
Eg@] Soit f : R—R définie par xl——»! ——Fzﬂ‘—x— dt.
—00
1° Montrer que f est de classe ¢! sur R.
2° Pour tout x€R, calculer f'(x) (sans symbole d'intégration).

3° Pour tout x€R, calculer f(x) (sans symbole d'inté&gration).

La solution de cet exercice fait intervenir les suites de fonctions.

1° De : VxR  |Arctg (x+t)

v [<2(21+1), on déduit que f est définie

sur R.
a) D'aprds la définition d'une intégrale généralisée, f est la limite

de la suite de fonctions (fn)nGN* , telles que :

n
- Arc tg (x+t)
R I_n e Ot

b) La continuité de (t,x) 1— Arc tg (x+t)/t%+1, 1'existence et la con~
tinuité de sa dérivée partielle par rapport 3 x, et les théorémes du cours,
. * .
nous permettent d'affirmer que, pour tout n€N , fn est dérivable sur R,

et que :
+n

' _ dt
fn(X) = J_n (t‘+l)[(x+t)‘+ lJ

On dispose de

400
dt

8 xr—»J@ (D[ x+t)Z+ 1)

On constate que, pour tous nEN* et x€R :

g e
0< ~-f!
gla) ~£,00 < L, ot L T

Cn en déduit que la suite de fonctions continues (fr'1)n€N* converge uni-
formément sur R vers g, qui est ainsi continue,

c) De a) et b), il résulte que f est de classe Cl sur R et que f' =g. O

2° Le changement de variable t=tg0 fournit £f'(0) =n/2 .

Soit x#0 ; f'(x) est 1'intégrale sur ]-=,+=[ de la fonction attachée
2 la fraction rationnelle F = 1/(XZ+1)((X+x)2 +1), de degré -4, sans pdle
réel. Un calcul direct est possible, mais il est plus rapide d'utiliser la
formule des résidus (cf. exercice 4.2.5).

Les pdles simples i partie imaginaire positive sont ici : aj=1i et
as =i-x.

Pour F=P/Q, le résidu au pdle simple ap est vy, =P(ap)/Q'(ap).
Iei =y =1/(2ix(x+21)), Ya, 1/(2ix (x-21)}. P
Dt

+y_ ) =2n/(x2+4), x#0.

qn
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Par continuité de f', on constate que f£'(x) = 2 [ (x2+4) vaut pour tout
%x€R (ce qui nous dispensait du calcul direct de £'(0)). On en déduit,

compte tenu de £(0) =0 :

VxE€ER f(x) =mwArc tg(x/2).



SERIES NUMERIQUES

5.1. SERIES A TERMES POSITIFS

[ET.1] soit Zan une série réelle, positive, divergente. Etudier la

série :

a
1° 231:21 3 2° 2 1+:a1 ;3¢ z 1+2a 3 40 z l+nnza
n n n

I1 s'agit de séries positives.
1° On ne peut pas conclure. C'est ainsi que ):arz1 diverge lorsque

a = 1/Yn, mais converge lorsque a = 1/n.

a
. . n .. . .
2° Si lima_=0, on a " a_ au voisinage de +=. S'agissant de sé-
n 1+a n
N+t
. PO - . n .
ries positives, on en déduit que X T2 est divergente.
n

— Supposons maintenant que a_ ne tende pas vers O avec 1/n. Il existe

un réel a>0, et une suite (a extraite de (an), avec ¢ : N—N

¢ (n) €N
strictement croissante, telle que, pour tout n€N on ait :
ap
a 2a , etdonc——gl}i
v (n) 1+a 1+a
¢ (n)

(on a utilisé la croissance de tH+t/(1+t) sur R+).
a

. . n
On ne peut donc avoir : lim W=O.
a ->too

En conclusion, } diverge dans tous les cas.

n
l+an
3° On ne peut pas conclure. En effet :

a
n .
a) z —HTH diverge lorsque an=l pour tout n.

b) Nous allons montrer que z converge lorsque a est donné par

l1+na
n
an=l si n=k2, kEN*, et an=0 dans les autres cas.
La suite (an), dont on peut extraire une suite constante de valeur 1,
n'admet pas 0 pour limite ; la série Zan diverge. D'autre part, pour tout

NEN :

g an 1
n=0 1+—m; ) IQ(QZ N 142

Les sommes partielles de la série considérée sont majorées (par la somme de

la série 2_1l+_k7) ; s'agissant d'une série positive, elle est convergente. 0O

a
n 1 . ~
4® On constate : T:ﬁz—;—SHZ si n>1. D'oll la convergence.
n
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Soit Zan une série réelle, positive, convergente. Etudier les
séries : Vi a
1° 232 . 90 z n . 3° ) n_ ., 4° )‘ 1
n °* n > t1+a °’ 1+nZa
>l n n

— La convergence de Xan entraine : lima =0.

n->+o
— Les quatre séries considérées sont positives ; dans les trois pre-

miéres, le terme général tend vers O avec 1/n.
1° De lima_=0 on déduit 1'existence de NGN* tel que, pour tout n=N,

n->+oo
a_<1 et donc a2<a_. La convergence de Zaz en résulte. 0
n n n n
va
2° Pour tout nGN*, ona: —2 S-‘-(a +—-zl)
n 2\°n n Nra
P 1 a n
La convergence des séries Ea et 2 —o entralnent celle de Z — . 0
n n n
n>1
2n
° . . + - n . s 4o,
3° On a lim (1 an) 1, et a_ _—Han au voisinage de

-0

. s s P n N
S'agissant de séries positives, on en déduit que Z Tra est de méme

nature que Zan, c'est-d~dire convergente.

1 .
4° La condition nécessaire de convergence lim l—-z— =0, qui s'écrit
. no>+e
lim (n2 )—+°°, n'est pas toujours remplie.
n-+oe P . .
a) Si n2a_ ne tend pas vers +» avec n, la série étudiée diverge.

b) Supposons maintenant : lim (nzan) =+», ce qui implique :
>+

— Il existe Ny EN tel que : a >0 pour tout n=N; ;
. os 1 1
- 4o 3 .
Au voisinage de T-O-—nTa— e

L. .. 1 "

Les séries positives z mlza—- et z aZa sont donc de méme nature,
n No n

ce qui nous conduit 3 remplacer 1'&tude de la premiére par celle de la seconde.

Pour tout N>N nous avons (Cauchy-Schwarz) :

N \/é" ,

n
—r— ) a, -
n=Ng m/a n=N n=N
N o |
Les sommes ). a sont majorées par A= Z a . Si la série ) 7, conver-
n=Ng n=0 " — 2N, n
N N +a N
. 1 n \ 1 :
geait, les sommes § Z;~ et donc les sommes ) —= = seraient
n=N, n n=Ng n\/an n=N,

elles aussi majorées, ce qui est absurde.

En conclusion § ﬁa— diverge dans tous les cas.
n
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Soit E 1'ensemble des suites (xn)nEN de réels vérifiant a 1la
fois :
i) xy=1 ; ii) Pour tout kEN, 0<xk+l<xk :

iii) La séri v =x2 .
) série Eun, ol u, xn/xnﬂ est convergente

+o
1° Montrer que, pour toute suite (xn)EE, la somme §= ) u vérifie S>4.

2° Peut-on avoir S=4 ? n=0

1° Soit (xn)EE. Notons que ug=>1 entraine Sgl.

Nous pouvons écrire : S=x;1 +x%18,, ol S;= ) uI'1 avec :
n=o0

et x' =xn+1/x] pour tout n€N.

1 12 ]
u'=x"4/x
n n/n+l ’ n

Nous constatons @ <Xr'1)eE' Nous avons :

S -2/, = (:/l_— - vy \/S—l) 2, et donc S>2VS_1.

X
En raisonnant par récurrence, nous obtenons, pour tout pGN* :
1 1 1
Tzt e =1 —
s>2 2 2 (s )2

ol Sp est la somme d'une série associée i un &élément de E.

Comme Sp>1, nous pouvons retenir :

- P
vpEN' g3 2(171/2P)

2(1-1/2F)

ce qui entraine : S>> lim 2 , et S=4,

Pt

2° En adoptant x = 1/2", on obtient S =4.

. ~ 1
[3.T.%2] Etudier la série ) a_, ot a_=—————— , a€R.
1 " To142% L 4n®

ler Cas : ¢<0. Pour tout n>1, on a :
a
1+2%+ +na<n, et done an>1/n
La série &tudiée diverge.

Remarque. Si a<-1 la divergence peut se prouver en remarquant qu'alors

o
n; n~ converge et que a_ ne tend pas vers O avec 1/n.
1

28me Cas : a>0. L'application ti— t® de R+ dans R+ est croissante, con-

tinue et donc localement intégrable ; pour tout entier k>1 :
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ce qui entraine :
n a+l
a . n .
Z ko~ au vosinage de +=,
k=1 a+]

R a+l . s
et donc : a_ v =—— au voisinage de +m=.

n o
n%*!
Comme 1+g>1, la série z a_ converge.
n
n>]
En conclusion 2 converge si, et seulement si a>0.

n>1

1° Montrer que, pour tout n€N, 1'équation
(En) Log t = Arc tg t +am
*
admet une solution unique x € R,.

2° Etudier la série Zu ,oiu =1/x .
n n n

1° En dérivant on constate que l'application 0.t t+>Log t — Arc tg t — n7

* .
de R+ dans R est strictement monotone. En outre :

lim ¢ (t) = -» ; limy_(t) = 4w, a
t0,t>0 © tteo 1

2° Nous avons : Log u =-an- /2 + Arc tg u .

D'oll : lim (Logu ) =—«, et limu_=0.
Nyte n N->+eo
En outre :
un+1 .
Log 5 =-m+Arc tg (un+l) —-Arc tg (un) .

On en déduit : 1lim (u /u )=e_“<1.
+1'"n
N>+
La série i termes positifs Zun converge d'aprés la régle de Cauchy.

1
. L. ~ n_.
[3-T.8] soit la série Ju_, oil u =[ t sin(wt)dt.
n noJ,
1° a) Calculer u, et u; et trouver une relation permettant de calculer
les u_ par récurrence.
b) Trouver un Equivalent de u, lorsque n tend vers +=, En déduire

la nature de la série Zu .
n
400
2° Exprimer z u_ sous la forme d'une intégrale.
n=0
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1° a) Sans difficulté : u,=2/m, u; =1/m, et (intégration par parties) :

Uy = ey a2y (1 " Tae2) M
b) On a :
rl
O<un<J "t = n—-:-l— pour tout n€N. D'oid timu =0.
0 >+

Compte tenu de (1), il en résulte u A 1 /n? lorsque n tend vers +w.

D'oli 1a convergence de la série i termes positifs Zun.

2° Retrouvons directement cette convergence. Pour tous n€ N et te [0,1]:
(ete .+ sin (re) = (1-t™) v (b)
oli ¥ est 1'application continue de [0,1] dans R telle que :
v (t) =sin(rt)/(1-t) si t#1 ; ¢(1) =7.

n—1i 1 1
D'oii : ) uk-[ p(t)de = —J th (t)dt. (2)
k=0 0

0

La valeur absolue du second membre de (2) est majorée par :

1
M I t“d:=n—’f] , oi M= sup o(t).
0 tefo0,1]
On en dEdulm : 1 in(rt) LI
Zun=J sljdt=J -—u——udu.
n=0 0 0

[E Soit (xn)nEN une suite de réels définie par la donnée de x0>0,
et par :
= + %2
n+l xn xn
Nature et somme &ventuelle de la série Zun, ol u = l/(l+xn).

vneN «x

— De X0l _xn=xr21>o' on déduit que la suite est croissante. Elle ne

peut converger car si elle admettait une limite £, on aurait £=2+122, i.e.
2=0, ce qui constituerait une contradiction avec xn>x0>0 pour tout n. Il

en résulte limx =+,
n->+w n
— Ecrivons, pour tout k€N :

| 1 _ 1
Xl xk(1+xk) X 1+xk

D'oii, en sommant de k=0 3 k=n :
1 1 v 1

Xarl X0 y2, %
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T o 1
I1 en résulte : z — = e

L T+4x X0

n=0 n

La série ZUH est convergente, de somme l/xo.

Soient a et b des réels strictement positifs. Etudier, et

. L. - - a(a+!) .. (a+n)
éventuellement sommer la série Zun, ol un bb+1) - (b+n) °

Commengons par remarquer que si b=a+l, alors un=a/(a+l+n) et la
série diverge.
Il en résulte que si b<a+l, alors un>a/(a+l+n) et la série diverge.

Reste 3 &tudier le cas oll b>a+l. Nous avons alors :
0<un<a/(a+1+n) (m

Ecrivons pour p=>1 :
(b'fp)up = (atpdu

i.e. pu, - (p_])up—l = —bup + (a+1)up_l .

D'oli, en sommant de p=1 3 p=n :

n
(b—a-l)Sn =bu, - (a+1+n)un, Sn =kzo u - (2)

D'aprés (1), le second membre de (2) est borné, ce qui entraine que Sn
est majoré et que 2un converge ; soit S sa somme.

Compte tenu de bu;=a et de limu_=0, nous avons :
n
-t
(b-a-1)S=a-L, oli 2= lim(au ).
e D
Mais £=0, sans quoi Xun divergerait.

En conclusion, la série converge si, et seulement si b>a+l ; elle

admet alors pour somme S =a/(b-a-1).

Remarque. On a : un+1/un= 1 _b_:‘,,,o(]/nz)_ On peut en déduire (cf. le

- *

1.2.3, 3° de notre tome IV) : u N k/nb a (kER+)
On retrouve la convergence de zun si et seulement si b-a>1.

4

- __4n-3
[5.T.9] calculer : s-nZBun. ol u, =177y

La convergence de la série z u tient 3 ce que, au voisinage de +=, on

a:tu ~ 4/n2. n>3
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En utilisant la décomposition en &lé&ments simples :
4%X-3 =l(5 +§_11)

n \n-2 n n+
et : un=f(n) - f(n+2), ot f(n) =% (;i—2+lnl—)
n
D'oll : y u, = £(3) +£(4) - £(n+1) - £(n+2)
k=3 ¥
et : S=f(3)+f(4)=% (54..%]-4..;_4..!2‘]_):_1;%7_

+oo
[5-T-10] calculer § 1/(n2-p2), (p€N fixé).
n=1

¥p
— On constate aisément la convergence de la série considérée.
11 ]
— On remarque, pour tout n#p : 222 2—p(-‘-1-_—p nTp>
n=N 1
Donnons-nous alors un entier N>p, et calculons 2p Sy = 2p nzl prany 2l
p-1 N s
L
n=1\""P P/ n=p+l P
qui devient, par changement d'indices :
-1 2p-1 N-p N+p
ps.= J Loy loyloyl
N L m n n n
n=1-p n=p+1 n=1 2p+]
En remarquant que :
-1 1 p-1 i
2 - =- Z — , il vient
n n
n=1-p n=1
N-p N+p
i 1 1 1
2pS=Z——(z—)+—+—
N .
n=1 n n=1 P 2p
soit finalement :
N+p
3 1
2p 8§, = = - =
N2 poN=pe1 D
N+p
En remarquant que z — est la somme de 2p termes, on constate
n=N-p+1
N+p | .
0 —< r—
< n 2p x N-p+1
n=N-p+]

d'od : lim sN=3/(4p2).
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L} 1
5.2. SERIES NUMERIQUES QUELCONQUES

rn
(Log p)2, «a€ER ; 2° —L—J ALf;tt&Edt, a€R
n 0

10

[Rd=]

2

::Q'_

p

30 (_l)n((Hna)l/a_n)’ aER* 3

. 34
; 4° sinw vVn'+n, o<2.

IT_T_T] Etudier la série dont le terme général a est donné par

1° Ici an>0. En raisonnant comme 3 1l'exercice 3.3.1, le lecteur véri-

fiera : )
N (Log n)
n a-1
n

a au voisinage de +=.

2
) a ala méme nature que la série de Bertrand | —(L——%—ln—)—
n>2 n>2 n’
si, et seulement si a>2.

qui converge

O

2° Ici an>0. L'application ti—Arc tg t/(1+t) de R, dans R, est conti-

nue et donc localement intégrable. Au voisinage de += :

I+t
raison d'int8grales d'applications positives) :
Marcrge (M1 G Tioo (1)
Jo 1+t o 2(1+t) 7 %8
et : a -ll‘%u au voisinage de 4.
2n
La série ) a ~converge si, et seulement si a>1.
>l

Arc tgt
1+t

i

YV om— .

o 2(1+t)

On en déduit que 1'intégrale impropre ( M—t-dt diverge et que (compa-
]

3° si a<o0, lim (140%) =1, et [an] vn au voisinage de 4= ; le terme

n->+oo
général n'ayant pas pour limite O, la série diverge.

e On suppose dorénavant o>>0Q. Au voisinage de +» :

_ -0y /o _ 72 1 1
la | =nl(1+n ) 1] e +O(—n2u_]>.

— Si 0>2, la série converge absolument.

— 81 0<a<1l, elle diverge (le terme général ne tend pas vers 0).

— 81 1<a<2, elle ne converge pas absolument. On &crit

a =b +c¢ oi b =(-l)n et ¢ =0 - -
n n n'’ n a—1 n 2g~1
an n
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Comme 20-12>1, la série Z c_ converge absolument ; la série z b
n n
n>] 2l
converge d'aprés le théoré&me des séries alternées ; z a  converge donc. D
n>1

3
40 A St @ 4 3 o ! _l
u voisinage de + Vo3+n® =n+ 575 * O =2

3n
VoL JRPEINN T 1
D'od : a = (-1) " sina , avec a, pw 5=+ 0 (——5—20:)'
n n
. T i his PR
Comme <2, on a : an'\'3n2—a et [an| '\:-————an_a au voisinage de +=.

e Si 0<1, la série est absolument convergente.

Si 1<a<2, la série n'est pas absolument convergente. De =
3n

on déduit 1'existence de ny tel que ane lo,n/2[ pour n>n0. La fonction sinus

étant positive et croissante sur ]0,w/2[, l a est alternée. Comme

eng,
sinae >0 et limsina = 0, il suffit pour prouver la convergence de Ean de
o
montrer que ni—sin o décroit sur [ny,+e[, n; assez grand. Or :
™ L1 1
oo = - + O
n n+1 - 2 ( - )
3n2 e gqe)2T® n5 2a

Comme 1<a<2, on a : 3-0<5-20 <4-o.

On en déduit

(2-a)m . .
n ~———*— et sina_2sina
n  n+l 3-a n”

3n

Q pour n assez grand. a

n+l

522 ] Soient (En)nGN* une suite 3 valeurs dans {-1,1}, et (an)nEN*

une suite réelle décroissante., On suppose en outre que la série )_ £«

nn
converge . o>l

1° Montrer : 1i e =0.
o nlm (gl+ sn)an 0

2° Etudier le cas oil sn=1 pour tout nEN*.

o - e . . - .
1° La convergence de la série entralne lim an=0 3 la suite décrois—
n-++eo

sante (un) est donc positive. §'il existe n; tel que uno =0, la 1Eropriété
est triviale. Etudions maintenant le cas od an>0 pour tout n€N .
+m

Pour tout n€N, posons R_= z €
n
k=n+l

a l'existence de Rn &tant assurée

k "k’

par 1'hypothése.
> = - ot =
Pour tout k>1, nous avons € (Rk—l Rk)/ak. D'oli, en posant llak

pour k=1, et u0=0 :
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n 1 n—-1
( ) Ek)"‘n=u_ L Gy ~wdR Ry -

k=1 n k=0
nil
Nous avons : yu -y, =0 (u -u ) =u limy_ =+», et 1limR_ =0.
k+1 k > k=0 k+1 k n’ b P ’ aotee D
D'aprés la limite de Cesaro (cf. exercice 1.2.4).
n-1

. 1

lim — Z (u -y, )R, =0. a

o>+ Mn k=0 ktl k Rk

2° On trouve un résultat classique : si (an) est une suite réelle
décroissante telle que la série zan converge, alors an=o(1/n) au voisi-

nage de +=,

5.2.3] 1° Pour t€R donné, étudier la suite réelle (fn(t))xEN* , ol
t
_ n! n
£a(8) = (t+1) ..(t+n)

Lorsque la suite converge, sa limite est notée ¢ (t).
2° Vérifier : VtEN o(t)=t! .
3° Vérifier : Vt> =1 ¢(t) =T(t+1) .

+00
ol T est 1'application de R: dans R définie par T(x) =J e ! ux_l du .
m n 0
On admettra ici : 1lim J (1—%) uLdu=I‘(t+l), cf. ex. 5.2.15.
n>+o 40

1° Pour t donné, la suite &tudiée est définie si, et seulement si :
Ve N (t+1).. (t+n) #0
i.e. si et seulement si t€E, ot E=R \Zt=pghlp, avec @
Io=1=(p+1),-pl si p>1 35Ty =1-1,4 .

— Soient pEN et t€ Ip' Etudier la suite (fn(t))rEN* gquivaut i &tudier
la suite ((—1)p fn(t;))n>p dont les termes sont strictement positifs.
Pour tout n2p, on a :

_1\P t+l
-0 fn+|(t)= (1+1/n)

(-l)pfn(t) 1+ (t+1)/n

. - _13\P - _13yP
En posant : un(t) Log(( 1) fn+l(t)) Log(( 1) fn(t))
il vient : un(t) = (t+1) Log (1+1/n) —Log(l + (t:+1)/n) .
On en déduit le développement limité :
- 1 1
u (t) = t(t+1) '231’*'0(;3')

qui montre que la série 2 un(t) est convergente, et donc que la suite

>p
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(Log((—l)pfn(t)))n>p est convergente. D'oli 1la convergence de la suite étudiée,

et, en outre, la non nullité de sa limite ¢(t).

Remarque. E est 1'intersection des ensembles de dé&finition des fonc-
tions fn, et la suite de fonctions (fn)neN* converge simplement vers y sur E.

2° On constate : fn(O) =1 pour tout n€N., D'oll : vw(0) =1.
D'autre part t€E entralne t+1€E et, pour tout n€EN :

n(t+l)
t+n+l

£ (t+l) = £ ()

D'oli (passage i la limite) : ¢ (t+l) = (t+1)y(t)

Il en résulte par récurrence : ¢(t) =t! pour tout tEN.

3° Reprenant l'exercice 4.2.1 le lecteur constatera que le calcul de

]
= -~y P (+-R19
Ip’q Ja(t a)* (t-R) 1 dt

exposé dans le cas (p,q)€N2 s'étend 3 (p,q) ENxR, avec q>-1.
On obtient ainsi, pour t>-1 et neN" :

1 n t _ n!
fo“‘“) b At =TTy (o) (Eene D)

On en déduit :

n n
_ tén+l _u t
£ =22 [ (- g 0

n

*
Soient a€ R+ et f:[0,a] R, une application de classe c2,

Etudier la série Eu oli u_ = E k f(h]
n n n?2 " \Q2)°

En fait nous étudierons la série z u s oii nOEN est fixé, tel que
n>n
n,>1/a, ce qui garantit que, pour tous n$no et kENn , on a k/n?2€ [0,a],

et la possibilité d'écrire, grice i la formule de Taylor-Lagrange :

k k ., k2
|£(Cz) - £00) - 5£ "' (O) | <M 5%
avec : M= sup [£"(t)].
t€[0,al

n
*
D'oli, par combinaison lin&aire, en notant Sa(n) = 2 ka, a€N
S} (n) S, (n) k=l
un=—rl;2—' £(0) +—r?;['-— £'(0) +Vn

. 83(n)
avec : IVnISMJﬁl-E— .

On connait :
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s =20 5 s, SRR 5 = (5,(m)2

2
D'ol : §3(n)/2nf ~ 1/8n2, qui entralne la convergence absolue de ) v
n=n
0
Z u_ est de méme nature que S x , oli x =§-L§—n~)—f(0) + §2~[§B-)f'(0).
nSn, £ Tn n n n
0 n=ng

— 81 £(0)#0, on a xn'\:f(O)/Z ; la série étudiée diverge ;
Si £(0) =0 et £'(0) ¥0, on a xn'\zf'(O)/(Bn) ;3 la série diverge ;

Si £(0)=£'(0) =0, on a xn=0 pour tout n?n0 ; la série converge.

On donne (al, ,ap)ERp. Trouver la nature de la série z a ,
a =1

oll a est égal a Y lorsque n est congru 3 k modulo p.

La suite (an) admettant O pour limite, la nature de la série ; a,
E a. n=>1

est la méme que celle de la série an, oil bn= qui s'en déduit

-1 np+k ’
par groupement de p termes consécutifs.
Nous avons b, =P(n)/Q{n), ol P(X) et Q(X) sont les polyndmes
Q) = (px+k) ; P(X) = § o ( (pX+J'))
k=1 k=1 jENp\ {k}

qui s'ordonnent suivant les puissances décroissantes sous la forme :

— Pyl p-1
QX) =p'X +)‘p—1 X +et Ay

px)=apP xPh ey xP2a ey g oaA- § o -

p~2 0 k=1
— 81 A#0, alors bn’b;Ar; ; la série diverge.
— 8i A=0, alors bn=0(;12- ; la série converge.

Soit 5 a_ une série réelle convergente.

=l a,+2a,t..+n a
1° Etablir : lim - - 0 (1)
e al+232+ +n a
2° Montrer que la série Z bn’ oill bn=—-5(—mT—~— converge et que :
+ +oo n1
n-z-lbn i nZlan @

1° Du fait de la convergence de ): a , pour tout n€N, on dispose de la
n=>1
série convergente Z a, dont la somme est notée R , et on a limR_=0.
n+l n e
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Pour tout k=1, on a : a, =R, _, —Rk. D'oli, pour tout nGN*
al+2a2+... +n a g n
- = Zk(Rk_l Rk)
k=1
;B
_(E Z]RZ—I)_Rn

On en déduit (1) en utilisant limRn=0 et la limite de Cesaro (cf. Exer-
cice 1.2.4). O

2° Pour tout n€ N*, Sy = an s'écrit :

2 (a,+2a,+..+na ) (;—ﬁ

a1+2a2+ . +N ay

1
N
et aussi : S, = Z]an "———T—— . (3)

La convergence de r; bn et 1'égalité (2) résultent de (3), compte tenu
1

de la convergence de z an et de ce que (d'aprés (1))

1
. a1+2a2+... +N aN . al+232+... +N aN
1im —m————— = lim ——— = 0
Nortoo N+1 Nt N o

Nature des séries Zun et Xvn’ dans lesquelles :

un=sin(n! 2r/e) vn=sin(n! n/e) .

+00

Ona: l/e= z (—l)n/n! ; il s'agit de la somme d'une série alternée
n=0
vérifiant le théoréme des séries alternées.
Cela permet d'écrire : 1/e = 2 -1 /k'+( ])n+l
k=0
ol Rn= 1/(n+1)! -1/ (n+2)! +.. vérifie :

1/(n+1)! = 1/(n+2)! sRn<1/(n+1)!

. n+l
: nl/e= -
On en tire : n!/e an+( 1) @,

1 173

q . =n! ___ €f —r —
ol : a n.(l T +..+ (- 1) )EN et a [71“2, n+1J'

Il en résulte : (un) est une suite décroissante, lim a = 0 et
& "~ 1/n.
n / . n+l .

a) Il vient : un=(—1) sln(Zwun).

D'od : |un] =sin(2ﬂun) (pour n=>1) et |un| A 21/n. La série ):[un[

diverge.
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D'autre part la suite (Iun|) est décroissante (n=1), de limite O.

La série Zun converge (théoréme des séries alternées).

b) On constate : a = (—l)n-](n—l) et anEn-l (mod 2). D'ol :

Vo= (-l)n_1 sin ((—1)n+l 'rrcxn) =sin(1ran)

On a (n>1) : vn>0 et vn'\:n/n. La série ZVn diverge.

Soit (“n)nEN une suite définie par la donnée de u,€R et de

u =sinu_ pour tout n€N. Trouver la nature des séries ).v et Xw , ol
n+l n n n
v.= u? et w_=u3

n n n n

A partir de uy, tous les u appartiennent & [-1,+1]}. Quitte i opérer
un changement d'indexation, on peut donc supposer : u, € [-1,+1].

On élimine u, =0, auquel cas un=vn=wn=0 pour tout n€N : les deux
séries sont convergentes.

Quitte 3 remplacer tous les U, qui sont de méme signe, par les nombres
opposés (ce qui ne change pas la nature de Xvn et de an) on peut se limiter
a u,€10,1].

Dans ce cas la suite (un), décroissante et minorée par O, admet une

limite ¢ telle que 2 =sinf, donc égale i O.

a) De wn>0 et wnm6(un—un+l) on déduit que la nature de la série ZWn

est celle de la série z(un_“nﬂ)’ qui converge d'aprés

n
kzo(uk_ukﬂ) Uy Uy ot nl_:';“n=° .

u u
b) De vn>0 et vnm6(1 - n+])'\J6Log un , on déduit que la nature de
n n+l
. u
de la série Zv est celle de la série ).Log un ,» qui diverge d'aprés :

n O Uy u n+l
2 Log = Log et limu,/u = +oo,
k=0 Yt el ote 0 DI

Autre solution.- A titre d'application de la moyenne de Cesaro (Ex.

1.2.4) nous avons obtenu un'u v3/n. D'oli vn’\:3/n et wn'\:3\/3/n3/2.

Soit Zan une série divergente A termes réels positifs. Pour

e - . 4 - . 2ni .
tout n€N, on pose s, l+a0 ~+a et b =a Etudier la série an

n+1/sn'
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*
Nous avons, pour tout n€N, sne R, et :
s ., -8
n+l “n
=0 s - .
n 5, 1 exp(Log 5 41 Log sn)

P X . .
En utilisant e” 2 1+x pour tout x>0, il vient :

= - .
vnE€N b >logs ., ~Llogs

n
On en déduit : Z b, >Logs ., ~Logsg.
k=0
Comme lims_=+= entraine lim Logs_=+=, la série Zb diverge.
ote 1 >+ n n
5.2.170 | Les suites et séries qui intervienment sont & termes complexes.

° . . .
1° Soient 2xn une série convergente, et (un)nGN une suite telle que la

série )|u —u converge. Montrer que la série )u X converge.
2| n n+]| g q z nn &

2° Soit (un)nGN une suite telle que, pour toute série convergente Exn,

la série Zunxn converge. Montrer que la série ).I“ converge (on pourra

n Un+l
raisonner par 1l'absurde ).

1° La série absolument convergente Z(un—unﬂ) est convergente ; la

suite (u imi . = L+
( n)rEN admet donc une limite, que nous notons £. En posant u L+a_,
nous avons

R
=12 + z a .
Koo KR lg K lg KK
ZXH étant convergente, il reste 3 montrer que Zunxn est convergente. Ceci

résulte de la r&gle d'Abel qui s'applique puisque :

n
i) La suite nk*> z ¥, est bornée (en effet an converge) ;
k=0

ii) La suite nHan admet O pour limite ;

iii) La série Z|an—an+1|, qui est aussi Xlun—unﬂl, est convergente.

2° Faisons l'hypothése (H) : Ean, oll a = |u diverge.

n Un+l I ’

Pour tout n€N, en désigne 1l'argument de u T qui appartient 3

[0,2w[, avec 6,=0 si u =u_ . ;. Nous posons :
exp(-i en) .
VoSTea v +a — St n=1,

0 n—-1
et : x =x =0 ; X _=v_-v si n=>2
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Montrons que l'hypothése (H) entralne la convergence de ZXn et la
divergence de Eunxn, et conduit donc 3 une contradiction.

e De la divergence de 23,1 on déduit lim (1+ao+ +an) =+ et donc

n-++oo
limvn=0 ; la convergence de Exn en résulte.
W+° o Pour tout n>2, nous pouvons écrire
;21 nil nil luk—uk_”l
u, X =uV_—u,v, +d g_= (u, -u, v, = Tom a7 +a
= kk n n 21 n’ noL b k "k+17 7k k=2 1+ao+...+ak_l
n-2 A
o_ s'éerit 2 ——————— ; d'aprés l'exercice précédent, la divergence de
n l1+a +..+a
k=1 [\ k
Zan entraine : limo_ =+o,
n->+e
n-l n-1
De : u -u_= (u,-u . .), qui entraine |u,~u_|< 23 on déduit
0 n .20 k k+l 0 "n k=0 k
|uo|+a0+... *a__, luol—]
luv | €S——a—""—=1+
nn I+a,+..+a I1+a,+..+a
0 n-1 0 n-1

ce qui montre que la suite np—> (unvn—uzvl) est bornée.
n

En conclusion : np> Zukxk n'est pas bornée, et la série Zu X
k=0 n' n

diverge.

5.2.11 | Soient Zan et zbn deux séries & termes réels positifs, di-

n
vergentes, telles que a_ ~ b_ au voisinage de +». On note A_= X
n n n
5 1)':1 k=0
= b, .
R ES
Montrer que An v Bn au voisinage de +=,

ak,

I1 s'agit d'un cas particulier du IV.1.6.1 2° de notre cours. Voici
une démonstration directe.

On a limB_ =+» et, en particulier, B_>0 pour n assez grand.
n n n

« .
Soit eER+. L'hypothése permet de fixer p€N tel que Bp>0 et

vk>p |ak—bk|<e/2-b

k
n
Pour n>p on a : An_Bn=Ap_Bp+k_z (a, b))

n =p+l

et donec : [A-B |<|A -p | +& b, <|A-B | +<8
AaBal <Iag0, o5 3 b lagm | +go,
a8, _1AB ]
et, commeBn>0:B——< B +—2—-
n n
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I1 existe N>p tel que, pour tout n=N :

|a -B_| A
B >2 -—%L, et donc IB—n-—1l<s:. O
n
Les deux exercices qui sutvent constituent un méme probléme. Ils por-
tent essentiellement sur les suites rumériques, mais 5.2.12 suppose connu
le résultat sur les séries obteru au 5.2.11, et fait appel aux suites de
fonetions.

E@ On &tudie la suite réelle (un)nGN déterminée par :
5 = 2
uj; €R est donné ; vn€EN U4y SU tul
1° Montrer que l'on peut se limiter aux cas -I| <u0<0 et u0>0.

2° Dans cette question, on suppose —1<u, <O.

-1_ -1

En utilisant 1'exercice précédent successivement avec a =u - -u .
-1_ -1 . .
= - - N =] u voi 4o
a =u - -up, 1, montrer que u, /n au voisinage de ,» et trouver

un équivalent de u 4+ 1/n.

3° Dans cette question, on suppose u,>0. On pose v_= 1/2n-Logu
q 0 n n

a) Montrer : limu =+», Montrer qu'il existe limv_=2, A€ER.
N>+ n n->+o n

Pour tout n€N, montrer : Logun<)\2n<Log(1+un) . (n

Trouver un équivalent de u  au voisinage de +=.

b) On suppose ici que u, parcourt 10,+=[ ; on note un(uo), vn(uo),
)\(uo) au lieu de u s Vi, A. Montrer que les fonctions uOHun(uo) oli n

est fixé, et uu'—”‘(uo) sont croissantes et continues.

Notons que, dans tous les cas, la suite (un) est croissante,.

1° si u, =0 (resp. u, = - 1), on a un=0 pour tout n (resp. pour tout

n=>1). Si uo<—1,onau1>0. 0

*
2° De ~1<uy;<0 et u =u _,(I+u__,) pour tout n€N , on déduit par

n
récurrence : -1 <un<0 pour tout n€N.

Croissante et majorée par 0, la suite (un) est convergente. Sa limite %

vérifiant 2=2+122, on a 2 =0. Retenons limun=0.

n--+o
1 1 Un 1
a) a =—- = = .D'oi a_vb_, avec b_=1.
n u u u 1+u n n n
n n+l n+l n

D'aprés 1l'exercice précédent (en sommant ici de 0 3 n-1 ) :

LR S , dont on déduit u_ ~ -1 O
u; u n n

b) a -1 . -1 =—un D'oli a_ v b avec b_=Log (l+l).

u u 1+un' n n® n n
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D'aprés l'exercice précédent (en sommant ici de 1 & n-1) :

1
—-1_ (n-1) A Logn, dont on déduit uL+n v-Logn

Ul u
n n
et (aprés multiplication par un/n qui tend vers -1)
1 Un ] Logn
—4+u N —— +—n, . m]
P py Logn, et u v

3° a) La suite (un) est strictement croissante. Si elle était majorée,
elle admettrait une limite g telle que 2=18+22, i.e. £=0, ce qui est im-

possible (u0>0). On a donc limu_ = +w,
nteo O

Pour tout k€N, on vérifie : u =u§(1 + lluk) et

k+1

v =vk+l/2k+1-Log(l+l/uk). )

k+1
La suite (vn) est donc strictement croissante. Par ailleurs on a,
pour tout n€N, en sommant (2) de k=0 & k=n-1 et en utilisant u;l Su_l :

0
v <00 t (2 +2 t o 2 )Log(] + ]/u )
n 0

et a fortiori : vn<v0 +Log(l + lluo) =Log(l+u0).

La suite (vn), strictement croissante et majorée admet une limite
A<Log(1+u0), et on a vn<)\ pour tout n€N. Comme un>1, et done vn>0 pour
n assez grand, on a A>0.

— Pour n€N fixé et pour tout m€N, on a, en sommant (2) de k=n a

ey -1
k =n+m et en utilisant u <un :

1 1 1 1
Voamel <vn+?{ﬁ-(l AL +F)Log(l +u—n) .

D'oli, en faisant tendre m vers +e« :
1 1 . P
vn<k<vn+;ﬂLog (l +u—-], qui s'écrit (1).
De (1) on déduit : un<exp(u“)<1 +u,

et ; un'\,exp(AZn) au voisinage de += (on rappelle A>0).

Notons que (1) entraine : O<)\—vn<(2nun)_l. (2)

b) Ici les symboles u (n fixé), vy (n fixé), A désignent les appli-

cations de ]O,+=[ dans qui a ug associent respectivement un(uo), vn(uu),
A(uo).

— Fonction polyndme non nulle, & coefficients positifs, u (n fixé)
est continue et strictement croissante.

— En utilisant la continuité et la croissance stricte de Log, on en
déduit que Log ou , et done vy (n fix&) est continue et strictement croissante.

— Soit a€ R:. Nous allons montrer que la suite de fonctions continues

converge uniformément vers la fonction A sur [a,+o[, ce qui per~

(vn) rEN*
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. *
mettra d'affirmer que A est continue sur tout [a,+=[, a€ R+ , et donc
sur R:

*
Pour tous e€R+ et u, €[a,+o[, 1'inégalité lA(uo) -vn(uo)l <e est

(d'aprés (2)) une conséquznce de 2nun(u0)>s_l, et donc (puisque 1'appli-
cation u_ est croissante) une conséquence de 2nun(a)>£_l, et donc (puis—
que la suite [un(a)) est croissante et que Y, (a) =a)) une conséquence de
2%3> 71, m]
— La croissance de A résulte, par passage 3 la limite, de celle des v, -
En effet :
O<u(‘) <u0 entraine A(uo) - )\(u(')) = nl_’i‘l(vn(uo)—vn(u('])) =0.

5.2.13 ] On étudie la suite complexe (un)nEN déterminée par :
& o = 2
uOGC\R est donné ; Vn€N u L =u, tul.

*
1° On suppose |u,|>2. Montrer que |u_| >2 pour tout n€N et que
0 n

lim |u l =4,
n
n->+o

. 2
2° On pose u =x +iy , (x ¥y ) ER", et on suppose :
(=1<x,<0) A (~/3/2<y, <V3/2).
a) Pour tout n€N, vérifier 1'assertion :
(-1<x_<0) A (-V3/2<y_<V3/2) ®)

Montrer qu'il existe lim|y | =2 et que 0<2<J3/2.
e O
Montrer que 1l'hypoth&se £+#0 conduirait 3 une contradiction.

b) On introduit la suite auxiliaire (Xn)rEN déterminée par :

= - . c = 2
XO 1/4 3 vnE€N Xn+1 xn+xn.

Soit €€ ]0,1/2[. Montrer que pour tout pEN il existe NPGN tel

que n>N_ entraine x_>X -¢.
P n

c¢) En déduire que la suite (un) est convergente.

1° Iuol>2 entralne [u0+l|>|u0| -1. I1 n'y a pas &galité a cause de
ug ¢R. On a donc luo+l|>1, et l“ll = |uo||u0+1|>2, ce qui permet de poser

{ull =2+a, avec a>0. D'oli, par récurrence :
vnen" |un|>2+a et |u +1[>1+a

< * -1
et, encore par récurrence : Vn€N lun|> Iull(l+a)n .
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2° a) On raisonne par récurrence. (R,) est vraie par hypothése. On

utilise :
X o= (xn+1/2)2 -1/4 —yg et ¥ .. =yn(1 +2xn).

On constate que si l'on a : -1 <xn<0, alors on a :
(xn+1/2)2<1/4 et |1+2xn| <1.
Si 1'on a en outre Iynl <J3/2, alors on a :
-1<x <0 et lyn+]|<‘yn‘<\f3/2.

Il est ainsi &tabli que si (ﬁn) est vraie alors (Rnﬂ) est vraie. a

— En outre la suite (|yn|) est décroissante (d'ailleurs strictement).
Comme elle est minorée par O et majorée par J3/2, elle admet une limite ¢,
telle que 0< g <Jv3/2.

A partir de Yol =yn(1+2xn), et par passage 3 la limite, 1'hypothése
£>0 entrainerait : 1im(l+2xn)2= 1, i.e. 1im(xn+x§) =0.

Compte tenu de X4l =xn+xr21—yr21, il en résulterait limxn=—22, et donc
-22(1-22) =0, et enfin ¢ = 1, ce qui serait en contradiction avec £<J3/2,

L'hypothé&se £>0 est donc absurde, et, ainsi : limyn= 0.

b) D'aprés 1'exercice précédent, la suite (Xn) est croissante, de

limite O.

c€]0,1/2[ étant donné, il s'agit de montrer qu'une assertion (Pp)
est vraie pour tout pEN.

— L'inégalité xn+l>xo—e s'éerit (xn+1/2)2—y§>—e, ce qui est une con—
séquence de yg<e. Comme 1imyn= 0, on en dé&duit que (ﬁo) est vraie.

— Soit p€N pour lequel Pp est vraie. Nous avons, pour tout n€N :

- = - —y2
*n+l xp+] (xn Xp)(l+xn+xp) ¥n*

Imposons n>Np. Il en résulte xn—Xp>—e, et
1+xn+xp>1+2xp—e>0 (en effet Xp?—l/lb et £<1/2),

. - - 3
et done : X 4 Xp+’> e(l+xn+XP) Ya

. . . - - - 2
et a fortiori : X xp+l> a(1+xp) v, (en effet xn<0).

Pour avoir x . >X -¢, il suffit donc d'avoir :
n+} p+l

n>N et y2<e(-X).
P Ya<e(=X)

De 1lim y2=0, on d&duit que l'assertion (P + ) est vraie. [m]
o n ptl
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c¢) Sur €€ ])0,1/2[. Nous pouvons lui associer q€N tel que —£<Xq<0
Soit NqG N, associé 3 ¢ et 4 q, comme il a été dit au 2° b). Pour tout
n>N on a :

q

X -e<x <0, et done =-2e<x_ <O.
q n n

On en déduit l:men= 0, et (ef. 2° a) limun= 0.

5.2.14 1> a) Trouver 1l'ensemble de définition D de la fonction f

de R vers R déterminée par :

+oo

- (P

f(x) pz() (x+p)p!
Vérifier : W€D f(x+1) =xf(x) ~1/e. (@3]

*
b) Montrer que la restriction de f 3 R+ est strictement décroissante.

— Etablir : f(x) v 1/(ex) au voisinage de +«. (2)

2° On se propose de calculer une valeur approchée de f(16).
a) Peut-on employer la méthode suivante : ayant vérifié que la suite
(un= f(n+l))n€N est déterminée par uj, et par une relation de récurrence, on
cherche de proche en proche, au moyen d'une calculatrice, des valeurs appro-
chées de U,y , -yl ?
b) Montrer que (un) est une combinaison linéaire des suites (xn) et
(yn) déterminées par x,=0, y4= 1, et
€ = -
WnEN  (x_,; = (a+l)x_+ 1} A (yn+1 (n+D)y )
Calculer X et v, en fonction de n. Pour tout (a,B)ERZ, chercher 1la

limite éventuelle de la suite (axn+8yn) ; expliquer le résultat de a).

3° Calculer une valeur approchée de f(16) i 10-6 prés.

1° a) Pour x€ Z_, f(x) n'est pas défini. En revanche pour x¢ Z_, f(x) est
défini comme somme d'une série numérique absolument convergente : on a :
D=R\Z_.

— Soit x€D, ce qui entralne x+1 €D, Un changement d'indexation fournit:

4o p-1 foo - p o
= ! (~1) p
fen = T SR e T - T e
po1 GeRY(p-1)T T T Ly Geepdpt T Ly S
i.e. £Ger1) =x(£G) - 1/x) - (e7}-1) (1)
b) Soit (x,Y)ERf_ tel que x#y; (f(y)-f(x))/(y_x) se présente comme la

_ p+1
somme de la série Z (-1) o qui vérifie le théoré&me de convergence des

30 (x+p) (y+p)
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séries alternées ; le premier terme de la série &tant -1/xy, la somme est
strictement négative. o
On vé:ifie de la méme manidre : WxE R: £(x) >0,
Sur R+, f est décroissante et minorée par O ; d'oli (théoréme de la

limite monotone) l'existence de £=1im f(x), avec 220. L'hypothése 2>0
X+

entrainerait 1limxf(x) = +o, en contradiction avec (1). D'ot 2=0, et, d'a-

pras (1) xrHe
lim xf(x) = 1/e. (2)
X+
+& P
2° a) On a : ug= -); E;ii)' =1-1/e, et, d'aprés (1)
p=0
vn€N U= (n+)u_-1/e,

Si on calcule de proche en proche des valeurs approchées EO’E de

10

u_,u ., on obtient des résultats aberrants, en général au voisinage de

L
n=11 ou n=12 (cela dépend de la calculatrice utilisée) : IEnl devient rapi-

dement trés grand.

b) On constate : u = - (1/e)xn+ (1—1/e)yn.
On a immédiatement : yn=n! Pour calculer x , on pose zn=xn/n! ; il
vient :
= ! =
z 1 zn+ 1/(n+1)!, avec z, 0.
n
D'ol : z = z 1/k! Ainsi, pour tous (G,B)ERZ et n€N :
k=1
n
= 1yn! = vn! -
uxn+ Byn (B+a Z 1/k!)n! = yn! av .,
k=1
+o
oli Y=B+a(e-1), et v_=n! z 1/k!
n
k=n+1
400
n! n! 1 1 1
On a : F<v_< : , et 1 —<y <-—,
(n+D)1 n (n+1)! k=0 (n+1)k n+1 n n

- Si y#0, alors ax + Syn’\‘yn! : |axn+8yn| tend "trés vite" vers +«
lorsque n tend vers +=,

~Si y=0, alors 1lim (ctxn+8y ) =0.
n++o n

En particulier, dans le cas de u onaa=- 1/e et B=(e-1l)/e, et
donc y=0.

On retrouve : u_"1/(ne), conséquence de (2), et limu_=0, Mais, dans
n b n—
ce cas, la calculatrice remplace Yy par une valeur approchée y qui n'est
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pas nulle, ce qui explique que la suite (;n) diverge rapidement (méme en
prenant soin de choisir exactement y=0, les incertitudes sur le calcul 2
chaque pas conduiraient 3 la méme difficulté).
5 N ana oEDP
c¢) Revenons 3 f(16) —pzoap, ol ap—mp—,,
approché de la somme d'une série alternée.

et utilisons le calcul

Une évaluation rapide fournit : lagl <12.1078.

Dans le tableau suivant, chaque terme, sauf ag qui est exact, est indi-

qué avec une erreur inférieure i 5.10-10

n a -a
P P

0 |0,062 500 000

1 0,058 823 529

2 0,027 777 778

3 0,008 771 930

4 |o,002 083 333

5 0,000 396 825

6 |0,000 063 131

7 0,000 008 627

8 10,000 001 033

J 10,092 425 275 | 0,068 000 911

8
On en tire : Ag= Z a =0,024 424 364 +4,1079
p=o

Comme : Ag+ag<f(16)<Ag, on peut affirmer :
£(16) = 0,024 424 3+1077,

Un calcul plus fin conduit 3 : 0,024 424 264 +0,5,1079,

Remarque. A titre de complément, le lecteur pourra vérifier que f est
oo
de classe C sur D. A tout nEN il associera :
+o0 +
(-1)P"" 1
f rx— —_—
l+n
p=0 (x+p) p!
Il montrera que fn est la somme d'une série de fonctions qui converge sur D,
et que la convergence est uniforme sur tout segement [a,b] inclus dans D. Il

en déduira que f admet fn(xo) pour dérivée d'ordre n en tout x,€D.
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5.2.15| Cet exercice est destiné 3 montrer, pour t>-1 donn&,

4o n
T (t+1) =J h= lim *J g (n
0 mto,nEN Jg 1
~u t u\? t
avec : h(u) =e "u et gn(u)=(l o) U (u>0).
Cette formule a servi au 5.2.3 pour justifier :
t
1
T(t+1) = lim ——= B —— 2
(er1) = lin T tom @

) *
1° Soit EGR+ .

a) Montrer qu'il existe (a,A) ER2 tel que :

ra r+°°
(0<a<A)A<J hse)AQ h<g> 3)
0 A
2 N
b) Vérifier : Vn=A G g <egj A \J g <e) (4)
o°n ) A D

¢) Pour n>2A et u€ [0,A], vérifier :
-u-nLog(l-u/n) <A2/n (5)
En déduire qu'il existe un entier N>2A tel que :

A
vn=N J (h-g ) <e. (6)
a

2° Conclure, et montrer que (2) équivaut a 1la formule suivante (défini-

tion d'Euler de la fonction T') :

R
n.n

I'(x) = lin x (x+1) ... (x+n)

n->+o

, x>0. (7)

Toutes les intégrales qui interviennent concernent des fonctions positi-

ves et sont positives, la positivité de h—gn sur ]0,n] résultant de :
€ = r_E_ {_E >
Vu€ ]0,n[ Log h(u)/gn(u) nL o Log\ o 0
et de (h-g )(n) =h(n).
n 4o
1° a) Simple conséquence de la convergence de J h.
0
b) Résulte de (3) et de : gn<h sur 10,n].

¢) On constate que x > - Log (1-x) -x -x? est a dérivée négative sur

fo,1/2], et est donc négative puisqu'elle prend la valeur O au point 0. D'oli :
vx€ [0,1/2] -Log(1-x) - x<x2.

En utilisant 0€u/n<1/2 et u?<A2, on obtient (5).
—De : (h-g )(u) =h(u) [1-exp(u+nLog (1-u/n)]
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on en déduit, pour tout n=>2A :

A A
J (h—gn)<<1—e'A2’“> Jh<(1 - e M),
a a

2° La notation &tant celle du 1°, pour tout n=>N, on écrit la diffé-

n
rence [(t+l) - J g _sous la forme :
a 0an A +00 n
ARy
h- (g + (h—g)+fh-jg
0 o B Ja n A Al
D'od :
n
-~ <5¢e.
T (e+1) Jgnl S5¢

— L'équivalence dg (2) et (7) est triviale.

Remarques. a) L'introduction de a est inutile si t=0,.
* b) Pour résoudre 1° ¢), il suffit de montrer que la suite (gn)n>A de fonc-
tions continues converge uniformément sur [a,A] vers h ; comme u — u est
borné sur [a,A], il suffit donc de montrer que la suite (tPn)n>A , oil
\an(u) = (1 —u/n)n, converge uniformément sur [a,A] vers u +— e7U. La conver-—
gence simple est triviale. Les i étant continues et décroissantes, et

ul— e " Btant continue, la convergence uniforme s'en déduit par le second
théoréme de Dini (cf. notre tome II d'exercices d'analyse).
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