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Mathématiques supérieures 1 Table des matières

3.3.4.a Espace vectoriel des suites convergeant vers 0 . . . . . . . 158
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6.3.3 Fonctions équivalentes en un point . . . . . . . . . . . . . . . . . . 364
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Chapitre 1

Groupes, anneaux et corps

Prérequis : dans tout ce chapitre, les notions suivantes sont supposées connues :

• le cours de logique (en particulier, implications et équivalences) ;

• notion d’ensemble et opérations usuelles sur les ensembles ;

• image directe et image réciproque d’une partie par une application ;

• composition d’applications, propriétés de la composition ;

• injection, surjection, bijection et leurs propriétés ;

• produit scalaire et déterminant dans le plan et dans l’espace, produit vectoriel
dans l’espace.
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Mathématiques supérieures 1 1.1. Groupes

Vous connaissez depuis longtemps l’addition et la multiplication de nombres réels (ou
de nombres entiers). En fait, vous avez appris que ce sont des opérations qui ont un certain
nombre de règles de calculs. Dans ce chapitre, on va généraliser ces « opérations » (ce qu’on
appellera des lois de composition interne) et les règles de calcul. Ceci va nous amener à
définir des notions de structures algébriques : notions fondamentales en mathématiques
qui permettent essentiellement de manipuler des objets (des nombres, des ensembles, des
applications, des vecteurs...) et de faire des « calculs » avec ces objets.

Vous verrez par la suite que ces structures reviennent naturellement dans tous les
domaines mathématiques, mais aussi dans tous les domaines scientifiques.

1.1 Groupes

1.1.1 Loi de composition interne

Définition 1.1.1.1 Soit E un ensemble non vide. On appelle loi de composition interne
sur E toute application f : E ×E −→ E. La valeur f(x, y) pour un couple (x, y) ∈ E2

s’appelle le composé de x et y pour cette loi.

Exemple 1.1.1.2 Voici quelques exemples et contre-exemples de lois de composition in-
terne :

• l’addition sur N est une loi de composition interne ;

• la multiplication dans C est une loi de composition interne sur C ;

• si E est un ensemble donné, alors ∪ est une loi de composition interne sur
P(E) ;

• le produit vectoriel ∧ est une loi de composition interne sur R3 ;

• la loi ◦ est une loi de composition interne sur F(E,E) mais n’est pas une loi de
composition interne sur F(E,F ) (lorsque E et F sont deux ensembles distincts) ;

• par contre, le déterminant dans le plan n’est pas une loi de composition interne :
à deux vecteurs, on associe un nombre réel et non pas un vecteur.

Notations :

• on utilise souvent l’expression « l.c.i. » pour dire « loi de composition interne ».
C’est une abréviation qui est tolérée ;

• en général, on utilise un symbole pour désigner le composé de x et y, comme par
exemple x � y, ou xTy, ou x � y, ou... On dira donc souvent : « soit � une loi de
composition interne sur E » (au lieu de f) et on notera x � y au lieu de f(x, y).

8



Chapitre 1 Groupes, anneaux et corps

Définition 1.1.1.3 Soient E un ensemble non vide et � une loi de composition interne
sur E. On dit que :

• � est associative si : ∀(x, y, z) ∈ E3 , x � (y � z) = (x � y) � z ;

• � est commutative si : ∀(x, y) ∈ E2 , x � y = y � x ;

• � possède un élément neutre s’il existe e ∈ E tel que ∀x ∈ E , e�x = x�e = x.

Exemple 1.1.1.4 Reprenons les exemples précédents.

• La loi + sur N est associative, commutative et admet 0 pour élément neutre.

• La loi × sur C est associative, commutative et admet 1 pour neutre.

• La loi ∪ est associative, commutative et admet ∅ pour neutre.

• La loi ∧ n’est ni associative, ni commutative et n’admet pas d’élément neutre. En
effet,

∗ on a, par exemple, �i ∧ (�i ∧ �j) = �i ∧ �k = −�j alors que (�i ∧�i) ∧ �k = �0. Par

conséquent, il existe trois vecteurs de l’espace tels que :�i∧ (�i∧�j) �= (�i∧�j)∧�k.
Ceci prouve que ∧ n’est pas associative.

∗ Si �u et �v sont non colinéaires, �v ∧ �u = −�u∧ �v et �u∧ �v �= �0 donc �u∧ �v �= �v ∧ �u.
Par suite, ∧ n’est pas commutative.

∗ Enfin, s’il existait un élément neutre �e, on aurait : �e = �e ∧ �e = �0. Mais alors,
si �u est un vecteur non nul, �u ∧ �e = �0 �= �u.

On peut remarquer que dans la pratique, ceci signifie que les règles de calcul de
produit vectoriel sont « plus difficiles » que les règles de calcul dans R par exemple.
Pour s’en convaincre, il suffit d’écrire la formule du « double produit vectoriel »
et de comparer avec le « double produit » dans R :

∀(x, y, z) ∈ R3 , (x× y)× z = x× (y × z) = x× y × z

alors que pour �u,�v, �w trois vecteurs de l’espace :

(�u ∧ �v) ∧ �w = (�u · �w)�v − (�v · �w)�u
Formule nettement plus « difficile », ne serait-ce qu’à retenir.

• Si E est un ensemble, la loi ◦ sur F(E,E) est associative, admet un élément neutre
(IdE) mais n’est pas commutative (si E contient au moins deux éléments).
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Dans toute la suite, sauf mention explicite du contraire, E est un ensemble
quelconque non vide.

Proposition 1.1.1.5 Soit � une loi de composition interne sur E. Si � admet un
élément neutre, alors il est unique.

Preuve :

Soient e ∈ E et e′ ∈ E deux éléments neutres pour �. Alors :

e = e � e′ (puisque e′ est un élément neutre pour �)
= e′ (puisque e est un élément neutre pour �)

�

Définition 1.1.1.6 Soit � une loi de composition interne sur E admettant un élément
neutre e. Soit x un élément de E. On dit que x est inversible pour la loi � s’il existe
y ∈ E tel que : x � y = y � x = e. Un tel y est alors appelé un inverse de x.

! Attention : il faut bien vérifier les deux égalités ! Il se peut qu’il existe y ∈ E tel
que x � y = e mais que y � x �= e.
Par exemple, si E = F(N,N) est muni de la loi ◦, on a vu que IdN est l’élément neutre et
si on considère les applications f et g définies par :

∀n ∈ N , f(n) = n+ 1 ; g(0) = 0 et ∀n ∈ N� , g(n) = n− 1

Alors g ◦ f = IdN mais f ◦ g �= IdN.

Proposition 1.1.1.7 Soit � une loi de composition interne sur E, associative et pos-
sédant un neutre. Si x ∈ E est inversible, alors son inverse est unique.
Son inverse est alors noté x−1.

Preuve :

En effet, si y ∈ E et y′ ∈ E sont deux inverses de x, alors :

y = y � e = y � (x � y′) = (y � x) � y′ = e � y′ = y′

�

10



Chapitre 1 Groupes, anneaux et corps

Remarque : on peut plus généralement définir les notions d’élément inversible à droite,
d’élément inversible à gauche, d’inverse à droite et d’inverse à gauche de la façon sui-
vante :

• on dit que x ∈ E est inversible à gauche s’il existe y ∈ E tel que y � x = e. Un tel
élément y ∈ E est alors appelé un inverse à gauche de x ;

• on dit que x ∈ E est inversible à droite s’il existe z ∈ E tel que x � z = e. Un tel
élément y ∈ E est alors appelé un inverse à droite de x.

En revanche, si x est inversible à gauche mais n’est pas inversible, un inverse à gauche
n’est pas nécessairement unique. Par exemple, si E = F(N,N) est muni de la loi ◦ et

si f :
N −→ N
n �−→ n+ 1

, alors pour tout a ∈ N, l’application ga définie par ga(0) = a et

∀n ∈ N� , ga(n) = n− 1, vérifie ga ◦ f = IdN et par suite, f admet une infinité d’inverses
à gauche.

Exercice 1.1.1.8 Montrer que si � est associative et admet un neutre, et si x admet un
inverse à gauche et à droite, alors les inverses à gauche et à droite sont égaux.

Exercice 1.1.1.9 Soit E = F(N,N) muni de la loi de composition interne ◦. Quels sont
les éléments qui sont inversibles à droite ?

Proposition 1.1.1.10 Soit � associative et possédant un neutre e. Soient x et y deux
éléments inversibles pour la loi �. Alors :

(i) x−1 est inversible et (x−1)−1 = x ;

(ii) x � y est aussi inversible et (x � y)−1 = y−1 � x−1.

Preuve :

(i) Par définition, x � x−1 = x−1 � x = e. Par suite, x−1 est inversible et
son inverse est x, c’est-à-dire (x−1)−1 = x.

(ii) On fait le calcul :

(x � y) � (y−1 � x−1) = x � (y � y−1) � x−1 (car � est associative)
= x � e � x−1

= x � x−1 (e est neutre pour �)
= e

On montre de la même façon que (y−1 � x−1) � (x � y) = e.
Par conséquent, x � y est inversible et : (x � y)−1 = y−1 � x−1.

�
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! Attention : remarquez l’inversion de l’ordre ! Il faut donc faire très attention lors-
qu’on travaille avec des lois non commutatives.

Exemple 1.1.1.11 Soient f et g deux bijections de E dans E. Alors g ◦ f est bijective
et (g ◦ f)−1 = f−1 ◦ g−1.

Remarques et notations : soit � une loi associative et possédant un neutre.

• Si la loi de composition interne � est également commutative, on la note souvent
+ ; le neutre est alors noté 0E (ou bien 0 s’il n’y a pas de risque de confusion) et
l’inverse de x est noté −x et on l’appelle aussi l’opposé de x. On dit alors qu’on
utilise la notation additive pour �.

• On la note aussi souvent · ou × (notation multiplicative) ; le neutre est alors
noté 1E (ou bien 1 s’il n’y a pas de risque de confusion) et l’inverse de x est encore
noté x−1.

• Avec l’hypothèse d’associativité, on peut définir sans ambigüıté :

n∑
i=1

xi := x1 + x2 + · · ·+ xn (si � est notée additivement)

n∏
i=1

xi := x1 � x2 � · · · � xn (si � est notée multiplicativement)

L’associativité fait que ces deux éléments sont bien définis. En revanche, il faut
faire attention à l’ordre ! Si la loi � n’est pas commutative, on peut avoir :

n∏
i=1

xi �=
n∏
i=1

xn−i (par exemple)

En particulier, en notation multiplicative, on note pour n ∈ Z :

xn =
n∏
i=1

x = x � x � · · · � x︸ ︷︷ ︸
n facteurs

si n ∈ N� ; x0 = e

et

xn =

|n|∏
i=1

x−1 = x−1 � x−1 � · · · � x−1︸ ︷︷ ︸
|n| facteurs

si n < 0

De façon similaire, si la loi de composition interne est notée additivement, on
pose nx = 0 si n = 0Z et :

nx =
n∑
i=1

x = x+ x+ · · ·+ x︸ ︷︷ ︸
n termes

si n > 0
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et

nx =

|n|∑
i=1

(−x) = (−x) + (−x) + · · ·+ (−x)︸ ︷︷ ︸
|n| termes

si n < 0

Je vous laisse alors vérifier en exercice que les règles de calculs usuelles sont
encore valables, c’est-à-dire :

∀(n, p) ∈ Z2 , xn+p = xn � xp (en notation multiplicative)

∀(n, p) ∈ Z2 , (n+ p)x = nx+ px (en notation additive)

1.1.2 Définition d’un groupe et règles de calcul

Définition 1.1.2.1 Soient G un ensemble et � une loi de composition interne sur G.
On dit que (G, �) est un groupe s’il vérifie les trois propriétés suivantes :

(i) � est associative ;

(ii) � possède un neutre ;

(iii) tout élément de G est inversible pour la loi �.

Si de plus, � est commutative, on dit que (G, �) est un groupe abélien (ou commutatif).

Proposition 1.1.2.2 Les ensembles suivants, munis des lois de composition interne
données sont des groupes (de référence) :

(Z,+) ; (Q,+) ; (R,+) ; (C,+) ; (Q�,×) ; (R�,×) ; (C�,×)

De plus, ce sont tous des groupes commutatifs.

Preuve :

C’est clair compte-tenu des propriétés de l’addition et de la multiplication
dans Z, Q, R et C.

�

Remarque : un groupe n’est jamais un ensemble vide puisque par définition, il existe un
élément neutre dans G.
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Exercice 1.1.2.3 En revanche, (N,+) et (C,×) ne sont pas des groupes. Pourquoi ?

Exercice 1.1.2.4 Montrer que (U,×) est un groupe commutatif. On rappelle que l’en-
semble U est défini par U = {z ∈ C / |z| = 1}.

Proposition 1.1.2.5 Soient K ∈ {Z,Q,R,C} et n ∈ N�. On définit l’application +
de Kn ×Kn dans Kn par :

∀((xi)1�i�n, (yi)1�i�n) ∈ Kn ×Kn , (xi)1�i�n + (yi)1�i�n := (xi + yi)1�i�n

Alors (Kn,+) est un groupe commutatif : c’est un groupe de référence.

Remarque : attention, dans la proposition, il y a bien deux opérations « + » différentes !
La première est celle que l’on définit (c’est-à-dire l’opération sur l’ensemble Kn) et l’autre
est l’addition usuelle dans K ! S’il y a un risque de confusion, on peut aussi noter l’addition
dans K en utilisant la notation +

K
.

Preuve :

• Pour commencer, on peut remarquer que + : Kn ×Kn −→ Kn est une
application bien définie (car +

K
est bien une loi de composition interne

sur K).

• Puisque l’addition dans K est commutative, il est clair que + est com-
mutative.

• Notons 0Kn = (0K, · · · , 0K)︸ ︷︷ ︸
n termes

= (0K)1�i�n. Alors 0Kn ∈ Kn et pour tout

x = (xi)1�i�n ∈ Kn :

x+ 0Kn = (xi +K
0K)1�i�n = (xi)1�i�n = x

et puisque + est commutative, 0Kn + x = x + 0Kn = x. Ce qui montre
que + admet un élément neutre : l’élément 0Kn .

• L’associativité de + est une conséquence immédiate de l’associativité
de l’addition dans K. En effet, soient x = (xi)1�i�n, y = (yi)1�i�n et
z = (zi)1�i�n trois éléments de Kn. Alors :

(x+ y) + z = (xi +K
yi)1�i�n + (zi)1�i�n

= ((xi +K
yi) +K

zi)1�i�n
= (xi +K

(yi +K
zi))1�i�n

= (xi)1�i�n + (yi +K
zi)1�i�n
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Ainsi,

(x+ y) + z = (xi)1�i�n + (yi +K
zi)1�i�n

= x+ (y + z)

prouvant ainsi que + est associative.

• Enfin, montrons que tout élément de Kn est inversible pour +.
Soit x = (xi)1�i�n ∈ Kn. Posons y = (−xi)1�i�n. Alors y ∈ Kn et :

x+ y = (xi +K
(−xi))1�i�n

= (0K)1�i�n
= 0Kn

Or, + est commutative donc 0Kn = x + y = y + x. Ce qui prouve que x
est inversible (et que y est son inverse).

On a donc démontré que (Kn,+) est un groupe commutatif.

�

Remarques et notations :

• dans la pratique, on n’écrit pas +
K
. On utilise le même symbole + pour désigner

les deux opérations différentes. C’est à vous de bien réfléchir à chaque fois pour
comprendre de quelle opération on parle : s’agit-il d’une addition de nombres
(c’est-à-dire dans K) ou d’une addition de « vecteurs » (c’est-à-dire dans Kn) ?

• Si cette écriture formelle vous dérange, on peut aussi reformuler dans le cas par-
ticulier K = R et n = 2. L’opération + dans R2 est définie par :

∀((x, y), (x′, y′)) ∈ R2 × R2 , (x, y) + (x′, y′) = (x+ x′, y + y′)

Il s’agit bien de l’addition usuelle de vecteurs de R2. Le neutre est (0R, 0R) = (0, 0)
(le vecteur nul de R2) et pour (x, y) ∈ R2, l’inverse de (x, y) pour la loi + est
(−x,−y) (le vecteur opposé usuel dans R2).

Proposition 1.1.2.6 Soient X un ensemble non vide quelconque et K ∈ {Z,Q,R,C}.
On définit l’application, notée +, de F(X,K)× F(X,K) dans F(X,K) par :

∀(f, g) ∈ F(X,K)2 , f + g :=
X −→ K
x �−→ f(x) + g(x)

Alors, (F(X,K),+) est un groupe commutatif : c’est un groupe de référence.
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Preuve :

Laissée en exercice (voir la preuve de la proposition 3.2.1.3).

�

Proposition 1.1.2.7 Soit E un ensemble. On note σ(E) l’ensemble des bijections de
E dans E. Alors (σ(E), ◦) est un groupe, appelé groupe des permutations de E.
De plus, il est non abélien (dès que E contient au moins trois éléments).

Preuve :

Montrons pour commencer que (σ(E), ◦) est un groupe.

• On sait déjà que la composée de deux bijections est encore une bijection.
Par suite, ◦ est bien une loi de composition interne sur σ(E).

• On a prouvé, dans le cours sur les applications, que la loi ◦ est associa-
tive (lorsqu’elle est définie, ce qui est le cas ici).

• L’application IdE appartient à σ(E) et clairement :

∀f ∈ σ(E) , f ◦ IdE = IdE ◦ f = f

Par suite, IdE est l’élément neutre de σ(E) pour la loi ◦.
• Enfin, soit f ∈ σ(E). Par définition, f est bijective : elle admet donc
une bijection réciproque g, qui est elle aussi une bijection de E dans E,
c’est-à-dire g ∈ σ(E). De plus, g vérifie :

f ◦ g = g ◦ f = IdE

Par conséquent, tout élément f ∈ σ(E) admet un inverse (dans σ(E))
pour la loi ◦.
Ceci prouve que (σ(E), ◦) est un groupe.

Montrons à présent que si E contient au moins trois éléments, ce groupe
n’est pas commutatif. Soient x1, x2, x3 trois éléments distincts de E et
considérons les deux applications suivantes :

τ : E −→ E

x �−→
⎧⎨⎩

x2 si x = x1
x1 si x = x2
x sinon

et

τ ′ : E −→ E

x �−→
⎧⎨⎩

x3 si x = x1
x1 si x = x3
x sinon
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Il est clair que τ 2 = τ ′2 = IdE. Par conséquent, τ, τ
′ ∈ σ(E) et de plus :

(τ ◦ τ ′)(x1) = x3 et (τ ′ ◦ τ)(x1) = x2

Par suite, τ ◦τ ′ �= τ ′ ◦τ , prouvant ainsi que (σ(E), ◦) n’est pas un groupe
commutatif.

�

Définition 1.1.2.8 Pour n ∈ N�, l’ensemble des bijections de �1, n� dans lui-même est
un groupe pour la loi ◦. Ce groupe est appelé groupe symétrique (d’ordre n) et on le
note Sn.

Remarques : on peut noter les points suivants :

• (Sn, ◦) est bien un groupe d’après la proposition précédente ;

• Sn est un groupe fini (c’est-à-dire un groupe et un ensemble fini) de cardinal n! ;

• c’est un groupe de référence qui est très important. On l’étudiera de façon plus
précise dans le cours sur les déterminants (cours de mathématiques spéciales 1).

Proposition 1.1.2.9 Soient (G, �) un groupe et a, b ∈ G. Les équations a � x = b et
y � a = b admettent chacune une unique solution qui sont respectivement x = a−1 � b et
y = b � a−1. Autrement dit, les applications :

G
γa−→ G

x �−→ a � x
et G

δa−→ G
y �−→ y � a

sont des applications bijectives.

Preuve :

Montrons par exemple que γa est bijective.

• γa est une application bien définie car � est une loi de composition
interne sur G.

• Montrons que γa est injective.
Soit (x, y) ∈ G2 tel que γa(x) = γa(y), c’est-à-dire a � x = a � y. Alors en
multipliant à gauche par a−1 (l’inverse de a dans G, qui existe puisque
G est un groupe), on a :

a−1 � (a � x) = a−1 � (a � y) c’est-à-dire (a−1 � a) � x = (a−1 � a) � y
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car � est associative. Enfin, par définition, en notant e ∈ G l’élément
neutre pour �, on a donc e � x = e � y, c’est-à-dire x = y.

Ce qui prouve que γa est injective.

• Montrons enfin que γa est surjective.
Soit y ∈ G. Posons x = a−1 � y : alors x ∈ G et γa(x) = y.

Ce qui prouve que γa est surjective.

�

Remarques :

• pour prouver que γa est bijective, on pouvait aussi fixer y ∈ G et montrer que
l’équation γa(x) = y admet une unique solution par analyse-synthèse (l’analyse
prouvant l’injectivité et la synthèse la surjectivité) ;

• on pouvait également montrer directement que γ−1
a = γa−1 et δ−1

a = δa−1 ;

• enfin, on retient que l’injectivité signifie que dans un groupe, on peut « simpli-
fier » par a des deux côtés d’une égalité (« simplifier » signifie mathématiquement
multiplier par l’inverse de l’élément), à condition que le facteur soit du « même
côté » :

∀(x, y) ∈ G2 , (a � x = a � y ⇐⇒ x = y)

1.1.3 Sous-groupes

Définition 1.1.3.1 Soient (G, �) un groupe de neutre e et H une partie de G. On dit
que H est un sous-groupe de G si H vérifie les trois propriétés suivantes :

(i) e ∈ H ;

(ii) H est stable par � : ∀(x, y) ∈ H2 , x � y ∈ H ;

(iii) H est stable par inverse : ∀x ∈ H , x−1 ∈ H.

Remarques importantes :

• en fait, on peut remplacer (i) par (i)′ : H est non vide. Les propriétés (ii) et (iii)
permettent alors de prouver que e ∈ H ;

• les propriétés (ii) et (iii) sont équivalentes à (ii)′ : ∀(x, y) ∈ H2 , x � y−1 ∈ H ;

• en pratique, la plupart du temps, pour prouver que H est un sous-groupe de G, on
prouvera que e ∈ H et que (ii)′ est vérifiée ;

• si H est un sous-groupe de (G, �), alors (H, �) est un groupe.
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Exemple 1.1.3.2 (Z,+) est un sous-groupe de (Q,+) qui est lui-même un sous-groupe
de (R,+).

Exemple 1.1.3.3 (U,×) est un sous-groupe de (C�,×). En effet,

• U ⊂ C� (par définition) ;

• |1| = 1 donc 1C ∈ U (on note ici 1C le nombre complexe 1) ;

• et enfin, pour tout (z, z′) ∈ U2, on a :

|z−1 × z′| = |z|−1 × |z′| = 1−1 × 1 = 1 donc z−1 × z′ ∈ U

� Méthode :

Dans la pratique, pour montrer qu’un ensemble donné est un
groupe, on montre presque toujours que c’est un sous-groupe
d’un groupe connu.
Il est donc important de bien connâıtre les groupes de référence !

Exemple 1.1.3.4 Montrons que (R+�,×) est un groupe mais que (R�−,×) ne l’est pas.

• Montrons que (R+�,×) est un sous-groupe de (R�,×).

∗ Montrons que R+� contient le neutre de R� pour la loi ×.

De façon évidente, 1R > 0 donc 1 ∈ R+�.

∗ Montrons que R+� est stable par ×.

Il est clair que : ∀x, y ∈ R+�, x× y ∈ R+�.

∗ Enfin, montrons que R+� est stable par inverse.

Il est clair que : ∀x > 0 , x−1 =
1

x
> 0. Par conséquent, si x ∈ R+�, alors

x−1 ∈ R+�.

Ceci prouve que R+� est un sous-groupe de (R�,×). Par conséquent, (R+�,×) est un
groupe.

• En revanche, × n’est pas une loi de composition interne sur R−� puisque par exemple,
−1 ∈ R−� mais (−1)× (−1) = 1 > 0, c’est-à-dire (−1)× (−1) /∈ R−�.

Exemple 1.1.3.5 On montrera dans le chapitre sur les suites que l’ensemble des suites
convergentes est un sous-groupe de (RN,+).

Exemple 1.1.3.6 L’ensemble C0(R,R) est un sous-groupe de (F(R,R),+).
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Exemple 1.1.3.7 L’ensemble SH des solutions de y′′ − y = 0 est un sous-groupe de
(F(R,R),+). En effet,

• SH ⊂ F(R,R) ;

• la fonction constante égale à 0, c’est-à-dire le neutre de + dans F(R,R), est bien
solution de y′′ − y = 0. Ce qui prouve que 0F(R,R) ∈ SH ;

• enfin, si y1, y2 ∈ SH , alors y1 − y2 = y1 + (−y2) ∈ SH (propriété des solutions
d’une équation différentielle linéaire).

Ce qui prouve que SH est bien un sous-groupe de F(R,R).

Exercice 1.1.3.8 L’ensemble S des solutions de y′′ − y = 1 est-il un sous-groupe de
(F(R,R),+) ?

Exercice 1.1.3.9 Soit Ω un univers fini non vide. D’après la proposition précédente (avec
X = P(Ω)), l’ensemble G = F(P(Ω),R) des applications de P(Ω) dans R est un groupe
pour l’addition.

1. L’ensemble des variables aléatoires réelles sur Ω est-il un sous-groupe de G ?

2. L’ensemble des applications P ∈ G vérifiant :

∀(A,B) ∈ P(Ω)2 , P (A � B) = P (A) + P (B)

est-il un sous-groupe de G ?

3. L’ensemble des mesures de probabilités sur P(Ω) est-il un sous-groupe de G ?

1.1.4 Opérations sur les sous-groupes

Dans ce paragraphe, on fixe un groupe (G, �) et on va s’intéresser aux opérations (ensem-
blistes) que l’on peut faire avec les sous-groupes. Mais avant de traiter le cas général, on
va commencer par un exercice.

Exercice 1.1.4.1 On considère ici G = R2 muni de l’addition usuelle ainsi que les en-
sembles H = {(x, 0) , x ∈ R} et K = {(0, y) , y ∈ R}.

1. Montrer que H et K sont des sous-groupes de G.

2. H = G \H est-il un sous-groupe de G ?

3. H ∪K est-il un sous-groupe de G ?

4. H ∩K est-il un sous-groupe de G ?
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Plus généralement, on dispose des propriétés suivantes sur les sous-groupes.

Proposition 1.1.4.2 Soient G un groupe et H,K deux sous-groupes de G. Alors H∩K
est un sous-groupe de G.

Preuve :

Montrons que H ∩K est un sous-groupe de G.

• Montrons que le neutre e de G appartient à H ∩K.

On sait que H et K sont des sous-groupes de G. Par définition d’un
sous-groupe, e ∈ H et e ∈ K. Par suite, e ∈ H ∩K.

• Montrons que H ∩K est stable par �.

Soient x et y deux éléments de H ∩ K. H étant un sous-groupe de G,
x�y ∈ H. De la même façon,K étant aussi un sous-groupe deG, x�y ∈ K.
Par suite, x � y ∈ H ∩K prouvant que H ∩K est stable par �.

• Montrons que H ∩K est stable par inverse.

Soit x ∈ H ∩K. H et K étant des sous-groupes de G, ils sont stables par
inverse. Par suite, x−1 ∈ H et x−1 ∈ K, c’est-à-dire x−1 ∈ H ∩K.

Ce qui prouve que H ∩K est un sous-groupe de G.

�

! Attention : en revanche, attention ! !

• H ∪K n’est pas forcément un sous-groupe ! ! ! On verra en exercice que :

H ∪K est un sous-groupe de G ⇐⇒ (H ⊂ K ou K ⊂ H)

• H = G \H n’est jamais un sous-groupe de G !

En fait, la proposition précédente peut se généraliser à une intersection quelconque (la
démonstration est identique et laissée en exercice).

Proposition 1.1.4.3 Soit G un groupe et soit (Hi)i∈I une famille quelconque (c’est-

à-dire finie ou infinie) de sous-groupes de G. Alors,
⋂
i∈I
Hi est un sous-groupe de G.
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1.1.5 Morphismes de groupes

Définition 1.1.5.1 Soient (G, �) et (H, �) deux groupes. On dit qu’une application
f : G −→ H est un morphisme de groupes si elle « préserve les opérations des groupes »,
c’est-à-dire si :

∀(x, y) ∈ G2 , f(x � y) = f(x) � f(y)

Exemple 1.1.5.2 La fonction exponentielle est un morphisme de (R,+) dans (R�,×).
En effet,

∀x, y ∈ R , exp(x+ y) = exp(x)× exp(y)

Exemple 1.1.5.3 L’application θ �−→ eiθ est un morphisme de (R,+) dans (U,×).

Exercice 1.1.5.4 En revanche, γa et δa ne sont pas des morphismes (sauf si a = e).

Exercice 1.1.5.5 Montrer que l’application D, qui à une fonction f de classe C1 sur R
associe D(f) = f ′, est un morphisme de (C1(R,R),+) dans (C0(R,R),+).

Exercice 1.1.5.6 th est-elle un morphisme de groupes de (R,+) dans (R,+) ?

Exercice 1.1.5.7 L’application I : C0([0, 1]),R) −→ R qui à une fonction f continue sur

[0, 1] associe I(f) =

∫ 1

0

f(x) dx est-elle :

1. un morphisme de groupes de (C0(R,R),+) dans (R,+) ?

2. un morphisme de groupes de (C0(R,R),×) dans (R,×) ?

Pour la seconde question, on donnera trois raisons distinctes pour lesquelles c’est faux.

Proposition 1.1.5.8 Soit G
f−→ H un morphisme de groupes. Alors :

(i) f(1G) = 1H ;

(ii) ∀x ∈ G , f(x−1) = f(x)−1 ;

(iii) ∀n ∈ N� , ∀x1, · · · , xn ∈ G , f(x1 � x2 � · · · � xn) = f(x1) � f(x2) � · · · � f(xn).

22



Chapitre 1 Groupes, anneaux et corps

Preuve :

• Montrons (i).

Par définition de l’élément neutre dans un groupe :

1H � f(1G) = f(1G) = f(1G � 1G) = f(1G) � f(1G)

On simplifie à droite par f(1G) (toujours possible puisque f(1G) est in-
versible dans H), ce qui donne : f(1G) = 1H .

• Montrons (ii).

Soit x ∈ G. f étant un morphisme de groupes, on a :

f(x) � f(x−1) = f(x � x−1) = f(1G) = 1H

On montre de la même façon que f(x−1) � f(x) = 1H . Par conséquent,
f(x)−1 = f(x−1).

• Enfin, (iii) se montre par récurrence immédiate sur n � 1.

�

Proposition 1.1.5.9 (Définition du noyau et de l’image) Soit f : G −→ H un
morphisme de groupes. On note 1G (respectivement 1H) l’élément neutre dans G (res-
pectivement H). On pose :

Im(f) = f(G) (image directe de G)

et
ker(f) = f−1

r ({1H}) (image réciproque de {1H})
(i) Im(f), appelé l’image de f , est un sous-groupe de H ;

(ii) ker(f), appelé noyau de f (« kernel »), est un sous-groupe de G ;

(iii) f est injective si et seulement si ker(f) = {1G}.

Preuve :

Pour commencer, on rappelle les définitions des images directes et réci-
proques :

f(G) = {y ∈ H / ∃x ∈ G , y = f(x)} = {f(x) , x ∈ G}

et
ker(f) = f−1

r ({1H}) = {x ∈ G / f(x) = 1H}
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• (i) Montrons que Im(f) est un sous-groupe de H.

∗ Tout d’abord, par définition, Im(f) ⊂ H.

∗ Ensuite, puisque f est un morphisme de groupes, f(1G) = 1H et
par définition, f(1G) ∈ f(G). Par conséquent, 1H ∈ f(G).

∗ Par ailleurs, soient y et y′ deux éléments de f(G). Alors, il existe
x ∈ G et x′ ∈ G tels que y = f(x) et y′ = f(x′). Alors :

y � y′ = f(x) � f(x′) = f(x � x′)

Or, x � x′ ∈ G donc f(x � x′) ∈ f(G), c’est-à-dire y � y′ ∈ f(G).

∗ Enfin, soit y ∈ f(G) : il existe x ∈ G tel que y = f(x). Alors,
d’après la proposition 1.1.5.8, y−1 = f(x)−1 = f(x−1) ∈ f(G).

Par conséquent, Im(f) est un sous-groupe de H.

• (ii) Montrons que ker(f) est un sous-groupe de G.

∗ Par définition d’une image réciproque, ker(f) = f−1
r ({1H}) ⊂ G.

∗ D’après la proposition précédente, f(1G) = 1H . Par suite,

1G ∈ {x ∈ G | f(x) = 1H} = ker(f)

∗ Soient x, x′ ∈ ker(f). On a alors f(x) = f(x′) = 1H et donc :

f(x � x′−1) = f(x) � f(x′−1) = f(x) � f(x′)−1 = 1H � 1−1
H = 1H

Par conséquent, x � x′−1 ∈ ker(f).

Ce qui prouve que ker(f) est un sous-groupe de G.

(iii) Montrons enfin que f est injective si et seulement si ker(f) = {1G}.
∗ Montrons =⇒.

On suppose que f est injective. On montre que ker(f) = {1G}.
Pour commencer, on sait que {1G} ⊂ ker(f). Montrons alors
l’inclusion réciproque. Soit x ∈ ker(f). Alors, f(x) = 1H = f(1G).
f étant injective, x = 1G.
Ce qui prouve que ker(f) ⊂ {1G} et donc, par double inclusion,
ker(f) = {1G}. D’où la première implication.
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∗ Montrons la réciproque.

On suppose que ker(f) = {1G}. Montrons que f est injective.
Soient x, x′ ∈ G tels que f(x) = f(x′). On a alors :

f(x) = f(x′) ⇐⇒ f(x) � f(x′)−1 = 1H

⇐⇒ f(x � x′−1) = 1H

⇐⇒ x � x′−1 ∈ ker(f)

⇐⇒ x � x′−1 = 1G

⇐⇒ x = x′

Ce qui prouve que f est injective.

�

Remarque importante : l’inclusion {1G} ⊂ ker(f) est toujours vraie pour n’importe
quel morphisme de groupes, puisqu’on a montré que ker(f) est un sous-groupe de G.
Par conséquent, pour montrer que ker(f) = {1G}, on ne montre qu’une seule inclusion,
à savoir ker(f) ⊂ {1G}.
Exemple 1.1.5.10 Reprenons un des exemples précédents. Soit f : (R,+) −→ (C�,×)

définie par f(θ) = e
iθ
. On a vu que f est un morphisme de groupes.

L’image de f est par définition :

Im(f) = {z ∈ C� | ∃θ ∈ R , z = e
iθ} = U

On en déduit donc directement que U est un sous-groupe de (C�,×).

De même, le noyau de f est :

ker(f) = {θ ∈ R | eiθ = 1} = {2kπ , k ∈ Z} = 2πZ

Ceci permet directement de conclure que l’ensemble 2πZ est un sous-groupe de (R,+).

Exercice 1.1.5.11 Soit n ∈ N�. On considère l’application ϕ : (Z,+) −→ (Z,+) définie
par ϕ(z) = nz. Montrer que ϕ est un morphisme de groupes et déterminer son image ainsi
que son noyau. Que peut-on en conclure pour l’ensemble nZ ?

� Méthode :

Pour montrer que H est un groupe, on peut :

1. montrer que c’est le noyau ou l’image d’un morphisme

de groupes ;

2. montrer que c’est un sous-groupe d’un groupe connu ;

3. montrer que c’est une intersection de sous-groupes d’un
groupe connu ;

4. revenir à la définition d’un groupe.

25
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Définition 1.1.5.12 (Isomorphisme, endomorphisme et automorphisme)

On dit qu’une application f est :

• un endomorphisme de groupe si f est un morphisme d’un groupe G dans lui-
même ;

• un isomorphisme de groupes si f est un morphisme de groupes et si f est
bijective ;

• un automorphisme de groupe si f est un isomorphisme d’un groupe G dans
lui-même.

Remarque et notations : un automorphisme est donc un endomorphisme et un iso-
morphisme. On note Aut(G) l’ensemble des automorphismes de G et End(G) l’ensemble
des endomorphismes de G.

Exemple 1.1.5.13 L’exponentielle exp : (R,+) −→ (R+�,×) est un isomorphisme de
groupes mais n’est pas un automorphisme de groupe. En effet,

• on a montré que c’est bien un morphisme de groupes ;

• on sait que la fonction exponentielle est une bijection de R dans ]0,+∞[ ;

• mais ce n’est pas un automorphisme car (R,+) et (R+�,×) sont deux groupes
différents.

Exemple 1.1.5.14 La conjugaison c : (C,+) −→ (C,+) est un automorphisme de groupe.
En effet,

• pour tout (z, z′) ∈ C2 , c(z + z′) = z + z′ = z + z′ = c(z) + c(z′), donc c est bien
un morphisme de groupes ;

• c est bijective (et c−1 = c) de C dans C ;

• c est bien une application du groupe (C,+) dans lui-même.

Exercice 1.1.5.15 Trouver une condition nécessaire et suffisante (sur n ∈ N�) pour que
l’application ϕ de l’exercice 1.1.5.11 (page précédente) soit un automorphisme de groupe.

Exercice 1.1.5.16 Soit �u ∈ R3 fixé et soit f : R3 −→ R3 définie par :

∀�x ∈ R3 , f(�x) = �u ∧ �x
1. Montrer que f est un endomorphisme de (R3,+).

2. Déterminer le noyau de f .

3. f est-elle un automorphisme de (R3,+) ?
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Proposition 1.1.5.17 Soient G et H deux groupes et soit f : G −→ H. On suppose
que f est un isomorphisme de groupes. Alors sa bijection réciproque f−1 : H −→ G
est aussi un isomorphisme de groupes.

Preuve :

On sait déjà que f−1 est bijective. Il reste donc à montrer que f−1 est un
morphisme de groupes.

Soient h, h′ ∈ H. Montrons que f−1(h�h′) = f−1(h)�f−1(h′). Pour cela,
on remarque que, puisque f est un morphisme de groupes,

f
(
f−1(h) � f−1(h′)

)
= f(f−1(h)) � f(f−1(h′))

d’où

f
(
f−1(h) � f−1(h′)

)
= h � h′ (puisque f ◦ f−1 = IdH)

Par suite, en prenant les images par f−1, on obtient :

f−1(h � h′) = f−1(h) � f−1(h′)

�

Proposition 1.1.5.18 Soient G,H,K trois groupes et soient f : G −→ H et
g : H −→ K. On suppose que f et g sont deux morphismes de groupes.
Alors g ◦ f : G −→ K est un morphisme de groupes.

Preuve :

On note � la loi de G, � la loi de H et × la loi de K.
L’application g ◦ f est bien définie. Soient x, x′ ∈ G. On a alors :

(g ◦ f)(x � x′) = g(f(x) � f(x′))

car f est un morphisme de groupes. De plus,

g(f(x) � f(x′)) = g(f(x))× g(f(x′))

car g est un morphisme de groupes. Par suite,

(g ◦ f)(x � x′) = (g ◦ f)(x)× (g ◦ f)(x′)

Ce qui prouve que g ◦ f est bien un morphisme de groupes.

�
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1.2 Anneaux et corps

1.2.1 Définitions

Définition 1.2.1.1 Soit A un ensemble non vide muni de deux lois de composition in-
ternes, notées respectivement additivement et multiplicativement. On dit que (A,+,×)
est un anneau si :

(i) (A,+) est un groupe abélien ;

(ii) × est associative et admet un élément neutre 1A ;

(iii) × est distributive (à droite et à gauche) par rapport à +, c’est-à-dire :

∀(x, y, z) ∈ A3 , x× (y + z) = (x× y) + (x× z)

∀(x, y, z) ∈ A3 , (x+ y)× z = (x× z) + (y × z)

Lorsque × est commutative, on dit que A est un anneau commutatif.

Définition 1.2.1.2 On dit qu’un ensemble K muni de deux lois de composition in-
ternes, notées respectivement additivement et multiplicativement est un corps si :

(i) (K,+,×) est un anneau non réduit à {0K} (K �= {0K}) ;
(ii) tout élément non nul est inversible pour la loi ×, ou encore (K�,×) est un

groupe, avec K� = K \ {0K}.

! Attention : quand on dit que (A,+,×) est un anneau, l’ordre des lois de composition
est important ! (A, �, �) est un anneau n’est pas du tout équivalent à (A, �, �) est un
anneau !

Exemple 1.2.1.3 Les exemples suivants sont des anneaux ou des corps de référence :

• (Z,+,×) est un anneau commutatif mais n’est pas un corps ;

• (Q,+,×), (R,+,×) et (C,+×) sont des corps commutatifs ;

• (C0(R),+,×) est un anneau commutatif mais n’est pas un corps ;

• l’ensemble des polynômes muni de l’addition et de la multiplication « usuelles »
est un anneau commutatif ;

• l’ensemble F(R,R) muni de l’addition de fonctions et de la multiplication usuelle
entre fonctions est un anneau commutatif mais n’est pas un corps.
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Exemple 1.2.1.4 Par contre, (F(R,R),+, ◦) n’est pas un anneau puisque la loi ◦ (la
composition) n’est pas distributive à droite par rapport à l’addition +.

Remarque : il existe bien des anneaux non commutatifs et des corps non commutatifs
mais les exemples « simples » sont plus faciles à construire lorsque les matrices ont déjà
été définies (voir cours de mathématiques supérieures 2). On peut cependant construire
un exemple simple lié aux matrices : c’est l’objet de l’exercice suivant.

Exercice 1.2.1.5 Soit G = {0G, 1G} muni de la loi + définie par :

0G + 0G = 0G ; 0G + 1G = 1G + 0G = 1G et 1G + 1G = 0G

1. Vérifier que (G,+) est un groupe commutatif.

2. Montrer que V = G×G muni de la loi +
V
définie par :

∀(x, y) ∈ V , ∀(x′, y′) ∈ V , (x, y) +
V
(x′, y′) = (x+ x′, y + y′)

est un groupe commutatif.

3. Pour f, g ∈ End(V ), on définit f ⊕ g par la relation :

∀(x, y) ∈ V , (f ⊕ g)((x, y)) = f((x, y)) + g((x, y))

Démontrer que (End(V ),⊕, ◦) est un anneau et qu’il est non commutatif.

Cet exemple correspond à l’ensemble M2(F2) (matrices carrées de taille 2 à coefficients
dans F2 (le corps commutatif à deux éléments)) dont on sait qu’il s’agit d’un anneau non
commutatif.

1.2.2 Sous-anneaux et sous-corps

Définition 1.2.2.1 Soit A un anneau. On dit qu’une partie B ⊂ A est un sous-anneau
de A si :

(i) (B,+) est un sous-groupe de (A,+) ;

(ii) 1A ∈ B ;

(iii) B est stable par × : ∀(x, y) ∈ B2 , x× y ∈ B.

Exemple 1.2.2.2 Il est clair que (Z,+,×) est un sous-anneau de (Q,+,×).

Exercice 1.2.2.3 L’ensemble (2Z,+,×) est-il un sous-anneau de (Z,+,×) ?
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Exemple 1.2.2.4 L’ensemble C0(R) des fonctions continues sur R à valeurs réelles est
un sous-anneau de l’ensemble des applications de R dans R. En effet,

• C0(R) ⊂ F(R,R) ;

• (C0(R),+) est un sous-groupe de (F(R,R),+) car :

∗ 0F(R,R) (la fonction constante sur R égale à 0R) est continue sur R donc
0F(R,R) ∈ C0(R) ;

∗ si f et g sont continues sur R, alors f−g est aussi continue sur R, c’est-à-dire :
∀(f, g) ∈ C0(R)2 , f − g ∈ C0(R)

• 1F(R,R) (fonction constante égale à 1R) est continue donc 1F(R,R) ∈ C0(R) ;

• et enfin, si f, g ∈ C0(R), alors f × g ∈ C0(R) (un produit de fonctions continues
est continu).

Exercice 1.2.2.5 L’ensemble des fonctions paires (définies sur R) est-il un sous-anneau
de l’ensemble F(R,R) ? Même question pour l’ensemble des fonctions impaires.

Proposition 1.2.2.6 Soient A un anneau et B un sous-anneau de A. Alors (B,+,×)
est un anneau.

Preuve :

C’est évident mais on va néanmoins le justifier.

• (B,+) est un sous-groupe de (A,+) donc (B,+) est un groupe abélien.

• L’application × : B × B −→ B est une application bien définie (pro-
priété (iii) de la définition) : c’est donc une loi de composition interne
sur B.

• 1A ∈ B et 1A est neutre pour × dans A : ∀x ∈ A , 1A×x = x×1A = x.
Or, B ⊂ A donc nécessairement : ∀x ∈ B , 1A × x = x× 1A = x.
Autrement dit, 1A est l’élément neutre dans B pour ×.

• Puisque × est associative sur A, sa restriction à B l’est aussi. En clair :

∀(x, y, z) ∈ A3 , (x× y)× z = x× (y × z)

a fortiori : ∀(x, y, z) ∈ B3 , (x× y)× z = x× (y × z)

• De même, puisque × est distributive par rapport à + sur A, elle l’est
sur B.

�
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Proposition 1.2.2.7 (Caractérisation des sous-anneaux) Soient A un anneau et
B ⊂ A. Alors B est un sous-anneau de A si et seulement si il vérifie les propriétés
suivantes :

(i) 1A ∈ B ;

(ii) ∀(x, y) ∈ B2 , x− y ∈ B ;

(iii) ∀(x, y) ∈ B2 , x× y ∈ B.

Preuve :

• Montrons =⇒
On suppose que B est un sous-anneau de A.
Alors, par définition, les propriétés (i) et (iii) sont vérifiées.
Par ailleurs, soient x, y ∈ B. Par hypothèse, (B,+) est un sous-groupe
de (A,+). Par suite, x− y ∈ B et donc (ii) est également vérifiée.

• Montrons ⇐=

On suppose que B vérifie les propriétés (i), (ii) et (iii). Montrons que B
est un sous-anneau de A. En fait, il reste seulement à montrer que (B,+)
est un sous-groupe de (A,+). Or, par hypothèse :

∗ B �= ∅ (puisque 1A ∈ B) ;

∗ et ∀(x, y) ∈ B2 , x− y ∈ B.

Par conséquent, (B,+) est un sous-groupe de (A,+).

�

Remarque : dans la pratique, on ne montre presque jamais qu’un ensemble B est un
anneau. Comme pour les groupes, on montre que c’est un sous-anneau d’un anneau de
référence. Ceci permet d’éviter les vérifications fastidieuses pour l’associativité et la dis-
tributivité. On fera le point sur les méthodes pour prouver qu’un ensemble est un anneau
à la fin de ce chapitre.

Définition 1.2.2.8 Soit (L,+,×) un corps. On dit qu’une partie K ⊂ L est un sous-
corps de L si :

(i) K est un sous-anneau de L ;

(ii) ∀x ∈ K� , x−1 ∈ K.
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Proposition 1.2.2.9 (Caractérisation des sous-corps) Soient (L,+,×) un corps
et K ⊂ L. Alors K est un sous-corps de L si et seulement si il vérifie les propriétés
suivantes :

(i) 1L ∈ K ;

(ii) ∀(x, y) ∈ K2 , x− y ∈ K ;

(iii) ∀(x, y) ∈ K2 , x× y ∈ K ;

(iv) ∀x ∈ K� , x−1 ∈ K.

Preuve :

C’est évident car les conditions (i), (ii) et (iii) sont équivalentes à K est
un sous-anneau de L (d’après la caractérisation des sous-anneaux).

�

Remarque : dans la proposition précédente, on peut remplacer les propriétés (iii) et (iv)
par la condition :

∀(x, y) ∈ K� ×K� , x× y−1 ∈ K

Mais cela nécessite les règles de calcul dans un anneau qu’on étudiera dans le paragraphe
suivant.

1.2.3 Règles de calcul dans un anneau

Remarque sur les notations : si (A,+,×) est un anneau et si (x, y) ∈ A2, on note
abusivement :

x× y = xy

c’est-à-dire qu’on omet l’opération ×. En fait, c’est comme pour les réels où l’absence de
symbole entre deux éléments x et y sous-entend que c’est le produit.

De même, si (G, ·) est un groupe, la notation xy est utilisée pour désigner x · y.

Proposition 1.2.3.1 Soit (A,+,×) un anneau. Alors :

(i) ∀x ∈ A , 0A × x = x× 0A = 0A ;

(ii) on a la “règle des signes” :

∀(x, y) ∈ A2 , (−x)× y = x× (−y) = −(x× y)

∀(x, y) ∈ A2 , (−x)× (−y) = x× y
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Preuve :

• Montrons (i). Soit x ∈ A. Alors :

x× 0A = x× (0A + 0A) = x× 0A + x× 0A

Or, (A,+) est un groupe, on peut ajouter l’opposé de x × 0A à chaque
terme, ce qui donne :

0A = x× 0A

On démontre la seconde égalité de la même façon.

• Montrons (ii). Soit (x, y) ∈ A2. Alors :

0A = x× 0A = x× (y − y) = x× y + x× (−y)

Par suite, en ajoutant l’opposé de x× y, on obtient :

x× (−y) = −(x× y)

On prouve les autres égalités de la même façon. �

Définition 1.2.3.2 Soit A un anneau non trivial (c’est-à-dire tel que 0A �= 1A). On
dit que A est un anneau intègre si :

∀(x, y) ∈ A2 , (x× y = 0A =⇒ x = 0A ou y = 0A)

Si a et b sont des éléments non nuls de A tels que a× b = 0, on dit que a et b sont des
diviseurs de zéro.

Exemple 1.2.3.3 Z est un anneau intègre. De même, Q, R et C sont des anneaux in-
tègres.

Exemple 1.2.3.4 En revanche, il existe des anneaux qui ne sont pas intègres. Par exemple,
si on considère l’anneau A des fonctions continues sur R (muni de l’addition + et de la
multiplication × des fonctions) et on définit :

∀x ∈ R , f(x) =

{
x si x � 0
0 sinon

et ∀x ∈ R , g(x) =

{
x si x � 0
0 sinon

Alors, on vérifie sans peine que f et g sont bien continues sur R (et donc (f, g) ∈ A2) et
pour tout réel x, f(x) × g(x) = 0, c’est-à-dire f × g = 0A. Pourtant, ni f , ni g ne sont
identiquement nulles, c’est-à-dire f �= 0A et g �= 0A.
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! Attention : on retient donc que dans un anneau quelconque, la « règle habituelle »
qui dit « qu’un produit est nul si et seulement si l’un au moins des facteurs est nul » est
fausse ! Autrement dit,

(x = 0A ou y = 0A) =⇒ x× y = 0A est vraie
x× y = 0A =⇒ (x = 0A ou y = 0A) est fausse en général

Les anneaux pour lesquels cette propriété est vraie sont des anneaux particuliers qu’on
vient de définir, à savoir les anneaux intègres.

En revanche, il y a un cas particulier important, c’est l’objet de la proposition suivante.

Proposition 1.2.3.5 Si K est un corps, alors K est un anneau intègre.

Preuve :

On commence par un petit rappel de logique qui est très important :

A =⇒ (B ∨ C) ≡ (A∧�B) =⇒ C

Ainsi, ici, il s’agit de prouver la propriété suivante :

∀(x, y) ∈ K2 , ((x× y = 0K ∧ x �= 0K) =⇒ y = 0K)

Soient x ∈ K et y ∈ K tels que x × y = 0K et x �= 0K. Alors, comme
x �= 0K, x admet un inverse pour la loi × (par définition d’un corps). On
a alors en multipliant l’égalité x× y = 0K à gauche par x−1 :

x−1 × (x× y) = x−1 × 0

c’est-à-dire y = 0K.
�

Définition 1.2.3.6 Soit (A,+,×) un anneau. On dit qu’un élément x ∈ A est in-
versible si x admet un inverse pour × dans A, c’est-à-dire s’il existe y ∈ A tel que
x× y = y × x = 1A. L’ensemble des éléments inversibles de A est noté A�.

Exercice 1.2.3.7 Soit (A,+,×) un anneau.

1. Montrer que (A�,×) est un groupe. (A�,×) est-il un sous-groupe de (A,×) ?

2. (A�,+,×) est-il un corps ?
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Théorème 1.2.3.8 (Binôme de Newton) Soit (A,+×) un anneau (pas forcément
commutatif) et soient x, y deux éléments de A. On suppose que x× y = y × x (c’est-
à-dire x et y commutent). Alors pour tout entier n ∈ N :

(x+ y)n =
n∑
k=0

(
n

k

)
xkyn−k

avec la convention que a0 = 1A pour tout élément a ∈ A.

Preuve :

On démontre la propriété par récurrence sur n ∈ N.

Initialisation :

Pour n = 0, (x+ y)0 = 1A =

(
0

0

)
x0y0 =

0∑
k=0

(
0

k

)
xky0−k.

Ce qui prouve que la propriété est vraie au rang 0.

Hérédité :

On suppose la propriété vraie au rang n ∈ N ; montrons qu’elle est encore
vraie au rang n+ 1. On a successivement :

(x+ y)n+1 = (x+ y)× (x+ y)n

= (x+ y)×
n∑
p=0

(
n

p

)
xpyn−p (hypothèse de récurrence)

=
n∑
p=0

(
n

p

)
xp+1yn−p +

n∑
p=0

(
n

p

)
xpyn+1−p

=
n+1∑
k=1

(
n

k − 1

)
xkyn+1−k +

n∑
p=0

(
n

p

)
xpyn+1−p

(on a fait le changement d’indice k = p+ 1 dans la première somme).

Or, d’une part :

n+1∑
k=1

(
n

k − 1

)
xkyn+1−k =

(
n

n

)
xn+1 +

n∑
k=1

(
n

k − 1

)
xkyn+1−k

et d’autre part :

n∑
p=0

(
n

p

)
xpyn+1−p =

n∑
k=1

(
n

k

)
xkyn+1−k +

(
n

0

)
yn+1
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Par suite,

(x+ y)n+1 = yn+1 +
n∑
k=1

((
n

k − 1

)
+

(
n

k

))
xkyn+1−k + xn+1

=

(
n+ 1

0

)
x0yn+1 +

n∑
k=1

(
n+ 1

k

)
xkyn+1−k +

(
n+ 1

n+ 1

)
xn+1y0

=
n+1∑
k=0

(
n+ 1

k

)
xkyn+1−k

Ce qui montre que la propriété est vraie au rang n + 1 et achève la
récurrence.

�

! Attention : la formule du binôme ne s’applique pas lorsque a×b �= b×a. On reverra
des exemples plus tard, dans le chapitre sur les endomorphismes d’un espace vectoriel (ou
dans l’anneau des matrices carrées).

Proposition 1.2.3.9 Soit (A,+,×) un anneau et soit (x, y) ∈ A2. On suppose que x
et y commutent (c’est-à-dire x× y = y × x), alors pour tout entier n ∈ N� :

xn − yn = (x− y)×
(
n−1∑
k=0

xk × yn−1−k
)

Exercice 1.2.3.10 Démontrer cette proposition.

Exercice 1.2.3.11 Soit (A,+,×) un anneau et soit y ∈ A. On suppose que y est nil-
potent, c’est-à-dire qu’il existe un entier n ∈ N� tel que yn = 0A. En utilisant la proposition
précédente, montrer que 1− y est inversible et déterminer son inverse.

1.2.4 Opérations sur les sous-anneaux et sous-corps

Proposition 1.2.4.1 Soient A un anneau (respectivement un corps), B et C deux
sous-anneaux (respectivement sous-corps) de A. Alors B ∩C est un sous-anneau (res-
pectivement sous-corps) de A.
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Preuve :

Il suffit d’appliquer la proposition de caractérisation des sous-anneaux
(respectivement sous-corps) et c’est immédiat.

�

De même que pour les groupes, on peut généraliser cette propriété à une intersection
quelconque (exercice : faire la preuve).

Proposition 1.2.4.2 Soit A un anneau (respectivement un corps) et soit (Bi)i∈I une
famille quelconque (finie ou infinie) de sous-anneaux (respectivement sous-corps) de A.

Alors,
⋂
i∈I
Bi est un sous-anneau (respectivement sous-corps) de A.

1.2.5 Morphismes d’anneaux (ou de corps)

Définition 1.2.5.1 Soient (A,+,×) et (B,⊕,⊗) deux anneaux.
On dit qu’une application f : A −→ B est un morphisme d’anneaux si :

(i) ∀(x, y) ∈ A2 , f(x+ y) = f(x)⊕ f(y) ;

(ii) f(1A) = 1B ;

(iii) ∀(x, y) ∈ A2 , f(x× y) = f(x)⊗ f(y).

Remarque : lorsque A et B sont des corps, un morphisme de corps est une application
de A dans B qui est un morphisme de l’anneau A dans l’anneau B.

Définition 1.2.5.2 Soient (A,+,×) et (B,⊕,⊗) deux anneaux (respectivement
corps).

• On dit qu’une application f : A −→ B est un isomorphisme d’anneaux (res-
pectivement de corps) si f est un morphisme d’anneaux et f est bijective.

• On dit qu’une application f : A −→ A est un endomorphisme d’anneau (res-
pectivement de corps) si f est un morphisme d’anneaux.

• On dit qu’une application f : A −→ A est un automorphisme de l’anneau A
(respectivement du corps A) si f est un endomorphisme de l’anneau A (respec-
tivement du corps A) et si f est bijective.

37
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Remarques :

• ainsi, un automorphisme de l’anneau A est un endomorphisme d’anneau et un
isomorphisme de A dans lui-même ;

• si f : A −→ B est un morphisme d’anneaux, alors f est aussi un morphisme
de groupes de (A,+) dans (B,+). En particulier, le noyau et l’image de f sont
encore définis par :

ker(f) = f−1
r ({0B}) et Imf = fd(A)

Exemple 1.2.5.3 La conjugaison complexe est un automorphisme du corps C. En effet,

• ∀(z, z′) ∈ C2 , z + z′ = z + z′ ;

• 1C = 1C ;

• ∀(z, z′) ∈ C2 , z × z′ = z × z′ ;

• et enfin, la conjugaison est bien une application bijective de C dans lui-même.

Exemple 1.2.5.4 L’application ϕ :
F(R,R) −→ R

f �−→ f(0)
est un morphisme d’anneaux,

mais n’est pas un isomorphisme d’anneaux. En effet,

• ∀(f, g) ∈ F(R,R)2 , ϕ(f + g) = (f + g)(0) = f(0) + g(0) = ϕ(f) + ϕ(g) ;

• ϕ(1F(R,R)) = 1F(R,R)(0) = 1R ;

• ∀(f, g) ∈ F(R,R)2 , ϕ(f × g) = (f × g)(0) = f(0)× g(0) = ϕ(f)× ϕ(g).

Ce qui prouve que ϕ est bien un morphisme d’anneaux. En revanche, il est clair que ϕ
n’est pas bijective car par exemple, ϕ(x �−→ x) = 0 donc kerϕ �= {0F(R,R)}.

Exercice 1.2.5.5 Soit f un endomorphisme du corps Q.

1. Montrer que : ∀n ∈ N , f(n) = n.

2. Montrer que f est impaire et en déduire que : ∀n ∈ Z , f(n) = n.

3. Pour p ∈ N�, calculer f(p−1) en fonction de p.

4. En déduire que f = IdQ.

5. Que vient-on de prouver ?

Exercice 1.2.5.6 En vous inspirant de l’exercice précédent, déterminer :

1. tous les endomorphismes du groupe (Z,+) ;

2. tous les endomorphismes de l’anneau (Z,+,×).
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De la même façon que pour les morphismes de groupes, on a les propriétés élémentaires
suivantes pour les morphismes d’anneaux.

Proposition 1.2.5.7 Soient A,B et C trois anneaux et soient f : A −→ B et
g : B −→ C deux morphismes d’anneaux. Alors g ◦ f est un morphisme d’anneaux
de A dans C.
Autrement dit, la composée de deux morphismes d’anneaux est encore un morphisme
d’anneaux.

Preuve :

On note abusivement + et × les opérations dans A, B et C.

• Puisque f et g sont des morphismes d’anneaux, f est aussi un mor-
phisme de groupes de (A,+) dans (B,+) et de même g est un morphisme
de groupes de (B,+) dans (C,+). D’après les propriétés des morphismes
de groupes, g ◦ f est un morphisme de groupes de (A,+) dans (C,+).

• Par ailleurs, puisque f et g sont des morphismes d’anneaux, f(1A) = 1B
et g(1B) = 1C . Par suite :

(g ◦ f)(1A) = g(f(1A)) = g(1B) = 1C

• Enfin, soit (x, y) ∈ A2.

(g ◦ f)(x× y) = g(f(x× y))

= g(f(x)× f(y))

= g(f(x))× g(f(y))

= (g ◦ f)(x)× (g ◦ f)(y)

Ce qui prouve que g ◦ f est bien un morphisme d’anneaux.

�

Remarque : dans la proposition précédente, si on suppose que A, B et C sont des corps,
alors par définition g ◦ f est un morphisme de corps.

Proposition 1.2.5.8 Soit f : A −→ B un isomorphisme d’anneaux. Alors f−1 est un
isomorphisme d’anneaux.
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Preuve :

• Puisque f est bijective et f(1A) = 1B, f
−1(1B) = 1A.

• D’après les propriétés des morphismes de groupes, on sait déjà que f−1

est un morphisme de groupes de (B,+) dans (A,+).

• De plus, pour (x, y) ∈ B2,

f−1(x× y) = f−1
(
f(f−1(x))× f(f−1(y))

)
= f−1

(
f
(
f−1(x)× f−1(y)

))
=
(
f−1 ◦ f) (f−1(x)× f−1(y)

)
= f−1(x)× f−1(y)

• Enfin, f−1 est également bijective.

Ce qui prouve que f−1 est un isomorphisme d’anneaux.
�

Proposition 1.2.5.9 Soit A
f−→ B un morphisme d’anneaux. Alors :

(i) ker(f) est un sous-groupe de (A,+) mais n’est pas un sous-anneau de A (sauf
si 0B = 1B) ;

(ii) Im(f) est un sous-anneau de B.

Preuve :

La démonstration est laissée en exercice.
�

� Méthode :

Pour démontrer qu’un ensemble A est un anneau, on peut :

1. montrer que c’est l’image d’un morphisme d’anneaux ;

2. montrer que c’est un sous-anneau d’un anneau connu

(pour cela, on utilise la caractérisation des sous-
anneaux) ;

3. montrer que c’est une intersection de sous-anneaux ;

4. revenir à la définition formelle d’un anneau.
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1.3 Exercices

Exercice 1.3.1 Soit ∗ la loi de composition interne définie sur R par :

∀(x, y) ∈ R2 , x ∗ y = x+ y + x2y

1. Vérifier que ∗ n’est pas commutative, n’est pas associative, que ∗ admet un élément
neutre et qu’aucun élément de R \ {0} n’admet d’inverse pour ∗.

2. Résoudre les équations suivantes d’inconnue x ∈ R : 2 ∗ x = −3 puis x ∗ x = 3.

Exercice 1.3.2 Montrer que R2 muni de la loi (x, y) ∗ (x′, y′) = (x+ x′, yex
′
+ y′e−x) est

un groupe non-abélien.

Exercice 1.3.3 Soit la loi de composition � définie sur R par :

∀(x, y) ∈ R2 , x � y = 3
√
x3 + y3

1. Montrer que (R, �) est un groupe.

2. L’application f : (R, �) −→ (R,+) définie par f(x) = x3 est-elle un morphisme
de groupes ?

Exercice 1.3.4 Soit E un ensemble non vide. On définit la loi
�

sur P(E) par :

∀(A,B) ∈ P(E)× P(E) , A
�

B = (A \B) ∪ (B \ A)

Montrer que (P(E),
�
) est un groupe abélien.

Exercice 1.3.5 Montrer que l’ensemble {z ∈ C , ∃n ∈ N� , zn = 1} muni de la multipli-
cation est un groupe.

Exercice 1.3.6 Soient G un groupe et H, K deux sous-groupes de G. Montrer que H∪K
est un sous-groupe de G si et seulement si K ⊂ H ou H ⊂ K.

Exercice 1.3.7 Soit G un ensemble non vide, muni d’une loi de composition interne �
associative. On suppose qu’il existe un élément e ∈ G tel que :{ ∀x ∈ G , x � e = x

∀x ∈ G , ∃y ∈ G , x � y = e

Montrer que (G, �) est un groupe.
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Exercice 1.3.8 Soit G un groupe tel que : ∀g ∈ G , g2 = e.

1. Montrer que G est abélien.

2. Montrer que si H est un sous-groupe de G et a ∈ G \ H, alors H ∪ aH est un
sous-groupe de G et H ∩ aH = ∅.

3. (Difficile) Déduire de la question précédente que si G est fini, alors son cardinal
est une puissance de 2.

Exercice 1.3.9 Soit G un groupe fini de cardinal pair dont le neutre est noté 1. On veut
montrer qu’il existe un élément x de G distinct de 1 et égal à son propre inverse. Pour
cela, on pose :

A = {g ∈ G | g �= 1 et g−1 = g} et B = {g ∈ G | g �= 1 et g−1 �= g}
1. A et B sont-ils des sous-groupes de G ?

2. Justifier que A et B sont des ensembles finis puis exprimer |G| en fonction de |A|
et de |B|.

3. Montrer que |B| est pair et conclure.

Exercice 1.3.10 Soit (G, ∗) un groupe, on note Z(G) le centre de G qui est par définition
l’ensemble des éléments de G qui commutent avec tous les éléments de G :

Z(G) = {x ∈ G ; ∀g ∈ G, x ∗ g = g ∗ x}
1. Dans le cas où G est commutatif, que dire de Z(G) ?

2. Montrer que Z(G) est un sous-groupe de G.

3. Soient (G, ∗) et (H,×) deux groupes et f : G → H un morphisme de groupes.
Montrer que :

(a) si f est surjectif, alors f(Z(G)) ⊂ Z(H) ;

(b) si f est injectif, alors f−1
r (Z(H)) ⊂ Z(G).

Exercice 1.3.11 Soit G un groupe. Pour tout a ∈ G, on définit : fa :
G −→ G
g �−→ aga−1.

1. Démontrer que fa est un automorphisme de G. On note Int(G) l’ensemble des
applications fa lorsque a décrit G.

2. Montrer que ϕ :
G −→ Aut(G)
a �−→ fa

est un morphisme de groupes.

3. Quel est le noyau de ϕ ? Quelle est son image ?

4. En déduire que (Int(G), ◦) est un groupe.
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Exercice 1.3.12 On considère les applications suivantes de R \ {0, 1} dans lui-même :

f1 : x �−→ x f2 : x �−→ 1− x f3 : x �−→ 1

1− x

f4 : x �−→ 1

x
f5 : x �−→ x

x− 1
f6 : x �−→ x− 1

x

1. Montrer que G = {fi , 1 � i � 6} muni de la loi ◦ est un groupe.

2. Déterminer tous les sous-groupes de G.

3. Quel est le plus petit sous-groupe de G contenant f2 ? Contenant f3 ? Contenant
f2 et f3 ?

Exercice 1.3.13 Soient U12 = {z ∈ C / z12 = 1} l’ensemble des racines 12e de l’unité et
soit

f : C� −→ C�

z �−→ z12.

1. Démontrer que U12 est un sous-groupe de (C�,×).

2. Justifier que U12 est un groupe monogène, c’est-à-dire qu’il existe w ∈ U12 tel que
tout élément z de U12 s’écrit z = wn, avec n ∈ N.

3. Démontrer que f est un endomorphisme du groupe (C�,×).

4. Déterminer le noyau de f . f est-elle une injection ?

5. f est-elle une surjection ?

6. Soit
g : U12 −→ U12

z �−→ z4
.

(a) Justifier que l’application g est bien définie.

(b) Démontrer que g est un morphisme de groupes.

(c) Déterminer le noyau de g.

(d) Déterminer l’image de g.

(e) Vérifier l’égalité : | ker(g)| × |Img| = |U12|.

Exercice 1.3.14 On pose Z[i] = {a+ ib , (a, b) ∈ Z2}.
1. Montrer que Z[i] est un sous-anneau de C. S’agit-il d’un corps ?

2. Montrer que la conjugaison est un automorphisme de l’anneau Z[i].

3. Quels sont les éléments inversibles de Z[i] ?
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Mathématiques supérieures 1 1.3. Exercices

Exercice 1.3.15 Soit P l’ensemble des fonctions paires définies sur R à valeurs dans R.

1. (P,+,×) est-il un anneau ? Est-il commutatif ? Est-il un corps ?

2. (P,+, ◦) est-il un anneau ? Est-il commutatif ?

Exercice 1.3.16 Soit (A,+, �) un anneau intègre. On suppose également que A est un
ensemble fini. On rappelle que si f est une application de A dans A (A est un ensemble
fini), alors f est injective si et seulement si f est bijective.

1. Soit a ∈ A. Peut-on conclure directement, d’après la définition d’un anneau, que
a est inversible pour � ?

2. On fixe a ∈ A avec a �= 0A. Montrer que l’application
ϕa : A −→ A

x �−→ a � x
est

injective.

3. En déduire que a est inversible à droite.

4. En vous inspirant des questions précédentes, démontrer de même que a est inver-
sible à gauche.

5. Montrer alors que l’inverse à droite est le même que l’inverse à gauche.

6. Que vient-on de démontrer sur A ?

Exercice 1.3.17 Soit A un anneau. Un élément x de A est dit nilpotent s’il existe n ∈ N�

tel que xn = 0.

1. Montrer que, si x et y sont nilpotents et commutent, alors x+ y est nilpotent.

2. Montrer que, si x est nilpotent et x et y commutent, alors xy est nilpotent.

3. Soit x ∈ A nilpotent. Montrer que 1− x est inversible et calculer (1− x)−1.

Exercice 1.3.18 On considère les ensembles :

Q[
√
2] = {a+ b

√
2 , (a, b) ∈ Q2} et Z[

√
2] = {a+ b

√
2 , (a, b) ∈ Z2}

On rappelle que
√
2 est un irrationnel, résultat qui pourra être utilisé sans démonstration.

1. Montrer que ∀a, b, a′, b′ ∈ Q , a+ b
√
2 = a′ + b′

√
2 ⇐⇒ (a, b) = (a′, b′).

2. Montrer que Q[
√
2] est un sous-corps de R et que Z[

√
2] est un sous-anneau de

Q[
√
2].

3. À tout z = a + b
√
2 ∈ Q[

√
2], on associe z̄ = a− b

√
2. Montrer que l’application

z �−→ z̄ est un automorphisme de Q[
√
2].

4. On pose pour z ∈ Q[
√
2], N(z) = zz̄.
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(a) Montrer que N est multiplicative : ∀(z, z′) ∈ Q[
√
2]2 , N(zz′) = N(z)N(z′).

(b) Montrer que z ∈ Z[
√
2] est inversible si et seulement si N(z) = ±1.

5. À l’aide de la question précédente, déterminer un élément inversible de Z[
√
2]

distinct de ±1.

6. Montrer que l’ensemble U des éléments inversibles de Z[
√
2] est un groupe pour

la loi ×.

7. En déduire que U est infini.

8. On pose U+ = {a+ b
√
2 ∈ U | a � 0 , b � 0} et U�

+ = {a+ b
√
2 ∈ U+ | b > 0}.

(a) Montrer que : ∀(a, b) ∈ Z2 , a+ b
√
2 ∈ U�

+ =⇒ b � a < 2b.

(b) Soit z = a+ b
√
2 ∈ U�

+. On pose z′ = z(1 +
√
2)−1 = a′ + b′

√
2. Montrer que :

z′ ∈ U+ et (0 < a′ < a ou z′ = 1)

(c) En déduire que U+ = {(1 +√
2)n , n ∈ N}.

(d) Déterminer alors complètement U .

Exercice 1.3.19 Soit G un groupe fini et H un sous-groupe de G. Pour x ∈ G, on note :

xH = {xh , h ∈ H} = {y ∈ G / ∃h ∈ H , y = xh}
1. Montrer qu’il existe un entier n � 1 et des éléments x1, · · · , xn de G tels que :

G =
n⋃
k=1

xkH et ∀i, j ∈ [|1, n]| , ( i �= j =⇒ xiH ∩ xjH = ∅ )

On pourra pour cela raisonner par l’absurde et montrer qu’on peut alors construire
une famille (xn)n∈N� d’éléments de G tels que :

∀(i, j) ∈ N� × N� , (i �= j =⇒ xiH ∩ xjH = ∅)
et

n⋃
k=1

xkH � G

2. En déduire le théorème de Lagrange : si G est un groupe fini et H un sous groupe
de G, alors |H| divise |G|.

3. Application : existe-t-il un sous-groupe de cardinal 14 dans un groupe de cardinal
72 ?
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Les exercices suivants font appels à des notions développées dans les chapitres
suivants. Pour chaque exercice, il est précisé quelle(s) notion(s) doivent avoir
été vues au préalable.

Exercice 1.3.20 Cet exercice utilise la densité de Q dans R (voir chapitre 2, paragraphe
4.8). Le but de l’exercice est de déterminer tous les morphismes de corps de R dans R.

1. Donner un exemple de morphisme du corps R dans lui-même.

2. Soit f un morphisme de corps de R dans R.

(a) Déterminer la seule valeur possible pour f(0).

(b) Montrer que : ∀x ∈ N , f(x) = x.

(c) Montrer que f est impaire et en déduire que ∀x ∈ Z , f(x) = x.

(d) En déduire que cela reste vrai pour les rationnels : ∀x ∈ Q , f(x) = x.

(e) Montrer que f est strictement croissante sur R.

(f) En utilisant la densité de Q dans R ainsi que les variations de f , conclure que :
∀x ∈ R , f(x) = x.

Exercice 1.3.21 Cet exercice utilise la division euclidienne (voir chapitre 5) et les pro-
priétés de N (chapitre 2, paragraphe 2.1). Soit G un groupe cyclique, c’est-à-dire que G
est un groupe fini et il existe un élément g ∈ G tel que :

G = {gk , k ∈ Z}

1. Soit n ∈ N� avec n � 2. Donner un exemple de groupe cyclique cardinal n. On
démontrera que l’ensemble donné est bien un groupe cyclique de cardinal n.

2. Soit G un groupe cyclique de cardinal n � 2. On fixe un élément g ∈ G tel que
G = {gk , k ∈ Z} et on note e l’élément neutre de G.

(a) Montrer que pour tout entier p, l’ensemble Hp = {gpk , k ∈ Z} est un sous-
groupe de G.

(b) Réciproquement, soit H un sous-groupe de G, non réduit à {e}.
(i) Montrer que {p ∈ N� / gp ∈ H} admet un plus petit élément, que l’on

notera p0.

(ii) Montrer que Hp0 ⊂ H.

(iii) Établir que H ⊂ Hp0 .
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Chapitre 2

Relations, ensembles N, Z, Q et R

Prérequis : dans tout ce chapitre, les notions suivantes sont supposées connues :

• le cours de logique (implications, équivalences, prédicat, récurrence) ;

• notion d’ensemble ;

• applications monotones ; injections, surjections et bijections ;

• structures usuelles : groupes, anneaux et corps ; morphismes de groupes ou
d’anneaux.
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2.1 Relations

2.1.1 Généralités sur les relations

Définition 2.1.1.1 Soit E un ensemble. Une relation (binaire) sur E, est une forme
propositionnelle P (x, y) en deux variables appartenant à E. En appelant R la relation,
on écrit xRy pour dire que P (x, y) est vraie.

Remarque : de façon plus formelle, une relation binaire R sur E est un sous-ensemble
de E × E. Pour (x, y) ∈ E2, on écrit alors xRy lorsque (x, y) ∈ R. En notant P (x, y)
la propriété (x, y) ∈ R et en remarquant qu’un ensemble est caractérisé par la donnée de
ses éléments, on a alors :

xRy ⇐⇒ P (x, y) est vraie

Réciproquement, si P est un prédicat sur E × E, en posant

R = {(x, y) ∈ E2 | P (x, y) est vraie}
on a : xRy ⇐⇒ P (x, y) est vraie.

Il y a donc une correspondance (bijective) entre les deux définitions. Seule différence, la
première est plus simple à comprendre.

Définition 2.1.1.2 Soit R une relation (binaire) définie sur E. On dit que R est :

• réflexive si : ∀x ∈ E , xRx ;
• symétrique si : ∀(x, y) ∈ E2 , (xRy =⇒ yRx) ;
• antisymétrique si : ∀(x, y) ∈ E2 ,

((
xRy et yRx) =⇒ x = y

)
;

• transitive si : ∀(x, y, z) ∈ E3 ,
((
xRy et yRz) =⇒ xRz

)
.

Exemple 2.1.1.3 Soit E l’ensemble des droites du plan. Considérons la relation R =⊥.
C’est bien une relation binaire sur E et :

• R n’est pas réflexive puisque si D est une droite, D �⊥ D ;

• R est symétrique puisque si D et D′ sont deux droites du plan telles que D ⊥ D′,
alors D′ ⊥ D ;

• R n’est pas transitive puisque (D ⊥ D′ et D′ ⊥ D′′) =⇒ D ‖ D′′ (on est dans le
plan).
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Exemple 2.1.1.4 Toujours sur l’ensemble E des droites du plan, on considère la relation
‖. Alors, ‖ est une relation :

• clairement réflexive puisque pour toute droite D, D ‖ D ;

• symétrique puisque pour toutes droites D et D′, D ‖ D′ =⇒ D′ ‖ D ;

• transitive puisque si D,D′ et D′′ sont trois droites telles que D ‖ D′ et D′ ‖ D′′,
alors D ‖ D′′.

On reverra un peu plus loin que c’est ce qu’on appelle une relation d’équivalence.

Exemple 2.1.1.5 On considère la relation de divisibilité dans N, c’est-à-dire la relation
R = | définie sur N2 par :

∀(a, b) ∈ N2 , a|b ⇐⇒ ∃n ∈ N , b = na

Alors | est une relation réflexive, antisymétrique et transitive sur N. En effet,

• pour tout a ∈ N, a = 1N × a donc a|a ;

• pour tout (a, b) ∈ N2, si a|b et b|a, alors il existe n ∈ N et p ∈ N tels que b = na
et a = pb. Alors, b = na = npb, c’est-à-dire b(1− np) = 0. Par suite,

∗ soit b = 0 et donc a = pb = 0, et a fortiori a = b ;

∗ ou bien np = 1 et puisque (n, p) ∈ N2, n = p = 1. Par conséquent, b = na = a.

• enfin, si (a, b, c) ∈ N3 et a|b et b|c. Alors, par définition, il existe deux entiers
naturels n et p tels que b = na et c = pb. Alors :

c = pb = pna = (pn)a avec pn ∈ N

donc a|c.

Exercice 2.1.1.6 Montrer que la relation de divisibilité dans Z, définie par :

∀(a, b) ∈ Z2 , (a|b ⇐⇒ ∃n ∈ Z , b = na)

est réflexive, transitive mais n’est pas antisymétrique.

Exercice 2.1.1.7 Montrer que si R est une relation symétrique et antisymétrique, alors :

∀(x, y) ∈ E2 , (xRy =⇒ x = y)

En particulier, si R est aussi réflexive, alors xRy ⇐⇒ x = y, c’est-à-dire que R est la
relation d’égalité.
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2.1.2 Relation d’ordre

Définition 2.1.2.1 Soit E un ensemble. On dit que R est une relation d’ordre sur E
si R est réflexive, antisymétrique et transitive. Dans ce cas, on dit que (E,R) est un
ensemble ordonné.

Remarques :

• l’exemple le « plus simple » d’ensemble ordonné est : (R,�) ;

• en fait dans cette définition, on veut introduire un « objet » qui permet de « com-
parer deux éléments » dans l’ensemble E : c’est justement la notion de relation
d’ordre. La définition posée reprend les propriétés naturelles de la relation � sur
l’ensemble des nombres réels ;

• un ensemble ordonné est donc un couple (E,R) où E est un ensemble et R une
relation d’ordre sur E. Par abus, on dira souvent « soit E un ensemble ordonné »
au lieu de « soit (E,R) un ensemble ordonné » ;

• enfin, lorsque R est une relation d’ordre, on la note souvent � au lieu de R. Mais
il faudra bien faire attention à ne pas confondre ce symbole avec la relation �
habituelle dans R.

Exemple 2.1.2.2 (N, |) (où | est la relation de divisibilité (voir exemple 2.1.1.5)) est un
ensemble ordonné. Cette relation correspond bien à « une façon de comparer deux entiers
naturels » qui n’est la même que la relation � usuelle dans N. On peut aussi remarquer
que pour la relation d’ordre de divisibilité, on ne peut pas comparer 2 et 3.

Proposition 2.1.2.3 Soit X un ensemble non vide. On définit la relation � sur
F(X,R) par :

∀(f, g) ∈ F(X,R)2 , f � g ⇐⇒ ∀x ∈ X , f(x) � g(x)

Alors (F(X,R),�) est un ensemble ordonné.

Remarque : attention, ici il y a bien deux relations � qui sont différentes. La première
que l’on vient de définir est une relation d’ordre sur l’ensemble des applications de X dans
R alors que la deuxième est la relation d’ordre usuelle dans R. Si vous pensez confondre
ces deux relations distinctes, il est mieux de les noter de façons différentes, comme par
exemple �R pour l’inégalité usuelle dans R.
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Preuve :

Pour éviter les confusions (voir remarque précédente), notons R la rela-
tion � dans l’ensemble des applications de X dans R et montrons que
(F(X,R),R) est un ensemble ordonné.

• Montrons que R est réflexive.

Soit f ∈ F(X,R). Alors, pour tout x ∈ X, f(x) ∈ R. Or, � est une
relation d’ordre sur R : elle est donc réflexive et f(x) � f(x). Ainsi,

∀x ∈ X , f(x) � f(x)

c’est-à-dire fRf . Ce qui prouve que R est réflexive.

• Montrons que R est antisymétrique.

Soient f et g deux éléments de F(X,R) tels que fRg et gRf . On a alors :

∀x ∈ X , f(x) � g(x) et ∀x ∈ X , g(x) � f(x)

La relation � étant une relation d’ordre sur R, elle est en particulier
antisymétrique. On en déduit que :

∀x ∈ X , f(x) = g(x) c’est-à-dire f = g

Ce qui prouve que R est antisymétrique.

• Montrons que R est transitive.

Soient f, g et h trois applications de X dans R vérifiant fRg et gRh. On
a alors :

∀x ∈ X , f(x) � g(x) et ∀x ∈ X , g(x) � h(x)

La relation � étant une relation d’ordre sur R, elle est en particulier
transitive. Par suite,

∀x ∈ X , f(x) � h(x) c’est-à-dire fRh

Ce qui prouve que R est transitive.

Ainsi, R est bien une relation d’ordre sur F(X,R). �

Exercice 2.1.2.4 Soit E un ensemble. Montrer que (P(E),⊂) est un ensemble ordonné.

! Attention : le résultat de cet exercice est à connâıtre : c’est un ensemble ordonné
de référence.
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2.1.2.a Ordre total et ordre partiel

Définition 2.1.2.5 Soit (E,R) un ensemble ordonné. On dit que R est un ordre total
sur E (ou que (E,R) est totalement ordonné) si deux éléments quelconques de E
peuvent toujours être comparés. Autrement dit, (E,R) est totalement ordonné si :

∀(x, y) ∈ E2 , xRy ou yRx

Dans le cas contraire, on dit que R est un ordre partiel sur E ou que (E,R) est un
ensemble partiellement ordonné.

Exemple 2.1.2.6 (N,�), (Z,�) et (R,�) sont des ensembles totalement ordonnés.

Exemple 2.1.2.7 On a déjà vu que (N, |) est partiellement ordonné.

Exemple 2.1.2.8 De même, si X contient au moins deux éléments, alors (F(X,R),�)
est partiellement ordonné. « Intuitivement », c’est évident puisque si l’on prend deux
fonctions, la courbe de l’une n’est pas toujours située au-dessus de l’autre. Donnons alors
un exemple. Soient a et b deux éléments distincts de X et considérons f = δa et g = δb,
c’est-à-dire :

f : X −→ R

x �−→
{

1 si x = a
0 sinon

et
g : X −→ R

x �−→
{

1 si x = b
0 sinon

On a alors f(a) > g(a) donc ∃x ∈ X , f(x) > g(x), c’est-à-dire f � g est fausse. De
même, g � f est fausse. Ceci prouve que � est un ordre partiel sur F(X,R).

Exercice 2.1.2.9 On considère les relations R1 et R2 sur N2 définies par : pour tout
(p, q) ∈ N2 et tout (p′, q′) ∈ N2,

(p, q)R1(p
′, q′) ⇐⇒ (p � p′ et q � q′)

(p, q)R2(p
′, q′) ⇐⇒ (p < p′ ou (p = p′ et q � q′))

1. La relation R1 est-elle une relation d’ordre ? Est-elle une relation d’ordre totale ?

2. Montrer que R2 est une relation d’ordre ? Est-elle une relation d’ordre totale ?

3. La relation R2 est appelée l’ordre lexicographique sur N2 : pourquoi ?
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2.1.2.b Majorant, minorant, plus grand et plus petit élément

Définition 2.1.2.10 Soient (E,�) un ensemble ordonné et A une partie de E.

• Soit M ∈ E. On dit que M est un majorant de A (ou encore M majore A) si :

∀a ∈ A , a �M

• On dit que A est majorée (dans E) s’il existe M ∈ E tel que M majore A.

• Soit m ∈ E. On dit que m est un minorant de A (ou minore A) si

∀a ∈ A , m � a

• On dit que A est minorée (dans E) s’il existe m ∈ E tel que m minore A

• Soit M ∈ E. On dit que M est le plus grand élément de A lorsque M majore
A et M ∈ A. Dans ce cas, on note M = maxA.

• Soit m ∈ E. On dit que m est le plus petit élément de A lorsque m minore A
et m ∈ A. Dans ce cas, on note m = minA.

Proposition 2.1.2.11 Les définitions du plus petit et plus grand éléments ont un sens :
s’il existe, le plus grand élément (respectivement le plus petit élément) est unique.

Preuve :

Montrons par exemple que si A admet un plus grand élément, alors il est
unique. Soient M et M ′ deux plus grands éléments de A. Par définition :

M ∈ A et ∀a ∈ A , a �M (1)

et

M ′ ∈ A et ∀a ∈ A , a �M ′ (2)

Puisque M ′ ∈ A, en choisissant a = M ′ dans (1), on obtient M ′ � M .
De la même façon, en choisissant a =M dans (2), on obtient M �M ′.

Ainsi, on a montré que M �M ′ et M ′ �M . Or, (E,�) est un ensemble
ordonné donc la relation � est antisymétrique. Par suite, M =M ′.

�
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Exemple 2.1.2.12 Soient E = R muni de la relation � usuelle, A = [1, 2] et B = [1, 2[.

• A admet un plus grand élément et maxA = 2. En effet,

2 ∈ A et ∀x ∈ A , x � 2

• En revanche, B n’admet pas de plus grand élément : montrons le par l’absurde.

Supposons que B admette un plus grand élément b0. Alors b0 ∈ B et b0 majore

B. Considérons l’élément b =
b0 + 2

2
. Puisque b0 ∈ B, c’est-à-dire 1 � b0 < 2, il

est clair que b ∈ B et que de plus, b > b0. Ceci contredit le fait que b0 majore B.

Exemple 2.1.2.13 Soit E = F([0, 1],R) muni de la relation � (voir proposition 2.1.2.3).
Soient f et g dans E définies pour tout x ∈ [0, 1] par f(x) = x et g(x) = 1− x. On peut
définir la fonction max(f, g) 1 mais si A = {f, g} ⊂ E, alors maxA n’existe pas car :

∗ il existe x = 0 ∈ [0, 1] tel que g(x) > f(x) (donc g � f est fausse) ;
∗ il existe x = 1 ∈ [0, 1] tel que f(x) > g(x) (donc f � g est aussi fausse).

Exercice 2.1.2.14 On considère l’ensemble ordonné (N, |) ainsi que les ensembles :

A = {2, 3} ; B = ∅ ; C = N�

Les ensembles A, B et C sont-ils minorés ? Majorés ? Ont-ils un plus grand élément ?
Ont-ils un plus petit élément ?

Exemple 2.1.2.15 Soient E un ensemble et H ∈ P(E). On définit la relation � sur
P(E) par :

∀A,B ∈ P(E) , A � B ⇐⇒
{
A ∩H ⊂ B ∩H
B ∩H ⊂ A ∩H

où H désigne le complémentaire de H dans E.

• Montrons pour commencer que (P(E),�) est un ensemble ordonné.

∗ Montrons que � est réflexive.

Soit A ∈ P(E). Il est clair que A ∩ H ⊂ A ∩ H et A ∩ H ⊂ A ∩ H, c’est-à-dire
que A � A. Par suite, � est bien réflexive.

1. voir chapitre 6, paragraphe 1 : généralités sur les fonctions d’une variable réelle
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∗ Montrons que � est antisymétrique.

Soient A et B deux éléments de P(E) tels que : A � B et B � A. Par hypothèse,
on a donc : {

A ∩H ⊂ B ∩H
B ∩H ⊂ A ∩H et

{
B ∩H ⊂ A ∩H
A ∩H ⊂ B ∩H

On en déduit donc, par double inclusion, que :{
A ∩H = B ∩H
B ∩H = A ∩H

Il s’ensuit que :

A = A∩E = A∩(H∪H) = (A∩H)∪(A∩H) = (B∩H)∪(B∩H) = B∩(H∪H) = B

Par conséquent, A = B et la relation � est antisymétrique.

∗ Montrons que � est transitive.

Soient A,B,C ∈ P(E), trois parties de E telles que A � B et B � C. Par
définition, on a donc :{

A ∩H ⊂ B ∩H
B ∩H ⊂ A ∩H et

{
B ∩H ⊂ C ∩H
C ∩H ⊂ B ∩H

La relation d’inclusion étant transitive sur P(E), on a alors :

A ∩H ⊂ B ∩H et B ∩H ⊂ C ∩H entrâınent que A ∩H ⊂ C ∩H
De la même façon, C ∩H ⊂ B ∩H ⊂ A ∩H. Ainsi :{

A ∩H ⊂ C ∩H
C ∩H ⊂ A ∩H

c’est-à-dire A � C, prouvant ainsi que � est transitive.

Ce qui prouve que la relation � est bien une relation d’ordre sur P(E).

• Montrons que P(E) admet un plus grand et un plus petit élément (pour �).

∗ Analyse

Supposons que P(E) admette un plus grand élément X (respectivement un plus
petit élément Y ). Alors, en particulier, X est un majorant de P(E) (respective-
ment Y est un minorant de P(E)). Par conséquent,

∀A ∈ P(E) , A � X et ∀B ∈ P(E) , Y � B

c’est-à-dire , compte-tenu de la définition,

∀A ∈ P(E) ,

{
A ∩H ⊂ X ∩H
X ∩H ⊂ A ∩H et ∀B ∈ P(E) ,

{
Y ∩H ⊂ B ∩H
B ∩H ⊂ Y ∩H
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Les dernières relations étant vraies pour toutes parties A et B de E, on choisit
successivement A = ∅ = B et A = E = B, on obtient :

{
X ∩H = ∅
Y ∩H = ∅ et

{
H ⊂ X ∩H ⊂ H
H ⊂ Y ∩H ⊂ H

soit encore, {
X ∩H = ∅
X ∩H = H

et

{
Y ∩H = ∅
Y ∩H = H

Or, {
X ∩H = ∅
X ∩H = H

⇐⇒
{
X ⊂ H
H ⊂ X

⇐⇒ X = H

Et de la même façon, Y = H.

∗ Synthèse

Réciproquement, H et H sont bien des éléments de P(E) et de plus,

∀A ∈ P(E) ,

{
A ∩H ⊂ H = H ∩H
H ∩H = ∅ ⊂ A ∩H c’est-à-dire ∀A ∈ P(E) , A � H

On montre de la même façon que pour tout B ∈ P(E), H � B.

Ce qui prouve que H est le plus grand élément de P(E) pour la relation � et que H est
le plus petit élément de P(E) pour �.

Remarque : dans cet exemple, on peut se passer de l’analyse. En effet, on peut deviner

très « facilement » que H est le plus grand élément et que H est le plus petit élément.
Vous pouviez donc simplement rédiger la partie « synthèse » et montrer directement le
résultat.

2.1.2.c Borne supérieure et borne inférieure

Si on reprend l’exemple B = [1, 2[, on a vu que B n’a pas de plus grand élément. Pourtant,
le « 2 ressemble à une sorte de plus grand élément » : c’est ce qu’on appellera borne
supérieure de B et c’est ce qui nous amène à poser les définitions suivantes.

Les notions de bornes supérieure et inférieure, en particulier dans (R,�), sont absolument
essentielles en analyse. Elles seront entres autres reprises de façon intensive dans le chapitre
sur les suites et les limites de fonctions, et sont à la base des théorèmes de limite monotone.
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Définition 2.1.2.16 Soient (E,�) un ensemble ordonné et A une partie de E.

• On dit que A admet une borne supérieure (dans E) si l’ensemble des majorants
de A admet un plus petit élément.

Dans ce cas, ce plus petit élément est appelé la borne supérieure de A et est
noté supA.

• On dit que A admet une borne inférieure (dans E) si l’ensemble des minorants
de A admet un plus grand élément.

Dans ce cas, ce plus grand élément est appelé la borne inférieure de A et est
noté inf A.

Remarque : ainsi, sous réserve d’existence, on peut écrire :

supA = min {M ∈ E | ∀a ∈ A , a �M} et inf A = max {m ∈ E | ∀a ∈ A , m � a}
On retient donc que si la borne supérieure de A existe, elle est caractérisée par :

∀a ∈ A , a � supA et ∀M ∈ E , ((∀a ∈ A , a �M) =⇒ supA �M)

Exemple 2.1.2.17 Reprenons B = [1, 2[. Intuitivement, il est « évident » que supB = 2 :
montrons-le. Notons Maj(B) l’ensemble des majorants de B. On veut donc prouver que
minMaj(B) existe et est égal à 2.

• Tout d’abord, ∀x ∈ B , x � 2. Par suite, 2 ∈ Maj(B).

• Ensuite, soit M un majorant de B. Alors, pour tout x ∈ [1, 2[, x � M . Ceci
implique 2 �M (en effet, si M < 2, on construit : b = M+2

2
∈ B vérifiant M < b,

ce qui contredit le fait que M majore B). Par suite,

∀M ∈ Maj(B) , 2 �M

Ceci montre que 2 est un minorant de Maj(B) et appartient à Maj(B), c’est-à-dire que 2
est le plus petit élément de Maj(B), c’est-à-dire 2 = supB.

Exercice 2.1.2.18 On considère l’ensemble ordonné (N, |) et A = N� ⊂ N. L’ensemble
A admet-il un plus grand élément ? Un plus petit élément ? Une borne supérieure ? Une
borne inférieure ?

! Attention : un ensemble n’a pas forcément de plus grand et/ou de plus petit
élément et n’a pas non plus forcément de borne supérieure et/ou inférieure.
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Exercice 2.1.2.19 On considère l’ensemble Q des nombres rationnels muni de la relation
� usuelle et A = {x ∈ Q / 0 � x et 0 < x2 < 2}. Montrer que A une borne inférieure
(mais pas de plus petit élément) mais que A n’admet pas de borne supérieure.

Proposition 2.1.2.20 Soit (E,�) un ensemble ordonné et soit A une partie de E.

(i) Si A admet un plus grand élément, alors A admet une borne supérieure et :

maxA = supA

(ii) Si A admet un plus petit élément, alors A admet une borne inférieure et :

inf A = minA

Les réciproques des propriétés (i) et (ii) sont fausses.

Preuve :

Ces propriétés sont évidentes. La preuve est laissée en exercice.

�

2.1.2.d Applications croissantes, décroissantes et monotones

Définition 2.1.2.21 Soient (A,R) et (B,S) deux ensembles ordonnés et f : A −→ B
une application. On dit que :

• f est croissante si : ∀(a, a′) ∈ A2 , aRa′ =⇒ f(a)Sf(a′) ;
• f est strictement croissante si :

∀(a, a′) ∈ A2 , (aRa′ et a �= a′) =⇒ (f(a)Sf(a′) et f(a) �= f(a′))

• f est décroissante si : ∀a, a′ ∈ A , aRa′ =⇒ f(a′)Sf(a) ;
• f est strictement décroissante si :

∀(a, a′) ∈ A2 , (aRa′ et a �= a′) =⇒ (f(a′)Sf(a) et f(a) �= f(a′))

• f est monotone si f est croissante ou si f est décroissante ;

• f est strictement monotone si f est strictement croissante ou si f est strictement
décroissante.
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Exemple 2.1.2.22 L’application identité de (R,�) dans lui-même (pour la relation d’ordre
usuelle dans R) est strictement croissante.

Exemple 2.1.2.23 L’application ϕ : (F(R,R),�) −→ (R,�) définie par :

∀f ∈ F(R,R) , ϕ(f) = f(0)

est croissante mais non strictement croissante. En effet,

• soit (f, g) ∈ F(R,R)2 tel que f � g. Alors, par définition, pour tout réel x,
f(x) � g(x). En particulier, f(0) � g(0), c’est-à-dire ϕ(f) � ϕ(g) ;

• mais si on choisit f = 0 (fonction nulle) et g : x �−→ x2, alors f � g et f �= g mais
ϕ(f) = ϕ(g).

Proposition 2.1.2.24 On considère (A,R) et (B,S) deux ensembles ordonnés ainsi
qu’une application f : A −→ B.

(i) Si f est croissante et injective, alors f est strictement croissante.

(ii) Si f est décroissante et injective, alors f est strictement décroissante.

Preuve :

Montrons par exemple la propriété (i).

On suppose que f est croissante et injective. Soient a ∈ A et a′ ∈ A deux
éléments tels que aRa′ et a �= a′. Puisque f est croissante, f(a)Sf(a′) et
puisque f est injective (et a �= a′), f(a) �= f(a′). Ce qui prouve que f est
strictement croissante.

�

Exercice 2.1.2.25 Soit E un ensemble fini non vide. On considère l’application :

f :
(P(E),⊂) −→ (N,�)

A �−→ |A|
On rappelle que si A est un ensemble fini, |A| désigne le cardinal de l’ensemble A.

1. Montrer que f est strictement croissante.

2. f est-elle injective ?

3. Que peut-on en déduire pour la réciproque de la proposition précédente ?

4. Quelle condition suffisante peut-on rajouter (sur les ensembles ordonnés) pour que
cette réciproque soit vraie ?
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Mathématiques supérieures 1 2.1. Relations

2.1.3 Relation d’équivalence

Définition 2.1.3.1 Soient E un ensemble et R une relation binaire sur E. On dit que
R est une relation d’équivalence sur E si R est réflexive, symétrique et transitive.

! Attention : il ne faut absolument pas confondre relation d’ordre et relation d’équi-
valence !

Exemple 2.1.3.2 La relation d’égalité sur un ensemble quelconque est une relation
d’équivalence.

Exemple 2.1.3.3 On a déjà vu que la relation ‖ est une relation d’équivalence sur l’en-
semble des droites du plan (voir exemple 2.1.1.4).

Exemple 2.1.3.4 Soit a ∈ N�. Alors la relation de congruence modula a, notée ≡ [a],
définie sur Z par :

∀(x, y) ∈ Z2 , x ≡ y [a] ⇐⇒ a|(y − x)

est une relation d’équivalence sur Z (voir le cours d’arithmétique (proposition 5.1.1.4)).

Exemple 2.1.3.5 Dans les cours de mathématiques antérieurs, on a défini de façon infor-
melle la relation f ∼

a
g (on reverra cette définition de façon plus formelle dans le chapitre

sur les fonctions d’une variable réelle (voir paragraphe 6.3 du chapitre 6). Alors, la relation

∼
a

est une relation d’équivalence sur l’ensemble des fonctions définies sur R.

Exercice 2.1.3.6 Soit f : R −→ R une application. Montrer que la relation R définie
par : ∀(x, y) ∈ R2 , xRy ⇐⇒ f(x) = f(y) est une relation d’équivalence sur R.

Remarque : d’un point de vue mathématique, les relations d’équivalences sont absolu-
ment fondamentales et permettent de définir une des structures les plus importantes : les
structures quotients (qui permettent par exemple les constructions très propres et rigou-
reuses de Z, Q et R à partir de N) qui interviennent dans tous les domaines des mathé-
matiques. Mais ceci dépasse de loin l’objectif de ce livre. On se limite ici à la définition
et savoir reconnâıtre une relation d’équivalence.
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2.2 Ensemble N et principe de récurrence

2.2.1 Définition de l’ensemble N

Théorème 2.2.1.1 (Ensemble N) On admet l’existence et l’unicité (à une bijection
croissante près) de l’ensemble N, appelé ensemble des entiers naturels, qui est tel que :

(A1) N est non vide et est muni d’une relation binaire � telle que (N,�) est un
ensemble ordonné ;

(A2) N est non majoré ;

(A3) toute partie non vide de N admet un plus petit élément ;

(A4) toute partie non vide et majorée admet un plus grand élément.

De plus, N est muni de deux lois de composition internes, + et ×, qui sont compatibles
avec la relation � et qui vérifient :

• + et × sont associatives et commutatives ;

• × est distributive par rapport à + ;

• + admet un élément neutre, noté 0 ;

• ∀n ∈ N , ∀(x, y) ∈ N2 , x+ n � y + n =⇒ x � y ;

• ∀n ∈ N , ∀(x, y) ∈ N2 , x+ n = y + n =⇒ x = y ;

• × admet un élément neutre, noté 1 ;

• ∀n ∈ N , ∀(x, y) ∈ N2 , (n× x � n× y et n �= 0) =⇒ x � y ;

• ∀n ∈ N , ∀(x, y) ∈ N2 , (n× x = n× y et n �= 0) =⇒ x = y.

Remarque : en fait, seuls les 4 premiers axiomes sont nécessaires. On pourrait définir :

• 0 = minN (puisque N est non vide (axiome A1) et toute partie non vide de N
admet un plus petit élément (axiome A3) ;

• n + 1 par la relation n + 1 = min{p ∈ N, n < p}. En effet, comme N n’est pas
majoré (axiome A2), l’ensemble {p ∈ N , n < p} n’est pas vide. Il admet donc un
plus petit élément.

• si n �= 0, n − 1 par la relation n − 1 = max{p ∈ N | p < n}. En effet, si n �= 0,
alors l’ensemble {p ∈ N | p < n} contient 0 = minN donc est non vide et est
majoré par n : il admet donc un plus grand élément (axiome A4).

Ensuite, avec beaucoup de travail et le principe de récurrence, on définit l’addition, puis
la multiplication dans N et on montre qu’elles vérifient les propriétés énoncées. C’est un
travail technique et c’est pour cela qu’on admet leur existence ainsi que leurs propriétés.
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Corollaire 2.2.1.2 À partir des propriétés de N, on déduit immédiatement que :

(i) (N,�) est un ensemble totalement ordonné, c’est-à-dire :

∀(a, b) ∈ N2 , (a � b ou b � a)

(ii) N n’a pas de plus grand élément.

Preuve :

• Pour la première propriété, soient a, b ∈ N. Alors A = {a, b} est une
partie non vide de N : elle admet un plus petit élément. Si a = minA,
alors a � b et sinon, b = minA et donc b � a. Ceci prouve que (N,�)
est totalement ordonné.

• Pour la seconde propriété, N n’étant pas majoré, il ne peut admettre
de plus grand élément.

�

Notation : si n et p sont deux entiers naturels, on pose :

�n, p� = {k ∈ N | n � k � p}
et on convient que si n > p, alors �n, p� = ∅.

2.2.2 Principe de récurrence

2.2.2.a Récurrence simple

Théorème 2.2.2.1 Soit P un prédicat sur N, c’est-à-dire que P (n) est une proposition
dépendant du paramètre entier n. Les énoncés suivants sont équivalents :

(i) ∀n ∈ N , P (n) ;

(ii) P (0) et ∀n ∈ N , (P (n) =⇒ P (n+ 1)).

On dit que (ii) est la preuve de (i) par récurrence.

Preuve :

• Montrons (i) =⇒ (ii).

On suppose (i), c’est-à-dire ∀n ∈ N , P (n). En particulier, pour n = 0,
on a P (0).
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Soit n ∈ N fixé. D’après (i), P (n) et P (n + 1) sont des propriétés qui
sont vraies : on en déduit que l’implication P (n) =⇒ P (n + 1) est vraie
(d’après la signification du symbole « implique »). Ce qui montre que
pour tout n ∈ N, P (n) =⇒ P (n+ 1). Ainsi, la propriété (ii) est vraie.

• Montrons (ii) =⇒ (i).
On suppose (ii). Considérons l’ensemble A suivant :

A = {n ∈ N | �P (n)} = {n ∈ N | P (n) est faux }

Alors A ⊂ N et la propriété (i) équivaut à montrer que A = ∅, ce que
l’on montre par l’absurde.
Supposons A �= ∅. Alors A est une partie non vide de N : elle admet un
plus petit élément. Soit n0 = minA. Puisque P (0) (est vraie), 0 /∈ A et
par conséquent, n0 �= 0. Ainsi, k = n0 − 1 ∈ N existe et par définition de
n0, k /∈ A, c’est-à-dire P (k) est vraie. D’après (ii), on a alors P (k + 1)
est vraie, c’est-à-dire P (n0) est vraie. Il s’ensuit que n0 /∈ A, ce qui est
absurde.

�

Remarque : en fait, si on reprend la démonstration en détail, on a seulement besoin de
l’existence de n0 − 1, et non pas forcément de l’axiome (A4).

Rappel : pour la rédaction d’une récurrence simple, il y a quatre étapes à rédiger :

1. Introduction : on annonce précisément quelle propriété P (n) on va démontrer
par récurrence.

2. Initialisation : on montre que la propriété est vraie au rang 0.

3. Hérédité : on montre que si la propriété est vraie pour un certain entier n, alors
elle est vraie pour l’entier n+ 1. En général, pour l’hérédité, on écrit toujours
« on suppose que la propriété P (n) est vraie pour un rang n ∈ N donné. Mon-
trons qu’elle est vraie au rang n+ 1 ».

4. Conclusion : on écrit toujours une phrase de conclusion pour dire que le rai-
sonnement par récurrence est terminé.

Exemple 2.2.2.2 Grand classique que vous devez connâıtre :
n∑
k=0

k2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
.

Montrons par récurrence (simple) que : ∀n ∈ N ,
n∑
k=0

k2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
.
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Initialisation :

Pour n = 0, on a :
n∑
k=0

k2 =
0∑

k=0

k2 = 0 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
. Ce qui montre que la propriété

est vraie au rang 0.

Hérédité :

On suppose la propriété vraie au rang n ∈ N : montrons qu’elle est vraie au rang n + 1.
On a :

n+1∑
k=0

k2 =
n∑
k=0

k2 + (n+ 1)2

=
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
+ (n+ 1)2 (par hypothèse de récurrence)

=
(n+ 1) (n(2n+ 1) + 6(n+ 1))

6

=
(n+ 1)(n+ 2)(2n+ 3)

6

=
(n+ 1)(n+ 2)(2(n+ 1) + 1)

6

Ce qui montre que la propriété est vraie au rang n+ 1 et achève la récurrence.

Conclusion : on a donc montré par récurrence que : ∀n ∈ N ,
n∑
k=0

k2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
.

On peut aussi être amené à faire une récurrence « à partir d’un certain rang » :

Proposition 2.2.2.3 Soit n0 ∈ N et P (n) une proposition qui dépend du paramètre
n ∈ N. Alors les énoncés suivants sont équivalents :

(i) ∀n � n0 , P (n) ;

(ii) P (n0) et ∀n � n0 , (P (n) =⇒ P (n+ 1)).

Preuve :

Il suffit d’appliquer le principe de récurrence à Q(n) = P (n+ n0).

�

64



Chapitre 2 Relations, ensembles N, Z, Q et R

2.2.2.b Récurrence double

Dans certains cas, on ne peut pas démontrer une propriété par récurrence « simple » dans
la mesure où, par exemple, on a une relation de récurrence reliant n, n+1 et n+2. C’est
le cas pour l’exemple suivant.

Exemple 2.2.2.4 On considère la suite (un)n∈N définie par u0 = 4, u1 = 5 et pour tout
entier n, un+2 = 3un+1 − 2un. On veut montrer que pour tout entier n, un = 2n + 3. Une
récurrence simple ne permet pas de conclure car pour déterminer un+2, on doit connâıtre
un et un+1.

On utilise alors une récurrence double.

Théorème 2.2.2.5 Soient P un prédicat sur N et n0 ∈ N. Alors, les énoncés suivants
sont équivalents :

(i) ∀n � n0 , P (n) ;

(ii) P (n0) et P (n0 + 1) et ∀n � n0 ,
(
(P (n) et P (n+ 1)) =⇒ P (n+ 2)

)
.

Preuve :

La démonstration est évidente : il suffit d’appliquer le théorème de ré-
currence simple à la propriété Q(n) := P (n) ∧ P (n + 1), en remarquant
que si

S est la propriété : ((P (n) ∧ P (n+ 1)) =⇒ P (n+ 2))

alors
S ≡ (P (n) ∧ P (n+ 1)) =⇒ (P (n+ 1) ∧ P (n+ 2))

�

! Attention : dans une récurrence double, l’étape d’initialisation comporte deux
propriétés !
Il faut montrer que la propriété est vraie aux rangs n0 et n0 + 1 !

Exemple 2.2.2.6 Reprenons l’exemple précédent. On considère la suite (un)n∈N définie
par u0 = 4, u1 = 5 et pour tout entier n, un+2 = 3un+1 − 2un. Montrons par récurrence
double que pour tout entier n, un = 2n + 3.

Initialisation :

Pour n = 0, u0 = 4 = 1+ 3 = 20 + 3 et pour n = 1, u1 = 5 = 2+ 3 = 21 + 3. La propriété
est donc vraie aux rangs 0 et 1.
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Hérédité :

On suppose la propriété vraie aux rangs n et n + 1 pour un certain entier n. Montrons
qu’elle est vraie au rang n+ 2. On a :

un+2 = 3un+1 − 2un (par définition de la suite)

= 3× (2n+1 + 3)− 2× (2n + 3) (hypothèses de récurrence)

= 4× 2n + 9− 6

= 2n+2 + 3

Ce qui montre que la propriété est vraie au rang n+ 2 et achève la récurrence.

Remarque : on peut bien entendu généraliser ce principe à des récurrences triples, qua-
druples... ou plus généralement, des récurrences d’ordre p ∈ N� fixé de la façon suivante.
On a équivalence entre :

(i) ∀n ∈ N , P (n) ;

(ii) ∀k ∈ �0, p− 1� , P (k) et ∀n ∈ N ,
((∀k ∈ �0, p− 1� , P (n+ k)

)
=⇒ P (n+ p)

)
.

2.2.2.c Récurrence forte

Théorème 2.2.2.7 (Récurrence forte) Soit P un prédicat sur N. Alors les énoncés
suivants sont équivalents :

(i) ∀n ∈ N , P (n) ;

(ii) P (0) et ∀n ∈ N ,
((∀k ∈ �0, n� , P (k)

)
=⇒ P (n+ 1)

)
.

Preuve :

À nouveau, ce théorème est une conséquence directe de la récurrence
simple. Il suffit pour cela d’appliquer le théorème de récurrence simple à
Q(n) := ∀k ∈ �0, n� , P (k) et de remarquer, comme pour la récurrence
double, qu’en notant S la propriété :

(∀k ∈ �0, n� , P (k)) =⇒ P (n+ 1)

alors

S ≡ (∀k ∈ �0, n� , P (k)) =⇒ (∀k ∈ �0, n+ 1� , P (k))
�
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Exemple 2.2.2.8 Montrons par récurrence forte que tout entier naturel supérieur ou
égal à 2 s’écrit comme un produit de facteurs premiers.

Initialisation :

Au rang n = 2, on a 2 = 2 qui est bien un produit de facteurs premiers (en fait, il y a un
seul facteur). La propriété est vraie au rang 2.

Hérédité :

Soit n ∈ N tel que n � 2. On suppose que tout entier k ∈ �2, n� se décompose en facteurs
premiers. Montrons qu’il en est de même pour n+ 1. On a alors deux cas :

• si n + 1 est premier, alors n + 1 = (n + 1) est un produit de nombres premiers
(produit ayant un seul facteur) ;

• sinon, n + 1 est composé : il existe a, b ∈ N tels que n + 1 = ab et a �= 1 et
a �= n+ 1. Il s’ensuit que b �= 1 et b �= n+ 1. Par suite, a, b ∈ �2, n�. On applique
alors l’hypothèse à a et à b : a et b s’écrivent comme un produit de nombres
premiers. Par conséquent, n + 1 = a × b s’écrit lui aussi comme un produit de
nombres premiers.

Ceci montre que la propriété est vraie au rang n+ 1 et achève la récurrence.

Exercice 2.2.2.9 Soit (un)n∈N définie par u0 ∈ R et ∀n ∈ N , un+1 =
n∑
k=0

uk.

Montrer que pour tout entier n ∈ N, un+1 = u0 × 2n.

2.2.2.d Récurrence finie et récurrence descendante

Dans certaines situations, on est amené à prouver qu’une propriété est vraie, mais seule-
ment pour certains entiers. Typiquement, pour un nombre fini d’entiers. On dispose alors
des deux théorèmes suivants.

Théorème 2.2.2.10 (Récurrence finie) Soient n ∈ N et P un prédicat sur �0, n�
(ou sur N). Alors les énoncés suivants sont équivalents :

(i) ∀k ∈ �0, n� , P (k) ;

(ii) P (0) et ∀k ∈ �0, n− 1� , (P (k) =⇒ P (k + 1)).

Preuve :

Remarquez que si n = 0, il n’y a rien à prouver car �0, n�= ∅ et dans ce
cas, la propriété, ∀k ∈ �0, n� , (P (k) =⇒ P (k+1)) est automatiquement
vraie.
Lorsque n � 1, on peut faire exactement la même démonstration que
pour la récurrence simple. �
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Bien entendu, on peut aussi faire un raisonnement par récurrence double finie ou récur-
rence forte finie.

Exemple 2.2.2.11 Soient n ∈ N� et f une bijection de �0, n� dans lui-même telle que
pour tout k ∈ �0, n�, f(k) ≤ k.
Montrons par récurrence forte finie que pour tout k ∈ �0, n�, f(k) = k.

Initialisation :

Par hypothèse, d’une part f(0) ∈ �0, n� donc 0 � f(0) et d’autre part f(0) � 0. Par suite,
f(0) = 0 et la propriété est vraie au rang k = 0.

Hérédité :

Soit k ∈ N et k < n. On suppose que la propriété est vraie jusqu’au rang k. Montrons
qu’elle est vraie au rang k + 1. D’après l’hypothèse de récurrence, ∀j ∈ �0, k� , f(j) = j.
Alors :

• d’une part, f(k + 1) ∈ �0, n� \ {f(j) , 0 � j � k} (car f est injective et k + 1 �= j
pour tout j ∈ �0, k�), c’est-à-dire f(k + 1) � k + 1 ;

• et d’autre part, d’après l’hypothèse sur f , f(k + 1) � k + 1.

Il s’ensuit que f(k + 1) = k + 1, ce qui montre que la propriété est vraie au rang k + 1 et
achève la récurrence.

Remarque : on verra dans le cours d’arithmétique que l’algorithme d’Euclide se prouve
par récurrence finie.

Théorème 2.2.2.12 (Récurrence descendante) Soient n ∈ N et P un prédicat sur
�0, n� (ou sur N). Les énoncés suivants sont équivalents :

(i) ∀k ∈ �0, n� , P (k) ;

(ii) P (n) et ∀k ∈ �1, n� , (P (k) =⇒ P (k − 1)).

Preuve :

Il suffit d’appliquer le théorème de récurrence finie à Q(k) := P (n− k).

�

Exercice 2.2.2.13 Soient n ∈ N� et f une bijection de �0, n� dans lui-même telle que
pour tout k ∈ �0, n�, f(k) � k. Montrer que pour tout k ∈ �0, n�, f(k) = k.
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2.3 Ensemble Z et valeur absolue

2.3.1 Ensemble Z et structure d’anneau

Théorème 2.3.1.1 (Admis) On admet l’existence de l’ensemble Z, appelé ensemble
des entiers relatifs, et des opérations + et × qui en font un anneau commutatif et
intègre. L’ensemble Z contient N, et les lois + et × de Z prolongent celles de N.

Par ailleurs, Z est muni d’une relation d’ordre �, prolongeant celle de N, et telle que :

• l’ordre est compatible avec l’addition ;

• N = {z ∈ Z | 0 � z} et Z = N ∪ {−n , n ∈ N�}.

Remarques et conséquences immédiates :

• On sait que dans N, la multiplication est compatible avec l’ordre. Puisque les
opérations sur Z prolongent celles de N, on en déduit que :

∀x, y ∈ Z , (0 � x et 0 � y) =⇒ 0 � xy

• On en déduit que pour tout (a, b) ∈ Z2 et n ∈ N, a � b =⇒ na � nb.

• Enfin, comme � est compatible avec +, {−n , n ∈ N�} = {z ∈ Z | z < 0}.

Théorème 2.3.1.2 (Existence d’un minimum et d’un maximum) On a :

(i) Toute partie non vide et minorée de Z admet un plus petit élément.

(ii) Toute partie non vide et majorée de Z admet un plus grand élément.

Preuve :

(i) Soit A une partie non vide et minorée de Z et soitm ∈ Z un minorant.
Considérons alors A′ = {a − m , a ∈ A}. Par construction, A′ est une
partie non vide de N : elle admet donc un plus petit élément. Soit x ce
plus petit élément. Alors x+m est le plus petit élément de A.

(ii) Soit A une partie non vide et majorée de Z. Alors l’ensemble B défini
par B = −A = {−a , a ∈ A} est une partie non vide et minorée de Z.
D’après (i), elle admet un plus petit élément x. Il est alors clair que −x
est le plus grand élément de A.

�
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Corollaire 2.3.1.3 (Z,�) est un ensemble totalement ordonné.

Preuve :

Soient a, b ∈ Z. Alors A = {a, b} est une partie non vide de Z. On
distingue alors trois cas :

• si a, b ∈ N, alors A est non vide et minorée (par 0) donc admet
un plus petit élément ;

• si a, b ∈ Z \N, alors A est une partie non vide et majorée (par 0)
de Z donc A admet un plus grand élément ;

• enfin, si a < 0 et 0 � b (ou le contraire), alors b = maxA
(respectivement a = maxA). �

Corollaire 2.3.1.4 Soit A ⊂ Z. Alors :

A est un ensemble fini ⇐⇒ A est majoré et minoré

Preuve :

On considère les ensembles A1 = A∩N, A2 = A∩Z�− = {a ∈ A | a < 0}
et B = −A2 = {−a , a ∈ A2} ⊂ N. Tout d’abord, A = A1 � A2. Par
conséquent, A est fini si et seulement si A1 et A2 le sont.

Ensuite, clairement, A2 et B sont en bijection donc A2 est fini si et
seulement si B l’est.

Enfin, on peut montrer qu’une partie de N est finie si et seulement si elle
est majorée. On a alors :

A est fini ⇐⇒ A1 et A2 sont finis

⇐⇒ A1 et B sont finis

⇐⇒ A1 et B sont majorés

⇐⇒ A1 est majoré et A2 est minoré

⇐⇒ A est majoré et minoré �

Remarque : Z est un anneau intègre, c’est-à-dire que :

∀x, y ∈ Z , (xy = 0 =⇒ x = 0 ou y = 0)
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2.3.2 Valeur absolue dans Z

Définition 2.3.2.1 Soit x ∈ Z. On appelle valeur absolue de x, et on note |x|, l’unique
entier naturel dans {−x, x}.

Remarque : de façon équivalente, |x| = max{−x, x}. Ainsi, pour tout x ∈ Z, |−x| = |x|
et |x| = 0 ⇐⇒ x = 0.

Proposition 2.3.2.2 Pour tout (x, y) ∈ Z2 , |x× y| = |x| × |y|.

Preuve :

Il suffit de distinguer les cas possibles suivant les signes de x et y, on
verra une preuve similaire un peu plus loin dans le cas l’ensemble R.

�

2.4 Ensembles des nombres réels

2.4.1 Corps des nombres rationnels

Définition 2.4.1.1 On note Q l’ensemble des nombres rationnels :

Q =

{
p

q
, (p, q) ∈ Z× N∗

}

On admet le résultat suivant, que l’on a déjà partiellement vu dans le chapitre sur les
structures.

Théorème 2.4.1.2 L’ensemble (Q,+,×) est un corps commutatif. De plus, (Q,≤) est
totalement ordonné.

Remarque : cette définition n’est pas satisfaisante dans la mesure où on n’a pas défini 1
q

pour q ∈ Z�. La construction formelle de Q est proche de celle de Z (voir annexe) mais ne
sera pas présentée. Pour ceux qui sont intéressés, vous pouvez consulter n’importe quelle
ouvrage d’algèbre qui aborde la notion de corps des fractions d’un anneau intègre.
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2.4.2 Corps des nombres réels et relation d’ordre

On admet le théorème fondamental suivant.

Théorème 2.4.2.1 (Définition) Il existe un ensemble noté R (appelé ensemble des
nombres réels) contenant Q, muni d’une addition +, d’une multiplication × et d’une
relation d’ordre � tels que :

• les lois + et × sur R prolongent celles de Q ;

• (R,+,×) est un corps commutatif ;

• la relation � sur R prolonge celle de Q et (R,�) est totalement ordonné ;

• la relation d’ordre est compatible avec l’addition et la multiplication :

∀(x, y, z) ∈ R3 , (x � y =⇒ x+ z � y + z)

∀(x, y) ∈ R2 , ((0 � x et 0 � y) =⇒ 0 � xy)

• (R,�) vérifie le théorème de la borne supérieure : toute partie non vide et
majorée de R admet une borne supérieure.

2.4.3 Valeur absolue

Définition 2.4.3.1 Pour tout réel x, on pose |x| = max{−x, x}.

Remarque : en particulier, x � |x| pour tout réel x.

Proposition 2.4.3.2 L’ensemble R+� = {x ∈ R , 0 < x} est un sous-groupe de
(R�,×). De plus, la valeur absolue est un morphisme de groupes de (R�,×) dans
(R+�,×). Autrement dit,

∀x, y ∈ R� , |x× y| = |x| × |y|

(la dernière égalité étant aussi valable lorsque x = 0 ou y = 0).

En particulier, si x �= 0, alors :

∣∣∣∣1x
∣∣∣∣ = 1

|x| .
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Preuve :

• Montrons d’abord que (R+�,×) est un sous-groupe de (R�,×). Pour
commencer, on peut noter que comme (R,+,×) est un corps, (R�,×) est
bien un groupe. On applique ensuite la méthode habituelle :

∗ 0 < 1 donc 1 ∈ R+� ;

∗ soient x > 0 et y > 0. R étant un corps, a fortiori c’est un anneau
intègre donc xy �= 0. Par ailleurs, d’après la définition de R, la
multiplication est compatible avec la relation d’ordre : 0 � x et
0 � y impliquent 0 � xy. Par suite, 0 < xy et xy ∈ R+� ;

∗ enfin, soit x ∈ R+�. (R,�) étant totalement ordonné, 0 � x−1 ou
bien x−1 � 0. Par ailleurs, x−1 étant non nul, x−1 < 0 ou bien
0 < x−1. Si x−1 < 0, alors (−x−1)+x−1 < 0+(−x−1), c’est-à-dire
0 < −x−1. Il s’ensuit que 0 < x × (−x−1). D’après les règles de
calculs dans un anneau, 0 < −1, c’est-à-dire 1 < 0 ce qui est
absurde. Par suite, 0 < x−1.

Ainsi, (R+�,×) est un sous-groupe de (R�,×).

• Montrons à présent que la valeur absolue est un morphisme de groupes,
de (R�,×) dans (R+�,×).

Le même raisonnement que pour l’inverse de x montre que dans R, on a
la règle des signes : si 0 < x et 0 < y, alors 0 < xy ; si x < 0 et 0 < y,
alors xy < 0 et si x < 0 et y < 0, alors 0 < xy.
Soient alors x, y ∈ R�. On distingue deux cas :

∗ Premier cas : x et y ont le même signe.
Si 0 < x et 0 < y, alors 0 < xy et donc |x| = x, |y| = y et
|xy| = xy = |x| × |y|.
Si x < 0 et y < 0, alors 0 < xy et on a |x| = −x, |y| = −y et
|xy| = xy. Par suite, |xy| = xy = (−x)× (−y) = |x| × |y|.

∗ Deuxième cas : x et y sont de signes contraires.

Dans ce cas, quitte à échanger les noms, on peut supposer 0 < x
et y < 0. Dans ce cas, |x| = x et |y| = −y et xy < 0. Par suite,
|xy| = −(x× y) = x× (−y) = |x| × |y|.

Ce qui montre que ∀x, y ∈ R� , |xy| = |x| × |y|. On remarque d’ailleurs
que cette relation est encore valable si x = 0 ou y = 0.

• Enfin, soit x ∈ R� : alors x × x−1 = 1. D’après ce qui précède, on a
alors :

|x× x−1| = |1| c’est-à-dire |x| × |x−1| = 1

Sachant que |x| �= 0, on obtient : |x−1| = |x|−1.
�
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Remarque : vous aurez bien remarqué que la preuve de la dernière propriété est inutile !
C’est une propriété des morphismes de groupes.

Proposition 2.4.3.3 (Inégalité triangulaire) Pour tous x, y ∈ R, |x+y| � |x|+|y|.
De plus, il y a égalité si et seulement si 0 � xy, c’est-à-dire si et seulement si x et y
ont le même signe (au sens large).

Preuve :

• Montrons d’abord l’inégalité.

Par définition de la valeur absolue, on a d’une part x � |x| et y � |y|
donc x + y � |x| + |y| ; et d’autre part, −x � |x| et −y � |y| donc
−(x+ y) � |x|+ |y|.
Par suite, |x+ y| = max{(x+ y),−(x+ y)} � |x|+ |y|.

• Traitons à présent le cas d’égalité.

∗ Si |x + y| = |x| + |y|, alors : (x + y)2 = |x + y|2 = (|x| + |y|)2,
c’est-à-dire xy = |xy|. Par suite, 0 � xy, c’est-à-dire x et y ont
le même signe (au sens large).

∗ Réciproquement, supposons que x et y aient le même signe (au
sens large). On distingue alors deux cas :

- si x = 0 ou y = 0, alors il est clair que |x+ y| = |x|+ |y| ;
- sinon, 0 < xy, et il y a alors deux possibilités :

· soit 0 < x et 0 < y et donc 0 < x+ y. On en déduit donc
que |x+ y| = x+ y = |x|+ |y| ;

· ou bien x < 0 et y < 0 et dans ce cas, x + y < 0. Alors
|x+ y| = −(x+ y) = −x− y = |x|+ |y|.

�

Interprétation : |x − y| est la distance entre deux points. Si a, b, c ∈ R, x = b − a,
y = c− b alors x+ y = c− a et l’inégalité triangulaire s’écrit |c− a| � |b− a|+ |c− b|.

Corollaire 2.4.3.4 Soient x et y deux réels. Alors :∣∣ |x| − |y| ∣∣ � |x− y| � |x|+ |y|

La démonstration est laissée en exercice.
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2.4.4 Propriétés de la borne supérieure et de la borne inférieure

Pour commencer, on rappelle les définitions suivantes :

Définition 2.4.4.1 Soit (E,�) un ensemble ordonné et soit A ⊂ E. On dit que A
admet une borne supérieure si l’ensemble des majorants de A (dans E) admet un plus
petit élément. On pose alors :

supA = min{M ∈ E , M majore A} = min{M ∈ E / ∀a ∈ A , a �M}

De façon similaire, on dit que A admet une borne inférieure dans E si l’ensemble des
minorants de A (dans E) admet un plus grand élément. On pose alors :

inf A = max{m ∈ E , m minore A} = max{m ∈ E / ∀a ∈ A , m � a}

Remarque : au début de ce chapitre, on a vu que :

• si A admet un plus grand élément, alors dans ce cas, A admet une borne supérieure
et maxA = supA ;

• par contre la réciproque est fausse. Par exemple, [0, 1[ admet une borne supérieure
qui est 1 mais pas de plus grand élément.

Par définition de l’ensemble R des nombres réels vérifie la propriété de la borne supérieure,
c’est-à-dire :

Théorème 2.4.4.2 (ADMIS) Toute partie non vide et majorée de R admet une
borne supérieure.

Remarque : ce théorème est un théorème essentiel, on l’utilisera à de très nombreuses
reprises : pour les suites et le théorème de la limite monotone (qui permet par exemple de
prouver que R est complet (voir cours de mathématiques spéciales 1), pour le théorème
des valeurs intermédiaires et bien d’autres fois).

On en déduit immédiatement que R vérifie la propriété de la borne inférieure :

Corollaire 2.4.4.3 Toute partie non vide et minorée de R admet une borne inférieure.
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Preuve :

Soit A une partie non vide et minorée de R. Considérons alors l’ensemble :

B = −A = {−a , a ∈ A}

Il est clair que B est une partie non vide et majorée de R : elle admet
donc une borne supérieure. Montrons alors que inf A = − sup(B).

• Montrons que − sup(B) minore A.
Soit x ∈ A, alors −x ∈ B : par suite, −x � sup(B) et donc − sup(B) � x.
Ceci étant vrai pour tout x ∈ A, − sup(B) est un minorant de A.

• Montrons que − sup(B) majore tout minorant de A.
Soitm un minorant de A (il existe par hypothèse sur A). Alors,−m est un
majorant de −A, c’est-à-dire −m est un majorant de B. Par définition de
la borne supérieure, on a donc sup(B) � −m. Par suite, m � − sup(B).

On a donc démontré que − sup(B) est un minorant de A et que tout
minorant de A lui est inférieur ou égal. Par conséquent, − sup(−A) est le
plus grand des minorants de A, c’est-à-dire A admet une borne inférieure
qui est inf(A) = − sup(B) = − sup(−A).

�

Exemple 2.4.4.4 Soient A et B deux parties non vides et majorés de R. On note :

C = {x ∈ R / ∃(a, b) ∈ A× B , x = a+ b}
(l’ensemble C est usuellement noté C = A+B). Montrons que sup(C) = sup(A)+sup(B).

• On commence par justifier l’existence des bornes supérieures !

∗ A (respectivement B) est une partie non vide et majorée de R. Par conséquent A
(respectivement B) admet une borne supérieure.

∗ C est une partie de R et C �= ∅ car A et B sont non vides. De plus, soit c ∈ C.
Alors, par définition, il existe (a, b) ∈ A×B tel que c = a+ b. On en déduit que :

c = a+ b � supA+ supB

Ceci montre que C est également majorée et donc, C admet une borne supérieure.

• D’après ce qui précède, supA+ supB est un majorant de C. Par conséquent,

supC � supA+ supB

Réciproquement, soit a ∈ A. Alors, pour tout b ∈ B, (a+ b) ∈ C et donc a+ b � sup(C),
soit encore b � c − a � sup(C) − a. Ce qui montre que supC − a est un majorant de B
et ainsi, par définition de la borne supérieure :

sup(B) � sup(C)− a
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Ainsi, pour tout a ∈ A, a � sup(C)−sup(B). Par conséquent, sup(A) � sup(C)−sup(B),
c’est-à-dire :

sup(A) + sup(B) � sup(C)

Il s’ensuit que sup(C) = sup(A) + sup(B).

Remarque : de façon générale, montrer qu’un ensemble admet une borne supérieure est
assez difficile et c’est encore plus difficile de déterminer cette borne supérieure. Dans le
cas des parties de R, l’existence est « facile » car on dispose de la propriété de la borne
supérieure. En revanche, déterminer la valeur de cette borne supérieure est en général
assez difficile.

La proposition suivante est essentielle. Elle permet de caractériser la borne supérieure
dans R. C’est cette caractérisation qui sera presque toujours utilisée.

Proposition 2.4.4.5 (Caractérisation de la borne supérieure dans R) Soit A
une partie non vide et majorée de R. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) M = supA ;

(ii) M majore A et ∀ε > 0 , ∃a ∈ A , M − ε < a �M .

Preuve :

• (i) =⇒ (ii)

On suppose que M = sup(A). Alors, par définition, M majore A. De
plus, toujours par définition,M est le plus petit des majorants de A. Soit
ε > 0 : M − ε < M . Par conséquent, M − ε n’est pas un majorant de A,
c’est-à-dire qu’il existe a ∈ A tel que : M − ε < a. D’où M − ε < a �M .

• (ii) =⇒ (i)

On suppose que M majore A et (�) : ∀ε > 0 , ∃a ∈ A , M − ε < a �M .
Montrons que M = sup(A).
NotonsMaj(A) l’ensemble des majorants deA. Par hypothèse,M majore
A donc M ∈ Maj(A). Par ailleurs, si m ∈ R vérifie m < M , on choisit
ε =M −m > 0 : d’après la propriété (�), il existe a ∈ A tel que : m < a.
Par conséquent, m n’est pas un majorant de A. Ceci montre que M est
un minorant de Maj(A).
Ainsi, on a montré que M ∈ Maj(A) et ∀m ∈ Maj(A) , M � m. Par
conséquent, M = sup(A).

�
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Corollaire 2.4.4.6 Soit B une partie non vide et minorée de R. Les propriétés sui-
vantes sont équivalentes :

(i) m = inf(B) ;

(ii) m minore B et ∀ε > 0 , ∃b ∈ B , m � b < m+ ε.

Exemple 2.4.4.7 Soit f une application croissante de [0, 1] dans lui-même. On veut
montrer que f admet un point fixe, c’est-à-dire qu’il existe x ∈ [0, 1] tel que f(x) = x.

Pour cela, on considère l’ensemble E = {x ∈ [0, 1] , x � f(x)} et on va montrer que supE
est un point fixe de f .

• Montrons pour commencer que E admet une borne supérieure.

Tout d’abord, E ⊂ R. De plus, puisque f va de [0, 1] dans [0, 1], f(0) ∈ [0, 1] et a fortiori,
0 � f(0), c’est-à-dire 0 ∈ E et E est donc non vide. De plus, par définition, E ⊂ [0, 1]
donc E est majoré (par 1).

Ainsi, E est une partie non vide et majorée de R : elle admet donc une borne supérieure.
Soit a = supE.

• Montrons que f(a) = a.

∗ Pour tout x ∈ E, x � a (puisque a est un majorant de E). Or, f est croissante
donc :

f(x) � f(a) et par suite x � f(x) � f(a) (car x ∈ E)

Il s’ensuit que f(a) est un majorant de E et donc sup(E) � f(a), c’est-à-dire
a � f(a).

∗ D’après ce qui précède, a � f(a). Or, f est croissante donc f(a) � f(f(a)),
c’est-à-dire f(a) ∈ E. Par suite, f(a) � supE, c’est-à-dire f(a) � a.

Ce qui prouve que f(a) = a.

Remarque : pour montrer que a ∈ E, on pouvait aussi utiliser la caractérisation de la
borne supérieure dans R. En effet, pour ε > 0, il existe x ∈ E tel que a− ε < x � a. On
en déduit alors que f(x) � f(a) et comme x ∈ E, a − ε < x � f(x) � f(a). On obtient
donc :

∀ε > 0 , a− ε � f(a)

Ce qui implique que a � f(a). En effet, si a > f(a), on choisit ε = a−f(a)
2

> 0, et on

obtient a+f(a)
2

� f(a), soit encore a−f(a)
2

� 0 ce qui est absurde.
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Exercice 2.4.4.8 Soit A une partie non vide et majorée de R et soit f : R −→ R une
application croissante. Comparer f(supA) et sup f(A) après avoir justifié l’existence de
ces nombres. Énoncer puis démontrer un résultat analogue lorsque f est décroissante.

2.4.5 Partie entière

Lemme 2.4.5.1 N n’est pas majoré dans R.

Preuve :

On raisonne par l’absurde et on suppose que N est majoré dans R.
Alors N est une partie non vide et majorée de R : elle admet une borne
supérieure. Soit M = supN.

Par définition, M majore N. Montrons alors que
M

2
majore N aussi.

Soit n ∈ N, alors 2n ∈ N donc 2n � M , soit encore n � M

2
. Comme

M = supN, et que la borne supérieure est le plus petit des majorants,

M � M

2
, c’est-à-dire M � 0.

Par ailleurs, 1 ∈ N donc 1 � M (car M majore N). Par suite, M � 0 et
1 �M : ce qui est absurde.

�

Corollaire 2.4.5.2 Z n’est ni majoré, ni minoré dans R.

Preuve :

C’est clair : c’est une conséquence directe du fait que N n’est pas majoré
dans R. �

Proposition 2.4.5.3 (Définition) Soit x ∈ R. Il existe un unique entier n ∈ Z tel
que :

n � x < n+ 1

Cet unique entier relatif n est appelé la partie entière de x et est noté E(x) (ou aussi
[x], ou encore �x ).
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Preuve :

Soit A = {m ∈ Z , m � x}. Alors A est une partie non vide (puisque x
n’est pas un minorant de Z) et majorée de Z. Par conséquent, A admet
un plus grand élément : soit n = maxA. Alors, n � x et par définition,
n+ 1 /∈ A, c’est-à-dire n+ 1 > x.

�

Remarque : la fonction E est 1-périodique et par définition, pour tout réel x,

E(x) � x < E(x) + 1

Exercice 2.4.5.4 Montrer queE(x) ∼
x→+∞

x et E(x) ∼
x→−∞

x. Ce résultat est à connâıtre.

Exercice 2.4.5.5 Quelles sont les parties entières de : x = 5, x = 2, 4, x = 3, 9 et
x = −1, 1 ?

Remarque : voici l’allure de la courbe représentative de la fonction partie entière

En particulier, cette fonction n’est pas continue sur R (voir chapitre 6), mais elle l’est
sur R \ Z. Plus exactement, elle est discontinue en tout point n ∈ Z et :

lim
x→n
x<n

E(x) = n− 1 lim
x→n
x>n

E(x) = n

Exercice 2.4.5.6 Montrer que ∀(x, y) ∈ R2, E(x)+E(y) � E(x+ y) � E(x)+E(y)+ 1
et donner un exemple où chaque inégalité est une égalité.
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Proposition 2.4.5.7 (Axiome d’Archimède) Pour tous x, y ∈ R�
+, il existe n ∈ N

tel que x < ny.

Preuve :

Posons n = E
(
x
y

)
+ 1. Alors

x

y
< n et donc x < ny (car y > 0).

�

2.4.6 Caractérisation des intervalles de R

Définition 2.4.6.1 Soient a, b deux réels tels que a � b. On appelle segment d’extré-
mités a et b, et on note [a, b], l’ensemble des nombres réels x vérifiant a � x � b. De
même, on pose :

]a, b] = {x ∈ R | a < x � b}

]a, b[ = {x ∈ R | a < x < b}

]a, b] = {x ∈ R | a < x � b}

]− ∞, b] = {x ∈ R | x � b}

]− ∞, b[ = {x ∈ R | x < b}

[a,+∞[ = {x ∈ R | a � x}

]a,+∞[ = {x ∈ R | a < x}

Remarque : si b < a, alors par définition [a, b] = ∅.

Définition 2.4.6.2 Soit I une partie de R. On dit que I est un intervalle si :

∀(x, y) ∈ I2 , [x, y] ⊂ I

Remarque : on reverra plus tard (cours de mathématiques supérieures 2 : fonctions
convexes) qu’en fait cette définition est celle d’un ensemble convexe. On va en réalité
montrer que les parties convexes de R sont exactement les intervalles de R, c’est-à-dire
les ensembles de la forme de la définition précédente.
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Mathématiques supérieures 1 2.4. Ensembles des nombres réels

Proposition 2.4.6.3 Soit I ⊂ R. Alors I est un intervalle si et seulement si :

• il existe (a, b) ∈ R2 tel que I = [a, b] ou I = [a, b[ ou I =]a, b] ou I =]a, b[ ;

• ou il existe a ∈ R tel que I = [a,+∞[ ou I =]a,+∞[ ;

• ou il existe b ∈ R tel que I =]− ∞, b] ou I =]− ∞, b[.

Preuve :

Ce théorème peut être admis en première lecture. Pour ceux qui sont intéres-
sés, voici une preuve.

• On commence par la réciproque qui est évidente.

Si I est d’une des formes précédentes, alors il est clair que I est un
intervalle. En effet, supposons par exemple que I = [a, b[ avec a � b et
soient x, y ∈ I tels que x < y. Soit z ∈ [x, y]. Alors, x � z � y. Or x ∈ I
donc a � x et de même y < b. Par transitivité, a � z < y, c’est-à-dire
z ∈ I. On a donc montré que [x, y] ⊂ I et I est un intervalle.

• Montrons à présent =⇒.

Soit I un intervalle de R. Pour commencer, si I est vide, il suffit de
prendre a = b = 1 et dans ce cas, [a, b[= ∅ = I.
On suppose maintenant que I est non vide. On distingue alors les quatre
cas suivants :

(1) I est majoré et minoré ;

(2) I est minoré et non majoré ;

(3) I est majoré et non minoré ;

(4) I n’est ni majoré, ni minoré.

Premier cas : (1)

I est une partie non vide et majorée (respectivement minorée) de R :
elle admet donc une borne supérieure (respectivement inférieure). Posons
a = inf I et b = sup I. I étant non vide, a � b. Il faudrait ici aussi traiter
les cas (a, b) ∈ I2, a ∈ I et b /∈ I, a /∈ I et b ∈ I, a /∈ I et b /∈ I.
Traitons par exemple le cas a ∈ I et b /∈ I. Montrons que I = [a, b[.

∗ Montrons l’inclusion I ⊂ [a, b[.

Soit x ∈ I. Alors par définition, a � x � b. Par ailleurs, comme
b /∈ I et x ∈ I, x �= b. Par suite, x ∈ [a, b[.
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∗ Montrons à présent que [a, b[⊂ I.

Soit x ∈ [a, b[. Si x = a, alors x ∈ I et c’est réglé : on suppose
donc x > a. Puisque x < b, d’après la caractérisation de la borne
supérieure dans R, (avec ε = b−x

2
> 0 par exemple), il existe i ∈ I

tel que b− b−x
2
< i � b. On a alors : x < i < b (puisque i �= b).

De même, ∃j ∈ I , a � j < a + x−a
2

< x. Soit un tel j. On a
alors : x ∈ [j, i] et j, i ∈ I. I étant un intervalle, on en déduit que
x ∈ I.

Les autres cas du (1) se traitent de façon similaire.

Deuxième cas : (2)

I est non vide et minoré donc admet une borne inférieure dans R. Posons
a = inf I. On distingue deux cas selon que a ∈ I ou non.
Traitons le cas où a /∈ I et montrons alors que I =]a,+∞[.

∗ L’inclusion I ⊂]a,+∞[ est évidente par définition de la borne
inférieure (c’est un minorant de I) et du fait qu’on a supposé que
a /∈ I.

∗ Montrons que ]a,+∞[⊂ I.

Soit x ∈]a,+∞[. I n’est pas majoré : par suite, x n’est pas un
majorant de I. Il existe i ∈ I tel que x < i. Par ailleurs, a = inf I :

pour ε =
x− a

2
, il existe j ∈ I tel que a � j < a+ ε < x.

Alors, x ∈ [j, i] ⊂ I.

Troisième cas : (3)

Le cas (3) se déduit en appliquant (2) à l’ensemble −I.

Quatrième cas : (4)

Montrons que I = R. L’inclusion I ⊂ R étant vérifiée, on doit seulement
prouver que R ⊂ I. Soit x ∈ R. Alors :

∗ x ne majore pas I (puisque I n’est pas majoré) : il existe i ∈ I
tel que x < i ;

∗ de même, x ne minore pas I : il existe j ∈ I tel que j < x.

On a alors x ∈ [j, i] ⊂ I, c’est-à-dire x ∈ I. D’où I = R.

�

Exercice 2.4.6.4 Soit A un intervalle de R. On suppose qu’il existe T > 0 tel que
A+ T = A (voir exemple 2.2.4.4 pour la définition de A+ T ). Montrer que A = R.

83
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2.4.7 Droite numérique achevée

Définition 2.4.7.1 On appelle droite numérique achevée, et on note R, l’ensemble
R∪{−∞,+∞}, où +∞ et −∞ sont deux symboles, non réels, tels que : −∞ = minR
et +∞ = maxR. On a alors :

R = [−∞,+∞] et ∀x ∈ R , − ∞ < x < +∞

Remarques :

• ceci permettra en particulier de parler de limite dans R pour dire qu’une limite
existe mais n’est pas nécessairement finie ;

• R est muni d’une relation d’ordre � qui prolonge celle de R avec la règle donnée
dans la définition ;

• on peut définir dans R une addition et une multiplication (qui sont commuta-
tives et qui prolongent l’addition et la multiplication dans R) à quelques formes
indéterminées près :

∀a ∈ R , (+∞) + a = a+ (+∞) = +∞ ; (−∞) + a = a+ (−∞) = −∞

On a également :

(+∞) + (+∞) = +∞ (−∞) + (−∞) = −∞

Mais en revanche, l’addition +∞+ (−∞) n’est pas définie.

Pour la multiplication, la seule forme indéterminée est 0× ∞.

2.4.8 Densité de Q et de R \Q

Définition 2.4.8.1 Soit A ⊂ R, une partie de R. On dit que A est dense dans R si :
∀(a, b) ∈ R2 , (a < b =⇒ A∩]a, b[ �= ∅ ).

Remarques :

• lorsqu’on étudiera les suites réelles, on montrera que cette définition est équiva-
lente à dire que tout nombre réel s’obtient comme limite d’une suite d’éléments
de A. C’est la caractérisation séquentielle de la densité (qui est absolument es-
sentielle) ;
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• la notion de partie dense est très importante en mathématique. Cette définition
sera utilisée dans le chapitre sur limite et continuité et sera généralisée dans le
chapitre sur les espaces vectoriels normés (cours de mathématiques spéciales 1).

Théorème 2.4.8.2 Q et R \Q sont denses dans R.

Preuve :

• Montrons que Q est dense dans R.

Soit (a, b) ∈ R2 tel que a < b. Montrons que Q∩]a, b[ �= ∅. L’idée est
très simple, il suffit « de couper R » en des petits intervalles de longueur
constante 1

n
(avec n entier), mais de longueur suffisamment petite pour

qu’on ne puisse pas passer de a à un nombre plus grand que b :

De façon rigoureuse, par définition, b− a > 0 et il existe n ∈ N� tel que
n > 1

b−a car N n’est pas majoré (ceci nous donne le découpage « assez
petit » voulu). On considère alors l’ensemble :

B = {k ∈ Z , k � na}

B est une partie non vide (puisque Z n’est pas minoré) et majorée (par
définition de B) de l’ensemble Z. Par conséquent, B admet un plus grand
élément. Posons p = max(B) + 1.
Par définition du plus grand élément, p /∈ B, c’est-à-dire p > na soit
encore, a < p

n
(puisque n > 0). Par ailleurs, p

n
= p−1

n
+ 1

n
. Or, p− 1 ∈ B

donc p−1
n

� a et 1
n
< b − a. En additionnant, il vient : p

n
< b. Ce qui

montre que p
n
∈ Q∩]a, b[. D’où le résultat.

• Montrons que R \Q est dense dans R.

On applique exactement le même raisonnement à un petit détail près :
il existe n ∈ N� tel que

√
2

(b−a) < n. Puis B = {k ∈ Z , k � na√
2
}. Le

raisonnement est alors identique : on vérifie que si p = maxB + 1, alors
p
√
2

n
∈ (R \Q)∩]a, b[.

�
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Remarque : dans la remarque précédente, on a parlé de la caractérisation séquentielle
de la densité. C’est une méthode encore plus élémentaire pour prouver la densité de Q (et
de R \Q) dans R. En effet, on a prouvé précédemment que :

E(x)

x
∼

x→+∞
1 c’est-à-dire lim

x→+∞
E(x)

x
= 1

On a alors pour tout x �= 0 :

lim
n→+∞

E(10nx)

10n
= x et ∀n ∈ N , un =

E(10nx)

10n
∈ Q

Pour x = 0, il suffit de prendre un =
1

n
pour tout entier n. Dans les deux cas, on obtient

une suite de nombres rationnels qui converge vers x.

Pour les irrationnels, si x �= 0,

lim
n→+∞

E(10nx
√
2)

10n
√
2

= x et ∀n ∈ N , un =
E(10nx

√
2)

10n
√
2

∈ R \Q

Pour x = 0, un =

√
2

n
est une suite de nombre irrationnels qui converge vers x.

Pour terminer ce paragraphe, voici un exercice difficile qui reprend beaucoup de notions
différentes et permet de « classifier » les sous-groupes de R.

Exercice 2.4.8.3 Soit G un sous-groupe de (R,+). On suppose G �= {0}.
1. Montrer que l’ensemble G+ = G∩]0,+∞[ admet une borne inférieure. On pose

par la suite a = inf G+.

2. On suppose dans cette question uniquement que a > 0.

(a) En raisonnant par l’absurde, démontrer que a ∈ G.

(b) En déduire que aZ ⊂ G puis montrer que G = aZ.
On rappelle que aZ = {na , n ∈ Z}.

3. On suppose cette fois que a = 0. On fixe deux réels x et y tels que x < y.

(a) Justifier qu’il existe g ∈ G tel que 0 < g < y − x.

(b) Montrer que l’ensemble {n ∈ Z | ng � x} admet un plus grand élément.

(c) En déduire qu’il existe h ∈ G tel que x < h < y.

(d) Que vient-on de prouver sur le groupe G ?

4. Énoncer clairement le théorème qui vient d’être démontré sur les sous-groupes de
(R,+).
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5. Applications :

(a) Montrer que pour tout réel x, il existe une suite de nombres de la forme
xn = an + bn

√
2 avec an, bn ∈ Z tels que (xn) converge vers x.

(b) Montrer que Z+2πZ est un sous-groupe de (R,+). En déduire que l’ensemble
{cos(n) , n ∈ N} est dense dans [−1, 1].

(c) Généralisation : que peut-on dire de l’ensemble αZ+ 2πZ lorsque α ∈ R ?

(d) Attention : cette question suppose connue la notion de continuité. Soit f une
application de R dans R.

i. Montrer que l’ensemble T (f) des périodes (positives ou négatives) de f est
un sous-groupe de R.

ii. On suppose que f est continue, périodique et non constante. Montrer qu’il
existe un unique T > 0 tel que T (f) = TZ (ce T est appelé la plus petite
période de f).

iii. Donner un exemple de fonction (non continue) pour laquelle T (f) est une
partie dense de R.

iv. On suppose que f est dérivable. Montrer que T (f) = T (f ′). On pourra
utiliser qu’une fonction continue sur R et périodique est bornée sur R.

2.4.9 Valeurs décimales approchées d’un nombre réel

Définition 2.4.9.1 Étant donné ε ∈ R+�, on dit qu’un réel r est une approxima-
tion d’un réel x à ε près si |x − r| � ε. De plus, si x � r, on dit qu’il s’agit d’une
approximation par excès et si r � x, r est une approximation par défaut.

Proposition 2.4.9.2 Soient x ∈ R et n ∈ N. Alors il existe un unique entier relatif
z ∈ Z tel que :

z × 10−n � x < (z + 1)10−n

z× 10−n (respectivement (z+1)× 10−n) s’appelle l’approximation décimale par défaut
(respectivement par excès) de x à 10−n près.

Preuve :

C’est évident : z = E (10nx) est l’unique entier relatif cherché.

�
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2.5 Exercices

Exercice 2.5.1 Dans R, on considère la relation R définie par :

∀(x, y) ∈ R2, , xRy ⇐⇒ x2 − y2 = x− y

1. Vérifier que R est une relation d’équivalence.

2. Pour tout x ∈ R, on appelle classe d’équivalence de x modulo R et on note clR(x)
l’ensemble :

clR(x) = {y ∈ R / xRy}
Calculer clR(x) pour x ∈ R.

Exercice 2.5.2 On définit une relation binaire ! sur R+� par :

∀(x, y) ∈ (R+�)2 , (x ! y ⇐⇒ ∃n ∈ N ; y = xn)

Montrer que ! est une relation d’ordre. Est-elle un ordre total ?

Exercice 2.5.3 On définit une relation binaire ! sur H = {z ∈ C / "m(z) ≥ 0} par :

∀(z, z′) ∈ H2 , z ! z′ ⇐⇒
(
|z| < |z′| ou (|z| = |z′| et $e(z) ≤ $e(z′))

)
Montrer qu’il s’agit d’une relation d’ordre total sur H.

Exercice 2.5.4 Soient E un ensemble et A ⊂ P(E), c’est-à-dire que A est un sous-
ensemble de P(E).

1. A est-elle une partie majorée, minorée de (P(E),⊂) ?

2. A admet-elle nécessairement un plus grand élément ? Un plus petit élément ? Si
oui, les déterminer.

3. A admet-elle une borne supérieure ? Si oui, la déterminer.

4. A admet-elle une borne inférieure ? Si oui, la déterminer.

Exercice 2.5.5 Soit f l’application de R dans R définie par :

f(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

arctan(x) si x < −1

π

4
x− π

2
si − 1 � x � 0

π

2
(1− th(x)) si x > 0
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1. Propriétés de la fonction f .

(a) Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.

(b) Étudier la continuité de f sur son ensemble de définition.

(c) Calculer f ′(x) lorsque cela a un sens, puis étudier les variations de la fonction
f et tracer sa courbe représentative.

(d) f est-elle injective ? Surjective ? Bijective ? Justifier la réponse.

(e) Déterminer Imf puis f−1(]− π
2
, π
2
[).

2. On considère la relation binaire R définie sur R× R par :

∀(x, y) ∈ R2 , xRy ⇐⇒ f(x) � f(y)

(a) Montrer que R est une relation d’ordre sur R.

(b) (R,R) est-il un ensemble totalement ordonné ? Justifier la réponse.

(c) L’ensemble R est-il majoré, minoré pour R ? Justifier la réponse.

Exercice 2.5.6 Soit G un groupe fini et H un sous-groupe de G.

On définit la relation binaire R sur l’ensemble G par :

∀(x, y) ∈ G , xRy ⇐⇒ x−1y ∈ H

1. Montrer que R est une relation d’équivalence sur G.

2. Pour x ∈ G, on définit cl(x) = {g ∈ G | xRg}. Montrer que :

∀x, y ∈ G , cl(x) = cl(y) ⇐⇒ xRy

3. Montrer également que :

∀x, y ∈ G , x �Ry ⇐⇒ cl(x) ∩ cl(y) = ∅

4. On considère l’ensemble X = {cl(x) , x ∈ G}. Montrer que X est un ensemble
fini.

5. On note X = {P1, · · · , Pn}. Montrer que les (Pi)1�i�n forment une partition de
G, en parties non vides.

6. Montrer que pour tout i ∈ [|1, n]|, Pi est un ensemble fini et |Pi| = |H|.
7. En déduire que |G| = |X| × |H|.
8. Que vient-on de démontrer ?

Comparez cet exercice avec l’exercice 1.3.19 dans le chapitre sur les groupes, anneaux et
corps.
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Exercice 2.5.7 Démontrer que pour tout entier naturel n, 2n � n.

Exercice 2.5.8 Démontrer que pour tout entier n,

1× 2 + 2× 3 + · · ·+ (n− 1)× n =
(n− 1)n(n+ 1)

3

et écrire le produit sous forme symbolique.

Exercice 2.5.9 Démontrer que pour tout entier n,

n∑
k=1

k2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
et

n∑
k=1

k3 =

(
n(n+ 1)

2

)2

Exercice 2.5.10 Montrer que {n ∈ N | 2n > n3} admet un plus petit élément n0 et le
déterminer. Montrer ensuite que pour tout entier n � n0, 2

n > n3.

Exercice 2.5.11 Soit (Fn) la suite de Fibonacci définie par F0 = 0, F1 = 1 et pour tout

entier n, Fn+2 = Fn+1 + Fn. On pose φ =
1 +

√
5

2
(nombre d’or). Démontrer que pour

tout n ∈ N�, φn−2 � Fn � φn−1.

Exercice 2.5.12 Pour quelles valeurs de n a-t-on l’inégalité :
1

n3
<

1

n2
− 1

(n+ 1)2
? En

déduire que ∀n ∈ N�, 1 +
1

23
+

1

33
+ · · ·+ 1

n3
<

5

4
.

Exercice 2.5.13 Soit f : N −→ N une application injective telle que ∀n ∈ N , f(n) � n.
Montrer que f = IdN.

Exercice 2.5.14 Soit f une application strictement croissante de N dans N vérifiant
f(2) = 2 et :

∀n,m ∈ N , f(nm) = f(n)× f(m)

Déterminer les fonctions f possibles.

Exercice 2.5.15 On veut déterminer toutes les applications f de N dans N telles que :

∀n ∈ N , f(f(n)) < f(n+ 1)

1. Montrer par récurrence que pour tout p ∈ N : ∀n � p , f(n) � p.

2. En déduire que f est croissante puis trouver f .
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Exercice 2.5.16 Un étudiant fait le raisonnement suivant :

« Soit un réel a > 0. Alors pour tout entier n �= 0, an−1 = 1.

Preuve par récurrence : le résultat est vrai pour n = 1 et s’il est vrai pour 1, 2, · · · , n,
alors :

a(n+1)−1 = an =
an−1 × an−1

an−2
=

1× 1

1
= 1

Ce qui montre que la propriété est vraie au rang n+ 1 et achève la récurrence ».
Qu’en pensez-vous ?

Exercice 2.5.17 Calculer les sommes suivantes :

n∑
k=1

k2(n+ 1− k) ;
n∑
k=1

k(k + 1) ;
∑

1�i�j�n
ij ;

∑
1�i�n
1�j�n

inf(i, j)

Exercice 2.5.18 Calculer les sommes suivantes :

n∑
k=0

k

(
n

k

)
;

n∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)
;

n∑
k=0

k2
(
n

k

)
;

n∑
k=0

1

k + 1

(
n

k

)

Exercice 2.5.19 Montrer que pour tout (n, p) ∈ N2 tel que p � n,
n∑
k=p

(
k

p

)
=

(
n+ 1

p+ 1

)
.

Exercice 2.5.20 Soient p, q et n trois entiers tels que n � p+ q.

1. En calculant de deux façons différentes le coefficient en xn dans le polynôme
P (x) = (1 + x)p(1 + x)q, démontrer que :

n∑
k=0

(
p

k

)(
q

n− k

)
=

(
p+ q

n

)

où l’on pose
(
a
b

)
= 0 lorsque b > a. En déduire que :

p∑
k=0

(
p

k

)(
q

n− k

)
=

(
p+ q

n

)
.

2. Retrouver le résultat précédent en interprétant en terme de dénombrement.

3. Dans quelle loi de probabilité usuelle avez-vous déjà vu cette identité ?

Exercice 2.5.21 Calculer pour n ∈ N� les nombres suivants :

S1 =
∑
1�i�n
1�j�n

|i−j| ; S2 =
n∑
i=1

n∑
j=i

i

j + 1
; S3 =

n∑
k=2

ln

(
1− 1

k

)
; S4 =

n∏
i=1

n∏
j=1

ij
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Exercice 2.5.22 Soit (E,�) un ensemble non vide et ordonné tel que toute partie non
vide de E admet un plus petit élément et un plus grand élément.

1. Montrer que (E,�) est totalement ordonné.

2. On suppose que E est infini.

(a) Montrer alors qu’on peut construire par récurrence une suite (un)n∈N d’élé-
ments de E telle que (un) est strictement croissante.

(b) On pose A = {un , n ∈ N}. A admet-il un plus grand élément ?

(c) Conclure.

3. On veut prouver le résultat de la question précédente par une autre méthode.

On pose pour x ∈ E,
]←, x

]
= {y ∈ E , y � x}.

(a) Soit A = {x ∈ E ,
] ←, x

]
est fini }. Montrer que A admet un plus grand

élément.

(b) Prouver que E =
]←,maxA

]
et en déduire que E est un ensemble fini.

Exercice 2.5.23 Décomposition en base factorielle

1. Montrer que : ∀n ∈ N� ,
n∑
k=1

k × k! = (n+ 1)!− 1.

2. On souhaite maintenant prouver que tout entier N ∈ N� se décompose de façon
unique en :

N =
n∑
k=1

akk!

où (�) n ∈ N�, an �= 0 et ∀k ∈ [|1, n]|, ak ∈ [|0, k]|. Cette écriture est appelée la
décomposition sur la base factorielle.

(a) Résultats préparatoires :

i. Montrer que pour N ∈ N� donné, {n ∈ N | n! � N} est non vide et majoré.

ii. En déduire qu’il existe un unique entier n tel que n! � N < (n+ 1)!.

iii. On suppose que
n∑
k=1

akk! =

p∑
k=1

bkk! (les nombres ak et bk vérifiant les

hypothèses (�)). Montrer à l’aide des questions précédentes que n = p puis
que an = bn.

(b) À l’aide d’un raisonnement par récurrence forte, prouver alors que la décom-
position sur la base factorielle est unique (si elle existe).

(c) Montrer l’existence en vous aidant des résultats de la question (a).
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Exercice 2.5.24 Soient A et B deux parties non vides et majorées de R.

1. On suppose A ⊂ B. Que peut-on en déduire pour supA et supB ?

2. La partie A∪B est-elle majorée ? Si oui, que peut-on dire de sa borne supérieure ?

Exercice 2.5.25 Soient A et B deux parties non vides de R telles que :

∀(a, b) ∈ A× B , a � b

Montrer que supA et inf B existent et que supA � inf B. A-t-on nécessairement égalité ?

Exercice 2.5.26 Soient n ∈ N�, x1, · · · , xn ∈ R tels que :
n∑
k=1

xk =
n∑
k=1

x2k = n.

Montrer que ∀k ∈ [|1, n]| , xk = 1.

Exercice 2.5.27

1. Montrer que pour tout (x, y) ∈ R2, E(x) + E(y) � E(x+ y) � E(x) + E(y) + 1.
Pour chaque inégalité, donner un exemple d’égalité.

2. En déduire que pour tout entier n � 1, nE(x) � E(nx) � nE(x) + n− 1.

3. Montrer que pour tout (x, y) ∈ R2, E(x) + E(y) + E(x+ y) � E(2x) + E(2y).

Exercice 2.5.28 Montrer que pour tout entier n � 1 et tout x ∈ R, E
(
E(nx)

n

)
= E(x).

Exercice 2.5.29 Soient n ∈ N� et x ∈ R. Démontrer que :
n−1∑
k=0

E

(
x+

k

n

)
= E(nx).

Exercice 2.5.30 Démontrer que pour tout n ∈ N, E

⎛⎝n+ 2− E
( n
25

)
3

⎞⎠ = E

(
8n+ 24

25

)
.

Indication : on pourra écrire la division euclidienne de n par 25 puis poser k = E

(
r + 2

3

)
et écrire la division euclidienne de r + 2 par 3.

Exercice 2.5.31 Montrer que : ∀n ∈ N� , 1√
n+1

< 2(
√
n+ 1 − √

n) < 1√
n
et en déduire

la partie entière de
∑10000

k=1
1√
k
.

Exercice 2.5.32 Soient X et Y deux ensembles non vides et f : X × Y −→ R une
application majorée. Montrer que :

sup
(x,y)∈X×Y

f(x, y) = sup
x∈X

(
sup
y∈Y

f(x, y)

)
= sup

y∈Y

(
sup
x∈X

f(x, y)

)
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Exercice 2.5.33 Soient n ∈ N�, x1, · · · , xn ∈ R+�. On veut montrer que :

(x1 + · · ·+ xn)

(
1

x1
+ · · ·+ 1

xn

)
� n2

1. Établir le résultat en développant le produit et en regroupant les termes astucieu-
sement.

2. On va prouver le résultat en appliquant l’inégalité de Cauchy-Schwarz. Soient
(x1, · · · , xn) et (y1, · · · , yn) dans Rn. On pose pour tout réel t,

P (t) =
n∑
k=1

(xk + tyk)
2

(a) On suppose (y1, · · · , yn) �= (0, · · · , 0).
i. Montrer que P est un polynôme du second degré.

ii. Que peut-on dire du signe de P sur R ?

iii. En déduire que :

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

xkyk

∣∣∣∣∣ �
√√√√ n∑

k=1

x2k ×
√√√√ n∑

k=1

y2k.

iv. Préciser dans quel(s) cas l’inégalité est une inégalité.

v. Retrouver le résultat de la question 1.

(b) Montrer que l’inégalité de la question (iii) est encore vraie (et qu’il s’agit même
d’une égalité) si (y1, · · · , yn) = (0, · · · , 0).

Exercice 2.5.34 Pour tout réel x, on pose f(x) = x−E(x) et on considère l’ensemble :

Fx = {f(nx) , n ∈ N�}

1. Quelques propriétés de la fonction f .

(a) Montrer que ∀x ∈ R , 0 � f(x) < 1.

(b) Montrer que f est périodique et déterminer l’ensemble de toutes les périodes
de f .

(c) Montrer que ∀x ∈ R , ∀p ∈ N� , f(px) = f(pf(x)).

2. Condition nécessaire et suffisante pour que Fx soit un ensemble fini.

(a) Soit x ∈ R. Démontrer l’équivalence suivante :

x ∈ Q ⇐⇒ ∃q ∈ N� , f(qx) = 0
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(b) Soit x =
p

q
un nombre rationnel avec p ∈ Z et q ∈ N�.

Montrer que f(nx) = f(rx) où r est le reste de la division euclidienne de n
par q. Conclure que Fx est fini.

(c) La réciproque est-elle vraie ? Justifier la réponse.

3. Dans toute la suite, on fixe un nombre réel x irrationnel.

(a) L’ensemble Fx est-il fini ?

(b) Montrer que Fx admet une borne inférieure que l’on notera a.

(c) On suppose dans cette question que a > 0. On appelle p le plus petit entier
tel que pa � 1.

i. Justifier l’existence de p et vérifier qu’il vérifie a <
a+ 1

p
.

ii. Montrer qu’il existe n ∈ N� tel que a � f(nx) <
a+ 1

p
.

iii. En déduire que E(pf(nx)) = 1 et que f(pf(nx)) < a.

iv. Que peut-on déduire de ce qui précède ?

(d) Montrer que : ∀ε > 0 , ∃n ∈ N� , 0 < f(nx) < ε.

(e) En déduire que Fx est dense dans [0, 1].

95
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2.6 Annexe

2.6.1 Construction de Z

La construction de l’ensemble Z est très intéressante et repose sur le passage au quotient
(dont on a parlé lors des relations d’équivalences). C’est une démarche qui peut être
adaptée à de nombreuses situations. Tout ce paragraphe est un complément qui n’est pas
du tout exigible des étudiants mais qui peut assouvir la curiosité de certains.

L’idée est la suivante : un entier relatif z va être donné par un couple (a, b) ∈ N2 avec
z = b−a. Mais on voit que ce couple n’est pas unique : on peut aussi choisir (a+1, b+1).
On va donc « regrouper les couples » tels que « a− b » est constant, c’est-à-dire identifier
deux couples (a, b) et (c, d) tels que b− a = d− c. Mais l’opération − n’étant pas définie
dans N, on va simplement constater que cette condition équivaut à a+ d = b+ c.
De façon plus formelle, on considère l’ensemble E = N× N et on définit alors la relation
binaire ∼ sur E par :

∀((a, b), (c, d)) ∈ E2 , (a, b) ∼ (c, d) ⇐⇒ a+ d = b+ c

Proposition 2.6.1.1 La relation ∼ est une relation d’équivalence sur E.

Preuve :

Montrons que ∼ est une relation réflexive, symétrique et transitive.

• Réflexivité
Soit (a, b) ∈ E. Alors a + b = b + a (puisque l’addition dans N est
commutative). Par suite, (a, b) ∼ (a, b). Ainsi, ∼ est réflexive.

• Symétrie
Soient (a, b) ∈ E et (c, d) ∈ E tels que (a, b) ∼ (c, d). Alors, par définition,
a + d = b + c, que l’on peut aussi écrire sous la forme : c + b = d + a
(mêmes raisons qu’avant). Par suite, (c, d) ∼ (a, b) prouvant ainsi que ∼
est symétrique.

• Transitivité.
Soient (a, b), (c, d) et (e, f) trois éléments de E tels que (a, b) ∼ (c, d) et
(c, d) ∼ (e, f). Par définition de la relation ∼, on a donc :{

a+ d = b+ c
c+ f = e+ d

On a alors : a+ f + d = a+ d+ f = b+ c+ f = b+ e+ d, et d’après les
propriétés de N, a + f = b + e, c’est-à-dire (a, b) ∼ (e, f), ce qui prouve
que ∼ est transitive. �
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Définition 2.6.1.2 Pour x ∈ E, on définit la classe d’équivalence de x par :

x := cl(x) = {y ∈ E / y ∼ x}

On pose alors :
Z = {x , x ∈ E}

Sur cet ensemble Z, on définit deux lois de composition interne de la façon suivante :

pour x ∈ Z et y ∈ Z, en notant x = (a, b) et y = (c, d) avec (a, b), (c, d) ∈ E,

• x⊕ y = (a+ c, b+ d) ;

• x⊗ y = (a× d+ b× c, a× c+ b× d).

On définit par ailleurs une relation binaire R définie de la façon suivante : pour x ∈ Z
et y ∈ Z, en notant x = (a, b) et y = (c, d) avec (a, b), (c, d) ∈ E,

xRy ⇐⇒ b+ c � a+ d

Dans ces définitions, on voit qu’il y a un problème dans le sens où le choix de (a, b) ∈ E tel
que x = (a, b) n’est pas unique, et de même pour y. On va donc commencer par démontrer
que ces opérations sont bien définies.

Proposition 2.6.1.3 Les opérations ⊕ et ⊗ sont bien définies et sont des lois de
composition interne sur Z.

Preuve :

Soient (a, b) ∈ E, (a′, b′) ∈ E, (c, d) ∈ E et (c′, d′) ∈ E tels que :

(a, b) ∼ (a′, b′) et (c, d) ∼ (c′, d′)

On a donc x = (a, b) = (a′, b′) et y = (c, d) = (c′, d′). Pour montrer que
⊕ et ⊗ sont bien définies, on doit donc démontrer que :

(a+ c, b+ d) = (a′ + c′, b′ + d′)

et
(ad+ bc, ac+ bd) = (a′d′ + b′c′, a′c′ + b′d′)

Or, par définition de la relation ∼, a + b′ = a′ + b et c + d′ = c′ + d. Il
s’ensuit que :
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(b′ + d′) + (a+ c) = (b′ + a) + (c+ d′)
= (a′ + b) + (c′ + d)
= (a′ + c′) + (b+ d)

Ces calculs sont corrects car on sait que + dans N est associative et
commutative. Ainsi :

(a+ c, b+ d) ∼ (a′ + c′, b′ + d′)

c’est-à-dire (a+ c, b+ d) = (a′ + c′, b′ + d′), ce qui montre donc que ⊕
est une application bien définie de Z2 dans Z.

De la même façon, en notant (1) : a+ b′ = a′+ b et (2) : c+ d′ = c′+ d,
on a en multipliant l’égalité (1) par c′ d’une part, et d’autre part, par d′ :

a′c′ + bc′ = ac′ + b′c′

ad′ + b′d′ = a′d′ + bd′

En ajoutant ces deux égalités, on obtient donc (par associativité et com-
mutativité de + et × dans N) :

(3) : a′c′ + b′d′ + bc′ + ad′ = a′d′ + b′c′ + ac′ + bd′

En multipliant maintenant (2) par a d’une part, et b d’autre part, on a :

(1a) : ac′ + ad = ac+ ad′

(1b) : bc+ bd′ = bc′ + bd

En additionnant ces deux égalités, on obtient :

(4) ac′ + bd′ + ad+ bc = ad′ + bc′ + ac+ bd

Finalement, en posant n = bc′+ad′+ac′+ bd′, on a n ∈ N et en ajoutant
(3) et (4), on obtient :

a′c′ + b′d′ + ad+ bc+ n = a′d′ + b′c′ + ac+ bd+ n

Mais alors, d’après les propriétés de régularité de + dans N (propriété 5
dans les règles admises dans N (voir théorème 2.2.1.1)) :

a′c′ + b′d′ + ad+ bc = a′d′ + b′c′ + ac+ bd

c’est-à-dire (ad+ bc, ac+ bd) ∼ (a′d′ + b′c′, a′c′ + b′d′), soit encore :

(ad+ bc, ac+ bd) = (a′d′ + b′c′, a′c′ + b′d′)

Ce qui prouve que ⊗ est bien définie. �
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Remarque : en réalité, il aurait été plus simple de définir × de E2 dans E par (a, b)×(c, d) =
(ad + bc, ac + bd) puis de montrer que cette application est constante sur les classes
d’équivalences, c’est-à-dire que si (a, b) ∼ (a′, b′) et (c, d) ∼ (c′, d′), alors (a, b)×(c, d) ∼
(a′, b′)×(c′, d′). Ceci est plus simple car d’une part × est commutative et d’autre part, ∼
est transitive. Il suffit donc de prouver que (a, b)×(c, d) ∼ (a′, b′)×(c, d).

Proposition 2.6.1.4 R est bien définie et c’est une relation d’ordre total sur Z.

Preuve :

• Montrons que R est bien définie, c’est-à-dire que si (a, b), (a′, b′), (c, d)
et (c′, d′) sont quatre éléments de E = N2 tels que (a, b) ∼ (a′, b′) et
(c, d) ∼ (c′, d′), alors :

(a, b)R(c, d) ⇐⇒ (a′, b′)R(c′, d′)

En fait, par symétrie des rôles de (a, b), (c, d) et (a′, b′), (c′, d′), il suffit
de prouver l’implication directe. Supposons donc que (a, b)R(c, d). Alors,
par définition :

b+ c � a+ d

Or, a + b′ = a′ + b et c + d′ = c′ + d. En ajoutant ces deux égalités, on
obtient :

b′+a+c′+d = a′+b+c+d′ soit encore (b′+c′)+(a+d) = (a′+d′)+b+c

Alors, en ajoutant b′ + c′ à l’inégalité b+ c � a+ d (licite car dans N, on
sait que + est compatible avec �), on obtient :

(b′ + c′) + b+ c � b′ + c′ + a+ d = (a′ + d′) + b+ c

D’après les propriétés de N, on a alors : b′ + c′ � a′ + d′.

• Ensuite, il est clair que R est réflexive car pour tout (a, b) ∈ N2,
a+ b � b+ a (la relation � est réflexive dans N).

• Montrons que R est antisymétrique.

Soient (a, b), (c, d) ∈ N2 tels que (a, b)R(c, d) et (c, d)R(a, b).
Alors b + c � a + d et a + d � b + c, Or, � est une relation d’ordre
dans N : en particulier, elle est antisymétrique. Par suite, b+ c = a+ d,
c’est-à-dire (a, b) = (c, d).

Ce qui prouve que R est antisymétrique.
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• Enfin, soient (a, b), (c, d) et (e, f) trois éléments de E tels que :

(a, b)R(c, d) et (c, d)R(e, f)

Par définition, b+ c � a+ d et d+ e � f + c. En ajoutant ces inégalités
(licite car � dans N est compatible avec l’addition), on obtient :

(b+c)+(d+e) � (a+d)+(f+c) soit encore (b+e)+(c+d) � (a+f)+(c+d)

Par suite, b+e � a+f (propriété de � dans N), c’est-à-dire (a, b)R(e, f).
Ce qui prouve que R est transitive.
On a donc démontré que R est une relation d’ordre sur Z.

• Enfin, soient x ∈ Z et y ∈ Z. Soient (a, b) ∈ E et (c, d) ∈ E tels que
x = (a, b) et y = (c, d). Puisque � est une relation d’ordre total dans N,
b+ c � a+ d ou bien a+ d � b+ c, c’est-à-dire :

(a, b)R(c, d) ou bien (c, d)R(a, b)

c’est-à-dire xRy ou yRx.
�

Théorème 2.6.1.5 (Z,⊕,⊗) est un anneau commutatif. De plus, l’application :

ϕ : N −→ Z
n �−→ (0, n)

est injective et vérifie :

1. ∀(n,m) ∈ N2 , ϕ(n+m) = ϕ(n)⊕ ϕ(m) et ϕ(n×m) = ϕ(n)⊗ ϕ(m) ;

2. ϕ(0N) = 0Z et ϕ(1N) = 1Z ;

3. ∀(n,m) ∈ N2 , (n � m ⇐⇒ ϕ(n)Rϕ(m)) ;

4. ϕ(N) = {z ∈ Z / 0ZRz} et Z = ϕ(N) � {&ϕ(n) , n ∈ N�} ;
5. la relation R est compatible avec l’addition.

Autrement dit, en identifiant N et ϕ(N) :

• l’ensemble Z contient N ;

• ⊕|N×N = + et ⊗|N×N = × : les opérations ⊕ et ⊗ prolongent les opérations +
et × dans N à Z ;

• R|N×N ≡� : la relation d’ordre R sur Z prolonge la relation d’ordre � sur N.
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Remarque : l’ensemble N étant défini de façon unique à bijection croissante près, on
peut identifier N et ϕ(N) car ϕ réalise une bijection croissante de N dans ϕ(N).

Preuve :

• Montrons que (Z,⊕) est un groupe commutatif.

∗ On a déjà vu que ⊕ est une loi de composition interne sur Z.

∗ Montrons que ⊕ est associative.

Soit (x, y, z) ∈ Z3. Par définition, il existe (a, b, c, d, e, f) ∈ N6 tel
que x = (a, b), y = (c, d) et z = (e, f). Alors, par définition de ⊕,

(x⊕ y)⊕ z = (a+ c, b+ d)⊕ (e, f)

= ((a+ c) + e, (b+ d) + f)

= (a+ (c+ e), b+ (d+ f)) (+ est associative dans N)

= (a, b)⊕ (c+ e, d+ f)

= x⊕ (y ⊕ z)

Ce qui prouve que ⊕ est associative.

∗ Montrons que ⊕ est commutative.

Soit (x, y) ∈ Z2 et soit (a, b, c, d) ∈ N4 tel que x = (a, b) et
y = (c, d). Alors :

x⊕ y = (a+ c, b+ d)

= (c+ a, d+ b) (+ est commutative dans N)

= (c, d)⊕ (a, b)

= y ⊕ x

Ce qui montre que ⊕ est commutative.

∗ Montrons que 0Z = (0N, 0N) ∈ Z est l’élément neutre pour ⊕.

Soient x ∈ Z et (a, b) ∈ N2 tel que x = (a, b).

x⊕ 0Z = (a+ 0N, b+ 0N)

= (a, b) (car 0N est l’élément neutre pour + dans N)

= x

Or, ⊕ est commutative donc 0Z ⊕ x = x⊕ 0Z = x et 0Z est bien
neutre pour ⊕.

101
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∗ Enfin, montrons que tout élément de Z admet un opposé pour ⊕.

Soient x ∈ Z et (a, b) ∈ N2 tel que x = (a, b). Posons 1 y = (b, a).
Alors y ∈ Z et :

x⊕ y = (a+ b, b+ a) = (a+ b, a+ b) = (0, 0) = 0Z

En effet, (a + b, a + b) ∼ (0, 0) donc (a, b) = (0, 0). Puisque ⊕
est commutative, on conclut que y est bien l’opposé de x pour ⊕
dans Z.

Ainsi, on a montré que (Z,⊕) est un groupe abélien.

• On a déjà prouvé que ⊗ est une loi de composition interne sur Z.
Montrons alors que ⊗ est associative, distributive par rapport à ⊕, admet
un neutre et est commutative.
Pour simplifier la rédaction, on fixe ici (x, y, z) ∈ Z3 ainsi que
(a, b, c, d, e, f) ∈ N6 tel que x = (a, b), y = (c, d) et z = (e, f) et la
multiplication × dans N sera omise (c’est-à-dire qu’on notera ab au lieu
de a× b). Enfin, on ne rappellera pas les propriétés de + et × dans N.

∗ Par définition,

(x⊗ y)⊗ z = (ad+ bc, ac+ bd)⊗ (e, f)

= ((ad+ bc)e+ (ac+ bd)f, (ad+ bc)f + (ac+ bd)e)

= (a(cf + de) + b(ce+ df), a(ce+ df) + b(de+ cf))

= (a, b)× (ce+ df, cf + de))

= x⊗ (y ⊗ z)

∗ De façon similaire,

y ⊗ x = (da+ cb, ca+ db) = (ad+ bc, ac+ bd) = x⊗ y

∗ De même,
x⊗ (y ⊕ z) = (a, b)⊗ (c+ e, d+ f)

= (a(d+ f) + b(c+ e), a(c+ e) + b(d+ f))

= ((ad+ bc) + (af + be), (ac+ bd) + (ae+ bf))

= (ad+ bc, ac+ bd)⊕ (af + be, ae+ bf))

= (x⊗ y)⊕ (x⊗ z)

⊗ étant commutative et distributive à droite par rapport à ⊕,
elle est aussi distributive à gauche par rapport à ⊕.

1. On rappelle que dans la construction on avait dit qu’un élément (a, b) correspond à l’entier b− a
donc son opposé est a− b, qui correspond à (b, a).
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∗ Enfin, en posant 1Z = (0N, 1N), on vérifie que :

1Z ⊗ x = x⊗ 1Z = (a, b) = x

Ce qui prouve que (Z,⊕,⊗) est un anneau commutatif.

• Montrons que ϕ est injective.

Soient n ∈ N et p ∈ N tels que ϕ(n) = ϕ(p). Alors (0, n) = (0, p),
c’est-à-dire (0, n) ∼ (0, p) et donc 0N + p = n+ 0N, soit encore n = p.
Ce qui prouve que ϕ est injective.

• Montrons la propriété 1.

Soit (n,m) ∈ N2. Alors par définition de ⊕ et ⊗,

ϕ(n)⊕ ϕ(m) = (0, n)⊕ (0,m) = (0, n+m) = ϕ(n+m)

et

ϕ(n)⊗ ϕ(m) = (0, n)⊗ (0,m)

= (0×m+ n× 0, 0× 0 + n×m)

= (0, n×m)

= ϕ(n×m)

• La propriété 2 est évidente car 0Z = (0N, 0N) et 1Z = (0N, 1N).

• La propriété 3 est également triviale car pour tout (n,m) ∈ N2 :

ϕ(n)Rϕ(m) ⇐⇒ (0, n)R(0,m) ⇐⇒ n+ 0 � m+ 0 ⇐⇒ n � m

• Montrons à présent que ϕ(N) = {x ∈ Z / 0Z � x}.
Par définition de la relation R, pour tout entier n ∈ N, (0, 0)R(0, n),
c’est-à-dire 0ZRϕ(n). Par suite ϕ(N) ⊂ {x ∈ Z / 0Z � x}.
Réciproquement, soit z ∈ {x ∈ Z / 0Z � x}. Il existe (a, b) ∈ N2 tel que
z = (a, b) et par définition de la relation R, a � b (dans N). D’après les
propriétés de N, il existe n ∈ N tel que b = a+n, c’est-à-dire (a, b) ∼ (0, n)
et donc :

(a, b) = (0, n)

Ce qui prouve que z = (0, n) ∈ ϕ(N).

• Montrons que Z = ϕ(N) � &ϕ(N�).

Puisque R est une relation d’ordre total, il faut et il suffit de montrer
que : {z ∈ Z / zR0Z et z �= 0Z} = &ϕ(N�).
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Par définition, si n ∈ N�, &ϕ(n) = &(0, n) = (n, 0). Or, il est clair que
(n, 0)R0Z et (n, 0) �= 0Z car n ∈ N�. Par suite, on a l’inclusion :

&ϕ(N�) ⊂ {z ∈ Z / zR0Z et z �= 0Z}

Réciproquement, si z ∈ Z vérifie z �= 0Z et zR0Z, alors il existe (a, b) ∈ N2

tel que z = (a, b) et on doit avoir : b � a (dans N) car zR0Z et a �= b
car (a, b) �∼ (0, 0). Il s’ensuit qu’il existe n ∈ N� tel que a = b+ n et par
conséquent,

(a, b) ∼ (n, 0)

c’est-à-dire (a, b) = (n, 0), soit encore z = &(0, n) = &ϕ(n). Ce qui
prouve que :

{z ∈ Z / zR0Z et z �= 0Z} ⊂ &ϕ(N�)

• Enfin, montrons que R est compatible avec ⊕ (et avec ⊗ dans le sens
qui sera précisé).

Soit (x, y, z, t) ∈ Z4 tel que xRy et zRt. Montrons que (x⊕ z)R(y ⊕ t).
Soit (a, b, c, d, a′, b′, c′, d′) ∈ N8 tel que : x = (a, b), y = (c, d), z = (a′, b′)
et t = (c′, d′). Par définition de la relation R, on a :

b+ c � a+ d et b′ + c′ � a′ + d′

Puisque + est compatible avec � dans N, on peut ajouter ces inégalités,
ce qui donne par associativité et commutativité de + dans N :

(b+ b′) + (c+ c′) � (a+ a′) + (d+ d′)

c’est-à-dire (a+ a′, b+ b′)R(c+ c′, d+ d′), soit encore :(
(a, b)⊕ (a′, c′)

)
R
(
(c, d)⊕ (c′, d′)

)
c’est-à-dire (x⊕ z)R(y ⊕ t).

Par ailleurs, si 0ZRx et 0ZRy, alors il existe n ∈ N et p ∈ N tels que :

x = ϕ(n) et y = ϕ(p)

Alors, x⊗y = ϕ(n)⊗ϕ(p) = ϕ(np) ∈ ϕ(N) et par conséquent, 0ZR(x⊗y).
Ce qui prouve que R est compatible avec l’addition et la multiplication.

�
Remarque : parfois les notations sont lourdes car dans cette preuve, on fait attention à
bien distinguer les opérations + et × dans N et dans Z, et de même pour la relation �
dans N et dans Z. Par ailleurs, beaucoup de propriétés (comme la définition de ⊕, ⊗ et
R par exemple) sont simples à comprendre quand on comprend que « z = b− a ».
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2.6.2 Ensembles finis et dénombrements

2.6.2.a Définitions et théorème fondamental

Intuitivement, on devine tous ce qu’est un ensemble fini. De même, la notion de cardinal,
c’est-à-dire le nombre d’éléments est également assez intuitive. Le but de ce paragraphe
est de formaliser ces notions.

Définition 2.6.2.1 On dit qu’un ensemble E est fini s’il est vide, ou bien s’il existe
n ∈ N� et une bijection ϕ de �1, n� dans E.

Remarque : de façon équivalente, E est un ensemble fini s’il est vide ou bien s’il existe
n ∈ N� et une bijection ψ de E sur �1, n�. En effet, si ϕ : �1, n� −→ E est bijective, alors
ϕ−1 : E −→ �1, n� est également bijective.

Remarque : intuitivement, la définition est assez simple à comprendre. En effet, il faut
penser à ϕ comme une numérotation des termes de E.

Exemple 2.6.2.2 L’ensemble V des voyelles {a, e, i, o, u, y} est un ensemble fini. En effet,
soit ϕ l’application de �1, 6� dans V définie par :

ϕ(1) = a ; ϕ(2) = e ; ϕ(3) = i ; ϕ(4) = o ; ϕ(5) = u et ϕ(6) = y

Il est clair, par construction, que ϕ est une bijection.

Remarque : attention, ϕ n’est pas du tout unique ! Il y a bien entendu plusieurs façons
de « numéroter » les éléments. Si on reprend l’exemple précédent, en posant :

ψ(1) = y ; ψ(2) = u ; ψ(3) = o ; ψ(4) = i ; ψ(5) = e et ψ(6) = a

ψ est aussi une bijection de �1, 6� dans V et clairement ϕ �= ψ. On verra un peu plus loin
qu’en revanche, s’il existe, l’entier n est unique.

Exemple 2.6.2.3 On fixe n � 2. Alors Un est un ensemble fini.

En effet, soit ω = e
i
2π

n et soit :

ϕ : �1, n� −→ Un

k �−→ ωk−1

On peut commencer par remarquer que ϕ est bien définie, c’est-à-dire que pour tout entier
k ∈ �1, n�, ωk−1 ∈ Un (propriétés des racines n-ièmes de l’unité).
Montrons à présent que ϕ est une bijection.
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— Montrons que ϕ est injective.

Soient k et l deux entiers dans �1, n� tels que ϕ(k) = ϕ(l). On a alors ωk−1 = ωl−1.
Or, deux nombres complexes non nuls sont égaux si et seulement si ils ont même
module et mêmes arguments (à 2π près). Par suite,

ϕ(k) = ϕ(l) =⇒ 2(k − 1)π

n
≡ 2(l − 1)π

n
[2π]

=⇒ k − 1 ≡ l − 1 [n]

=⇒ k − l ≡ 0 [n]

Il s’ensuit qu’il existe un entier q ∈ Z tel que : k = l + qn. Mais les conditions
k, l ∈ �1, n� impliquent que −(n− 1) � k − l � n− 1. Par suite, q = 0 et k = l.
Ce qui prouve que ϕ est injective.

— Montrons que ϕ est surjective.

Soit z ∈ Un. D’après le cours sur les nombres complexes, il existe r ∈ �0, n − 1�
tel que z = ωr. Posons k = r + 1 : alors, d’une part, k ∈ �1, n� et d’autre part,
ϕ(k) = ωk−1 = ωr = z.
Ceci montre que ϕ est surjective.

Ce deuxième exemple montre bien que certains résultats, bien qu’évidents, nécessitent un
peu (voire beaucoup) de travail pour les établir de façon rigoureuse.

Théorème 2.6.2.4 (Fondamental) Soient n, p ∈ N�. S’il existe une bijection de
�1, n� sur �1, p�, alors n = p.

Preuve :

On considère la propriété P (n) : « pour tout entier p ∈ N�, s’il existe
une bijection de �1, p� dans �1, n� alors p = n ». Montrons par récurrence
que : ∀n ∈ N� , P (n).

Initialisation :

Pour n = 1, soit p ∈ N� tel qu’il existe une bijection ϕ de �1, p� dans
�1, n� = {1}. On a alors ϕ(1) ∈ {1} donc ϕ(1) = 1. De même, ϕ(p) = 1.
ϕ étant bijective, elle est en particulier injective et donc ϕ(1) = ϕ(p)
implique que p = 1 et finalement, p = n (puisque n = 1).
Ce qui montre que la propriété est vraie au rang n = 1.

Hérédité :

On suppose la propriété vraie au rang n � 1 : montrons qu’elle est vraie
au rang n+ 1.
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Soit p ∈ N�. On suppose qu’il existe une bijection ϕ : �1, p� −→ �1, n+1�.
On veut montrer que p = n+ 1. On procède en plusieurs étapes.

• Pour commencer, ϕ−1 est une bijection de �1, n + 1� dans �1, p�. En
particulier, ϕ−1 est injective. Par ailleurs, n ∈ N� donc n + 1 �= 1. On
en déduit donc successivement que ϕ−1(1) �= ϕ−1(n + 1), puis que �1, p�
contient au moins deux éléments distincts et enfin, que p � 2.

• Ayant prouvé que p � 2, on a donc p− 1 ∈ N�. On a alors deux cas :

Premier cas : ϕ(p) = n+ 1

Dans ce cas, considérons l’application :

ψ : �1, p− 1� −→ �1, n�
x �−→ ϕ(x)

∗ Tout d’abord, ψ est bien définie. En effet, si x ∈ �1, p− 1�, alors
ϕ(x) ∈ �1, n+ 1� et puisque x �= p, ϕ(x) �= ϕ(p), soit encore, par
hypothèse, ϕ(x) �= n+ 1. Il s’ensuit que ϕ(x) ∈ �1, n�.

∗ Ensuite, ϕ étant injective, il est clair que ψ est injective.

∗ Enfin, soit y ∈ �1, n� ⊂ �1, n+ 1�. ϕ étant bijective, il existe (un
unique) x ∈ �1, p� tel que ϕ(x) = y. Par ailleurs, ϕ(x) �= ϕ(p) car
y �= n+ 1 et donc x �= p (puisque ϕ est injective).
Il s’ensuit que x ∈ �1, p� et x �= p, c’est-à-dire x ∈ �1, p − 1�.
Finalement, on peut donc écrire que y = ϕ(x) = ψ(x). Ceci
montre que ψ est surjective.

Ainsi, on a montré que si ϕ(p) = n + 1, il existe une bijection de ψ :
de �1, p − 1� dans �1, n� avec p − 1 � 1. Par hypothèse de récurrence,
p− 1 = n, c’est-à-dire p = n+ 1.

Deuxième cas : ϕ(p) �= n+ 1

Dans ce cas, soit τ : �1, n+ 1� −→ �1, n+ 1� définie par :

∀x ∈ �1, n+ 1� , τ(x) =

⎧⎨⎩
ϕ(p) si x = n+ 1
n+ 1 si x = ϕ(p)
x sinon

Il est clair que τ ◦ τ = Id�1,n+1�. Par suite, τ est bijective. Considérons
ψ = τ ◦ ϕ. Alors ψ est une application de �1, p� dans �1, n + 1� qui
est bijective (puisque c’est la composée de deux bijections) et qui vérifie
ψ(p) = τ(ϕ(p)) = n+ 1. D’après le premier cas, on a alors p = n+ 1.

Ce qui montre que la propriété est vraie au rang n + 1 et achève la
récurrence. �
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Mathématiques supérieures 1 2.6. Annexe

Théorème 2.6.2.5 (Définition du cardinal) Soit E un ensemble fini non vide.
Alors il existe un unique entier n tel que E soit en bijection avec �1, n�. L’entier n
est appelé le cardinal de E, et noté Card(E) ou encore |E|.

Preuve :

Soit E un ensemble fini non vide. On sait alors, par définition d’un en-
semble fini, qu’il existe un entier n tel que E soit en bijection avec �1, n�.
Il reste à prouver que l’entier n est unique.

S’il existe deux bijections ψ : �1, n� −→ E et ϕ : �1, p� −→ E, alors
l’application ψ−1 ◦ϕ est une bijection de �1, p� sur �1, n� (composition de
bijections). Par conséquent, d’après le théorème précédent, n = p. Ceci
prouve l’unicité de l’entier n. �

Remarque : par convention, on pose Card(∅) = 0.

Proposition 2.6.2.6 Deux ensembles finis E et F ont le même cardinal si et seule-
ment si il existe une bijection de E sur F .

Preuve :

• Montrons =⇒.
Supposons que E et F aient le même cardinal et notons n = |E| = |F |.
On a alors deux cas :

∗ soit n = 0 et dans ce cas, E = ∅ = F et l’application vide 1

i∅ : ∅ −→ ∅ est une bijection entre E et F ;

∗ ou alors n � 1 et dans ce cas, il existe deux bijections f et g de
�1, n� dans E et F , respectivement. Il s’ensuit que ϕ = g ◦ f−1

est une bijection de E dans F .

• Montrons ⇐=.
On suppose qu’il existe une bijection ϕ de E sur F . On distingue à
nouveau deux cas :

∗ si E = ∅, alors ϕ(E) = ϕ(∅) = ∅ et puisque ϕ est surjective,
F = ϕ(E) = ∅. Ainsi |E| = 0 = |F |. De même, si F = ∅, on
applique le même raisonnement avec ϕ−1 ;

1. en effet, comme toute propriété commençant par « ∀x ∈ ∅ » est toujours vraie, il existe une et une
seule application de ∅ dans ∅ et cette application est bien injective et surjective.
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∗ si E �= ∅ et F �= ∅, notons n = |E| et p = |F |. Alors il existe f et
g deux bijections de �1, n� dans E et de �1, p� dans F respective-
ment. On en déduit que l’application g−1 ◦ϕ◦ f est une bijection
de �1, n� dans �1, p�. Par suite, n = p.

�

2.6.2.b Parties de N et parties d’un ensemble fini

Théorème 2.6.2.7 Soient A et B deux parties finies et disjointes d’un ensemble E.
Alors A ∪ B est un ensemble fini et :

|A ∪ B| = |A|+ |B|

Preuve :

On distingue toujours deux cas.

• Premier cas : A = ∅ ou B = ∅.
Dans ce cas, quitte à échanger les noms, on peut toujours supposer que
B = ∅. On a alors : A ∪B = A ∪ ∅ = A donc A ∪B est un ensemble fini
et |A ∪ B| = |A| = |A|+ |∅| = |A|+ |B|.

• Deuxième cas : A �= ∅ et B �= ∅.
Posons alors n = |A| et p = |B|, avec n, p ∈ N�. Il existe deux bijections

�1, n� f−→ A et �1, p� g−→ B.
L’idée est alors de numéroter les premiers termes avec f et les termes
suivants avec g. Pour cela, on pose :

�1, n+ p� ϕ−→ A ∪ B
x �−→

{
f(x) si 1 � x � n
g(x− n) si n+ 1 � x � n+ p

Montrons alors que ϕ est bien définie et bijective.

∗ Pour commencer, il est clair que ϕ est bien définie puisque si
n+ 1 � x � n+ p, alors x− n ∈ �1, p� et g est définie sur �1, p�.

∗ Ensuite, montrons que ϕ est injective. Soient x, x′ ∈ �1, n + p�
tels que x �= x′. Montrons que ϕ(x) �= ϕ(x′).

� Si (x, x′) ∈ �1, n�× �n+1, n+p�∪ �n+1, n+p�× �1, n�, alors
soit ϕ(x) ∈ A et ϕ(x′) ∈ B ou bien ϕ(x) ∈ B et ϕ(x′) ∈ A.
Dans les deux cas de figure, comme A∩B = ∅, ϕ(x) �= ϕ(x′).
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� Si (x, x′) ∈ �1, n�2 (respectivement (x, x′) ∈ ∪�n+1, n+ p�2),
alors ϕ(x) = f(x) et ϕ(x′) = f(x′) (respectivement ϕ(x) =
g(x−n) et ϕ(x′) = g(x−n)). Or, f (respectivement g) étant
injective, x �= x′ entrâıne f(x) �= f(x′) (respectivement x �= x′

entrâıne x− n �= x′ − n et donc g(x− n) �= g(x′ − n)). Ainsi,
ϕ(x) �= ϕ(x′).

Ainsi, dans tous les cas ϕ(x) �= ϕ(x′) et ϕ est bien injective.

∗ Montrons enfin que ϕ est surjective.

Soit y ∈ A ∪ B. On distingue alors deux cas :

� si y ∈ A, alors f étant surjective, il existe x ∈ �1, n� tel que
y = f(x). Comme x ∈ �1, n�, on a bien y = f(x) = ϕ(x) et y
a bien un antécédent par ϕ ;

� de même, si y ∈ B, alors g étant surjective, il existe un entier
x ∈ �1, p� tel que y = g(x). On a alors y = g(x+ n− n) avec
x+ n ∈ �n+ 1, n+ p�, c’est-à-dire y = ϕ(x+ n).

Ceci prouve que ϕ est bien surjective.

Ainsi, on a montré que ϕ est une bijection de �1, n+ p� dans A∪B, avec
n+ p ∈ N�. Par conséquent, A ∪ B est un ensemble fini et :

|A ∪ B| = n+ p = |A|+ |B|
�

Proposition 2.6.2.8 Toute partie A ⊂ N majorée est finie ; plus précisément, si A
est majoré par n ∈ N, alors |A| � n+ 1.

Preuve :

Montrons la proposition par récurrence sur n ∈ N.

Initialisation :

Pour n = 0, A est majorée par 0. Par suite, A = ∅ ou bien A = {0} et
donc |A| = 0 ou |A| = 1. Ainsi |A| � 0 + 1 et la propriété est vraie au
rang 0.

Hérédité :

On suppose que pour toute partie B de N, majorée par n, B est finie et
|B| � n+1. Soit A une partie de N majorée par n+1. On distingue deux
cas.

• Si n + 1 /∈ A, alors A est majorée par n et d’après l’hypothèse de
récurrence, |A| � n+ 1 et a fortiori |A| � n+ 2.
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• Si n + 1 ∈ A, on pose B = A \ {n + 1}. Alors B est majorée par n.
Par hypothèse de récurrence, B est finie et |B| � n + 1. On a alors :
A = B ∪ {n + 1} (réunion disjointe de deux parties finies). D’après la
proposition précédente, A est un ensemble fini et |A| = |B|+ 1 � n+ 2.

Ce qui montre que la propriété est vraie au rang n + 1 et achève la
récurrence.

�

Proposition 2.6.2.9 Si A ⊂ �1, n�, alors A est fini et |A| � n.

Preuve :

Identique à la démonstration précédente.

�

Corollaire 2.6.2.10 Si F est un ensemble fini et f : E −→ F est injective, alors E
est fini et |E| � |F |.

Preuve :

• Si F = ∅, alors, pour qu’il existe une application f : E −→ F , il est
nécessaire que E = ∅. E est donc fini et on a : |E| = 0 = |F |. A fortiori,
|E| � |F |.
• Si F �= ∅, soient n = |F | ∈ N� et ϕ : F −→ �1, n� une bijection.
Alors, ϕ(f(E)) ⊂ �1, n�. D’après la proposition précédente, ϕ(f(E)) est
un ensemble fini et p = |ϕ(f(E))| � n.
Si p = 0, alors ϕ(f(E)) = ∅, donc E = ∅ et le résultat est trivialement
vrai. Sinon, il existe une bijection ψ : ϕ(f(E)) −→ �1, p�. On définit
alors :

f̄ : E −→ f(E)
x �−→ f(x)

et
ϕ̄ : f(E) −→ ϕ(f(E))

x �−→ ϕ(x)

Par définition de l’image d’une application, f̄ et ϕ̄ sont surjectives. Par
ailleurs, f et ϕ étant injectives, il en est de même pour f̄ et ϕ̄. Par
conséquent, f̄ et ϕ̄ sont des bijections. On constate alors que l’application
g = ψ◦ϕ̄◦f̄ est la composée de trois bijections : c’est donc une bijection de
E dans �1, p�. Par suite, E est fini et |E| = p. Enfin, comme p � n = |F |,
on a bien |E| � |F |.

�
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Remarque : dans cette démonstration, il y une idée ou propriété importante à retenir.

Si f : E −→ F est injective, alors f̄ , obtenue en restreignant l’ensemble d’arrivée à
f(E) = Im(f), est automatiquement bijective.

Corollaire 2.6.2.11 Soient E et F deux ensembles, f une application injective de E
dans F . Alors pour toute partie finie A de E, f(A) est finie et |f(A)| = |A|.

Preuve :

D’après la remarque,
f|A : A −→ f(A)

x �−→ f(x)
est une bijection. A étant un

ensemble fini, f(A) l’est aussi et |A| = |f(A)|.
�

Théorème 2.6.2.12 Soient A et B deux parties d’un ensemble E.

(i) Si A ⊂ B et B est fini, alors A est fini et |A| � |B|. De plus, il y a égalité si
et seulement si A = B.

(ii) Si A et B sont finis, alors A ∪ B et A ∩ B sont des ensembles finis et on a :

|A ∪ B| = |A|+ |B| − |A ∩ B|

Preuve :

• Montrons (i).

L’application inclusion A
i−→ B est injective. D’après le corollaire pré-

cédent, A est fini et |A| � |B|. Traitons alors le cas d’égalité.

∗ Si A = B, alors |A| = |B|.
∗ Réciproquement, montrons que |A| = |B| =⇒ A = B par contra-
posée.

On suppose que A �= B et on montre que |A| < |B|. Par hy-
pothèse, on a A � B. Il existe donc b ∈ B \ A. On considère
B′ = B \ {b}. Puisque A ⊂ B et b /∈ A, A ⊂ B′. Par suite,
|A| � |B′|. Enfin, B est la réunion disjointe de B′ et de {b}. Par
suite, |B| = |B′|+ 1 et |A| � |B| − 1 < |B|.

• Montrons à présent la propriété (ii)
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La démonstration a déjà été vue antérieurement (par exemple dans un
cours de probabilités sur un univers fini). On rappelle ici les idées-clés.
D’une part, A \ B ⊂ A, donc A \ B est un ensemble fini. De même,
B \ A et A ∩ B sont des ensembles finis. D’autre part, on a les réunions
disjointes suivantes :

A ∪ B = (B \ A) � A et B = (B \ A) � (B ∩ A)

Par suite, A ∪ B et A ∩ B sont des ensembles finis et :

|A ∪ B| = |B \ A|+ |A| et |B| = |B \ A|+ |A ∩ B|

En soustrayant, on obtient le résultat. �

Proposition 2.6.2.13 Une partie A ⊂ N est finie si et seulement si elle est majorée.

Preuve :

On a déjà prouvé la réciproque. Pour le sens direct, on procède par ré-
currence sur n = |A|.
Initialisation :

Pour n = 0, alors A = ∅ est majoré par tout entier.

Hérédité :

Soit A une partie de N telle que |A| = n+1. En particulier, |A| � 1 donc
A �= ∅ : soient a ∈ A et B = A \ {a}. D’après le théorème précédent, B
est une partie finie de N et |B| = |A| − 1 = n.
D’après l’hypothèse de récurrence, B est majorée : soit m un majorant
de B. Il est alors clair que M = max(a,m) majore A.
Ce qui montre que la propriété est vraie au rang n + 1 et achève la
récurrence. �

113
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Proposition 2.6.2.14 Soit A une partie non vide et finie de N. Alors, il existe une
unique bijection strictement croissante de �1, n� dans A, où n = |A|.

Exercice 2.6.2.15 Prouver cette proposition.

2.6.2.c Critère de bijection pour les ensembles finis

Lemme 2.6.2.16 Soit f : E −→ F une surjection. Alors, il existe g : F −→ E telle
que f ◦ g = IdF . En particulier, g est injective.

Preuve :

Si F = ∅, c’est clair (car alors E = ∅ et l’application vide convient).
Sinon, soit y ∈ F . Alors il existe x ∈ E tel que y = f(x) (f est surjective).
On choisit un tel x et on pose g(y) = x. Ceci définit une application g de
F dans E. Par construction, pour tout y ∈ F , y = f(x) = f(g(y)). Ce
qui prouve la première partie du lemme.
Par ailleurs, f ◦ g = IdF est injective, par suite g est injective.

�

Théorème 2.6.2.17 Soient E et F deux ensembles finis de même cardinal n ∈ N et
f : E −→ F une application. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) f est injective

(ii) f est surjective

(iii) f est bijective

Preuve :

• Montrons (i) =⇒ (ii).

On suppose que f est injective. Montrons que f est surjective. Puisque
E est un ensemble fini et f est injective, d’après le corollaire 2.6.2.11
du paragraphe précédent, f(E) est fini et |f(E)| = |E|. De plus, par
hypothèse, |E| = |F |. Ainsi, on a :

f(E) ⊂ F

|f(E)| = |F |

⎫⎬⎭ donc, d’après le théorème 2.6.2.12, f(E) = F.
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Par conséquent, f(E) = F , c’est-à-dire que f est surjective et donc (ii).

• Montrons (ii) =⇒ (iii)

On suppose que f est surjective. D’après le lemme, il existe g : F −→ E
injective telle que f ◦ g = IdF . En appliquant le résultat (i) =⇒ (ii), on
en déduit que g est bijective. Par suite,

f ◦ g ◦ g−1 = IdF ◦ g−1 = g−1

De plus, g◦g−1 = IdE et f ◦IdE = f . Par suite, f = g−1 et f est bijective.

• (iii) =⇒ (i) est claire. �

Exercice 2.6.2.18 Montrer l’implication (ii) =⇒ (iii) directement (c’est-à-dire sans uti-
liser le lemme) en considérant ϕ : �1, n� −→ F une bijection ainsi que les ensembles
Ei = f−1({ϕ(i)}) (les images réciproques par f de {ϕ(i)}) pour 1 � i � n.

Corollaire 2.6.2.19 Soit E un ensemble fini et f : E −→ E. Alors :

f est injective ⇐⇒ f est bijective ⇐⇒ f est surjective

� Méthode :

Lorsqu’on veut montrer qu’une application f : E −→ F est
bijective, en général l’injectivité est facile à établir et c’est la
surjectivité qui est plus délicate à prouver.
Lorsque E et F sont des ensembles finis, pour montrer
que f est bijective, on montre souvent que :
f est injective et |E| = |F |.

Exercice 2.6.2.20 Soit (A,+,×) un anneau intègre. On suppose de plus que A est un
ensemble fini. Montrer que A est un corps (voir aussi l’exercice 1.3.16).

Exercice 2.6.2.21 Le petit théorème de Fermat.

Soit p un nombre premier et a un entier premier avec p, c’est-à-dire que p ne divise pas a.
Pour chaque entier k, on appelle qk et rk le quotient et le reste de la division euclidienne
de ka par p. On définit alors :

f :
[|1, p− 1

]| −→ [|1, p− 1
]|

k �−→ rk
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1. Montrer que f est bien définie et qu’elle est bijective.

2. Justifier alors que :

p−1∏
k=1

(ka) ≡
p−1∏
k=1

f(k) [p].

3. En déduire que ap−1 ≡ 1 [p].

Pour terminer ce paragraphe, voici quelques rappels de ce qu’on a déjà démontré ainsi
que quelques conséquences.

Corollaire 2.6.2.22 Soient E et F deux ensembles et f : E −→ F une application.

1. Si E et F sont des ensembles finis, alors :

(a) f injective =⇒ |E| � |F | ou de façon équivalente,

|E| > |F | =⇒ f non injective ;

(b) f surjective =⇒ |E| � |F | ou de façon équivalente,

|F | > |E| =⇒ f non surjective ;

(c) f bijective =⇒ |E| = |F |.

2. Si F est fini et f injective, alors E est fini et |E| � |F |.
3. Si E est fini et f surjective, alors F est fini et |F | � |E|.

Preuve :

On a déjà tout prouvé sauf 1(b) et 3.
Supposons que f soit surjective. D’après le lemme 2.6.2.16, il existe
g : F −→ E injective.

• En appliquant alors (a) à g, on en déduit 1(b) (lorsque E et F
sont finis).

• Si on suppose que E est fini, alors en appliquant (2) à g, on
obtient (3).

�

! Attention : si E et F sont des ensembles finis mais qui ne sont pas de même cardinal
et f ∈ F(E,F ),

f injective =⇒× f bijective

! Attention : si E est un ensemble infini et f ∈ F(E,E),

f injective =⇒× f bijective
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2.6.2.d Dénombrement

2.6.2.e Cardinal d’une réunion et du complémentaire d’une partie

On a déjà démontré que si A,B ⊂ E et si E est fini, alors A,B,A ∩B et A ∪B sont des
ensembles finis et |A ∪ B| = |A|+ |B| − |A ∩ B|.

Corollaire 2.6.2.23 Soient E un ensemble fini et A ⊂ E. Alors Ā = E \A est fini et
|Ā| = |E| − |A|.

Preuve :

C’est clair car il suffit d’appliquer le théorème rappelé ci-dessus avec
B = Ā.

�

Corollaire 2.6.2.24 Soient n ∈ N, E un ensemble fini et A0, · · · , An des parties de
E, deux à deux disjointes. Alors : ∣∣∣∣∣

n⋃
i=0

Ai

∣∣∣∣∣ =
n∑
i=0

|Ai|

Preuve :

On démontre cette formule par récurrence sur immédiate sur n (le faire).

�

2.6.2.f Produit cartésien

Théorème 2.6.2.25 Soient E et F deux ensembles finis. Alors E × F est fini et
|E × F | = |E| × |F |.

Preuve :

Pour tout x ∈ E, on pose Ax = {(x, y) , y ∈ F}. Les ensembles Ax, pour
x ∈ E, sont tous deux à deux disjoints et leur réunion vaut E × F . Par
ailleurs, il est clair que pour tout x ∈ E, Ax est en bijection avec F : il
est donc fini et de cardinal |F |.
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On a alors :

|E × F | =
∣∣∣∣∣⋃
x∈E

Ax

∣∣∣∣∣ =∑
x∈E

|Ax| =
∑
x∈E

|F | = |E| × |F |

�

Corollaire 2.6.2.26 Si E1, E2, · · · , En sont des ensembles finis, alors
n∏
k=1

Ek est un

ensemble fini de cardinal
n∏
i=1

|Ei| = |E1| × |E2| × · · · × |En|.

Preuve :

Une récurrence immédiate permet de conclure après avoir remarqué que :

n+1∏
i=1

Ei est en bijection avec

(
n∏
i=1

Ei

)
× En+1

�

Corollaire 2.6.2.27 Soient n ∈ N� et E un ensemble fini fini. Alors En est un en-
semble fini et |En| = |E|n.

Preuve :

C’est une conséquence directe du corollaire précédent avec Ei = E pour
1 � i � n.

�

2.6.2.g Ensemble des applications de E vers F

Proposition 2.6.2.28 Soient E et F deux ensembles finis. Alors F(E,F ) est un en-
semble fini et |F(E,F )| = |F ||E|.

Remarque : intuitivement c’est évident car un élément f ∈ F(E,F ) est caractérisé par
la donnée des images f(x) pour x ∈ E. Pour chaque x dans E, il y a |F | choix possibles
pour f(x). Il y a donc au total |F ||E| choix pour toutes les images.
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Preuve :

• Si F = ∅, alors F(E,F ) est vide si E �= ∅ et contient une seule appli-
cation, qui est l’application vide si E = ∅. En convenant que 00 = 1, la
proposition est donc vraie lorsque F = ∅.
• On suppose à présent que F �= ∅. De même, si E = ∅, alors F(E,F )
contient un seul élément : l’application vide. On a donc :

|F(E,F )| = 1 = |F |0 = |F ||E|

et la propriété est encore vraie.

• On se place maintenant dans le cas où E et F sont des ensembles finis
non vides. Soit n = |E| avec n � 1 et soit ϕ : �1, n� −→ E une bijection.
On considère les applications suivantes :

ψ : F(E,F ) −→ F(�1, n�, F )
f �−→ f ◦ ϕ

et
π : F(�1, n�, F ) −→ F n

f �−→ (f(1), f(2), · · · , f(n))
Il est clair que ψ et π sont bijectives (puisque ϕ est bijective). On a alors
successivement :

∗ F n est fini et π bijective, donc F(�1, n�, F ) est un ensemble fini
et |F(�1, n�, F )| = |F n| ;

∗ F(�1, n�, F ) est fini et ψ est bijective, donc F(E,F ) est fini et a
même cardinal que F(�1, n�, F ).

Par conséquent, F(E,F ) est bien un ensemble fini et :

|F(E,F )| = |F(�1, n�, F )| = |F n| = |F |n = |F ||E|

�

2.6.2.h Cardinal de P(E)

Définition 2.6.2.29 Soit A ∈ P(E). On appelle fonction caractéristique de A et on
note χA l’application :

χA : E −→ {0, 1}
x �−→

{
1 si x ∈ A
0 sinon
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Proposition 2.6.2.30 L’application ϕ : P(E) −→ F(E, {0, 1}) qui à A associe χA
est une bijection.

Preuve :

• Montrons que ϕ est injective.

Soient A et B deux parties de E telles que ϕ(A) = ϕ(B). Montrons que
A = B. Soit x ∈ E. Par définition d’une fonction caractéristique, on a
alors :

x ∈ A ⇐⇒ χA(x) = 1 ⇐⇒ ϕ(A)(x) = 1

d’où

x ∈ A ⇐⇒ ϕ(B)(x) = 1 ⇐⇒ χB(x) = 1 ⇐⇒ x ∈ B

Ainsi, x ∈ A ⇐⇒ x ∈ B, c’est-à-dire A = B et ϕ est bien injective.

• Montrons que ϕ est surjective.

Soit f ∈ F(E, {0, 1}). Considérons :

A = {x ∈ E | f(x) = 1} = f−1
r ({1})

Il est alors clair que A ⊂ E, c’est-à-dire A ∈ P(E) et par définition :
f(x) = 1 ⇐⇒ x ∈ A. Sachant que f ne prend que 0 et 1 comme valeurs,
on a bien f = χA. Par suite, ϕ est surjective.

Ainsi, ϕ est injective et surjective, c’est-à-dire ϕ est bien une bijection.

�

Proposition 2.6.2.31 Soit E un ensemble fini. Alors P(E) est un ensemble fini et
|P(E)| = 2|E|.

Preuve :

En effet, d’après la proposition précédente, P(E) est en bijection avec
F(E, {0, 1}). E étant fini, tout comme {0, 1}, F(E, {0, 1}) est fini. Par
conséquent, P(E) est aussi un ensemble fini et :

|P(E)| = |F(E, {0, 1})| = 2|E|

�
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Remarque : on reverra un peu plus loin une autre démonstration qui utilise les coeffi-
cients binomiaux.

2.6.2.i Arrangements, nombres d’injections et nombres de bijections d’un
ensemble dans lui-même

Proposition 2.6.2.32 Soient E et F deux ensembles finis, n = |F | et p = |E|. On
suppose que 0 � p � n. Alors l’ensemble I(E,F ) des injections de E dans F est fini
(on dit aussi que c’est l’ensemble des arrangements de p éléments parmi n) et :

|I(E,F )| := Apn =
n!

(n− p)!

Remarque : intuitivement, c’est à nouveau très simple à comprendre. En effet, si on
note x1, · · · , xp les éléments de E et on se donne f une injection de E dans F . Alors :

• pour f(x1), il y a n choix possibles (les n éléments de F ) ;
• pour f(x2), il y a n− 1 choix possibles (les éléments de F \ {f(x1)}) ;

...
• pour f(xp), il y a n−(p−1) choix possibles (les éléments de F\{f(x1), · · · , f(xp−1)}).

Au total, il y a donc n× (n− 1)× (n− (p− 1)) possibilités, c’est-à-dire
n!

(n− p)!
.

Preuve :

Soit n ∈ N fixé. On démontre la proposition en raisonnant par récurrence
finie sur p ∈ �0, n�.
Initialisation :

Pour p = 0, on a E = ∅ et F(∅, F ) = {i∅,F} (l’application vide). L’appli-

cation vide est injective donc |I(E,F )| = 1. De même, A0
n =

n!

n!
= 1. La

propriété est vraie au rang p = 0.

Hérédité :

Si n = 0, c’est fini. Sinon, on suppose la propriété vraie au rang p < n.
Montrons qu’elle est vraie au rang p+ 1.
Soit E un ensemble de cardinal p+1, avec p+1 � n. Alors E �= ∅, donc
il existe a ∈ E. On fixe un tel a, on pose E ′ = E \ {a} et on considère
l’application :

ϕ
I(E,F ) −→ I(E ′, F )
f �−→ f|E′
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• D’une part, ϕ est bien définie. En effet, si f : E −→ F est injective,
alors f|E′ est encore injective.

• D’autre part, si g ∈ I(E ′, F ) alors ϕ−1
r ({g}) est l’ensemble des appli-

cations f injectives de E dans F telles que f|E′ = g. Il est clair que ces
applications f sont les applications telles que f(a) /∈ g(E ′), c’est-à-dire
que |ϕ−1({g})| = n− p. On en déduit alors que :

|I(E,F )| =

∣∣∣∣∣∣
⊔

g∈I(E′,F )

ϕ−1({g})
∣∣∣∣∣∣

=
∑

g∈I(E′,F )

|ϕ−1({g})|

=
∑

g∈I(E′,F )

(n− p)

= (n− p)× |I(E ′, F )|
= (n− p)

n!

(n− p)!

=
n!

(n− (p+ 1))!

Ce qui montre que la propriété est vraie au rang p + 1 et achève la
récurrence.

�

Remarque : on a supposé que 0 � p � n. Que dire de I(E,F ) lorsque |E| > |F | ?

Corollaire 2.6.2.33 Si |E| = n, alors l’ensemble des permutations de E (c’est-à-dire
l’ensemble des bijections de E), noté σ(E) est un ensemble fini et son cardinal est n!.

Preuve :

Si E est fini de cardinal n, alors une application f : E −→ E est injective
si et seulement si elle est bijective. Par suite, σ(E) = I(E,E) est fini et
son cardinal est :

|σ(E)| = |I(E,E)| = n!

(n− n)!
= n!

�
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2.6.2.j Combinaisons et coefficients binomiaux

Proposition 2.6.2.34 Soit E un ensemble fini de cardinal n. Soit p ∈ N tel que p � n.
On note Pp(E) l’ensemble des parties de E ayant p éléments, c’est-à-dire

Pp(E) = {A ∈ P(E) / |A| = p}

Alors Pp(E) est un ensemble fini et |Pp(E)| = n!

p!(n− p)!
=

(
n

p

)
.

Remarque : pour une explication plus intuitive ainsi que plus de propriétés, vous pouvez
lire un cours de probabilités sur un univers fini.

Preuve :

• Tout d’abord, comme E est fini, d’après les résultats précédents, P(E)
est fini, et donc Pp(E) ⊂ P(E) est également un ensemble fini.

• Soit I l’ensemble des injections de �1, p� dans E et soit ϕ l’application :

ϕ : I −→ Pp(E)
f �−→ f(�1, p�)

∗ Tout d’abord, ϕ est bien définie puisque si f ∈ I, f est injective
et donc |f(�1, p�)| = |�1, p� | = p.

∗ Par ailleurs, si A ∈ Pp(E), alors :

ϕ−1
r ({A}) = {f ∈ F(�1, p�, E) / f est injective et f(�1, p�) = A}

De plus, |A| = p donc une application de �1, p� dans A est injec-
tive si et seulement si elle est bijective. Il s’ensuit que ϕ−1

r ({A})
est en bijection avec l’ensemble :

S = {f ∈ F(�1, p�, A) / f est bijective}

Alors, d’après le paragraphe précédent, |ϕ−1({A})| = |S| = p!.
Par conséquent,

|I| =
∣∣∣∣∣∣
⊔

A∈Pp(E)

ϕ−1({A})
∣∣∣∣∣∣ =

∑
A∈Pp(E)

|ϕ−1({A})| =
∑

A∈Pp(E)

p!

c’est-à-dire |I| = p!× |Pp(E)|. �
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2.6.2.k Propriétés des coefficients binomiaux

Proposition 2.6.2.35 Soient n et p deux entiers tels que 0 � p � n. Alors :

(i)

(
n

p

)
=

(
n

n− p

)
(ii)

n∑
p=0

(
n

p

)
= 2n

(iii) Si n � 1 et p � 1,
(
n−1
p−1

)
+
(
n−1
p

)
=
(
n
p

)
(formule du triangle de Pascal)

Preuve :

Soit E un ensemble de cardinal n.

• Montrons (i).

On sait que pour toute partie A de E, A = A et |A| = n − |A|. On en
déduit donc que l’application

ϕ : Pp(E) −→ Pn−p(E)
A �−→ A

est une bijection (sa bijection réciproque étant ψ : Pn−p(E) −→ Pp(E)
qui à A associe �E(A) = A). On en déduit que |Pp(E)| = |Pn−p(E)|.
• Montrons (ii).

On a P(E) =
n⊔
p=0

Pp(E). La réunion étant finie et disjointe, on a :

2n = 2|E| = |P(E)| =
n∑
p=0

|Pp(E)| =
n∑
p=0

(
n

p

)
• Montrons (iii).
On fixe un élément x de E. Alors l’ensemble des parties de E ayant p
éléments est la réunion disjointe de deux sous-parties : les parties de E
ayant p éléments et qui ne contiennent pas x (il y en a

(
n−1
p

)
) et les parties

de E ayant p éléments et contenant x (il y en a
(
n−1
p−1

)
).

�

Remarque : bien entendu, on peut aussi retrouver ces formules par le calcul brutal direct.

Il y a bien entendu de nombreuses autres propriétés des coefficients binomiaux. Par
exemple, la formule de Pascal itérée ou la relation de Van der Monde. Le lecteur inté-
ressé pourra consulter plus de détails sur ces propriétés dans n’importe quel ouvrage de
licence qui aborde par exemple les probabilités finies.
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Chapitre 3

Suites de nombres réels ou
complexes

Prérequis : dans tout ce chapitre, les notions suivantes sont supposées connues :

• le cours de logique (implications, équivalences, prédicat) ;

• notion d’ensemble ;

• relation d’équivalence ; relation d’ordre, borne inférieure et borne supérieure ;

• l’ensemble N et toutes ses propriétés ; ensemble Z ;

• l’ensemble R et toutes ses propriétés ;

• applications monotones ; injections, surjections et bijections ;

• structures usuelles : groupes, anneaux et corps ; morphismes de groupes ou
d’anneaux ;

• nombres complexes : module, partie réelle et partie imaginaire ;

• notations o et O pour les fonctions.

Aucune connaissance spécifique sur les suites n’est supposée connue.
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3.1 Suites de nombres réels

3.1.1 Généralités

Définition 3.1.1.1 On appelle suite de nombre réels toute application u : N −→ R.
On pose pour tout entier n, u(n) = un et on désigne la suite par u = (un)n∈N.

On dit aussi que un est le terme général de la suite (un)n∈N, ou encore, pour n ∈ N
donné, que un est le n-ième terme de la suite (un)n∈N ou le terme d’indice n.

Exemple 3.1.1.2 On définit une suite (un)n∈N en posant un = cos(n) pour tout entier
n. On peut aussi définir une suite par une relation de récurrence. Par exemple, u0 = 1 et
pour tout entier n, un+1 = 3un définit également une suite.

Remarques :

• de façon équivalente, une suite réelle est une famille de nombres réels indexée par
N ;

• on peut étendre la notion de suite aux applications u : �n0,+∞�−→ R ou encore
u : Z −→ R. Dans le premier cas, on parle de suite définie à partir du rang n0.
Dans le second cas, on parle de famille de réels indexée par Z.

Définition 3.1.1.3 Soit (un)n∈N une suite réelle. On dit que (un)n∈N est :

• croissante si ∀(n, p)2 ∈ N2 , (n � p =⇒ un � up) ;

• strictement croissante si ∀(n, p)2 ∈ N2 , (n < p =⇒ un < up) ;

• décroissante si ∀(n, p)2 ∈ N2 , (n � p =⇒ un � up) ;

• strictement décroissante si ∀(n, p) ∈ N2 , (n < p =⇒ un > up) ;

• monotone (respectivement strictement monotone) si elle est soit croissante, soit
décroissante (respectivement strictement).

Proposition 3.1.1.4 Soit (un)n∈N une suite de nombres réels. Alors (un)n∈N est crois-
sante (respectivement décroissante) si et seulement si ∀n ∈ N , un � un+1 (respective-
ment : ∀n ∈ N , un � un+1).
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Chapitre 3 Suites de nombres réels ou complexes

Preuve :

Traitons le cas des suites croissantes. Le cas des suites décroissantes s’ob-
tient alors en appliquant le résultat à (−un)n∈N.
• L’implication =⇒ est évidente.

• Montrons ⇐=

On suppose que : ∀n ∈ N , un � un+1. Montrons que la suite (un)n∈N
est croissante. Soit n ∈ N. On montre par récurrence immédiate que :
∀k ∈ N , un � un+k. Soit p ∈ N tel que p � n. En prenant k = p−n ∈ N,
on obtient un � up.

�

Exemple 3.1.1.5 Considérons la suite (un)n∈N définie par : ∀n ∈ N , un = n2. Alors
(un)n∈N est une suite strictement croissante. En effet, pour tout entier n,

un+1 − un = 2n+ 1 > 0

Exemple 3.1.1.6 Considérons la suite (un)n∈N définie par son premier terme u0 = π et
la relation de récurrence : ∀n ∈ N , un+1 = −u2n + 3un − 4. Alors :

∀n ∈ N , un+1 − un = −u2n + 2un − 4 < 0

Par conséquent, (un)n∈N est strictement décroissante.

Enfin, on va traiter un dernier exemple pour vous éviter de commettre une erreur grave
et fréquente.

Exercice 3.1.1.7 On considère la suite définie par u0 = 1 et ∀n ∈ N , un+1 = sin(un).
(On justifiera un peu plus tard la bonne définition de cette suite.)

1. Montrer que pour tout n ∈ N, un ∈ [0, π
2
].

2. Démontrer que pour tout réel x � 0, sin(x) � x.

3. En déduire les variations de la suite (un)n∈N.

4. Quelles sont les variations de la fonction sinus sur [0, π
2
] ?

5. Conclusions ?

! Attention : pour une suite de la forme un+1 = f(un), les variations de la suite
(un)n∈N ne sont pas forcément les mêmes que les variations de f ! ! !
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Définition 3.1.1.8 Soit (un)n∈N une suite réelle. On dit que (un)n∈N est :

• majorée s’il existe un réel M tel que : ∀n ∈ N , un �M ;

• minorée s’il existe un réel m tel que : ∀n ∈ N , m � un ;

• bornée si elle est à la fois majorée et minorée.

Exemple 3.1.1.9 Considérons les suites suivantes :

• ∀n ∈ N , un = n. Alors (un)n∈N est minorée (puisque par exemple, pour tout
entier n, 0 � un) mais n’est pas majorée.

• Soit v la suite définie par : ∀n ∈ N , vn = − ln(n + 1). (vn)n∈N est majorée mais
n’est pas minorée.

• La suite (wn)n∈N de terme général wn = 3+ cos(n) est une suite bornée puisque :
∀n ∈ N , 2 � wn � 4.

Proposition 3.1.1.10 Soit (un)n∈N une suite réelle. Alors, la suite (un)n∈N est bornée
si et seulement si ∃M � 0 , ∀n ∈ N , |un| �M .

Preuve :

• Montrons ⇐=

S’il existe M � 0 tel que ∀n ∈ N , |un| � M , alors pour tout entier n,
−M � un �M et la suite (un)n∈N est bornée.

• Montrons =⇒
Si (un)n∈N est bornée, alors, par définition, il existe deux réels m et M
tels que : ∀n ∈ N , m � un �M . Posons K = max{|m|, |M |}. Il est clair
que K � 0 et que :

∀n ∈ N , |un| � K
�

Exercice 3.1.1.11 Soit (un)n∈N la suite définie par u0 ∈ [−1, 1] et la relation de récur-
rence :

∀n ∈ N , un+1 =
1

(n+ 1)2

n∑
k=0

(k + 1)ukun−k

Montrer que (un)n∈N est bornée.
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3.1.2 Opérations sur les suites

Définition 3.1.2.1 On munit l’ensemble RN des suites réelles de trois opérations et
d’une relation binaire :

• une addition, notée +, définie par :

∀(u, v) ∈ RN × RN , ∀n ∈ N , (u+ v)n = un + vn

• une multiplication interne, notée ×, définie par :

∀(u, v) ∈ RN × RN , ∀n ∈ N , (uv)n = un × vn

• une multiplication externe, notée ·, R× RN −→ RN définie par :

∀λ ∈ R , ∀u ∈ RN , ∀n ∈ N , (λ · u)n = λ× un

• une relation binaire, notée � et définie par :

∀(u, v) ∈ RN × RN , (u � v ⇐⇒ ∀n ∈ N , un � vn)

Proposition 3.1.2.2 (RN,+,×) est un anneau commutatif et (RN,�) est un ensemble
partiellement ordonné.

Proposition 3.1.2.3 Plus généralement, si E est un ensemble quelconque, F(E,R)
est un anneau commutatif et un ensemble ordonné avec les opérations et la relation
suivantes :

• addition dans F(E,R) : pour f, g ∈ F(E,R), on définit f + g par :

E
f+g−→ R

x �−→ f(x) + g(x)

• multiplication interne dans F(E,R) : pour f, g ∈ F(E,R), on définit f × g
par :

E
fg−→ R

x �−→ f(x)× g(x)

• comparaison dans F(E,R) : pour f, g ∈ F(E,R), on définit f � g par :

∀x ∈ E , f(x) � g(x)
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Preuve :

Montrons que (F(E,R),+,×) est un anneau commutatif, c’est-à-dire :

1. (F(E,R),+) est un groupe abélien ;

2. × est associative, a un élément neutre et × est commutative ;

3. × est distributive par rapport à +.

• Montrons (1).

∗ Montrons que la loi + est associative.

Soient f, g, h ∈ F(E,R). Alors pour tout x ∈ E,

(f + (g + h))(x) = f(x) + (g + h)(x)

= f(x) + g(x) + h(x) (la loi + est associative)

= (f + g)(x) + h(x)

= ((f + g) + h)(x)

Ceci étant vrai pour tout x ∈ E, les applications sont égales :
f + (g + h) = (f + g) + h et + est associative.

∗ On note 0F(E,R) l’application constante égale à 0 : E
0F(E,R)−→ R

x �−→ 0
.

Alors 0F(E,R) est clairement neutre pour la loi +.

∗ Montrons enfin que tout élément possède un opposé.

Soit f ∈ F(E,R). Clairement, l’application :
E

g−→ R
x �−→ −f(x)

vérifie f + g = g + f = 0F(E,R).

∗ Enfin, il est clair que + est commutative puisque l’addition dans
R l’est.

• Montrons (2).

∗ × est associative : même preuve que pour l’addition puisque la
multiplication dans R est, elle aussi, associative.

∗ Notons 1F(E,R) l’application constante égale à 1 : E
1F(E,R)−→ R

x �−→ 1
.

Alors 1F(E,R) est clairement neutre pour la loi ×.

∗ × est commutative découle clairement du fait que la multiplica-
tion dans R est commutative.

• Montrons (3)
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Ceci découle du fait que la multiplication dans R est distributive par
rapport à l’addition dans R. En effet, soient f, g, h ∈ F(E,R), alors pour
tout x ∈ E, on a :

(f × (g + h))(x) = f(x)× ((g + h)(x))

= f(x)× (g(x) + h(x))

d’où

(f × (g + h))(x) = f(x)× g(x) + f(x)× h(x)

= (f × g)(x) + (f × h)(x)

= (f × g + f × h) (x)

Par suite, f × (g + h) = f × g + f × h et × est distributive à droite par
rapport à +. × étant commutative, elle est aussi distributive à gauche
par rapport à +.

• Montrons que (F(E,R),�) est un ensemble ordonné.

∗ Tout d’abord, il est clair que � est bien une relation binaire sur
F(E,R).

∗ Réflexivité :

soit f ∈ F(E,R). Alors pour tout x ∈ E, f(x) � f(x) donc
f � f et � est réflexive.

∗ Antisymétrie :

soient f, g ∈ F(E,R) telles que f � g et g � f . Alors pour tout
x ∈ E, f(x) � g(x) et g(x) � f(x). La relation � dans R est une
relation d’ordre donc pour tout x ∈ E, f(x) = g(x). Ceci est vrai
pour tout x dans E, donc les applications f et g sont égales. �
est antisymétrique.

∗ Transitivité :

soient f, g, h ∈ F(E,R) telles que f � g et g � h. Soit x ∈ E.
Alors f(x) � g(x) et g(x) � h(x). Or, la relation � sur R est
une relation d’ordre donc transitive : par suite, f(x) � h(x). Ceci
étant vrai pour tout x de E, on a f � h et � est transitive.

Ce qui prouve que (F(E,R),�) est un ensemble ordonné.

�
Remarques :

• (RN,+,×) n’est pas un anneau intègre (et donc n’est pas un corps) puisque :

∃u, v ∈ RN , u �= 0RN et v �= 0RN et u× v = 0RN
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Par exemple, si on définit les suites u et v par :{
pour tout entier n, u2n = 0 et u2n+1 = 1 ;
pour tout entier n, v2n = 1 et v2n+1 = 0.

Alors, ∀n ∈ N, un × vn = 0, c’est-à-dire u× v = 0 et pourtant, ni u, ni v ne sont
égales à la suite nulle.

• (RN,�) est partiellement ordonné, c’est-à-dire que l’ordre n’est pas total. En effet,
si on pose pour tout entier n ∈ N, un = n et vn = 1 alors :

∗ u0 < v0 donc v �� u ;

∗ de même, v2 < u2 donc u �� v.

Ceci prouve qu’il existe deux éléments de RN qu’on ne peut pas comparer pour la
relation d’ordre �.

• La relation � sur F(N,R) est compatible avec les lois + et × (comme pour les
nombres réels) :

∀u, v, w, q ∈ RN,

⎧⎨⎩
u � v
et
w � q

=⇒ u+w � v+q et

⎧⎨⎩
0 � u � v
et
0 � w � q

=⇒ u×w � v×q

• Si u ∈ RN, on peut aussi définir la suite |u| par la relation :

∀n ∈ N , |u|(n) = |un|

Il est alors clair que u est bornée si et seulement si |u| est majorée.

Proposition 3.1.2.4 L’ensemble (RN,+, ·) est un espace vectoriel, c’est-à-dire que
(RN,+) est un groupe abélien et la multiplication externe vérifie pour tout (λ, μ) ∈ R2

et pour tout (u, v) ∈ RN × RN :

(λ+μ) ·u = λ ·u+μ · v ; λ · (u+ v) = λ ·u+λ · v ; λ · (μ ·u) = (λ×μ) ·u ; 1R ·u = u

Preuve :

Ceci découle du fait que la multiplication dans R est associative, distribu-
tive par rapport à l’addition et que 1R est neutre pour la multiplication.
Je vous laisse vérifier ces propriétés par vous-même. La notion d’espace
vectoriel sera étudiée au chapitre 4 : il ne faut donc pas se focaliser sur
le vocabulaire pour le moment.

�
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Proposition 3.1.2.5 On note B(N,R) l’ensemble des suites réelles bornées. Alors
(B(N,R),+,×) est un sous-anneau de RN et est stable par combinaisons linéaires,
c’est-à-dire :

∀(u, v) ∈ B(N,R)2 , ∀(λ, μ) ∈ R2 , (λ · u+ μ · v) ∈ B(N,R)

Preuve :

• Montrons que B(N,R) est un sous-anneau de RN, c’est-à-dire :

(i) 1RN ∈ B(N,R) ;
(ii) ∀(u, v) ∈ B(N,R)2 , (u− v) ∈ B(N,R) ;
(iii) ∀(u, v) ∈ B(N,R)2 , (u× v) ∈ B(N,R).

La propriété (i) est évidente car par exemple, ∀n ∈ N , |1RN(n)| � 1.

Montrons (ii) et (iii).
Soient u = (un)n∈N et v = (vn)n∈N deux suites réelles bornées. Par défi-
nition, il existe M ∈ R+ et M ′ ∈ R+ tels que :

∀n ∈ N , |un| �M et ∀n ∈ N , |vn| �M ′

Alors, pour tout entier n ∈ N :

|(u− v)n| = |un − vn| � |un|+ |vn| �M +M ′

Ce qui prouve que u − v est bornée, c’est-à-dire (u − v) ∈ B(N,R). De
même, pour tout n ∈ N :

|(u× v)n| = |un × vn| = |un| × |vn| �M ×M ′

Ce qui prouve que u× v ∈ B(N,R).
• Montrons enfin que B(N,R) est stable par combinaisons linéaires.
En reprenant les mêmes notations que juste au-dessus et en fixant deux
constantes réelles λ et μ, on a :

∀n ∈ N , |(λ · u+ μ · v)n| = |λ× un + μ× vn|
� |λ| × |un|+ |μ| × |vn|
� |λ| ×M + |μ| ×M ′

Ce qui prouve que (λ · u+ μ · v) est bornée.

�
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Remarque : en clair, on retient que cette proposition dit simplement que la somme de
deux suites bornées est bornée et que le produit de deux suites bornées est encore une suite
bornée.

3.1.3 Suites extraites

Définition 3.1.3.1 Soit (un)n∈N ∈ RN une suite. On dit qu’une suite (vn)n∈N est une
suite extraite de (un)n∈N s’il existe une application ϕ : N −→ N strictement croissante
telle que :

∀n ∈ N , vn = uϕ(n)

Exemple 3.1.3.2 (important) Les exemples classiques sont les suites extraites des
termes d’indices pairs et impairs. Si ϕ(n) = 2n et ψ(n) = 2n + 1 pour tout entier n,
alors ϕ et ψ sont des applications strictement croissantes de N dans N et les suites (uϕ(n))
et (uψ(n)) sont donc des suites extraites de la suite (un)n∈N.

Exemple 3.1.3.3 La suite (u4n2)n∈N est une suite extraite de (un) mais aussi une suite
extraite de la suite (un2)n∈N.

Exemple 3.1.3.4 En revanche, (un!)n∈N n’est pas une suite extraite de (un)n∈N car l’ap-
plication n �−→ n! n’est pas strictement croissante de N dans N (0! = 1!). De même,
(u2E(n

2
))n∈N n’est pas une suite extraite de (un)n∈N car l’application n �−→ 2E(n

2
) n’est

pas strictement croissante.

Remarques : on verra un peu plus loin l’utilisation des suites extraites mais,

• c’est un outil important pour montrer qu’une suite n’a pas de limite (voir le pa-
ragraphe 3) ;

• on verra dans ce chapitre (paragraphe 4) que pour une suite réelle bornée, il
existe toujours au moins une suite extraite qui converge (théorème de Bolzano-
Weierstrass) ;

• plus généralement, c’est une notion fondamentale en analyse qui permet par exemple
de définir la notion de compacité (voir cours de mathématiques spéciales 1).

Proposition 3.1.3.5 Toute suite extraite d’une suite extraite de (un)n∈N est encore
une suite extraite de (un)n∈N.
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Preuve :

Soit (vn)n∈N une suite extraite de (un)n∈N et soit (wn)n∈N une suite ex-
traite de (vn)n∈N. Par définition, il existe ϕ : N −→ N strictement crois-
sante telle que :

∀n ∈ N , vn = uϕ(n)

De même, il existe ψ : N −→ N strictement croissante telle que :

∀n ∈ N , wn = vψ(n)

On a alors :

∀n ∈ N , wn = vψ(n) = uϕ(ψ(n)) = u(ϕ◦ψ)(n)

Par ailleurs, ϕ ◦ ψ est strictement croissante puisque c’est la composée
de deux applications strictement croissantes.

�

Remarque : ce qui est important, c’est de bien comprendre l’ordre de la composition.
C’est (uϕ◦ψ(n))n∈N qui est une suite extraite de (uϕ(n))n∈N !

3.2 Suites définies par une relation de récurrence

Proposition 3.2.0.1 Soient E un ensemble, a ∈ E et (fn)n∈N une famille d’appli-
cations de E dans E. Alors il existe une et une seule suite (un)n∈N d’éléments de E
vérifiant :

u0 = a et ∀n ∈ N , un+1 = fn(un)

Une telle suite (un)n∈N est appelée une suite récurrente d’ordre 1.

Preuve :

C’est évident. Pour le prouver formellement, il suffit de procéder par
récurrence. �

Remarque : de façon plus générale, on peut définir une suite récurrente d’ordre p (avec
p � 1) de la façon suivante. On se donne (fn)n∈N une famille d’applications de Ep dans
E et (a0, · · · , ap−1) ∈ Ep. Il existe une unique suite (un)n∈N d’éléments de E vérifiant :

∀k ∈ �0, p− 1� , uk = ak et ∀n ∈ N , un+p = fn(un, un+1, · · · , un+p−1)
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3.2.1 Suites arithmétiques et géométriques

Définition 3.2.1.1 On dit qu’une suite réelle ou complexe (un)n∈N est une suite :

• arithmétique s’il existe r ∈ C tel que ∀n ∈ N , un+1 = un + r. Le nombre r est
alors appelé la raison de la suite ;

• géométrique s’il existe q ∈ C tel que ∀n ∈ N , un+1 = qun. Le nombre q est
alors appelé la raison de la suite.

! Attention : pour montrer qu’une suite est géométrique, il ne faut pas calculer le

rapport
un+1

un
tant qu’on n’a pas démontré que un �= 0 !

On rappelle les expressions suivantes que vous devez impérativement connâıtre. Les dé-
monstrations sont laissées en exercice.

Proposition 3.2.1.2 Soit (un)n∈N une suite réelle ou complexe.

• Si (un)n∈N est arithmétique de raison r ∈ C, et p ∈ N, alors :

∀n ∈ N , un = up + (n− p)r

• Si (vn)n∈N est géométrique de raison q ∈ C� et p ∈ N, alors :

∀n ∈ N , vn = qn−pvp

Exemple 3.2.1.3 On considère la suite définie par u0 ∈]0,+∞[ et ∀n ∈ N , un+1 = u4n.

On démontre par récurrence immédiate que pour tout entier n, un > 0 et on pose alors
vn = ln(un). Soit n ∈ N ; on a :

vn+1 = ln(un+1) = 4 ln(un) = 4vn

Par conséquent, (vn)n∈N est une suite géométrique et pour tout entier n, vn = v0 × 4n.
Par suite,

∀n ∈ N , un = evn = u4
n

0
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Remarque : sur ce dernier exemple, on aurait aussi pu conjecturer 1 l’expression de un et
la démontrer par récurrence. Ceci étant dit, compte-tenu du temps nécessaire pour rédiger
une récurrence convenablement, il est plus rapide d’appliquer la méthode de l’exemple.

Exercice 3.2.1.4 On considère la suite (un)n∈N définie par son premier terme u0 ∈ R et
la relation de récurrence :

∀n ∈ N , un+1 = −2un + 3

1. Montrer qu’il existe un unique � ∈ R (que vous déterminerez) tel que la suite
(vn) = (un − �) soit géométrique.

2. En déduire l’expression de un en fonction de u0 et de n pour tout entier n ∈ N.

Exercice 3.2.1.5 On considère la suite (un)n∈N définie par u0 = 2, u1 = 5 et la relation
de récurrence :

∀n ∈ N , un+2 = 5un+1 − 6un

1. Montrer qu’il existe (au moins) deux valeurs distinctes �1 ∈ R et �2 ∈ R telles que
les suites (un+1 − �iun) (1 � i � 2) soient géométriques.

2. En déduire l’expression de un en fonction de n pour tout entier n ∈ N.

On reverra un peu plus loin une suite (un)n∈N de cette forme, on dispose directement de
l’expression de un sans avoir à utiliser cette méthode « artificielle ».

3.2.2 Notations Σ et Π

Définition 3.2.2.1 Soit (an)n∈N une suite de nombres réels ou complexes. On définit
alors respectivement :

Sn =
n∑
k=0

ak et Pn =
n∏
k=0

ak

par les relations de récurrences suivantes :{
S0 = a0
∀n ∈ N , Sn+1 = Sn + an+1

et

{
P0 = a0
∀n ∈ N , Pn+1 = an+1 × Pn

Remarque : concrètement, Sn = a0 + a1 + · · · + an et Pn = a0 × a1 × · · · × an. Mais
lorsqu’on rédige « proprement », on n’utilise pas les points de suspension ! Vous pouvez
faire le raisonnement au brouillon avec « · · · », mais dans une copie, on les remplace par
le symbole Σ (ou Π).

1. c’est-à-dire deviner ou émettre une hypothèse.
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Remarque importante : on peut de même définir une somme (ou un produit) à partir
d’un certain rang. Par exemple, si p ∈ N� est donné, la suite (S ′

n) définie par :

S ′
n =

n∑
k=p

ak est en réalité définie par :

⎧⎨⎩
∀n ∈ �0, p− 1� , S ′

n = 0
Sp = ap
∀n ∈ N , n � p =⇒ S ′

n+1 = an+1 + S ′
n

Proposition 3.2.2.2 Soient (an)n∈N et (bn)n∈N deux suites de nombres réels ou com-
plexes, λ ∈ K un scalaire et p ∈ N fixé. Alors, pour tout entier n � p :

n∑
k=p

λak = λ

n∑
k=p

ak et
n∑
k=p

(ak + bk) =
n∑
k=p

ak +
n∑
p=0

bk

De même,

n∏
k=p

(λak) = λn+1−p
n∏
k=p

ak et
n∏
k=p

(akbk) =
n∏
k=p

ak ×
n∏
k=p

bk

Preuve :

Montrons par exemple les propriétés du produit. On pose pour n ∈ N :

An =
n∏
k=p

ak ; Bn =
n∏
k=p

bk ; Pn =
n∏
k=p

(λak) ; Qn =
n∏
k=p

(ak × bk)

Montrons par récurrence sur n ∈ N (et n � p) que :

∀n � p , Pn = λn+1−pAn et Qn = An × Bn

Initialisation :

Pour n = p, on a par définition des produits : Qp = ap× bp = Ap×Bp et
Pp = (λap) = λ × ap = λAp = λp+1−pap. Ce qui montre que la propriété
est vraie au rang n = p.

Hérédité :

On suppose la propriété vraie au rang n � p : montrons qu’elle est vraie
au rang n+ 1. On a :

Pn+1 = (λan+1)× Pn = (λan+1)× λn+1−pAn = λ× λn+1−p × an+1 × An

d’où
Pn+1 = λn+2−p × An+1
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et de même,

Qn+1 = (an+1 × bn+1)×Qn = an+1 × bn+1 × An × Bn = An+1 × Bn+1

Ce qui montre que la propriété est vraie au rang n + 1 et achève la
récurrence. �

Remarque : on dit que l’opérateur somme est un opérateur linéaire (voir chapitre 4 pour
la définition d’une application linéaire).

Convention : on convient de poser :∑
i∈∅

ai = 0 et
∏
i∈∅

ai = 1

Remarque : en particulier, on définit n factoriel, noté n!, par n! =
n∏
k=1

k. Avec la conven-

tion précédente, on a donc 0! = 1.

Technique de changement d’indice : le principe est simple, l’addition et la multipli-
cation dans C sont commutatives. Par conséquent, on peut changer l’ordre des termes
dans une somme finie (ou un produit fini) sans modifier la valeur de la somme (ou du
produit). Concrètement, cela signifie qu’on peut effectuer des changements d’indices dans
les sommes, à condition que ces changements soient bijectifs (pour éviter d’oublier des
termes (surjectivité) ou d’en compter en double, triple... (injectivité)). Par ailleurs, la va-
riable « k » dans la somme est une variable « muette » : c’est-à-dire qu’on peut remplacer
« k » par n’importe quel symbole (qui n’est pas déjà utilisé). Donnons quelques exemples.

Exemple 3.2.2.3 Soit pour n ∈ N�, Sn =
n∑
k=1

k. Si on pose pour k ∈ �1, n�, i = n − k,

alors lorsque k varie entre 1 et n, i varie entre 0 et n−1. De plus, il est clair que k �−→ n−k
est une bijection de �1, n� dans �0, n− 1�. Par conséquent,

n∑
k=1

k =
n−1∑
i=0

(n− i) =
n−1∑
k=0

(n− k)

Dans la pratique, quand le changement d’indice est « simple », on fait simplement le
changement d’indice sans écrire toutes les explications.

Exercice 3.2.2.4 Prouver directement que
n∑
k=1

k =
n(n+ 1)

2
en faisant le changement

d’indice i = n− k.
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Exemple 3.2.2.5 De la même façon, on a pour tout entier n et tout réel x :

n∑
k=0

cos((k + 1)x) =
n+1∑
p=1

cos(px) =
n+1∑
k=1

cos(kx)

Il y a un cas particulier très important, celui des sommes télescopiques.

Proposition 3.2.2.6 Soit (an)n∈N une suite d’éléments de E ⊂ C. Alors pour tout
entier n,

n∑
k=0

(ak+1 − ak) = an+1 − a0

De telles sommes sont appelées des sommes (ou séries) télescopiques.

Preuve :

Soit n ∈ N. On a alors :

n∑
k=0

(ak+1 − ak) =
n∑
k=0

ak+1 −
n∑
k=0

ak (linéarité de la somme)

=
n+1∑
i=1

ai −
n∑
k=0

ak (changement d’indice i = k + 1)

=
n+1∑
k=1

ak −
n∑
k=0

ak (l’indice est une variable muette)

= an+1 +
n∑
k=1

ak −
n∑
k=1

ak − a0

= an+1 − a0
�

! Attention : on ne peut pas faire n’importe quel changement d’indice. Par exemple,

dans la somme
n∑
k=0

2k
2

, on ne peut pas poser i = k2 et obtenir
n2∑
i=0

2i. Pourquoi ?

Exercice 3.2.2.7 Calculer pour n � 1 la somme : Sn =
n∑
k=1

1

k(k + 1)
.

Exercice 3.2.2.8 Calculer pour n � 1 la somme : Sn =
n∑
k=0

cos

(
k +

1

2

)
en utilisant une

somme télescopique.
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On peut manipuler de la même façon les sommes finies avec deux indices. On peut re-
grouper ou permuter les termes de n’importe quelle manière tant qu’on ne rajoute pas de
terme et qu’on n’en supprime pas.

Exercice 3.2.2.9 Calculer pour n � 1 et x ∈ R, Tn =
∑

1�i,j�n
xi+j.

Proposition 3.2.2.10 Soit (un)n∈N une suite arithmétique de raison r. Alors pour
tout p, n ∈ N avec p � n :

n∑
k=p

uk = (n+ 1− p)× up + un
2

Soit (vn)n∈N une suite géométrique de raison q �= 1, alors pour tout p, n ∈ N tels que
p � n :

n∑
k=p

vk =
vp − vn+1

1− q

Preuve :

Avec les hypothèses de la proposition, on a :

2
n∑
k=p

uk =
n∑
k=p

(up + (k − p)r) +
n∑
k=p

(un + (k − n)r)

=
n∑
k=p

(up + un) + r

(
n∑
k=p

(k − p)−
n∑
k=p

(n− k)

)

= (n+ p− 1)× (up + un) + r

(
n−p∑
i=0

i−
n−p∑
j=0

j

)
= (n+ p− 1)× (up + un)

Par ailleurs,

(1− q)
n∑
k=p

vk =
n∑
k=p

vk −
n∑
k=p

qvk

=
n∑
k=p

vk −
n∑
k=p

vk+1

= vp − vn+1

(on reconnâıt une somme télescopique dans la dernière égalité). �
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Remarque : on peut retenir ces formules à l’aide des phrases suivantes :

• pour la somme des termes consécutifs d’une suite arithmétique : « moyenne du
premier et du dernier terme de la somme multiplié par le nombre de termes dans
la somme » ;

• pour la somme des termes consécutifs d’une suite géométrique : « premier terme
qui est dans la somme moins premier terme qui n’est pas dans la somme, le tout
divisé par 1 moins la raison ».

Cas particuliers usuels : avec les notations précédentes et toujours si q �= 1,

n∑
k=0

uk = (n+ 1)u0 +
n(n+ 1)

2
r et

n∑
k=0

qk =
1− qn+1

1− q

3.2.3 Suites récurrentes linéaires d’ordre 2 à coefficients constants

Dans tout ce paragraphe, a, b, c ∈ K et a �= 0 (où K = R ou K = C) et (dn)n∈N est une
suite donnée. On s’intéresse aux suites (un)n∈N vérifiant la relation :

(E) : ∀n ∈ N , aun+2 + bun+1 + cun = dn

On note tout comme pour les équations différentielles :

(EH) : ∀n ∈ N , aun+2 + bun+1 + cun = 0

Proposition 3.2.3.1 Soit S (respectivement SH) l’ensemble des suites vérifiant la re-
lation (E) (respectivement (EH)). Alors :

(i) SH est non vide et stable par combinaisons linéaires :

∀(un)n∈N, (vn)n∈N ∈ SH , ∀λ, μ ∈ K , (λun + μvn) ∈ SH

En particulier, SH est un groupe abélien.

(ii) Si (vn)n∈N est une solution de (E), alors S = {(vn + un) | (un)n∈N ∈ SH}.

Remarque : j’espère que vous remarquez l’analogie avec les équations différentielles li-
néaires du second ordre à coefficients constants. Si vous vous souvenez du cours sur les
équations différentielles, vous avez vu que ce théorème de structure des solutions est va-
lable pour toute équation « linéaire ».
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L’ensemble des solutions de l’équation homogène est toujours un « espace-vectoriel » et
l’ensemble des solutions de l’équation linéaire est soit vide, soit un « espace affine ». On
reverra tout cela en détails dans le chapitre suivant.

Preuve de la proposition :

• Montrons (i).
Il est clair que la suite constante égale à 0 est solution de (EH). Par suite,
SH �= ∅.
Par ailleurs, soient (un)n∈N, (vn)n∈N ∈ SH et λ, μ deux nombres dans K.
On considère la suite : (wn)n∈N = λ(un)n∈N + μ(vn)n∈N, c’est-à-dire la
suite définie par :

∀n ∈ N , wn = λun + μvn

Soit n ∈ N. Notons xn = awn+2 + bwn+1 + cwn. On a :

xn = a(λun+2 + μvn+2) + b(λun+1 + μvn+1) + c(λun + μvn)

= λ(aun+2 + bun+1 + cun) + μ(avn+2 + bvn+1 + cvn)

= λ× 0 + μ× 0 (car (un)n∈N, (vn)n∈N ∈ SH)
= 0

Par conséquent, (wn)n∈N ∈ SH .
• Montrons (ii).
Soit (vn)n∈N une solution de (E). Soit (xn)n∈N une suite quelconque de
nombres dans K. On note (zn)n∈N = (xn)n∈N − (vn)n∈N. Alors :

(xn)n∈N ∈ S ⇐⇒ ∀n ∈ N , axn+2 + bxn+1 + cxn = dn

⇐⇒ ∀n ∈ N , axn+2 + bxn+1 + cxn = avn+2 + bvn+1 + cvn

⇐⇒ ∀n ∈ N , azn+2 + bzn+1 + czn = 0

⇐⇒ (zn)n∈N ∈ SH
Ce qui prouve le second point.

�

Remarque : en clair, cela veut dire que pour déterminer les solutions de (E), on procède
comme pour les équations différentielles :

• on commence par résoudre l’équation homogène associée ;

• puis, on détermine une solution particulière ;

• enfin, les solutions s’obtiennent en prenant la solution particulière trouvée et en
lui ajoutant les solutions de (EH).

Il reste maintenant à déterminer les solutions de l’équation homogène associée.
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Lemme 3.2.3.2 L’application ϕ suivante :

SH ϕ−→ K2

(un) �−→ (u0, u1)

est une application linéaire et bijective. En particulier, ϕ est un isomorphisme de
groupes additifs.

Preuve :

• Montrons pour commencer que ϕ est linéaire.

Soient (un)n∈N, (vn)n∈N ∈ SH et λ, μ ∈ K. Alors :

ϕ (λ(un)n∈N + μ(vn)n∈N) = (λu0 + μv0, λu1 + μv1)

= λ(u0, u1) + μ(v0, v1)

= λϕ((un)n∈N) + μϕ((vn)n∈N)

Par conséquent, ϕ est une application linéaire.

• Montrons à présent que ϕ est bijective.

∗ Injectivité

Soient (un)n∈N, (vn)n∈N ∈ SH telles que ϕ((un)n∈N) = ϕ((vn)n∈N),
c’est-à-dire u0 = v0 et u1 = v1. On montre alors, de façon im-
médiate, par récurrence double que pour tout entier n, un = vn,
c’est-à-dire (un)n∈N = (vn)n∈N.
Ce qui prouve que ϕ est injective.

∗ Surjectivité

Soit (α, β) ∈ K2. On rappelle que par hypothèse, a �= 0.
On définit alors la suite (un)n∈N par :

u0 = α et u1 = β et ∀n ∈ N , un+2 = − b

a
un+1 − c

a
un

Il est clair que cette relation définit bien une suite (un)n∈N qui
vérifie la relation (EH), c’est-à-dire (un)n∈N ∈ SH et par construc-
tion,

ϕ((un)n∈N) = (α, β)

Ceci prouve que ϕ est surjective.

�
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Corollaire 3.2.3.3 L’ensemble S est toujours non vide et l’application ψ :

S ψ−→ K2

(un) �−→ (u0, u1)

est une application bijective.

Preuve :

• Pour commencer, on définit la suite (vn)n∈N par : v0 = v1 = 0 et pour
tout entier naturel n, vn+2 = − b

a
vn+1 − c

a
vn − 1

a
dn.

Il est clair que ceci définit bien une suite (vn)n∈N et que (vn)n∈N ∈ S. Par
suite, S �= ∅.

• Montrons à présent que ψ est bijective. Pour cela, soit (α, β) ∈ K2 :
on montre que l’équation ψ((un)n∈N) = (α, β) admet une unique solution
(un)n∈N ∈ S.
Soit (un)n∈N ∈ S. La suite (vn)n∈N précédente appartient à S : d’après
le théorème de structure des solutions, il existe (xn)n∈N ∈ SH telle que
(un)n∈N = (vn)n∈N + (xn)n∈N et on a alors :

ψ((un)n∈N) = (α, β) ⇐⇒ (x0, x1) = (α− v0, β − v1)

⇐⇒ ϕ((xn)n∈N) = (α− v0, β − v1)

⇐⇒ (xn)n∈N = ϕ−1(α− v0, β − v1)

⇐⇒ (un)n∈N = (vn)n∈N + ϕ−1(α− v0, β − v1)

prouvant ainsi que pour tout (α, β) ∈ K2, l’équation ψ((un)n∈N) = (α, β)
admet une unique solution dans S, c’est-à-dire que ψ est bijective.

�

! Attention : en revanche, l’application ψ n’est pas une application linéaire ou un
morphisme de groupes ! L’ensemble S n’est en général pas un groupe pour l’addition (sauf
si 0 ∈ S).
De façon analogue aux équations différentielles, on définit le polynôme caractéristique (ou
équation caractéristique).

Définition 3.2.3.4 L’équation P (z) = 0 avec P (z) = az2+bz+c est appelée équation
caractéristique associée à (E). P est appelé le polynôme caractéristique associé.
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On va maintenant déterminer explicitement les solutions de (EH). Pour éviter un problème
technique d’écriture des solutions dans un cas très particulier, on va éliminer le cas c = 0.
Lorsque c = 0, (EH) s’écrit aun+2 + bun+1 = 0 pour tout entier n ∈ N. On constate alors
que la suite (un+1)n∈N est géométrique de raison q = −b

a
. Il s’ensuit que pour n ∈ N,

un+1 = qnu1 et il n’y a aucune condition sur u0. On peut donc donner explicitement la
suite, sans avoir à utiliser le polynôme caractéristique.

Proposition 3.2.3.5 Pour tout a, b, c ∈ K avec a �= 0 et c �= 0. SH est un plan
vectoriel. Plus précisément,

• Si le polynôme P admet deux racines distinctes r1 et r2 (Δ �= 0), alors :
((rn1 )n∈N, (r

n
2 )n∈N) est une base de SH . Autrement dit,

(un) ∈ SH ⇐⇒ ∃!(λ, μ) ∈ K2 , ∀n ∈ N , un = λrn1 + μrn2

• Si P admet une racine double r0 �= 0, alors ((rn0 )n∈N, (nr
n
0 )n∈N) est une base de

SH . Autrement dit,

(un) ∈ SH ⇐⇒ ∃!(λ, μ) ∈ K2 , ∀n ∈ N , un = λrn0 + μnrn0

Preuve :

Tout d’abord, on commence par remarquer que si r est une racine de P ,
alors (rn)n∈N ∈ SH . En effet, pour tout entier n, on a :

arn+2 + brn+1 + crn = rn × P (r) = 0

• On suppose que P admet deux racines distinctes r1 et r2.

∗ Montrons ⇐=

D’après ce qui précède, (rn1 )n∈N ∈ SH et (rn2 )n∈N ∈ SH . Alors,
d’après la proposition 3.2.3.1 (la structure de l’ensemble SH), on
en déduit que pour tout (λ, μ) ∈ K2, λ(rn1 )n∈N + μ(rn2 )n∈N ∈ SH .

∗ Montrons l’implication directe.

Soit (un)n∈N ∈ SH . Le système suivant (d’inconnues λ et μ){
u0 = λ+ μ
u1 = λr1 + μr2

a pour déterminant r2−r1 �= 0 et admet donc une unique solution
(λ0, μ0)

1. Considérons alors la suite (vn)n∈N définie pour tout

1. si vous n’êtes plus familier avec le déterminant du système, vous pouvez résoudre explicitement.
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entier n par : vn = λ0r
n
1 + μ0r

n
2 . Alors d’une part, (vn)n∈N ∈ SH

(d’après l’implication réciproque déjà prouvée) et d’autre part :

ϕ((un)n∈N) = ϕ((vn)n∈N)

c’est-à-dire (un)n∈N = (vn)n∈N (puisque ϕ est injective). Ce qui
prouve l’implication directe.

• La démonstration pour le second cas est presque identique à quelques
différences près :

∗ si on pose pour n ∈ N, sn = nrn0 , alors pour tout entier n ∈ N :

asn+2 + bsn+1 + csn = (n+ 2)rn0ar
2
0 + (n+ 1)rn0 br0 + cnrn0

= nrn0 (ar
2
0 + br0 + c) + rn0 (2ar0 + b)

= nrn0P (r0) + rn0P
′(r0)

= 0

(car r0 est une racine double donc P (r0) = P ′(r0) = 0).

∗ Ensuite, pour (un)n∈N ∈ SH , le système (d’inconnues λ et μ)
devient : {

u0 = λ
u1 = λr0 + μr0

qui admet bien une unique solution (car r0 �= 0).

�

Exemple 3.2.3.6 On considère la suite (un)n∈N définie par u0 = 1, u1 = −2 et la relation
de récurrence :

∀n ∈ N , un+2 = 4un+1 − 4un

Le polynôme caractéristique associé est P = X2−4X+4. Ce polynôme admet une racine
double r = 2. On en déduit qu’il existe (λ, μ) ∈ R2 (qui est unique) tel que :

∀n ∈ N , un = (λn+ μ)× 2n

Or, u0 = 1 et u1 = −2 donc en remplaçant, on obtient μ = 1 et λ + μ = −1, c’est-à-dire
λ = −2. Par conséquent,

∀n ∈ N , un = (1− 2n)2n

Lorsqu’on cherche une « solution particulière », on peut utiliser les mêmes méthodes que
pour les équations différentielles lorsque le second membre est de la forme Q(n)rn avec Q
un polynôme et r une constante.
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Exemple 3.2.3.7 Déterminons l’ensemble S de toutes les suites réelles telles que :

∀n ∈ N , un+2 − 4un+1 + 4un = 2n + n3n

On vient de prouver que les solutions de l’équation homogène associée sont de la forme
((λn+ μ)2n)n∈N. Il reste donc à trouver une solution particulière.

• Pour la suite (n3n)n∈N, r = 3 n’est pas une racine du polynôme caractéristique.
On va donc chercher une solution sous la forme (vn)n∈N = ((αn + β)3n)n∈N avec
α, β deux réels. Soit n ∈ N.

vn+2 − 4vn+1 + 4vn = 3n (αn+ (6α + β))

Par suite,

∀n ∈ N , vn+2 − 4vn+1 + 4vn = n3n ⇐⇒ ∀n ∈ N , αn+ (6α + β) = n

⇐⇒
{
α = 1
β = −6

On en déduit qu’une solution particulière pour le second membre (n3n)n∈N est
définie par :

∀n ∈ N , vn = (n− 6)× 3n

• Pour la suite (2n)n∈N, r = 2 est une racine double du polynôme caractéristique.
On cherche donc une solution (wn)n∈N sous la forme (wn) = (γn22n) avec γ ∈ R.
Or, pour tout entier n,

wn+2 − 4wn+1 + 4wn = γ2n
(
4(n+ 2)2 − 8(n+ 1)2 + 4n2

)
= 8γ2n

Il s’ensuit qu’en choisissant γ = 1
8
, on obtient une solution particulière.

Ainsi, on en déduit que (un)n∈N ∈ S si et seulement si il existe (λ, μ) ∈ R2 tel que :

∀n ∈ N , un =
n2

8
2n + (n− 6)3n + (λn+ μ)2n

Exercice 3.2.3.8 Déterminer l’ensemble des suites réelles vérifiant :

∀n ∈ N , un+2 − 5un+1 + 6un = 1 + n+ 3n

Exercice 3.2.3.9 Déterminer la suite complexe vérifiant : u0 = u1 = 1 + i, et pour tout
entier n :

un+2 + (i− 5)un+1 + (8− 4i)un = 0
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Corollaire 3.2.3.10 On suppose cette fois que K = R, c’est-à-dire (a, b, c) ∈ R3 et
a �= 0. Si P n’a pas de racines réelles (c’est-à-dire Δ < 0), soit r1 ∈ C une racine
complexe de P . On écrit r1 = reiθ avec r > 0 et θ ∈ R. Alors :

(un)n∈N ∈ SH ⇐⇒ ∃!(A,B) ∈ R2 , ∀n ∈ N , un = rn (A cos(nθ) +B sin(nθ))

Preuve :

Si Δ < 0, alors, avec les notations du corollaire, P admet deux racines
complexes r1 et r1. On a donc d’après ce qui précède, en notant (A) la
propriété : (un)n∈N est solution de (EH) et (un)n∈N est une suite réelle,
on a :

(A) ⇐⇒
{ ∃!(λ, μ) ∈ C2 , ∀n ∈ N , un = λrn1 + μr1

n

∀n ∈ N , un = un

⇐⇒
{ ∃!(λ, μ) ∈ C2 , ∀n ∈ N , un = λrn1 + μr1

n

μ = λ

⇐⇒ ∃!λ ∈ C , ∀n ∈ N , un = λrn1 + λr1
n

⇐⇒ ∃!λ ∈ C , un = 2$e (λrneinθ)
⇐⇒ ∃!(A,B) ∈ R2 , ∀n ∈ N , un = rn (A cos(nθ) +B sin(nθ))

�

! Attention : il ne faut pas confondre ce résultat avec celui des équations différen-
tielles linéaires à coefficients constants ! Si le polynôme caractéristique P a un discriminant
strictement négatif et si r1 est une racine complexe du polynôme, alors en notant :

r1 = α + iβ = reiθ

• les solutions (réelles) de ay′′ + by′ + cy = 0 sont les fonctions définies sur R par :

∀t ∈ R , y(t) = eαt (A cos(βt) +B sin(βt)) avec (A,B) ∈ R2

• les solutions de ∀n ∈ N , aun+2 + bun+1 + cun = 0 sont les suites définies par :

∀n ∈ N , un = rn (A cos(nθ) +B sin(nθ)) avec (A,B) ∈ R2

Dans le premier cas, les solutions sont obtenues en prenant la forme algébrique de r1 et
dans le second, elles sont obtenues en prenant la forme exponentielle de r1.

Exercice 3.2.3.11 Déterminer la suite (un)n∈N vérifiant u0 = 1, u1 =
√
3− 1 et :

∀n ∈ N , un+2 + 2un+1 + 4un = 0
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3.3 Limite d’une suite

3.3.1 Convergence vers un réel � : définition et propriétés

Vous avez déjà appris de façon informelle la notion de limite. Pour une suite (un)n∈N, dire
que la limite de la suite est � signifie que « tous les termes de la suite deviennent aussi
proche que l’on veut de � à partir d’un certain rang ». Ceci signifie que la « distance »
entre un et � devient aussi petite que l’on veut. Or, dans R, la « distance » entre deux
nombres réels x et y est donnée par |x− y|. Le « aussi proche » que l’on veut signifie que
quel que soit l’écart (que l’on va noter ε) strictement positif, à partir d’un certain rang,
tous les termes vérifient |un − �| � ε. Ceci nous amène à poser une définition un peu plus
formelle de la limite.

Définition 3.3.1.1 Soit (un)n∈N une suite réelle et � ∈ R. On dit que (un)n∈N admet
� pour limite si :

∀ε > 0 , ∃N ∈ N , ∀n ∈ N , (n � N =⇒ |un − �| � ε )

Remarque importante : une autre écriture possible est :

(un)n∈N admet � pour limite ⇐⇒ ∀ε > 0 , ∃N ∈ N , ∀n � N , |un − �| � ε

On utilise souvent cette écriture qui sous-entend que n ∈ N, plutôt que la définition
précédente. Graphiquement, (un)n∈N admet � pour limite se traduit ainsi :

150



Chapitre 3 Suites de nombres réels ou complexes

Théorème 3.3.1.2 (Définition) On dit qu’une suite (un)n∈N est convergente (ou ad-
met une limite finie) s’il existe un réel � tel que (un)n∈N admet � pour limite.
Dans ce cas, le réel � est unique et est appelé la limite de la suite. On note alors
� = lim

n→+∞
un et on dit que la suite (un)n∈N converge vers �.

Preuve :

On suppose que (un)n∈N admet � ∈ R et �′ ∈ R pour limites. Montrons
que � = �′.

Soit ε > 0. Par hypothèse, (un)n∈N admet � pour limite donc, par défini-
tion : ∃n1 ∈ N , ∀n � n1 , |un − �| � ε

2

Soit un tel entier n1. De même, (un)n∈N admet �′ pour limite donc :

∃n2 ∈ N , ∀n � n2 , |un − �′| � ε

2

Soit un tel entier n2. On pose alors 1 N = max(n1, n2). Soit n � N ; alors
n � n1 et n � n2 et on a donc :

|�− �′| = |�− un + un − �′|
� |�− un|+ |un − �′|
� ε

Ainsi, on a montré que ∀ε > 0 , |�− �′| � ε, c’est-à-dire |�− �′| = 0, soit
encore � = �′.

�

Remarque : en fait, l’idée de la démonstration est très simple. Si (un)n∈N admet deux
limites � et �′ avec � � �′, alors pour tout ε > 0 :

1. on fait ce choix pour que les deux inégalités soient vérifiées.
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Exercice 3.3.1.3 Proposer une autre démonstration en raisonnant par l’absurde.

Exemple 3.3.1.4 Montrons que (un) =

(
1

n+ 1

)
converge vers 0, c’est-à-dire que :

∀ε > 0 , ∃n0 ∈ N , ∀n � n0 , |un| � ε

Soit ε > 0. Posons n0 = E

(
1

ε

)
. Alors n0 ∈ N et pour tout entier n � n0 :

n+ 1 � n0 + 1 � E(
1

ε
) + 1 >

1

ε
> 0

Par suite, 0 � 1

n+ 1
< ε et donc |un − 0| � ε. D’où lim

n→+∞
1

n
= 0.

Exemple 3.3.1.5 Montrons que lim
n→+∞

ln(1 +
1

n+ 1
) = 0. Soit ε > 0. On cherche un

entier n0 ∈ N tel que :

∀n � n0 , | ln(1 + 1

n+ 1
)− 0| � ε

Soit n ∈ N. Pour que l’inégalité précédente soit vérifiée, (il faut et) il suffit que :

ln(1 +
1

n+ 1
) � ε c’est-à-dire 1 +

1

n+ 1
� eε

soit encore 1
n+1

� eε−1. S’agissant de nombres strictement positifs, (il faut et) il suffit donc

que : n+ 1 � 1

eε − 1
. On pose alors n0 = E

(
1

eε − 1

)
. Alors n0 ∈ N et par construction,

∀n � n0 , | ln(1 + 1

n+ 1
)− 0| � ε

Ce qui prouve que lim
n→+∞

ln

(
1 +

1

n+ 1

)
= 0.

Remarques : dans la définition de la limite, pour ε > 0 fixé, il existe un entier n0 tel
que pour tout n � n0, |un − �| � ε. Il faut noter quatre points :

• tout d’abord, on devrait noter n0(ε) et non n0 car l’entier n0 dépend du choix de
ε. Par convention, on ne l’écrit pas (ce qui permet d’alléger les notations) mais
c’est une bonne habitude de bien réfléchir à la dépendance de n0 par rapport à
d’autres « variables » ;

• l’entier n0 n’est pas du tout unique ! En effet, si n0 convient, tout entier n1 � n0

convient aussi : ∀n � n1 , |un − �| � ε ;
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• dans le raisonnement précédent, remarquez bien qu’on ne cherche pas nécessai-
rement à trouver le “meilleur” n0 possible, c’est-à-dire le plus petit entier n0 qui
convient. C’est pour cela qu’on cherche une condition suffisante sur n0 et non une
condition nécessaire et suffisante ;

• enfin, pour la rédaction, il y a une différence importante entre l’écriture en langage
formel mathématique et l’écriture en français :

∗ ∀ε > 0 , ∃n0 ∈ N , ∀n � n0 , |un − �| � ε

∗ Soit ε > 0. Il existe n0 ∈ N tel que : ∀n � n0 , |un − �| � ε.

Dans le premier cas, ni ε > 0, ni n0 ne sont “fixés”. Dans le second cas, la phrase
en toutes lettres “il existe n0 ∈ N tel que” signifie en réalité “il existe et on choisit
un n0 ∈ N tel que”.

Remarque : il est parfois très difficile de prouver la convergence en utilisant la définition !
Par exemple pour la suite définie par u0 = 1 et un+1 = sin(un), on verra plus loin que
cette suite converge vers 0 mais il est quasi impossible de le prouver directement à partir
de la définition de la limite. C’est pour cette raison (mais pas que pour cette raison) qu’on
établira plus loin (paragraphe 4) des théorèmes d’existence de limite. Dans la pratique, ce
sont ces théorèmes qu’on utilisera pour prouver la convergence et pas la définition.

Remarque importante : on a de manière évidente pour x ∈ R :

∀ε > 0 , |x| � ε ⇐⇒ ∃k > 0 , ∀ε > 0 , |x| � k × ε

C’est pour cette raison que souvent, dans les démonstrations de convergence, quand on
prouvera par exemple que :

∀ε > 0 , ∃n0 ∈ N , ∀n � n0 , |un − �| � 2ε

on dira qu’on a prouvé la convergence.

Exercice 3.3.1.6 Montrer que lim
n→+∞

1

2n
= 0.

Exercice 3.3.1.7 Montrer que lim
n→+∞

n2 − n+ 1

n2 + n+ 1
= 1.

Proposition 3.3.1.8 Soient (un)n∈N une suite réelle et � ∈ R. Alors (un) converge
vers � si et seulement si la suite (un − �) converge vers 0.

Preuve :

C’est évident !
�
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Proposition 3.3.1.9 Toute suite convergente est bornée.

Preuve :

Soit (un)n∈N une suite convergente et soit � = lim
n→+∞

un.

Soit ε = 1 > 0. Par définition de la limite, il existe un entier n0 tel que :
∀n � n0 , |un− �| � 1. On pose alors m = max{|un| , n ∈ �0, n0�} (ou de
façon moins formelle m = max{|u0|, · · · , |un0 |}) etM = max{m, |�|+1}.
Montrons que pour tout entier n, |un| � M . Soit n ∈ N. On distingue
deux cas :

• si n < n0, alors par définition de m, |un| � m �M ;

• si n � n0, alors : |un| = |un− �+ �| � |un− �|+ |�| � |�|+1 �M .

Ce qui prouve que (un)n∈N est bornée.
�

! Attention : la réciproque est très fausse ! Une suite bornée n’est pas nécessaire-
ment convergente ! On verra plus loin que la suite ((−1)n)n∈N est une suite bornée qui ne
converge pas.

3.3.2 Convergence et signe

Proposition 3.3.2.1 Si (un)n∈N converge vers � > 0, alors (un)n∈N est minorée, à
partir d’un certain rang, par un réel strictement positif. En particulier, à partir d’un
certain rang, tous les termes de la suite sont strictement positifs.

Preuve :

On peut commencer par étudier la situation sur un dessin :
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Soit ε = �
2
> 0. La suite (un)n∈N converge vers � donc :

∃n0 ∈ N , ∀n � n0 , |un − �| � ε

On fixe un tel entier n0. On a alors pour tout entier n � n0 :

un � �− ε � �

2
> 0

Ainsi, à partir du rang n0, la suite (un)n�n0 est minorée par �
2
> 0.

�

Corollaire 3.3.2.2 Si (un)n∈N converge vers � < 0, alors (un)n∈N est majorée, à partir
d’un certain rang, par un réel strictement négatif. En particulier, à partir d’un certain
rang, tous les termes de la suite sont strictement négatifs.

Preuve :

On applique la proposition précédente à la suite −(un)n∈N.

�

! Attention : ces résultats sont très faux si � = 0 ! ! ! Si (un)n∈N converge vers 0, alors
on ne peut pas en déduire que un � 0 à partir d’un certain rang ou bien un � 0 à partir
d’un certain rang. Par exemple, la suite ( (−1)n

n+1
) converge vers 0 mais n’est jamais de signe

constant à partir d’un certain rang.

3.3.3 Divergence d’une suite

Définition 3.3.3.1 On dit qu’une suite est divergente si elle n’est pas convergente,
c’est-à-dire si elle vérifie :

∀� ∈ R , ∃ε > 0 , ∀N ∈ N , ∃n � N , |un − �| > ε

Pour les suites réelles, on va voir qu’en fait, il y a deux modes différents de divergence :
soit la suite tend vers l’infini (plus l’infini ou moins l’infini) soit elle n’a tout simplement
pas de limite. Il faudra d’ailleurs faire très attention au vocabulaire : une suite converge
signifie qu’elle admet une limite finie. Une suite admet une limite signifie que soit elle est
convergente, soit elle admet une limite infinie.
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3.3.3.a Divergence vers +∞ ou vers −∞

De façon informelle, (un) tend vers +∞ signifie que un devient aussi grand que l’on veut
à partir d’un certain rang. Autrement dit, si on se donne un réel A, à partir d’un certain
rang tous les termes de la suite sont plus grands que A. Ceci nous amène à poser les
définitions formelles suivantes.

Définition 3.3.3.2 On dit qu’une suite (un) admet +∞ pour limite (ou tend vers
+∞) si elle vérifie :

∀A ∈ R , ∃N ∈ N , ∀n � N , un � A

On note alors lim
n→+∞

un = +∞.

On dit qu’une suite (un)n∈N tend vers −∞ (ou qu’elle admet −∞ pour limite) si :

∀A ∈ R , ∃N ∈ N , ∀n � N , un � A

On note alors lim
n→+∞

un = −∞.

Exercice 3.3.3.3 Interpréter graphiquement ces définitions.

Exemple 3.3.3.4 La suite (un) = (n) tend vers +∞. En effet, soit A ∈ R. En posant
n0 = max(E(A)+ 1, 0), n0 ∈ N et pour tout entier n � n0, un = n � n0 � E(A)+ 1 � A.

Proposition 3.3.3.5 Une suite qui tend vers +∞ (ou −∞) est une suite divergente.
On dit aussi que (un) diverge vers +∞ (respectivement vers −∞).

Preuve :

Traitons le cas d’une suite qui tend vers +∞. On doit montrer que :

∀� ∈ R , ∃ε > 0 , ∀N ∈ N , ∃n � N , |un − �| > ε

Soit � ∈ R. Posons ε = 1 > 0 et A = �+ 2.
Par définition de lim

n→+∞
un = +∞, il existe un entier n0 tel que, pour

tout entier n � n0, un � �+ 2.
Alors pour tout entier N , n = max(n0, N) � N et |un − �| � 2 > ε. Ce
qui montre que (un)n∈N diverge.

�
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Proposition 3.3.3.6 Soit (un)n∈N une suite réelle. Alors :

(i) Si (un)n∈N diverge vers +∞, (un)n∈N est minorée mais n’est pas majorée ;

(ii) Si (un)n∈N diverge vers −∞, (un)n∈N est majorée mais n’est pas minorée.

Enfin, les deux réciproques sont fausses.

Preuve :

• (i) Soit (un)n∈N une suite qui diverge vers +∞. Pour commencer,

(un)n∈N n’est pas majorée ⇐⇒ � (∃M ∈ R , ∀n ∈ N , un �M)

⇐⇒ ∀M ∈ R , ∃n ∈ N , un > M

Soit M ∈ R. On applique la définition de la divergence vers +∞ avec
« A =M + 1 » :

∃n0 ∈ N , ∀n � n0 , un �M + 1 > M

Ce qui prouve que (un)n∈N n’est pas majorée. Par ailleurs, soit un entier
n0 vérifiant la propriété ci-dessus et soient K = min{un , n ∈ �0, n0�} et
m = min{K,M + 1}. Il est alors clair que m est un minorant de la suite
(un)n∈N.

• (ii) se déduit de (i) en considérant la suite −(un)n∈N.

• Pour les contre-exemples des réciproques :

∗ la suite définie par : ∀n ∈ N, vn = (1 + (−1)n)n est une suite
non majorée (puisque v2n = 4n pour tout entier n) mais qui ne
diverge pas vers +∞ puisque v2n+1 = 0 pour tout n ∈ N ;

∗ on peut prendre (wn)n∈N = −(vn)n∈N qui donne un exemple de
suite non minorée mais qui ne diverge pas vers −∞.

�

! Attention : retenez bien qu’une suite qui n’est pas majorée ne diverge pas forcément
vers +∞ ! C’est une erreur grave et malheureusement fréquente !

3.3.3.b Autres modes de divergence

Une suite qui diverge ne tend pas forcément vers +∞ ou −∞ : elle peut simplement ne
pas admettre de limite.
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Par exemple, considérons la suite (un)n∈N définie par un = (−1)n pour tout entier n.
Montrons que la suite (un)n∈N diverge, c’est-à-dire que :

∀� ∈ R , ∃ε > 0 , ∀N ∈ N , ∃n � N , |un − �| > ε

Soit � ∈ R. Posons ε =
1

2
et soit N ∈ N. Alors, il y a deux possibilités :

∗ soit |uN − �| > ε (et dans ce cas, il existe n = N � N tel que |un − �| > ε) ;

∗ ou bien |uN − �| � ε. Mais dans ce cas, on a :

|uN+1 − �| = |uN+1 − uN + uN − �| � |uN+1 − uN | − |uN − �| � 2− ε > ε

et dans ce cas, il existe n = N + 1 � N tel que |un − �| > ε.

Ce qui prouve que (un)n∈N diverge.

Remarque : on reverra un peu plus loin une méthode beaucoup plus simple pour prouver
la divergence de cette suite, utilisant les suites extraites.

3.3.4 Opérations sur les suites convergentes

3.3.4.a Espace vectoriel des suites convergeant vers 0

Proposition 3.3.4.1 L’ensemble S0 des suites qui convergent vers 0 est un espace
vectoriel : c’est un sous-espace vectoriel de l’ensemble des suites réelles. Autrement
dit, S0 n’est pas vide et est stable par combinaisons linéaires :

∀(un)n∈N, (vn)n∈N ∈ S0 , ∀λ, μ ∈ R , λ(un)n∈N + μ(vn)n∈N ∈ S0

Preuve :

Montrons que (S0,+, ·) est un sous espace vectoriel de (RN,+, ·).
• S0 est non vide car il contient la suite nulle qui converge bien
vers 0.

• Montrons que S0 est stable par combinaisons linéaires. Soient
u = (un)n∈N et v = (vn)n∈N deux suites qui convergent vers 0, et
soit λ ∈ R. Montrons que :

(i) (u+ v) converge vers 0 ;

(ii) (λ · u) converge vers 0.

Ceci nous permettra de conclure, d’après (ii), que si (λ, μ) ∈ R2,
alors λ ·u et μ ·v convergent vers 0 et donc d’après (i), la somme,
λ · u+ μ · v converge vers 0.
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(i) Convergence de u+ v vers 0.

Soit ε > 0. Alors :

∃n1 ∈ N , ∀n � n1 , |un| � ε

2
(convergence de u vers 0)

∃n2 ∈ N , ∀n � n2 , |vn| � ε

2
(convergence de v vers 0)

Soient n1 et n2 deux tels entiers. Alors, pour tout entier naturel
n � max(n1, n2), |un + vn| � |un|+ |vn| � ε.

D’où le résultat, c’est-à-dire (u+ v) ∈ S0.

(ii) Convergence de λ · u.
Si λ = 0, alors λ · u = 0 (suite nulle) et donc λ · u converge vers
0. On suppose à présent que λ �= 0. Soit ε > 0. Par définition de
la convergence, il existe un entier n1 ∈ N tel que :

∀n � n1 , |un| � ε

|λ| (convergence de u vers 0)

Alors, pour tout n � n1, |λun| = |λ| × |un| � ε, prouvant ainsi
que λ · u converge également vers 0.

�
Remarque : en fait, on a montré que toute suite convergente est bornée. On aurait donc
également pu montrer que S0 est un sous-espace vectoriel de B(N,R).

Proposition 3.3.4.2 Si (un)n∈N converge vers 0 et si (vn)n∈N est bornée, alors (unvn)
converge vers 0.

Preuve :

Par hypothèse, la suite (vn)n∈N est bornée. Soit M ∈ R+ tel que :

∀n ∈ N , |vn| �M

Soit ε > 0. (un)n∈N converge vers 0 donc il existe n0 ∈ N tel que :

∀n � n0 , |un| � ε

M + 1
Alors,

∀n � n0 , |unvn| = |un| × |vn| �M × ε

M + 1
� ε

Ce qui prouve que la suite (unvn)n∈N converge vers 0. �
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Exemple 3.3.4.3 Soit (un)n�1 définie par : ∀n � 1 , un =
sin(n)

n
.

On a pour tout entier n � 1, un =
1

n
× sin(n). Or, ( 1

n
)n�1 converge vers 0 et (sin(n))n�1

est bornée. Par conséquent, (un)n�1 converge vers 0.

Remarque : notez qu’ici la suite (sin(n))n∈N n’admet pas de limite (voir les exercices
pour une preuve rigoureuse) donc on ne peut pas appliquer les règles sur les produits de
limite (voir paragraphe suivant).

3.3.4.b Opérations algébriques sur les limites

Proposition 3.3.4.4 L’ensemble des suites convergentes est un sous-anneau de l’en-
semble des suites bornées et un sous-espace vectoriel. De plus, on a les règles suivantes :

Limite d’une somme

lim
n→+∞

un � � ou +∞ � ou −∞ +∞

lim
n→+∞

vn �′ +∞ −∞ −∞

lim
n→+∞

(un + vn) �+ �′ +∞ −∞ ? ? ?

Limite d’un produit

lim
n→+∞

un �
� > 0
ou +∞

� < 0
ou −∞

� > 0
ou +∞

� < 0
ou −∞ 0

lim
n→+∞

vn �′ +∞ +∞ −∞ −∞ ±∞

lim
n→+∞

(unvn) �× �′ +∞ −∞ −∞ +∞ ? ? ?
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Et enfin :

Limite de l’inverse d’une suite

lim
n→+∞

un � �= 0 � = 0 et un > 0 � = 0 et un < 0 ±∞

lim
n→+∞

1

un

1

�
+∞ −∞ 0

Limite d’un quotient

lim
n→+∞

un � � +∞ +∞ −∞ −∞

lim
n→+∞

vn �′ �= 0 ±∞ �′ > 0 �′ < 0 �′ > 0 �′ < 0

lim
n→+∞

un
vn

�

�′
0 +∞ −∞ −∞ +∞

et

lim
n→+∞

un ±∞ � > 0
ou +∞

� > 0
ou +∞

� < 0
ou −∞

� < 0
ou −∞ 0

lim
n→+∞

vn ±∞ 0+ 0− 0+ 0− 0

lim
n→+∞

un
vn

? ? ? +∞ −∞ −∞ +∞ ? ? ?

Dans ces tableaux, la notation ??? signifie qu’il s’agit d’une forme indéterminée, c’est-
à-dire qu’on ne peut pas conclure directement que la suite a (ou non) une limite.
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Preuve :

• Montrons pour commencer que si (un)n∈N converge vers � et (vn)n∈N
converge vers �′, où �, �′ ∈ R, alors (un)n∈N+(vn)n∈N converge vers �+ �′.

Soient (u′n) = (un − �) et (v′n) = (vn − �′). Par hypothèse, (u′n)n∈N et
(v′n)n∈N convergent vers 0. Or, on a montré que S0, l’ensemble des suites
qui convergent vers 0, est un espace vectoriel. Par suite, (u′n)n∈N+(v′n)n∈N
converge vers 0, ce qui équivaut à dire que (un)n∈N + (vn)n∈N converge
vers �+ �′.

• Montrons que si (un)n∈N diverge vers +∞ et (vn)n∈N converge vers �′,
alors (un)n∈N + (vn)n∈N diverge vers +∞.
Pour commencer, (vn)n∈N converge : par conséquent, (vn)n∈N est bornée.
Soit M ∈ R+ tel que |v| � M (relation entre suites). Par ailleurs, soit
A ∈ R. La suite (un)n∈N diverge vers +∞ donc :

∃n0 ∈ N , ∀n � n0 , un � A+M

On fixe un tel entier n0. On a alors :

∀n � n0 , un + vn � A+M −M � A

Ce qui prouve que (un)n∈N + (vn)n∈N diverge vers +∞.

• Montrons à présent que si (un)n∈N converge vers � ∈ R et (vn)n∈N
converge vers �′ ∈ R, alors (unvn)n∈N converge vers ��′. Pour cela, on
remarque que :

∀n ∈ N , unvn − ��′ = unvn − un�
′ + un�

′ − ��′ = un(vn − �′) + �′(un − �)

Par hypothèse, (vn − �′)n∈N converge vers 0 et puisque (un)n∈N converge,
(un)n∈N est bornée. Ainsi, (un)n∈N×(vn−�′)n∈N est le produit d’une suite
bornée et d’une suite qui converge vers 0 : d’après la dernière proposition,
cette suite converge vers 0.
De même, �′(un − �)n∈N converge vers 0. S0 étant un espace vectoriel,
(unvn − ��′)n∈N ∈ S0, c’est-à-dire (unvn)n∈N converge vers ��′.

• Montrons que si (un)n∈N diverge vers −∞ et (vn)n∈N converge vers
�′ < 0, alors (unvn)n∈N diverge vers +∞.
Tout d’abord, (vn)n∈N converge vers �′ < 0 : on a vu que dans ce cas, la
suite (vn)n∈N est majorée à partir d’un certain rang par un réel stricte-
ment négatif, c’est-à-dire :

∃n0 ∈ N , ∃M < 0 , ∀n � n0 , vn �M
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On fixe un tel entier n0 et un tel réelM < 0. Soit A > 0. La suite (un)n∈N
diverge vers −∞ : il existe un entier n1 tel que, ∀n � n1 , un � A

M
< 0.

On a alors :
∀n � max(n0, n1) , unvn � A

Ce qui prouve que (unvn) diverge vers +∞.

• Montrons enfin que si (un)n∈N converge vers � �= 0, alors ( 1
un
)n∈N

converge vers 1
�
.

Quitte à travailler avec (−un), on peut supposer que � > 0. La suite
(un)n∈N converge vers � > 0 : il existe un entier n0 et un réel M > 0 tels
que (un)n�n0 est minorée par M . On remarque alors que :

∀n � n0 ,
1

un
− 1

�
=

1

un�
× (�− un)

Or, pour tout entier n � n0, 0 � 1
�un

� 1
�M

, c’est-à-dire que la suite

( 1
�un

)n�n0 est bornée. De plus, (� − un)n�n0 converge vers 0. Par consé-

quent, leur produit converge vers 0, i.e. ( 1
un
)n�n0 converge vers 1

�
.

�

Remarque : la majeure partie des autres résultats de la proposition se déduisent des
propriétés qu’on a démontré (en remplaçant u par −u et/ou v par −v et en remarquant
que le quotient est le produit d’une suite et de l’inverse de l’autre).

Exercice 3.3.4.5 En fait, toutes les propriétés ne se déduisent pas de celles qu’on a
prouvées ! Lesquelles reste-t-il à prouver ? Prouver ces propriétés.

Exercice 3.3.4.6 Déterminer les limites des suites suivantes :

un =
n2 + 3n− 1

n2 − 3n+ 1732
; vn =

√
n+ 1− √

n

wn =
lnn

nα
où α ∈ R est fixé ; zn = 2n

2 − π3n

an =
cos(n)

n
+ en sin(e−n) ; bn = n2 ln(cos(

1

n
))

On pourra utiliser les équivalents des fonctions usuelles pour faire apparâıtre des limites
que l’on sait calculer.
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3.3.5 Compatibilité du passage à la limite avec la relation d’ordre

Proposition 3.3.5.1 Soient (un)n∈N et (vn)n∈N deux suites réelles telles que, à partir
d’un certain rang n0 ∈ N, un � vn (pour n � n0).

(i) Si lim
n→+∞

un et lim
n→+∞

vn existent dans R, alors lim
n→+∞

un � lim
n→+∞

vn

(on dit que les inégalités au sens large passent à la limite).

(ii) Si lim
n→+∞

un = +∞, alors lim
n→+∞

vn = +∞.

(iii) Si lim
n→+∞

vn = −∞, alors lim
n→+∞

un = −∞.

Preuve :

• On commence par (ii).
On suppose que lim

n→+∞
un = +∞ et on montre que lim

n→+∞
vn = +∞.

Soit A ∈ R. Par définition de la divergence vers +∞ :

∃n1 ∈ N , ∀n � n1 , un � A

Soit un tel entier n1. Par ailleurs, par hypothèse, ∀n � n0 , un � vn.
Posons N = max(n0, n1). On a alors :

∀n � N , vn � un � A

D’où (ii).

• (iii) s’obtient en appliquant (ii) aux suites (−vn) et (−un).

• Enfin, montrons (i). Pour commencer, on remarque que :

∗ si lim
n→+∞

un = −∞ ou si lim
n→+∞

vn = +∞, il n’y a rien à prouver ;

∗ si lim
n→+∞

un = +∞ ou lim
n→+∞

vn = −∞, on applique (ii) ou (iii).

Il reste donc le cas où lim
n→+∞

un = � ∈ R et lim
n→+∞

vn = �′ ∈ R.

Soit ε > 0. La suite (un)n∈N converge vers � donc :

∃n1 ∈ N , ∀n � n1 , �− ε � un � �+ ε

Soit un tel entier n1. De même, il existe un entier n2 tel que :

∀n � n2 , �′ − ε � vn � �′ + ε
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Par ailleurs, par hypothèse, ∀n � n0 , un � vn. Soit n = max(n0, n1, n2).
On a alors :

�− ε � un � vn � �′ + ε par suite � � �′ + 2ε

Ainsi, on a montré que : ∀ε > 0 , � � �′ + 2ε. Par conséquent, � � �′.

�

Exemple 3.3.5.2 On considère la suite définie par : ∀n ∈ N , un = n+sin(n). Pour tout
entier n ∈ N, un � n− 1 et lim

n→+∞
(n− 1) = +∞. Par conséquent, lim

n→+∞
un = +∞.

Remarque : dans l’exemple précédent, on pouvait aussi simplement factoriser par n et
montrer que (un) = (n) × (vn) avec lim

n→+∞
vn = 1. On conclut alors en utilisant les

opérations algébriques sur les limites.

! Attention : le passage à la limite conserve les inégalités larges, mais pas les inégalités
strictes ! {

(un) et (vn) convergent
∀n ∈ N , un < vn

=⇒× lim
n→+∞

un < lim
n→+∞

vn

En particulier, voici une erreur grave (et classique) qu’il faut absolument éviter :{
(un)n∈N converge vers �
∀n ∈ N , 0 < un < 1

=⇒× 0 < � < 1

Exercice 3.3.5.3 Donner un exemple très simple de suite (un)n∈N qui converge vers � = 0
avec ∀n ∈ N , un > 0.

Corollaire 3.3.5.4 Soient (un)n∈N et (vn)n∈N deux suites. Si lim
n→+∞

un = +∞ et si

(vn)n∈N est minorée, alors lim
n→+∞

(un + vn) = +∞.

Preuve :

C’est une conséquence immédiate du théorème précédent. En effet, si
m ∈ R est un minorant de la suite (vn)n∈N, alors pour tout entier n,
un + vn � un +m. Et d’après les opérations algébriques sur les limites,
lim

n→+∞
(un +m) = +∞.

�
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Théorème 3.3.5.5 (Théorème des gendarmes) Soient (un), (vn) et (wn) trois
suites réelles. On suppose que :

(i) il existe n0 ∈ N tel que : ∀n � n0 , un � vn � wn ;

(ii) (un)n∈N et (wn)n∈N convergent vers la même limite �.

Alors (vn)n∈N converge et lim
n→+∞

vn = lim
n→+∞

un = lim
n→+∞

wn = �.

Preuve :

On écrit les définitions formelles de la limite. Soit ε > 0. Puisque (un)n∈N
et (wn)n∈N convergent vers �, il existe deux entiers n1 et n2 tels que :

∀n � n1 , |un − �| � ε et ∀n � n2 , |wn − �| � ε

Posons alors N = max(n0, n1, n2). Alors pour tout entier n � N , on a :

�− ε � un � vn � wn � �+ ε

et par conséquent, |vn − �| � ε. Ce qui prouve que (vn)n∈N converge et
lim

n→+∞
vn = �.

�

Exercice 3.3.5.6 Un étudiant propose la démonstration suivante, beaucoup plus simple :

« Puisque un � vn � wn et le passage à la limite est compatible avec la relation d’ordre,
lim

n→+∞
un � lim

n→+∞
vn � lim

n→+∞
wn. Or, lim

n→+∞
un = lim

n→+∞
wn = � donc lim

n→+∞
vn = �,

c’est-à-dire (vn)n∈N converge et sa limite est � ».
Quelle est l’erreur dans ce raisonnement ?

Exemple 3.3.5.7 On considère la suite (vn) définie par : ∀n ∈ N� , vn =
E(ln(n))

ln(2n+ 1)
.

On souhaite montrer que (vn) converge et déterminer sa limite.

Ici, le terme qui pose « problème » est le terme en partie entière (que l’on ne peut calculer
explicitement). On va donc donner un encadrement de la suite (vn). D’après les propriétés
de la partie entière,

∀n ∈ N� , ln(n)− 1 � E(ln(n)) � ln(n)

Par conséquent, pour tout entier n � 1,

ln(n)− 1

ln(2n+ 1)
� vn � ln(n)

ln(2n+ 1)
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Or, pour n ∈ N et n � 2,

ln(2n+ 1)

ln(n)
=

ln(n) + ln(2 + 1
n
)

ln(n)
= 1 +

ln(2 + 1
n
)

ln(n)

Il s’ensuit que lim
n→+∞

ln(2n+ 1)

ln(n)
= 1 (opérations algébriques sur les limites) et donc

lim
n→+∞

ln(n)

ln(2n+ 1)
= 1. De même, lim

n→+∞
ln(n)− 1

ln(2n+ 1)
= 1.

D’après le théorème des gendarmes, la suite (vn) converge et lim
n→+∞

vn = 1.

Le théorème des gendarmes est particulièrement efficace lorsqu’on ne peut pas déterminer
une expression explicite de vn en fonction de n mais qu’on sait encadrer vn par des termes
du même ordre de grandeur 2.

Exemple 3.3.5.8 On considère la suite (vn) définie pour tout entier n � 1 par :

vn =

∫ 2nπ+π
4

2nπ

x ln(x)

cos2(x)
dx

Pour commencer, on peut noter que la suite (vn) est bien définie car x �−→ x ln(x)

cos2(x)
est

continue sur le segment [2nπ, 2nπ + π
4
] pour n ∈ N�.

Dans cet exemple, on ne connâıt pas de primitive de cette fonction et on ne peut donc
pas calculer explicitement la valeur de cette intégrale. En revanche, pour n ∈ N�, on a :

∀x ∈ [2nπ, 2nπ +
π

4
] ,

2nπ ln(2nπ)

cos2(x)
� x ln(x)

cos2(x)
�

(2nπ + π
4
) ln(2nπ + π

4
)

cos2(x)

D’après les propriétés de l’intégrale, on a donc :∫ 2nπ+π
4

2nπ

2nπ ln(2nπ)

cos2(x)
dx �

∫ 2nπ+π
4

2nπ

x ln(x)

cos2(x)
dx �

∫ 2nπ+π
4

2nπ

(2nπ + π
4
) ln(2nπ + π

4
)

cos2(x)
dx

soit encore :

2nπ ln(2nπ)
[
tan(x)

]2nπ+π
4

2nπ
� vn � (2nπ +

π

4
) ln(2nπ +

π

4
)
[
tan(x)

]2nπ+π
4

2nπ

c’est-à-dire

2nπ ln(2nπ) � vn � (2nπ +
π

4
) ln(2nπ +

π

4
)

2. voir paragraphe 5 : relations de comparaison pour les suites.
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On en déduit alors que pour tout entier n � 2,

2nπ ln(n)

(
1 +

ln(2π)

ln(n)

)
� vn � 2nπ ln(n)

(
1 +

1

8n

)(
1 +

ln(2π + π
4n
)

ln(n)

)
Or, le calcul direct montre que :

lim
n→+∞

1 +
ln(2π)

ln(n)
= 1

et par continuité 3 de ln au point 2π,

lim
n→+∞

(
1 +

1

8n

)(
1 +

ln(2π + π
4n
)

ln(n)

)
= 1

D’après le théorème des gendarmes, la suite

(
vn

2nπ ln(n)

)
converge et sa limite vaut 1.

Ainsi, on a prouvé que lim
n→+∞

vn
2nπ ln(n)

= 1 (c’est-à-dire vn ∼
n→+∞

2nπ ln(n), mais la notion

d’équivalent pour les suites n’a pas encore été abordée).

Remarque : le théorème des gendarmes sera beaucoup utilisé dans les problèmes de re-
cherche d’équivalents. On le reverra dans ce chapitre pour les suites définies implicitement,
pour les sommes partielles d’une série à termes positifs divergente et aussi dans le cours
de mathématiques spéciales, pour les recherches d’équivalents de série de fonctions ou
d’intégrales à paramètre.

Corollaire 3.3.5.9 Si |un − �| � αn à partir d’un certain rang avec lim
n→+∞

αn = 0,

alors (un)n∈N converge vers �.

Preuve :

Soit n ∈ N. |un− �| � αn équivaut à −αn � un− � � αn puis on applique
le théorème des gendarmes. �

Exercice 3.3.5.10 Proposer une démonstration directe de ce corollaire, sans utiliser le
théorème des gendarmes.

Exercice 3.3.5.11 Quel autre théorème ou propriété ce corollaire permet-il de retrouver
directement ?

Exercice 3.3.5.12 Déterminer la limite de la suite un =
ln(n) + 5 cos(n)

n
.

3. voir le chapitre 6, paragraphe 6.2.5 : caractérisation séquentielle de la continuité.
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3.3.6 Convergence et suites extraites

Commençons ce paragraphe par un lemme technique mais utile pour la suite.

Lemme 3.3.6.1 Soit ϕ : N −→ N strictement croissante. Alors : ∀n ∈ N , ϕ(n) � n.

Preuve :

On montre le résultat par récurrence sur n.

Initialisation :
Par définition, ϕ(0) ∈ N donc ϕ(0) � 0 : la propriété est vraie au rang 0.

Hérédité :

On suppose que la propriété est vraie au rang n ∈ N : montrons qu’elle
est vraie au rang n + 1. n + 1 > n et ϕ est strictement croissante : par
conséquent, ϕ(n + 1) > ϕ(n) � n (d’après l’hypothèse de récurrence).
Ainsi, ϕ(n+ 1) > n et ϕ(n+ 1) ∈ N : il s’ensuit que ϕ(n+ 1) � n+ 1.
Ce qui montre que la propriété est vraie au rang n + 1 et achève la
récurrence. �

Proposition 3.3.6.2 Soit (un)n∈N une suite qui converge vers � ∈ R. Alors toute suite
extraite de (un)n∈N converge aussi vers �.

Preuve :

Soit (vn)n∈N une suite extraite de (un)n∈N. Par définition, il existe une
application ϕ : N −→ N strictement croissante telle que :

∀n ∈ N , vn = uϕ(n)

Montrons que (vn)n∈N converge vers �. Soit ε > 0. On sait que (un)n∈N
converge vers �. Il existe donc un entier n0 tel que :

∀n � n0 , |un − �| � ε

D’après le lemme précédent, si n � n0, alors ϕ(n) � n � n0 et donc :

∀n � n0 , |uϕ(n) − �| � ε

Ce qui prouve que la suite (vn)n∈N converge aussi vers �.

�

169
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Remarque : la proposition précédente se généralise aux suites qui admettent une limite

dans R (c’est-à-dire une limite finie ou infinie).

Exercice 3.3.6.3 Prouver la remarque ! Autrement dit, montrer que si lim
n→+∞

un = +∞,

alors toute suite extraite de (un)n∈N diverge vers +∞.

Corollaire 3.3.6.4 Soit (un)n∈N une suite réelle. S’il existe deux suites extraites de
(un)n∈N qui admettent des limites différentes, alors la suite (un)n∈N diverge (et n’admet
pas de limite).

Preuve :

On suppose qu’il existe deux applications ϕ et ψ strictement croissantes
de N dans N telles que (uϕ(n)) et (uψ(n)) admettent des limites �1 et �2
respectivement, avec �1 �= �2 (et �1 et �2 sont dans R). Montrons que
(un)n∈N n’a pas de limite en raisonnant par l’absurde. Si (un)n∈N admet
une limite � (finie ou infinie), alors d’après la proposition précédente (et
la remarque), (uϕ(n)) et (uψ(n)) admettent également � pour limite. Par
unicité de la limite, �1 = � = �2, ce qui est absurde.

�

� Méthode :

Pour prouver la divergence d’une suite (un)n∈N, il suffit :

— de prouver que (un)n∈N n’est pas bornée ou qu’il existe
une suite extraite non bornée ;

— ou d’exhiber, c’est-à-dire de donner, deux suites extraites
de (un)n∈N qui convergent vers des limites différentes.

Exemple 3.3.6.5 Reprenons l’exemple de la suite donnée par un = (−1)n pour tout
entier n. La suite extraite (u2n) converge vers 1 (c’est la suite constante égale à 1) et la
suite extraite (u2n+1) converge vers −1. Par conséquent, il existe deux suites extraites de
(un)n∈N qui ont des limites distinctes : (un)n∈N est divergente.

Exemple 3.3.6.6 Soit (un) définie par : ∀n ∈ N� , un =
n∑
k=1

1

k
. Pour tout entier n � 1 :

u2n − un =
1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ · · ·+ 1

2n
� n× 1

2n
=

1

2
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Si la suite (un) converge, alors (u2n) converge aussi et lim
n→+∞

u2n = lim
n→+∞

un. Mais alors,

(u2n−un) converge vers 0 alors que pour tout n � 1, u2n−un � 1
2
. C’est absurde et donc

la suite (un) diverge.

Remarques : dans l’exemple précédent,

• on pouvait aussi montrer par récurrence que : ∀n � 1 , u2n � 1 + n
2
. Par consé-

quent, (un) n’est pas majorée, donc n’est pas bornée et par suite, n’est pas conver-
gente ;

• on verra un peu plus loin (théorème de la limite monotone) que puisque (un) est
croissante et ne converge pas, nécessairement lim

n→+∞
un = +∞ ;

• on verra aussi un peu plus loin (paragraphes 3.4.2 et 3.5.4) comment trouver un
équivalent de un ;

• enfin, la suite (un)n�1 est souvent notée (Hn) et s’appelle la série harmonique.

À propos des suites extraites des termes pairs et impairs, la proposition suivante est
souvent utile.

Proposition 3.3.6.7 Soit (un)n∈N une suite de nombres réels. On suppose que les
suites (u2n) et (u2n+1) convergent vers la même limite �. Alors, la suite (un)n∈N est
convergente de limite �.

Preuve :

« Moralement » c’est évident car les termes d’indices pairs sont aussi
proche que l’on veut de � tout comme les termes d’indices impairs. For-
mellement, soit ε > 0. Puisque (u2n) et (u2n+1) convergent vers �, il existe
deux entiers naturels n1 et n2 tels que :

∀n � n1 , |u2n − �| � ε et ∀n � n2 , |u2n+1 − �| � ε

Posons alors n0 = max(2n1, 2n2 + 1). Soit n ∈ N tel que n � n0.

• Si n est pair, alors il existe k ∈ N tel que n = 2k et par hypothèse,
2k = n � n0 � 2n1, c’est-à-dire k � n1. Alors, d’après la relation
ci-dessus, |u2k − �| � ε, c’est-à-dire |un − �| � ε.

• On montre de même que si n est impair, alors |un − �| � ε.

Ainsi, pour tout entier n � n0, |un − �| � ε. Ce qui prouve que (un)n∈N
converge vers �.

�
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! Attention : il ne faut pas oublier que dans cette proposition, on suppose que (u2n)
et (u2n+1) convergent et ont la même limite ! On peut très bien avoir (u2n) et (u2n+1) qui
convergent bien que (un) soit divergente ! C’est le cas par exemple pour la suite ((−1)n).

Exercice 3.3.6.8 Soit (un) une suite réelle. On suppose que (u3n), (u3n+1) et (u3n+2)
convergent.

1. Montrer que si ces trois suites extraites ont la même limite, alors (un) converge.

2. Montrer à l’aide d’un contre-exemple que la suite (un) n’est pas nécessairement
convergente.

Exercice 3.3.6.9 Comment peut-on généraliser la proposition ou le résultat de l’exercice
précédent ?

Remarque : terminons cette partie sur le lien entre la convergence d’une suite et de
suites extraites par quelques petites remarques :

• il est possible qu’une suite n’ait aucune suite extraite convergente. Par exemple,
si (un) diverge vers +∞, alors toute suite extraite de (un) diverge (vers +∞) ;

• même si la suite (un) n’a pas de limite, il est possible qu’aucune suite extraite de
(un) converge. Par exemple, la suite (un) définie par : ∀n ∈ N , un = (−1)n × n.
Cette suite n’a pas de limite (car (u2n) et (u2n+1) ont des limites différentes) et
une suite extraite de (un) est soit divergente (sans limite), soit divergente de limite
+∞ (c’est le cas lorsque l’extraction ϕ ne prend que des valeurs paires à partir
d’un certain rang), soit divergente de limite −∞ (c’est le cas lorsque l’extraction
ϕ ne prend que des valeurs impaires à partir d’un certain rang) ;

• on verra un peu plus loin qu’une suite réelle admet toujours au moins une suite
extraite qui a une limite : soit la suite (un) n’est pas majorée et on montre alors
qu’il existe une suite extraite qui tend vers +∞ (voir les exercices à la fin du
chapitre), soit (un) n’est pas minorée et on montre qu’il existe une suite extraite
qui tend vers −∞ ou bien (un) est bornée et il existe une suite extraite qui converge
(théorème de Bolzano-Weierstrass, voir paragraphe 3.4.4) ;

• une suite (un) peut avoir des suites extraites qui convergent vers des valeurs diffé-
rentes. Il peut y avoir un nombre fini arbitraire (c’est-à-dire aussi grand que l’on
veut) de limites différentes, ou même une infinité. Par exemple,

∗ si p ∈ N� est fixé, pour la suite (un) définie par : ∀n ∈ N , un = cos
(
nπ
p

)
,

les suites (u2np+r)n∈N pour r ∈ �0, 2p − 1� convergent (chacune est constante
égale à �r = cos( rπ

p
)). Les valeurs de �r pour 0 � r � p sont deux à deux

distinctes (et on peut montrer que ce sont les seules limites possibles pour une
suite extraite convergente) ;

∗ pour la suite (un) = (cos(n)), on a vu dans l’exercice 2.4.8.3, que tout élément
de [−1, 1] est la limite d’une suite extraite.
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3.3.7 Caractérisation de la densité par les suites

Théorème 3.3.7.1 Soit A une partie de R. Alors les énoncés suivants sont équiva-
lents :

(i) A est dense dans R ;

(ii) tout nombre réel est limite d’une suite d’éléments de A, c’est-à-dire

∀x ∈ R , ∃(an) ∈ AN , lim
n→+∞

an = x

On dit que (ii) est la caractérisation séquentielle (ou par les suites) de la densité.

Preuve :

• (i) =⇒ (ii)

On suppose que A est dense dans R.

Soit x ∈ R. Par définition de la densité de A dans R, pour tout entier
n ∈ N, ]x − 1

n+1
, x + 1

n+1
[∩A �= ∅ : soit an ∈]x − 1

n+1
, x + 1

n+1
[∩A. Ceci

définit une suite (an)n∈N d’éléments de A qui vérifie :

∀n ∈ N , |x− an| � 1

n+ 1

D’après le théorème des gendarmes, lim
n→+∞

an = x , prouvant ainsi (ii).

• (ii) =⇒ (i)

On suppose (ii). Montrons que A est dense dans R. Soient a et b deux
réels tels que a < b. Posons x = a+b

2
. D’après (ii), il existe une suite

(an)n∈N ∈ AN telle que lim
n→+∞

an = x.

Soit ε = b−a
4
. Par définition de la convergence, il existe un entier n0 tel

que :
∀n � n0 , |an − x| � ε

On a alors :

a <
a+ b

2
− b− a

4
� an0 �

a+ b

2
+
b− a

4
< b

Par suite, an0 ∈ A∩]a, b[ et donc A∩]a, b[ �= ∅. Ce qui prouve que A est
dense dans R.

�
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Remarque : en utilisant cette caractérisation, on a vu qu’il est assez simple de prouver
que Q et R \Q sont denses dans R.

Exercice 3.3.7.2 Montrer que l’ensemble D2 = { p
2n

, (n, p) ∈ N× Z} est dense dans R.

3.4 Théorèmes d’existence de limite

3.4.1 Théorèmes de convergence et de divergence monotone

Théorème 3.4.1.1 Soit (un)n∈N une suite croissante. Alors, on a les équivalences
suivantes :

(un)n∈N converge ⇐⇒ (un)n∈N est majorée

lim
n→+∞

un = +∞ ⇐⇒ (un)n∈N n’est pas majorée

De plus, si (un)n∈N converge, alors lim
n→+∞

un = sup{un , n ∈ N} = sup
n∈N

un.

De façon analogue, si (vn)n∈N est décroissante, alors :

(vn)n∈N converge ⇐⇒ (vn)n∈N est minorée

lim
n→+∞

vn = −∞ ⇐⇒ (vn)n∈N n’est pas minorée

De plus, si (vn)n∈N converge, alors lim
n→+∞

vn = inf{vn , n ∈ N} = inf
n∈N

vn.

Preuve :

Tout d’abord, on constate qu’il suffit de traiter le cas où (un)n∈N est
croissante (on déduit alors le résultat pour une suite décroissante en in-
troduisant (−vn)).
Par ailleurs, les deux implications directes =⇒ sont évidentes. Il reste
donc uniquement à prouver les deux implications réciproques.

• On suppose que (un)n∈N est majorée.

Dans ce cas, A = {un , n ∈ N} est une partie non vide et majorée de
R : elle admet donc une borne supérieure. Soit � = supA. Montrons que
(un)n∈N converge vers �.
Soit ε > 0. D’après la caractérisation de la borne supérieure dans R, il
existe a ∈ A tel que : � − ε < a � �. Par définition de l’ensemble A, il
existe un entier n0 tel que a = un0 .
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On a alors pour tout entier n � n0 :

un0 � un (puisque (un)n∈N est croissante)

et
un � � (puisque un ∈ A et � = supA)

Par conséquent,
∀n � n0 , �− ε � un0 � un � �

Ce qui prouve que (un)n∈N converge vers �.

• On suppose à présent que la suite (un)n∈N n’est pas majorée. Montrons
que lim

n→+∞
un = +∞.

Soit M ∈ R. (un)n∈N n’étant pas majorée, M n’est pas un majorant de
la suite, c’est-à-dire qu’il existe un entier n0 tel que : un0 � M . La suite
(un)n∈N étant croissante, il vient :

∀n � n0 , un � un0 �M

Ce qui prouve que (un)n∈N diverge vers +∞.

�

Remarques : on déduit immédiatement les deux propriétés suivantes :

• si (un)n∈N est croissante et converge vers �, alors ∀n ∈ N , un � � ;

• si (un)n∈N est décroissante et converge vers �, alors ∀n ∈ N , un � �.

Remarque : on peut aussi reformuler ce théorème (et l’appeler théorème de la limite
monotone pour les suites) de la façon suivante : « soit (un)n∈N une suite réelle monotone,
alors (un)n∈N admet une limite (finie ou infinie) ». Pour être plus précis, on rajoute alors
l’énoncé donné avant qui précise clairement quand cette limite est finie et quand elle est
infinie.

Exemple 3.4.1.2 On considère la suite (un)n∈N définie par : u0 > 0 et la relation de
récurrence ∀n ∈ N , un+1 = ln(1 + un).

• Pour commencer, on montre par récurrence immédiate que la suite (un)n∈N est bien
définie et que de plus, pour tout entier n ∈ N, un > 0.

• La fonction ln est une fonction de référence et on sait que : ∀x ∈]−1,+∞[ , ln(1+x) � x.
Il s’ensuit que :

∀n ∈ N , un+1 = ln(1 + un) � un

autrement dit, la suite (un)n∈N est décroissante.
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• Ainsi, la suite (un)n∈N est décroissante et minorée donc, d’après le théorème de la limite
monotone, (un)n∈N converge.

• Soit � = lim
n→+∞

un (donc on vient de justifier l’existence dans R). Puisque (un)n∈N est

minorée par 0, � � 0. De plus,
∗ d’une part, (un+1)n∈N converge vers � car c’est une suite extraite de (un)n∈N ;
∗ d’autre part, par continuité de ln 4 au point 1 + �, lim

n→+∞
ln(1 + un) = ln(1 + �),

c’est-à-dire lim
n→+∞

un+1 = ln(1 + �).

Par unicité de la limite, � = ln(1 + �) et par conséquent � = 0.

Remarque : le raisonnement fait dans l’exemple précédent est un raisonnement tout à
fait « typique ». Autrement dit, c’est un raisonnement que vous serez souvent amené à
reproduire. Il faut bien comprendre qu’il y a deux étapes « indépendantes » : la première
est l’existence de la limite (qui sera souvent obtenue en appliquant le théorème de la limite
monotone) et la seconde est le calcul de la valeur de cette limite.

Exercice 3.4.1.3 Soit (un)n∈N définie par u0 ∈ [0, π
2
] et ∀n ∈ N , un+1 = sin(un). Montrer

que (un)n∈N converge puis déterminer sa limite.

Exemple 3.4.1.4 Soit pour n � 1, Hn =
n∑
k=1

1

k
. La suite (Hn) est croissante et on a

déjà vu que pour tout n > 0, H2n � 1 +
n

2
. La suite (Hn)n∈N est donc croissante et non

majorée. Par conséquent, elle diverge vers +∞.

Exemple 3.4.1.5 On considère la suite (Wn)n∈N définie par :

∀n ∈ N , Wn =

∫ π
2

0

(cos(x))n dx

Cette suite est appelée la suite des intégrales de Wallis. On veut montrer que (Wn)n∈N
converge.

• Tout d’abord, on peut remarquer que pour tout entier n ∈ N, Wn est bien défini car la
fonction x �−→ (cos(x))n est continue sur [0, π

2
].

• Ensuite, soit n ∈ N. Pour tout x ∈ [0, π
2
], cos(x) ∈ [0, 1]. Par suite,

∀x ∈ [0,
π

2
] , 0 � (cos(x))n+1 � (cos(x))n

Par croissance de l’intégrale,

0 �
∫ π

2

0

(cos(x))n+1 dx �
∫ π

2

0

(cos(x))n dx

On en déduit donc que :

4. à nouveau, voir la caractérisation séquentielle de la continuité (6.2.4).
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∗ la suite (Wn)n∈N est décroissante ;
∗ et la suite (Wn)n∈N est minorée (par 0).

D’après le théorème de convergence monotone, (Wn)n∈N converge.

• Le calcul de limite, ou plus exactement la justification, est un peu plus délicate. Gra-
phiquement, on a la représentation suivante :

Pour n ∈ N, Wn est l’aire entre la courbe représentative de x �−→ (cos(x))n et l’axe des
abscisses (pour x dans l’intervalle [0, π

2
]). Sur le dessin, on « devine bien » que l’aire devient

de plus en plus petite, c’est-à-dire qu’on devine que la suite (Wn)n∈N converge vers 0.
On va donc le prouver en utilisant la définition de la limite. Soit ε ∈]0, π

2
[ et soit n ∈ N.∫ π

2

0

(cos(x))n dx =

∫ ε

0

(cos(x))n dx+

∫ π
2

ε

(cos(x))n dx

�
∫ ε

0

1 dx+

∫ π
2

ε

(cos(ε))n dx

� ε+
(π
2
− ε
)
(cos(ε))n

Or, | cos(ε)| < 1 donc lim
n→+∞

((π
2
− ε
)
(cos(ε))n

)
= 0. Il existe un entier n0 ∈ N tel que :

∀n � n0 ,
∣∣∣(π

2
− ε
)
(cos(ε))n

∣∣∣ � ε

Alors, pour tout entier n � n0, 0 � Wn � 2ε. Ainsi, (Wn)n∈N converge vers 0.

Remarque : vous reverrez ces intégrales de Wallis dans les cours d’intégration (cours de
mathématiques supérieures 2 et cours de mathématiques spéciales 2). Avec des outils un
peu plus avancé, vous verrez qu’il est facile de prouver la convergence vers 0 et même de
trouver un équivalent.
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3.4.2 Application du théorème de la limite monotone aux séries
à termes positifs

Soit (un)n∈N une suite réelle. On pose alors :

∀n ∈ N , Sn =
n∑
k=0

uk = u0 + u1 + · · ·+ un

Définition 3.4.2.1 Soit (un)n∈N une suite réelle. On appelle série (ou série réelle) de
terme général un la suite (Sn)n∈N et on la note aussi

∑
un.

Pour n ∈ N donné, le nombre Sn est appelé la somme partielle d’ordre n de la série.

Remarque importante : connâıtre la suite (un)n∈N ou connâıtre la série de terme gé-
néral un sont équivalents. En effet, avec les notations précédentes,

S0 = u0 et ∀n � 1 , un = Sn − Sn−1

Définition 3.4.2.2 On dit que la série
∑
un converge si la suite (Sn)n∈N est conver-

gente. Dans ce cas, la limite (finie) de la suite (Sn)n∈N est appelée la somme de la série,
et on note :

+∞∑
n=0

un = lim
n→+∞

Sn

On dit que la série
∑
un est divergente (ou diverge) si (Sn)n∈N est divergente.

! Attention : il est strictement interdit d’utiliser la notation
+∞∑
n=0

un avant d’avoir

prouvé la convergence de la série
∑
un, c’est-à-dire la convergence de la suite (Sn)n∈N des

sommes partielles !

Exemple 3.4.2.3 On a montré que la suite (Hn) diverge vers +∞. Avec le vocabulaire
des séries, ceci signifie que la série de terme général un = 1

n+1
est une série divergente.
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Exemple 3.4.2.4 Soit q ∈]− 1, 1[. Alors la série de terme général qn est convergente et

sa somme vaut
1

1− q
. En effet, pour tout entier n, la somme partielle d’ordre n est :

Sn =
n∑
k=0

qk =
1− qn+1

1− q
(puisque q �= 1)

Or, comme |q| < 1, lim
n→+∞

qn = 0. Par suite, lim
n→+∞

Sn =
1

1− q
. On écrira donc :

∞∑
n=0

qn =
1

1− q

On dit que
∑
qk est la série géométrique de raison q.

Exemple 3.4.2.5 La série
∑

(−1)n est une série divergente. En effet, si on note (Sn) la
suite des sommes partielles, alors pour tout entier n ∈ N, S2n = 1 et S2n+1 = 0. Les suites
extraites (S2n) et (S2n+1) convergent vers des limites différentes donc (Sn) diverge.

Dans ce livre, on ne va pas étudier les séries en général, ni même établir les propriétés
générales (et simples) de certains types de séries. On va se contenter d’un seul résultat.
Ceci n’est donc qu’une brève introduction aux séries qui seront étudiées plus en détails
dans les cours de mathématiques supérieures 2 et spéciales 1.

Proposition 3.4.2.6 Soit
∑
un une série à termes positifs (c’est-à-dire que pour tout

entier n, un � 0). Alors :∑
un converge ⇐⇒ (Sn)n∈N est majorée

Preuve :

En effet, pour tout entier n, Sn+1 − Sn = un+1 � 0 (puisque (un) est
positive par hypothèse) donc la suite (Sn)n∈N est croissante.
D’après le théorème de convergence monotone, (Sn)n∈N converge si et
seulement si elle est majorée.

�

! Attention : ce résultat est faux si on retire l’hypothèse « à termes positifs ». En effet,
si un = (−1)n, alors la suite (Sn)n∈N est clairement majorée par 1 et pourtant (Sn)n∈N
diverge.
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Exemple 3.4.2.7 On considère la série
∑

1
(n+1)2

. Pour tout entier n ∈ N�,

1

(n+ 1)2
� 1

n(n+ 1)
=

1

n
− 1

n+ 1

Par suite, pour n ∈ N�,

n∑
k=0

1

(k + 1)2
= 1 +

n∑
k=1

1

(k + 1)2
� 1 +

n∑
k=1

(
1

k
− 1

(k + 1

)
= 2− 1

n+ 1

On en déduit donc que : ∀n ∈ N� ,
n∑
k=0

1

(k + 1)2
� 2, ce qui prouve que la suite des

sommes partielles de cette série est majorée (par 2). On en déduit donc que cette série
converge.

Remarque : les séries de la forme
∑

1
nα avec α ∈ R sont appelés les séries de Riemann.

Lorsqu’elle est définie, la somme de cette série est notée ζ(α) et la fonction α �−→ ζ(α)
est appelée fonction zêta de Riemann.

L’exemple précédent montre que ζ(2) est bien défini et que ζ(2) � 2. On verra plus tard
qu’en fait ζ(2) = π2

6
, valeur de référence que vous devez connâıtre.

Une méthode absolument fondamentale pour l’étude des séries est la méthode de compa-
raison avec une intégrale. Dans ce paragraphe, on ne donne pas les théorèmes (qui seront
étudiés dans le chapitre sur les séries du cours de mathématiques supérieures 2). L’objectif
est seulement d’introduire la méthode et de comprendre à travers l’étude d’exemples com-
ment cette technique peut être utilisée pour étudier la convergence d’une série mais aussi
dans de nombreux cas d’obtenir une « bonne idée du comportement de Sn », c’est-à-dire
de trouver un équivalent lorsque la série diverge ou bien un équivalent de Sn − lim

n→+∞
Sn

lorsque la série converge.

Méthode de comparaison avec une intégrale

Cadre : on veut étudier une série de la forme
∑
un où un = f(n), f est une fonction.

Principe : on veut comparer f(n) avec

∫ n+1

n

f(x) dx.

Condition pratique pour appliquer cette méthode : f est monotone.

L’hypothèse f monotone est simplement pour garantir que la seconde étape (c’est-à-dire
la comparaison de f(n) avec l’intégrale de f sur [n, n + 1]) soit simple à faire comme on
peut le comprendre avec les figures suivantes (cas où f est décroissante) :
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On va donc pouvoir encadrer f(n) par des intégrales et en sommant, comparer la somme
partielle Sn avec une intégrale de la fonction f .
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La raison pour laquelle on suppose que f est monotone est que sinon, on ne peut pas

comparer la valeur de

∫ n+1

n

f(x) dx avec f(n) (et f(n+ 1)).

On va mettre en œuvre cette méthode sur l’exemple précédent avec la série harmonique,
c’est-à-dire

∑
1
n
. On pose pour n � 1, un = 1

n
et on appelle (Sn)n∈N la série de terme

général un.

Considérons la fonction inverse f : x �−→ 1
x
. Soit k ∈ N�. f est décroissante (strictement)

sur ]0,+∞[ donc :

∀x ∈ [k, k + 1] ,
1

k + 1
� 1

x
� 1

k

Par croissance de l’intégrale, on a alors :∫ k+1

k

dx

k + 1
�
∫ k+1

k

dx

x
�
∫ k+1

k

dx

k

Puisque k et k + 1 sont des constantes, on obtient :

1

k + 1
((k + 1)− k) �

∫ k+1

k

dx

x
� 1

k
((k + 1)− k)

c’est-à-dire

∀k ∈ N� ,
1

k + 1
�
∫ k+1

k

dx

x
� 1

k
ou encore ∀k ∈ N� , uk+1 �

∫ k+1

k

dx

x
� uk

Soit alors n � 2. On somme les inégalités précédentes pour k compris entre 1 et n− 1, ce
qui donne :

n−1∑
k=1

uk+1 �
n−1∑
k=1

∫ k+1

k

dx

x
�

n−1∑
k=1

uk

D’après la relation de Chasles pour les intégrales (c’est-à-dire
∫ b
a
f +

∫ c
b
f =

∫ c
a
f), on a

alors :
n∑
j=2

uj �
∫ n

1

dx

x
�

n−1∑
k=1

uk

soit encore,

Sn − 1 � ln(n) � Sn − 1

n
Il s’ensuit que :

ln(n) +
1

n
� Sn � ln(n) + 1

Ceci nous permet immédiatement de déterminer la limite de (Sn) mais surtout, ceci permet
de déterminer le comportement précis de (un). En appliquant le théorème des gendarmes,
on obtient :

lim
n→+∞

Sn
ln(n)

= 1 ce qu’on notera Sn ∼
n→+∞

ln(n)
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À retenir : une méthode pour obtenir des informations sur une série à termes
positifs de la forme

∑
f(n) est de comparer les sommes partielles

avec une intégrale. Cette méthode s’applique lorsque f est une
fonction croissante (ou bien décroissante) sur un certain intervalle
[A,+∞[ avec A � 0.

Méthode :

1. on encadre l’intégrale
∫ n+1

n
f(x) dx avec les valeurs f(n) et

f(n+ 1) ;

2. on somme les inégalités (une somme finie bien entendu) ;

3. on encadre Sn à l’aide de

∫ n

1

f(x) dx ;

4. on calcule

∫ n

1

f(x) dx ;

5. on détermine la nature (convergente ou divergente) de Sn
(soit on peut majorer Sn et la série sera convergente, soit
on obtient une minoration par une suite qui tend vers +∞
et on conclut que (Sn) diverge vers +∞) ;

6. si la série diverge, on essaye d’appliquer le théorème des
gendarmes pour déterminer un équivalent de Sn ;

7. si la série converge, on encadre Sn− lim
n→+∞

Sn par des inté-

grales et on essaye d’appliquer le théorème des gendarmes
pour trouver un équivalent.

Remarque : évidemment, cette méthode ne s’applique pas à toutes les séries à termes
positifs.

Exemple 3.4.2.8 On considère la série
∑

1√
n
. Notons f la fonction x �−→ 1√

x
de sorte

que
∑

1√
n
=
∑
f(n).

Étape 1 : encadrement par une intégrale

La fonction x �−→ 1√
x
est une fonction continue et décroissante sur [1,+∞[. Soit k ∈ N�.

∀x ∈ [k, k + 1] , f(k + 1) � f(x) � f(k)

D’où l’on déduit que :

f(k + 1) �
∫ k+1

k

f(x) dx � f(k)

Étapes 2 et 3 : on somme les inégalités et on encadre Sn par une intégrale
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Soit n ∈ N tel que n � 2. On somme les inégalités précédentes pour k ∈ �1, n− 1�, ce qui
donne :

n−1∑
k=1

f(k + 1) �
n−1∑
k=1

∫ k+1

k

f(x) dx �
n−1∑
k=1

f(k)

soit encore
n∑
j=2

f(j) �
∫ n

1

f(x) dx �
n∑
k=1

f(k)− f(n)

En notant Sn =
n∑
k=1

1√
k
=

n∑
k=1

f(k) la somme partielle d’ordre n de la série, on a donc :

Sn − f(1) �
∫ n

1

f(x) dx � Sn − f(n)

et donc finalement,

∀n � 2 ,

∫ n

1

f(x) dx+ f(n) � Sn �
∫ n

1

f(x) dx+ f(1)

Étape 4 : on calcule l’intégrale obtenue

Pour n ∈ N�,

∫ n

1

f(x) dx =

∫ n

1

dx√
x
= 2

√
n− 2. Par suite,

∀n � 2 , 2
√
n− 2 +

1√
n
� Sn � 2

√
n− 1

Étape 5 : on détermine la nature (convergente/divergente) de la série

Puisque lim
n→+∞

(
2
√
n− 2 +

1√
n

)
= +∞, d’après les règles de comparaison pour les

suites,
lim

n→+∞
Sn = +∞

Ce qui prouve que la série
∑

1√
n
diverge.

Étape 6/7 : on cherche un « équivalent » de Sn (car la série diverge)

D’après ce qui précède,

∀n � 2 , 1− 1√
n
+

1

2n
� Sn

2
√
n
� 1− 1

2
√
n

Or, lim
n→+∞

(
1− 1√

n
+

1

2n

)
= lim

n→+∞

(
1− 1

2
√
n

)
= 1. D’après le théorème des gen-

darmes, la suite ( Sn

2
√
n
) converge et :

lim
n→+∞

Sn
2
√
n
= 1
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Remarque : la divergence de cette série est en réalité évidente car pour tout entier n � 1,

n∑
k=1

1√
k
� n× 1√

n
=

√
n

(on minore par le plus petit terme de la somme fois le nombre de termes). Vous verrez
dans le cours de mathématiques spéciales 1 d’autres méthodes plus rapides pour trouver
un équivalent de la somme partielle.

Exemple 3.4.2.9 On considère la série
∑

1
n(ln(n))2

(définie à partir du rang n = 2).

La fonction x �−→ 1

x(ln(x))2
est continue sur [2,+∞[ et on vérifie que cette fonction est

décroissante sur [2,+∞[.

Étape 1 : encadrement du terme général

Soit n ∈ N tel que n � 2. On a alors :

∀x ∈ [n, n+ 1] ,
1

(n+ 1)(ln(n+ 1))2
� 1

x(ln(x))2
� 1

n(ln(n))2

Par croissance de l’intégrale, on a alors :

1

(n+ 1)(ln(n+ 1))2
�
∫ n+1

n

dx

x(ln(x))2
� 1

n(ln(n))2

Étapes 2 et 3 : on encadre la somme partielle

Soit N ∈ N avec N � 3. On somme les inégalités précédentes pour n ∈ �2, N − 1�, ce qui
donne :

N∑
n=3

1

n(ln(n))2
�
∫ N

2

dx

x(ln(x))2
�

N−1∑
n=2

1

n(ln(n))2

soit encore∫ N

2

dx

x(ln(x))2
+

1

N(ln(N))2
�

N∑
n=2

1

n(ln(n))2
�
∫ N

2

dx

x(ln(x))2
+

1

2(ln(2))2

Étape 4 : on calcule l’intégrale

Notons pour x � 2, u(x) = ln(x). La fonction u est de classe C1 sur [2,+∞[ et pour tout
x � 2,

1

x(ln(x))2
=
u′(x)
u(x)2

=

(
−1

u

)′
(x)
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Il s’ensuit que : ∫ N

2

dx

x(ln(x))2
=

[
− 1

ln(x)

]N
2

=
1

ln(2)
− 1

ln(N)

Étape 5 : on détermine la nature de la série

D’après ce qui précède, pour tout entier N � 3,

N∑
n=2

1

n(ln(n))2
� 1

ln(2)
− 1

ln(N)
+

1

2(ln(2))2
� 1

ln(2)
+

1

2(ln(2))2

Par conséquent, la série
∑

1
n(ln(n))2

est une série à termes positifs dont la suite des sommes

partielles est majorée : il s’ensuit que
∑

1
n(ln(n))2

converge. On note � =
+∞∑
n=2

1

n(ln(n))2
.

Étape 6/7 : on détermine un « équivalent » de (�− Sn).

Soient N un entier supérieur ou égal à 3 et p � N . En sommant les inégalités obtenues à
la première étape pour n ∈ �N, p�, on obtient :

p+1∑
n=N+1

1

n(ln(n))2
�
∫ p+1

N

dx

x(ln(x))2
�

p∑
n=N

1

n(ln(n))2

soit encore :

p+1∑
n=2

1

n(ln(n))2
−

N∑
n=2

1

n(ln(n))2
� 1

ln(N)
− 1

ln(p+ 1)
�

p∑
n=2

1

n(ln(n))2
−

N−1∑
n=2

1

n(ln(n))2

En notant pour (Sn)n�2 la suite des sommes partielles, on a donc :

Sp+1 − SN � 1

ln(N)
− 1

ln(p+ 1)
� Sp − SN−1

Or, lim
p→+∞

1

ln(N)
− 1

ln(p+ 1)
=

1

ln(N)
et on vient de prouver que (Sp)p�2 converge. Par

suite, chaque terme de l’inégalité précédente admet une limite finie quand p tend vers +∞.
On peut donc passer à la limite quand p tend vers +∞ dans l’inégalité, ce qui donne :

�− SN � 1

ln(N)
� �− SN−1

On en déduit donc que pour tout entier N � 3,

�− SN � 1

ln(N)
� �−

(
SN − 1

N(ln(N))2

)
c’est-à-dire

1

ln(N)
− 1

N(ln(N))2
� �− SN � 1

ln(N)
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Par conséquent, pour tout entier N � 3,

1− 1

N ln(N)
� ln(N)× (�− SN) � 1

Or, lim
N→+∞

(
1− 1

N ln(N)

)
= 1 donc d’après le théorème des gendarmes :

lim
N→+∞

ln(N)× (�− SN) = 1

Remarques :

• on reverra un peu plus loin que dans le dernier exemple, la conclusion s’écrit

�− Sn ∼
n→+∞

1

ln(n)
;

• dans la pratique, lorsque l’on rédige, on n’écrit pas « étape 1 », « étape 2 » etc ;

• quand on applique cette méthode (qui est en fait relativement simple), la seule
étape qui en réalité peut poser problème est « l’étape 4 », c’est-à-dire le calcul de
l’intégrale car souvent on ne sait pas déterminer de primitive de la fonction f . On
reverra dans le cours de mathématiques spéciales 2 des techniques plus avancées
permettant de soit calculer cette intégrale, soit de donner un équivalent ;

• cette technique sera aussi très utilisée pour les séries de fonctions, lorsqu’on cher-
chera des équivalents de la somme aux bornes de son ensemble de définition ;

• enfin, remarquez que cette méthode est souvent un peu longue à rédiger propre-
ment. En particulier, on ne fait pas de passage à la limite (ou des sommes infinies)
avant d’avoir justifié l’existence !

3.4.3 Théorème des suites adjacentes et théorème des segments
embôıtés

Définition 3.4.3.1 On dit que deux suites (un)n∈N et (vn)n∈N sont adjacentes si l’une
est croissante, l’autre décroissante et lim

n→+∞
(vn − un) = 0.

Théorème 3.4.3.2 Si (un)n∈N et (vn)n∈N sont adjacentes, alors (un)n∈N et (vn)n∈N
convergent vers la même limite. De plus, si (un)n∈N est croissante, alors :

∀(n, p) ∈ N2 , un � vp
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Preuve :

Quitte à échanger les noms des suites, on peut supposer que (un)n∈N est
croissante et (vn)n∈N est décroissante.

• Tout d’abord, la suite (vn − un)n∈N est décroissante de limite nulle.
D’après le théorème de convergence monotone, (vn− un)n∈N est toujours
positive, c’est-à-dire que :

∀n ∈ N , un � vn

• D’après ce qui précède, ∀n ∈ N , un � vn � v0 puisque la suite (vn)n∈N
est décroissante. Ainsi, (un)n∈N est croissante et majorée par v0. Par
conséquent, (un)n∈N converge.

• De la même façon, ∀n ∈ N , u0 � un � vn. Par conséquent, (vn)n∈N est
décroissante et minorée par u0. On en déduit donc que (vn)n∈N converge.

• Ayant prouvé que les deux suites convergent, on peut alors écrire que :

lim
n→+∞

un − lim
n→+∞

vn = lim
n→+∞

(un − vn) = 0

c’est-à-dire que les deux suites convergent vers la même limite.

• Enfin, soient (n, p) ∈ N2. D’après la remarque sur les limites des suites
monotones, on a :

un � lim
N→+∞

uN = lim
N→+∞

vN � vp

�

Exercice 3.4.3.3 Soient pour n � 1, un =
n∑
k=0

1

k!
et vn =

n∑
k=0

1

k!
+

1

n× n!
.

1. Montrer que les suites (un)n�1 et (vn)n�1 convergent vers une même limite �.

2. On suppose que � =
p

q
avec p, q ∈ N�. Montrer que uq < � < vq puis qu’il existe

un entier N tel que N < p× q! < N + 1.

3. On verra plus tard que � = e. Que vient-on de prouver ?

Remarque : ce théorème sera à la base du critère spécial pour les séries alternées (que
vous verrez dans le cours de mathématiques supérieures 2). En revanche, ce théorème est
spécifique aux suites réelles (car on utilise la relation d’ordre dans R) et ne se généralisera
pas aux suites complexes (ou aux suites dans un espace vectoriel normé (voir cours de
mathématiques spéciales 1)).
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Théorème 3.4.3.4 (Segments embôıtés) Soit (In)n∈N une suite de segments em-
bôıtés dont le diamètre tend vers 0, c’est-à-dire une suite de segments tels que :

1. ∀n ∈ N , In+1 ⊂ In ;

2. lim
n→+∞

diam(In) = 0 où si I = [a, b] avec a < b, diam(I) = b− a.

Alors
⋂
n∈N

In est un singleton.

Preuve :

Pour n ∈ N, on pose an = inf In et bn = sup In, c’est-à-dire In = [an, bn].

• Montrons pour commencer que
⋂
n∈N

In �= ∅
Puisque les segments sont embôıtés, on a :

∀n ∈ N , [an+1, bn+1] ⊂ [an, bn]

soit encore,
∀n ∈ N , an � an+1 � bn+1 � bn

On en déduit donc que (an)n∈N est croissante et (bn)n∈N est décroissante.
Par ailleurs, d’après l’hypothèse 2, lim

n→+∞
(bn − an) = 0.

Ce qui prouve que les suites (an)n∈N et (bn)n∈N sont adjacentes. Par consé-
quent, elles convergent vers une même limite � qui vérifie :

∀n ∈ N , an � � � bn c’est-à-dire ∀n ∈ N , � ∈ In

On en déduit donc que � ∈
⋂
n∈N

In.

• Montrons à présent que
⋂
n∈N

In = {�}.

Soit x ∈
⋂
n∈N

In. Alors, pour tout entier n ∈ N, (x, �) ∈ In × In donc

∀n ∈ N , |x− �| � diam(In) et lim
n→+∞

diam(In) = 0. D’après le théorème

des gendarmes, |x− �| = 0, c’est-à-dire x = �.

�

Remarque : vous verrez plus tard que ce théorème se généralise au théorème des fermés
embôıtés.
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Mathématiques supérieures 1 3.4. Théorèmes d’existence de limite

3.4.4 Théorème de Bolzano-Weierstrass

Théorème 3.4.4.1 (Bolzano-Weierstrass) De toute suite réelle bornée on peut ex-
traire une suite convergente.

Preuve :

Soit (un)n∈N une suite réelle bornée. On note a0 un minorant de la suite
(un)n∈N et b0 un majorant de la suite (un)n∈N. Ces réels existent par
hypothèse sur (un)n∈N.

Pour (α, β) deux réels tels que a0 ≤ α ≤ β ≤ b0, on note N(α, β)
l’ensemble des indices k ∈ N pour lesquels uk est compris entre α et β,
i.e. N(α, β) = {k ∈ N / α ≤ uk ≤ β}.
• Construisons par récurrence des suites (an)n∈N et (bn)n∈N telles que
pour tout n ∈ N,

— l’ensemble N(an, bn) est infini ;
— en notant In = [an, bn] et In+1 = [an+1, bn+1], on a In+1 ⊂ In ;
— diam(In+1) =

1
2
diam(In).

Posons I0 = [a0, b0]. Par construction, tous les termes de la suite (un)n∈N
appartiennent à I0, donc N(a0, b0) est infini.

Posons c0 =
a0 + b0

2
.

Puisque N(a0, b0) = N(a0, c0) ∪ N(c0, b0), au moins l’un des deux en-
sembles N(a0, c0) ou N(c0, b0) est infini.
Si N(a0, c0) est infini, on pose a1 = a0 et b1 = c0.
Sinon N(c0, b0) est infini et on pose a1 = c0 et b1 = b0.

Dans les deux cas, on a diam(I1) =
1
2
diam(I0) car b1 − a1 =

1

2
(b0 − a0).

Soit n ∈ N fixé, on suppose construit In = [an, bn] tel que N(an, bn) soit
infini et on réitère le processus précédent :

Posons cn =
an + bn

2
.

Puisque N(an, bn) = N(an, cn) ∪ N(cn, bn), au moins l’un des deux en-
sembles N(an, cn) ou N(cn, bn) est infini.
Si N(an, cn) est infini, on pose an+1 = an et bn+1 = cn.
Sinon N(cn, bn) est infini et on pose an+1 = cn et bn+1 = bn.

On a bien construit In+1 = [an+1, bn+1] tel que N(an+1, bn+1) soit infini,
et on vérifie que In+1 est inclus dans In et que diam(In+1) =

1
2
diam(In)

comme précédemment.
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• Par construction, pour tout n ∈ N, diam(In) = b0−a0
2n

et In+1 ⊂ In.
On peut donc appliquer le théorème des segments embôıtés à la suite
(In)n∈N : il existe � ∈ R tel que

⋂
n∈N In = {�}.

• On construit enfin par récurrence forte une application ϕ : N −→ N
strictement croissante telle que pour tout entier n ∈ N, ϕ(n) ∈ N(an, bn).

Initialisation :

Posons ϕ(0) = 0. Alors a0 � u0 � b0 et la propriété est vraie au rang 0.

Hérédité :

Soit n ∈ N fixé, supposons avoir construit ϕ(k) pour tout k ∈ �0, n�.
Puisque l’ensemble N(an+1, bn+1) est un sous-ensemble infini de N, l’en-
semble E = {k ∈ N(an+1, bn+1) | k > ϕ(n)} n’est pas vide, on peut donc
par exemple poser ϕ(n+1) = min(E). Alors d’une part, ϕ(n+1) > ϕ(n)
et d’autre part, puisque ϕ(n+1) ∈ N(an+1, bn+1), an+1 � uϕ(n+1) � bn+1.
Ce qui prouve que la propriété est vraie au rang n+1 et achève la récur-
rence.
• On a alors pour tout n ∈ N an ≤ uϕ(n) ≤ bn, donc (uϕ(n))n∈N converge
vers � d’après le théorème des gendarmes car, en reprenant la preuve
du théorème des segments embôıtés, les suites (an)n∈N et (bn)n∈N sont
adjacentes et ont pour limite commune �.

�

Exercice 3.4.4.2 On peut également prouver ce résultat en construisant une suite ex-
traite monotone de (un)n∈N. Soit (un)n∈N une suite réelle. On considère l’ensemble :

A = {n ∈ N / ∀k � n , uk � un}

1. On suppose que A est infini. Montrer qu’il existe une suite extraite de (un)n∈N qui
est croissante.

2. On suppose que A est fini. Montrer qu’il existe une suite extraite de (un)n∈N qui
est décroissante.

3. En déduire une autre preuve du théorème de Bolzano-Weierstrass.

! Attention : le théorème de Bolzano-Weierstrass ne dit absolument pas qu’une suite
réelle bornée converge ! Il affirme qu’on peut extraire une suite qui converge !

Exercice 3.4.4.3 (Difficile) Soit (un)n∈N une suite réelle bornée vérifiant : si (vn) et
(wn) sont deux suites extraites de (un) qui convergent, alors elles ont la même limite.
Montrer que (un)n∈N converge.
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3.5 Relations de comparaison

3.5.1 Suites dominées ou négligeables par rapport à une autre

Définition 3.5.1.1 Soient (un)n∈N et (vn)n∈N deux suites de nombres réels.

• On dit que la suite (vn)n∈N est dominée par la suite (un)n∈N, et on note alors
(vn) = O(un), si :

∃M ∈ R , ∃N ∈ N , ∀n � N , |vn| �M |un|

• On dit que la suite (vn)n∈N est négligeable devant (un)n∈N, et on note alors
vn = o(un), si :

∀ε > 0 , ∃N ∈ N , ∀n � N , |vn| � ε|un|

Remarque : dans le cadre des suites, la notation (vn) = O(un) signifie implicitement
que le paramètre n tend vers +∞, ce n’est pas comme pour les fonctions (voir le chapitre
6, paragraphe 3) où il faut préciser au voisinage de quel point on fait la comparaison.

Proposition 3.5.1.2 Dans la pratique, on utilise le critère suivant : si un �= 0 pour
tout n � n0, alors :

vn = O(un) ⇐⇒
(
vn
un

)
n�n0

est bornée

vn = o(un) ⇐⇒
(
vn
un

)
n�n0

converge vers 0

Preuve :

C’est clair car si un �= 0 pour tout entier n � n0, on peut diviser par
un et on reconnâıt la définition de la convergence vers 0 (pour les o) ou
d’une suite bornée (pour les O).

�

Exercice 3.5.1.3 Que peut-on dire des suites suivantes (en utilisant des O et/ou o) :
sin(n), n2 + 3n− 1, ln(n), sinn

n
?

Exercice 3.5.1.4 Peut-on dire que sin(n) = O(2) ? Est-il vrai que ln(1+4n)
n

= O(1) ?
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Corollaire 3.5.1.5 En particulier, on a :

vn = O(1) ⇐⇒ (vn)n∈N est bornée et vn = o(1) ⇐⇒ (vn)n∈N converge vers 0

Preuve :

C’est évident.
�

Remarques :

• tout comme pour les fonctions, on notera abusivement un = O(vn) (au lieu de
(un) = O((vn))). C’est un abus car les relations o et O sont des relations entre
suites, pas entre nombres, mais ceci permet d’alléger les notations et de rendre
l’utilisation efficace ;

• quand on écrit vn = o(un) par exemple, c’est une égalité rigoureuse entre deux
suites. La notation o(un) désigne une suite qui vérifie la propriété d’être négligeable
devant un. Ainsi, on peut écrire :

n

1 + n
= 1− 1

n
+ o

(
1

n

)
• on peut alors faire les calculs usuels, comme avec les développements limités. Par
exemple, un = n+ 4 + o(1) et vn = n+ o(

√
n), alors :

un + vn = 2n+ 4 + o(1) + o(
√
n) = 2n+ o(

√
n)

unvn = n2 + 4n+ o(n) + o(n
√
n) + o(4n) + o(1)× o(n) = n2 + o(n

√
n)

On a utilisé ici qu’une suite (wn) qui est o(1) est aussi o(
√
n) et que si (an) = o(1)

et (bn) = o(n), alors (anbn) = o(n) ;

• pour éviter les erreurs, surtout au début, il vaut mieux écrire tous les termes quand
on développe un produit (par exemple) et simplifier seulement à la dernière étape,
juste avant de donner une réponse finale ;

• (un) = o(0) (ou bien (un) = O(0)) si et seulement si la suite (un) est identique-
ment nulle à partir d’un certain rang.

3.5.2 Suites équivalentes

Définition 3.5.2.1 Soient (un)n∈N et (vn)n∈N deux suites. On dit que (un)n∈N et
(vn)n∈N sont équivalentes et on note (un)∼(vn), ou encore (un) ∼

n→+∞
(vn), si ces suites

vérifient : (un − vn) = o(vn).
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Remarque : toujours par abus, on note aussi un ∼ vn ou un ∼
n→+∞

vn.

Cette définition un peu formelle se traduit dans un cadre pratique de la façon suivante :

Proposition 3.5.2.2 Soient (un)n∈N et (vn)n∈N deux suites. On suppose que pour tout
entier n (ou à partir d’un certain rang), vn �= 0. Alors :

un∼vn ⇐⇒ lim
n→+∞

(
un
vn

)
= 1

Preuve :

On suppose qu’il existe un entier n0 tel que, pour tout n � n0, vn �= 0.
La suite (un

vn
)n�n0 est donc bien définie.

• Montrons l’implication un∼vn =⇒ lim
n→+∞

(
un
vn

)
= 1.

On suppose que un∼vn. Montrons que lim
n→+∞

(
un
vn

)
= 1.

Soit ε > 0. Par définition de l’équivalence un∼vn, il existe un entier N

tel que : ∀n � N , |un − vn| � ε|vn|. Posons n1 = max(n0, N). On a
alors :

∀n � n1 ,

∣∣∣∣unvn − 1

∣∣∣∣ � ε

Ce qui prouve que la suite (un
vn
)n�n0 converge vers 1.

• Montrons que lim
n→+∞

(
un
vn

)
= 1 =⇒ un∼vn.

On suppose que la suite (un
vn
) converge vers 1. Soit ε > 0. Il existe un

entier N ∈ N tel que :

∀n � max(N, n0) ,

∣∣∣∣unvn − 1

∣∣∣∣ � ε

Or, pour n � n0, |vn| > 0 donc : ∀n � max(N, n0) , |un − vn| � ε|vn|.
Ce qui prouve que un∼vn.

�

Exemple 3.5.2.3 Les exemples suivants sont usuels et découlent des limites usuelles. Si
(un) converge vers 0 :

ln(1 + un)∼un ; sin(un)∼un ; exp(un)− 1∼un
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Proposition 3.5.2.4 La relation ∼ est une relation d’équivalence sur l’ensemble des

suites, c’est-à-dire qu’elle est réflexive, symétrique et transitive.
De plus, si un∼vn alors un = O(vn) et vn = O(un).

Preuve :

• La réflexivité est évidente.

• Montrons que ∼ est symétrique.

Soient (un)n∈N et (vn)n∈N deux suites telles que un∼vn. Montrons que

vn∼un.

Soient ε > 0 et ε′ = ε
1+ε

. Alors ε′ ∈]0, 1[ et un∼vn, donc il existe un

entier n0 tel que :
∀n � n0 , |un − vn| � ε′|vn|

Soit n � n0. On a alors : |vn| − |un| � |vn − un| � ε′|vn|. Par suite,

|vn| � |un|
1− ε′

.

On en déduit alors que : |vn − un| � ε′|vn| � ε′

1− ε′
|un| � ε|un|.

Ce qui prouve que vn∼un.

• Transitivité
Soient (un), (vn) et (wn) trois suites telles que : un∼vn et vn∼wn. Soit

ε > 0, on pose ε′ = ε
1+ε

> 0. On fixe des entiers n1 et n2 tels que :

∀n � n1 , |wn − vn| � ε′|vn| et ∀n � n2 , |vn − un| � ε|un|

Soit n0 = max(n1, n2) et soit n � n0. On a alors :

|wn − un| � |wn − vn|+ |vn − un| � ε′|vn|+ ε|un| � ε|un|+ ε|un|

c’est-à-dire
|wn − un| � 2ε|un|

Par conséquent, wn ∼
n→+∞

un, soit encore un ∼
n→+∞

wn par symétrie.

�

Remarque : si on suppose que les termes des suites sont tous non nuls à partir d’un
certain rang, ces propriétés sont alors toutes évidentes car elles découlent des propriétés
algébriques des limites.
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Proposition 3.5.2.5 Soient (un)n∈N et (vn)n∈N deux suites (réelles) équivalentes.
Alors à partir d’un certain rang, un et vn sont de même signe strictement. En par-
ticulier, un = 0 si et seulement si vn = 0.

Preuve :

En effet, soit ε =
1

2
> 0. Par définition de l’équivalence, il existe un entier

N tel que :
∀n � N , |un − vn| � ε|vn|

Alors, pour tout entier n � N , vn − 1
2
|vn| � un � vn +

1
2
|vn| et :

• si vn > 0, alors |vn| = vn et un � 1
2
vn > 0 ;

• si vn = 0, alors un = 0 ;

• si vn < 0, alors |vn| = −vn et un � 1
2
vn < 0.

�

Proposition 3.5.2.6 On peut multiplier et diviser des équivalents (sauf diviser par 0)
mais on ne peut pas toujours les additionner :⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

un ∼ vn

et
an ∼ bn

=⇒

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
unan ∼ vnbn (aucune condition)

un
an

∼ vn
bn

(si an �= 0 à partir d’un certain rang)

! Attention : voici quelques contre-exemples de ce que l’on ne peut pas faire directe-
ment. un = n + 1 et vn = −n + 1 alors un∼n et vn∼ − n mais un + vn∼2 et non pas

équivalent à 0.

! Attention : on ne peut pas composer directement les équivalents. Il faut refaire le
travail étape par étape. Par exemple,

un = n+ 1 et vn = n alors un∼vn mais par contre eun �∼evn

Exemple 3.5.2.7 Prenons un exemple simple pour voir les différentes rédaction correctes
ou incorrectes. On considère la suite (un) = (ln cos( 1

n
)) (définie pour n � 1). On veut

trouver un équivalent de (un).
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• Rédaction 1

un ∼
n→+∞

cos( 1
n
)− 1 car ln(x) ∼

x→1
(x− 1)

∼
n→+∞

− 1
2n2 car cos(u)− 1 ∼

u→0
− 1

2
u2

• Rédaction 2

un ∼
n→+∞

ln(1− 1
2
n2) car cos( 1

n
) ∼
n→+∞

1− 1
2n2

∼
n→+∞

− 1
2n2 car ln(1− x) ∼

x→0
− x

• Rédaction 3

un = ln
(
1− 1

2n2 + o( 1
n2 )
)

=
(− 1

2n2 + o( 1
n2 )
)
+ o
(− 1

2n2 + o( 1
n2 )
)

= − 1
2n2 + o( 1

n2 ) + o( 1
n2 )

∼
n→+∞

− 1
2n2

On constate que les trois rédactions donnent le même résultat. Cependant,

• les rédactions 1 et 3 sont parfaitement correctes ;

• en revanche, la rédaction 2 est incorrecte et illogique. En effet, d’une part
on compose des équivalents : an∼bn n’implique pas ln(an)∼ ln(bn) ! D’autre part,

le premier équivalent n’est pas logique car :

cos(
1

n
) ∼
n→+∞

1 ∼
n→+∞

(
1− 1

2n2

)
∼

n→+∞

(
1 +

1

n

)
Il faut donc veiller à bien justifier et rédiger, sans utiliser de composition d’équivalents.

Exemple 3.5.2.8 Soient un =
n2 + n+ 1

n+ 1
et vn =

eun

en
− 1. Alors, on a :

un = n+
1

n
+ o

(
1

n

)
et

eun

en
− 1 = exp

(
1

n
+ o

(
1

n

))
− 1 =

1

n
+ o

(
1

n

)
Remarque : on peut prouver, par exemple, les règles de manipulations des o et O sui-
vantes : O(o(un)) = o(un), si un∼vn et (wn) = o(un), alors (wn) = o(vn).

Exercice 3.5.2.9 Déterminer la limite puis un équivalent de
√
n2 + n+ 1−√

n2 + bn+ c
suivant les valeurs de b et c.
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3.5.3 Comparaison des suites de référence

Théorème 3.5.3.1 (Comparaison logarithmique) Soient (un) et (vn) deux suites
réelles à termes strictement positifs (à partir d’un certain rang).(

∃N ∈ N , ∀n � N ,
un+1

un
� vn+1

vn

)
=⇒ un = O(vn)

Preuve :

En effet, pour tout n assez grand,
un+1

vn+1

� un
vn

: la suite

(
un
vn

)
est dé-

croissante (à partir d’un certain rang). Étant minorée par 0, elle est
convergente et donc bornée. Par suite, un = O(vn).

�

Remarque : la comparaison logarithmique pour les fonctions revient à comparer (ln f)′ et
(ln g)′, c’est-à-dire f ′

f
et g′

g
. Pour les suites, c’est (un+1 − un) = (Δun) qui « correspond »

à la « dérivée » de (un). Le terme un+1

un
est donc égal à Δun

un
+1. Et on retrouve donc dans

les hypothèses du théorème que Δun
un

� Δvn
vn

: c’est une des raisons pour lesquelles on parle
de comparaison logarithmique.

Exercice 3.5.3.2 Proposer une autre démonstration qui fait intervenir (ln un) et (ln vn)
et donner une autre justification du nom “comparaison logarithmique”.

Proposition 3.5.3.3 On a les relations de comparaison suivantes :

1. Pour tout (α, β) ∈ R2 tel que α < β, nα = o(nβ).

2. Pour tout α ∈ R, pour tout a > 1, nα = o(an).

3. Pour tout (a, b) ∈ R2 tel que 0 < a < b, an = o(bn).

4. Pour tout α > 0 et tout β ∈ R, (lnn)β = o(nα).

5. Pour tout a > 1 (et même a > 0), an = o(n!).

6. n! = o(nn).

Preuve :

Tout a déjà été prouvé (par calcul direct ou croissances comparées) sauf
les propriétés 5 et 6.
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• Montrons (5). Soit la suite u de terme général un = an

n!
pour tout entier

n. Il est clair que pour tout entier n ∈ N, un > 0 et :

∀n ∈ N ,
un+1

un
=

a

n+ 1

On a lim
n→+∞

(
a

n+ 1

)
= 0. Par suite, il existe un entier N tel que, n � N

implique | a
n+1

| � 1
2
. Posons alors vn = 1

2n
de sorte que :

∀n � N ,
un+1

un
� 1

2
� vn+1

vn

Les suites (un)n∈N et (vn)n∈N étant strictement positives, on a alors
d’après le critère de comparaison logarithmique (un) = O(vn) . Or,
lim

n→+∞
vn = 0 donc d’après le théorème des gendarmes, lim

n→+∞
un = 0,

c’est-à-dire (an) = o(n!).

• Pour (6), on applique la même méthode : on pose un = n!
nn . Vous pouvez

montrer que :

lim
n→+∞

un+1

un
=

1

e
<

1

2

On conclut alors exactement de la même façon que pour 5.

�

Remarques : ce qu’il faut retenir c’est l’échelle de « grandeurs »

(lnn)β −→ nα −→ an −→ n! −→ nn

Si les termes sont trop « grands » pour pouvoir les comparer, on calcule les logarithmes
(autant de fois que nécessaire) pour pouvoir faire la comparaison.

Exercice 3.5.3.4 On considère les suites (un) et (vn) définies par :

∀n ∈ N� , un = 2(lnn)
√

n

et vn = (
√
n)(lnn)

2

Comparer (au sens de o) les suites (un) et (vn).

3.5.4 Développement asymptotique d’une suite

On ne va pas faire de théorie générale ici. Un développement asymptotique d’une suite est
analogue au développement asymptotique d’une fonction. Cela correspond par exemple à
utiliser les développements limités pour décrire, avec une précision donnée, le comporte-
ment d’une suite.
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Exemple 3.5.4.1 Soit un =
√
n+ 1 − √

n pour tout entier n. On veut déterminer le
comportement de un à un o( 1

n2 ) près. On a alors pour tout entier n :

un =
√
n

(√
1 +

1

n
− 1

)

=
√
n

(
1 +

1

2n
− 1

8n2
+

1

16n3
+ o(

1

n3
)− 1

)
=

1

2
√
n

− 1

8n
√
n
+

1

16n2
√
n
+ o

(
1

n2
√
n

)
︸ ︷︷ ︸

o( 1
n2 )

=
1

2
√
n

− 1

8n
√
n
+ o

(
1

n2

)
On dit qu’on a formé le développement asymptotique de la suite (un)n∈N à o( 1

n2 ) près.

Exemple 3.5.4.2 Montrons que pour tout n ∈ N, l’équation x5 + nx = 1 admet une
unique solution réelle que l’on note xn puis déterminons le développement asymptotique
de (xn) à 3 termes.

• Soit n ∈ N. La fonction fn : x �−→ x5 + nx est continue et strictement croissante sur
R. Elle réalise donc une bijection de R dans fn(R) = R. Par suite, l’équation fn(x) = 1
admet une unique solution réelle. On note xn cette unique solution.

• La question précédente permet donc de définir une suite (xn)n∈N. On va maintenant
former le développement asymptotique à 3 termes. En général, le « plus difficile » est
de trouver un équivalent. Une fois l’équivalent trouvé, les termes suivants sont souvent
beaucoup plus faciles à obtenir.

∗ Soit n ∈ N�. fn(0) = 0 < 1 = fn(xn) < 1 + 1
n5 = fn(

1
n
). La fonction fn étant

strictement croissante sur R, on obtient :

∀n ∈ N� , 0 < xn <
1

n

Or, lim
n→+∞

1

n
= 0 donc d’après le théorème des gendarmes, lim

n→+∞
xn = 0.

! Attention : cette première étape ne donne pas du tout le premier terme du
développement asymptotique ! Ceci permet uniquement de dire que la suite tend
vers 0.

Pour tout entier n ∈ N, nxn = 1− x5n. Or, on vient de montrer que lim
n→+∞

xn = 0.

On en déduit donc que :

lim
n→+∞

nxn = 1 c’est-à-dire xn ∼
n→+∞

1

n
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Ce que l’on peut aussi écrire xn = 1
n
+o( 1

n
) (et correspond donc au développement

asymptotique à 1 terme).

∗ Posons pour n ∈ N�, yn = xn − 1
n
. D’après ce qui précède, (yn) = o( 1

n
). On veut

maintenant trouver un équivalent de (yn). Or, pour n ∈ N�,(
1

n
+ yn

)5

+ n

(
1

n
+ yn

)
= 1

c’est-à-dire

nyn = −
(
1

n
+ yn

)5

= − 1

n5
(1 + nyn)

5

Or, (yn) = o( 1
n
) donc lim

n→+∞
nyn = 0 et par suite,

lim
n→+∞

(1 + nyn)
5 = 1 et donc nyn ∼

n→+∞
− 1

n5

Ceci montre que yn ∼
n→+∞

− 1

n6
(le signe est parfaitement en accord avec le début

de cette exemple : la suite (yn) est strictement négative à partir d’un certain rang,
c’est-à-dire xn <

1
n
à partir d’un certain rang) et donc xn = 1

n
− 1

n6 + o
(

1
n6

)
(on a

donc obtenu le développement asymptotique de (xn) à deux termes).

∗ Posons enfin pour n ∈ N�, zn = yn+
1
n6 . Par hypothèse, (zn) = o( 1

n6 ) et pour tout
entier n � 1 :

n

(
− 1

n6
+ zn

)
= − 1

n5

(
1 + n

(
− 1

n6
+ zn

))5

soit encore,

nzn = − 1

n5

[(
1− 1

n5
+ nzn

)5

− 1

]

= − 1

n5

[(
1− 1

n5
+ o(

1

n5

)5

− 1

]

= − 1

n5

(
1− 5

n5
+ o(

1

n5
)− 1

)
∼

n→+∞

5

n10

Ce qui montre que zn ∼
n→+∞

5

n11
et donc finalement :

xn =
1

n
− 1

n6
+

5

n11
+ o

(
1

n11

)
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Exercice 3.5.4.3 On considère la fonction f définie sur Df = R \ {π
2
+ nπ , n ∈ Z} par

la relation :
∀x ∈ Df , f(x) = tan(x)− x

1. Montrer que pour chaque entier n ∈ N, la restriction de la fonction f à l’intervalle
In =]− π

2
+ nπ, π

2
+ nπ[ réalise une bijection de In dans R.

2. En déduire que pour tout entier n ∈ N, il existe un unique réel xn ∈ In tel que
tan(xn) = xn.

3. Déterminer un équivalent de xn.

4. Déterminer le développement asymptotique de (xn)n∈N à trois termes.

Exercice 3.5.4.4 On considère la suite (un)n∈N définie par u0 > 0 et la relation de
récurrence :

∀n ∈ N , un+1 = ln(1 + un)

1. Prouver que la suite (un)n∈N converge vers 0.

2. Pour α ∈ R, déterminer un équivalent de uαn+1 − uαn (en fonction de α et un
uniquement).

3. En déduire qu’il existe une unique valeur de α (que vous déterminerez) telle que
la suite (uαn+1 − uαn) converge vers une limite � �= 0.

4. En utilisant le théorème de Césaro 5, déterminer alors un équivalent de (un).

3.6 Suites à valeurs complexes

3.6.1 Définitions et convergence d’une suite complexe

Définition 3.6.1.1 Une suite à valeurs complexes est une application u : N −→ C, ou
de façon équivalente, une famille de nombres complexes indexée par N.

Définition 3.6.1.2 Soit (zn)n∈N une suite complexe. On définit alors les suites :

(un) = $e(zn) = ($e(zn))n∈N ; (vn) = "m(zn) = ("m(zn))n∈N

et (zn)n∈N = (zn)n∈N

5. voir l’exercice à la fin de ce chapitre.
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On remarque alors qu’on peut étendre toutes les définitions ne faisant pas intervenir
la relation d’ordre de R aux cas des suites complexes.

Par exemple, il n’y a aucun sens à parler de suite complexe croissante ou majorée... En
revanche, la distance dans R est remplacée par le module dans C. On peut donc définir une
suite complexe bornée : une suite complexe (zn)n∈N est bornée s’il existe un réel M � 0
tel que : ∀n ∈ N, |zn| �M .

Définition 3.6.1.3 On dit qu’une suite complexe (zn)n∈N converge vers � ∈ C si :

∀ε > 0 , ∃N ∈ N , ∀n � N , |zn − �| � ε

Si une suite (zn)n∈N converge vers � ∈ C, alors � est unique et est appelé la limite de la
suite.

Les propriétés suivantes restent valables pour les suites complexes :

1. Toute suite convergente est bornée.

2. Toute suite extraite d’une suite convergente est convergente et sa limite est la
même que la suite de départ.

3. La somme et le produit de deux suites convergentes est convergente et on a les
mêmes règles de calculs des limites.

4. Le quotient de deux suites convergentes dont le dénominateur converge vers un
complexe non nul, est une suite convergente et la limite est le quotient des limites.

5. Le théorème de Bolzano-Weierstrass reste valable pour une suite complexe.

6. Les notions de suites équivalentes, dominées et négligeables, ainsi que leurs pro-
priétés restent valables.

En revanche, les propriétés suivantes n’ont aucun sens pour les suites complexes :

1. Une suite complexe monotone.

2. Une suite complexe majorée (ou minorée).

3. Le théorème des gendarmes et le théorème de la limite monotone.

4. Le théorème des suites adjacentes.

5. Les conclusions sur les signes.
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3.6.2 Lien avec les parties réelle et imaginaire

Théorème 3.6.2.1 Une suite complexe (zn)n∈N converge vers � ∈ C si et seulement
si $e(zn) converge vers $e(�) et "m(zn) converge vers "m(�).

Preuve :

Ceci découle des limites des fonctions à valeurs vectorielles (voir par
exemple les calculs de limites pour les courbes paramétrées) après avoir
identifié C au plan R2. Rappelons néanmoins l’idée principale.
Si on note pour n ∈ N, zn = xn + iyn avec (xn, yn) ∈ R2 et � = a + ib
avec (a, b) ∈ R2, alors :

∀n ∈ N , max(|xn − a|, |yn − b|) � |zn − �| �
√
2max(|xn − a|, |yn − b|)

On retrouve immédiatement que :

lim
n→+∞

|zn − �| = 0 ⇐⇒
(

lim
n→+∞

|xn − a| = 0 et lim
n→+∞

|yn − b| = 0

)
�

Exercice 3.6.2.2 Étudier la suite (zn) définie par zn+1 =
1 + i

2
zn et z0 ∈ C.

Exercice 3.6.2.3 Étudier la suite (zn)n∈N définie par zn =
n2 + 3n− 1

−3n2 + 4
+ i

n!

nn
.

Exercice 3.6.2.4 Déterminer un équivalent de la suite (zn)n∈N définie par :

∀n ∈ N , zn =
arctan(n) + ie−n

n2 + in+ 1
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3.7 Exercices

Exercice 3.7.1 Soit (xn)n∈N une suite réelle telle que (x2n), (x2n+1) et (x3n) convergent.
Montrer que (xn)n∈N converge.

Exercice 3.7.2 Montrer que les suites (cos(n))n∈N et (sin(n))n∈N divergent.

Exercice 3.7.3 Soit (un)n∈N une suite à valeurs dans Z. Montrer que (un)n∈N converge
si et seulement si (un)n∈N est stationnaire, c’est-à-dire que (un)n∈N est constante à partir
d’un certain rang.

Exercice 3.7.4 Soit (un) une suite de réels strictement positifs. On suppose que la suite

(un+1

un
) admet une limite et on note lim

n→+∞
un+1

un
= � ∈ [0,+∞].

1. Montrer que si � < 1, alors lim
n→+∞

un = 0 puis montrer que si � > 1, alors

lim
n→+∞

un = +∞.

2. Que peut-on dire si � = 1 ?

Exercice 3.7.5 Soit (un)n∈N une suite de réels non majorée. Démontrer qu’il existe une
suite extraite de (un)n∈N tendant vers +∞.

Exercice 3.7.6 Soit (un)n∈N une suite réelle telle que :

∀(m,n) ∈ (N∗)2, 0 ≤ um+n ≤ m+ n

mn

Montrer que (un) converge vers 0.

Exercice 3.7.7 (Théorème de Césaro) Soit (un)n∈N une suite réelle. On suppose que
lim

n→+∞
un = � ∈ R. Montrer que :

lim
n→+∞

1

n+ 1

n∑
k=0

uk = �

Montrer que le résultat reste vrai pour une suite complexe qui converge vers � ∈ C.
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Exercice 3.7.8 Les affirmations suivantes sont-elles vraies ou fausses ? On justifiera les
réponses par une preuve ou un contre-exemple :

1. « Si (un) est une suite telle que (u2n) converge, alors la suite (un) converge ».
2. « Si (un) est à termes positifs et (u2n) converge, alors la suite (un) converge ».
3. « Si (un) est une suite telle que (u2n) et (u

3
n) convergent, alors (un) converge ».

4. « Soient (an) une suite bornée et (εn) une suite convergeant vers 0. Alors la suite
de terme général un = εnan converge vers 0 ».

5. « Soient (an) une suite bornée et (εn) une suite qui converge. Alors la suite de
terme général un = εnan converge ».

6. « Soient (an) une suite majorée et (εn) une suite non majorée. Alors la suite de
terme général un = εnan n’est pas majorée ».

7. « Si (un) converge, alors (un+1 − un) converge vers 0 ».
8. « Si (un+1 − un) converge vers 0, alors (un) converge ».
9. « Si un ∼ vn alors (un − vn) converge vers 0 ».
10. « Si (un − vn) converge vers 0, alors un ∼ vn ».
11. « Si (un) et (vn) convergent et si un � wn � vn alors(wn) converge ».
12. « Si (un) est une suite de réels strictement positifs qui converge vers 0, alors (un)

est décroissante à partir d’un certain rang ».

Exercice 3.7.9 Montrer que pour tout entier n, (3+
√
5)n+(3−√

5)n ∈ 2Z. En déduire
que la suite

(
sin
(
(3 +

√
5)nπ

))
converge.

Exercice 3.7.10 Étudier la convergence de la suite (un)n∈N définie par u0 = u1 = 1 et

pour tout entier n, un+2 = −un+1 − 1

4
un.

Exercice 3.7.11 Étudier la suite définie par u0 = 1, u1 = 2 et pour tout entier n ∈ N,
un+2 =

√
unun+1.

Exercice 3.7.12 Étudier la convergence, suivant les valeurs de u0 et de k ∈ C, de la suite
(un)n∈N vérifiant ∀n ∈ N , un+1 − un = kn.

Exercice 3.7.13 On considère la suite (un)n∈N définie par u0 =
3
2
et pour tout entier n,

un+1 = u2n − 2un + 2.

1. Démontrer par récurrence que pour tout entier n, 1 � un � 2. On pourra étudier
les variations de f : x �→ x2 − 2x+ 2.

2. Étudier les variations de (un)n∈N. Que peut-on en déduire ?

3. Déterminer la limite de (un)n∈N.
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Exercice 3.7.14 Étudier, suivant les valeurs du réel a, la suite (un) définie par u0 = a

et ∀n ∈ N , un+1 = u2n +
3

16
.

Exercice 3.7.15 Soit a > 0. On considère la suite (un)n∈N définie par u0 > 0 et la relation

de récurrence : ∀n ∈ N , un+1 =
1

2

(
un +

a

un

)
.

1. Étudier la convergence de la suite (un)n∈N. Préciser sa limite si elle converge.

2. On pose pour tout entier n, vn =
un − √

a

un +
√
a
.

(a) Exprimer, pour n ∈ N, vn+1 en fonction de vn.

(b) En déduire que si u0 >
√
a, alors pour tout entier n, |un − √

a| < 2u0v
2n

0 .

(c) Application : déterminer une fraction rationnelle approchant
√
2 à 10−11 près.

Exercice 3.7.16 Soit (un)n∈N définie par u0 = 1 et ∀n ∈ N , un+1 =
un + 2u2n
1 + 3un

.

1. Démontrer que ∀n ∈ N , un > 0.

2. Montrer que (un)n∈N converge et déterminer sa limite �.

3. On veut maintenant déterminer un équivalent de un − �.

(a) Montrer que
1

1 + 3un
= 1− 3un + o(un) puis que un+1 = un − u2n + o(u2n).

(b) On fixe α ∈ R�. Montrer que : uαn+1 − uαn ∼
n→+∞

− αuα+1
n .

(c) Quelle valeur de α faut-il choisir pour obtenir un équivalent simple ? Justifier
la réponse.

(d) On suppose par la suite que α = −1. Montrer que un ∼
n→+∞

1

n
.

Indication : on pourra utiliser sans démonstration le théorème de Césaro (voir
exercice 3.7.7) et reconnâıtre une série télescopique.

Exercice 3.7.17 On considère la suite définie par u0 = 1 et ∀n ∈ N , un+1 =
un

u2n + 1
.

1. Montrer que (un)n∈N converge et déterminer sa limite.

2. Montrer que la suite (u−2
n+1 − u−2

n ) converge vers 2.

3. En utilisant le théorème de Césaro (exercice 3.7.7), déterminer un équivalent de
(un)n∈N.
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Exercice 3.7.18 On considère la suite (xn)n∈N définie par x0 > 0 et pour tout entier n,

xn+1 = xn +
1

x2n
.

1. Montrer que la suite (xn)n∈N est bien définie.

2. Étudier la suite (xn)n∈N et montrer que (xn)n∈N admet une limite que vous déter-
minerez.

3. Montrer qu’il existe α ∈ R que vous déterminerez tel que xαn+1 − xαn ∼
n→+∞

3.

4. En déduire un équivalent de xn.

Exercice 3.7.19 On pose pour n ∈ N, un =

∫ 1

0

(1− t)net dt.

1. Calculer u0, u1 et u2.

2. Étudier les variations de la suite (un)n∈N et prouver que (un)n∈N converge.

3. Montrer que pour tout entier n, 0 � un � e

n+ 1
. En déduire la limite de la suite

(un)n∈N.

4. Établir que pour tout n ∈ N, un+1 = (n+ 1)un − 1.

5. À l’aide d’un tableur ou de Matlab, calculer les 15 premiers termes de la suite
(un)n∈N en utilisant u0 = e − 1 et la relation de récurrence. Que constate-t-on ?
Comment expliquer cela ?

6. On considère à présent l’ensemble S des suites réelles (vn)n∈N vérifiant la relation
de récurrence :

∀n ∈ N , vn+1 = (n+ 1)vn − 1

(a) S est-il un groupe pour la loi + ? Est-il un sous-anneau de l’ensemble des
suites ? Est-il un sous-espace vectoriel des suites ?

(b) Soit (vn)n∈N ∈ S. Montrer que : ∀n ∈ N , vn+1 − un+1 = (n+ 1)(vn − un).

(c) En déduire l’expression de vn en fonction de n, un et v0.

(d) En déduire une condition nécessaire et suffisante pour qu’une suite (vn)n∈N ∈ S
converge.

Exercice 3.7.20 On considère les suites (un)n∈N et (vn)n∈N définies par u0 = 1, v0 = 1
et la relation de récurrence :

∀n ∈ N ,

{
un+1 = 6un + 5vn
vn+1 = −3un − 2vn

Démontrer que (un)n∈N et (vn)n∈N vérifient une relation de récurrence linéaire d’ordre
deux, à coefficients constants et en déduire les expressions de un et vn en fonction de n
uniquement.
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Exercice 3.7.21 On pose pour tout entier non nul n, Sn =
n∑
k=1

(−1)k

k
.

1. Montrer que les suites (S2n) et (S2n+1) sont adjacentes. La suite (Sn)n∈N est-elle
convergente ?

2. Soient x ∈ [0, 1] et n ∈ N�.

(a) Montrer que ∀t ∈ [0, x],
1

1 + t
=

n∑
k=0

(−1)ktk + (−1)n+1 t
n+1

1 + t
.

(b) En déduire que pour x ∈ [0, 1], ln(1+x) =
n∑
k=0

(−1)k

k + 1
xk+1+(−1)n+1

∫ x

0

tn+1

1 + t
dt

et conclure que ln 2 = lim
n→+∞

n∑
k=0

(−1)k

k + 1
.

(c) Que peut-on en déduire pour (Sn)n∈N ?

Exercice 3.7.22 Soit (Sn) définie par pour tout entier n � 1, Sn =
n∑
k=1

(−1)k

k3
.

1. Démontrer que les suites (S2n) et (S2n+1) sont adjacentes.

2. En déduire que (Sn) converge et déterminer une valeur approchée par défaut à
10−2 près.

Exercice 3.7.23 On considère les suites définies par :

u0 = 1 v0 = 2 et ∀n ∈ N ,
2

un+1

=
1

un
+

1

vn
et vn+1 =

un + vn
2

1. Montrer que les suites (un)n∈N et (vn)n∈N sont des suites de rationnels.

2. Montrer que les deux suites convergent vers la même limite et déterminer la valeur
de la limite.

Exercice 3.7.24 On considère les suites (un)n∈N et (vn)n∈N définies par :

0 < u0 < v0 et ∀n ∈ N , un+1 =
u2n

un + vn
et vn+1 =

v2n
un + vn

Montrer que les deux suites sont bien définies et étudier la convergence de ces deux suites.

Exercice 3.7.25 Soient 0 < a < b et les suites (un) et (vn) définies par : u0 = a, v0 = b
et pour tout entier n,

un+1 =
un + vn

2
et vn+1 =

√
un+1vn

Montrer que les suites (un) et (vn) convergent vers une même limite que l’on exprimera à
l’aide du réel α ∈]0, π[ défini par la relation b cosα = a.
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Exercice 3.7.26 À l’aide d’une comparaison avec une intégrale, démontrer que la suite

définie pour n � 2 par : Sn =
n∑
k=2

1

k
√
ln k

diverge vers +∞ et déterminer un équivalent

de Sn.

Exercice 3.7.27 Déterminer la nature de la série
∑

E(lnn), puis déterminer un équi-

valent des sommes partielles.

Exercice 3.7.28 On considère la suite (Sn) définie pour tout entier non nul n par :

Sn =
n∑
k=1

1

k

1. Étudier la nature de la suite (Sn).

2. À l’aide d’une comparaison avec une intégrale, donner un équivalent de Sn.

3. On pose pour n ∈ N�, un = Sn − lnn.

(a) Étudier les variations de (un).

(b) Montrer que la suite (un) converge et que sa limite γ est un réel de l’intervalle
[0, 1].

4. De façon analogue, on définit la suite vn = Sn−1 − lnn pour n � 2 et v1 = 0.

(a) Par un raisonnement analogue, prouver que (vn) converge.

(b) En déduire que une valeur approchée de γ à 10−1 près.

5. Quel développement asymptotique les résultats précédents permettent-ils de mettre
en évidence ?

Exercice 3.7.29 Soit (un) une suite à termes positifs telle que : ∀n � 1, un + u2n =
3

2n
.

1. Montrer que (un) converge vers 0.

2. Soit n � 1. On pose pour tout entier k, vk = u2kn + u2k+1n.

(a) Exprimer, pour k ∈ N, vk en fonction de n et k uniquement.

(b) Pour tout N ∈ N, exprimer un − u22N+2n en fonction des vk pour k ∈ N.

(c) En déduire que ∀n ∈ N� , un =
1

n
.
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Exercice 3.7.30 Utiliser des équivalents simples pour calculer les limites suivantes :

lim
n→+∞

(
1 +

x

n

)n
; lim
n→+∞

(
n− 1

n+ 1

)n
; lim
n→+∞

(
n

n− x

)n
; lim
n→+∞

(
n2 + 3n+ 1

n2 − 2n+ 1

)n
où pour la première suite, on suppose que x ∈ R.

Exercice 3.7.31 Déterminer un équivalent simple pour chacune des suites suivantes :

un =
√
n+ 1− √

n− 1 ; vn =
1

n− 2
− 1

n+ 1
; wn = n sin

(
1√
n

)
; xn = n

1
n − 1

yn = ln(n+ 1)− ln(n) ; zn = tan

(
π

4
+

1

n

)
; sn =

(
tan

(
π

4
+

1

n

))n

Exercice 3.7.32 Déterminer les limites éventuelles des suites suivantes :

1. un =
√
n2 + n+ 1− √

n2 − n+ 1 et vn =
√
n+

√
n2 + 1−

√
n+

√
n2 − 1

2. wn =
n− √

n2 + 1

n− √
n2 − 1

et an =
E
(
(n+ 1

2
)2
)

E
(
(n− 1

4
)2
)

3. bn = n
1

lnn et cn = (lnn)
1
n

4. dn = n
sinn
n et en =

(
sin
(
1
n

)) 1
lnn

5. fn =
1

n2

n∑
k=1

E(kx) où x ∈ R et E désigne la partie entière.

Exercice 3.7.33 Montrer que
n∑
k=1

k! � n× n! et en déduire que
n∑
k=1

k! ∼ n!.

Exercice 3.7.34 Soient (un)n∈N et (vn)n∈N deux suites réelles qui convergent vers 0.
Montrer que (eun −evn) ∼

n→+∞
(un−vn). Le résultat est-il encore vrai si les deux suites sont

complexes et tendent vers 0 ?

Exercice 3.7.35 Soient (αn)n∈N ∈ CN, (βn)n∈N ∈ CN et (un)n∈N ∈ RN.

1. On suppose que αn ∼
n→+∞

βn et que pour tout n ∈ N, $e(αn) �= 0 et $e(βn) �= 0.

A-t-on $e(αn) ∼
n→+∞

$e(βn) ?
2. On suppose que un+1 ∼

n→+∞
un. A-t-on u2n ∼

n→+∞
un ?

3. Soit � un réel. On suppose que un ∼
n→+∞

�. A-t-on unn ∼
n→+∞

�n ?
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Exercice 3.7.36 Pour n ∈ N�, on considère la fonction Pn : x �−→ xn+xn−1+ · · ·+x−1.

1. Montrer que le polynôme Pn admet une unique racine positive. On la note xn.

2. Montrer que pour tout n ∈ N�, Pn(xn+1) < 0. En déduire les variations de (xn)n∈N.

3. Montrer que (xn)n∈N converge et déterminer sa limite �.

4. Déterminer un équivalent de xn − �. On pourra poser yn = xn − � et commencer
par montrer que yn = O(xn2 ).

Exercice 3.7.37

1. Montrer que pour tout entier n ∈ N, l’équation x + 3 ln x = n admet une unique
solution. On note xn cette solution.

2. Déterminer la limite de la suite (xn).

3. Déterminer un équivalent simple de (xn).

4. Montrer qu’il existe a, b, c trois réels non nuls (que vous déterminerez) tels que :

xn = an+ b lnn+ c
lnn

n
+ o

(
lnn

n

)
Exercice 3.7.38

1. Montrer que pour tout entier n ∈ N�, le polynôme Pn = Xn +X − 1 admet une
unique racine dans ]0, 1[.

2. On note pour n ∈ N�, xn l’unique racine de Pn dans ]0, 1[.

(a) Montrer que (xn) converge et déterminer sa limite �.

(b) On cherche à déterminer un équivalent de xn − �. On pose xn = �− yn.

(i) Montrer que : − ln yn
yn

∼
n→+∞

n.

(ii) Prouver alors que ln yn ∼
n→+∞

− lnn et en déduire un équivalent de yn.

Exercice 3.7.39 Soit z = x+ iy, avec (x, y) ∈ R2. Démontrer que lim
n→+∞

(
1 +

z

n

)n
= ez.

Exercice 3.7.40 Soit (zn)n∈N définie par z0 ∈ C et ∀n ∈ N , zn+1 =
1
2
(zn+ |zn|). La suite

(zn)n∈N est-elle convergente ? Si oui, déterminer sa limite.

Exercice 3.7.41 (Difficile) Soit u = (un)n∈N une suite réelle. On dit que � ∈ R est
valeur d’adhérence de la suite u s’il existe une suite extraite de (un)n∈N de limite �.

1. On suppose u bornée. L’ensemble de ses valeurs d’adhérence peut-il être vide ?

2. On suppose que u est bornée et que la suite (un+1 − un)n∈N converge vers 0.
Montrer que l’ensemble des valeurs d’adhérence de u est un segment.

3. Donner un exemple de suite réelle dont l’ensemble des valeurs d’adhérence est R.

212



Chapitre 3 Suites de nombres réels ou complexes

Exercice 3.7.42 On note S l’ensemble des suites réelles vérifiant la relation de récur-
rence :

∀n � 1 , un+1 = (4n+ 2)un + un−1

Partie 1 : structure de S
1. Montrer que (S,+) est un groupe abélien et que S est stable par multiplication

externe. Autrement dit, montrer que (S,+, ·) est un R-espace-vectoriel.

2. Montrer que l’application φ :
S −→ R2

(un) �−→ (u0, u1)
est un isomorphisme de (S,+)

sur (R2,+).

3. Montrer de plus que φ préserve la multiplication externe.

Partie 2 : étude de la convergence

1. Soit (un) ∈ S. On suppose que (un)n∈N converge. Que peut-on dire de sa limite ?

2. Soient (an)n∈N ∈ S et (bn)n∈N ∈ S vérifiant : a0 = b1 = 1 et a1 = b0 = 0.

(a) Démontrer que (bn) est croissante et que ∀n � 1, bn � 6n−1. Que peut-on en
déduire ?

(b) On définit la suite (wn) par wn = anbn+1 − an+1bn. Montrer que (wn) est
géométrique et en déduire l’expression de wn en fonction de n uniquement.

(c) On considère enfin la suite (tn) définie pour tout n � 1 par tn =
an
bn

.

(i) Montrer que les suites (t2n) et (t2n+1) convergent vers la même limite � que
l’on ne cherchera pas à calculer.

(ii) Que peut-on en déduire sur la suite (tn) ?

3. On veut à présent déterminer une condition nécessaire et suffisante portant sur
u0 et u1 pour qu’une suite (un) de S converge.

(a) On suppose que (un) ∈ S converge.

(i) Montrer que ∀n ∈ N , un = u0an + u1bn.

(ii) En déduire que u0�+ u1 = 0.

(b) Réciproquement, on suppose que u0�+ u1 = 0.

(i) Montrer que pour tout entier n � 1,

∣∣∣∣�− an
bn

∣∣∣∣ � 1

bnbn+1

.

(ii) En déduire que (an − �bn) converge et déterminer sa limite.

(iii) Conclure.
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Exercice 3.7.43 Pour un calcul célèbre, Archimède considéra les relations de récurrence
suivantes :

cn+1 =

√
1 + cn

2
et λn+1 =

λn
cn+1

1. Rappeler brièvement qui était Archimède, l’époque à laquelle il a vécu ainsi que
les principaux résultats qu’il a découvert en sciences.

2. Montrer que pour c1 = 0 et λ1 = 2, ces relations définissent deux suites (cn)n�1 et
(λn)n�1 et qu’il existe deux autres suites (θn)n�1 et (αn)n�1 telles que :

∀n ∈ N� , θn ∈
[
0;
π

2

]
, αn > 0 , cn = cos(θn) , λn = αn sin(θn)

3. Étude de la suite (λn)n�1

(a) Montrer que la suite (λn) converge vers π.

(b) En utilisant que pour tout x � 0, | sin x − x| � x3

6
, montrer que pour tout

n � 1, |λn − π| � π3

6× 4n
.

(c) Déterminer un entier n1 tel que |λn1 − π| � 10−6.

4. On définit une nouvelle suite (λ′n)n�1 par λ′n =
4λn+1 − λn

3
.

(a) Établir que (λ′n) converge aussi vers π.

(b) Montrer que λ′n−π = o

(
1

4n

)
et en déduire que λ′n−π = o(λn−π). On pourra

utiliser le développement limité à l’ordre 3 en 0 de la fonction sinus.

(c) Comment peut-on interpréter concrètement par une phrase le résultat de la
question précédente.

(d) En utilisant le développement limité à l’ordre 5 en 0 de sinus, déterminer un
équivalent de λ′n − π.

5. Pour α ∈ R, on définit une nouvelle suite (λ′′n) par λ
′′
n = αλ′n + (1− α)λ′n+1.

(a) Montrer qu’il existe un unique α ∈ R tel que λ′′n − π = o

(
1

42n

)
.

(b) Pour cette valeur de α, exprimer λ′′n en fonction de λn, λn+1 et λn+2.

(c) On admet que pour tout entier n � 1, il existe xn ∈]0, θn[ tel que :

λn = π − π3

3!
× 1

4n
+
π5

5!
× 1

42n
− π7

7!
× 1

43n
cos(xn)

Montrer alors que pour tout n � 1, |λ′′n − π| � 17π7

576× 7!
× 1

43n
.

(d) Déterminer un entier n2 tel que l’on ait |λ′′n − π| � 10−6.

6. Quel commentaire peut-on faire ?
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Chapitre 4

Espaces vectoriels et applications
linéaires

Prérequis : dans tout ce chapitre, les notions suivantes sont supposées connues :

• le cours de logique (en particulier, implications et équivalences) ;

• notion d’ensemble et opérations usuelles sur les ensembles (intersection, union
et produit cartésien) ;

• image directe et image réciproque d’une partie par une application ;

• structures usuelles : groupes, anneaux et corps ;

• morphisme de groupes ;

• injection, surjection, bijection et leurs propriétés.
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Mathématiques supérieures 1 4.1. Espaces vectoriels

4.1 Espaces vectoriels

Dans tout ce chapitre, la lettre K désigne un corps commutatif. Dans la pratique K = R
ou K = C.

4.1.1 Définition et exemples usuels

Définition 4.1.1.1 Soient E un ensemble et K un corps commutatif (ici K = R ou
K = C). On dit que E est un espace vectoriel sur K (ou bien un K-espace vectoriel)
lorsque E est muni :

• d’une loi de composition interne, notée +, telle que (E,+) soit un groupe
abélien ;

• d’une loi de composition externe K×E −→ E, , notée ·, vérifiant les propriétés
suivantes :

P1 ∀(λ, μ) ∈ K2 , ∀u ∈ E , (λ+ μ) · u = λ · u+ μ · u
P2 ∀λ ∈ K , ∀(u, v) ∈ E2 , λ · (u+ v) = λ · u+ λ · v
P3 ∀(λ, μ) ∈ K2 , ∀u ∈ E , (λ× μ) · u = λ · (μ · u)
P4 ∀u ∈ E , 1K · u = u

Les éléments de E sont appelés les vecteurs et les éléments de K les scalaires.

Exemple 4.1.1.2 L’ensemble des vecteurs du plan (ou de l’espace) est un R-espace vec-
toriel : c’est d’ailleurs ce qu’on a pris comme modèle pour définir la notion d’espace
vectoriel.

Remarque : ainsi, normalement, on doit préciser que (E,+, ·) est un K-espace vectoriel
(c’est-à-dire préciser les lois de compositions interne et externe). Dans la pratique, comme
pour les groupes ou les anneaux, on dira simplement « soit E un K-espace vectoriel ».

Proposition 4.1.1.3 Soit n ∈ N�. On munit l’ensemble Kn de deux opérations : on
pose pour λ ∈ K et u, v ∈ Kn avec u = (u1, · · · , un) et v = (v1, · · · , vn),

u+ v = (u1 + v1, · · · , un + vn) et λ · u = (λ× u1, · · · , λ× un)

Alors (Kn,+, ·) est un K-espace vectoriel.
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Preuve :

• On a déjà montré que (Kn,+) est un groupe commutatif (voir la pro-
position 1.1.2.5).

• L’opération · est une application bien définie de K×Kn dans Kn.

∗ Montrons P1.

Soient u = (uk)1�k�n ∈ Kn et (λ, μ) ∈ K2. On a alors :

(λ+ μ) · u = ((λ+ μ)× u1, · · · , (λ+ μ)× un) (par définition de ·)
= (λ× u1 + μ× u1, · · · , λ× un + μ× vn)

car × est distributive par rapport à l’addition dans K. Alors, par
définition de + dans Kn,

(λ+ μ) · u = (λ× u1, · · · , λ× un) + (μ× u1, · · · , μ× un)

= λ · u+ μ · u

∗ Montrons P2.

Soient u = (ul, · · · , un) et v = (v1, · · · , vn) deux éléments de Kn

et λ ∈ K. Alors :

λ · (u+ v) = λ · (u1 + v1, · · · , un + vn)
= (λ× (u1 + v1), · · · , λ× (un + vn))
= (λ× u1 + λ× v1, · · · , λ× un + λ× vn)
= (λ× u1, · · · , λ× un) + (λ× v1, · · · , λ× vn)
= λ · u+ λ · v

∗ Montrons P3.

Soient u = (u1, · · · , un) ∈ Kn et λ, μ ∈ K. On a :

λ · (μ · u) = λ · (μ× u1, · · · , μ× un)
= (λ× (μ× u1), · · · , λ× (μ× un))
= ((λ× μ)× u1, · · · , (λ× μ)× un) (× est

associative sur K)
= (λ× μ) · (u1, · · · , un)
= (λ× μ) · u

∗ Montrons P4.

Puisque 1K est neutre pour la multiplication dans K, il est clair
que pour tout u = (u1, · · · , un) ∈ Kn :

1K · u = (1K × u1, · · · 1K × un) = (u1, · · · , un) = u

Ce qui prouve que (Kn,+, ·) est bien un K-espace vectoriel. �
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Remarques :

• en particulier, K est un K-espace vectoriel (correspond à n = 1) ;

• C est donc un C-espace vectoriel mais est aussi un R-espace vectoriel ! Ces deux
espaces vectoriels ne sont pas les mêmes. Il est donc important de bien préciser
s’il s’agit d’un R-espace vectoriel ou bien d’un C-espace vectoriel.

En fait, on a un résultat un peu plus général : c’est l’objet de la proposition suivante.

Proposition 4.1.1.4 Soit X un ensemble quelconque et F un K-espace vectoriel. Alors
l’ensemble F(X,F ) est un K-espace vectoriel pour les opérations suivantes définies pour
tout f, g ∈ F(X,F ) et λ ∈ K :

f + g : X −→ F
x �−→ f(x) + g(x)

et
λ · f : X −→ F

x �−→ λ · f(x)

! Attention : notez bien qu’il y a deux opérations + et · : celles qu’on définit sur l’en-
semble F(X,F ) et celles de F qui sont données. On les note de la même façon pour ne pas
alourdir les notations mais en toute rigueur, on devrait écrire : (F,+, ·) et (F(X,F ),⊕,').
Avec ces notations, on a pour tout x ∈ X, (f⊕g)(x) = f(x)+g(x) et (λ'f)(x) = λ·f(x).
Par la suite, on ne fera jamais cette distinction et on notera seulement + et · mais faites
bien attention à ne pas les confondre.

Preuve :

La démonstration est identique à la précédente. Voici les étapes essen-
tielles de la démonstration :

• Pour montrer que (F(X,F ),+) est un groupe :

∗ c’est toujours un ensemble non vide puisque F est non vide ;
∗ + est associative et commutative car l’addition dans F est
associative et commutative ;

∗ l’application nulle (c’est-à-dire constante égale à 0F ) est clai-
rement neutre pour + ;

∗ si f ∈ F(X,F ), alors l’application g ∈ F(X,F ) définie par :
∀x ∈ X , g(x) = −f(x) est l’opposé de f pour la loi +.

• Les propriétés P1, P2, P3 et P4 pour F(X,F ) sont des consé-
quences directes de ces mêmes propriétés pour (F,+, ·).

Les détails de la preuve sont laissés en exercice.

�
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Corollaire 4.1.1.5 Soit I un intervalle réel (ou une partie quelconque de R ou C).
Les ensembles RN, RR et F(I,R) sont des R-espaces vectoriels. CN, CR et F(I,C) sont
des C-espaces vectoriels.

Remarque : il est important de bien connâıtre les espaces vectoriels de référence. On
verra un peu plus loin que comme pour les groupes ou les anneaux, pour montrer que E
est un espace vectoriel, on montrera très souvent que c’est un sous-espace vectoriel d’un
espace vectoriel de référence.

! Attention : on a vu dans le chapitre sur les groupes et anneaux que (Zn,+,×) (avec
l’addition et la multiplication terme à terme) est un anneau. En revanche, Zn n’est pas un
R-espace vectoriel ! Zn n’est pas non plus un Z-espace vectoriel car Z n’est pas un corps
et donc la notion de Z-espace vectoriel n’est pas définie.

Exercice 4.1.1.6 On munit Z de l’addition usuelle. Montrer qu’il n’existe pas de loi de
composition externe · de R× Z dans Z telle que (Z,+, ·) soit un R-espace vectoriel.

4.1.2 Règles de calcul dans un espace vectoriel

Essentiellement, on retrouve presque toutes les mêmes règles de calcul que dans un anneau.

Proposition 4.1.2.1 Soit (E,+, ·) un K-espace vectoriel. Alors :

(i) « La loi · est distributive par rapport aux lois + ». De façon plus formelle, on
a pour tout (n, p) ∈ N2, (λ, λ0, · · · , λp) ∈ Kp+1 et (u, u0, · · · , un) ∈ En+1 :

λ ·
(

n∑
i=0

ui

)
=

n∑
i=0

(λ · ui) et

(
p∑

k=0

λk

)
· u =

p∑
k=0

(λk · u)

(ii) ∀u ∈ E , 0K · u = 0E

(iii) ∀λ ∈ K , λ · 0E = 0E

(iv) ∀(λ, u) ∈ K× E , λ · u = 0E ⇐⇒ λ = 0K ou u = 0E

(v) ∀u ∈ E , − u = (−1) · u
(vi) « Distributivité de · par rapport à − » :

∀(λ, μ) ∈ K2 , ∀(u, v) ∈ E2 , (λ−μ) ·u = λ ·u−μ ·u et λ · (u−v) = λ ·u−λ ·v

219
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Preuve :

• (i) est une conséquence directe de la définition d’un espace vectoriel
et se prouve rigoureusement par récurrence sur n (respectivement p).
Exercice : rédiger cette récurrence.

• Montrons (ii).
On copie la preuve dans le cas des anneaux :

0K · u = (0K + 0K) · u = 0K · u+ 0K · u

Dans le groupe (E,+) tout élément admet un opposé : par conséquent,
0K · u = 0E.

• La démonstration de (iii) est identique à la précédente en calculant
λ · (0E + 0E).

• Montrons (iv).
On peut remarquer que ⇐= vient d’être démontrée (il s’agit de (ii) et
(iii)). Réciproquement, on constate que :(
λ ·u = 0E =⇒ λ = 0K ou u = 0E

)
⇐⇒

(
λ ·u = 0E et λ �= 0K =⇒ u = 0E

)
Soient λ un scalaire non nul et u un vecteur de E tels que λ · u = 0E. K
est un corps et λ �= 0K donc λ admet un inverse pour la loi × dans K. Il
vient alors :

0E = λ−1 · 0E = λ−1 · (λ · u) = (λ−1 × λ) · u = 1K · u = u

• Montrons (v). Soit u ∈ E. Alors :

u+ (−1K) · u = 1K · u+ (−1K) · u = (1K + (−1K)) · u = 0K · u = 0E

Or, + est commutative (dans E) donc (−1K) ·u+u = u+(−1K) ·u = 0E,
ce qui prouve que −u = (−1K) · u.
• La propriété (vi) est une conséquence directe de (v) et des propriétés
P1, P2 et P3. La preuve rigoureuse est laissée en exercice. �

! Attention : notez la différence fondamentale dans les règles entre espaces vectoriels
et anneaux :

dans un espace vectoriel, λ · u = 0 ⇐⇒ λ = 0 ou u = 0

dans un anneau, a× b = 0 =⇒× a = 0 ou b = 0

Remarque : quels sont les anneaux A pour lesquels a × b = 0 =⇒ a = 0 ou b = 0 est
vraie pour tout (a, b) ∈ A2 ?
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Définition 4.1.2.2 Soient n ∈ N�, E un K-espace vectoriel et (u1, · · · , un) ∈ En. On
appelle combinaison linéaire des vecteurs u1, · · · , un tout vecteur v ∈ E s’écrivant sous
la forme :

v =
n∑
k=1

λk · uk

où λ1, · · · , λn sont des scalaires, c’est-à-dire pour tout k ∈ �1, n�, λk ∈ K.

Exemple 4.1.2.3 Dans l’espace habituel muni de sa base (�i,�j,�k), un vecteur �v est com-
binaison linéaire de �i et �j s’il s’écrit sous la forme :

�u = λ�i+ μ�j avec (λ, μ) ∈ R2

On peut alors remarquer que l’ensemble de toutes les combinaisons linéaires de �i et �j est
le plan de base (�i,�j). C’est ce qu’on appelle le sous-espace vectoriel engendré par �i et �j.
On reverra cela un peu plus loin.

Exemple 4.1.2.4 Soit E = F(R,R). On a vu que c’est un R-espace vectoriel. Pour
n ∈ N donné, si on pose pour k ∈ �0, n�, fk : x �−→ xk, alors fk ∈ E et une fonction f est
combinaison linéaire des vecteurs (fk)0�k�n si et seulement si elle s’écrit sous la forme :

f =
n∑
k=0

λkfk avec (λk)0�k�n ∈ Rn+1 soit encore ∀x ∈ R , f(x) =
n∑
k=0

λkx
k

C’est-à-dire que f est combinaison linéaire des vecteurs (fk)0�k�n si et seulement si f est
une fonction polynomiale de degré au plus n.

Exemple 4.1.2.5 On considère E = RN (qui est bien un R-espace vectoriel) et on note
S = {(un) ∈ E / ∀n ∈ N , un+2 − 5un+1 + 10un = 0}. Soit (un)n∈N ∈ RN. Alors on a vu
que (un)n∈N ∈ S si et seulement si (un)n∈N est combinaison linéaire de (2n)n∈N et (5n)n∈N.

4.1.3 Sous-espaces vectoriels

Définition 4.1.3.1 Soient E un K-espace vectoriel et F ⊂ E. On dit que F est un
sous-K-espace vectoriel de E (ou simplement sous-espace vectoriel de E) si :

(i) 0E ∈ F ;

(ii) F est stable par +, c’est-à-dire : ∀(u, v) ∈ F 2 , u+ v ∈ F ;

(iii) F est stable par ·, c’est-à-dire : ∀λ ∈ K , ∀u ∈ F , λ · u ∈ F .
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Remarques :

• les propriétés (ii) et (iii) sont équivalentes à :

(ii) bis : ∀(λ, μ) ∈ K2 , ∀(u, v) ∈ F 2 , λ · u+ μ · v ∈ F

ou encore au fait que F est stable par combinaisons linéaires. En effet, si (ii) bis
est vérifiée, alors en choisissant λ = μ = 1K, on obtient (ii). Puis en choisissant
μ = 0, on obtient (iii). Réciproquement, si (ii) et (iii) sont vérifiées, alors pour
(u, v) ∈ F 2 et (λ, μ) ∈ K2, on a λ · u ∈ F et μ · v ∈ F d’après (iii), et donc
λ · u+ μ · v ∈ F d’après (ii).

• par abus (mais c’est une notation utilisée par tous), on notera E est un K-ev
(pour dire que E est un K-espace vectoriel) et F est un sev de E, au lieu de F
est un sous-espace vectoriel de E.

Proposition 4.1.3.2 Soient E un K-espace vectoriel et F un sous-espace vectoriel de
E. Alors (F,+, ·) est un K-espace vectoriel.

Preuve :

• Tout d’abord, montrons que (F,+) est un sous-groupe de (E,+).

∗ par définition F ⊂ E et d’après (i), 0E ∈ F ;

∗ d’après (ii), F est stable par + ;

∗ montrons que F est stable par opposé. Soit u ∈ F , alors d’après
(iii), (−1) · u ∈ F . Mais dans E, qui est un espace vectoriel,
(−1) · u = −u : par suite, −u ∈ F .

Ce qui montre que (F,+) est un sous-groupe de (E,+) donc est bien un
groupe.

• La loi · est bien une loi de composition externe : K× F −→ F d’après
(iii).

• Les propriétés P1, P2, P3 et P4 étant vraies sur E, elles le sont a
fortiori sur F . �

� Méthode :

Pour montrer que F est un espace vectoriel, on montre souvent
que c’est un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel E connu.
Pour cela, on utilise généralement la caractérisation suivante :

(i) : 0E ∈ F
(ii) : ∀(λ, μ) ∈ K2 , ∀(u, v) ∈ F 2 , λ · u+ μ · v ∈ F
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Exemple 4.1.3.3 Si I est un intervalle non vide de R, l’ensemble C0(I,C) des fonctions
continues sur I à valeurs complexes est un C-espace vectoriel, c’est un sous-espace vectoriel
de F(I,C). En effet,

• la fonction nulle est continue sur I donc 0F(I,C) ∈ C0(I,C) ;

• si f, g ∈ C0(I,C) et λ, μ ∈ C, alors λf + μg est aussi continue sur I (puisque f et
g le sont), c’est-à-dire λf + μg ∈ C0(I,C).

Exemple 4.1.3.4 L’ensemble des suites convergentes est un sous-espace vectoriel des
suites bornées, lui-même étant un sous-espace vectoriel de RN. En effet,

• B(N,R) ⊂ RN ;
• la suite nulle est bornée donc 0RN ∈ B(N,R) ;
• on a prouvé dans le chapitre précédent, que si u, v sont des suites bornées et
λ ∈ R alors u + v et λ · u sont bornées, c’est-à-dire que B(N,R) est stable par
combinaisons linéaires.

Ce qui prouve que B(N,R) est bien un sous-espace vectoriel de RN.

De la même façon, en notant S l’ensemble des suites réelles convergentes, on a montré
que :

• S ⊂ B(N,R) (toute suite convergente est bornée) ;
• la suite nulle converge donc 0B(N,R) ∈ S ;
• si u = (un)n∈N et v = (vn)n∈N sont deux suites convergentes et si λ, μ sont deux
réels, alors λ · u+ μ · v converge, c’est-à-dire λ · u+ μ · v ∈ S.

Ce qui prouve que S est bien un sous-espace vectoriel de B(N,R).

Exemple 4.1.3.5 Notons E = C0([0, 1],R) et F = {f ∈ E /

∫ 1

0

f(x) dx = 0}. Montrons

que F est un sous-espace vectoriel de E.
• F ⊂ E par définition ;
• la fonction nulle sur [0, 1] est d’intégrale nulle sur [0, 1] donc 0E ∈ F ;
• soient (f, g) ∈ F 2 et (λ, μ) ∈ R2. La fonction λf + μg (qui est bien continue sur
[0, 1] car E est un espace vectoriel) vérifie par « linéarité » de l’intégrale :∫ 1

0

(λf + μg) (x) dx =

∫ 1

0

(λf(x) + μg(x)) dx = λ

∫ 1

0

f(x) dx+μ

∫ 1

0

g(x) dx = 0

c’est-à-dire λf + μg ∈ F .
Ce qui prouve que F est bien un sous-espace vectoriel de E.

Remarque : on verra un peu plus loin une méthode plus rapide pour justifier que F est
un sous-espace vectoriel de E (et même un hyperplan) : c’est le noyau d’une application
linéaire.
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Exercice 4.1.3.6 Montrer que l’ensemble des solutions de y′′ + y = 0 est un sous-espace
vectoriel de C0(R,R).

Exemple 4.1.3.7 Soit E = R3. On note (u|v) le produit scalaire des deux vecteurs u et v
dans R3. On rappelle que si u = (x, y, z) et v = (x′, y′, z′), alors (u|v) = xx′+yy′+zz′. Soit
u est un vecteur de R3. Montrons que l’ensemble u⊥ = {v ∈ R3 / (u|v) = 0} (l’ensemble
des vecteurs orthogonaux à u, c’est-à-dire l’ensemble des vecteurs dont le produit scalaire
usuel avec u est nul) est un espace vectoriel.

• Tout d’abord, u⊥ ⊂ R3 ;
• ensuite, (u|0) = 0 donc 0R3 ∈ u⊥ ;
• enfin, soient (v1, v2) ∈ (u⊥)2 et (λ, μ) ∈ R2. Alors, d’après les propriétés du produit
scalaire 1 :

(u|λv1 + μv2) = λ(u|v1) + μ(u|v2) = λ× 0R + μ× 0R = 0

et donc λv1 + μv2 ∈ u⊥.

Exemple 4.1.3.8 En revanche, les ensembles F = {f ∈ C0([0, 1],R) /
∫ 1

0

f(x) dx = 1}
et P = {(x, y, z) ∈ R3 / x + y + z = 1} ne sont pas des espaces vectoriels. L’ensemble P
est un plan « affine » mais n’est pas un plan « vectoriel ».

Exercice 4.1.3.9 L’ensemble F = {(un)n∈N ∈ RN / (u2n)n∈N converge } est-il un sous-
espace vectoriel de RN ?

Exercice 4.1.3.10 L’ensemble B = {(x, y) ∈ R2 / x2 + y2 < 1} est-il un sous-espace
vectoriel de R2 ? Est-il stable par addition ? Est-il stable par multiplication externe ?

Définition 4.1.3.11 Soient E un espace vectoriel et u un vecteur non nul. On pose
alors :

K · u = {λ · u , λ ∈ K}
On dit que K ·u est la droite vectorielle dirigée par u ou que u est un vecteur directeur
de K · u.

Proposition 4.1.3.12 Soit u ∈ E \ {0E}. Alors, K · u est un sous-espace vectoriel de
E. De plus, tout élément non nul de K · u est un vecteur directeur de K · u.

1. le produit scalaire « usuel » est bilinéaire donc linéaire à droite.
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Preuve :

• Montrons pour commencer que Ku est un sous-espace vectoriel de E.

∗ En prenant λ = 0, on a 0K · u ∈ {λ · u , λ ∈ K}, c’est-à-dire
0E ∈ Ku.

∗ Soient (λ, μ) ∈ K2 et (v, w) ∈ (Ku)2. Par définition, il existe
λ1 ∈ K et λ2 ∈ K tels que : v = λ1 · u et w = λ2 · u. On a alors :

λ · v + μ · w = λ · (λ1 · u) + μ · (λ2 · u)
= (λ× λ1) · u+ (μ× λ2) · u
= (λ× λ1 + μ× λ2) · u

Or, (λ× λ1 + μ× λ2) ∈ K donc λ · v + μ · v ∈ Ku.

Ce qui prouve que Ku est bien un sous-espace vectoriel de E.

• Montrons à présent que tout vecteur non nul de Ku est un vecteur
directeur de Ku, c’est-à-dire que : v ∈ Ku \ {0E} ⇐⇒ Ku = Kv.

∗ Montrons =⇒
Soit v ∈ Ku\{0E} : il existe μ ∈ K� tel que v = μ ·u. On a alors :

x ∈ Ku ⇐⇒ ∃λ ∈ K , x = λ · u
⇐⇒ ∃λ ∈ K , x = (λ× μ−1) · v
⇐⇒ ∃λ′ ∈ K , x = λ′ · v
⇐⇒ x ∈ Kv

d’où Ku = Kv.

∗ Montrons ⇐=
On suppose que Ku = Kv. Alors, d’une part, v ∈ Kv = Ku
et d’autre part, u ∈ Ku = Kv donc il existe λ ∈ K tel que
u = λ · v. Par hypothèse, u �= 0E donc λ �= 0K et v �= 0E. Par
suite, v ∈ Ku \ {0E}.

�

4.2 Opérations sur les espaces vectoriels

4.2.1 Intersection et sous-espace engendré par une partie

Proposition 4.2.1.1 Soient E un K-espace vectoriel et (Fi)i∈I une famille quelconque

de sous-espaces vectoriels de E. Alors
⋂
i∈I
Fi est un sous-espace vectoriel de E.

225
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Preuve :

On applique la définitions.

• Soit i ∈ I. Fi est un sous-espace vectoriel de E donc 0E ∈ Fi.

Ceci est vrai pour tout i ∈ I donc 0E ∈
⋂
i∈I
Fi.

• Soient λ, μ ∈ K et u, v ∈
⋂
i∈I
Fi. Soit i ∈ I. Puisque Fi est un

sous-espace vectoriel de E, λ ·u+μ · v ∈ Fi. Ceci étant vrai pour
tout i ∈ I, on en déduit que :

λ · u+ μ · v ∈
⋂
i∈I
Fi

Ce qui prouve que
⋂
i∈I
Fi est bien un sous-espace vectoriel de E.

�

Exemple 4.2.1.2 L’ensemble F = {f ∈ C0(R,R) / ∀n ∈ Z , f(n) = 0} est un sous-
espace vectoriel de E = C0(R,R). En effet, pour n ∈ Z, Fn = {f ∈ E / f(n) = 0} est un
sous-espace vectoriel de E donc F =

⋂
n∈Z Fn est un sous-espace vectoriel de E.

Exemple 4.2.1.3 Dans R3, les ensembles P1 = {(x, y, z) ∈ R3 / x + y + z = 0} et
P2 = {(x, y, z) ∈ R3 / x−y+z = 0} sont des sous-espaces vectoriels de R3 (voir l’exemple
4.1.3.7). Par suite,

D = P1 ∩ P2 = {(x, y, z) ∈ R3 / x+ y + z = x− y + z = 0}
est un sous-espace vectoriel de R3.

Remarque : dans l’exemple précédent, on peut aussi prouver directement que D est une
« droite vectorielle ». En effet, soit (x, y, z) ∈ R3. On a alors :

(x, y, z) ∈ D ⇐⇒
{

0 = x+ y + z L1

0 = x− y + z L2

⇐⇒
{
y = 0 L1 ←− L1 − L2

z = −x L2

⇐⇒ (x, y, z) = x(1, 0,−1)

⇐⇒ (x, y, z) ∈ R(1, 0,−1)

Ce qui montre que D = Ru avec u = (1, 0,−1) et donc D est une bien un sous-espace
vectoriel de R3. Dans l’exemple, on a utilisé un système d’équations cartésiennes de D
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alors que dans la remarque, on a donné une représentation paramétrique de D (vous devez
impérativement savoir donner les deux formes).

! Attention : en revanche, une erreur très grave et très classique est de dire que la
réunion de deux sous-espaces vectoriels est un sous-espace vectoriel.
En général, la réunion de deux sous-espaces vectoriels n’est pas un sous-espace vectoriel.

Exemple 4.2.1.4 Dans le plan usuel par exemple, F = R�i et G = R�j sont des sous-

espaces vectoriels de
−→P . Pourtant, F∪G n’est pas un espace vectoriel puisque par exemple,

�i ∈ F ∪G, �j ∈ F ∪G mais �i+�j /∈ F ∪G (puisque �i et �j ne sont pas colinéaires).

Définition 4.2.1.5 Soient E un K-ev et X ⊂ E une partie quelconque de E. On
appelle espace vectoriel engendré par X, et on note V ect(X) ou < X >, l’ensemble
défini par :

< X > =
⋂
X⊂F
F sev E

F

Proposition 4.2.1.6 Pour toute partie X ⊂ E, < X > est un sous-espace vectoriel
de E et c’est le plus petit sous-espace vectoriel de E (pour l’inclusion) qui contient X.

Preuve :

D’après la proposition précédente, < X > est bien un sous-espace vecto-
riel puisque c’est une intersection de sous-espaces vectoriels de E.
Par ailleurs, si G est un sous-espace vectoriel de E qui contient X, alors

G ∈ {F sev de E / X ⊂ F}. Par conséquent,
⋂
X⊂F
F sev E

F ⊂ G, c’est-à-dire

< X >⊂ G.
�

Exemple 4.2.1.7 Soient E un K-espace vectoriel et X = ∅ : déterminons < X >.

• D’une part, {0E} est bien un sous-espace vectoriel de E qui contient X donc
< X >⊂ {0E}.

• D’autre part, comme < X > est un sous-espace vectoriel de E, il contient 0E donc
{0E} ⊂< X >.

Ainsi, par double inclusion, < ∅ >= {0E}.
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Exemple 4.2.1.8 Soient E un K-espace vectoriel et u ∈ E \ {0E}. Alors < {u} >= Ku.

• On a déjà prouvé que Ku est un sous-espace vectoriel de E et par définition,
u ∈ Ku. Par conséquent, < {u} >⊂ Ku.

• Réciproquement, si F est un sous-espace vectoriel de E qui contient {u}, c’est-à-
dire u ∈ F , alors pour tout λ ∈ K, λ · u ∈ F (car F est un sous-espace vectoriel).
Par suite Ku ⊂ F . Par conséquent, Ku ⊂< {u} >.

Proposition 4.2.1.9 Soit E un K-espace vectoriel et soit Xune partie quelconque de
E. Alors X est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si < X >= X.

Preuve :

• Montrons l’implication directe.
Si X est un sous-espace vectoriel de E, alors d’une part X ⊂< X >
(par définition de l’espace vectoriel engendré par une partie) et d’autre
part, X est alors un sous-espace vectoriel de E qui contient X, par suite
< X >⊂ X. Finalement, X =< X >.

• Réciproquement, si X =< X >, alors X est un sous-espace vectoriel
de E car < X > l’est.

�

Remarques et notations :

• à partir de la définition, ce qu’on utilise dans la pratique, c’est la propriété sui-
vante : « si F est un sous-espace vectoriel de E contenant X, alors < X >⊂ F » ;

• par abus, on notera < {u} >=< u >. Plus généralement, par abus toujours, si X
est une partie finie non vide, X = {x1, · · · , xn}, on notera :

Vect(X) =< X >=< x1, · · · , xn >= Vect(x1, · · · , xn)

Le seul « problème » avec la définition est qu’elle ne permet pas en général de déterminer
explicitement < X >. Pour cela, on dispose du théorème fondamental suivant.

Théorème 4.2.1.10 Soient E un K-espace vectoriel et X ⊂ E, avec X �= ∅. Alors
l’espace vectoriel engendré par X est l’ensemble des combinaisons linéaires d’éléments
de X. Autrement dit, u ∈ Vect(X) si et seulement si

∃n ∈ N , ∃(x0, · · · , xn) ∈ Xn+1 , ∃(λ0, · · · , λn) ∈ Kn+1 , u =
n∑
k=0

λk · xk
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� À retenir :

En clair, il faut retenir que :

<X>=

{
n∑
k=0

λkxk , n ∈ N et ∀k ∈ �0, n� , λk ∈ K et xk ∈ X

}

Preuve :

Pour simplifier les notations, on donne ci-dessous la preuve dans le cas
où X est une partie finie non vide de E. La preuve repose sur le même
principe dans le cas où X est éventuellement une partie infinie.
Ainsi, on note X = {xk , 0 � k � n}, où n est un entier naturel fixé.
Notons G l’ensemble des combinaisons linéaires des éléments de X, c’est-
à-dire :

G =

{
n∑
k=0

λkxk / ∀k ∈ �0, n� , λk ∈ K

}

• Montrons que G ⊂< X >.
D’après la proposition précédente, < X > est un sous-espace vectoriel
de E qui contient les éléments de X. Par conséquent, il contient toute
combinaison linéaire d’éléments de X, c’est-à-dire G ⊂< X >.

• Montrons à présent que < X >⊂ G.
Pour cela, on montre que G est un sous-espace vectoriel de E. Comme
X ⊂ G on aura alors < X >⊂ G (puisque < X > est le plus petit
sous-espace vectoriel de E qui contient X).

∗ Par hypothèse, X �= ∅ : soit x ∈ X. Alors 0K · x ∈ G, c’est-à-dire
0E ∈ G.

∗ Soient u, v ∈ G et λ, μ ∈ K. Par définition de l’ensemble G, il
existe (λ′k)0�k�n ∈ Kn+1 et (λ′′k)0�k�n ∈ Kn+1 tels que :

u =
n∑
k=0

λ′k · xk et v =
n∑
k=0

λ′′k · xk

Posons pour tout k ∈ �0, n�, λk = λλ′k + μλ′′k ∈ K. On a alors :

λ · u+ μ · v =
n∑
k=0

λk · xk ∈ G

Ce qui prouve que G est un sous-espace vectoriel de E, terminant ainsi
la démonstration.

�
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Remarque : lorsque X est une partie infinie, la seule différence dans la démonstration
est la preuve que G est stable par combinaisons linéaires. En effet, si l’on se donne deux
éléments u ∈ G et v ∈ G, alors u et v s’écrivent sous la forme :

u =
n∑
k=0

λ′kx
′
k et v =

p∑
k=0

λ′′kx
′′
k

avec n ∈ N et p ∈ N (mais n et p ne sont dans ce cas pas nécessairement égaux),
(x′0, · · · , x′n) ∈ Xn+1, (x′′0, · · · , x′′p) ∈ Xp+1, (λ′0, · · · , λ′n) ∈ Kn+1 et (λ′′0, · · · , λ′′p) ∈ Kp+1.
Autrement dit, les combinaisons linéaires ne contiennent pas forcément le même nombre
de vecteurs, ni même les mêmes vecteurs. L’écriture est donc un peu plus délicate mais
l’idée est la même. Pour (λ, μ) ∈ K2, on pose :

∀k ∈ �0, n+ p+ 1� , xk =

{
x′k si 0 � k � n
x′′k−(n+1) si n+ 1 � k � n+ p+ 1

et

∀k ∈ �0, n+ p+ 1� , λk =

{
λλ′k si 0 � k � n
μλ′′k−(n+1) si n+ 1 � k � n+ p+ 1

De cette façon, on a :

λ · u+ μ · v =

n+p+1∑
k=0

λkxk

Vous verrez plus tard (dans le cours de mathématiques spéciales 1) une méthode de nota-
tion qui permet de simplifier cette écriture technique. Mais pour ce chapitre, vous devez
simplement mâıtriser les écritures (et les preuves) lorsque X est une partie finie non vide
de E.

Exemple 4.2.1.11 Si u est un vecteur de E, on retrouve que Vect(u) = K · u. Notez
bien que si u = 0E, alors Ku = {0E}, ce qui est logique puisque le plus petit sous-espace
vectoriel de E qui contient 0E est {0E}.

Exemple 4.2.1.12 Si u et v sont deux vecteurs non colinéaires, alors < u, v > est le plan
vectoriel engendré par u et v, c’est-à-dire l’ensemble des combinaisons linéaires de u et v.
On écrira aussi < u, v >= Ku+Kv ou plus exactement, < u, v >= Ku⊕Kv lorsque u et
v sont non colinéaires (voir paragraphes suivants).

Exemple 4.2.1.13 L’ensemble S des suites réelles (un)n∈N vérifiant la relation de récur-
rence :

∀n ∈ N , un+2 − 5un+1 + 6un = 0

est S = Vect((2n)n∈N, (3n)n∈N). En effet, les racines du polynôme caractéristique associé
étant 2 et 3, on a démontré que si (un)n∈N ∈ RN, alors :

(un)n∈N ∈ S ⇐⇒ ∃(λ, μ) ∈ R2 , (un)n∈N = λ(2n)n∈N + μ(3n)n∈N
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Exemple 4.2.1.14 De même, l’ensemble des solutions de l’équation y′′ + y = 0 est
< sin, cos >. Ceci permet d’ailleurs de justifier que cet ensemble est un espace vectoriel
car c’est l’espace vectoriel engendré par {cos, sin} ⊂ F(R,R).

Exemple 4.2.1.15 L’ensemble P des fonctions polynomiales sur R est par définition
P = Vect({x �→ xn , n ∈ N}). En effet, par définition, f est une fonction polynomiale
(sur R) si et seulement si il existe n ∈ N, (a0, · · · , an) ∈ Rn+1 tels que :

∀x ∈ R , f(x) =
n∑
k=0

akx
k

c’est-à-dire si et seulement si il existe n ∈ N, (a0, · · · , an) ∈ Rn+1 tels que :

f =
n∑
k=0

ak(x �−→ xk)

soit encore si et seulement si f est une combinaison linéaire d’éléments de l’ensemble
{x �→ xn , n ∈ N}.

Exemple 4.2.1.16 L’ensemble des polynômes trigonométriques (2π-périodiques) est par
définition :

Vect({x �→ cos(nx) , n ∈ N} ∪ {x �→ sin(nx) , n ∈ N�})
C’est un sous-espace vectoriel de l’ensemble des fonctions de R dans R, 2π-périodiques.

! Attention : par définition, une combinaison linéaire est toujours une somme finie !
Le nombre de termes dans cette somme peut être arbitrairement grand mais il reste fini !
Essentiellement, il y a deux raisons :

• tout d’abord, si l’on écrit
+∞∑
n=0

λn · xn, ce n’est qu’une notation ! Cela désigne la

limite de la suite (Sn) =

(
n∑
k=0

λk · xk
)
. Or, vous n’avez pas encore étudié la

notion de limite pour une suite d’éléments de E lorsque E est un espace vectoriel
quelconque. En fait, vous verrez (comme dans le paragraphe d’applications aux
séries à termes positifs de ce livre) que cette notation suppose la convergence,
ce qui n’a aucune raison d’être le cas quand on fait une combinaison linéaire
quelconque ;

• ensuite, un espace vectoriel est stable par addition de deux termes. On a ensuite
montré que ceci entrâıne qu’il est stable par addition d’un nombre fini de termes.
Mais il n’y a aucune raison pour que la limite (c’est-à-dire une somme infinie de
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termes) appartienne encore à l’espace. Par exemple, on montrera dans le cours
d’intégration (cours de mathématiques supérieures 2) que :

∀x ∈ R , exp(x) =
+∞∑
n=0

1

n!
xn

Autrement écrit, exp =
+∞∑
n=0

1

n!
(x �−→ xn) mais portant la fonction exponentielle

n’est pas une fonction polynomiale (car ses dérivées successives ne sont jamais
identiquement nulles), c’est-à-dire

+∞∑
n=0

1

n!
(x �−→ xn) /∈ Vect ({x �−→ xn , n ∈ N})

Remarque : à nouveau, dans ce livre, ce ne sera pas gênant car on travaillera toujours (ou
presque) avec X une partie finie non vide et de plus, n’ayant pas encore étudié les séries
en général, vous ne devez pas être tentés d’écrire des sommes infinies pour le moment. La
mise en garde précédente est essentielle pour les cours ultérieurs (en particulier pour les
cours de mathématiques spéciales 1 et 2).

4.2.2 Somme de sous-espaces vectoriels

Définition 4.2.2.1 Soit E un K-espace vectoriel et soient F et G deux sous-espaces
vectoriels de E. On définit la somme de F et G, notée F +G, par :

F +G = {u ∈ E / ∃(x, y) ∈ F ×G , u = x+ y}

! Attention : u ∈ F +G ⇐⇒ ∃(x, y) ∈ F ×G , u = x + y mais x et y ne sont pas

nécessairement uniques ! Par exemple, dans l’espace, si F =< �i,�j > et G =< �i + �j,�k >
on a :

�u = �0︸︷︷︸
dans F

+�i+�j︸︷︷︸
dans G

= �i+�j︸︷︷︸
dans F

+ �0︸︷︷︸
dans G

Proposition 4.2.2.2 Avec les hypothèses de la définition, F + G est un sous-espace
vectoriel de E. De plus, c’est le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant F et G,
c’est-à-dire que F +G = Vect(F ∪G).
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Preuve :

Montrons directement que F +G = Vect(F ∪G), ce qui prouvera égale-
ment que F +G est un sous-espace vectoriel de E.

• Montrons que F +G ⊂ Vect(F ∪G).
Soit u ∈ F+G. Par définition, il existe x ∈ F et y ∈ G tels que u = x+y.
On a alors u = 1K ·x+1K · y avec (x, y) ∈ (F ∪G)2 et (1K, 1K) ∈ K2 donc
u ∈< F ∪G >, ce qui prouve la première inclusion.

• Montrons à présent que < F ∪G >⊂ F +G.
Soit u ∈< F ∪G >. Par définition de l’espace vectoriel engendré par une
partie, il existe n ∈ N, (xi)0�i�n ∈ (F ∪ G)n+1 et (λi)0�i�n ∈ Kn+1 tels
que :

u =
n∑
i=0

λixi

On pose I = {i ∈ �0, n� / xi ∈ F} et J = �0, n� \ I. On a alors :

u =
∑
i∈I

λixi +
∑
j∈J

λjxj

Or, pour tout i ∈ I, xi ∈ F , I est un ensemble fini et F est un sous-espace
vectoriel de E. Par suite,

x =
∑
i∈I

λixi ∈ F

De même, pour tout j ∈ J , xj ∈ G \ F ⊂ G et G est un sous-espace
vectoriel de E donc :

y =
∑
j∈J

λjxj ∈ G

Notez bien que si I = ∅ ou J = ∅, le résultat est encore valable puisque∑
i∈∅ λixi = 0E qui appartient bien à F (et à G).

Ainsi, u = x + y avec x ∈ F et y ∈ G, c’est-à-dire u ∈ F + G. D’où la
seconde inclusion.

�

Exemple 4.2.2.3 Si u et v sont deux vecteurs non colinéaires, Ku + Kv est le plan
vectoriel engendré par u et v.

! Attention : ne pas se laisser abuser par les notations ! ! F +F = F et F −F = F ! !

! Attention : on rappelle une fois de plus que F ∪G n’est pas un espace vectoriel en
général.
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On peut généraliser la définition à une somme finie de sous-espaces vectoriels de E.

Définition 4.2.2.4 Soient E un K-espace vectoriel, n ∈ N� et pour tout i ∈ �1, n�, Fi
un sous-espace vectoriel de E. On appelle somme des Fi pour 1 � i � n, et on note
n∑
i=1

Fi, l’ensemble défini par :

n∑
i=1

Fi = F1 + F2 + · · ·+ Fn

=

{
n∑
i=1

ui / ∀i ∈ �1, n� , ui ∈ Fi

}
= {u1 + u2 + · · ·+ un / ∀i ∈ �1, n� , ui ∈ Fi}

Autrement dit, pour x ∈ E quelconque,

x ∈
n∑
i=1

Fi ⇐⇒ ∃(ui)1�i�n ∈
n∏
i=1

Fi , x =
n∑
i=1

ui

Remarque : cette définition a un sens et il n’y a pas d’ambigüıté dans la définition
puisque l’addition dans E est commutative et associative. Autrement dit, pour toute per-

mutation de
[|1, n]|, n∑

i=1

Fi =
n∑
i=1

Fσ(i) et il n’est pas nécessaire de préciser dans quel ordre

on fait les additions et de plus, si I � J = �1, n�, alors :(∑
i∈I

Fi

)
+

(∑
i∈J

Fi

)
=

n∑
i=1

Fi

Exemple 4.2.2.5 Si on note
−→E l’espace habituel, on a : R�i+ R�j + R�k =

−→E .

Exemple 4.2.2.6 Si on note pour n ∈ N, Fn =< x �−→ xn >, alors
n∑
i=0

Fi est l’ensemble

des fonctions polynomiales de degré inférieur ou égal à n.

Exercice 4.2.2.7 On note u = (1, 0, 0), v = (1, 1, 0) et w = (1, 1, 1). Montrer de deux
façons différentes que Ru+Rv+Rw = R3. On pourra pour l’une des méthodes utiliser le
déterminant de trois vecteurs de l’espace « usuel ».
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Proposition 4.2.2.8 Soient E un K-espace vectoriel, n ∈ N� et pour tout i ∈ �1, n�,
Fi un sous-espace vectoriel de E. Alors,

n∑
i=1

Fi est un sous-espace vectoriel de E et

de plus,
n∑
i=1

Fi = Vect

(
n⋃
i=1

Fi

)
, c’est-à-dire que

n∑
i=1

Fi est le plus petit sous-espace

vectoriel de E qui contient tous les Fi pour 1 � i � n.

Preuve :

• Montrons que F =
n∑
i=1

Fi est bien un sous-espace vectoriel de E et qu’il

contient chacun des Fi (pour 1 � i � n).

∗ Pour tout i ∈ �1, n�, 0E ∈ Fi (car Fi est un sous-espace vectoriel
de E. Par suite, en posant ui = 0E, on a ui ∈ Fi et donc :

n∑
i=1

ui ∈
n∑
i=1

Fi c’est-à-dire 0E ∈
n∑
i=1

Fi

∗ Soient (x, y) ∈ F 2 et (λ, μ) ∈ K2. Puisque x ∈ F et y ∈ F , il

existe (ui)1�i�n ∈
n∏
i=1

Fi et (vi)1�i�n ∈
n∏
i=1

Fi tels que :

x =
n∑
i=1

ui et y =
n∑
i=1

vi

On a alors :

λ · x+ μ · y = λ ·
(

n∑
i=1

ui

)
+ μ ·

(
n∑
i=1

vi

)

=
n∑
i=1

λ · ui +
n∑
i=1

μ · vi

=
n∑
i=1

(λ · ui + μ · vi)

Or, pour tout i ∈ �1, n�, λ·ui+μ·vi ∈ Fi (car Fi est un sous-espace
vectoriel de E). Par conséquent, λ · x+ μ · y ∈ F .

Ce qui prouve que F =
n∑
i=1

Fi est un sous-espace vectoriel de E.
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De plus, soient i ∈ �1, n� et x ∈ Fi, alors en posant uj = 0E si j �= i et
ui = x, on a :

x =
n∑
j=1

uj et ∀j ∈ �1, n� , uj ∈ Fj

Ce qui montre que x ∈ F et donc finalement Fi ⊂ F .

• Ensuite, puisque F =
∑n

i=1 Fi est un sous-espace vectoriel de E qui
contient Fi pour tout 1 � i � n, il contient aussi

⋃n
i=1 Fi. Par suite,

l’inclusion Vect(
n⋃
i=1

Fi) ⊂
n∑
i=1

Fi est claire.

Réciproquement, soit x ∈ F . Il existe (u1, · · · , un) ∈ ∏n
i=1 Fi tel que :

x =
n∑
i=1

ui. Pour tout i ∈ �1, n�, xi ∈ Fi ⊂ Vect(
⋃n
i=1 Fi). Par suite,∑n

i=1 xi ∈ Vect(
⋃n
i=1 Fi) (puisque ce dernier est un sous-espace vectoriel

de E et est donc stable par combinaisons linéaires). Par conséquent, x ∈
Vect(

n⋃
i=1

Fi), c’est-à-dire
n∑
i=1

Fi ⊂ Vect(
n⋃
i=1

Fi).

�

4.2.3 Sommes directes et sous-espaces vectoriels supplémentaires

Définition 4.2.3.1 Soient E unK-espace vectoriel et F,G deux sous-espaces vectoriels
de E. On dit que F et G sont en somme directe si F ∩G = {0E}. Dans ce cas, la somme
de F et G est notée F ⊕G.

! Attention : vous ne devez jamais écrire F ⊕G sans avoir d’abord démontré que F
et G sont en somme directe, c’est-à-dire sans avoir prouvé que F ∩G = {0E} ! ! !

Proposition 4.2.3.2 Soient E un K-espace vectoriel et F,G deux sous-espaces vecto-
riels de E. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) F et G sont en somme directe ;

(ii) tout élément u de F +G se décompose de façon unique sous la forme u = x+y
avec x ∈ F et y ∈ G, c’est-à-dire ∀u ∈ F +G , ∃!(x, y) ∈ F ×G , u = x+ y.
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Preuve :

• Montrons (i) =⇒ (ii).

On suppose que F et G sont en somme directe : F ∩G = {0E}.
∗ Tout d’abord, il est clair, par définition de l’ensemble F+G, que :

∀u ∈ F +G , ∃(x, y) ∈ F ×G , u = x+ y

∗ On doit donc prouver l’unicité. Supposons que x + y = x′ + y′

avec (x, y), (x′, y′) ∈ F×G. Alors, x−x′ = y′−y. Or, x, x′ ∈ F et
F est un sous-espace vectoriel de E donc x−x′ ∈ F . De la même
façon, y′ − y ∈ G. Par conséquent, (x − x′) ∈ F ∩ G = {0E}. Il
s’ensuit que x = x′ et donc y = y′, prouvant ainsi l’unicité de la
décomposition.

• Montrons (ii) =⇒ (i).

On suppose (ii). Soit x ∈ F ∩ G. Alors, par exemple, (−x) ∈ G. Il
s’ensuit que 0E = x+ (−x) avec x ∈ F et (−x) ∈ G. Or, on a également
0E ∈ F∩G : on peut donc aussi écrire 0E = 0E+0E avec (0E, 0E) ∈ F×G.
D’après (ii), la décomposition est unique : ceci implique que x = 0E,
prouvant ainsi que F ∩G = {0E}. �

Définition 4.2.3.3 Soient E unK-espace vectoriel et F,G deux sous-espaces vectoriels
de E. On dit que F et G sont supplémentaires (ou supplémentaires dans E) si tout
vecteur de E peut se décomposer de façon unique en la somme d’un vecteur de F et
d’un vecteur de G. Autrement dit F et G sont supplémentaires si :

∀u ∈ E , ∃!(x, y) ∈ F ×G , u = x+ y

Exemple 4.2.3.4 Dans le plan vectoriel, K�i et K�j sont supplémentaires, tout comme K�i
et K(�i+�j).

Théorème 4.2.3.5 Deux sous-espaces vectoriels F et G sont supplémentaires (dans
E) si et seulement si

F +G = E et F ∩G = {0}
c’est-à-dire si et seulement si F ⊕G = E.
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Preuve :

• Montrons =⇒.
On suppose que F et G supplémentaires. Alors, pour u ∈ E, il existe
x ∈ F et y ∈ G tels que u = x + y donc F + G = E. Par ailleurs, cette
décomposition étant unique par définition de deux sous-espaces vectoriels
supplémentaires, la proposition précédente montre que F et G sont en
somme directe, c’est-à-dire F ∩G = {0E}.
• Montrons ⇐=.
On suppose que F ⊕G = E. Alors d’une part, F +G = E : ce qui prouve
que tout élément de E s’écrit comme la somme d’un élément de F et
d’un élément de G. Et d’autre part, F ⊕G : donc d’après la proposition
précédente, cette écriture est unique. �

Exemple 4.2.3.6 On se place dans E = R3 et on considère les vecteurs u = (1, 0, 1),
v = (1, 1,−1) et w = (1,−1, 0). On pose F =< u, v > et G =< v >. Montrons que F et
G sont supplémentaires dans R3.

• Première méthode

On veut montrer que tout élément de R3 s’écrit de façon unique comme la somme
d’un élément de F et d’un élément de G. Soit (x, y, z) ∈ R3.

(x, y, z) ∈ F +G ⇐⇒ ∃(a, b) ∈ F ×G , (x, y, z) = a+ b

⇐⇒ ∃(λ, μ, γ) ∈ R3 , (x, y, z) = λu+ μv + γv

⇐⇒ ∃(λ, μ, γ) ∈ R3 ,

⎧⎨⎩
x = λ+ μ+ γ
y = μ− γ
z = λ− μ

⇐⇒ ∃(λ, μ, γ) ∈ R3 ,

⎧⎨⎩
x = λ+ μ+ γ
γ = μ− y
λ = μ+ z

⇐⇒ ∃(λ, μ, γ) ∈ R3 ,

⎧⎨⎩
3μ = x+ y − z
γ = μ− y
λ = μ+ z

⇐⇒ ∃(λ, μ, γ) ∈ R3 ,

⎧⎨⎩
μ = 1

3
x+ 1

3
y − 1

3
z

γ = 1
3
x− 2

3
y − 1

3
z

λ = 1
3
x+ 1

3
y + 2

3
z

Ceci montre que tout élément (x, y, z) ∈ R3 s’écrit de façon unique :

(x, y, z) =

((
1

3
x+

1

3
y +

2

3
z

)
u+

(
1

3
x+

1

3
y − 1

3
z

)
v

)
+

(
1

3
x− 2

3
y − 1

3
z

)
w

Par conséquent, F ⊕G = R3.
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• Seconde méthode

Il est parfois un peu délicat de conserver des équivalences tout au long du raison-
nement (ou difficile à rédiger). Dans ce cas, une méthode générale est de procéder
par analyse-synthèse. L’analyse montrera que sous réserve d’existence, on a unicité
de la décomposition et la synthèse prouvera l’existence.

Analyse

Soit (x, y, z) ∈ R3. On suppose qu’il existe (a, b) ∈ F ×G tel que (x, y, z) = a+ b.
Puisque a ∈ F (respectivement b ∈ G), il existe (λ, μ) ∈ R2 (respectivement
γ ∈ R) tel que a = λu+ μv (respectivement b = γw). On a alors :⎧⎨⎩

x = λ+ μ+ γ
y = μ− γ
z = λ− μ

D’où l’on déduit que (normalement, on doit faire les calculs mais comme on les a
déjà faits dans la méthode 1, ils ne sont pas recopiés ici) :

a =

(
1

3
x+

1

3
y +

2

3
z

)
u+

(
1

3
x+

1

3
y − 1

3
z

)
v et b =

(
1

3
x− 2

3
y − 1

3
z

)
w

Synthèse

On pose a =
(
1
3
x+ 1

3
y + 2

3
z
)
u+
(
1
3
x+ 1

3
y − 1

3
z
)
v et b =

(
1
3
x− 2

3
y − 1

3
z
)
w. Alors,

a ∈< u, v >= F , b ∈< w >= G et le calcul direct montre que (x, y, z) = a+ b.

• Troisième méthode

D’après les propriétés des vecteurs de R3 (on utilise ici les outils vectoriels dans
R2 et R3, plus exactement le déterminant),

det(u, v, w) =

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
0 1 −1
1 −1 0

∣∣∣∣∣∣ = −3 �= 0

On en déduit que (u, v, w) est une base de R3 et donc tout vecteur de l’espace R3

s’écrit de façon unique comme combinaison linéaire de u, v et w.

Cette méthode est bien plus rapide mais ne peut pas se généraliser pour le moment
(la notion de base d’un espace vectoriel sera étudiée dans le cours de mathéma-
tiques supérieures 2) et de toute façon ne s’applique pas dans toutes les situations
(lorsque E n’est pas de « dimension finie »).

Exercice 4.2.3.7 On considère E = F(R,R), P = {f ∈ F(R,R) / f est paire } et enfin
I = {f ∈ F(R,R) / f est impaire }. On a déjà vu que P ⊕ I = F(R,R) : le reprouver.
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Mathématiques supérieures 1 4.2. Opérations sur les espaces vectoriels

Exercice 4.2.3.8 On considère E l’ensemble des applications de R dans R qui sont 2T -
périodiques (avec T > 0).

1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de F(R,R).

2. On note F (respectivement G) l’ensemble des fonctions T -périodiques (respecti-
vement anti-T -périodiques), c’est-à-dire :

F = {f ∈ F(R,R) / ∀x ∈ R , f(x+ T ) = f(x)}
G = {f ∈ F(R,R) / ∀x ∈ R , f(x+ T ) = −f(x)}

Montrer que F et G sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires dans E.

Remarques :

• il ne faut pas confondre la notion de supplémentaire et la notion de complémen-
taire ! F et G sont supplémentaires dans E ne veut pas du tout dire qu’un vecteur
de E appartient à F ou à G !

• F et G sont en somme directe ne signifie pas que F et G sont supplémentaires !
Autrement dit :

F ⊕G = E =⇒ F ⊕G mais F ⊕G =⇒× F ⊕G = E

• ne jamais oublier de montrer avant tout que F et G sont des sous-espaces vectoriels
de E avant d’essayer de prouver qu’ils sont supplémentaires ! Par exemple, si
E = F(R,R), F = {f ∈ E / f(0) = 1} et G =< cos >, je vous laisse montrer
que tout élément f ∈ E s’écrit de façon unique f = u + v avec u ∈ F et v ∈ G,
pourtant F et G ne sont supplémentaires dans E car F n’est pas un sous-espace
vectoriel de E ;

• attention, si F est un sous-espace vectoriel de E, F admet en général une « infi-
nité » de supplémentaires (en tout cas lorsque K ⊂ C). Par exemple, dans R3, si
P est le plan vectoriel d’équation z = 0, alors R(0, 0, 1) est un supplémentaire de
F dans R3, tout comme R(a, b, 1) pour tout (a, b) ∈ R2. Moralement, c’est assez
simple à comprendre car pour un plan, on doit rajouter une direction pour obtenir
tout l’espace, cette direction est quelconque mais ne doit pas être « dans le plan » ;

• enfin, une question naturelle est « un sous-espace vectoriel admet-il toujours au
moins un supplémentaire » ? La réponse à cette question est en réalité assez com-
pliquée : cela dépend de ce qu’on accepte comme axiomes sur les ensembles. Pour
faire simple, la réponse est « ce n’est pas important ». Si l’existence d’un sup-
plémentaire est nécessaire, il sera toujours précisé dans la pratique qu’on admet
qu’il existe. Sinon, c’est qu’on n’en a pas besoin... Pour ceux qui sont curieux (et
courageux), l’existence découle du lemme de Zorn qui est équivalent à l’axiome du
choix mais ces notions dépassent de loin les objectifs de ce livre.
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4.2.4 Produit cartésien de deux espaces vectoriels

Proposition 4.2.4.1 Soient E et F deux K-espaces vectoriels. On munit E × F de
deux lois :

∀(u, v), (u′, v′) ∈ E × F , (u, v) + (u′, v′) = (u+ u′, v + v′)

et
∀λ ∈ K , ∀(u, v) ∈ E × F , λ · (u, v) = (λ · u, λ · v)

Alors (E × F,+, ·) est un espace vectoriel.

Plus généralement, on peut faire de même avec un produit cartésien (fini).

Proposition 4.2.4.2 Soient n � 1 et pour tout i ∈ �1, n�, Fi un K-espace vectoriel. On

définit alors sur E =
n∏
i=1

Fi une loi de composition interne + et une loi de composition

externe · respectivement définies par :

∀(u1, · · · , un) ∈ E, ∀(v1, · · · , vn) ∈ E, (u1, · · · , un)+(v1, · · · , vn) = (u1+v1, · · · , un+vn)

et
∀(u1, · · · , un) ∈ E , ∀λ ∈ K , λ · (u1, · · · , un) = (λ · u1, · · · , λ · un)

Alors, (E,+, ·) est un K-espace vectoriel.

Preuve :

• Tout d’abord, + est bien une loi de composition interne dans E et · est
bien une loi de composition externe sur E.

• Montrons que (E,+) est un groupe abélien.

∗ Montrons que + est associative et commutative.
Soient u = (u1, · · · , un), v = (v1, · · · , vn) et w = (w1, · · · , wn)
trois éléments de E. On a :

(u+ v) + w = (u1 + v1, · · · , un + vn) + (w1, · · · , wn)
= ((u1 + v1) + w1, · · · , (un + vn) + wn)
= (u1 + (v1 + w1), · · · , un + (vn + wn))

car chaque Fi (pour 1 � i � n) est un espace vectoriel donc
l’addition dans Fi est associative. Par suite,

241
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(u+ v) + w = (u1, · · · , un) + (v1 + w1, · · · , vn + wn)
= u+ (v + w)

Ce qui prouve que + est associative.
De plus, pour tout i ∈ �1, n�, (Fi,+) est un groupe abélien. Il est
alors clair que + est commutative.

∗ Montrons l’existence d’un neutre pour +.
On note pour i ∈ �0, n�, 0Fi

le neutre de (Fi,+). Il est alors
évident que 0E = (0F1 , · · · , 0Fn) ∈ E est neutre pour +.

∗ Montrons que tout élément de E admet un opposé dans E.
Soit u = (u1, · · · , un) ∈ E. Alors v = (−u1, · · · ,−un) ∈ E vérifie
u+ v = v + u = 0E.

Ce qui prouve que (E,+) est un groupe abélien.

• Montrons à présent les propriétés P1, P2, P3 et P4. En réalité, ces
propriétés sont évidentes car chaque Fi (1 � i � n) est un K-espace
vectoriel, il vérifie donc chacun des axiomes P1, P2, P3 et P4 et il en
est alors de même pour (E,+, ·). Ceci étant dit, donnons néanmoins les
détails pour certains de ces axiomes.

∗ Montrons P1.
Soient (λ, μ) ∈ K2 et u = (u1, · · · , un) ∈ E. Alors :

(λ+ μ) · u = ((λ+ μ) · u1, · · · , (λ+ μ) · un)
= (λ · u1 + μ · u1, · · · , λ · un + μ · un)
= (λ · u1, · · · , λ · un) + (μ · u1, · · · , μ · un)
= λ · u+ μ · v

Les première et quatrième égalités proviennent de la définition
de · dans E, la troisième provient de la définition de + dans E et
la seconde provient du fait que pour chaque 1 � i � n, Fi est un
espace vectoriel donc l’addition et la multiplication externe dans
Fi vérifient la propriété P1.

∗ Les propriétés P2, P3 et P4 se démontrent de façon analogue.
Je vous encourage à faire les preuves par vous-même.

�

Remarques : il est important de remarquer les points suivants :

• tous les espaces vectoriels Fi sont des K-espaces vectoriels pour le même corps K !
Sinon, on ne peut pas multiplier chaque composante par des scalaires dans K.

• Dans la définition de l’addition dans
n∏
i=1

Fi, notez bien que l’addition de la i-ème
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composante se fait dans Fi. En toute rigueur, il faudrait écrire : (Fi,+i
, ·

i
) est un

K-espace vectoriel et dans ce cas,

(u1, · · · , un) + (v1, · · · , vn) = (u1 +1 v1, u2 +2 v2, · · · , un +n vn)

• Les plus rigoureux d’entre vous ne seront pas d’accord avec la preuve précédente
qui utilise des « · · · » et vous auriez raison ! Il faudrait en toute rigueur écrire
« soit u = (ui)1�i�n ∈ E » et faire les calculs avec les éléments écrits sous cette
forme. Je vous laisse le soin de le faire...

• Enfin, notez qu’on retrouve le fait que Kn est un K-espace vectoriel (il suffit de
choisir Fi = K pour tout i ∈ �1, n�).

4.3 Sous-espaces affines

4.3.1 Translations et groupes des translations d’un espace vec-
toriel

Définition 4.3.1.1 Soient E un espace vectoriel.

• Soit u ∈ E. On appelle translation de vecteur u l’application :

tu : E −→ E
x �−→ x+ u

• On dit qu’une application T : E −→ E est une translation de E s’il existe
u ∈ E tel que T = tu.

Proposition 4.3.1.2 L’ensemble τ(E) des translations de E est un sous-groupe de
(σ(E), ◦), l’ensemble des bijections de E. De plus, ce groupe est isomorphe à (E,+).

Preuve :

On vérifie facilement (le faire) que pour tout (u, v) ∈ E2 :

(1) : IdE = t0E (2) : tu ◦ tv = tu+v (3) : t−u = t−1
u

En effet, d’après (1) et (2), tu ◦ t−u = t0E = IdE = t−u ◦ tu. Ce qui prouve
que tu est bijective et que sa bijection réciproque est t−u.
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• D’après ce que l’on vient de remarquer, τ(E) ⊂ σ(E).

• Ensuite,
∗ d’après (1), IdE ∈ τ(E) ;
∗ d’après (2), τ(E) est stable par composition ;
∗ et d’après (3), τ(E) est stable par inverse.

Par conséquent, τ(E) est bien un sous-groupe de (σ(E), ◦).

• Enfin, l’application ϕ :
(E,+) −→ (τ(E), ◦)

u �−→ tu
est :

∗ un morphisme de groupes d’après (2) ;
∗ surjective par définition des translations ;
∗ injective car :

kerϕ = {u ∈ E / tu = IdE}
= {u ∈ E / ∀x ∈ E , u+ x = x}
= {0E}

Ce qui prouve que ϕ est bien un isomorphisme de groupes.
�

4.3.2 Définition d’un sous-espace affine

Définition 4.3.2.1 Soient E un K-espace vectoriel et A ⊂ E. On dit que A est un
sous-espace affine de E s’il existe un sous-espace vectoriel F de E et un élément u ∈ E
tels que :

A = tu(F )

On a alors par définition,

a ∈ A ⇐⇒ ∃x ∈ F , a = u+ x

et on note dans ce cas A = u+ F .

Remarques :

• par définition, 0E ∈ F : il s’ensuit que A est forcément non vide et que u ∈ A ;

• E est un sous-espace affine de E puisque E = t0E(E) et de même tout sous-espace
vectoriel F de E est aussi un sous-espace affine de E car F = t0E(F ) ;

• soit A un sous-espace affine de E, en général :

∗ les éléments de A sont appelés des points ;

∗ les éléments de F sont en revanche des vecteurs.
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Exemple 4.3.2.2 Dans R2, l’ensemble D = {(x, y) ∈ R2 / x+ y = 1} est un sous-espace
affine de R2 mais n’est pas un sous-espace vectoriel. En effet,

• (0, 0) /∈ D donc D n’est pas un sous-espace vectoriel ;

• si on note
−→D = {(x, y) ∈ R2 / x+ y = 0} = R(1,−1), alors

−→D est un sous-espace
vectoriel de R2 et pour tout (x, y) ∈ R2,

(x, y) ∈ D ⇐⇒ (x− 1, y) ∈ −→D ⇐⇒ (x, y) ∈ (1, 0) +
−→D

Exemple 4.3.2.3 De même, dans R3, tout plan affine, c’est-à-dire tout ensemble P
d’équation cartésienne ax+by+cz = d avec (a, b, c) �= (0, 0, 0) et d ∈ R est un sous-espace
affine de R3.
En effet, si on fixe un « point » (x0, y0, z0) de ce plan P , alors pour tout (x, y, z) ∈ R3 :

(x, y, z) ∈ P ⇐⇒ (x− x0, y − y0, z − z0) ∈ −→P
où

−→P est le plan « vectoriel » d’équation ax+ by + cz = 0.

Exemple 4.3.2.4 L’ensemble S des solutions de y′′ + y = 2et est un sous-espace affine
de C0(R,R). En effet,

y ∈ S ⇐⇒ ∃(λ, μ) ∈ R2 , ∀t ∈ R , y(t) = et + λ cos(t) + μ sin(t)

⇐⇒ y − exp ∈< cos, sin >

⇐⇒ y ∈ exp+ < cos, sin >

Ainsi, S = exp+ < cos, sin > avec exp ∈ C0(R,R) et < cos, sin > un sous-espace vectoriel
de C0(R,R).

Exercice 4.3.2.5 Montrer que l’ensemble des suites réelles (un)n∈N vérifiant la relation
de récurrence :

∀n ∈ N , un+2 = 4un+1 − 3un + 2n

est un sous-espace affine de RN.

Proposition 4.3.2.6 Si A = u+ F est un sous-espace affine de E, (avec F un sous-
espace vectoriel de E et u ∈ E), alors :

(i) F est unique. On dit que F est la direction du sous-espace affine A et on note

F =
−→A ;

(ii) de plus, l’élément u peut être choisi arbitrairement dans A, c’est-à-dire que :

∀v ∈ A , A = v +
−→A
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Preuve :

• Montrons (i).
Supposons que u+F = v+G où u, v sont deux vecteurs de E et F,G deux
sous-espaces vectoriels de E. Montrons que F ⊂ G pour commencer. Par
symétries des rôles de F et G, on aura alors F = G.
Soit x ∈ F . Alors u + x ∈ u + F et donc, compte-tenu de l’hypothèse,
u+ x ∈ v +G. Par définition, il existe alors y ∈ G tel que :

u+ x = v + y c’est-à-dire x = (v − u) + y = −(u− v) + y

Or, 0E ∈ F (puisque F est un sous-espace vectoriel de E). On a donc :

u+ 0E ∈ v +G soit encore u− v ∈ G

Ainsi, y ∈ G, u−v ∈ G et G est un sous-espace vectoriel de E. Par suite,
x = −(u− v) + y ∈ G. D’où F ⊂ G.

• Montrons (ii).

On a déjà remarqué que si A = u+
−→A , alors u ∈ A.

Montrons alors que si (u, v) ∈ A2, alors A = u+
−→A = v +

−→A .
Soient u, v deux éléments quelconques de A. D’après ce qui précède, il

existe x ∈ −→A tel que :
v = u+ x

Alors, pour tout y ∈ −→A , v + y = u+ (x+ y) ∈ u+
−→A , ce qui prouve que

v +
−→A ⊂ u+

−→A .
Par symétrie des rôles de u et v, il y a alors égalité. �

Remarque : si A est un sous-espace affine de E, alors la direction de A est donnée par :

−→A = {x− y , (x, y) ∈ A2}

Exercice 4.3.2.7 Soit A un sous-espace affine de E. À quelle condition, nécessaire et
suffisante, A est-il un sous-espace vectoriel de E ?

Exercice 4.3.2.8 Déterminer la direction du plan P de l’espace défini par x+2y+z = 3.

Exercice 4.3.2.9 On note S l’ensemble des solutions de l’équation différentielle ay′′ +
by′+cy = f(t) avec (a, b, c) ∈ R3 (a �= 0) et f ∈ C0(R,R). On rappelle qu’il existe toujours
au moins une solution de cette équation.

1. Montrer que S est un sous-espace affine de C0(R,R).

2. Quelle est la direction de S, c’est-à-dire déterminer
−→S ? Il n’est pas nécessaire de

savoir résoudre l’équation pour répondre à cette question.
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Proposition 4.3.2.10 Si A et B sont des sous-espaces affines de E tels que A ⊂ B,
alors

−→A ⊂ −→B .

Preuve :

Soit u ∈ A. Alors u ∈ B et on a donc : A = u+
−→A et B = u+

−→B .
Montrons que

−→A ⊂ −→B .

Soit x ∈ −→A . Alors u+x ∈ A ⊂ B donc u+x ∈ u+
−→B . Par suite, x ∈ −→B .

�

4.3.3 Parallélisme

Définition 4.3.3.1 Soient E un K-espace vectoriel, A et B deux sous-espaces affines

de E. On dit que A est parallèle à B si
−→A ⊂ −→B .

! Attention : cette notion n’est pas du tout symétrique, contrairement à la notion de
droites parallèles.

Exemple 4.3.3.2 On se place dans R3 et on note (�i,�j,�k) la base usuelle de R3. On
considère la droite D de repère (A;�i) (autrement dit, D = A+R(1, 0, 0)), avec A = (1, 1, 1)
et le plan P d’équation cartésienne y + z = 2. Alors :

• la droite D est parallèle au plan P car :

−→D = R�i ⊂ Vect(�i,�j − �k) =
−→P

• En revanche, il est faux de dire que le plan P est parallèle à la droite D puisque

l’inclusion
−→P ⊂ −→D est fausse.

Définition 4.3.3.3 On dit que deux sous-espaces affines A et B d’un espace vectoriel

E sont parallèles si A est parallèle à B et si B est parallèle à A, c’est-à-dire si
−→A =

−→B .
On note alors A ‖ B.

Exercice 4.3.3.4 Montrer que la relation ‖ est une relation d’équivalence sur l’ensemble
des sous-espaces affines de E.
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4.3.4 Intersection de deux sous-espaces affines

Théorème 4.3.4.1 Soient E un K-ev, A et B deux sous-espaces affines de E. Alors

A ∩ B est soit vide ou bien c’est un sous-espace affine de E de direction
−→A ∩ −→B .

Preuve :

On suppose que A∩B �= ∅. Montrons que A∩B est un sous-espace affine

de E de direction
−→A ∩ −→B .

Soit u ∈ A ∩ B. On a alors :

x ∈ A ∩ B ⇐⇒ x ∈ A et x ∈ B
⇐⇒ x− u ∈ −→A et x− u ∈ −→B
⇐⇒ x− u ∈ −→A ∩ −→B
⇐⇒ x ∈ u+

−→A ∩ −→B

Ainsi, A ∩ B = u +
−→A ∩ −→B . Or,

−→A ∩ −→B est un sous-espace vectoriel de
E (intersection de sous-espaces vectoriels) donc A∩B est un sous-espace

affine de E de direction
−−−→A ∩ B =

−→A ∩ −→B .

Pour terminer, il reste à justifier que le cas A∩B = ∅ peut effectivement
se produire. Par exemple, si x, y ∈ E et x �= y (et donc E �= {0}), alors
{x} et {y} sont des sous-espaces affines de E dont l’intersection est vide.

�

Exercice 4.3.4.2 Justifier que pour tout x ∈ E, {x} est un sous-espace affine de E.
Peut-on généraliser cela à toute partie finie de E est un sous-espace affine de E ?

Remarque : en fait cette proposition généralise ce que vous avez appris en géométrie
dans l’espace et les règles d’incidence dans l’espace. Vous avez vu que l’intersection de
deux plans P1 et P2 (non parallèles) est une droite et que cette droite est dirigée par un

vecteur (non nul). Ce vecteur est justement un vecteur directeur de l’intersection
−→P1∩−→P2.

En fait, la proposition précédente peut se généraliser à une intersection quelconque de
sous-espaces affines.

Exercice 4.3.4.3 Soient E un K-espace vectoriel et (Ai)i∈I une famille quelconque de
sous-espaces affines de E. Montrer que

⋂
i∈I Ai est soit vide, soit un sous-espace affine de

direction
⋂
i∈I

−→A i.
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4.4 Applications linéaires

4.4.1 Définition et exemples

Définition 4.4.1.1 Soient E et F deuxK-espaces vectoriels. On dit qu’une application
f : E −→ F est linéaire, ou encore un morphisme deK-espaces vectoriels, si elle vérifie :

(i) ∀x, y ∈ E , f(x+ y) = f(x) + f(y)

(ii) ∀x ∈ E , ∀λ ∈ K , f(λ · x) = λ · f(x)

Exemple 4.4.1.2 L’application dérivationD :
C1 −→ C0

f �−→ f ′ est une application linéaire

car :
∀(f, g) ∈ C1(R,R)2 , D(f + g) = (f + g)′ = f ′ + g′ = D(f) +D(g)

et
∀f ∈ C1(R,R) , ∀λ ∈ R , D(λf) = (λf)′ = λf ′ = λD(f)

Exemple 4.4.1.3 L’application f définie par : ∀(x, y) ∈ R2 , f(x, y) = (x+ y, x− y) est
une application linéaire de R2 dans R2. En effet,

• Pour tous (x, y), (x′, y′) ∈ R2,

f((x, y) + (x′, y′)) = f(x+ x′, y + y′)

= ((x+ x′) + (y + y′), (x+ x′)− (y + y′))

= ((x+ y) + (x′ + y′), (x− y) + (x′ − y′))

= (x+ y, x− y) + (x′ + y′, x′ − y′)

= f(x, y) + f(x′, y′)

• Pour tout (x, y) ∈ R2 et tout λ ∈ R,

f(λ(x, y)) = f(λx, λy)

= (λx+ λy, λx− λy)

= (λ(x+ y), λ(x− y))

= λ(x+ y, x− y)

= λf(x, y)

! Attention : première chose, il s’agit d’espaces vectoriels sur un même corps K !
Deuxième chose, dans certains cas, il est nécessaire de préciser s’il s’agit d’une application
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R-linéaire ou C-linéaire, c’est-à-dire de préciser si on considère les espaces comme des R-ev
ou des C-ev.

Exemple 4.4.1.4 On considère E = C et c la conjugaison complexe, c’est-à-dire z �−→ z̄.

• Si on considère E en tant que R-espace vectoriel, alors c est une application linéaire
car :

∀(z, z′) ∈ C2 , z + z′ = z + z′

et
∀z ∈ C , ∀λ ∈ R , λz = λ× z = λ× z = λz

• En revanche, si on considère E = C en tant que C-espace vectoriel, la conjugaison
n’est pas une application linéaire car, par exemple :

i · 1C = i = −i �= i = i · 1C

La conjugaison est donc une application R-linéaire mais n’est pas C-linéaire.

Exemple 4.4.1.5 On se place dans E = R3 et on fixe un vecteur v ∈ R3. Alors l’appli-
cation :

f :
R3 −→ R3

u �−→ u ∧ v
est une application linéaire (propriété connue du produit vectoriel). Par contre, si on
choisit E = R3 × R3 (qui est un espace vectoriel car c’est un produit cartésien d’espaces
vectoriels) et on considère :

ϕ :
R3 × R3 −→ R3

(u, v) �−→ u ∧ v

ϕ est « bilinéaire », c’est-à-dire linéaire à droite et à gauche (on reverra cela un peu plus
loin) mais ϕ n’est pas une application linéaire car par exemple,

ϕ(2�i, 2�j) = (2�i) ∧ (2�j) = 4(�i ∧�j) = 4�k �= 2�k = 2(�i ∧�j) = 2ϕ(�i,�j)

Exemple 4.4.1.6 Soit Ω un univers fini non vide et soit E = F(Ω,R) l’ensemble des
variables aléatoires réelles sur Ω. Alors :

• l’application E qui à X ∈ E associe l’espérance de X, notée E(X), est une appli-
cation linéaire de E dans R ;

• l’application V qui à X ∈ E associe la variance de X, notée V(X), n’est pas
linéaire.
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Exercice 4.4.1.7 On suppose ici que K = Q et E = R (autrement dit, on considère R
en tant que Q-espace vectoriel). On note f l’application définie par :

∀x ∈ R , f(x) =

{
x si x ∈ Q
0 sinon

1. Montrer que : ∀x ∈ R , ∀λ ∈ Q , f(λ · x) = λ · f(x).
2. f est-elle une application Q-linéaire de R dans R ?

Remarque : dans les exemples (et l’exercice) précédents, on a montré que les conditions
(i) et (ii) de la définition d’une application linéaire sont « indépendantes », c’est-à-dire
qu’une application peut vérifier (i) mais pas (ii), ou bien (ii) mais pas (i), ou bien ni
l’une ni l’autre.

Exercice 4.4.1.8 Soit f : R −→ R.

1. On suppose qu’il existe a ∈ R tel que : ∀x ∈ R , f(x) = ax. Montrer que f est
R-linéaire.

2. Montrer la réciproque.

Exercice 4.4.1.9 Soit E l’ensemble des fonctions 2T -périodiques de R dans R. Pour
a ∈ R, on considère l’application :

ϕa :
E −→ E
f �−→ (x �−→ f(x+ a))

1. L’application ϕa est-elle bien définie ? Est-elle linéaire ?

2. L’application ϕ : a �−→ ϕa est-elle linéaire ?

Si f est une application linéaire de E dans F , alors, en particulier, f est un morphisme
de groupes de (E,+) dans (F,+). Il s’ensuit la proposition suivante déjà établie dans le
chapitre sur les groupes.

Proposition 4.4.1.10 Si f est linéaire de E dans F , alors :

f(0E) = 0F et ∀x ∈ E , f(−x) = −f(x)
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Proposition 4.4.1.11 Soient E et F deux K-espaces vectoriels et soit f une applica-
tion de E dans F . Alors les énoncés suivants sont équivalents :

(i) f est une application linéaire ;

(ii) ∀(x, y) ∈ E2 , ∀(λ, μ) ∈ K2 , f(λ · x+ μ · y) = λ · f(x) + μ · f(y) ;
(iii) ∀(x, y) ∈ E2 , ∀λ ∈ K , f(λ · x+ y) = λ · f(x) + f(y).

Preuve :

• Montrons (i) =⇒ (ii).
On suppose que f est linéaire. Soient (x, y) ∈ E2 et (λ, μ) ∈ K2. Alors :

f(λ · x+ μ · y) = f(λ · x) + f(μ · y) (propriété 1 de « linéaire »)
= λ · f(x) + μ · f(y) (propriété 2 de « linéaire »)

• L’implication (ii) =⇒ (iii) est évidente car il suffit de choisir μ = 1K
(et on sait que pour y ∈ E, 1K · y = y et 1K · f(y) = f(y)).

• L’implication (iii) =⇒ (i) est elle aussi évidente car :

∗ en choisissant λ = 1K (dans (iii)), on obtient la première pro-
priété de la définition d’une application linéaire ;

∗ en choisissant y = 0E (dans (iii)), on obtient la seconde.

�

Exercice 4.4.1.12 Pour (a, b, c) ∈ C3, l’application ϕ :
C2(R,C) −→ C0(R,C)

y �−→ ay′′ + by′ + cy
est-elle une application C-linéaire ?

Exercice 4.4.1.13 Montrer que l’application de RN dans lui-même qui à une suite (un)
associe la suite (un+1 − un) est une application linéaire.

Définition 4.4.1.14 Une application linéaire de E dans K est appelée une forme li-
néaire (sur E).

Exemple 4.4.1.15 Si �u est un vecteur fixé de l’espace, l’application f : R3 −→ R définie
par ∀�x ∈ R3 , f(�x) = �u · �x = (�u|�x) (le produit scalaire usuel) est une forme linéaire.
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Exemple 4.4.1.16 L’application de l’ensemble E des suites réelles convergentes dans R
qui à une suite convergente (un)n∈N associe sa limite est une forme linéaire (opérations
algébriques sur les suites convergentes).

Exemple 4.4.1.17 ϕ :
C0([0, 1],R) −→ R

f �−→
∫ 1

0

f(x) dx
est une forme linéaire.

Exemple 4.4.1.18 En revanche, l’application qui à (x, y) ∈ R2 associe sa norme usuelle,
c’est-à-dire

√
x2 + y2 = ‖(x, y)‖, est une application de R2 dans R, mais ce n’est pas une

forme linéaire sur R2 (car par exemple ‖ − 1 · (1, 0)‖ = ‖(1, 0)‖ �= −‖(1, 0)‖).

Exercice 4.4.1.19 Montrer que les évaluations sont des formes linéaires. Autrement dit,
montrer que si X est un ensemble non vide quelconque et E = F(X,R), alors pour tout
a ∈ X, l’application f �−→ f(a) est une forme linéaire sur E = F(X,R).

Notations et vocabulaire :

• on note LK(E,F ) l’ensemble des applications K-linéaires de E dans F . S’il n’y a
pas de risques de confusions, on le note aussi L(E,F ) ;

• si E est un K-espace vectoriel, on note LK(E) l’ensemble des applications K-
linéaires de E dans E. S’il n’y a pas de risques de confusions, on le note aussi
L(E) ;

• si E est un K-espace vectoriel, l’ensemble des formes linéaires sur E est appelé l’es-
pace dual de E (ou le dual algébrique de E). On note en général E� = LK(E,K).

4.4.2 Noyau et image d’une application linéaire

Définition 4.4.2.1 Soit f ∈ L(E,F ). On définit :

• le noyau de f , noté ker(f), par ker(f) = {x ∈ E / f(x) = 0F} = f−1({0F}) ;
• l’image de f , notée Im(f), par Imf = {y ∈ F / ∃x ∈ E , y = f(x)}.

! Attention : je vous rappelle que f−1({0F}) est l’image réciproque de {0F} par f .
Cette image réciproque est toujours définie et cette écriture ne suppose pas du tout que
f est bijective !
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Théorème 4.4.2.2 Soient E et F deux K-espaces vectoriels et soit f une application
linéaire de E dans F .

(i) ker(f) est un sous-espace vectoriel de E ;

(ii) Im(f) est un sous-espace vectoriel de F ;

(ii) f est injective si et seulement si ker(f) = {0E} ;
(iii) f est surjective si et seulement si Im(f) = F .

Preuve :

• Montrons (i).
Puisque f ∈ L(E,F ), f est aussi un morphisme de groupes de (E,+)
dans (F,+). On en déduit donc que (ker(f),+) est un sous-groupe de
(E,+). En particulier,

∗ 0E ∈ ker(f) ;

∗ ∀(x, x′) ∈ (ker(f))2 , x+ x′ ∈ ker(f).

Par ailleurs, si x ∈ ker(f) et λ ∈ K, f(λ · x) = λ · f(x) = λ · 0F = 0F .
Ce qui prouve que λ · x ∈ ker(f) et montre donc, avec les deux points
précédents, que ker(f) est un sous-espace vectoriel de E.

• La démonstration de (ii) est identique (et laissée en exercice).

• Montrons (iii).
On a déjà remarqué qu’une application linéaire est en particulier un
morphisme de groupes. Par suite, f est injective si et seulement si
ker(f) = {0E}.
• La propriété (iv) est vraie pour toute application, linéaire ou non !

�

Exemple 4.4.2.3 Soit f : R3 −→ R2 définie par f((x, y, z)) = (x+ z, x− y).

• Montrons que f est une application linéaire.

Soient u = (x, y, z), v = (x′, y′, z′) deux éléments de R3 et λ, μ deux réels.

f(λ · u+ μ · v) = f((λx+ μx′, λy + μy′, λz + μz′))

= ((λx+ μx′) + (λz + μz′), (λx+ μx′)− (λy + μy′))

= (λ(x+ z) + μ(x′ + z′), λ(x− y) + μ(x′ − y′))

= (λ(x+ z), λ(x− y)) + (μ(x′ + z′), μ(x′ − y′))

= λ · (x+ z, x− y) + μ · (x′ + z′, x′ − y′)

= λ · f(u) + μ · f(v)
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Ce qui prouve que f ∈ L(R3,R2).

• Déterminons le noyau de f .

Soit (x, y, z) ∈ R3.

(x, y, z) ∈ ker(f) ⇐⇒ f(x, y, z) = 0

⇐⇒
{

0 = x+ z
0 = x− y

⇐⇒
{
y = x
z = −x

⇐⇒ (x, y, z) = x(1, 1,−1)

⇐⇒ (x, y, z) ∈ Vect((1, 1,−1))

Ainsi, ker(f) = R(1, 1,−1). On en déduit donc que f n’est pas injective car
ker(f) �= {0R3}.

• Déterminons l’image de f .

Soit (a, b) ∈ R2 et soit (x, y, z) ∈ R3.

f(x, y, z) = (a, b) ⇐⇒
{
a = x+ z
b = x− y

⇐⇒
{
z = a− x
y = b+ x

⇐⇒ (x, y, z) = (x, b+ x, a− x)

Ainsi, on a montré que pour tout (a, b) ∈ R2, l’équation f(x, y, z) = (a, b) admet
toujours une solution (en fait une infinité ici). Ce qui prouve que Im(f) = R2 et
f est donc surjective.

Remarque : on pouvait aussi montrer que :

Im(f) = < f(1, 0, 0), f(0, 1, 0), f(0, 0, 1) >

= < (1, 1), (0,−1), (1, 0) >

= < (1, 0), (0, 1) >

= R2

On reverra cela dans le cours de mathématiques supérieures 2, lorsqu’on étudiera de façon
plus formelle la notion de base.

Exercice 4.4.2.4 Soit
−→E l’espace habituel et soit �u ∈ −→E un vecteur de l’espace. On a

déjà vu que f(�x) = �u · �x est une forme linéaire.
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1. Son noyau est donc un sous-espace vectoriel de
−→E : quel résultat retrouve-t-on

ainsi ?

2. Quelle est l’image de f ?

Exemple 4.4.2.5 On considère E = C0([0, 1],R) et l’application ϕ : E −→ E définie
par :

∀f ∈ E , ∀x ∈ [0, 1] , ϕ(f)(x) = f(x)−
∫ x

0

f(t) dt

Montrons que ϕ est linéaire et déterminons son noyau et son image.

• Tout d’abord, on peut commencer par remarquer que ϕ est bien une application.

En effet, si f est continue sur [0, 1], alors d’après le théorème fondamental de

l’analyse 2, F : x �−→
∫ x

0

f(t) dt est une primitive de f . Cette fonction est déri-

vable (de dérivée f) et a fortiori, est continue. Il s’ensuit que ϕ(f) = f − F est
continue sur [0, 1], c’est-à-dire ϕ(f) ∈ E.

• De plus, d’après le cours, E est un R-espace vectoriel. Montrons alors que ϕ est
bien une application linéaire.

Soient (f, g) ∈ E2 et (λ, μ) ∈ R2. On veut montrer que :

ϕ(λ · f + μ · g) = λ · ϕ(f) + μ · ϕ(g)
Il s’agit d’une égalité dans E (donc une égalité entre applications). On veut donc
prouver que :

∀x ∈ [0, 1] , ϕ(λ · f +μ · g)(x) = (λ · ϕ(f) + μ · ϕ(g)) (x) = λϕ(f)(x) +μ ·ϕ(g)(x)
Soit x ∈ [0, 1]. Par définition de l’addition de fonctions et par linéarité de l’inté-
grale, on a :

ϕ(λ · f + μ · g)(x) = (λ · f + μ · g)(x)−
∫ x

0

(λ · f + μ · g)(t) dt

= λf(x) + μg(x)−
∫ x

0

(λ · f(t) + μ · g(t)) dt

= λf(x) + μg(x)− λ

∫ x

0

f(t) dt− μ

∫ x

0

g(t) dt

= λ

(
f(x)−

∫ x

0

f(t) dt

)
+ μ

(
g(x)−

∫ x

0

g(t) dt

)
= λϕ(f)(x) + μϕ(g)(x)

Ceci étant vrai pour tout réel x ∈ [0, 1], on a bien :

ϕ(λ · f + μ · g) = λ · ϕ(f) + μ · ϕ(g)
Ce qui prouve que ϕ est linéaire.

2. voir cours de mathématiques supérieures 2.
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• Déterminons alors le noyau de ϕ.

Soit f ∈ E. Par définition,

f ∈ ker(ϕ) ⇐⇒ ∀x ∈ [0, 1] , f(x)−
∫ x

0

f(t) dt = 0

Notons F : x �−→
∫ x

0

f(t) dt. Alors, F est la primitive de f qui s’annule en 0 et

par suite,

f ∈ ker(ϕ) ⇐⇒
{ −F + f = 0
F (0) = 0

⇐⇒
{
F ′ − F = 0
F (0) = 0

⇐⇒ F = 0

⇐⇒ f = 0

Ce qui prouve que ker(ϕ) = {0E} et donc ϕ est injective.

Remarque : si l’utilisation des équivalences pose problème (c’est-à-dire si vous
n’êtes pas certain que vos équivalences sont des équivalences), il vaut mieux rédiger
par analyse-synthèse. Ici, dans l’analyse, on obtient F ′ − F = 0 donc F = λ exp
avec λ ∈ R. Or, F (0) = 0 donc λ = 0 et F = 0. Par suite, f = F ′ = 0.
Dans cet exemple, l’inclusion réciproque (c’est-à-dire la synthèse) est inutile car
0E ∈ ker(ϕ).

• Déterminons à présent l’image de ϕ.

Soient g ∈ E et f ∈ E. En conservant les mêmes notations que juste avant, on a :

ϕ(f) = g ⇐⇒
{ −F ′ + F = g
F (0) = 0

Or, g est continue sur [0, 1] donc d’après le cours sur les équations différentielles
linéaires d’ordre 1, l’équation différentielle −y′+y = g admet une unique solution
qui vérifie y(0) = 0. Alors f = y′ est solution de ϕ(f) = g (et c’est la seule).

Ce qui prouve que Im(ϕ) = E et ϕ est donc surjective.

Remarque : dans cet exemple, on aurait directement pu montrer que ϕ est bijective en
utilisant le raisonnement pour déterminer les antécédents de g. C’est plus rapide mais
cela suppose déjà que l’on sait que ϕ est bijective. Ceci est d’autant plus délicat qu’en
général, déterminer le noyau est bien plus simple que de trouver l’image.

Exercice 4.4.2.6 Soit �v ∈ −→E . Déterminer le noyau et l’image de �u �−→ �u ∧ �v.
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Exercice 4.4.2.7 Soit E = {(un)n∈N ∈ RN / (un)n∈N converge }. On note f l’application
définie par :

∀(un)n∈N ∈ E , f((un)n∈N) = (un+1 − un)n∈N

On sait que f est linéaire (voir l’exercice 4.4.1.13). Déterminer le noyau et l’image de f .

� Méthode :

Pour montrer que F est un espace vectoriel, on peut :

1. montrer que c’est un sous-espace vectoriel d’un espace
vectoriel connu ;

2. montrer que c’est le noyau d’une application linéaire ;

3. montrer que c’est l’image d’une application linéaire ;

4. montrer que c’est un produit cartésien ou une intersec-
tion d’espaces vectoriels connus ;

5. revenir à la définition d’un espace vectoriel.

4.4.3 Équations linéaires

Définition 4.4.3.1 Soient E et F des espaces vectoriels. On dit qu’une équation (E)
d’inconnue x ∈ E est linéaire s’il existe ϕ ∈ L(E,F ) et b ∈ F tels que :

x est solution de l’équation (E) ⇐⇒ ϕ(x) = b

Exemple 4.4.3.2 Soit �u ∈ −→E . L’équation dans
−→E , �x ∧ �u = �v est une équation linéaire.

Exemple 4.4.3.3 Les équations différentielles linéaires du premier et du second ordre
sont des équations linéaires.

Exemple 4.4.3.4 L’équation (E) dans RN : ∀n ∈ N , aun+2 + bun+1 + cun = dn, où
(a, b, c) ∈ R3 et (dn)n∈N ∈ RN sont donnés est une équation linéaire.

Exemple 4.4.3.5 En revanche, l’équation : y′ = 1 + y2 dans E = C1 n’est pas une
équation linéaire.

Proposition 4.4.3.6 Si (E) est une équation linéaire, alors l’ensemble S des solutions
de (E) est soit vide soit un sous-espace affine de E, de direction ker(ϕ).
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Preuve :

Si S �= ∅ , on choisit x0 ∈ S. Alors, pour tout x ∈ E,

ϕ(x) = b ⇐⇒ ϕ(x) = ϕ(x0) ⇐⇒ ϕ(x− x0) = 0

c’est-à-dire ϕ(x) = b ⇐⇒ x− x0 ∈ ker(ϕ). D’où S = x0 + ker(ϕ). �

4.4.4 Ensembles des applications linéaires L(E,F )

Proposition 4.4.4.1 Soient E et F deux K-espaces vectoriels. Alors, l’ensemble
LK(E,F ) est un sous-espace vectoriel de F(E,F ).

Preuve :

• Pour commencer, on peut noter que LK(E,F ) ⊂ F(E,F ).

• L’application nulle de E dans F , c’est-à-dire 0F(E,F ) est une application
linéaire puisque pour tout (x, y) ∈ E2 et tout (λ, μ) ∈ K2 :

0F(E,F )(λ · x+ μ · y) = 0F

= λ · 0F + μ · 0F
= λ0F(E,F )(x) + μ0F(E,F )(y)

• Stabilité par combinaisons linéaires.
Soient f, g ∈ LK(E,F ) et λ, μ ∈ K. Montrons que h = λ · f + μ · g est
une application linéaire. Soient x, y ∈ E et α ∈ K. On a alors :

h(α · x+ y) = (λ · f + μ · g) (α · x+ y)
= λ · f(αx+ y) + μ · g(αx+ y)
= λ · (α · f(x) + f(y)) + μ · (α · g(x) + g(y))

puisque f, g sont linéaires. On a ainsi :

h(α · x+ y) = (λ× α) · f(x) + λ · f(y) + (μ× α) · g(x) + μ · g(y)
= (α× λ) · f(x) + λ · f(y) + (α× μ) · g(x) + μ · g(y)

car K est un corps commutatif. Enfin, en groupant les termes, on obtient :

h(α · x+ y) = α · (λ · f(x) + μ · g(x)) + λ · f(y) + μ · g(y)
= α · h(x) + h(y)

Ce qui prouve que h est linéaire, i.e. λ · f + μ · g ∈ LK(E,F ). �
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Définition 4.4.4.2 Lorsque F = E, l’ensemble LK(E,F ) est noté LK(E) (ou tout
simplement L(E) s’il n’y a pas de risque de confusion). Un élément de L(E) est appelé
un endomorphisme de E.

Théorème 4.4.4.3 Soient E, F et G trois K-espaces vectoriels.

1. Soient f ∈ L(E,F ) et g ∈ L(F,G).
(i) g ◦ f ∈ L(E,G). En clair, lorsque cela a un sens, la composée d’applications

linéaires est encore linéaire.

(ii) g ◦ f = 0 si et seulement si Imf ⊂ ker g.

2. L’application ϕ :
L(F,G)× L(E,F ) −→ L(E,G)

(g, f) �−→ g ◦ f est bilinéaire, c’est-à-dire :

∀g ∈ L(F,G) , ∀f1, f2 ∈ L(E,F ) , ∀λ ∈ K , g ◦ (λ · f1 + f2) = λ · (g ◦ f1) + g ◦ f2
∀f ∈ L(E,F ) , ∀g1, g2 ∈ L(F,G) , ∀λ ∈ K , (λ · g1 + g2) ◦ f = λ · (g1 ◦ f) + g2 ◦ f

Preuve :

• Montrons 1. Soient f ∈ LK(E,F ) et g ∈ LK(F,G).

(i) Soient x, y ∈ E et λ ∈ K. Alors, en utilisant successivement la
linéarité de f puis celle de g, on a :

(g ◦ f)(λ · x+ y) = g(f(λ · x+ y))
= g(λ · f(x) + f(y))
= λ · g(f(x)) + g(f(y))
= λ · (g ◦ f)(x) + g ◦ f(y)

Ce qui prouve que g ◦ f ∈ LK(E,G).

(ii) Montrons que g ◦ f = 0 ⇐⇒ Imf ⊂ ker g.

g ◦ f = 0 ⇐⇒ ∀x ∈ E , g(f(x)) = 0

⇐⇒ ∀y ∈ f(E) , g(y) = 0

⇐⇒ ∀y ∈ Imf , g(y) = 0

⇐⇒ ∀y ∈ Imf , y ∈ ker g

⇐⇒ Imf ⊂ ker g
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• Montrons 2.

Pour commencer, on vient de prouver que LK(E,F ), LK(F,G) et
LK(E,G) sont des K-espaces vectoriels. Il y a donc un sens à parler d’ap-
plication linéaire ou bilinéaire de LK(E,F )× LK(F,G) dans LK(E,G).

Par ailleurs, d’après la propriété 1, l’application ϕ est bien définie car
tout (g, f) ∈ LK(F,G) × LK(E,F ), ϕ(g, f) = g ◦ f ∈ LK(E,G). Il reste
donc à prouver que ϕ est bilinéaire.

Montrons que ϕ est linéaire à droite, c’est-à-dire :

∀g ∈ L(F,G) , ∀f1, f2 ∈ L(E,F ) , ∀λ ∈ K , g◦(λ·f1+f2) = λ·(g◦f1)+g◦f2
Soient g ∈ L(F,G), f1, f2 ∈ L(E,F ), λ ∈ K. Alors,

∀x ∈ E , ϕ(g, λ · f1 + f2)(x) =
(
g ◦ (λ · f1 + f2)

)
(x)

= g
(
(λ · f1 + f2)(x)

)
= g

(
λ · f1(x) + f2(x)

)
où la dernière égalité est vraie par définition de + et ·. Ainsi, puisque g
est linéaire, on a :

∀x ∈ E , ϕ(g, λ · f1 + f2)(x) = λ · g(f1(x)) + g(f2(x))
= (λ · (g ◦ f1) + g ◦ f2)(x)
=
(
λ · ϕ(g, f1) + ϕ(g, f2)

)
(x)

Ainsi, pour tout x ∈ E, ϕ(g, λ · f1 + f2)(x) = (λ · ϕ(g, f1) + ϕ(g, f2))(x),
c’est-à-dire ϕ(g, λ · f1 + f2) = λ ·ϕ(g, f1) +ϕ(g, f2). D’où ϕ est linéaire à
droite.

Montrons que ϕ est linéaire à gauche, c’est-à-dire :

∀f ∈ L(E,F ) , ∀g1, g2 ∈ L(F,G) , ∀λ ∈ K , (λ·g1+g2)◦f = λ·(g1◦f)+g2◦f

La linéarité à gauche est évidente et toujours vraie dans le sens où on
n’utilise pas du tout le fait que g1, g2 ou f sont linéaires. �

! Attention : (F(E,E),+, ◦) n’est pas un anneau en général. La démonstration
précédente montre que ◦ est distributive à gauche par rapport à + mais pas à droite !

Exemple 4.4.4.4 Soient E = R, ∀x ∈ R , f(x) = x, et ∀x ∈ R , g(x) = x2. Alors :

∀x ∈ R ,
(
g ◦ (f + f)

)
(x) = g(f(x) + f(x)) = g(2x) = 4x2

mais
∀x ∈ R ,

(
g ◦ f + g ◦ f

)
(x) = g(f(x)) + g(f(x)) = 2x2
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Théorème 4.4.4.5 Soit E un K-espace vectoriel. Alors :

(i) (L(E),+, ◦) est un anneau (non commutatif si E �= {0} et n’est pas une droite
vectorielle) ;

(ii) (L(E),+, ·) est un K-espace vectoriel ;

(iii) ∀(f, g) ∈ L(E)× L(E) , ∀λ ∈ K , λ · (g ◦ f) = (λ · g) ◦ f = g ◦ (λ · f).
On dit que (L(E),+, ◦, ·) est une K-algèbre.

Preuve :

• D’après la proposition 4.4.4.1 avec F = E, (LK(E,E),+, ·), c’est-à-dire
(L(E),+, ·) est un K-espace vectoriel.

• Montrons que (L(E),+, ◦) est un anneau.

∗ (L(E),+) est un groupe abélien (puisque (L(E),+, ·) est un es-
pace vectoriel) ;

∗ ◦ est bien une loi de composition interne d’après le théorème
4.4.4.3 (c’est-à-dire que la composée de deux applications li-
néaires est encore linéaire) ;

∗ ◦ est distributive (à gauche et à droite) par rapport à + (toujours
d’après le théorème 4.4.4.3) ;

∗ ◦ est associative sur L(E) puisqu’elle l’est sur F(E,E) (propriété
de la composition d’applications) ;

∗ enfin, IdE est clairement une application linéaire de E dans E et
est neutre pour la loi ◦.

Ceci prouve que (L(E),+, ◦) est un anneau.

• Enfin, la propriété (iii) est une conséquence du théorème 4.4.4.3 (la
« bilinéarité »). �

Remarque : si E �= {0} et n’est pas une droite vectorielle, on choisit x, y ∈ E non
colinéaires, on note F =< x, y > et on fixe G un supplémentaire de F dans E. Si f est
l’unique application linéaire 3 telle que f(x) = f(y) = y et f|G = 0 et g celle qui vérifie
g(x) = g(y) = x et g|G = 0, alors g ◦ f �= f ◦ g.

Exercice 4.4.4.6 Montrer que si E = Ku avec u ∈ E \ {0E}, alors LK(E) = KIdE.

3. voir paragraphe suivant sur le recollement des applications linéaires.
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4.4.5 Isomorphismes, automorphismes et groupe linéaire

Définition 4.4.5.1 Soient E et F deux K-espaces vectoriels et f ∈ FE. On dit que :

• f est un isomorphisme d’espaces vectoriels si f ∈ L(E,F ) et f est bijective ;

• f est un automorphisme de E si f est un isomorphisme de E dans E.

Exemple 4.4.5.2 Si E est un espace vectoriel, alors IdE est un automorphisme de E.

Exemple 4.4.5.3 L’application f définie par : ∀(x, y) ∈ R2 , f(x, y) = (x+ y, x− y) est
un automorphisme de R2. En effet, on peut vérifier sans difficultés que f est linéaire et
bijective (sa bijection réciproque étant donnée par (a, b) �−→ (a+b

2
, a−b

2
)).

Exemple 4.4.5.4 Soit (a, b, c) ∈ C3 (avec a �= 0) et soit SH l’ensemble des solutions de
l’équation différentielle (E) : ay′′ + by′ + cy = 0. Alors l’application :

ϕ :
SH −→ C2

y �−→ (y(0), y′(0))

est un isomorphisme d’espaces vectoriels. En effet,

• ϕ est linéaire car si (y1, y2) ∈ S2
H et (λ, μ) ∈ C2 :

ϕ(λ · y1 + μ · y2) =
(
(λ · y1 + μ · y2)(0), (λ · y1 + μ · y2)′(0)

)
= (λy1(0) + μy2(0), λy

′
1(0) + μy′2(0))

= λ · (y1(0), y′1(0)) + μ · (y2(0), y′2(0))
= λ · ϕ(y1) + μ · ϕ(y2)

• ϕ est bijective car d’après le cours sur les équations différentielles, pour tout
(α, β) ∈ C2, il existe une unique solution de (E) vérifiant y(0) = α et y′(0) = β.

Exemple 4.4.5.5 En revanche, les applications linéaires suivantes ne sont pas des iso-
morphismes :

• l’application D : C1(R,R) −→ C0(R,R) qui à f associe D(f) = f ′ (elle est surjec-
tive mais non injective) ;

• l’application de R dans R2 qui à x associe (x, x) (elle est injective mais non
surjective).
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Mathématiques supérieures 1 4.4. Applications linéaires

Proposition 4.4.5.6 Soient E, F deux espaces vectoriels et soit f est un isomor-
phisme (d’espaces vectoriels) de E dans F . Alors f−1 ∈ L(F,E) et f−1 est bijective,
c’est-à-dire f−1 est un isomorphisme de F dans E.

Preuve :

• Puisque f est aussi un isomorphisme de groupes de (E,+) dans (F,+),
on sait déjà que f−1 est un isomorphisme de groupes de (F,+) dans
(E,+), c’est-à-dire :

∗ f−1 est une bijection de F dans E ;

∗ ∀(y1, y2) ∈ F 2 , f−1(y1 + y2) = f−1(y1) + f−1(y2).

• Il reste donc à prouver que : ∀y ∈ F , ∀λ ∈ K , f−1(λ · y) = λ · f−1(y).
Soit (λ, y) ∈ K× F . Puisque f est linéaire,

f
(
λ · f−1(y)

)
= λ · f(f−1(y)) = λ · y

En prenant l’image par f−1, on obtient le résultat. �

Corollaire 4.4.5.7 L’ensemble des éléments inversibles de l’anneau L(E) est un
groupe pour la loi ◦ . Ce groupe est appelé le groupe linéaire de E et est noté GL(E).

Preuve :

On montre que GL(E) un sous-groupe de (σ(E), ◦) (groupe de référence
constitué des bijections de E dans E).

• pour commencer, GL(E) ⊂ σ(E) et IdE ∈ GL(E) ;
• si f, g ∈ GL(E), alors f ◦ g ∈ L(E) et par suite f ◦ g ∈ GL(E)
(car la composée de deux bijections est une bijection) ;

• enfin, d’après la proposition précédente, si f ∈ GL(E), alors f−1

(la bijection réciproque de f) est également bijective et linéaire.
Par suite, f−1 ∈ GL(E).

Ce qui prouve que (GL(E), ◦) est un sous-groupe de (σ(E), ◦) : c’est donc
un groupe. �

Exercice 4.4.5.8 Retrouver directement ce résultat à l’aide de l’exercice 1.2.3.7.

! Attention : GL(E) n’est pas un sev de L(E) et n’est pas stable par addition !
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4.4.6 Restriction et recollement

Les deux propositions suivantes sont évidentes.

Proposition 4.4.6.1 Soient E, F deux K-espaces vectoriels, A un sous-espace vecto-
riel de E, et f ∈ L(E,F ). Alors f|A ∈ L(A,F ) et de plus, ker(f|A ) = ker(f) ∩ A.

Proposition 4.4.6.2 Soient E, F deux K-espaces vectoriels et f ∈ L(E,F ). Alors
l’application f̃ : E −→ Im(f) qui à x associe f(x) est linéaire.

Théorème 4.4.6.3 Soient E, F deux K-espaces vectoriels et f ∈ L(E,F ). On suppose
que ker(f) admet un supplémentaire dans E et on fixe G un supplémentaire de ker(f)
dans E. Alors l’application :

f :
G −→ Im(f)
x �−→ f(x)

est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Preuve :

• D’après la proposition 4.4.6.2, f̃ ∈ L(E, Im(f)).

• D’après la proposition 4.4.6.1, f = f̃|G ∈ L(G, Im(f)) et :

ker(f) = ker(f̃) ∩G = ker(f) ∩G = {0}

(puisque G⊕ ker(f)). Par suite, f est injective.

• Montrons enfin que f est surjective.
Soit y ∈ Im(f). Par définition, il existe x ∈ E tel que y = f(x). Or,
ker(f) ⊕ G = E donc il existe (un unique) (a, b) ∈ ker(f) × G tel que
x = a+ b. On a alors :

y = f(a) = f(a+ b) = f(a) + f(b) = f(b) = f(b)

(car d’une part f(a) = 0 puisque a ∈ ker(f) et f(b) = f(b) car b ∈ G).
Ce qui prouve que f est surjective.

�
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Théorème 4.4.6.4 Soient E et F deux K-espaces vectoriels, G et H deux sous-espaces
vectoriels supplémentaires dans E. Alors l’application :

ϕ : L(E,F ) �−→ L(G,F )× L(H,F )
f �−→ (f|G , f|H )

est un isomorphisme de K-espaces vectoriels. En clair, la connaissance d’une applica-
tion linéaire sur deux sous-espaces vectoriels supplémentaires détermine l’application
linéaire de façon unique.

Preuve :

• Tout d’abord, d’après ce qui précède, L(E,F ),L(G,F ) et L(H,F ) sont
des K-espaces vectoriels. Par suite, L(G,F ) × L(H,F ) est aussi un K-
espace vectoriel.

• Ensuite, d’après la proposition 4.4.6.1, pour tout f ∈ L(E,F ), on a
f|G ∈ L(G,F ) et f|H ∈ L(H,F ). Par conséquent, ϕ est bien définie.

• Par ailleurs, pour toutes f, g ∈ L(E,F ), pour tous λ, μ ∈ K, et pour
tout sous-espace vectoriel A de E, (λ · f + μ · g)|A = λ · (f|A ) + μ · (g|A ).
Par suite, ϕ est linéaire.

• Montrons enfin que ϕ est bijective.

∗ Injectivité

Soit f ∈ ker(ϕ). Montrons que f = 0. Par définition de ϕ, f|G = 0
et f|H = 0. Soit alors x ∈ E. Puisque G et H sont supplémen-
taires dans E, il existe un unique couple (a, b) ∈ G ×H tel que
x = a+ b. On a alors :

f(x) = f(a+ b)
= f(a) + f(b) (puisque f ∈ L(E,F ))
= f|G (a) + f|H (b) (puisque a ∈ G et b ∈ H)
= 0 + 0 (puisque f|G = 0 et f|H = 0)
= 0

Par conséquent, pour tout x ∈ E, f(x) = 0, c’est-à-dire f = 0
(application nulle) et ker(ϕ) = {0}, c’est-à-dire ϕ est injective.

∗ Surjectivité

Soient g ∈ L(G,F ) et h ∈ L(H,F ). Montrons qu’il existe une
application f ∈ L(E,F ) telle que f|G = g et f|H = h.
Soit x ∈ E : il existe un unique couple (a, b) ∈ G × H tel que
x = a+ b. On pose alors f(x) = g(a) + h(b).
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Ceci définit bien une application f de E dans F puisque pour
chaque x ∈ E, le couple (a, b) ∈ G × H est unique. Montrons
alors que f convient.

� Si x ∈ G, alors par unicité du couple (a, b) ∈ G ×H tel que
x = a+ b, on a a = x et b = 0. Alors,

f(x) = g(a) + h(b) = g(x) + h(0) = g(x) + 0 = g(x)

Par suite, f|G = g.

� De la même façon, on montre que f|H = h.

� Montrons enfin que f ∈ L(E,F ).
Soient x, x′ ∈ E et λ ∈ K. Il existe alors un unique couple
(a, b) ∈ G ×H et un unique couple (a′, b′) ∈ G ×H tels que
x = a+ b et x′ = a′ + b′. On a alors :

λ · x+ x′ = (λ · a+ a′) + (λ · b+ b′)

Puisque G et H sont des sous-espaces vectoriels de E, on en
déduit que (λ · a+ a′, λ · b+ b′) ∈ G×H. Par suite,

f(λ · x+ x′) = g(λ · a+ a′) + h(λ · b+ b′)
= λ · g(a) + g(a′) + λ · h(b) + h(b′)
= λ · (g(a) + h(b)) + g(a′) + h(b′)
= λ · f(x) + f(x′)

Ce qui prouve que f est une application linéaire.

Ainsi, on a montré que pour tout (g, h) ∈ L(G,F ) × L(H,F )
il existe f ∈ L(E,F ) telle que f|G = g et f|H = h, c’est-à-dire
ϕ(f) = (g, h). Par conséquent, ϕ est surjective.

�

Exemple 4.4.6.5 Dans le plan
−→P qu’on munit de la base orthonormée directe usuelle

(�i,�j), on considère G =<�i >= R�i et H =< �j >= R�j. Alors G et H sont des sous-espaces

vectoriels supplémentaires de
−→P . Il existe donc un unique endomorphisme p de

−→P tel que :
p|G = i

G,
−→P (application inclusion) et p|H = 0. À quoi correspond l’application p ?

Remarques :

• ceci justifie l’existence (et l’unicité) des applications f et g données dans la re-
marque (après le théorème 4.4.4.5) permettant de prouver que si E contient au
moins deux vecteurs non colinéaires, alors L(E) est un anneau non commutatif) ;

• ce théorème nous permettra de définir de façon « simple » les notions de projecteur
et de symétrie (voir le paragraphe sur les applications linéaires remarquables).
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4.4.7 Hyperplans d’un espace vectoriel et formes linéaires

Définition 4.4.7.1 Soit E un K-espace vectoriel. On appelle hyperplan de E tout
sous-espace vectoriel H de E qui admet pour supplémentaire une droite vectorielle.
Autrement dit, un sous-espace vectoriel H de E est un hyperplan de E si :

∃u ∈ E \ {0E} , H ⊕Ku = E

Exemple 4.4.7.2 Dans le plan usuel
−→P , un hyperplan est une droite vectorielle.

Exemple 4.4.7.3 Dans l’espace
−→E , un hyperplan est un plan vectoriel.

Exemple 4.4.7.4 Dans R4, l’ensemble H = {(x, y, z, t) ∈ R4 / t = 0} est un hyperplan.
En effet, on peut vérifier (le faire) que H⊕R(0, 0, 0, 1) = R4. Remarquez qu’on peut aussi
choisir une autre droite vectorielle. On a aussi H ⊕ R(1, 0, 0, 1) = R4.

Exercice 4.4.7.5 Montrer que H = {(un)n∈N ∈ RN | u0 = 0} est un hyperplan de RN.

Proposition 4.4.7.6 Soient E un K-espace vectoriel, H un hyperplan de E et x ∈ E.
Alors :

H ⊕Kx = E ⇐⇒ x /∈ H

Preuve :

Il est évident que si H⊕Kx = E, alors x /∈ H. Réciproquement, si x /∈ H,
il est évident que H ⊕ Kx (c’est-à-dire que ces deux espaces vectoriels
sont en somme directe). Montrons que la somme vaut E.
Par définition d’un hyperplan, il existe u ∈ E \ {0} tel que H ⊕Ku = E
et puisque x ∈ E, il existe h ∈ H et λ ∈ K (qui sont uniques) tels que
x = h+ λu. Or, x /∈ H donc λ �= 0 et on a donc :

u =
1

λ
· x− 1

λ
h ∈ Kx+H

On en déduit donc que Ku ⊂ (Kx+H) et de même, H ⊂ (Kx+H). Par
suite,

E = H +Ku ⊂ H +Kx ⊂ E
�
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Théorème 4.4.7.7 Soit E un K-espace vectoriel et soit H ⊂ E. Alors les énoncés
suivants sont équivalents :

(i) H est un hyperplan de E ;

(ii) il existe f une forme linéaire sur E, non nulle, telle que : H = ker(f).

Par ailleurs, si f, g ∈ LK(E,K) \ {0} (c’est-à-dire f et g sont deux formes linéaires
non nulles sur E), alors :

ker(f) = ker(g) ⇐⇒ ∃λ ∈ K� , g = λf

Preuve :

• Montrons (i) =⇒ (ii)

On suppose que H est un hyperplan de E. Alors il existe u ∈ E \ {0}
tel que H⊕ < u >= E. D’après le théorème de recollement, il existe une
unique application linéaire f ∈ L(E,K) telle que :

∀x ∈ H , f(x) = 0K et ∀λ ∈ K , f(λ · u) = λ

Il est alors clair que H = ker(f) et que f est une forme linéaire non nulle
(puisque f(u) = 1K par exemple).

• Réciproquement, supposons que H = ker(f) avec f une forme linéaire
non nulle sur E. Montrons que H est un hyperplan.
Par hypothèse, f n’est pas identiquement nulle. Il existe donc u ∈ E tel
que f(u) �= 0K. f étant linéaire, on a donc nécessairement u �= 0E.

Montrons que E = ker(f)⊕Ku.

∗ Montrons que ker(f) ∩Ku = {0E}.
Soit x ∈ ker(f)∩Ku. D’une part, x ∈ Ku donc il existe λ ∈ K tel
que x = λ · u. Par ailleurs, x ∈ ker(f) donc 0K = f(x). Il s’ensuit
que :

0 = f(x) = f(λu) = λ · f(u) = λ× f(u)

Or, f(u) �= 0K donc λ = 0K (car K est un corps a fortiori un
anneau intègre) et x = 0K · u = 0E.

∗ Montrons que E = ker(f)+ < u >.
Soit x ∈ E. Sachant que f(u) �= 0K, f(u) est inversible dans K.
On peut alors écrire :

x =
(
x− f(x)f(u)−1u

)
+ f(x)f(u)−1u
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On a par définition, f(x)f(u)−1u ∈ Ku. Par conséquent, on pose
h = x− f(x)f(u)−1u et on a :

f(h) = f(x)− f(x)f(u)−1f(u) = f(x)− f(x) = 0K

c’est-à-dire h ∈ ker(f). On a donc montré qu’il existe h ∈ ker(f)
et λ ∈ K tels que : x = h+λu. Ceci prouve que E = ker(f)+Ku.

• Enfin, montrons que si f et g sont deux formes linéaires non nulles,
alors ker(f) = ker(g) si et seulement si il existe λ ∈ K� tel que g = λf .

∗ L’implication ⇐= est évidente. En effet, si g = λf avec λ �= 0,
alors f(x) = 0 ⇐⇒ g(x) = 0.

∗ Montrons =⇒.
On suppose que ker(f) = ker(g) = H. D’après ce qui précède,
H est un hyperplan de E : il existe donc u ∈ E \ {0E} tel que
H ⊕ Ku = E. On a alors f(u) �= 0K et g(u) �= 0K. On pose
λ = g(u)f(u)−1. Montrons que g = λ · f .
Si x ∈ H, alors g(x) = 0K = f(x) = λ · f(x).
Si α ∈ K, alors :

g(α·u) = α·g(u) = α×g(u) = g(u)×f(u)−1×α×f(u) = λ·f(α·u)

Ainsi, g|H = λ · f|H et g|<u> = λ · f|<u> . D’après le théorème de
recollement, g = λ · f . �

Remarques :

• il ne faut pas oublier l’hypothèse de non nullité de la forme linéaire considérée ;

• dans la démonstration, pour montrer que H = ker(f) est un hyperplan, on sait
qu’on doit choisir u ∈ E \ ker(f) et la proposition précédente nous dit que si
H est un hyperplan, on doit avoir E = ker(f) ⊕ Ku. Ensuite, pour trouver la
décomposition, on pouvait aussi procéder par analyse-synthèse pour trouver la
décomposition x = (x− f(x)

f(u)
u) + f(x)

f(u)
u ;

• de la même façon, lorsque l’on prouve que f et g sont proportionnelles, on peut
trouver le coefficient en raisonnant par analyse-synthèse ;

• moralement, ce théorème est assez simple à comprendre. Dans R3, un hyperplan
est simplement un plan vectoriel et on sait qu’un plan a pour équation cartésienne
ax+ by+ cz = 0 (avec (a, b, c) �= (0, 0, 0)), ce qui correspond au noyau de la forme
linéaire (x, y, z) �−→ ax + by + cz. Dans un cadre un peu plus général, c’est le
« f » qui donne « une équation de l’hyperplan ». De plus, toujours dans R3, il est
évident que deux plans sont égaux si et seulement si leurs équations cartésiennes
sont proportionnelles. La généralisation est donc que f et g sont proportionnelles ;

• on reverra d’autres explications simples lors du chapitre sur la dimension d’un
espace vectoriel (cours de mathématiques supérieures 2).
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4.4.8 Étude d’applications linéaires remarquables

Dans ce paragraphe, E est un K-espace vectoriel sur un corps commutatif K.

4.4.8.a Homothéties

Définition 4.4.8.1 On dit qu’une application h ∈ F(E,E) est une homothétie s’il
existe λ ∈ K tel que h = λ · IdE.

Proposition 4.4.8.2 L’ensemble H(E) des homothéties de E est une sous-algèbre
commutative de L(E), c’est-à-dire un sous-espace vectoriel et un sous-anneau commu-
tatif de L(E).
Par ailleurs, l’ensemble des homothéties non nulles est un sous-groupe commutatif de
GL(E), isomorphe à (K�,×).

Preuve :

Pour λ ∈ K, on note hλ = λ · IdE. On montre de façon évidente que pour
tout (λ, μ) ∈ K2, on a les relations :

hλ + hμ = hλ+μ , hλ ◦ hμ = hμ ◦ hλ = hλ×μ et λ · hμ = hλ×μ

On en déduit alors que H(E) est une sous-algèbre commutative de L(E).
Je vous laisse faire la démonstration précise en exercice.

Par ailleurs, on a aussi : h1K = IdE et ∀λ ∈ K� , h−1
λ = hλ−1 .

Par suite, H′(E) = H(E) \ {0} = K�IdE est un sous-groupe commutatif
de GL(E) et l’application :

ϕ : (K�,×) −→ (H′(E), ◦)
λ �−→ hλ

est un isomorphisme de groupes.
�

Remarque : c’est un cas très particulier ! Comme vous l’avez déjà vu dans ce chapitre,
l’ensemble L(E) n’est pas commutatif en général.

Exercice 4.4.8.3 Comment interpréter géométriquement le signe de λ ? Et la position
de |λ| par rapport à 1 ?
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4.4.8.b Projecteurs

Définition 4.4.8.4 Soient E un K-espace vectoriel, F et G deux sous-espaces vecto-
riels supplémentaires dans E. On appelle projection sur F parallèlement à G l’unique
application linéaire de E dans E vérifiant :

p|F = IdF et p|G = 0

Le projecteur sur F parallèlement à G est noté pF//G.

Remarques :

• cette définition a un sens d’après le théorème de recollement des applications
linéaires. Autrement dit, il existe bien un et un seul endomorphisme de E vérifiant
p|F = IdF et p|G = 0 ;

• dans la définition précédente, on commet un abus de notation car p est à valeurs
dans E. En toute rigueur, il faudrait écrire que p|F est égal à l’inclusion de F
dans E ;

• on retient aussi que si x ∈ E, alors x s’écrit de façon unique x = xF + xG avec
xF ∈ F et xG ∈ G et que dans ce cas, par définition, pF//G(x) = xF .

Exemple 4.4.8.5 Dans R3, on considère le plan F = {(x, y, z) ∈ R3 / z = 0} et la droite
G = F⊥ = R < 0, 0, 1 >. Alors la projection sur F parallèlement à G est la projection
orthogonale « usuelle » sur le plan F .

Exemple 4.4.8.6 L’application p : F(R,R) −→ F(R,R) qui à une application f as-

socie p(f) : x �−→ f(x)+f(−x)
2

est la projection sur P (ensemble des applications paires)
parallèlement à I (l’ensemble des applications impaires). En effet,

P ⊕ I = F(R,R) et p|P = IdP et p|I = 0

Définition 4.4.8.7 Soit E un K-espace vectoriel. On appelle projecteur de E tout en-
domorphisme de E tel qu’il existe F et G, deux sous-espaces vectoriels supplémentaires
dans E tels que p = pF//G.

À partir de cette définition, il n’est pas toujours « évident » de reconnâıtre un projecteur
car cela suppose qu’on « connâıt F et G ». Les propriétés qui suivent vont donner une
description explicite des ensembles « F et G » et fournir un critère simple pour reconnâıtre
un projecteur et ses éléments caractéristiques, c’est-à-dire « F et G ».
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Proposition 4.4.8.8 Soient E un K-espace vectoriel, F et G deux sous-espaces vec-
toriels supplémentaires dans E et p = pF//G le projecteur sur F parallèlement à G.
Alors :

(i) ker(p) = G et Im(p) = F ;

(ii) ∀x ∈ E , (x ∈ Im(p) ⇐⇒ p(x) = x), autrement dit Im(p) = ker(IdE − p).

Preuve :

• Montrons que ker(p) = G.
Soit x ∈ E. Puisque F et G sont supplémentaires dans E, il existe un
unique couple (xF , xG) ∈ F ×G tel que x = xF + xG. On a alors :

x ∈ ker(p) ⇐⇒ p(xF + xG) = 0

⇐⇒ p(xF ) + p(xG) = 0

⇐⇒ xF = 0

⇐⇒ x ∈ G

Par suite, ker(p) = G.

• Montrons que Im(p) = F par double inclusion.

∗ Im(p) ⊂ F
Soit y ∈ Im(p). Il existe x ∈ E tel que y = p(x). Par ailleurs,
il existe (xF , xG) ∈ F × G tel que x = xF + xG. On a alors :
y = p(x) = xF ∈ F .

∗ F ⊂ Im(p)
Soit xF ∈ F . Alors p(xF ) = xF donc xF ∈ Imp.

• Enfin, soit x ∈ E.
∗ Si x ∈ Im(p), alors puisque F = Im(p) et p = pF//G, p(x) = x
(en fait on l’a déjà prouvé juste au-dessus quand on a montré que
Im(p) = F ).

∗ Réciproquement, si x = p(x), alors par définition p(x) ∈ Im(p)
donc x = p(x) ∈ Im(p).

�

On en déduit immédiatement le corollaire suivant :

Corollaire 4.4.8.9 Si p est un projecteur de E, alors Im(p)⊕ ker(p) = E.
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! Attention : la réciproque est très fausse ! Par exemple, dans R2, si p((x, y)) = (2x, 0),
alors p est linéaire, ker(p) = R(0, 1) et Im(p) = R(1, 0). On a donc bien Im(p)⊕ker(p) = R2

et pourtant p n’est pas un projecteur puisque p|Im(p) = 2IdIm(p) �= IdIm(p).

Exercice 4.4.8.10 Si p ∈ L(E) vérifie Im(p)⊕ ker(p) = E, à quelle condition nécessaire
et suffisante p est-il un projecteur ?

Théorème 4.4.8.11 (Caractérisation des projecteurs) Soit p ∈ L(E). Alors les
énoncés suivants sont équivalents :

(i) p est un projecteur de E ;

(ii) p ◦ p = p.

Preuve :

• Montrons =⇒.
Si p est un projecteur de E, alors d’après la proposition précédente,
Im(p)=ker(IdE − p) et a fortiori, Im(p) ⊂ ker(IdE − p). On en déduit
donc (théorème 4.4.4.3) que (IdE − p) ◦ p = 0, c’est-à-dire p ◦ p = p.

• Montrons ⇐=.
On suppose que p2 = p. Montrons que p = pIm(p)// ker(p).

∗ Tout d’abord, p étant une application linéaire, ker(p) et Im(p)
sont des sous-espaces vectoriels de E.

∗ Ensuite, montrons que ker(p)⊕ Im(p) = E.

� Montrons que Im(p) + ker(p) = E.
Soit x ∈ E. Alors x = p(x) + (x − p(x)). Or, p(x) ∈ Im(p)
et p(x − p(x)) = p(x) − p(p(x)) = p(x) − p(x) = 0 donc
(x− p(x)) ∈ ker(p). Par suite, x ∈ ker(p) + Im(p) et donc, on
a bien Im(p) + ker(p) = E.

� Montrons que Im (p) ∩ ker(p) = {0}
Soit x ∈ ker(p)∩ Im(p). Alors il existe t ∈ E tel que x = p(t).
On a aussi p(x) = 0, c’est-à-dire p2(t) = 0. Or, par hypothèse
p2 = p donc p(t) = 0, c’est-à-dire x = 0.

Ce qui prouve que ker(p)⊕ Im(p) = E.

∗ Enfin, l’égalité p|ker(p) = 0 est claire et si y ∈ Im(p), alors il existe
x ∈ E tel que y = p(x) et dans ce cas, p(y) = p2(x) = p(x) = y.
D’où p|Im(p) = IdIm(p).

�
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Proposition 4.4.8.12 Soient E un K-espace vectoriel et p un projecteur de E. Alors :

(i) q = IdE − p est un projecteur de E. q est appelé le projecteur associé à p ;

(ii) ker(q) = Im(p) et Im(q) = ker(p).

Preuve :

• Puisque p ∈ L(E), q ∈ L(E) et de plus, sachant que p2 = p, on a :

q2 = (IdE − p)2 = IdE − 2p+ p2 = IdE − p = q

Ce qui prouve que q est un projecteur.

• Puisque q est un projecteur, Im(q) = ker(IdE−q) = ker(p) et de même,
par symétrie des rôles de p et q, ker(q) = Im(p).

�

Remarques :

• en clair, la proposition précédente dit que si p = pF//G alors le projecteur associé
q est q = pG//F ;

• ceci nous permet aussi de revenir à la preuve du théorème de recollement. Pour
prouver la surjectivité, on a en fait considéré f = g ◦ pG//H + h ◦ pH//G.

Exercice 4.4.8.13 Proposer une autre démonstration de la proposition précédente en
revenant à la définition d’un projecteur.

Exercice 4.4.8.14 Soit p l’application de R2 dans lui-même définie par :

∀(x, y) ∈ R2 , p((x, y)) =

(
2x+ 2y

3
,
x+ y

3

)
Montrer que p est un projecteur de R2 et préciser ses éléments caractéristiques.

Exercice 4.4.8.15 Soit E =< ch , sh > et p l’application définie par :

∀y ∈ E , p(y) = y′ + y

1. Montrer que p est un endomorphisme de E.

2. Montrer que p est un projecteur et déterminer ses éléments caractéristiques.
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4.4.8.c Symétries

Définition 4.4.8.16 Soient E un K-espace vectoriel, F et G deux sous-espaces vec-
toriels supplémentaires dans E. On appelle symétrie par rapport à F parallèlement à
G l’unique application linéaire s vérifiant :

s|F = IdF et s|G = −IdG

La symétrie par rapport à F parallèlement à G est notée sF//G.

Remarques :

• par définition, si x = xF + xG avec (xF , xG) ∈ F ×G, alors s(x) = xF − xG ;

• on commet le même abus de notation que dans la définition d’un projecteur.

Proposition 4.4.8.17 Soient s la symétrie sur F parallèlement à G et p le projecteur
sur F parallèlement à G. Alors :

ker(s− IdE) = F ; ker(s+ IdE) = G et s = 2p− IdE

En particulier, on a donc ker(s− IdE)⊕ ker(s+ IdE) = E.

Preuve :

• Soit x ∈ E. Il existe un unique (xF , xG) ∈ F ×G tel que x = xF + xG.
On a alors :

s(x) = x ⇐⇒ xF − xG = xF + xG ⇐⇒ xG = 0 ⇐⇒ x ∈ F

Ce qui montre dans un premier temps que ker(s− IdE) = F .

• On montre de façon similaire que ker(s+ IdE) = G.

• Enfin, pour l’égalité s = 2p − IdE, il suffit de faire la vérification sur
F , puis sur G.

�

Définition 4.4.8.18 Soit E un K-espace vectoriel. On appelle symétrie de E tout en-
domorphisme de E tel qu’il existe F et G, deux sous-espaces vectoriels supplémentaires
dans E tels que s = sF//G.
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Théorème 4.4.8.19 Soit s ∈ L(E). Alors s est une symétrie de E si et seulement si
s ◦ s = IdE.

Preuve :

• Si s = sF//G est une symétrie, alors s2|F = IdF et s2|G = IdG donc

d’après le théorème de recollement, s2 = IdE.

• Réciproquement, on suppose que s2 = IdE.

∗ Montrons que ker(s− IdE)⊕ ker(s+ IdE) = E.

Soit x ∈ E. Montrons que x s’écrit de façon unique x = x1 + x2
avec x1 ∈ ker(s− IdE) et x2 ∈ ker(s+IdE) par analyse-synthèse.

Analyse

Supposons que de tels x1, x2 existent. Alors s(x) = s(x1) + s(x2)
et donc s(x) = x1 − x2. Or, x = x1 + x2. Par suite, (en faisant la
somme puis la différence),

x1 =
1

2
(x+ s(x)) et x2 =

1

2
(x− s(x))

Ce qui prouve l’unicité sous réserve d’existence.

Synthèse

On pose x1 =
1
2
(x+ s(x)) et x2 =

1
2
(x− s(x)). Alors :

s(x1) =
1

2
(s(x) + s2(x)) =

1

2
(s(x) + x) = x1

Par suite, x1 ∈ ker(s − IdE). On montre de la même façon que
x2 ∈ ker(s+ IdE). Enfin, il est évident que x = x1 + x2.

Ce qui prouve que ker(s− IdE)⊕ ker(s+ IdE) = E.

∗ Par définition, s|ker(s−IdE) = IdE et s|ker(s+IdE) = −IdE.

Ainsi, s est la symétrie sur ker(s− IdE) parallèlement à ker(s+ IdE).
�

Remarque : on peut aussi commencer par montrer (exercice : le faire) que p = pF//G
si et seulement si 2p − IdE = sF//G puis déduire le résultat de la caractérisation des
projecteurs. En effet, si s ∈ L(E) et p = 1

2
· (s+ IdE) et on a :

s2 = IdE ⇐⇒ p2 = p
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Corollaire 4.4.8.20 Toute symétrie de E est un automorphisme de E.

Preuve :

On vient de voir qu’une symétrie vérifie s ◦ s = IdE. Par suite, s est une
involution de E : c’est donc une bijection.

�

Exercice 4.4.8.21 Soit E = F(R,R). On considère l’application :

ϕ : E −→ E
f �−→ ϕ(f)

où pour f ∈ E, on a : ∀x ∈ R , ϕ(f)(x) = f(−x).
1. Montrer que ϕ est une symétrie de E.

2. Quel résultat, que vous connaissez déjà, cela permet-il de retrouver ?

Exercice 4.4.8.22 En considérant l’application ψ qui à f associe x �−→ f(x+T ) retrou-
ver de façon très simple le résultat de l’exercice 4.2.3.8.

Exercice 4.4.8.23 Soient P le plan d’équation cartésienne x+y−z = 0 et D = R(1, 1, 1).

1. Montrer que P ⊕ D = R3.

2. Soit s = sP//D. Déterminer l’expression de s(x, y, z) en fonction de x, y, z pour
(x, y, z) ∈ R3.
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4.5 Exercices

Exercice 4.5.1 On se place dans Rn et on note xi, pour 1 � i � n les composantes d’un
vecteur. Les ensembles suivants sont-ils des espaces vectoriels ?

E1 = {x ∈ R2 , x1 ∈ Z} ; E2 = {x ∈ R3 , sin x2 = x1} ; E3 = {x ∈ R4 , x1 = 0}
E4 = {x ∈ R4 , x1x2 = 0} ; E5 = {x ∈ R3 , x1 − x2 = 1} ; E6 = {x ∈ R3 , x1 �= x2}

Exercice 4.5.2 Les ensembles suivants sont-ils des sous-espaces vectoriels de F(R,R) ?

E1 = {f ∈ E , f(1) = 0} ; E2 = {f ∈ E , f(−1) = 1} ; E3 = {f ∈ E , f croissante}
E4 = {f ∈ E , f est majorée } ; E5 = {f ∈ E , f(1) = f(2) = f(3) = 0}

E6 = {f ∈ E , f est monotone} ; E7 = {f ∈ E , ∃a ∈ R , ∀x > a , f(x) = 0}

Exercice 4.5.3 Les sous-ensembles suivants sont-ils des sous-espaces vectoriels de RN ?

E1 = {u ∈ RN , u monotone} ; E2 = {u ∈ RN , u converge } ; E3 = {u , u bornée}
E4 = {u ∈ RN , u est géométrique} ; E5 = {u ∈ RN , u converge vers �}
E6 = {u ∈ RN . u est arithmétique } ; E7 = {u ∈ RN ,

∑
u2n converge }

Exercice 4.5.4 Montrer que {f ∈ F(R,R) / ∃kf ∈ R+ , ∀x ∈ R , |f(x)| � kf |x|} est un
R-espace vectoriel.

Exercice 4.5.5 Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E. Montrer que :

F ∪G est un sev de E ⇐⇒ F ⊂ G ou G ⊂ F

Exercice 4.5.6 Soient E un K-espace vectoriel, A et B deux sous-espaces vectoriels de
E. Montrer que A ∩ B = A+ B ⇐⇒ A = B.

Exercice 4.5.7 Soient A, B et C trois sous-espaces vectoriels de E. Montrer que :

A ∩ B + A ∩ C ⊂ A ∩ (B + C)

Donner un exemple où l’inclusion est stricte.

Exercice 4.5.8 Soit E un R-espace vectoriel. Pour (x, y) ∈ R2 et (u, v) ∈ E2, on pose :

(x+ iy) · (u, v) = (xu− yv, xv + yu)

Montrer que E2 muni de la loi + usuelle et de la loi · définie ci-dessus est un C-espace
vectoriel.
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Exercice 4.5.9 Soient c : x �−→ cos(x) et s : x �−→ sin x. Pour ϕ ∈ R, on considère la
fonction fϕ : x �−→ 3 cos(x− ϕ). A-t-on fϕ ∈ V ect(c, s) ?

Exercice 4.5.10 Soient u, v et w les vecteurs de R4 de coordonnées (1, 2, 1, 1), (−1, 1, 2, 1)
et (5, 4,−1, 1). A-t-on w ∈< u, v > ?

Exercice 4.5.11 On note pour n ∈ N, cn : x �−→ cos(nx) et X = {cn , n ∈ N}.
1. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur a ∈ R pour que :

x �−→ cos(ax) ∈< X >.

2. Pour n ∈ N, est-ce-que x �−→ cosn(x) ∈< X > ? (On note cosn = (cos)n).

3. Pour quelles valeurs de n ∈ N a-t-on x �−→ sin(x)n ∈< X > ?

4. On note E = {f ∈ C0(R) / f est 2π-périodique et paire }.
(a) Montrer que E est un espace vectoriel et que < X > est un sous-espace

vectoriel de E.

(b) A-t-on < X >= E ?

Exercice 4.5.12 Soient A et B deux sous-espaces vectoriels de E, et soit C un supplé-
mentaire de A ∩ B dans B. Montrer que A+ B = A⊕ C.

Exercice 4.5.13 On note E = F(R,R) et on considère les ensembles :

A = {f ∈ E / f(1) = 0} et B = {f ∈ E / ∃a ∈ R , ∀x ∈ R , f(x) = ax}

Montrer que A et B sont des sous-espaces supplémentaires dans E.

Exercice 4.5.14 On considère les ensembles suivants :

E = {(un) ∈ RN | ∀n ∈ N , un+3 − un+2 − un+1 + un = 0}
F = {(un) ∈ RN | ∀n ∈ N , un+1 + un = 0}
G = {(un) ∈ RN | ∀n ∈ N , un+2 − 2un+1 + un = 0}

1. Démontrer que E, F et G sont des espaces vectoriels de RN.

2. Déterminer explicitement les éléments de F et G.

3. Montrer que F ⊂ E et G ⊂ E.

4. Montrer que E = F ⊕G.
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Exercice 4.5.15 On considère l’ensemble F suivant :

F =
{
y ∈ C2(R,R) / ∀x ∈ R , y′′(x) = (1 + x2)y(x)

}
1. Montrer que F est un R-espace vectoriel.

2. On considère les fonctions suivantes définies pour tout réel x par :

f(x) = exp

(
x2

2

)
et g(x) = f(x)

∫ x

0

e−t
2

dt

(a) Montrer que f et g appartiennent à F .

(b) Montrer que si u et v sont deux fonctions qui sont dans F , alors la fonction
W = uv′ − u′v est constante 1.

(c) Si h appartient à F , comparer les dérivées de
h

f
et

g

f
.

(d) En déduire que F = Vect(f, g).

Exercice 4.5.16 On considère l’espace vectoriel E = F(R,R) ainsi que les ensembles :

F = {f ∈ E / f est de période 1} et G = {f ∈ E / lim
x→+∞

f(x) = 0}

1. Démontrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels de E.

2. Démontrer que F et G sont en somme directe (On pourra penser à utiliser une suite qui

tend vers l’infini).

3. F et G sont-ils supplémentaires dans E ?

Exercice 4.5.17 Parmi les applications suivantes de R2 dans R2, lesquelles sont des
applications linéaires ?

f1 : (x, y) �→ (2x+ y,−2x− y) ; f2 : (x, y) �→ (x+ 1, y) ; f3 : (x, y) �→ (0, x)

f4 : (x, y) �→ (x2, y) ; f5 : (x, y) �→ (y, x) ; f6 : (x, y) �→ (|x|, y)

Exercice 4.5.18 Pour chacune des applications suivantes, dire s’il s’agit d’une applica-
tion linéaire. Si oui, préciser son image et son noyau. En déduire alors si l’application est
injective, surjective.

1. L’application f de R2 dans R2 qui à (x, y) associe (−x+ 2y, x+ y).

2. L’application g de C∞(R) dans lui-même, qui à une fonction y associe y′ + xy.

3. L’application h de B(N, R) dans R qui à (un) associe sup
n∈N

un.

4. L’application T de R3 dans R2 qui à (x, y, z) associe (x− z, y − z).

5. L’application P de R dans R3 qui à x associe (x, 1 + x, 2x).

1. Pour information, la fonction W est le Wronskien des deux solutions u et v.
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Exercice 4.5.19 Soit E = R3 muni de sa base canonique (�i,�j,�k).

1. Montrer qu’il existe un unique endomorphisme u de E tel que :

u(�i) = −
√
2�i+ �k et u(�j) =

√
2�j + �k et u(�k) =�i+�j

2. Déterminer le noyau de u.

3. Déterminer l’ensemble F des vecteurs �x de E tels que u(�x) = 2�x.

4. Déterminer l’ensemble G des vecteurs �x tels que u(�x) = −2�x.

Exercice 4.5.20 On se place dans E = R3 et on note (�i,�j,�k) la base canonique de E.

On note �v = �i −�j + �k et on désigne par f , l’application qui à �x de coordonnées (x, y, z)
associe :

f(�x) = �x− 2(x+ y + z)�v

1. Montrer que f est un endomorphisme de E.

2. Déterminer f 2.

3. En déduire que f est bijective et donner f−1, ker(f) et Im(f).

4. Montrer que ker(f − IdE)⊕ ker(f + IdE) = E et déterminer une base de chacun
de ces espaces.

5. Déterminer Im(f − IdE) et Im(f + IdE).

Exercice 4.5.21 On considère les ensembles F et G suivants :

F = {(x, y, z) ∈ R3 / y = z}

G = {(x, y, z) ∈ R3 / x− y = 0 et z − 2y = 0}
1. Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels de R3.

2. Montrer que F est un plan et déterminer une base de F .

3. Montrer que G est une droite vectorielle et donner un vecteur directeur de G.

4. Montrer que F et G sont supplémentaires dans R3.

5. Soit p le projecteur sur F parallèlement à G. Déterminer l’expression de p(x, y, z),
pour (x, y, z) ∈ R3.

6. Soit q l’endomorphisme de R3 défini par :

q : R3 −→ R3

(x, y, z) −→ (x+ y − z, y, y)

On admet donc que q est un endomorphisme de R3. Montrer que q est un projec-
teur.
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7. Montrer que ker(q) est une droite vectorielle.

8. Vérifier que ker(q) et G sont en somme directe.

9. Montrer que Im(q) = F .

10. En déduire que p ◦ q = q et que q ◦ p = p (il n’est pas nécessaire d’avoir calculé p
à la question 5 pour répondre à cette question et aux suivantes).

11. On pose r = p+ q. Est-ce que r est un projecteur ?

12. Pour tout entier n � 2 calculer rn en fonction de r.

13. Montrer les deux inclusions :

(a) Im(r − 2IdR3) ⊂ ker(r) et (b) Im(r) ⊂ ker(r − 2IdR3)

14. Montrer que R3 = ker(r)⊕ ker(r − 2IdR3).

15. Donner l’expression (en fonction de x, y, z) ∈ R3) de la symétrie s par rapport à
ker(r) parallèlement à ker(r − 2IdR3).

Exercice 4.5.22 Soient E, F et G trois K-ev. On suppose que f ∈ L(E,F ), f surjective,
g : F −→ G est une application et que g ◦ f est linéaire. Montrer que g est linéaire.

Exercice 4.5.23 Soit E un espace vectoriel et f ∈ L(E). Montrer les équivalences sui-
vantes :

1. E = ker(f) + Im(f) ⇐⇒ Im(f) = Im(f 2).

2. Im(f) ∩ ker(f) = {0} ⇐⇒ ker(f) = ker(f 2).

Exercice 4.5.24 Soient E, F etG troisK-espaces vectoriels, f ∈ L(E,F ) et g ∈ L(F,G).
1. Montrer que : ker(g ◦ f) = ker(f) ⇐⇒ ker(g) ∩ Im(f) = {0}.
2. Montrer aussi que : Im(g ◦ f) = Im(g) ⇐⇒ ker(g) + Im(f) = F .

Exercice 4.5.25 On considère E, F et G trois K-espaces vectoriels, f ∈ L(E,F ) ainsi
que g, h ∈ L(F,G). Montrer que :

ker(g ◦ f) = ker(h ◦ f) ⇐⇒ Im(f) ∩ ker(g) = Im(f) ∩ ker(h)

Exercice 4.5.26 Soit E un K-espace vectoriel et p un projecteur de E. On suppose que
λ ∈ K \ {0, 1}. Montrer que p− λIdE est un automorphisme de E :

1. en cherchant un inverse sous la forme ap+ bIdE avec (a, b) ∈ K2 ;

2. en prouvant directement que p− λIdE est bijective.
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Exercice 4.5.27 Soient E un K-espace vectoriel, p et q deux projecteurs de E. Montrer
que :

p+ q est un projecteur ⇐⇒ p ◦ q = q ◦ p = 0

Indication : pour l’implication directe, on pourra montrer que pq + qp = 0 puis montrer
que pq = qp.

Montrer qu’alors Im(p+ q) = Im(p)⊕ Im(q) et que ker(p+ q) = ker(p) ∩ ker(q).

Exercice 4.5.28 Soient E un K-espace vectoriel et f, g ∈ L(E). Démontrer l’équivalence
des deux propriétés suivantes :

(i) f ◦ g = g et g ◦ f = f ;

(ii) f et g sont des projecteurs de E et Im(f) = Im(g).

Exercice 4.5.29 Soit E un K-espace vectoriel. Soient par ailleurs A et B deux sous-
espaces vectoriels de E, supplémentaires dans E. On pose :

G = {f ∈ L(E) / ker(f) = A et Im(f) = B}

1. Soit f ∈ G. Montrer que B est stable par f , c’est-à-dire que ∀x ∈ B , f(x) ∈ B.

2. Montrer alors que si f ∈ G, alors f|B est un automorphisme de B.

3. Démontrer que G est un groupe pour la loi ◦ et qu’il est isomorphe à GL(B).

4. G est-il un sous-groupe de GL(E) ?

Exercice 4.5.30 Dans cet exercice, on étudie les endomorphismes annulés par un poly-
nôme du second degré scindé à racines simples et quelques applications.

Partie 1 : généralités

Soit E un K-espace vectoriel. On considère également α, β deux éléments distincts de K
et f ∈ LK(E) tel que :

(f − αIdE) ◦ (f − βIdE) = 0

1. Montrer qu’on a aussi : (f − βIdE) ◦ (f − αIdE) = 0.

On pose pour la suite Fα = ker(f − αIdE) et Fβ = ker(f − βIdE).

2. Montrer que Fα et Fβ sont des K-espaces vectoriels.

3. Démontrer que : Im(f − βIdE) ⊂ Fα et Im(f − αIdE) ⊂ Fβ.

4. Montrer que Fα et Fβ sont supplémentaires dans E.

5. On appelle p la projection sur Fα parallèlement à Fβ et q le projecteur associé à

p. Établir que :
p+ q = IdE et p ◦ q = q ◦ p = 0
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6. Montrer que f = αp+βq et en déduire l’expression de fn pour n ∈ N en fonction
de α, β, p et q.

7. On suppose que f /∈< IdE >. Prouver que f est bijective si et seulement si αβ �= 0
et exprimer dans ce cas f−1 en fonction de α, β, p et q puis plus généralement, fn

lorsque n ∈ Z.

Partie 2 : étude d’un exemple

On considère l’application f de R2 dans lui-même définie pour tout (x, y) ∈ R2 par :

f(x, y) = (−2x+ y, x− 2y)

1. Démontrer que f est un endomorphisme de R2.

2. f est-il un automorphisme de R2 ?

3. Calculer pour (x, y) ∈ R2, (f ◦ f)(x, y).
4. En déduire l’existence de deux réels α < β, que vous déterminerez, tels que :

(f − αIdR2) ◦ (f − βIdR2) = 0

5. Déterminer alors les sous-espaces vectoriels Fα et Fβ. Pour chacun, on donnera
une équation cartésienne ainsi qu’une base.

6. Calculer explicitement pour (x, y) ∈ R2, p(x, y) et q(x, y) (où p et q sont les
projecteurs définies dans la première partie mais pour cette application f).

7. Vérifier que p+ q = IdR2 et que p ◦ q = q ◦ p = 0.

8. Déterminer l’endomorphisme fn pour n ∈ Z (donner explicitement fn(x, y) pour
(x, y) ∈ R2).

Partie 3 : application

Deux masses identiques sont reliées à deux points fixes et entre elles par trois ressorts de
même raideur k0. On choisit k0 et m de sorte que k0

m
= 1 (s−2) :

On admet que les abscisses x1 et x2 des deux masses, repérées par rapport à leurs positions
d’équilibre respectives, sont solutions du système différentiel suivant :{ ..

x1 = −2x1 + x2
..
x2 = x1 − 2x2

1. Prouver que pour tout réel t, (
..
x1(t),

..
x2(t)) = f(x1(t), x2(t)), où f est l’endomor-

phisme défini dans la seconde partie.
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2. On note �u (respectivement �v), un vecteur directeur de Fα (respectivement Fβ)
(voir partie 2).

(a) Justifier qu’il existe deux fonctions a et b telles que :

∀t ∈ R , (x1(t), x2(t)) = a(t)�u+ b(t)�v

(b) Montrer que les fonctions a et b sont deux fois dérivables sur R.

(c) Établir que :

∀t ∈ R ,
..
a(t)�u+

..

b(t)�v = αa(t)�u+ βb(t)�v

(d) En déduire que a et b sont solutions d’une équation différentielle linéaire du
second ordre à coefficients constants.

(e) Résoudre cette équation et en déduire les solutions du système différentiel
proposé.

3. Déterminer la solution du système proposé vérifiant les conditions initiales sui-
vantes :

x1(0) = 0 ;
.
x1(0) = 1 ; x2(0) = 1 ;

.
x2(0) = 0
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Chapitre 5

Arithmétique dans Z

Prérequis : dans tout ce chapitre, les notions suivantes sont supposées connues :

• le cours de logique (implications, équivalences, prédicat) ;

• relation d’équivalence, relation d’ordre, plus petit et plus grand élément ;

• l’ensemble N et toutes ses propriétés ;

• la structure d’anneau (Z,+,×) et les propriétés de l’ensemble ordonné (Z,�) ;

• groupes, anneaux et corps, morphismes de groupes ou d’anneaux.

Aucune connaissance spécifique en arithmétique n’est supposée connue.
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5.1 Arithmétique dans Z

5.1.1 Diviseurs et congruences

Définition 5.1.1.1 Soit (a, b) ∈ Z2. On dit que a divise b, et on note alors a|b, si
∃c ∈ Z , b = ac.

Remarques et notation :

• on peut aussi dire que b est un multiple de a, ou encore que a est un diviseur de
b. On note alors aZ l’ensemble des multiples de a, c’est-à-dire :

aZ = {na , n ∈ Z}
• ∀b ∈ Z , 1|b puisque pour tout b ∈ Z, il existe c = b ∈ Z tel que b = 1× b = 1× c ;

• ∀a ∈ Z , a|0 et a|a ;
• pour tout a ∈ Z, 0|a ⇐⇒ a = 0 ;

• si n|a et n|b, alors pour tout (u, v) ∈ Z2, n|ua+ vb ;

• a|b si et seulement si bZ ⊂ aZ.

Proposition 5.1.1.2 La relation | est réflexive et transitive mais n’est pas antisymé-
trique. Plus exactement,

∀(a, b) ∈ Z2 ,
(
(a|b et b|a) ⇐⇒ |a| = |b|

)

Preuve :

• On a vu que pour tout a ∈ Z, a|a. Par suite, | est réflexive.
• Par ailleurs, soient a, b, c ∈ Z tels que a|b et b|c : il existe n, p ∈ Z tels
que b = na et c = pb. Alors c = pna = (np)a avec np ∈ Z. Par suite, a|c
et la relation | est transitive.
• Enfin, si a, b ∈ Z vérifient a|b et b|a, alors il existe deux entiers relatifs
n et p tels que a = nb et b = pa. Il s’ensuit que a = npa, soit encore
a(np− 1) = 0. L’anneau Z étant intègre, il y a deux cas :

∗ soit a = 0, et dans ce cas, on a b = pa = 0 donc |a| = |b| = 0 ;
∗ ou bien np = 1 et puisque n, p ∈ Z, n = p = 1 ou n = p = −1,
c’est-à-dire a = b ou a = −b, soit encore |a| = |b|.

Réciproquement, il est clair que si |a| = |b|, alors a|b et b|a. �
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Définition 5.1.1.3 Soient n ∈ N� et (a, b) ∈ Z2. On dit que a est congru à b modulo
n, et on note a ≡ b [n] , si n|(b− a).

Remarque : par définition, si n ∈ N�, a ≡ b [n] ⇐⇒ ∃k ∈ Z , b = a+ kn.

Proposition 5.1.1.4 Pour n ∈ N� fixé, la relation de congruence modulo n, ≡, est une
relation d’équivalence. De plus, elle est compatible avec l’addition et la multiplication :

∀a, b, c, d ∈ Z , (a ≡ b [n] et c ≡ d [n] =⇒ a+ c ≡ b+ d [n] et ac ≡ bd [n] )

Preuve :

• Montrons pour commencer que ≡ est une relation d’équivalence.

∗ Montrons que ≡ est réflexive.
Pour tout a ∈ Z, n|0, soit encore n|(a−a). Par suite, a ≡ a [n]
et la relation ≡ est donc réflexive.

∗ Montrons que ≡ est symétrique.
Soient a ∈ Z et b ∈ Z tels que a ≡ b [n] . Par définition, n|(b−a),
c’est-à-dire qu’il existe c ∈ Z tel que b − a = cn. Mais alors,
a− b = (−c)× n donc n|(a− b), c’est-à-dire b ≡ a [n] . Ce qui
prouve que ≡ est symétrique.

∗ Enfin, montons que ≡ est transitive.
Soit (a, b, c) ∈ Z3 tel que a ≡ b [n] et b ≡ c [n] . Alors, n
divise b − a et n divise c − b. Par suite, il existe k, l ∈ Z tels
que : b − a = kn et c − b = ln. En additionnant, on obtient :
c− a = (k + l)n et donc a ≡ c [n] . D’où la transitivité.

Ce qui prouve que ≡ est bien une relation d’équivalence sur Z.

• Montrons à présent la compatibilité avec l’addition et la multiplication.
Soit (a, b, c, d) ∈ Z4 tel que a ≡ b [n] et c ≡ d [n] . Il existe k, l ∈ Z
tels que b = a + kn et d = c + ln. En additionnant, on a directement :
b+ d = a+ c+ (k + l)n, c’est-à-dire a+ c ≡ b+ d [n] .
Pour la multiplication, on remarque que :

ac− bd = ac− bc+ bc− bd = (a− b)c+ b(c− d)

Or, n|(a− b) et n|(c− d) donc n| ((a− b)c+ b(c− d)) et ac ≡ bd [n] .

�
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! Attention : on ne peut pas diviser ou simplifier en général ! Par exemple,

2× 6 ≡ 2× 2 [8] mais 6 �≡ 2 [8]

Il faut donc manipuler les congruences (c’est-à-dire le symbole ≡) avec attention. On verra
un peu plus loin dans quels cas on peut simplifier. Si vous avez le moindre doute, écrivez
la congruence sous forme d’une égalité et regardez s’il est possible de simplifier (ou non)
dans l’égalité.

Corollaire 5.1.1.5 Soient n ∈ N� et (a, b) ∈ Z2. Alors :

a ≡ b [n] =⇒ (∀k ∈ N , ak ≡ bk [n]
)

Preuve :

On suppose que a ≡ b [n] .

• Avec les conventions usuelles, a0 = b0 = 1 donc a0 ≡ b0 [n]. La propriété
est donc vraie au rang 0.

• Montrons par récurrence que ∀k ∈ N� , ak ≡ bk [n].

Initialisation :

Pour k = 1, a ≡ b [n] par hypothèse. La propriété est donc vraie au
rang k = 1.

Hérédité :

On suppose la propriété vraie au rang k � 1 : montrons qu’elle est vraie
au rang k+1. Par hypothèse de récurrence, ak ≡ bk [n] et on a aussi a ≡
b [n] . La relation de congruence étant compatible avec la multiplication,
on a donc :

a× ak ≡ b× bk [n] c’est-à-dire ak+1 ≡ bk+1 [n]

Ce qui montre que la propriété est vraie au rang k + 1 et achève la
récurrence. �

Exercice 5.1.1.6 Quel est le dernier chiffre dans l’écriture en base 4 de l’entier naturel
N = 106× 20112011 − 59× 20062011 ? Et en base 10 ?

Exercice 5.1.1.7 Proposer une autre preuve directe en utilisant la factorisation de bk−ak
(voir proposition 1.2.3.9).
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5.1.2 Nombres premiers et décomposition en produit de fac-
teurs premiers

Définition 5.1.2.1 Un nombre entier naturel p est dit premier s’il admet exactement
deux diviseurs (dans N) qui sont 1 et p.
Un nombre entier qui n’est pas premier est dit composé.

Exemple 5.1.2.2 Les nombres 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29 sont des nombres premiers.

Exemple 5.1.2.3 Les nombres 4, 121, 221 sont des nombres composés.

! Attention : 1 n’est pas premier puisqu’il n’admet qu’un seul diviseur dans N.

Théorème 5.1.2.4 Tout entier naturel n � 2 admet au moins un diviseur premier.

Preuve :

On montre le résultat par récurrence forte.

Initialisation :

Pour n = 2, n est divisible par 2 qui est bien premier. La propriété est
vraie au rang n = 2.

Hérédité :

On suppose que la propriété est vraie pour tout entier k ∈ �2, n� pour
un certain entier n � 2. Montrons qu’elle est vraie au rang n + 1. On a
alors deux cas :

• si n + 1 est premier, alors n + 1 est divisible par n + 1 qui est
premier ;

• si n+1 n’est pas premier, alors n+1 admet un diviseur a différent
de 1 et de n+1, c’est-à-dire qu’il existe b tel que n+1 = ab avec
2 � a � n. Par hypothèse de récurrence, a admet au moins un
diviseur premier p. Ce nombre premier p est alors un diviseur de
n+ 1.

Ce qui montre que la propriété est vraie au rang n + 1 et achève la
récurrence.

�
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Proposition 5.1.2.5 Un entier naturel n � 2 est composé si et seulement si il admet
un diviseur premier p tel que p � √

n.

Preuve :

• Montrons =⇒
Soit n � 2 un nombre composé. Alors il existe deux entiers naturels a
et b tels que n = ab, 1 < a < n et 1 < b < n. Par ailleurs, il est clair
que a � √

n ou bien b � √
n. En effet, dans le cas contraire, a >

√
n et

b >
√
n et par conséquent, ab > n : ce qui est absurde.

Quitte à échanger les noms, on peut supposer que a � √
n. Sachant que

a � 2, on peut appliquer le théorème précédent, et a admet un diviseur
premier p. Il est alors clair que p|n et p � √

n.

• Réciproquement, si n � 2 admet un diviseur premier tel que p � √
n,

alors ce diviseur p est strictement plus grand que 1 (puisque 1 n’est pas
premier) et strictement inférieur à n (puisque

√
n < n pour n � 2). Ainsi,

n n’est pas premier car il admet un diviseur autre que 1 ou n.
�

� Méthode :

Pour montrer qu’un nombre entier naturel n � 2 est premier, il
faut et il suffit de prouver qu’il n’est divisible par aucun nombre
premier p � √

n.

Exemple 5.1.2.6 Montrons que 1009 est premier. Puisque 31 <
√
1009 < 32, il faut et

il suffit de prouver que 1009 n’est pas divisible par un nombre premier plus petit que 32,
c’est-à-dire n’est pas divisible par 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29 et 31. Pour 2, 3 et 5,
on connâıt les critères pratiques et c’est donc facile de vérifier qu’ils ne divisent pas 1009.
Pour les autres, on peut faire la division euclidienne (voir paragraphe suivant) ou utiliser
les calculs de congruences. Par exemple,

1009 ≡ 1009− 31× 30 [31] ≡ 709 [31] ≡ 709− 31× 22 [31] ≡ 27 [31] �≡ 0 [31]

Théorème 5.1.2.7 L’ensemble des nombres premiers est infini.

Preuve :

Voir le cours de logique (ou refaire la preuve en raisonnant par l’absurde
et en considérant un facteur premier de N =

∏
p∈P p+ 1).

�
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Théorème 5.1.2.8 (Décomposition en facteurs premiers) Tout entier naturel
n � 2 se décompose de façon unique (à l’ordre près) en produit de nombres premiers.
Autrement dit, n s’écrit sous la forme :

n =
r∏
i=1

pαi
i

où r ∈ N� et pour tout i ∈ �1, r�, pi est premier et αi ∈ N� et les pi sont deux à deux
distincts. De plus, cette écriture est unique à l’ordre près des facteurs.

Preuve :

On a déjà prouvé l’existence (voir exemple 2.2.2.8 sur l’ensemble N). On
montrera l’unicité (à l’ordre près) un peu plus loin dans le cours.

�

Remarques :

• avec la convention qu’un produit vide est égal à 1, le théorème reste valable pour
n = 1 qui est le produit vide de nombres premiers ;

• dans la pratique, trouver la décomposition en facteurs premiers est un problème
difficile et c’est sur cela que repose de nombreuses méthodes de cryptographie.

Définition 5.1.2.9 On dit que p ∈ Z est premier si |p| est un entier naturel qui est
premier.

Remarque : de façon équivalente, p ∈ Z est premier si et seulement si p admet exacte-
ment 4 diviseurs dans Z qui sont 1, −1, p et −p.

Corollaire 5.1.2.10 Tout entier relatif n /∈ {−1, 0, 1} s’écrit sous la forme :

n = ±
r∏
i=1

pαi
i

où r ∈ N� et pour tout i ∈ �1, n�, pi ∈ N est premier, αi ∈ N� et les pi sont deux à
deux distincts. De plus, cette écriture est unique à l’ordre près des facteurs.
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5.1.3 Division euclidienne

Théorème 5.1.3.1 (Division euclidienne) Soient a ∈ Z et b ∈ N�. Alors il existe
un unique couple (q, r) ∈ Z2 tel que :

a = qb+ r et 0 � r < b

q est appelé le quotient de la division euclidienne de a par b et r le reste.

Preuve :

• Montrons l’existence.

Considérons A = {n ∈ Z , nb � a}. A est une partie de Z qui est :

∗ non vide (elle contient 0 si a � 0 et a si a < 0) ;

∗ et majorée (par a si a � 0 et par 0 sinon).

Par conséquent, A possède un plus grand élément. Notons le q et posons
r = a − qb. Par définition, q ∈ A donc qb � a, soit encore r � 0. Enfin,
(q + 1) /∈ A, donc (q + 1)b > a, soit encore r < b.

• Montrons l’unicité.

Soient (q, r) et (q′, r′) deux tels couples. Alors : qb + r = q′b + r′, soit
r′ − r = b(q − q′). Or, 0 � r′ < b et −b < −r � 0. Par conséquent,
r′ − r ∈ bZ et −b < r′ − r < b. Par suite, r′ − r = 0, c’est-à-dire r = r′

et en remplaçant, on obtient q = q′. D’où l’unicité. �

Remarques :

• on pouvait aussi chercher à caractériser q directement en utilisant les rationnels

et la fonction partie entière. En effet, q = E
(a
b

)
;

• la division euclidienne est un outil important pour le calcul de pgcd (voir para-
graphe 6) ;

• on verra aussi dans le chapitre sur les polynômes que la division euclidienne peut
se généraliser à d’autres anneaux que Z (mais pas tous les anneaux) ;

• avec les hypothèses et notations du théorème b|a si et seulement si le reste de la
division euclidienne de a par b est nul ;

• dans la pratique, quand a et b sont « grands », on fait des divisions successives
(mais pas euclidiennes) jusqu’à obtenir un reste qui est bien dans �0, b− 1� ;

• le reste r est caractérisé par a ≡ r [b] et r ∈ �0, b− 1�. Le calcul du reste est en
général plus simple que celui du quotient.
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5.1.4 Sous-groupes de (Z,+)

Théorème 5.1.4.1 Les sous-groupes de (Z,+) sont les nZ, avec n � 0.

Preuve :

• Montrons que pour tout n ∈ N, nZ est un sous-groupe de (Z,+).

Soit n ∈ N et soit ϕn : Z −→ Z définie par : ∀x ∈ Z , ϕn(x) = nx.
La multiplication dans Z étant distributive par rapport à l’addition, ϕn
est un morphisme de groupes. Par conséquent, nZ = Im(ϕn) est un sous-
groupe de Z.

• Réciproquement, soit H un sous-groupe de (Z,+).
Si H = {0}, alors H = 0Z et le résultat est prouvé.
On suppose donc que H �= {0}. Il existe alors x ∈ H tel que x �= 0.
H étant un sous-groupe, il est stable par opposé : −x ∈ H. Par suite,
{−x, x} ⊂ H, et donc |x| ∈ H ∩ N�.

Ainsi, H ∩ N� est une partie non vide de N : elle admet donc un plus
petit élément. Soit n = min(H ∩ N�). Montrons que H = nZ.

∗ Par définition du plus petit élément, n ∈ H. Puisque H est un
sous-groupe de Z, on en déduit immédiatement que nZ ⊂ H (on
peut par exemple prouver par récurrence immédiate que kn ∈ H
pour tout k ∈ N puis la stabilité par opposé donne le résultat
pour k ∈ Z).

∗ Réciproquement, soit h ∈ H. On effectue la division euclidienne
de h par n (licite puisque n ∈ N�) : il existe un unique couple
(q, r) ∈ Z2 tel que h = qn+ r et 0 � r < n.
Or, on sait que h ∈ H et d’après ce qui précède, qn ∈ nZ ⊂ H.
H étant un sous-groupe de Z, h − nq ∈ H, c’est-à-dire r ∈ H.
Enfin, ⎧⎨⎩

r ∈ H
0 � r < n
n = min(H ∩ N�)

=⇒ r = 0

Par conséquent, h = qn ∈ nZ.

Ainsi, on a montré par double inclusion que H = nZ.
�

On va voir dans les paragraphes suivants que ce théorème est très important et permet
d’établir des relations fondamentales en arithmétique !
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5.1.5 Plus grand commun diviseur et plus petit commun mul-
tiple

Proposition 5.1.5.1 (Définition) Soient a et b deux entiers relatifs.

(i) On suppose que (a, b) �= (0, 0). L’ensemble des diviseurs communs de a et b
admet un plus grand élément. Ce plus grand élément est appelé le plus grand
commun diviseur de a et b, et est noté pgcd(a, b), ou parfois a ∧ b.

(ii) On suppose a et b non nuls. L’ensemble des multiples communs de a et b admet
un plus petit élément strictement positif : cet élément est appelé le plus petit
commun multiple de a et b, et est noté ppcm(a, b) ou parfois a ∨ b.

Preuve :

(i) Notons D(a, b) = {n ∈ Z / n|a et n|b}. D(a, b) est une partie de Z
qui est non vide (car 1 ∈ D(a, b)) et majorée (par |a| par exemple). Par
conséquent, elle admet un plus grand élément.

(ii) De la même façon, notons M(a, b) = {n ∈ Z / a|n et b|n}. Alors,
M(a, b) ∩ N� est une partie de N qui est non vide (elle contient |ab| par
exemple). Par suite, elle admet un plus petit élément. �

Remarques :

• par convention, on pose pgcd(0, 0) = 0, et pour tout a ∈ Z, ppcm(a, 0) = 0 ;

• par définition, pgcd(a, b) ∈ N�, c’est-à-dire pgcd(a, b) > 0. En effet, on a vu que
1 ∈ D(a, b) donc maxD(a, b) � 1 ;

• ∀a ∈ Z , pgcd(a, 0) = |a| ;
• ∀a, b ∈ Z , pgcd(a, b) � min(|a|, |b|) et ppcm(a, b) � |a| × |b|.

On admet provisoirement la proposition suivante.

Proposition 5.1.5.2 Soient a, b ∈ Z \ {−1, 0, 1}. On suppose :

|a| =
n∏
i=1

pαi
i et |b| =

n∏
i=1

pβii

où n ∈ N�, les pi sont premiers et distincts deux à deux, et αi, βi ∈ N (éventuellement
nuls). Alors :

pgcd(a, b) =
n∏
i=1

p
min(αi,βi)
i et ppcm(a, b) =

n∏
i=1

p
max(αi,βi)
i
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Théorème 5.1.5.3 Soient a, b ∈ Z. Alors :

aZ+ bZ = pgcd(a, b)Z et aZ ∩ bZ = ppcm(a, b)Z

Preuve :

• Si ab = 0, la propriété est claire. On suppose donc que a �= 0 et b �= 0.

• Montrons que aZ ∩ bZ = ppcm(a, b)Z.
Tout d’abord, aZ et bZ sont des sous-groupes de Z. Par suite, aZ ∩ bZ
est un sous-groupe de Z et il existe n ∈ N tel que aZ ∩ bZ = nZ, et
nécessairement, n �= 0 (car |ab| �= 0). Montrons que n = ppcm(a, b).

∗ Pour commencer, n ∈ aZ donc a|n et de même, b|n. Avec les
notations précédentes, on a donc montré que n ∈ M(a, b) ∩ N�.

∗ Par ailleurs, si p ∈ M(a, b)∩N�, alors a|p et b|p. Par suite, p ∈ aZ
et p ∈ bZ. Il s’ensuit que : p ∈ aZ ∩ bZ = nZ. Par conséquent,
n|p. Or, p ∈ N� et n ∈ N donc n|p entrâıne que n � p.

Ainsi, on a montré que : ∀p ∈ M(a, b) ∩ N� , n � p et n ∈ M(a, b) ∩ N�,
c’est-à-dire que n est le plus petit élément de M(a, b) ∩ N�, soit encore
n = ppcm(a, b).

• Montrons à présent que aZ+ bZ = pgcd(a, b)Z.
Pour commencer, on montre que aZ + bZ = {an + bp , (n, p) ∈ Z2} est
un sous-groupe de Z.

∗ 0 ∈ aZ+ bZ puisque 0 = a× 0 + b× 0 et (0, 0) ∈ Z2 ;

∗ soient x, y ∈ aZ + bZ. Par définition, il existe n, n′, p′p′ ∈ Z tels
que x = na+pb et y = n′a+p′b. Alors, x−y = (n−n′)a+(p−p′)b
et donc x− y ∈ aZ+ bZ.

Ce qui prouve que aZ+ bZ est un sous-groupe de Z : il existe donc d ∈ N
tel que aZ+ bZ = dZ. Montrons alors que d = pgcd(a, b).

∗ Dans un premier temps, a ∈ aZ+ bZ = dZ : par suite, d|a. De la
même façon, d|b. Il s’ensuit que d ∈ D(a, b).

∗ Par ailleurs, soit p ∈ D(a, b). Par définition, p|a et p|b. Il existe
donc deux entiers relatifs k et l tels que a = kp et b = lp. De
plus, d ∈ dZ = aZ+bZ : il existe (u, v) ∈ Z2 tels que ua+vb = d.
En remplaçant, on obtient : d = (uk + vl)p, c’est-à-dire p|d. Par
suite, p � |p| � |d| = d.

Ce qui montre que d ∈ D(a, b) et ∀p ∈ D(a, b), p � d, c’est-à-dire
d = maxD(a, b) = pgcd(a, b).

�
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En fait, dans la démonstration, on a démontré quelque chose de plus précis sur les diviseurs
communs et les multiples communs de deux entiers.

Proposition 5.1.5.4 Soient a, b, n ∈ Z. Alors :{
n|a
n|b ⇐⇒ n|pgcd(a, b) et

{
a|n
b|n ⇐⇒ ppcm(a, b)|n

Enfin, la proposition suivante est évidente et sa preuve est laissée en exercice.

Proposition 5.1.5.5 Soit (a, b) ∈ Z2. Alors pour tout k ∈ Z,

pgcd(ka, kb) = |k| × pgcd(a, b) et ppcm(ka, kb) = |k| × ppcm(a, b)

Remarque : en fait, on peut généraliser la notion de pgcd et de ppcm à n entiers (n � 2).
Les définitions et les propriétés sont identiques, tout comme les démonstrations.

5.1.6 Théorème de Bézout et algorithme d’Euclide

On a vu une méthode pour déterminer le pgcd de deux entiers à partir de leur décomposi-
tion en facteurs premiers. Seul inconvénient : cela nécessite de connâıtre la décomposition
en facteurs premiers, ce qui n’est pas toujours facile à obtenir.
On dispose d’une autre méthode, appelée algorithme d’Euclide, qui repose sur la remarque
suivante et sur le lemme suivant :

Remarque : pour tout (a, b) ∈ Z2,

pgcd(a, b) = pgcd(a, |b|) = pgcd(|a|, |b|)

Lemme 5.1.6.1 Soient a, b, q, r ∈ Z tels que a = qb+ r. Alors :

pgcd(a, b) = pgcd(b, r)

Preuve :

On montre que D(a, b) = D(b, r), ce qui prouvera le lemme.
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• Montrons que D(a, b) ⊂ D(b, r).

Soit d ∈ D(a, b). Si d = 0, alors a = b = 0 et donc r = 0. Par suite, d|r.
Sinon, d|a et d|b équivaut à a ≡ 0 [d] et b ≡ 0 [d]. On en déduit que :

r = a− qb ≡ 0 [d] c’est-à-dire d|r

Par suite, d|b et d|r donc d ∈ D(b, r).

• Montrons l’inclusion réciproque : D(b, r) ⊂ D(a, b).

Soit d ∈ D(b, r). Si d = 0, alors b = r = 0 et donc a = 0. Par suite, d|a.
Sinon, b ≡ 0 [d] et r ≡ 0 [d]. Par conséquent, a ≡ 0 [d], c’est-à-dire d|a et
donc d ∈ D(a, b).

�

Théorème 5.1.6.2 (Algorithme d’Euclide) Soient a ∈ Z et b ∈ N�. On pose
alors :

• x0 = a, y0 = b et q0 et r0 le quotient et le reste de la division euclidienne de a
par b ;

• si r0 = 0, on s’arrête et sinon, on pose : x1 = b, y1 = r0 et q1, r1 le quotient et
le reste de la division euclidienne de x1 par y1 ;

• puis pour n ∈ N, si rn+1 = 0, on s’arrête ; sinon, lorsque rn+1 �= 0, on pose
xn+2 = rn, yn+2 = rn+1 et on note qn+2 et rn+2 le quotient et le reste de la
division euclidienne de xn+2 par yn+2.

Avec les définitions ci-dessus, il y a deux cas possibles :

1. soit r0 = 0 et l’algorithme est fini. Dans ce cas, pgcd(a, b) = b ;

2. ou bien r0 �= 0. Dans ce cas, il existe un entier p tel que rp �= 0 et rp+1 = 0. De
plus, on a alors :

pgcd(a, b) = rp

Preuve :

Le cas où r0 = 0 est évident.

On suppose donc r0 �= 0, c’est-à-dire 0 < r0 < b. Par définition, pour un
entier n donné, si rn �= 0, alors rn+1 est le reste de la division euclidienne
de xn+1 par yn+1 = rn, donc 0 � rn+1 < rn.

Si pour tout entier n, rn �= 0, alors la suite (rn)n∈N est une suite stric-
tement décroissante d’entiers compris dans �1, b�. Ceci est impossible
puisque �1, b� est un ensemble fini.
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Par conséquent, il existe un entier n tel que rn = 0. De plus par hypothèse,
r0 �= 0, donc il existe un entier p tel que rp+1 = 0. Par définition de
l’algorithme, rp �= 0.
Si p = 0, c’est-à-dire r1 = 0, alors pgcd(b, r0) = r0 et d’après le lemme
précédent :

pgcd(a, b) = pgcd(b, r0) = r0 = rp

De même, si p = 1, alors r2 = 0 et :

pgcd(a, b) = pgcd(b, r0) = pgcd(r0, r1) = r1 = rp

Sinon, toujours par application du lemme précédent, on a :

∀k ∈ �1, p− 1� , pgcd(rk−1, rk) = pgcd(rk, rk+1)

Par suite,

pgcd(a, b) = pgcd(b, r0) = pgcd(r0, r1) = pgcd(rp−1, rp) = rp

puisque rp+1 = 0 signifie que rp divise rp−1.

�

Exemple 5.1.6.3 On détermine le pgcd de 6468 et 1547 par l’algorithme d’Euclide :

6468 = 4× 1547 + 280
1547 = 5× 280 + 147
280 = 1× 147 + 133
147 = 1× 133 + 14
133 = 9× 14 + 7
14 = 2× 7 + 0

Par suite, le dernier reste non nul est r4 = 7 et pgcd(6468, 1547) = 7.

Définition 5.1.6.4 On dit que deux entiers relatifs a et b sont premiers entre eux si
pgcd(a, b) = 1.

Exemple 5.1.6.5 2 et 3 sont premiers entre eux, tout comme 24 et 35. En revanche, 21
et 33 ne sont pas premiers entre eux.
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Théorème 5.1.6.6 (Bézout) Soient a et b deux entiers relatifs. Alors :

a ∧ b = 1 ⇐⇒ ∃(u, v) ∈ Z2 , au+ bv = 1

Preuve :

Soit d = pgcd(a, b). On a déjà vu que aZ+ bZ = dZ. On a alors :

pgcd(a, b) = 1 ⇐⇒ aZ+ bZ = Z

⇐⇒ 1 ∈ aZ+ bZ

⇐⇒ ∃(u, v) ∈ Z2 , au+ bv = 1

�

Remarque : l’égalité au+ bv = 1 est appelée identité de Bézout.

! Attention : ce résultat est très faux si le pgcd n’est pas égal à 1 ! ! !

∃(u, v) ∈ Z2 , au+ bv = d ⇐⇒ pgcd(a, b)|d

Il y a alors logiquement deux questions intéressantes que vous devez vous poser !

1. Comment fait-on dans la pratique pour déterminer un couple (u, v) ?

2. Le couple (u, v) est-il unique ?

Pour la seconde question, la réponse est trivialement non ! En effet, si (u0, v0) est un couple
vérifiant la relation de Bézout, il est clair que pour tout k ∈ Z, (uo− kb, v0+ ka) est aussi
un couple vérifiant la relation de Bézout.

Pour la première question, on dispose d’une méthode « simple » pour trouver un couple
(u, v). Il est obtenu à partir de l’algorithme d’Euclide. Reprenons l’exemple précédent.

Exemple 5.1.6.7 On a vu que pgcd(6468, 1547) = 7. Reprenons alors les étapes de
l’algorithme d’Euclide mais de la fin vers le début.

7 = 133− 9× 14
= 133− 9× (147− 1× 133)
= 10× 133− 9× 147
= 10× (280− 147)− 9× 147
= 10× 280− 19× (1547− 5× 280)
= 105× (6468− 4× 1547)− 19× 1547
= 105× 6468− 439× 1547
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Remarque : pour information, une équation de la forme ax + by = c avec a, b, c ∈
Z, d’inconnues (x, y) ∈ Z2 est appelée une équation diophantienne. On sait d’ailleurs
résoudre ce type d’équations diophantiennes, c’est-à-dire déterminer toutes les solutions.
Une équation diophantienne en général est une équation algébrique, à coefficients entiers,
dont on cherche les solutions entières. Par exemple, y2 = x3 + 17 est une équation dio-
phantienne. La plus connue : xn + yn = zn où n est un entier supérieur ou égal à 3.
En général, ce sont des problèmes difficiles à résoudre et qui nécessitent des “outils” ma-
thématiques beaucoup plus avancés.

5.1.7 Lemme d’Euclide et théorème de Gauss

Théorème 5.1.7.1 (de Gauss) Soit (a, b, c) ∈ Z3. On a :⎧⎨⎩
a|bc

pgcd(a, b) = 1
=⇒ a|c

Preuve :

On suppose que a|bc et que a ∧ b = 1. Par définition, il existe n ∈ Z
tel que bc = na. Par ailleurs, d’après le théorème de Bézout, il existe
(u, v) ∈ Z2 tel que au+ bv = 1. On en déduit que :

c = c× 1 = auc+ bvc = auc+ vna = a(uc+ vn)

Par suite, a|c.
�

Corollaire 5.1.7.2 Soient (a, c) ∈ Z2, n ∈ N� et (b1, · · · , bn) ∈ Zn. Alors :⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
a|
(
c×

n∏
i=1

bi

)

∀i ∈ �1, n� , a ∧ bi = 1

=⇒ a|c

Preuve :

On montre le résultat par récurrence sur n � 1.

Initialisation :

Pour n = 1, c’est le théorème de Gauss que l’on vient de prouver. La
propriété est donc vraie au rang 1.
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Hérédité :

On suppose la propriété vraie au rang n � 1, c’est-à-dire que pour tout
c ∈ Z et tout (b1, · · · , bn) ∈ Zn tels que a|c × ∏n

i=1 bi et pour tout
i ∈ �1, n�, a ∧ bi = 1, a|c.
Montrons que la propriété est vraie au rang n+ 1.
Soient c ∈ Z et (b1, · · · , bn+1) ∈ Zn+1 tels que a divise c×∏n+1

i=1 bi et pour
tout i ∈ �1, n+ 1�, a ∧ bi = 1. Posons :

c′ = c×
n∏
i=1

bi

Alors, a|(c′ × bn+1) et a ∧ bn+1 = 1. D’après le théorème de Gauss, a|c′.
D’après l’hypothèse de récurrence, a|c.
Ce qui montre que la propriété est vraie au rang n + 1 et achève la
récurrence. �

Remarque : on peut aussi démontrer ce corollaire directement en utilisant le lemme
d’Euclide (voir juste après) et en remarquant que :

∀i ∈ �1, n� , a ∧ bi = 1 =⇒ a ∧
(

n∏
i=1

bi

)
= 1

Exercice 5.1.7.3 Faire la preuve en utilisant le lemme d’Euclide puis proposer une autre
preuve de la remarque utilisant la relation de Bézout.

Corollaire 5.1.7.4 Soient a ∈ Z, n ∈ N� et (b1, · · · , bn) ∈ Zn. On suppose que :

(i) les bi sont deux à deux premiers entre eux, c’est-à-dire pour tout (i, j) ∈ �1, n�2,
i �= j =⇒ pgcd(bi, bj) = 1 ;

(ii) pour tout i ∈ �1, n� , bi|a.

Alors
n∏
i=1

bi|a.

Preuve :

On démontre par récurrence finie que : ∀k ∈ �1, n� ,
k∏
i=1

bi|a.

Initialisation :

Par hypothèse, b1|a donc la propriété est vraie au rang k = 1.
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Mathématiques supérieures 1 5.1. Arithmétique dans Z

Hérédité :

On suppose la propriété vraie au rang 1 � k < n. Montrons qu’elle est

vraie au rang k+ 1. D’après l’hypothèse de récurrence, dk =
k∏
i=1

bi divise

a. Il existe donc c ∈ Z tel que :

a = c×
k∏
i=1

bi

Or, bk+1|a, c’est-à-dire bk+1|cdk et pour tout i ∈ �1, k� , bk+1 ∧ bi = 1.
D’après le corollaire précédent, bk+1|c.
Ce qui montre que la propriété est vraie au rang k + 1 et achève la
récurrence. �

Corollaire 5.1.7.5 (Lemme d’Euclide) Soit p un nombre premier. Alors, pour tout
(a, b) ∈ Z2 :

p|ab =⇒ p|a ou p|b

Preuve :

Supposons que p|ab et p � |a. Montrons que p|b. p étant un nombre premier,
les seuls diviseurs de p sont −1, 1, p et −p. Par conséquent, si p � |a, alors
les seuls diviseurs communs de a et p sont ±1. Par suite, a ∧ p = 1. On
a alors p|ab et a ∧ p = 1, donc d’après le théorème de Gauss, p|b.

�

Corollaire 5.1.7.6 Soient p un nombre premier, n ∈ N et a0, · · · , an des entiers re-
latifs. Alors :

p

∣∣∣∣∣
(

n∏
i=0

ai

)
=⇒ ∃i ∈ �0, n� , p|ai

Exercice 5.1.7.7 Montrer le lemme d’Euclide sans utiliser le théorème de Gauss (on
pourra utiliser la relation de Bézout).

Remarque : on peut traduire le lemme d’Euclide en termes de congruences : si p est un
nombre premier, alors :

a× b ≡ 0 [p] =⇒ (a ≡ 0 [p] ou b ≡ 0 [p] )
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Ceci se traduit par une propriété d’intégrité de l’anneau Z/pZ que nous n’allons pas étu-
dier. Le lecteur intéressé pourra consulter l’annexe ou tout ouvrage d’algèbre de licence.

On est maintenant en mesure de démontrer l’unicité (à l’ordre près) de la décomposition
en facteurs premiers.

Preuve de l’unicité (à l’ordre près) de la décomposition en facteurs premiers :

Montrons par récurrence sur r ∈ N�, la propriété P (r) suivante : pour
tous nombres premiers distincts p1, · · · , pr et tous entiers naturels non
nuls α1, · · · , αr, si

r∏
i=1

pαi
i =

s∏
j=1

q
βj
j

avec qj des nombres premiers deux à deux distincts et βj ∈ N�, alors :

— s = r ;
— il existe une permutation σ de �1, r� telle que :

∀i ∈ �1, n� , qi = pσ(i) et βi = ασ(i)

Initialisation :

Pour r = 1, on suppose que pα1
1 =

s∏
j=1

q
βj
j avec p1 premier, α1 ∈ N�,

s ∈ N� et où les nombres qj (1 � j � s) sont premiers et deux à deux
distincts et βj ∈ N�.

Alors, p1 divise a =
s∏
j=1

q
βj
j . p1 étant premier, d’après le lemme d’Euclide

(ou son corollaire), il existe j ∈ �1, s� tel que p1|qj.
Or, qj est lui aussi premier, donc ses seuls diviseurs sont 1 et lui-même.
Par suite, p1 = qj.

Si s �= 1, soit i ∈ �1, s� tel que i �= j. Alors qi|a et a = pα1
1 donc qi|p1

(toujours d’après le lemme d’Euclide). p1 étant premier, qi = p1 = qj, ce
qui est absurde (puisqu’on a supposé les qj deux à deux distincts). Par

suite, s = 1 = r. On a alors nécessairement j = 1 et pα1
1 = qβ11 = pβ11 .

Si α1 �= β1, mettons α1 < β1, alors, Z étant intègre, pβ1−α1

1 = 1. Mais
dans ce cas, β1 − α1 > 0 donc p1 divise 1, ce qui est absurde.
Finalement, α1 = β1 et en prenant σ = Id�1,1�, la propriété est vraie au
rang r = 1.

Hérédité :
On suppose la propriété vraie au rang r � 1 et on montre qu’elle est
vraie au rang r + 1.
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Considérons p1, · · · , pr+1 des nombres premiers distincts, α1, · · · , αr+1

des entiers naturels non nuls, s ∈ N�, q1, · · · , qs des nombres premiers
deux à deux distincts et β1, · · · , βs des entiers naturels non nuls tels
que :

(E) :
r+1∏
i=1

pαi
i =

s∏
j=1

q
βj
j := a

On a alors pr+1|a. pr+1 étant premier, d’après le lemme d’Euclide, il existe
j ∈ �1, s� tel que pr+1|qj. À nouveau, qj étant lui aussi premier, il vient
pr+1 = qj.

Si αr+1 < βj, alors en simplifiant (E) par p
αr+1

r+1 (possible car Z est intègre),
on obtient :

r∏
i=1

pαi
i =

s∏
k=1
k �=j

qβkk × p
βj−αr+1

r+1

Dans ce cas, pr+1 divise
∏r

i=1 p
αi
i et pr+1 est premier : il existe i ∈ �1, r�

tel que pr+1|pi. D’où l’on déduit pr+1 = pi ce qui est absurde.

De la même façon, si αr+1 > βj, alors qj = pr+1 divise
∏s

k=1
k �=j

qβkk donc il

existe i ∈ �1, s� \ {j} tel que qj|qi. qi étant premier, qi = qj avec i �= j, ce
qui est impossible. Par suite, αr+1 = βj.

Ainsi, on a montré qu’il existe j ∈ �1, s� tel que qj = pr+1 et αr+1 = βj.
Si s = 1, on obtient :

r∏
i=1

pαi
i = 1

Ce qui est impossible puisque r � 1. Par conséquent, s � 2 et on en
déduit que :

r∏
i=1

pαi
i =

s∏
k=1
k �=j

qβkk

Considérons l’application :

ψ :
�1, s� \ {j} −→ �1, s− 1�

k �−→
{
k si k < j
k − 1 si k > j

Il est clair que ψ est bijective. On pose alors :

∀i ∈ �1, s− 1� , q′i = qψ−1(i) et β′
i = βψ−1(i)
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Autrement dit, pour k ∈ �1, s− 1� :

q′k =
{
qk si 1 � k < j
qk+1 si j � k � s− 1

On a alors :

r∏
i=1

pαi
i =

s∏
k=1
k �=j

qβkk =
s−1∏
k=1

q
βψ−1(k)

ψ−1(k) =
s−1∏
k=1

q
′β′

k
k

Les nombres q′k sont des nombres premiers deux à deux distincts (puisque
ψ−1 est injective) et les β′

k sont des entiers naturels non nuls. On peut
alors appliquer l’hypothèse de récurrence :

• s− 1 = r, c’est-à-dire s = r + 1 ;

• Il existe une permutation σ de �1, r� = �1, s− 1� telle que :

∀i ∈ �1, r� , q′i = pσ(i) et β′
i = ασ(i)

Pour finir, on considère l’application suivante :

τ :
�1, r + 1� −→ �1, r + 1�

i �−→
{
r + 1 si i = j
σ ◦ ψ(i) sinon

Il est assez simple de voir que τ est une permutation de �1, r + 1� car σ
et ψ sont des injections et r + 1 /∈ Im(σ ◦ ψ)) et de plus,

∀k ∈ �1, r + 1� \ {j} , qk = q′ψ(k) = pσ(ψ(k)) = pτ(k)

et
∀k ∈ �1, r + 1� βk = β′

ψ(k) = ασ(ψ(k)) = ατ(k)

et qj = pr+1 = pτ(j) et βj = αr+1 = ατ(j).

Ce qui montre que la propriété est vraie au rang r + 1 et achève la
récurrence. �

Remarque : on peut aussi maintenant démontrer la proposition 5.1.5.2. Si

|a| =
n∏
i=1

pαi
i et |b| =

n∏
i=1

pβii

On vérifie sans peine que d =
∏n

i=1 p
Min(αi,βi)
i est un diviseur commun de a et b. De plus,

si N divise a (et b), alors le lemme d’Euclide montre que les diviseurs premiers de N sont
parmi les pi et que l’exposant de pi dans la décomposition de N (si pi apparâıt dans cette
décomposition) est nécessairement inférieur ou égal à αi (et βi), c’est-à-dire inférieur ou
égal à Min(αi, βi). Par suite, N |d.
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5.2 Exercices

Exercice 5.2.1 Quel est le dernier chiffre de l’écriture en base 10 de 77
7
?

Exercice 5.2.2 Montrer que :

∀n ∈ Z , 6| 5n3 + n , ∀n ∈ Z , 120|n5 − 5n3 + 4n et ∀n ∈ N , n2| (n+ 1)n − 1

Exercice 5.2.3 Soit n ∈ N avec n � 2. Démontrer que P∩[|n!+2, n!+n
]| = ∅ (P désigne

l’ensemble des nombres premiers).

Exercice 5.2.4 Déterminer tous les entiers n tels que pgcd(2n+ 8, 3n+ 15) = 6.

Exercice 5.2.5 On divise deux entiers a et b par leur différence a − b. Comparer les
quotients et les restes obtenus.

Exercice 5.2.6 Déterminer tous les entiers n ∈ N tels que 1 � n � 105 sachant que les
restes des divisions euclidiennes de n par 3, 5 et 7 sont respectivement 1, 2 et 3.

Exercice 5.2.7 Résoudre dans Z2 l’équation 9x+ 15y = 18.

Exercice 5.2.8 Montrer que pour tout entier n > 1,
n∑
k=1

1

k
/∈ N (on pourra pour cela

considérer l’unique entier p � 1 tel que 2p � n < 2p+1).

Exercice 5.2.9 Soit p un nombre premier.

1. Montrer que pour tout entier k tel que 1 � k � p− 1, p divise

(
p

k

)
.

2. En déduire que pour tout entier a, ap ≡ a [p] .

3. En déduire le petit théorème de Fermat : si p est premier et si a est premier avec
p, alors p|(ap−1 − 1).

Exercice 5.2.10 Soient a et n deux entiers naturels supérieurs ou égaux à 2.

1. Montrer que si an − 1 est premier, alors a = 2 et n est premier. La réciproque
est-elle vraie ?

2. Montrer que si an + 1 est premier, alors a est pair et n est une puissance de 2.

Exercice 5.2.11 Montrer qu’il existe une infinité de nombres premiers dans 4N+ 3.

Exercice 5.2.12 Montrer que l’équation 15x2 − 4y2 = 3z n’a pas de solution dans N3.
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Exercice 5.2.13 Soit n ∈ N\{0, 1} et n =
s∏

k=1

pαk
k sa décomposition en facteurs premiers.

Quel est le nombre de diviseurs de n dans N� ?

Exercice 5.2.14 Montrer qu’il n’existe pas de nombre premier s’écrivant sous la forme
p = a3+b3

2
avec a, b ∈ N.

Exercice 5.2.15 Soit n un entier dont l’écriture en base 10 est n = aabb. Déterminer
parmi ces entiers n, ceux qui sont des carrés parfaits.

Exercice 5.2.16 Le but de cet exercice est de montrer qu’il existe un multiple de 2012
dont l’écriture décimale ne comporte que des 4.

1. Résultat intermédiaire : le petit théorème de Fermat revisité.

Soit p un nombre premier et a un entier premier avec p, c’est-à-dire que p ne
divise pas a. Pour chaque entier k, on appelle qk et rk le quotient et le reste de la
division euclidienne de ka par p. On définit alors :

f :
[|1, p− 1

]| −→ [|1, p− 1
]|

k �−→ rk

(a) Montrer que f est bien définie et qu’elle est bijective.

(b) Justifier alors que :

p−1∏
k=1

(ka) ≡
p−1∏
k=1

f(k) [p] .

(c) En déduire que ap−1 ≡ 1 [p] .

2. Décomposer 2012 en facteurs premiers. On montrera clairement que les facteurs
obtenus sont premiers.

3. En vous aidant des deux questions précédentes, montrer que 444....44︸ ︷︷ ︸
502 termes

est un mul-

tiple de 2012.

Exercice 5.2.17 (Beaucoup plus difficile ***) Soit f : N� −→ N une application
telle que : ⎧⎨⎩

f(1) = 0
f(p) = 1 pour tout nombre premier p
∀n,m ∈ N� , f(mn) = mf(n) + f(m)n

1. Pour tout entier n � 2, exprimer f(n) en utilisant la décomposition en facteurs
premiers de n.

2. Résoudre l’équation f(n) = n.

3. Montrer que ∀n ∈ N,
({ 4 < n

4|n =⇒
{
n < f(n)
4|f(n)

)
.

4. En déduire la limite de fk(63) lorsque k tend vers +∞.
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5.3 Annexe

5.3.1 Anneaux Z/nZ et quelques propriétés

Définition 5.3.1.1 Soit n ∈ N�. Pour x ∈ Z, on note x̄ = {y ∈ Z / y ≡ x [n] },
c’est-à-dire x̄ = x+ nZ et on définit :

Z/nZ = {x̄ , x ∈ Z}

Remarques :

• on retrouve la même notation et les mêmes idées que dans la construction de
Z. L’ensemble Z/nZ est l’ensemble des classes d’équivalences pour la relation de
congruence (modulo n) ;

• on vérifie sans peine que pour (x, y) ∈ Z2, x̄ = ȳ ⇐⇒ x ≡ y [n] ⇐⇒ y ∈ x̄.

Proposition 5.3.1.2 Z/nZ est un ensemble fini et |Z/nZ| = n.

Preuve :

Montrons que Z/nZ = {0̄, · · · , n− 1}.
Soit a ∈ Z/nZ. Par définition, il existe x ∈ Z tel que a = x̄. Notons
alors r le reste de la division euclidienne de x par n. Alors x ≡ r [n] et
d’après la remarque x̄ = r̄ avec r ∈ �0, n − 1�. Ce qui prouve l’inclusion
Z/nZ ⊂ {0̄, · · · , n− 1}. La réciproque est évidente.

�

Définition 5.3.1.3 On définit deux lois de composition internes sur Z/nZ de la façon
suivante : pour a, b ∈ Z/nZ, on fixe x, y ∈ Z tels que a = x̄ et b = ȳ, on pose alors :

a⊕ b = x+ y et a⊗ b = x× y

Proposition 5.3.1.4 Les lois de compositions internes ⊕ et ⊗ sur Z/nZ sont bien
définies.
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Preuve :

C’est une conséquence directe de la compatibilité de ≡ avec l’addition
et la multiplication. En effet, il s’agit de prouver que la définition posée
ne dépend pas du choix « du représentant ». Autrement dit, si on choisit
x, x′, y, y′ ∈ Z tels que a = x̄ = x̄′ et b = ȳ = ȳ′, on veut montrer que :

x+ y = x′ + y′ et x× y = x′ × y′

mais ceci est équivalent à dire que si x ≡ x′ [n] et y ≡ y′ [n] , alors :

x+ y ≡ x′ + y′ [n] et x× y ≡ x′ × y′ [n]

Cette propriété a déjà été vue (proposition 5.1.1.4).

�

Théorème 5.3.1.5 (Z/nZ,⊕,⊗) est un anneau commutatif et l’application :

π :
Z −→ Z/nZ
x �−→ x̄

est un morphisme surjectif d’anneaux dont le noyau est nZ. L’application π est appelée
la surjection canonique.

Preuve :

On remarque que, par définition des opérations ⊕ et ⊗, on a :

∀(x, y) ∈ Z2 , π(x+ y) = π(x)⊕ π(y) et π(x× y) = π(x)⊗ π(y)

De la structure d’anneau commutatif pour (Z,+,×), on déduit facilement
que (Z/nZ,⊕,⊗) est un anneau commutatif dont l’élément neutre est
π(1Z), ce qui permet avec les deux égalités ci-dessus de conclure que π
est bien un morphisme d’anneaux.
Enfin, ker(π)={x ∈ Z / π(x)=π(0)}={x ∈ Z / x ≡ 0 [n] }, c’est-à-dire
ker(π) = nZ.

�

Remarque : vous pouvez toujours faire toutes les vérifications « à la main » pour vérifier
que (Z/nZ,⊕,⊗) est un anneau commutatif si les arguments présentés dans la preuve sont
trop rapides.
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5.3.2 Corps Z/pZ et éléments inversibles de Z/nZ

Théorème 5.3.2.1 Soit n � 2 un entier. Alors sont équivalents :

(i) Z/nZ est un corps ;

(ii) Z/nZ est un anneau intègre ;

(iii) n est premier.

Lorsque n = p est premier, le corps Z/pZ est noté Fp : c’est un corps fini à p éléments.

Preuve :

On sait qu’un anneau fini est intègre si et seulement si c’est un corps
(voir exercice 1.3.16). Par ailleurs,

• si n est premier, alors le lemme d’Euclide montre que x⊗ y = 0
implique que x = 0 ou y = 0 donc Z/nZ est intègre ;

• et si n est composé, alors n = ab avec 1 < a < n et 1 < b < n et
par suite a⊗ b = 0 avec a �= 0 et b �= 0. Ce qui montre que Z/nZ
n’est pas intègre. �

Proposition 5.3.2.2 Soit n � 2 un entier et soit x ∈ Z. Alors les énoncés suivants
sont équivalents :

(i) x est inversible dans Z/nZ ;

(ii) x ∧ n = 1.

Preuve :

• Montrons (i) =⇒ (ii).
On suppose que x est inversible dans l’anneau (Z/nZ,⊕,⊗). Alors il
existe y ∈ Z tel que x ⊗ y = 1, c’est-à-dire x× y = 1 (par définition de
⊗). Par conséquent, x×y−1 ∈ nZ et il existe u ∈ Z tel que xy−1 = un.
On en déduit donc que yx + (−u)n = 1 et donc d’après le théorème de
Bézout, x ∧ n = 1.

• Réciproquement, si x∧ n = 1, il existe (u, v) ∈ Z2 tel que ux+ vn = 1.
Mais alors :

1Z/nZ = 1 = ux+ vn = (u⊗ x)⊕ (v ⊗ n) = u⊗ x

Ce qui prouve qu’il existe u ∈ Z/nZ tel que u ⊗ x = 1Z/nZ. Z/nZ étant
commutatif, on a donc prouvé que x est inversible. �
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Chapitre 6

Fonctions réelles ou complexes d’une
variable réelle

Prérequis : dans tout ce chapitre, les notions suivantes sont supposées connues :

• structures usuelles : groupes, anneaux et corps ; morphismes de groupes ou
d’anneaux ;

• structure d’espace vectoriel, sous-espace vectoriel et application linéaire ;

• relation d’équivalence, relation d’ordre, borne inférieure et borne supérieure ;

• ensemble R, borne supérieure dans R et sa caractérisation ;

• suites réelles : convergence, divergence, théorème de Bolzano-Weierstrass ;

• nombres complexes : module, partie réelle et partie imaginaire ;

• propriétés « informelles » sur les fonctions de classe Cn ;
• propriétés « informelles » des o, O et équivalents ;

• propriétés de base sur l’intégration (pour certains exemples).

Aucune connaissance spécifique sur la continuité ou la notion de limite n’est supposée
connue.

313
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6.1 Généralités sur les fonctions d’une variable réelle

Dans tout ce chapitre, I désigne un intervalle réel non vide et non réduit à un point, K
désigne soit R, soit C. Lorsque K est utilisé, cela veut dire que la définition ou la propriété
est valable dans les deux cas (c’est-à-dire cas réel et cas complexe).

Essentiellement, toutes les définitions ou propriétés qui utilisent la relation d’ordre dans
R ne peuvent pas s’étendre à C (comme pour les suites).

6.1.1 Ensemble F(I,K) et relation d’ordre

On a déjà vu dans le chapitre sur les suites (voir proposition 3.1.2.3) que :

Proposition 6.1.1.1 L’ensemble F(I,K) est muni de deux lois de composition in-
terne, une loi de composition externe, définies pour tous f, g ∈ F(I,K) et tout λ ∈ K
par :

f + g : I −→ K
x �−→ f(x) + g(x)

;
f × g : I −→ K

x �−→ f(x)× g(x)
;
λ · f : I −→ K

x �−→ λf(x)

Alors (F(I,K),+,×) est un anneau commutatif et (F(I,K),+, ·) est un K-espace vec-
toriel.

De plus, si K = R, on munit F(I,R) de la relation : f � g ⇐⇒ ∀x ∈ I , f(x) � g(x).
Alors (F(I,R),�) est partiellement ordonné.

Définition 6.1.1.2 Soient f, g ∈ F(I,R). On définit alors les fonctions :

sup(f, g) : I −→ R
x �−→ max(f(x), g(x))

;
inf(f, g) : I −→ R

x �−→ min(f(x), g(x))

et
|f | : I −→ R

x �−→ |f(x)|

Remarque : en particulier, on a donc |f | = sup(−f, f).
Exercice 6.1.1.3 Soient f et g définies sur R par : ∀x ∈ R , f(x) = x et g(x) = 2− x.
Représenter graphiquement f , g, sup(f, g) et inf(f, g).

Remarque : sup(f, g) a la propriété de la borne supérieure dans F(I,R), c’est-à-dire
que sup(f, g) est le plus petit des majorants de l’ensemble {f, g}.
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Remarque : il peut aussi être utile de définir la partie positive et la partie négative d’une
fonction f :

f+ = sup(f, 0) ; f− = sup(−f, 0) ; f = f+ − f− et |f | = f+ + f−

On remarque que f+ (la partie positive de f) et f− (la partie négative de f) sont des
fonctions positives.

6.1.2 Ensemble B(I,K)

Définition 6.1.2.1 On dit qu’une application f : I −→ R est :

• majorée s’il existe M ∈ R tel que f �M , i.e. ∃M ∈ R , ∀x ∈ I , f(x) �M ;

• minorée s’il existe m ∈ R tel que m � f , i.e. ∃m ∈ R , ∀x ∈ I , m � f(x) ;

• bornée (sur I) si elle est majorée et minorée.

On dit qu’une fonction f : I −→ C est bornée si : ∃M � 0 , ∀x ∈ I , |f(x)| �M .

Remarque : comme pour les suites, on a une seconde caractérisation des fonctions bor-
nées. En effet, f est bornée sur I si et seulement si |f | est majorée sur I. On retrouve
d’ailleurs la définition du cas des fonctions à valeurs complexes.

Exemple 6.1.2.2 Les fonctions cos, sin, arctan et th sont bornées sur R. Argch est
minorée mais non majorée sur [1,+∞[ et Argsh n’est ni majorée, ni minorée sur R.

Proposition 6.1.2.3 L’ensemble B(I,K) des applications bornées sur I est une sous-
algèbre de F(I,K), c’est-à-dire un sous-espace vectoriel et un sous-anneau.

Preuve :

La démonstration est identique à celle déjà vue dans le cadre des suites.
On rappelle que pour montrer que c’est une sous-algèbre, on doit vérifier
(ou montrer) que :

• B(I,K) ⊂ F(I,K) ;

• 1F(I,K) ∈ B(I,K) ;

• ∀(f, g) ∈ B(I,K)2 , ∀(λ, μ) ∈ K2 , λ · f + μ · g ∈ B(I,K) ;

• ∀(f, g) ∈ B(I,K)2 , f × g ∈ B(I,K).
�
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Remarque : concrètement, la proposition précédente signifie que les combinaisons li-
néaires et les produits de fonctions bornées sont encore des fonctions bornées.

Définition 6.1.2.4 Soit f ∈ F(I,R). On définit alors (sous réserve d’existence) :

max
I
f = max

x∈I
f(x) = max(f(I)) et min

I
f = min

x∈I
f(x) = min(f(I))

sup
I
f = sup

x∈I
f(x) = sup(f(I)) et inf

I
f = inf

x∈I
f(x) = inf(f(I))

Étant entendu que max f et min f n’existent pas toujours. En revanche, on peut tou-
jours définir sup f et inf f dans R.

Exemple 6.1.2.5 Soit f : x �−→ 1

1 + x2
. Alors max

R
f = 1, sup

R
f = max f , min

R
f n’est

pas défini mais inf
R
f = 0.

! Attention : on ne doit jamais écrire max
I
f et min

I
f sans avoir justifié l’existence !

De même, en toute rigueur, il faudrait préciser si on parle de borne supérieure dans R ou
dans R. Pour éviter cette confusion (et les erreurs graves qui s’ensuivent), on ne considère
que des bornes supérieure ou inférieure dans R et il faut alors justifier l’existence.

Exercice 6.1.2.6 Déterminer, s’ils existent, max
R

th , min
R

th , sup
R

th , inf
R
th .

Définition 6.1.2.7 Soit f : I −→ R une fonction. On dit que :

• f admet un maximum en a si max
x∈I

f(x) = f(a) ;

• f admet un minimum en a si min
x∈I

f(x) = f(a) ;

• f admet un extremum en a si f admet un maximum en a ou bien un minimum
en a.

Remarque : si f admet un maximum sur I, ce maximum est unique ! C’est par définition
max{f(x) , x ∈ I}. En revanche, le ou les points où f atteint son maximum ne sont pas
forcément uniques ! Par exemple, la fonction cosinus admet un maximum sur R qui vaut
1 et ce maximum est atteint en chaque point xn = 2nπ, avec n ∈ Z.
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Proposition 6.1.2.8 Par définition, on a pour toute f ∈ F(I,R) :

f majorée sur I ⇐⇒ sup
I
f ∈ R ; f minorée sur I ⇐⇒ inf

I
f ∈ R

En particulier, f est bornée sur I si et seulement si sup
I
f et inf

I
f sont finis (c’est-à-dire

sont des réels).

Preuve :

C’est évident car par exemple sup
I
f = sup{f(x) , x ∈ I}. Or, l’ensemble

A = {f(x) , x ∈ I} = f(I) est une partie non vide de R. Elle admet
donc une borne supérieure (dans R) si et seulement si elle est majorée.

�

Remarque : dans la pratique, on montre que f est majorée sur I pour justifier l’existence
de supI f (autrement dit, on ne considère que des bornes supérieures dans R).

6.1.3 Fonctions périodiques

Définition 6.1.3.1 On dit qu’une application f : I −→ K est périodique s’il existe
un réel T > 0 tel que :

(i) ∀x ∈ I , (x+ T ) ∈ I ;

(ii) ∀x ∈ I , f(x+ T ) = f(x).

Un tel nombre réel T est alors appelé une période de f et on dit que f est une fonction
T -périodique (ou une fonction périodique de période T ).

Exemple 6.1.3.2 Soit T > 0. Alors pour tout n ∈ N, les fonctions cn et sn définies sur
R par :

∀x ∈ R , cn(x) = cos

(
2nπ

T
x

)
et sn(x) = sin

(
2nπ

T
x

)
sont des fonctions T -périodiques.

Remarque : sur ce dernier exemple, on voit bien qu’une fonction peut admettre plusieurs
périodes. C’est pour cela qu’on dit bien que T est une période de la fonction.

Exercice 6.1.3.3 Déterminer toutes les périodes (positives) de f = χQ (la fonction ca-
ractéristique de Q).
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Mathématiques supérieures 1 6.1. Généralités sur les fonctions d’une variable réelle

Proposition 6.1.3.4 Soit T > 0. L’ensemble des fonctions T -périodiques est un sous-
espace vectoriel et un sous-anneau de F(I,K). Autrement dit, c’est une sous-algèbre
de F(I,K).
Par ailleurs, on peut limiter l’étude d’une fonction T -périodique à un intervalle de
longueur T .

Preuve :

• Pour montrer que l’ensemble des fonctions T -périodiques est une sous-
algèbre de F(I,K), on doit montrer que :

(i) la fonction constante sur I, égale à 1, est T -périodique (c’est
évident) ;

(ii) si f, g sont deux fonctions T -périodiques et λ, μ sont deux
nombres dans K, alors :

∗ f × g est T -périodique (à nouveau, c’est évident) ;

∗ λ · f + μ · g est T -périodique (encore évident).

• Enfin, il est clair que la connaissance de f sur un intervalle de longueur
T est suffisante. �

Remarques :

• bien entendu, il ne faut pas oublier qu’une fonction périodique n’est pas nécessai-
rement définie sur R tout entier, comme par exemple la fonction tan ;

• pour plus de détails sur l’ensemble des périodes d’une fonction périodique, voir
l’exercice 2.4.8.3 (question 5(d) ).

6.1.4 Fonctions paires et fonctions impaires

Définition 6.1.4.1 On dit qu’une fonction f : I −→ K est :

• paire si : ∀x ∈ I , (−x) ∈ I et ∀x ∈ I , f(−x) = f(x) ;

• impaire si : ∀x ∈ I , (−x) ∈ I et ∀x ∈ I , f(−x) = −f(x).

Rappel : si K = R, c’est-à-dire si f est à valeurs réelles, alors, en notant Cf la courbe
représentative de f dans un repère orthonormé, on a :

f est paire ⇐⇒ Cf est symétrique par rapport à l’axe des ordonnées

f est impaire ⇐⇒ Cf est symétrique par rapport à l’origine
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Proposition 6.1.4.2 On suppose que I est symétrique par rapport à 0. Soit P (res-
pectivement I) l’ensemble des fonctions paires (respectivement impaires). Alors :

(i) P est une sous-algèbre de F(I,K) ;

(ii) I est un sous-espace vectoriel de F(I,K) mais n’est pas un sous-anneau ;

(iii) P et I sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires dans F(I,K), c’est-à-
dire P ⊕ I = F(I,K).

Autrement dit, toute fonction f : I −→ K se décompose de façon unique sous
la forme f = p+ i, avec p une fonction paire et i une fonction impaire. On dit
que p est la partie paire de f et i est la partie impaire de f . Par ailleurs, p et
i sont alors données par :

∀x ∈ I , p(x) =
f(x) + f(−x)

2
et ∀x ∈ I , i(x) =

f(x)− f(−x)
2

Preuve :

• Montrons (i), c’est-à-dire que :

∗ la fonction constante sur I égale à 1 est paire (évident) ;

∗ ∀f, g ∈ P , ∀λ, μ ∈ K , f × g ∈ P et (λ · f + μ · g) ∈ P (clair).

• Montrons (ii), c’est-à-dire que :

— la fonction nulle appartient à I (clair) ;

— ∀f, g ∈ I , ∀λ, μ ∈ K , λ · f + μ · g ∈ I (encore clair).
Par ailleurs, il est clair que la fonction constante égale à 1 n’est pas une
fonction impaire donc I n’est pas un sous-anneau de F(I,K).

• On a déjà prouvé (iii) deux fois : une fois dans le cours de logique
(exemple de raisonnement par analyse-synthèse) et une fois dans le cours
sur les espaces vectoriels (en utilisant les propriétés des symétries).

�

Exemple 6.1.4.3 Soit f : x �−→ eix. Alors la partie paire de f est x �−→ cos(x) et la
partie impaire de f est x �−→ i sin(x) (attention, la partie impaire n’est donc pas la partie
imaginaire car il y a bien le terme i en plus).

Exercice 6.1.4.4 Retrouver directement que I et P sont des sous-espaces vectoriels à
l’aide d’une application linéaire.

319
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Exercice 6.1.4.5 Quelles sont les parties paire et impaire de la fonction x �−→ ex ?

Remarques :

• on peut vérifier que le produit de deux fonctions impaires est une fonction paire ;

• l’expression des parties paire et impaire d’une fonction f permet directement de
montrer que f est de classe Cn si et seulement si ses parties paire et impaire le
sont.

6.1.5 Fonctions lipschitziennes

Définition 6.1.5.1 Soit f : I −→ K une application.

• Soit k ∈ R+. On dit que f est k-lipschitzienne si :

∀(x, y) ∈ I2 , |f(y)− f(x)| � k|y − x|

• On dit que f est lipschitzienne s’il existe k � 0 tel que f soit k-lipschitzienne.

• Si f est k-lipschitzienne avec 0 � k < 1, on dit que f est k-contractante.

Exercice 6.1.5.2 Montrer que les fonctions affines sont lipschitziennes sur R.

Exemple 6.1.5.3 Les fonctions sinus et cosinus sont 1-lipschitziennes. En effet, soient x
et y deux réels, alors :

| cos(y)− cos(x)| =

∣∣∣∣∫ y

x

cos′(t) dt

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫ y

x

− sin(t) dt

∣∣∣∣
�
∫
I

| sin(t)| dt (où I = [x, y] si x � y et I = [y, x] sinon)

�
∫
I

dt

� |y − x|

Remarque : pour le moment, retenez bien cette technique pour montrer qu’une fonction
de classe C1 est lipschitzienne. On verra dans le cours de mathématiques supérieures 2
que lorsque f est dérivable sur I, f est lipschitzienne sur I si et seulement si f ′ est bornée
sur I.
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Exemple 6.1.5.4 La fonction x �−→ x2 n’est pas lipschitzienne sur R. Par contre, elle
l’est sur tout segment.

En effet, raisonnons par l’absurde et supposons que la fonction carré soit lipschitzienne
sur R. Alors, il existe k � 0 tel que : ∀x, y ∈ R , |y2 − x2| � k|y − x|. En particulier, en
prenant x = 0, on obtient que : ∀y ∈ R , y2 � k|y|. En prenant par exemple y = k + 1,
on obtient k � −1, ce qui est absurde.

En revanche, sur I = [a, b] avec a � b deux réels, on a :

∀x, y ∈ [a, b] , |y2 − x2| = |y + x| × |y − x| � (2×max(|a|, |b|))︸ ︷︷ ︸
k

|y − x|

Exercice 6.1.5.5 Montrer que th est lipschitzienne sur R.

Exercice 6.1.5.6 x �−→ √
x est-elle lipschitzienne sur [0,+∞[ ? Sur ]0,+∞[ ? Sur [a,+∞[

(avec a > 0) ?

Proposition 6.1.5.7 Soit Lip(I,K) l’ensemble des applications de I dans K qui sont
lipschitziennes. Alors Lip(I,K) est un sous-espace vectoriel de F(I,K).

Preuve :

• Tout d’abord, il est clair que Lip(I,K) ⊂ F(I,K) et que la fonction
nulle est lipschitzienne (on a vu que toute fonction affine est lipschit-
zienne).

• Montrons à présent que Lip(I,K) est stable par combinaisons linéaires.
Soient f, g ∈ Lip(I,K) et λ, μ ∈ K. f ∈ Lip(I,K) donc il existe k � 0
tel que f soit k-lipschitzienne. De même, il existe k′ � 0 tel que g soit
k′-lipschitzienne. Notons h = λ · f + μ · g.
On a alors, pour tout (x, y) ∈ I2 :

|h(y)− h(x)| = |λ× (f(y)− f(x)) + μ× (g(y)− g(x))|
� |λ| × |f(y)− f(x)|+ |μ| × |g(y)− g(x)|
� |λ| × k|y − x|+ |μ| × k′|y − x|
� (|λ|k + |μ|k′) |y − x|

En posant K = |λ|k + |μ|k′, on a bien K ≥ 0 et h = λ · f + μ · g est
K-lipschitzienne. Ainsi, λ · f + μ · g ∈ Lip(I,K). �

! Attention : le produit de deux fonctions lipschitziennes n’est pas toujours une
fonction lipschitzienne. Quel contre-exemple pouvez-vous donner à partir des exemples
qu’on vient de voir ?
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6.1.6 Fonctions monotones

Définition 6.1.6.1 Soit f : I −→ R une application. On dit que :

• f est croissante sur I (respectivement strictement croissante sur I) si :

∀x, y ∈ I , x � y =⇒ f(x) � f(y) (resp. ∀x, y ∈ I , x < y =⇒ f(x) < f(y))

• f est décroissante sur I (respectivement strictement décroissante sur I ) si :

∀x, y ∈ I , x � y =⇒ f(x) � f(y) (resp. ∀x, y ∈ I , x < y =⇒ f(x) > f(y))

• f est monotone sur I (respectivement strictement monotone sur I) si elle est
croissante sur I ou décroissante sur I (respectivement strictement croissante
sur I ou strictement décroissante sur I).

Remarque : dans la pratique, pour étudier les variations d’une fonction f , f sera dé-
rivable sur I et on appliquera les méthodes étudiées avant (étude du signe de f ′) et qui
seront démontrées dans le cours de mathématiques supérieures 2.

Proposition 6.1.6.2 Soient f : I −→ R et g : J −→ R deux applications. On suppose
que :

(i) f et g sont monotones sur I et J respectivement ;

(ii) on peut définir la composée g ◦ f , c’est-à-dire f(I) ⊂ J .

Alors la fonction g ◦ f est monotone sur I, la monotonie étant donné par « la règle
des signes » (croissante : + , décroissante : -). Autrement dit, si f et g sont de même
monotonie, alors g ◦ f est croissante et si f et g sont de monotonies opposées, alors
g ◦ f est décroissante.

Par ailleurs, si f et g sont strictement monotones, alors g ◦ f l’est aussi.

Preuve :

Traitons par exemple le cas où f est décroissante sur I et g croissante
sur J .
Soient x et y deux éléments de I tels que x � y. Alors f(y) � f(x)
car f est décroissante et puisque g est croissante sur J (et f(x) ∈ J et
f(y) ∈ J), g(f(y)) � g(f(x)), c’est-à-dire (g ◦ f)(y) � (g ◦ f)(x).

�

322
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6.2 Étude locale d’une fonction

Cadre : dans toute la suite, on se restreint à des fonctions définies sur un intervalle réel
I ayant au moins deux points, c’est-à-dire tel que −∞ � inf I < sup I � +∞. Il s’agit
donc d’applications de I dans K.

On définit alors :

• l’intérieur de I, noté
◦
I, par

◦
I =] inf I, sup I[ (on a donc dans notre cadre

◦
I �= ∅) ;

• l’adhérence de I, notée I, par I = [inf I, sup I] ⊂ R.

6.2.1 Voisinage d’un point

Définition 6.2.1.1 Soit a ∈ R. On définit :

• la boule ouverte (respectivement fermée) de centre a et de rayon α > 0 par

B(a, α) = {x ∈ R , |x− a| < α} = ]a− α, a+ α[
(respectivement Bf (a, α) = {x ∈ R , |x− a| � α} = [a− α, a+ α])

Les ensembles B(a, α) pour α > 0 sont appelés des voisinages ouverts de a
(dans R) et les ensembles Bf (a, α) pour α > 0 sont appelés des voisinages
fermés de a ;

• un voisinage ouvert (respectivement fermé) de +∞ est un intervalle de la forme
]A,+∞[ (respectivement [A,+∞[) avec A ∈ R ;

• un voisinage ouvert (respectivement fermé) de −∞ est un intervalle de la forme
]− ∞, A[ (respectivement ]− ∞, A]) avec A ∈ R.

Notation pour ce cours : on note Vf (a) l’ensemble des voisinages fermés de a.

Exercice 6.2.1.2 Vérifier que : a ∈ I ⇐⇒ ∀V ∈ Vf (a) , I ∩ V �= ∅.

Définition 6.2.1.3 Soit f : I −→ K et a ∈ I. On dit qu’une propriété relative à f est
vraie au voisinage de a (ou localement en a) s’il existe un voisinage ouvert B de a telle
que la propriété est vraie sur I ∩ B.

Remarque : on peut prouver que l’on obtient une définition équivalente en remplaçant
ouvert par fermé dans la définition précédente.
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Exemple 6.2.1.4 La propriété : « f ne s’annule pas au voisinage de 1 » signifie

∃α > 0 , ∀x ∈ I∩]1− α, 1 + α[ , f(x) �= 0

ou de façon équivalente, ∃α > 0 , ∀x ∈ I ∩ [1− α, 1 + α] , f(x) �= 0.

Exemple 6.2.1.5 f est bornée au voisinage de +∞ signifie qu’il existe A ∈ R tel que f
est bornée sur [A,+∞[.

Exemple 6.2.1.6 Soit f : I −→ R et soit a ∈ I. f est croissante au voisinage de a si :

∃α > 0 , ∀x, y ∈ I∩]a− α, a+ α[ , (x < y =⇒ f(x) � f(y))

Définition 6.2.1.7 Soit f : I −→ R une fonction et a ∈ I. On dit que :

• f admet un maximum local en a s’il existe α > 0 tel que f|I∩]a−α,a+α[ admet
un maximum en a ;

• f admet un minimum local en a s’il existe α > 0 tel que f(a) est un minimum
de f sur ]a− α, a+ α[∩I ;

• f admet un extremum local en a si f admet un maximum local ou un minimum
local en a.

Exemple 6.2.1.8 On donne la courbe représentative suivante :
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6.2.2 Limite d’une fonction en un point et continuité en un point

Définition 6.2.2.1 Soient a ∈ I, � ∈ R et f : I −→ R. On dit que f admet � pour
limite en a si :

∀U ∈ Vf (�) , ∃V ∈ Vf (a) , ∀x ∈ I ∩ V , f(x) ∈ U

On peut néanmoins reformuler ceci de façon plus explicite :

(i) Lorsque a, � ∈ R, f admet � pour limite en a si :

∀ε > 0 , ∃α > 0 , ∀x ∈ I , ( |x− a| � α =⇒ |f(x)− �| � ε )

(ii) Lorsque a ∈ R et � = +∞, f admet +∞ pour limite en a si :

∀A ∈ R , ∃α > 0 , ∀x ∈ I , ( |x− a| � α =⇒ f(x) � A )

(iii) Lorsque a ∈ R et � = −∞, f admet −∞ pour limite en a si :

∀A ∈ R , ∃α > 0 , ∀x ∈ I , ( |x− a| � α =⇒ f(x) � A )

(iv) Lorsque a = +∞ et � ∈ R, f admet � pour limite en +∞ si :

∀ε > 0 , ∃A ∈ R , ∀x ∈ I , ( x � A =⇒ |f(x)− �| � ε )

(v) Lorsque a = −∞ et � ∈ R, f admet � pour limite en −∞ si :

∀ε > 0 , ∃A ∈ R , ∀x ∈ I , ( x � A =⇒ |f(x)− �| � ε )

(vi) Lorsque a = +∞ et � = −∞, f admet −∞ pour limite en +∞ si :

∀A ∈ R , ∃B ∈ R , ∀x ∈ I , ( x � B =⇒ f(x) � A )

(vii) Lorsque a = +∞ et � = +∞, f admet +∞ pour limite en +∞ si :

∀A ∈ R , ∃B ∈ R , ∀x ∈ I , ( x � B =⇒ f(x) � A )

(viii) Lorsque a = −∞ et � = −∞, f admet −∞ pour limite en −∞ si :

∀A ∈ R , ∃B ∈ R , ∀x ∈ I , ( x � B =⇒ f(x) � A )

(ix) Lorsque a = −∞ et � = +∞, f admet +∞ pour limite en −∞ si :

∀A ∈ R , ∃B ∈ R , ∀x ∈ I , ( x � B =⇒ f(x) � A )
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Remarques :

• vous devez savoir écrire explicitement les définitions de la limite dans les diffé-
rents cas (a ∈ R, a = +∞, a = −∞ et de même pour �). La définition avec
les voisinages a l’avantage d’être unique (on ne traite pas les différents cas) et
de pouvoir se généraliser aux espaces vectoriels normés (cours de mathématiques
spéciales 1) ;

• de façon équivalente, f admet � ∈ R pour limite en a ∈ R si :

∀ε > 0 , ∃α > 0 , ∀x ∈ I ∩ [a− α, a+ α] , |f(x)− l| � ε

Dans la pratique, c’est plutôt cette forme que l’on utilisera (et de même pour les
autres cas).

Définition 6.2.2.2 Soient f : I −→ C, a ∈ I et � ∈ C. On dit que f admet � pour
limite en a si :

∀ε > 0 , ∃V ∈ Vf (a) , ∀x ∈ I ∩ V , |f(x)− �| � ε

Remarque : la définition de la limite pour une fonction à valeurs complexes est donc
identique à celle pour les fonctions à valeurs réelles à deux petites différences près :

(i) lorsque f est à valeurs complexes, |f(x) − �| désigne le module (et non la valeur
absolue) ;

(ii) il n’y a pas de sens à parler de limite infinie lorsque f est à valeurs complexes.

Par ailleurs, on peut également définir la boule ouverte (respectivement fermée) de centre
� et de rayon ε > 0 dans C de la façon suivante :

B(�, ε) = {z ∈ C / |z − �| < ε} et Bf (�, ε) = {z ∈ C / |z − �| � ε}
En général, dans C, on note plutôt B(�, ε) = D(�, ε) et on parle de disque ouvert (ou
fermé) mais ce n’est qu’une notation et du vocabulaire (c’est le même ensemble).

Lemme 6.2.2.3 Soient � ∈ R et �′ ∈ R (ou bien (�, �′) ∈ C2). On suppose que � �= �′.
Alors il existe U ∈ Vf (�) et V ∈ Vf (�′) tels que U ∩ V = ∅.

Preuve :

Si (�, �′) ∈ C2 (contient le cas où ce sont des réels), alors il suffit de choisir

α = |�′−�|
3

, U = Bf (�, α) et V = Bf (�
′, α). Les autres cas sont laissés en

exercice. �
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Théorème 6.2.2.4 Soient a ∈ I, � ∈ R et f : I −→ R.

Si f admet � pour limite en a, alors le nombre � est unique et est noté � = lim
x→a

f(x).

De plus, lorsque � ∈ R, on dit que f admet une limite finie au point a.

Preuve :

On raisonne par l’absurde : supposons que f admette deux limites diffé-
rentes � et �′ en a, avec �, �′ ∈ R. Par définition, on a alors :

∀U ∈ Vf (�) , ∃V ∈ Vf (a) , ∀x ∈ I ∩ V , f(x) ∈ U

∀U ′ ∈ Vf (�′) , ∃V ′ ∈ Vf (a) , ∀x ∈ I ∩ V ′ , f(x) ∈ U ′

Par hypothèse, � �= �′ donc d’après le lemme précédent, il existe un
voisinage fermé U de � et un voisinage fermé U ′ de �′ tels que U ∩U ′ = ∅.
On applique alors la définition de la limite pour ces choix de voisinages :
il existe un voisinage fermé V de a tel que, pour tout x ∈ I∩V , f(x) ∈ U .
De même, il existe un voisinage fermé V ′ de a tel que, pour tout x ∈ I∩V ′,
f(x) ∈ U ′.
Mais alors V ∩ V ′ est aussi un voisinage fermé de a et par définition,
I ∩V ∩V ′ �= ∅. Soit alors x0 ∈ I ∩V ∩V ′. Pour un tel x0, on a x0 ∈ I ∩V
donc f(x0) ∈ U et de même, x0 ∈ I ∩ V ′ donc f(x0) ∈ U ′.
Par conséquent, f(x0) ∈ U ∩ U ′, ce qui contredit U ∩ U ′ = ∅. �

Exercice 6.2.2.5 Simplement pour manipuler les définitions explicites, montrer à partir
des définitions avec les « ε » et « A » que :

1. Si f admet deux limites finies en a ∈ R, alors elles sont égales.
2. Si f admet +∞ pour limite en −∞, alors f ne peut pas admettre � ∈ R pour

limite en −∞.

3. Si f admet −∞ pour limite en +∞, alors f ne peut pas admettre +∞ pour limite
en +∞.

Théorème 6.2.2.6 Soient a ∈ I, � ∈ C et f : I −→ C.

Si f admet � pour limite en a, alors le nombre � est unique et est noté � = lim
x→a

f(x).

Preuve :

Identique au cas réel. �
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Exemple 6.2.2.7 Montrons à l’aide de la définition formelle que lim
x→−∞

x2 = +∞.

Posons pour x ∈ R, f(x) = x2. On veut donc montrer que :

∀A ∈ R , ∃B ∈ R , ∀x � B , f(x) � A

Soit A ∈ R. Posons B = −√|A|. Alors, la fonction f étant décroissante sur ] − ∞, 0],
pour tout x � B � 0, f(x) � B2, c’est-à-dire f(x) � |A| � A.
Ainsi, on a montré que : lim

x→−∞
f(x) = +∞.

Exemple 6.2.2.8 Soit g(x) =
1

x
pour x > 0. Montrons que lim

x→0
g(x) = +∞, c’est-à-dire :

∀A ∈ R , ∃α > 0 , ∀x ∈ [−α, α]∩]0,+∞[ , g(x) � A

Soit A ∈ R+�. Posons α =
1

A
. Il est alors clair que :

∀x ∈]0, α] , g(x) � A

D’où le résultat.

Remarque : j’espère que vous avez remarqué que dans l’exemple précédent, on s’est
contenté de prouver le résultat pour A > 0. Pourquoi ceci suffit-il ?

Exemple 6.2.2.9 Montrons que lim
x→1

ln(x) = 0, c’est-à-dire :

∀ε > 0 , ∃α > 0 , ∀x ∈]0,+∞[∩[1− α, 1 + α] , | ln(x)| � ε

Soit ε > 0. On cherche α > 0 (et α < 1 de sorte que [1− α, 1 + α] ⊂]0,+∞[) tel que :

1− α � x � 1− α =⇒ −ε � ln(x) � ε

soit encore, tel que :

1− α � x � 1− α =⇒ e−ε � x � eε

Pour que cette implication soit vraie, il suffit que e−ε � 1− α et 1 + α � eε, c’est-à-dire
il suffit que :

0 < α � 1− e−ε et 0 < α � eε − 1

On pose alors α = min(1
2
, 1− e−ε, eε − 1). Par construction, α > 0 (puisque eε − 1 > 0 et

1− e−ε > 0), α < 1 et :

∀x ∈ [1− α, 1 + α] , | ln(x)| � ε

Ce qui montre que lim
x→1

ln(x) = 0.
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Remarque : on constate que même des « résultats simples » sur les limites peuvent de-
venir techniques à établir. C’est pour cela que dans la pratique, on utilise directement les
limites de référence !

Exemple 6.2.2.10 Montrons que lim
x→0

eix = 1.

Soit ε > 0. On cherche à nouveau α > 0 tel que : |x| � α =⇒ |eix − 1| � ε. Or, pour tout
réel x,

|eix − 1| = |e ix
2 | × |e ix

2 − e−
ix
2 | = 1× |2i sin(x

2
)| = 2| sin(x

2
)| � |x|

Par suite, si on choisit α = ε > 0, on a bien :

∀x ∈ [−α, α] , |eix − 1| � ε

De même que pour les suites (ou les courbes paramétrées), on a la caractérisation suivante
qui permet de se ramener à des fonctions réelles.

Proposition 6.2.2.11 Soient f : I −→ C et a ∈ I. Alors :

f a une limite en a ⇐⇒ $e(f) et "m(f) ont des limites finies en a

Dans ce cas, lim
x→a

f(x) = lim
x→a

$e(f(x)) + i lim
x→a

"m(f(x)).

Preuve :

Cette propriété découle directement du fait que pour tous nombres com-
plexes z et �,

|$e(z)− $e(�)| � |z − �| � |$e(z)− $e(�)|+ |"m(z)− "m(�)|

et de même pour la partie imaginaire. On fait néanmoins la preuve pour
manipuler les définitions et on fait la preuve dans le cas a ∈ R.

• On suppose que f admet � ∈ C pour limite en a. Montrons que
lim
x→a

$e(f(x)) = $e(�) et lim
x→a

"m(f(x)) = "m(�),

Soit ε > 0. Puisque lim
x→a

f(x) = �, il existe α > 0 tel que :

∀x ∈ I ∩ [a− α, a+ α] , |f(x)− �| � ε

On a alors d’après l’inégalité rappelée ci-dessus,

∀x ∈ I ∩ [a− α, a+ α] , |$e(f(x))− $e(�)| � |f(x)− �| � ε

et de même pour la partie imaginaire. Ceci prouve que $e(f) admet
une limite finie (qui est $e(�)) et "m(f) admet une limite finie (qui est
"m(�)).
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• Réciproquement, on suppose que $e(f) admet une limite finie �1 en a
et que "m(f) admet une limite finie �2 en a. Montrons que f admet une
limite en a et que lim

x→a
f(x) = �1 + i�2.

Soit ε > 0. Par définition de la limite (appliquée avec ε
2
> 0), il existe

α1 > 0 et α2 > 0 tels que :

∀x ∈ I ∩ [a− α1, a+ α1] , |$e(f(x))− �1| � ε

2

et
∀x ∈ I ∩ [a− α2, a+ α2] , |"m(f(x))− �2| � ε

2

Posons α = min(α1, α2). Alors α > 0 et par construction, pour tout
x ∈ I ∩ [a− α, a+ α] :

|f(x)− (�1 + i�2)| � |$e(f(x))− �1|+ |"m(f(x))− �2|
� ε

2
+
ε

2
� ε

Ce qui prouve que lim
x→a

f(x) = �1 + i�2.

�

Remarques :

• on a donné la preuve dans le cas a ∈ R pour éviter l’utilisation des voisinages
qui peut parfois parâıtre trop « abstraite ». Essayez de faire la preuve avec des
voisinages, ce qui permet d’éviter de devoir distinguer trois cas : a ∈ R, a = +∞
et a = −∞ ;

• on verra que cette proposition découle aussi des opérations algébriques sur les
limites. En effet, si f admet � pour limite en a, alors f̄ admet �̄ pour limite en a
et donc $e(f) = 1

2
f + 1

2
f̄ admet aussi une limite qui est 1

2
� + 1

2
�̄ = $e(�) (et de

même pour la partie imaginaire).

Proposition 6.2.2.12 Soient f : I −→ K, a ∈ I et � ∈ K (ou � ∈ R si K = R). On
a les propriétés suivantes :

• lorsque � ∈ K, lim
x→a

f(x) = � ⇐⇒ lim
x→a

(f(x)− �) = 0 ;

• lorsque a ∈ R, lim
x→a

f(x) = � ⇐⇒ lim
h→0

f(a+ h) = �.

Preuve :

C’est évident et les détails sont laissés en exercice. �
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Définition 6.2.2.13 Soit a ∈ I. On dit que f est continue en a si lim
x→a

f(x) existe.

! Attention : n’oubliez jamais que pour une fonction à valeurs réelles, l’existence de
la limite signifie qu’elle admet une limite finie ou infinie !

Proposition 6.2.2.14 Soient f : I −→ K et a ∈ I. Alors :

f est continue en a ⇐⇒ lim
x→a

f(x) = f(a)

Preuve :

• L’implication ⇐= est évidente.

• Réciproquement, on suppose que f est continue en a, c’est-à-dire que
f admet une limite en a.

∗ Tout d’abord, on montre que si K = R alors la limite de f en
a est nécessairement finie (si K = C c’est automatiquement vrai
par définition de la limite pour une fonction à valeurs complexes).

On raisonne par l’absurde et on suppose dans un premier temps
que lim

x→a
f(x) = +∞. On pose A = f(a) + 1. Il existe V un

voisinage fermé de a tel que :

∀x ∈ I ∩ V , f(x) � A

Or, a ∈ I ∩ V donc f(a) � f(a) + 1, ce qui est absurde. On
montre de la même façon (ou bien en remplaçant f par −f mais
les opérations algébriques sur les limites n’ont pas encore été
traitées) qu’on ne peut pas avoir lim

x→a
f(x) = −∞.

∗ Ainsi, il existe � ∈ K tel que lim
x→a

f(x) = �.

Montrons alors que � = f(a). Soit ε > 0. Puisque a ∈ I, a ∈ R
et par définition de la limite d’une fonction en un point réel, il
existe un réel α > 0 tel que :

∀x ∈ I ∩ [a− α, a+ α] , |f(x)− �| � ε

Or, a ∈ I donc a ∈ I ∩ [a− α, a+ α]. Par suite, |f(a)− �| � ε.

Ainsi, on a prouvé que : ∀ε > 0 , |f(a)− �| � ε, d’où f(a) = �.

�
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! Attention : il n’y a absolument aucun sens à dire que « f est continue en +∞ » !
La notion de continuité est définie pour un point a ∈ I, c’est-à-dire dans l’ensemble de
définition de la fonction : +∞ n’appartient jamais à l’ensemble de définition !

Définition 6.2.2.15 Soient f : I −→ K et a ∈ I ∩ R.

• Si a �= sup I, on définit la limite de f à droite en a par :

lim
x→a+

f(x) = lim
x→a
x>a

f(x) = lim
x→a

f|I∩]a,+∞[ (x)

(à condition que cette limite existe) ;

• Si a �= inf I, on définit la limite de f à gauche en a par :

lim
x→a−

f(x) = lim
x→a
x<a

f(x) = lim
x→a

f|I∩]−∞,a[ (x)

(à condition que cette limite existe) ;

Si a ∈ I, on dit que f est continue à droite (respectivement à gauche) en a si

lim
x→a
x>a

f(x) = f(a) (respectivement lim
x→a
x<a

f(x) = f(a))

Proposition 6.2.2.16 Soient f : I −→ K et a ∈
◦
I. Alors f est continue en a si et

seulement si lim
x→a
x>a

f(x) = lim
x→a
x<a

f(x) = f(a).

Preuve :

• Montrons =⇒
On suppose f continue en a. Soit ε > 0. Il existe α > 0 tel que, pour tout
x ∈ I ∩ [a− α, a+ α], |f(x)− f(a)| � ε. Il est alors clair que :

∀x ∈ (I∩]a,+∞[) ∩ [a− α, a+ α] , |f(x)− f(a)| � ε

c’est-à-dire lim
x→a
x>a

f(x) = f(a). On montre de même que lim
x→a
x<a

f(x) = f(a).

• Montrons ⇐=
On suppose que lim

x→a
x>a

f(x) = lim
x→a
x<a

f(x) = f(a).
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Soit ε > 0. Par définition de la limite à droite et à gauche, il existe α1 > 0
et α2 > 0 tels que :

∀x ∈ I∩]a, a+ α1] , |f(x)− f(a)| � ε

et
∀x ∈ I ∩ [a− α2, a[ , |f(x)− f(a)| � ε

Posons α = min{α1, α2}. Alors α > 0 et pour tout x ∈ I ∩ [a−α, a+α] :

∗ si x < a, alors x ∈ I∩ [a−α, a[⊂ I∩ [a−α2, a[ donc |f(x)−f(a)| � ε ;

∗ si x = a, alors |f(x)− f(a)| = 0 � ε ;

∗ si x > a, alors x ∈ I∩]a, a+α] ⊂ I∩]a, a+α1] donc |f(x)− f(a)| � ε.

Ainsi, on a démontré que :

∀ε > 0 , ∃α > 0 , ∀x ∈ I ∩ [a− α, a+ α] , |f(x)− f(a)| � ε

Ce qui prouve que lim
x→a

f(x) = f(a).

�

On retrouve beaucoup de résultats similaires au cas des suites. Seule petite différence, les
propriétés que l’on retrouve sont valables localement, c’est-à-dire au voisinage du point
où on calcule la limite. On peut citer les deux propriétés importantes suivantes.

Proposition 6.2.2.17 Soient f : I −→ K et a ∈ I. Si la fonction f admet une limite
finie en a, alors f est bornée au voisinage de a.

Preuve :

On suppose que � = lim
x→a

f(x) existe et � ∈ K (c’est-à-dire que la limite

est finie si K = R). On pose ε = 1 > 0. Par définition de la limite, il
existe un voisinage V de a tel que :

∀x ∈ I ∩ V , |f(x)− �| � 1

Alors, ∀x ∈ I ∩ V , |f(x)| � |�| + 1, avec V un voisinage de a. Ce qui
prouve que f est bornée au voisinage de a.

�

! Attention : tout comme pour les suites, la réciproque est fausse ! ! f bornée au
voisinage de a n’implique pas que f admet une limite finie en a ! Par exemple, la fonction
sinus est bornée au voisinage de +∞ mais elle n’admet pas de limite (on montrera cela
un peu plus loin lorsqu’on aura fait la caractérisation de la limite par les suites).
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Proposition 6.2.2.18 Soient f : I −→ R et a ∈ I. On suppose que lim
x→a

f(x) = � et

que � > 0. Alors f est minorée par un réel strictement positif au voisinage de a.

Preuve :

On fait la preuve dans le cas a = −∞.
• On suppose dans un premier temps que � ∈ R+�. Posons ε = �

2
> 0.

Pour cet ε > 0, il existe B ∈ R tel que :

∀x ∈ I∩]− ∞, B] , |f(x)− �| � ε

Alors, pour tout x ∈ I∩]− ∞, B] :

f(x) � �− ε c’est-à-dire f(x) � �

2
> 0

Ce qui prouve que f est minorée par �
2
> 0 au voisinage de −∞.

• Si � = +∞, on applique la définition de la limite avec A = 1 (par
exemple) et on obtient que f � 1 sur un voisinage de −∞. �

Remarque : à nouveau l’utilisation des voisinages permet d’éviter de traiter plusieurs
cas mais comme mentionné à plusieurs reprises, il est tout aussi important de savoir
écrire explicitement les voisinages et c’est un peu moins abstrait qu’avec des voisinages.
C’est pour cette raison que les preuves proposées alternent l’utilisation de voisinages et
de description explicite dans les cas a ∈ R, a = +∞ et a = −∞. Le lecteur non satisfait
pourra faire toutes les preuves avec des voisinages.

Exercice 6.2.2.19 Soient f : R −→ Z.

1. On suppose que f admet une limite finie en +∞. Montrer que f est constante au
voisinage de +∞.

2. Le résultat précédent est-il encore valable si f admet une limite infinie en +∞ ?

Exercice 6.2.2.20 Donner un exemple de fonction non majorée au voisinage de +∞
mais qui n’admet pas de limite en +∞.

Exercice 6.2.2.21 Soient f : I −→ C et a ∈ I. On suppose que f admet une limite non
nulle en a. Montrer qu’il existe un voisinage de a sur lequel l’application f ne s’annule
pas.

Exercice 6.2.2.22 Montrer que la fonction E (partie entière) est continue à droite en
tout point de R et qu’elle admet en tout point une limite finie à gauche.
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6.2.3 Opérations algébriques sur les limites

Proposition 6.2.3.1 Soient a ∈ I, A l’ensemble des applications de I dans K qui
admettent une limite finie en a et :

φ : A −→ K
f �−→ lim

x→a
f(x)

(i) A est un sous-espace vectoriel de F(I,K) et φ est une forme linéaire sur A ;

(ii) l’ensemble A0 des fonctions de limite nulle en a est un sous-espace vectoriel de
l’espace vectoriel A ;

(iii) si f ∈ A0 (c’est-à-dire lim
x→a

f(x) = 0) et si g est bornée au voisinage de a, alors

f × g ∈ A0 ;

(iv) A est un sous-anneau de F(I,K) et φ est un morphisme d’anneaux.

Preuve :

On traite le cas où a ∈ R par exemple.

• Montrons (i).

∗ Tout d’abord, A ⊂ F(I,K) et on constate que la fonction nulle est
effectivement dans A (et même dans A0).

∗ Ensuite, on montre que A est stable par combinaisons linéaires.

� Soit (f, g) ∈ A2. On note � ∈ K et �′ ∈ K les limites respectives
de f et g en a. On fixe ε > 0. Alors, par définition de la limite :

∃α1 > 0 , ∀x ∈ I , |x− a| � α1 =⇒ |f(x)− l| � ε
2∃α2 > 0 , ∀x ∈ I , |x− a| � α2 =⇒ |g(x)− l| � ε
2

On fixe un tel α1 > 0 et un tel α2 > 0, et on pose α = min(α1, α2).
On a alors α > 0 et pour tout x ∈ I tel que |x− a| � α :

|(f + g)(x)− (�+ �′)| � |f(x)− �|+ |g(x)− �′|
� ε

2
+
ε

2
� ε

Ceci prouve que lim
x→a

((f + g)(x)) = �+ �′, c’est-à-dire :

(f + g) ∈ A et φ(f + g) = φ(f) + φ(g)
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� Soient f ∈ A et λ ∈ K. Notons � = lim
x→a

f(x) ∈ K.

Si λ = 0, alors λ · f = 0 (fonction nulle) donc λ · f ∈ A et
lim
x→a

((λ · f)(x)) = 0 = λ× lim
x→a

f(x).

On suppose à présent que λ �= 0. Soit ε > 0. On applique la

définition de la limite avec « ε′ = ε

|λ| > 0 ». Il existe α > 0 tel

que :
∀x ∈ I ∩ [a− α, a+ α] , |f(x)− �| � ε′

Il s’ensuit que :

∀x ∈ I ∩ [a− α, a+ α] , |λf(x)− λ�| � |λ||f(x)− �| � ε

Ce qui montre que λ · f ∈ A et φ(λ · f) = λ× φ(f) = λ · φ(f).

Ainsi, on a montré que A est un sous-espace vectoriel de F(I,K) et :

∀(f, g) ∈ A2 , ∀λ ∈ K , φ(f + g) = φ(f) + φ(g) et φ(λ · f) = λ · φ(f)

φ est donc une application K-linéaire de A dans K, c’est-à-dire une forme
linéaire sur A.

• Montrons (ii).

Par définition, A0 = ker(φ) avec φ une application linéaire : A0 est donc
un sous-espace vectoriel de A.

Remarque : en fait, φ est une forme linéaire non identiquement nulle
donc A0 est un hyperplan de A.

• Montrons (iii).

Soient f ∈ A0 et g une fonction bornée au voisinage de a. Par définition,
il existe α1 > 0 et un réel M > 0 tels que :

∀x ∈ I ∩ [a− α1, a+ α1] , |g(x)| �M

Par ailleurs, lim
x→a

f(x) = 0. Soit ε > 0, il existe α2 > 0 tel que :

∀x ∈ I ∩ [a− α2, a+ α2] , |f(x)| � ε

M

Posons α = min(α1, α2). On a alors α > 0 et :

∀x ∈ I ∩ [a− α, a+ α] , |(f × g)(x)| �M |f(x)| � ε

Par conséquent, lim
x→a

(f × g)(x) = 0, c’est-à-dire f × g ∈ A0.
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• Montrons (iv).

∗ 1F(I,K), la fonction constante égale à 1, appartient clairement à A et
φ(1F(I,K)) = 1K.

∗ On a déjà montré que A est un K-espace vectoriel et que φ est linéaire.
Par suite,

� ∀(f, g) ∈ A2 , (f − g) ∈ A ;

� ∀(f, g) ∈ A2 , φ(f + g) = φ(f) + φ(g).

∗ Soit (f, g) ∈ A2. Montrons que f × g ∈ A et φ(f × g) = φ(f)× φ(g).
Soient � = lim

x→a
f(x) et �′ = lim

x→a
g(x). On constate que pour tout x ∈ I :

(f × g)(x)− �× �′ = f(x)× (g(x)− �′) + �′ × (f(x)− �)

Or, (g−�′) ∈ A0 et f bornée au voisinage de a (puisque f admet une limite
finie en a) donc d’après (iii), f×(g−�′) ∈ A0. De même, �′×(f−�) ∈ A0.
Or, d’après (ii), A0 est un espace vectoriel. Par suite, (f×g−�×�′) ∈ A0,
c’est-à-dire :

f × g ∈ A

et
lim
x→a

(f(x)× g(x)) = �× �′

soit encore
lim
x→a

(f(x)× g(x)) = lim
x→a

f(x)× lim
x→a

g(x)

Ce qui montre que φ(f × g) = φ(f)× φ(g).
�

Remarques :

• en clair, cette proposition affirme qu’un produit ou une combinaison linéaire de
fonctions admettant des limites finies en a a aussi une limite finie en a et que
sa limite s’obtient comme produit ou combinaison linéaire des limites respectives.
Cette proposition dit aussi qu’un produit d’une fonction bornée au voisinage de a
et d’une fonction qui tend vers 0 est une fonction qui tend vers 0 ;

• on reverra des méthodes plus « simples » pour établir ces propriétés en utilisant
la caractérisation séquentielle de la limite. En effet, cette caractérisation nous
permettra de déduire toutes ces propriétés des mêmes propriétés pour les suites.

Proposition 6.2.3.2 Soient f : I −→ K et a ∈ I. Si f admet une limite finie non

nulle � en a, alors
1

f
admet une limite finie en a et lim

x→a

1

f(x)
=

1

�
.
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Preuve :

On fait la démonstration pour a = −∞. Pour commencer, on montre que
1
f
est bien définie au voisinage de a. Posons ε = |�|

2
> 0 (puisque � �= 0).

Puisque lim
x→−∞

f(x) = �, il existe B ∈ R tel que :

∀x ∈ I∩]− ∞, B] , |f(x)− �| � ε

Soit x ∈ I∩] − ∞, B]. On a alors : |�| − |f(x)| � |� − f(x)| � ε, c’est-
à-dire |f(x)| � |�| − ε > 0. Ceci montre que 1

|f | est bien définie pour

x ∈ I∩]− ∞, B] et que 1
|f | est bornée au voisinage de −∞.

Mais alors, | 1
f
− 1

�
| = |f−�|

|�|×|f | est le produit d’une fonction bornée au voisi-

nage de a (la fonction 1
|�|×|f |) et d’une fonction qui tend vers 0 (la fonction

|f − �|). D’après la proposition précédente, lim
x→a

∣∣∣∣ 1

f(x)
− 1

�

∣∣∣∣ = 0.

�

Corollaire 6.2.3.3 Soient f et g admettant une limite finie en a et lim
x→a

g(x) �= 0.

Alors
f

g
admet une limite finie en a et

lim
x→a

(
f(x)

g(x)

)
=

lim
x→a

f(x)

lim
x→a

g(x)

On peut traduire ce que l’on vient d’énoncer et compléter avec les règles de calcul dans
R : pour f ,g : I −→ R et a ∈ I,

Limite d’une somme

lim
x→a

f(x) � � ou +∞ � ou −∞ +∞

lim
x→a

g(x) �′ +∞ −∞ −∞

lim
x→a

(f + g)(x) �+ �′ +∞ −∞ ? ? ?
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Limite d’un produit

lim
x→a

f(x) �
� > 0
ou +∞

� < 0
ou −∞

� > 0
ou +∞

� < 0
ou −∞ 0

lim
x→a

g(x) �′ +∞ +∞ −∞ −∞ ±∞

lim
x→a

(f × g)(x) �× �′ +∞ −∞ −∞ +∞ ? ? ?

Limite de l’inverse d’une fonction

lim
x→a

f(x) � �= 0 � = 0 et f > 0 � = 0 et f < 0 ±∞

lim
x→a

1

f(x)

1

�
+∞ −∞ 0

Remarques :

• dans ces tableaux, la notation ??? signifie qu’il s’agit d’une forme indéterminée,
c’est-à-dire qu’on ne peut pas conclure en général : cela dépend des fonctions ;

• on en déduit les règles pour le quotient de deux fonctions en écrivant :
f

g
= f × 1

g
et en appliquant les règles de l’inverse et du produit.

Pour les fonctions à valeurs complexes, c’est encore plus simple puisqu’il n’y a pas de limite
infinie ! Si une fonction à valeurs complexes admet une limite, elle est nécessairement finie.
Ainsi, pour f ,g : I −→ C et a ∈ I :

⎧⎪⎨⎪⎩
lim
x→a

f(x) = � ∈ C

lim
x→a

g(x) = �′ ∈ C
=⇒

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

lim
x→a

(f + g)(x) = �+ �′

lim
x→a

(f × g)(x) = �× �′

lim
x→a

(
f(x)

g(x)

)
=

�

�′
si �′ �= 0
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Mathématiques supérieures 1 6.2. Étude locale d’une fonction

Remarque : parmi les résultats donnés dans les tableaux, tous n’ont pas encore été dé-

montrés. À titre d’exemple, on va en prouver un. Les autres sont laissés en exercice.

Exemple 6.2.3.4 Montrons que si lim
x→a

f(x) = � ∈ R et lim
x→a

g(x) = −∞, alors :

lim
x→a

(f + g)(x) = −∞

Soit A ∈ R. Puisque lim
x→a

g(x) = −∞, il existe un voisinage V1 de a tel que :

∀x ∈ I ∩ V1 , g(x) � A− �− 1

De plus, puisque lim
x→a

f(x) = �, il existe un voisinage V2 de a tel que :

∀x ∈ I ∩ V2 , |f(x)− �| � 1

Il s’ensuit que pour tout x ∈ I ∩ (V1 ∩ V2),
(f + g)(x) = f(x) + g(x) � �+ 1 + g(x) � �+ 1 + A− �− 1 � A

Ce qui prouve que lim
x→a

(f + g)(x) = −∞.

Exercice 6.2.3.5 On sait que si lim
x→a

f(x) = +∞ et lim
x→a

g(x) = −∞, alors les limites de

f + g et
f

g
sont des formes indéterminées.

Donner des exemples de fonctions f et g telles que lim
x→a

f(x) = +∞, lim
x→a

g(x) = −∞ et :

1. f + g n’admet pas de limite ;

2. f + g admet +∞ (respectivement −∞) pour limite ;

3. f + g admet le nombre � ∈ R pour limite ;

4.
f

g
n’a pas de limite.

Corollaire 6.2.3.6 L’ensemble des fonctions continues en a est un sous-anneau et
sous-espace vectoriel de A. De plus, si g(a) �= 0 et f et g sont continues en a, alors
f/g est aussi continue en a.

Preuve :

Ceci découle directement des propriétés algébriques des limites et de la
définition de la continuité.

�
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Chapitre 6 Fonctions réelles ou complexes d’une variable réelle

6.2.4 Compatibilité du passage à la limite avec la relation d’ordre
dans R

Théorème 6.2.4.1 Soient f et g deux applications de I dans R, et a ∈ I. On suppose
que f � g au voisinage de a.

(i) Si lim
x→a

f(x) = +∞, alors g admet une limite en a et lim
x→a

g(x) = +∞.

(ii) Si lim
x→a

g(x) = −∞, alors f admet une limite en a et lim
x→a

f(x) = −∞.

(iii) Si f et g admettent des limites en a, alors lim
x→a

f(x) � lim
x→a

g(x) (dans R).

Preuve :

• Montrons (i).
On suppose que lim

x→a
f(x) = +∞. Montrons que lim

x→a
g(x) = +∞.

∗ Pour commencer, on sait que f � g au voisinage de a, c’est-à-dire
qu’il existe V1 un voisinage de a tel que :

∀x ∈ I ∩ V1 , f(x) � g(x)

∗ Soit A ∈ R. Puisque lim
x→a

f(x) = +∞, il existe V2 un voisinage

de a tel que :
∀x ∈ I ∩ V2 , A � f(x)

Posons V = V1 ∩ V2. Alors V est un voisinage de a et :

∀x ∈ I ∩ V , g(x) � f(x) � A

Ce qui prouve que lim
x→a

g(x) = +∞.

• La propriété (ii) s’obtient en appliquant (i) au couple (−g,−f).
• Montrons enfin (iii).
On suppose que f et g ont des limites (finies ou infinies en a) et on note
lim
x→a

f(x) = � ∈ R et lim
x→a

g(x) = �′ ∈ R.

∗ Si � = −∞ ou �′ = +∞, alors l’inégalité � � �′ est toujours vraie
dans R.

∗ Si � = +∞ (ou �′ = −∞) alors d’après (i) (ou (ii)) �′ = +∞ (ou
� = −∞) et donc � � �′.

∗ Il reste donc à traiter le cas où (�, �′) ∈ R2, c’est-à-dire le cas où
f et g admettent des limites finies en a.
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On rédige la preuve dans le cas a = +∞. Soit ε > 0.

� f � g au voisinage de a = +∞ donc il existe A1 ∈ R tel que :

∀x ∈ I ∩ [A1,+∞[ , f(x) � g(x)

� lim
x→a

f(x) = � ∈ R donc il existe A2 ∈ R tel que :

∀x ∈ I ∩ [A2,+∞[ , �− ε � f(x) � �+ ε

� lim
x→a

g(x) = �′ ∈ R donc il existe A3 ∈ R tel que :

∀x ∈ I ∩ [A3,+∞[ , �′ − ε � g(x) � �′ + ε

On choisit alors x0 ∈ I tel que x0 � max(A1, A2, A3) (ce qui est
possible car sup I = +∞ et I est un intervalle d’intérieur non
vide). Alors :

�− ε � f(x0) � g(x0) � �′ + ε

Ainsi, on a montré que : ∀ε > 0 , � � �′ + 2ε. Par suite, � � �′.

�

Remarques :

• à nouveau pour éviter les confusions, il est préférable d’appliquer (iii) lorsque f
et g ont des limites finies ;

• lorsqu’on applique (iii), il ne faut pas oublier de justifier avant l’existence des
limites ;

• dans la rédaction, on écrira souvent « f � g. Or f et g ont des limites finies en
a, on peut donc passer à la limite dans l’inégalité, ce qui donne : ... ».

Exemple 6.2.4.2 Soit g : R −→ R définie par : ∀x ∈ R , g(x) = x+ sin(x).
Pour tout réel x, x−1 � g(x) et lim

x→+∞
(x−1) = +∞. Par comparaison, lim

x→+∞
g(x) = +∞.

! Attention : de même que pour les suites, le passage à la limite ne conserve pas les
inégalités strictes ! Autrement dit :(

f < g et f, g ont des limites finies en a
)
=⇒× lim

x→a
f(x) < lim

x→a
g(x)

Par exemple, pour tout x ∈ R, 0 < 1
1+x2

, f : x �−→ 0 admet une limite finie en +∞,

g : x �−→ 1
1+x2

admet une limite finie en +∞ mais lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

g(x).
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Théorème 6.2.4.3 (Théorème des gendarmes) Soient f, g, h trois fonctions de I
dans R et a ∈ I. On suppose que :

(1) au voisinage de a, f � g � h ;

(2) f et h ont des limites finies en a ;

(3) lim
x→a

f(x) = lim
x→a

h(x) = �.

Alors :

(i) g a une limite finie en a ;

(ii) et lim
x→a

g(x) = �.

Preuve :

On fait la preuve dans le cas a ∈ R∩ I (sinon utiliser des voisinages pour
le cas général). Soit ε > 0.

• D’après les hypothèses, lim
x→a

f(x) = � donc :

∃α1 > 0 , ∀x ∈ I ∩ [a− α1, a+ α1] , |f(x)− �| � ε

• De même, lim
x→a

h(x) = � donc :

∃α2 > 0 , ∀x ∈ I ∩ [a− α2, a+ α2] , |h(x)− �| � ε

• Enfin f � g � h au voisinage de a donc :

∃α3 > 0 , ∀x ∈ I ∩ [a− α3, a+ α3] , f(x) � g(x) � h(x)

Soient de tels réels α1, α2 et α3. On pose α = min(α1, α2, α3) (ce qui
garantit que les trois inégalités seront valables si x ∈ I ∩ [a− α, a+ α]).
Alors α > 0 et :

∀x ∈ I ∩ [a− α, a+ α] , �− ε � f(x) � g(x) � h(x) � �+ ε

Ce qui montre que lim
x→a

g(x) = �.

�

Remarque : bien que le résultat de ce théorème soit encore valable lorsque � = +∞
ou � = −∞, ce n’est plus le théorème des gendarmes ! C’est simplement le théorème de
comparaison que l’on a vu juste avant.
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Exemple 6.2.4.4 On sait que 1 pour tout x > 0, x − x3

6
� sin(x) � x. Alors, pour tout

x > 0,

1− x2

6
� sin(x)

x
� 1

Or, lim
x→0
x>0

(
1− x2

6

)
= lim

x→0
x>0

1 = 1. D’après le théorème des gendarmes, x �−→ sin(x)

x
admet

une limite finie à droite en 0 et :

lim
x→0
x>0

sin(x)

x
= 1

De même que pour les suites, le théorème des gendarmes est un outil très important dans
la recherche de limite et/ou d’équivalents de fonctions.

Exemple 6.2.4.5 On considère la fonction f définie sur ]0,+∞[ par :

∀x ∈]0,+∞[ , f(x) =

∫ π
2

0

cos(t)

t2 + x2
dt

• On peut noter que f est bien définie sur ]0,+∞[ puisque pour tout x > 0, la fonction

t �−→ cos(t)

t2 + x2
est continue 2 sur le segment [0, π

2
].

• On peut aussi remarquer qu’on ne connâıt pas de primitive de t �−→ cos(t)
t2+x2

et qu’on ne
peut donc pas déterminer l’expression explicite de f pour calculer les limites aux bornes
de son ensemble de définition. On va donc essayer d’encadrer la fonction f de façon assez
précise pour pourvoir trouver les limites puis les équivalents.

• Étude lorsque x tend vers +∞.

∗ Dans un premier temps, pour x > 0, on a :

∀t ∈ [0,
π

2
] , 0 � cos(t)

t2 + x2
� 1

x2

Par croissance de l’intégrale :∫ π
2

0

0 dt �
∫ π

2

0

cos(t)

t2 + x2
dt �

∫ π
2

0

1

x2
dt

c’est-à-dire
0 � f(x) � π

2x2

1. sinon, on peut faire l’étude de fonction pour le prouver.
2. on admet ici les propriétés simples sur la continuité et l’intégration qui seront vues dans le cours

de mathématiques supérieures 2.
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Or, lim
x→+∞

π

2x2
= 0 donc d’après le théorème des gendarmes :

lim
x→+∞

f(x) = 0

∗ On souhaite maintenant déterminer un équivalent de f en +∞ (si vous avez oublié la
notion informelle d’équivalent, vous pouvez d’abord lire le paragraphe 3 de ce chapitre
puis revenir à cet exemple mais il n’est pas nécessaire de mâıtriser la théorie pour suivre
la démarche de cet exemple).

L’encadrement précédent permet de trouver la limite mais il ne permet pas de trouver un
équivalent car les termes avec lesquels on a encadré f ne sont du même ordre de grandeur.
On va donc refaire un encadrement un peu plus précis. En reprenant la même démarche
qu’avant, on a successivement pour tout x > 0 :

∀t ∈ [0,
π

2
] ,

cos(t)
π2

4
+ x2

� cos(t)

x2 + t2
� cos(t)

x2

et donc
1

π2

4
+ x2

∫ π
2

0

cos(t) dt � f(x) � 1

x2

∫ π
2

0

cos(t) dt

soit encore, compte-tenu du fait que
∫ π

2

0
cos(t) dt = [sin(t)]

π
2
0 = 1,

1
π2

4
+ x2

� f(x) � 1

x2

Il s’ensuit que :

∀x > 0 ,
1

1 + π2

4x2

� x2f(x) � 1

Or, lim
x→+∞

1

1 + π2

4x2

= 1 donc, d’après le théorème des gendarmes,

lim
x→+∞

x2f(x) = 1 c’est-à-dire f(x) ∼
x→+∞

1

x2

• Étudions à présent le comportement de f au voisinage de 0.

∗ Commençons par déterminer la limite de f . Je vous laisse vérifier que les inégalités
obtenues avant ne permettent pas de trouver la limite de f en 0 (puisque dans chaque
encadrement, le minorant a une limite finie en 0 et le majorant tend vers +∞).

Pour essayer de comprendre le comportement de la fonction f , on trace la courbe repré-
sentative de t �−→ cos(t)

t2+x2
pour des valeurs de x de plus en plus « petites » :
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Graphiquement, on semble constater que c’est l’aire au voisinage de t = 0 qui devient de
plus en plus importante et elle semble tendre vers +∞ lorsque x tend vers 0. On cherche
donc à minorer la fonction f . Pour cela, on doit minorer la fonction cos. Sur l’intervalle
[0, π

2
], la seule minoration possible est 0, ce qui ne permet évidemment pas de conclure.

Or, comme on a conjecturé que c’est au voisinage de t = 0 que l’aire est importante, on
peut simplement regarder l’intégrale sur un intervalle plus petit, « proche de 0 ».
Pour tout x > 0, t �−→ cos(t)

t2+x2
est positive sur [0, π

2
], par suite :

f(x) =

∫ π
2

0

cos(t)

t2 + x2
dt �

∫ π
3

0

cos(t)

t2 + x2
dt

Maintenant, sur l’intervalle [0, π
3
], on peut minorer la fonction cosinus par 1

2
, ce qui donne :

f(x) � 1

2

∫ π
3

0

1

t2 + x2
dt =

1

2

[
1

x
arctan

(
t

x

)]π
3

0

soit encore :

f(x) � 1

2x
arctan

( π
3x

)
Or, lim

x→0
x>0

arctan
( π
3x

)
=
π

2
> 0 et lim

x→0
x>0

1

2x
= +∞. Par comparaison :

lim
x→0
x>0

f(x) = +∞
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∗ Pour trouver un équivalent maintenant, il va falloir être plus précis. Au voisinage de

t = 0, on sait que cos(t) ∼ 1. On va donc comparer f et x �−→
∫ π

2

0

1

t2 + x2
dt.

Soit x > 0. ∣∣∣∣∣f(x)−
∫ π

2

0

1

t2 + x2
dt

∣∣∣∣∣ =

∫ π
2

0

1− cos(t)

t2 + x2
dt

=

∫ π
2

0

2 sin2( t
2
)

t2 + x2
dt

�
∫ π

2

0

2( t
2
)2

t2 + x2
dt

�
∫ π

2

0

t2

2(t2 + x2)
dt

�
∫ π

2

0

1

2
dt

� π

4

Or,

∫ π
2

0

1

t2 + x2
dt =

[
1

x
arctan

(
t

x

)]π
2

0

=
1

x
arctan

( π
2x

)
. Ainsi, pour tout x > 0,

−π
4
� f(x)− 1

x
arctan

( π
2x

)
� π

4

soit encore,

arctan
( π
2x

)
− πx

4
� xf(x) � arctan

( π
2x

)
+
πx

4

Or, lim
x→0
x>0

(
arctan

( π
2x

)
− πx

4

)
=
π

2
et de même, lim

x→0
x>0

(
arctan

( π
2x

)
+
πx

4

)
=
π

2
. D’après

le théorème des gendarmes,

lim
x→0
x>0

xf(x) =
π

2
c’est-à-dire f(x) ∼

x→0+

π

2x

Remarque : il y a d’autres méthodes plus « simples » qui permettent de trouver ces
équivalents mais qui nécessitent des outils un peu plus avancés en intégration (voir cours
de mathématiques spéciales 2). Les études de fonctions f de cette forme ne sont pas un
objectif pour ce livre.

On peut terminer avec le corollaire suivant, très pratique, et conséquence immédiate du
théorème des gendarmes.

Corollaire 6.2.4.6 Si |f | � g au voisinage de a et si lim
x→a

g(x) = 0, alors lim
x→a

f(x) = 0.
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6.2.5 Composition de limites et caractérisation séquentielle de
la limite

Proposition 6.2.5.1 Soient f : I −→ J ⊂ R et g : J −→ K deux fonctions, a ∈ I.
On suppose que :

1. lim
x→a

f(x) = � ∈ R ;

2. lim
x→�

g(x) = L.

Alors g ◦ f admet une limite en a et lim
x→a

(g ◦ f)(x) = L.

Preuve :

On veut montrer que :

∀U ∈ Vf (L) , ∃W ∈ Vf (a) , ∀x ∈ I ∩W , (g ◦ f)(x) ∈ U

Soit U ∈ Vf (L). Par hypothèse, lim
y→�

g(y) = L. Il existe V ∈ Vf (�) tel

que :
∀y ∈ J ∩ V , g(y) ∈ U

Par ailleurs, lim
x→a

f(x) = � : par conséquent, il existe W ∈ Vf (a) tel que :

∀x ∈ I ∩W , f(x) ∈ V

Soit x ∈ I ∩W . Alors f(x) ∈ V et par définition, f(x) ∈ J . Par suite,
f(x) ∈ J ∩ V . Il s’ensuit que :

∀x ∈ I ∩W , g(f(x)) ∈ U

Ce qui prouve que lim
x→a

(g ◦ f)(x) = L.
�

Remarques :

• il est très important de retenir les hypothèses précises de ce théorème : en particu-
lier, on ne fait aucune hypothèse de régularité sur les fonctions f et g ! On suppose
uniquement que g ◦ f est bien définie, que f a une limite � (finie ou infinie) en a
et que g a une limite (finie ou infinie) en L = lim

x→a
f(x) ;

• on a supposé ici que f est à valeurs réelles car nous n’avons pas encore étudié la
notion de limite pour une fonction d’une variable complexe. La continuité de ce
type de fonctions est étudiée dans le cours de mathématiques spéciales 1 (espaces
vectoriels normés).
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Théorème 6.2.5.2 (Caractérisation séquentielle de la limite)

Soient f : I −→ K, a ∈ I et � ∈ K (ou � ∈ R si K = R). Alors les propriétés suivantes
sont équivalentes :

(i) lim
x→a

f(x) = � ;

(ii) pour toute suite (un)n∈N ∈ IN admettant a pour limite, (f(un))n∈N admet �
pour limite.

On dit que la propriété (ii) est la caractérisation séquentielle (ou par les suites) de la
limite.

Preuve :

• (i) =⇒ (ii) découle du théorème de composition des limites. Néan-
moins, comme ce théorème a été énoncé pour des fonctions d’une variable
réelle (et pas pour des suites), on refait la démonstration.

On suppose (i), c’est-à-dire f admet � pour limite en a. Montrons (ii).
Soit (un)n∈N une suite d’éléments de I, de limite a. Montrons que
(f(un))n∈N admet � pour limite.
Soit U ∈ Vf (�). Par hypothèse, lim

x→a
f(x) = � : il existe donc un voisinage

V ∈ Vf (a) tel que :
∀x ∈ I ∩ V , f(x) ∈ U

Par ailleurs, lim
n→+∞

un = a donc il existe n0 ∈ N tel que :

∀n � n0 , un ∈ V

On a alors : ∀n � n0 , f(un) ∈ U .

Ce qui prouve que la suite (f(un))n∈N admet � pour limite.

• Montrons (ii) =⇒ (i) par contraposée.

On suppose non (i), et on montre non (ii). Par hypothèse, � n’est pas la
limite de f en a, c’est-à-dire :

(�) ∃U ∈ Vf (l) , ∀V ∈ Vf (a) , ∃x ∈ I ∩ V , f(x) /∈ U

On fixe un tel voisinage U . Soit n ∈ N. On pose :

Vn =

⎧⎨⎩
[a− 1

n+1
, a+ 1

n+1
] si a ∈ R

[n,+∞[ si a = +∞
]− ∞,−n] si a = −∞
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Alors Vn ∈ Vf (a) donc d’après (�), il existe xn ∈ I∩Vn tel que f(xn) /∈ U .
On choisit un tel xn. Ceci définit une suite (xn)n∈N d’éléments de I telle
que :

∗ Pour tout entier n ∈ N,

xn ∈
⎧⎨⎩

[a− 1
n+1

, a+ 1
n+1

] si a ∈ R
[n,+∞[ si a = +∞
]− ∞,−n] si a = −∞

D’après le théorème de comparaison (ou le théorème des gen-
darmes lorsque a ∈ R) lim

n→+∞
xn = a ;

∗ ∀n ∈ N , f(xn) /∈ U .

Par conséquent, on a montré qu’il existe une suite d’éléments de I, ad-
mettant a pour limite, et telle que (f(xn))n∈N n’admet pas � pour limite,
c’est-à-dire non (ii). �

Exercice 6.2.5.3 Refaire la démonstration lorsque a ∈ R et � = +∞.

Remarque fondamentale : dans ce théorème, l’hypothèse (i) est une hypothèse « conti-
nue » (le x tend vers a mais x est un réel) alors que l’hypothèse (ii) est une hypothèse
« discrète » (en chaque point xn de la suite). Dans de nombreux domaines mathématiques
ou dispose de caractérisations séquentielles : c’est pratique car cela permet de manipuler
des suites qui sont des objets « plus familiers ». Dans toutes les démonstrations de ce type
de caractérisation, on retient que :

« continu » =⇒ « discret » (toujours simple et se prouve directement)

« discret » =⇒ « continu » (toujours par contraposée)

Vous devez retenir que les réciproques se prouvent toujours par contraposée. Intuitivement
c’est facile à comprendre car une « information ponctuelle » (c’est-à-dire discrète) ne se
traduit pas par une « information continue ».
Remarques :

• dans l’énoncé du théorème, notez bien qu’on dit « (un)n∈N admet a pour limite »
et non « (un)n∈N converge vers a » (et de même pour (f(un))n∈N) : c’est parce
que le théorème est valable lorsque a = +∞ (ou a = −∞). Lorsque a ∈ R, bien
entendu on peut remplacer « admet a pour limite » par « converge vers a » ;

• on aurait pu commencer par cette caractérisation de la limite pour ensuite en
déduire les propriétés algébriques et la compatibilité du passage à la limite avec
la relation d’ordre dans R à partir des mêmes propriétés déjà établies pour les
suites ;
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• dans un cadre pratique, on utilise la caractérisation séquentielle de la limite pour
montrer qu’une fonction n’admet pas de limite mais rarement pour prouver qu’elle
admet une limite ;

• dans un cadre plus théorique, c’est souvent plus facile d’utiliser la caractérisation
séquentielle pour prouver l’existence d’une limite.

Exemple 6.2.5.4 Montrons que cos n’a pas de limite en +∞. Soit (xn)n∈N définie par
xn = nπ pour tout entier n. Alors :

• (xn)n∈N tend vers +∞ c’est-à-dire (xn)n∈N admet +∞ pour limite ;

• mais (cos(xn))n∈N = ((−1)n)n∈N n’a pas de limite.

On a donc trouvé une suite (xn)n∈N de limite +∞ telle que la suite (cos(xn))n∈N n’a pas
de limite. D’après la caractérisation séquentielle de la limite, cos n’a pas de limite en +∞.

Remarque : il est parfois plus simple de donner deux suites (xn)n∈N et (yn)n∈N de limite a
telles que (f(xn)) et (f(yn)) ont des limites différentes : cela permet également de conclure
que f n’a pas de limite en a.

Exemple 6.2.5.5 Montrons que χQ n’a pas de limite en +∞.

• Soit (xn) = (n). Alors lim
n→+∞

xn = +∞ et lim
n→+∞

χQ(xn) = 1 (puisque pour tout

entier n ∈ N, χQ(n) = 1) ;

• Soit (yn) = (n
√
2). Alors lim

n→+∞
yn = +∞ et lim

n→+∞
χQ(xn) = 0 (puisque pour

tout entier n ∈ N, χQ(n
√
2) = 0).

Ainsi, χQ n’a pas de limite en +∞.

Exercice 6.2.5.6 Montrer que x �−→ sin(x) n’admet pas de limite en +∞.

Exercice 6.2.5.7 Montrer que f admet � pour limite en a si et seulement si pour toute
suite (un)n∈N ∈ IN, (f(un))n∈N admet une limite (finie ou infinie).

Corollaire 6.2.5.8 Soit f : I −→ K et a ∈ I. Alors f est continue en a si et seule-
ment si pour toute suite (un)n∈N ∈ IN convergeant vers a, (f(un)) converge vers f(a).

Preuve :

C’est une conséquence directe de la caractérisation séquentielle de la li-
mite et de la définition de la continuité en a.

�
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Remarques :

• le dernier corollaire s’appelle la caractérisation séquentielle de la continuité (en
un point) ;

• à nouveau c’est une caractérisation très importante que l’on utilise :

∗ dans la pratique pour montrer qu’une fonction n’est pas continue en un point ;

∗ dans la pratique (ou la théorie) lorsque l’on sait que la fonction est continue
en un point.

• en particulier, cette propriété est toujours utilisée dans l’étude de suites définies
par un+1 = f(un) lorsqu’on a déjà prouvé la convergence et qu’on souhaite déter-
miner la valeur de la limite.

Exemple 6.2.5.9 Soit (un)n∈N définie par u0 = 1 et ∀n ∈ N , un+1 = sin(un). On a déjà
vu 1 que (un) est décroissante et minorée donc converge. Soit � = lim

n→+∞
un. Alors,

• d’une part, (un+1) est une suite extraite de (un)n∈N donc elle converge vers � ;

• d’autre part, la fonction sinus est continue en � donc lim
n→+∞

sin(un) = sin(�).

Par unicité de la limite (par définition (un+1) = (sin(un))), � = sin(�). Ensuite, on montre
que l’unique solution possible est � = 0 en faisant par exemple une étude de fonction.

Exercice 6.2.5.10 Déterminer toutes les fonctions f , continues en 0 et vérifiant :

∀x ∈ R , f(sin(x)) = f(x)

� Méthode :

L’idée principale dans ce type d’équation est d’itérer (c’est-à-dire
répéter) la relation : ici

∀n ∈ N , f(sin ◦ · · · ◦ sin︸ ︷︷ ︸
n fois

(x)) = f(x)

puis de passer à la limite (sur le nombre d’itérations).

Voici quelques indications pour résoudre l’exercice : soit f continue en 0 et vérifiant
la relation donnée. Soit x ∈ R. On considère la suite (un)n∈N définie par u0 = x et
∀n ∈ N , un+1 = sin(un).

1. Montrer que (un)n∈N converge et déterminer sa limite.

2. Comparer pour n ∈ N, f(un) et f(x).

3. En déduire que f est constante.

1. voir exercice 3.1.1.7.
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6.2.6 Théorème de la limite monotone

Théorème 6.2.6.1 (Théorème de la limite monotone)

Soient f : I −→ R une application monotone sur I et a ∈ I. Alors lim
x→a−

f(x) et

lim
x→a+

f(x) existent (si a �= inf I ou a �= sup I), c’est-à-dire f a une limite à gauche en

a (si a �= inf I) et f a une limite à droite en a (si a �= sup I). Plus précisément,

• si f est croissante, alors :

lim
x→a
x>a

f(x) = inf
x∈I
x>a

f(x) et lim
x→a
x<a

f(x) = sup
x∈I
x<a

f(x)

Par ailleurs, si a ∈
◦
I, alors f admet des limites finies à droite et à gauche en

a et :
lim
x→a
x<a

f(x) � f(a) � lim
x→a
x>a

f(x)

• si f est décroissante, alors :

lim
x→a
x>a

f(x) = sup
x∈I
x>a

f(x) et lim
x→a
x<a

f(x) = inf
x∈I
x<a

f(x)

Par ailleurs, si a ∈
◦
I, alors f admet des limites finies en a+ et a− et :

lim
x→a
x<a

f(x) � f(a) � lim
x→a
x>a

f(x)

En particulier, si α = inf I et β = sup I, alors f admet des limites (finies ou infinies)
à droite en α et à gauche en β.

Corollaire 6.2.6.2 Si f est croissante sur [a, b[ (avec b ∈ R ∪ {+∞}), alors f admet
une limite en b. De plus, cette limite est finie si et seulement si f est majorée.

Corollaire 6.2.6.3 Si f est croissante sur ]a, b] (avec a ∈ R ∪ {−∞}) alors f admet
une limite en a. De plus, cette limite est finie si et seulement si f est minorée.
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Mathématiques supérieures 1 6.2. Étude locale d’une fonction

Preuve :

• Tout d’abord, quitte à remplacer f par−f , qui est également monotone,
on peut supposer que f est décroissante. On obtient alors le résultat pour
f croissante en utilisant les relations sup(−A) = − inf A et inf(−A) =
− sup(A) (lorsque A est une partie non vide de R).

• On commence par le cas a ∈
◦
I.

∗ Montrons que f admet une limite finie à droite en a.

On considère l’ensemble B = {f(x) , x ∈ I∩]a,+∞[}.

� B est une partie non vide de R car a ∈
◦
I donc I∩]a,+∞[ �= ∅.

� De plus, puisque f est décroissante sur I,

∀x ∈ I∩]a,+∞[ , f(x) � f(a)

Par suite, B est majorée (par f(a)).

On en déduit donc que B admet une borne supérieure (dans R)
et on remarque aussi que supB � f(a).

Montrons alors que lim
x→a
x>a

f(x) = supB.

Soit ε > 0. D’après la caractérisation de la borne supérieure dans
R, il existe b ∈ B tel que supB−ε < b � supB. Par définition de
l’ensemble B, il existe x0 ∈ I∩]a,+∞[ tel que b = f(x0). Alors,
]a, x0[⊂ I (car I est un intervalle) et :

∀x ∈]a, x0[ , supB − ε < f(x0) � f(x) � supB

En effet, si x ∈]a, x0[, alors :
� f(x0) � f(x) car f est décroissante sur I et ]a, x0[⊂ I ;

� supB − ε < f(x0) par définition de x0 ;

� x ∈]a, x0[⊂ I∩]a,+∞[, donc f(x) ∈ B et f(x) � supB.

ce qui implique que : ∀x ∈]a, x0[ , |f(x)− supB| � ε.

Ceci prouve donc que f admet une limite finie à droite en a et
lim
x→a
x>a

f(x) = supB, c’est-à-dire :

lim
x→a
x>a

f(x) = sup{f(x) , x ∈ I∩]a,+∞[} = sup
x∈I
x>a

f(x)

De plus, ayant remarqué que supB � f(a), on a également :

lim
x→a
x>a

f(x) � f(a)
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∗ Montrons à présent que f admet une limite finie à gauche en a.

De la même façon, on montre que :

� C = {f(x) , x ∈ I∩]−∞, a[} est non vide et minorée par f(a)
(car f est décroissante) donc C admet une borne inférieure
(dans R) et f(a) � inf C ;

� lim
x→a−

f(x) = inf C en utilisant la caractérisation de la borne

inférieure dans R (avec les “ε”) et la définition formelle de la
limite.

On conclut alors que : lim
x→a
x>a

f(x) � f(a) � lim
x→a
x<a

f(x).

• Montrons à présent que f a une limite en β = sup I et que cette limite
est finie si seulement si f est minorée sur I.

∗ On suppose que f est minorée.

Dans ce cas, l’ensemble {f(x) , x ∈ I∩] − ∞, β[} est minoré (et
non vide) donc il admet une borne inférieure (dans R). Soit �
cette borne inférieure (qui appartient donc à R). On recommence
alors le même raisonnement que précédemment.

Soit ε > 0. D’après la caractérisation de la borne inférieure dans
R, il existe x0 ∈ I et x0 < β tel que � � f(x0) < � + ε. Alors
]x0, β[⊂ I et :

∀x ∈]x0, β[ , �− ε � � � f(x) � f(x0) � �+ ε

Ce qui prouve que lim
x→β
x<β

f(x) = � = inf
x∈I
x<β

f(x).

∗ On suppose que f n’est pas minorée sur I. Montrons que
lim
x→β−

f(x) = −∞ (et β /∈ I)

Tout d’abord, il est alors évident que β = sup I /∈ I puisque
sinon, f(β) est un minorant de f . Ensuite, soit M ∈ R. Puisque
f n’est pas minorée sur I,M n’est pas un minorant de f sur I : il
existe x1 ∈ I tel que f(x1) < M . La fonction f étant décroissante,
on en déduit que :

∀x ∈]x1, β[ , f(x) � f(x1) �M

Ceci prouve que lim
x→β
x<β

f(x) = −∞.

• On en déduit alors le résultat en α en appliquant le résultat précédent
à x �−→ −f(−x) sur l’intervalle −I.

�
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6.3 Relations de comparaisons

6.3.1 Fonctions dominées et fonctions négligeables par rapport
à une autre au voisinage d’un point

Les notions de o, O et équivalent ont déjà été introduites de façon pratique dans aupara-
vant (définitions lorsque g ne s’annule pas à l’aide du quotient f

g
).. Dans ce paragraphe,

on va formaliser les définitions et les propriétés. L’utilisation pratique reste la même. On
retiendra que :

• les définitions théoriques sont importantes lorsqu’on est confronté à un exercice
théorique (l’expression de la fonction f n’est pas donnée) ;

• dans la pratique (c’est-à-dire lorsque l’expression de la fonction f est connue), on
fait « comme d’habitude », c’est-à-dire comme ce qui a été appris dans les livres
précédents.

Définition 6.3.1.1 Soient I un intervalle, a ∈ I, f et g deux fonctions définies sur I.
On dit que f est négligeable devant g au voisinage de a, et on note f =

a
o(g), si :

lorsque a ∈ R : ∀ε > 0 , ∃α > 0 , ∀x ∈ I∩]a− α, a+ α[ , |f(x)| � ε|g(x)|

lorsque a = +∞ : ∀ε > 0 , ∃A ∈ R , ∀x ∈ I∩]A,+∞[ , |f(x)| � ε|g(x)|

lorsque a = −∞ : ∀ε > 0 , ∃A ∈ R , ∀x ∈ I∩]− ∞, A[ , |f(x)| � ε|g(x)|

Remarques :

• bien entendu, on peut donner une définition unique qui englobe les trois cas à
l’aide des voisinages :

f =
a
o(g) ⇐⇒ ∀ε > 0 , ∃V ∈ V(a) , ∀x ∈ I ∩ V , |f(x)| � ε|g(x)|

• cette définition s’applique aussi bien pour des fonctions à valeurs réelles que pour
des fonctions à valeurs complexes.

Proposition 6.3.1.2 f =
a
o(g) si et seulement si il existe un voisinage V de a et une

fonction h, définie sur I ∩ V , tels que f(x) = g(x)h(x) pour tout x dans V ∩ I et
lim
x→a

h(x) = 0.
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Preuve :

• Montrons =⇒
On suppose que f =

a
o(g). Prenons pour commencer, ε = 1 > 0. Il existe

alors un voisinage V1 de a tel que :

(�) ∀x ∈ I ∩ V1 , |f(x)| � |g(x)|

On définit alors la fonction h sur I ∩ V1 par :

h(x) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
f(x)

g(x)
si g(x) �= 0

0 si g(x) = 0

D’après (�), si x ∈ I ∩ V1 et g(x) = 0, alors f(x) = 0 également. Par
suite, on a pour tout x ∈ I ∩ V1, f(x) = h(x)× g(x).
De plus, soit ε > 0. Il existe un voisinage Vε de a tel que :

∀x ∈ I ∩ Vε , |f(x)| � ε|g(x)|

En posant V = V1 ∩ Vε, V est un voisinage de a et pour tout x ∈ I ∩ V :

∗ soit g(x) = 0, et dans ce cas, |h(x)| = 0 � ε ;

∗ ou bien g(x) �= 0, et dans ce cas, |h(x)| =
∣∣∣f(x)g(x)

∣∣∣ � ε.

Ainsi, dans les deux cas, |h(x)| � ε. Ce qui prouve que lim
x→a

h(x) = 0.

• La réciproque est évidente. En effet, s’il existe un voisinage V de a et
une fonction h, définie sur I ∩ V , tels que f(x) = h(x) × g(x) pour x
dans I ∩ V et telle que lim

x→a
h(x) = 0, alors pour tout ε > 0, il existe un

voisinage V1 de a tel que : ∀x ∈ I ∩ V ∩ V1 , |h(x)| � ε. Dans ce cas,

∀x ∈ I ∩ V ∩ V1 , |f(x)| = |g(x)| × |h(x)| � ε|g(x)|

Ce qui prouve que f =
a
o(g).

�

Remarque : attention, on ne peut pas toujours dire que f s’écrit f = g × h sur I tout
entier car les relations de comparaison sont des comparaisons « locales », pas « globales ».
Dans le cas particulier où la fonction g ne s’annule pas sur I, sauf peut-être au point a,
on dispose d’une caractérisation plus simple qui est toujours utilisée dans la pratique (et
qui correspond à la « définition » pratique que vous avez étudié ou appris avant.
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Proposition 6.3.1.3 Si g ne s’annule pas sur I \ {a}, alors on a deux cas :

• si a /∈ I, alors : f =
a
o(g) ⇐⇒ lim

x→a

f(x)

g(x)
= 0 ;

• si a ∈ I, alors : f =
a
o(g) ⇐⇒

(
f(a) = 0 et lim

x→a

f(x)

g(x)
= 0

)
.

Preuve :

• Premier cas : a /∈ I.

Dans ce cas, g ne s’annule pas sur I et on a alors :

f =
a
o(g) ⇐⇒ ∀ε > 0 , ∃V ∈ Vo(a) , ∀x ∈ I ∩ V , |f(x)| � ε|g(x)|

⇐⇒ ∀ε > 0 , ∃V ∈ Vo(a) , ∀x ∈ I ∩ V , |f(x)
g(x)

| � ε

⇐⇒ lim
x→a

f(x)

g(x)
= 0

• Deuxième cas : a ∈ I.

Dans ce cas, f =
a
o(g) est équivalent à :

∀ε > 0 , ∃V ∈ Vo(a) , ∀x ∈ I ∩ V , |f(x)| � ε|g(x)|
soit encore :

∀ε > 0 , ∃V ∈ Vo(a) , ∀x ∈ (I ∩ V ) \ {a} , |f(x)| � ε|g(x)| et |f(a)| � ε|g(a)|

c’est-à-dire :

∀ε > 0 , ∃V ∈ Vo(a) , ∀x ∈ (I ∩ V ) \ {a} , |f(x)
g(x)

| � ε et f(a) = 0

Ce qui donne bien

lim
x→a
x �=a

f(x)

g(x)
= 0 et f(a) = 0

�

Remarques :

• la distinction provient de l’ensemble de définition de f
g
: si a ∈ I, cette fonction

est définie sur I \ {a} alors que si a /∈ I, f
g
est définie sur I tout entier ;
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• la proposition est vraie si l’on suppose seulement qu’il existe un voisinage V de a
tel que g ne s’annule pas sur V \ {a} ;

• dans la pratique, c’est ce critère qu’on utilise pour démontrer que f =
a
o(g). On

utilise la définition formelle uniquement (ou presque) dans un cadre théorique ;

• on écrit aussi parfois f =
x→a

o(g) et abusivement, on note f(x) =
x→a

o(g(x)) ;

• si on suppose que a ∈ I, que g ne s’annule pas sur I \ {a} et que f et g continues

en a, on a encore : f =
a
o(g) ⇐⇒ lim

x→a

f(x)

g(x)
= 0.

! Attention : il faut garder à l’esprit que la notation o(g) désigne une fonction. La
relation f(x) =

x→0
x+ o(x2) est une égalité rigoureuse entre deux fonctions sur un certain

voisinage de 0.

Exercice 6.3.1.4 Montrer que lnx =
x→+∞

o(x) et x3 + 6x =
x→0

o(
√
x).

Définition 6.3.1.5 Soient I un intervalle, a ∈ I, f et g deux fonctions définies sur I.
On dit que f est dominée par g au voisinage de a, et on note f =

a
O(g) si :

∃M > 0 , ∃V ∈ V(a) , ∀x ∈ I ∩ V , |f(x)| �M |g(x)|

Exercice 6.3.1.6 Reformuler cette définition en distinguant les cas où a ∈ R, a = +∞
et a = −∞.

Proposition 6.3.1.7 Avec les hypothèses précédentes, f =
a
O(g) si et seulement si il

existe un voisinage V de a et une fonction h, définie sur I∩V , tels que f(x) = g(x)h(x)
pour tout x dans V ∩ I et telle que h est bornée sur V ∩ I.

Preuve :

Il suffit de reprendre la démonstration dans le cas f =
a
o(g) et de l’adapter

au cas f =
a
O(g). Les détails de la démonstration sont laissés en exercice !

�
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Proposition 6.3.1.8 Si g ne s’annule pas au voisinage de a ∈ I alors :

f =
a
O(g) ⇐⇒ f

g
est bornée au voisinage de a

Par ailleurs, si a ∈ I et g ne s’annule pas au voisinage de a, sauf en a, alors :

f =
a
O(g) ⇐⇒

(
f(a) = 0 et

f

g
est bornée au voisinage de a

)
et si de plus on suppose que f et g sont continues en a, alors :

f =
a
O(g) ⇐⇒ f

g
est bornée au voisinage de a

Preuve :

• On commence par traiter le cas où g ne s’annule pas sur un certain
voisinage V0 de a. Dans ce cas, on a directement :

f =
a
O(g)⇐⇒∃M > 0,∃V ∈ V(a), ∀x ∈ I ∩ V , |f(x)| �M |g(x)|

⇐⇒∃M > 0,∃V ∈ V(a),∀x ∈ I ∩ V ∩ V0, |f(x)| �M |g(x)|
⇐⇒∃M > 0,∃V ∈ V(a),∀x ∈ I ∩ (V ∩ V0), |f(x)

g(x)
| �M

⇐⇒ f

g
est bornée au voisinage de a

• On suppose à présent qu’il existe un voisinage V0 de a tel que g ne
s’annule pas sur V0 \ {a} et g(a) = 0. Alors, comme précédemment,
f =

a
O(g) est équivalent à l’existence de M > 0 et V ∈ V(a) tels que :

∀x ∈ I ∩ V ∩ V0 , |f(x)| �M |g(x)|
ce qui est ici équivalent à :

∀x ∈ (I \ {a}) ∩ V ∩ V0 , |f(x)
g(x)

| �M et |f(a)| �M |g(a)|

ou encore à

f

g
est bornée au voisinage de a et f(a) = 0

• Enfin, on suppose que a ∈ I et que f et g sont continues en a et qu’il
existe un voisinage V0 de a tel que g ne s’annule pas sur V0 \ {a} et
g(a) = 0. D’après ce qui précède :
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f =
a
O(g) ⇐⇒ f

g
est bornée au voisinage de a et f(a) = 0

=⇒ f

g
est bornée au voisinage de a

Il s’agit donc d’établir la réciproque, c’est-à-dire de montrer que si f
g
est

bornée au voisinage de a (et avec les hypothèses données ci-dessus), alors
nécessairement, f(a) = 0.
Pour cela, il suffit de constater que si f

g
est bornée au voisinage de a, il

existe un voisinage V de a et un réel M � 0 tels que :

∀x ∈ (I \ {a}) ∩ V ,

∣∣∣∣f(x)g(x)

∣∣∣∣ �M

Il s’ensuit que : ∀x ∈ (I ∩ V ) \ {a} , |f(x)| �M |g(x)|. Or, on a supposé
que f et g sont continues en a. Par suite,

|f(a)| = lim
x→a
x�=a

|f(x)| �M × lim
x→a
x�=a

|g(x)| �M × |g(a)| = 0

D’où l’on déduit que f(a) = 0. �

Exemple 6.3.1.9 Montrons que x2 sin(
1

x
) =
x→0

o(x) ou encore que x2 sin(
1

x
) =
x→0

O(x2).

Dans cet exemple, 0 /∈ I (puisque f : x �−→ x2 sin(
1

x
) n’est pas définie en 0) et il est clair

que g(x) = x ne s’annule pas sur R�. Par suite, on peut directement écrire que :

lim
x→0

x2 sin(
1

x
)

x
= 0 (théorème des gendarmes)

c’est-à-dire que x2 sin(
1

x
) =
x→0

o(x).

En particulier, on en déduit que : lim
x→0
x�=0

(
x2 sin(

1

x
)

)
= 0, c’est-à-dire que l’on peut prolonger

la fonction f par continuité en 0 en posant f(0) = 0. On reverra un peu plus loin cette
notion de prolongement par continuité.

Par ailleurs, x �−→ sin( 1
x
) étant bornée au voisinage de 0, x2 sin(

1

x
) =
x→0

O(x2).

Exemple 6.3.1.10 On a
1

1 + x2
=

x→+∞
o(1) et aussi

1

1 + x2
=
x→0

O(1).
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Exemple 6.3.1.11 On considère les fonctions f et g définies respectivement par :

∀x ∈ R , f(x) = x2 sin(x) et ∀x ∈ R , g(x) = (5x2 + x+ 1) sin(x)

On veut montrer que g =
+∞

O(f). Dans cet exemple, il n’y a pas de voisinage de +∞ sur

lequel la fonction f ne s’annule pas. On ne peut donc pas utiliser le critère pratique ( g
f
).

En revanche, on peut dire qu’il existe A > 0 tel que :

∀x � A , |5x2 + x+ 1| � 7x2

Par suite,
∀x � A , |g(x)| = |5x2 + x+ 1| × | sin(x)| � 7|x2| × | sin(x)|

c’est-à-dire que pour tout x � A, |g(x)| � 7|f(x)|. Ce qui prouve que g =
+∞

O(f).

Exemple 6.3.1.12 Soient f = δ0 (c’est-à-dire f = χ{0}) et g : x �−→ x. Bien que

lim
x→0
x>0

f(x)

g(x)
= 0 = lim

x→0
x<0

f(x)

g(x)
, f n’est pas un petit o de g !

Remarque : n’oubliez jamais que les o et les O désignent des fonctions vérifiant une
certaine propriété. On peut donc avoir f = o(h) et g = o(h) sans avoir f = g ! ! Par
exemple, pour tout entier n, xn =

x→+∞
o(ex) (par croissances comparées).

Dans le même esprit, si g =
a
o(f)− o(f) (ou h =

a
O(f)− O(f)), alors g (ou h) n’est pas

nécessairement égale à 0 ! Cette égalité se traduit par le fait qu’il existe deux fonctions ϕ1

et ϕ2, définies au voisinage V de a, telles que :

• ∀x ∈ V , g(x) = ϕ1(x)− ϕ2(x) ;

• les fonctions ϕ1 et ϕ2 sont négligeables devant f .

Proposition 6.3.1.13 Soit f une fonction définie au voisinage de a. Alors :

f =
a
o(1) ⇐⇒ lim

x→a
f(x) = 0 et f =

a
O(1) ⇐⇒ f est bornée au voisinage de a

Preuve :

C’est clair !
�

La proposition suivante donne des règles de « bon sens » concernant les o et O. Les
démonstrations sont laissées en exercice et sont évidentes.
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Proposition 6.3.1.14 Les relations o et O vérifient les propriétés suivantes :

1. si f =
a
o(g), alors f = O(g) ;

2. si f =
a
o(ϕ) et g =

a
o(ϕ), alors ∀λ ∈ K , λ · f + g =

a
o(ϕ) ;

3. si f =
a
O(ϕ) et g =

a
O(ϕ), alors ∀λ ∈ K , λ · f + g =

a
O(ϕ) ;

4. si f =
a
o(ϕ) et g =

a
o(ψ), alors fg =

a
o(ϕψ) ;

5. si f =
a
o(ϕ) et g =

a
O(ψ), alors fg =

a
o(ϕψ) ;

6. si f =
a
O(ϕ) et g =

a
O(ψ), alors fg =

a
O(ϕψ) ;

7. si f =
a
O(ϕ) et ϕ =

a
o(ψ), alors f =

a
o(ψ).

Remarque : il faut retenir qu’on peut manipuler les o ou O comme d’habitude avec le
« bon sens » : dominée par du négligeable est négligeable.

Exemple 6.3.1.15 Si on utilise les théorèmes de croissances comparées, on peut dire
que :

ln(x) =
x→+∞

o(x) et x =
x→+∞

o(ex)

On en déduit donc que ln(x) =
x→+∞

o(ex).

Exemple 6.3.1.16 Soit f(x) = (10x2 + 13x− 1) arctan(x). On a alors :

(10x2 + 13x− 1) =
x→+∞

O(x2) et arctan(x) =
x→+∞

O(1)

On en déduit donc que : f(x) =
x→+∞

O(x2 × 1), c’est-à-dire f(x) =
x→+∞

O(x2).

6.3.2 Comparaison des fonctions usuelles

Les résultats suivants découlent des théorèmes de croissances comparées :

Théorème 6.3.2.1 On a les relations de comparaisons suivantes au voisinage de +∞ :

• Pour tout α > 0 et tout β ∈ R, (ln x)β =
x→+∞

o(xα)

• Si α < β, (xα) =
x→+∞

o(xβ)

• Pour tout α > 0 et tout β ∈ R, xβ =
x→+∞

o(eαx)
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Preuve :

Ces propriétés ont probablement été prouvées avant. On rappelle ici une
méthode de démonstration :

• on commence par établir que ln(x) � 1 + x pour x > −1 (étude
de fonction par exemple) ;

• on en déduit que lim
x→+∞

ln(x)

x2
= 0 (théorème des gendarmes) ;

• ensuite, pour α > 0, | ln(x)|
xα

= 2
α
| lnxα

2 |
(x

α
2 )2

montre que lim
x→+∞

ln x

xα
= 0.

La propriété sur les exponentielles se déduit de celles pour ln.
�

6.3.3 Fonctions équivalentes en un point

Définition 6.3.3.1 Soient f et g deux fonctions définies sur I et a ∈ I. On dit que f
est équivalente à g au voisinage de a, et on note f ∼

a
g, si f − g =

a
o(g).

Proposition 6.3.3.2 Soient f et g deux fonctions définies sur I et a ∈ I. Alors f ∼
a
g

si et seulement si il existe un voisinage V de a et une fonction u définie sur I ∩ V tels
que :

∀x ∈ I ∩ V , f(x) = u(x)g(x) et lim
x→a

u(x) = 1

Preuve :

En effet, d’après la caractérisation des o, f ∼
a
g si et seulement s’il existe

V ∈ V(a) et h ∈ F(V ∩ I,K) tels que :

∀x ∈ I ∩ V , f(x)− g(x) = h(x)g(x) et lim
x→a

h(x) = 0

ce qui est équivalent à

∀x ∈ I ∩ V , f(x) = (1 + h(x))g(x) et lim
x→a

h(x) = 0

ou encore à l’existence de V ∈ V(a) et u ∈ F(V ∩ I,K) tels que :

∀x ∈ I ∩ V , f(x) = u(x)g(x) et lim
x→a

u(x) = 1

�
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Corollaire 6.3.3.3 La relation ∼
a

est une relation d’équivalence sur l’ensemble des

fonctions définies sur I (on rappelle que a ∈ I).

Preuve :

Montrons que ∼
a

est réflexive, symétrique et transitive.

• Montrons la réflexivité.
Pour toute fonction f définie sur I, f − f = 0 donc f − f =

a
o(f). Par

suite, f ∼
a
f et la relation est bien réflexive.

• Montons la symétrie.
Soient f et g définies sur I telles que f ∼

a
g. D’après la proposition

précédente, il existe un voisinage V de a et u ∈ F(V ∩ I,K) tels que :

∀x ∈ I ∩ V , f(x) = u(x)g(x) et lim
x→a

u(x) = 1

Par ailleurs, puisque lim
x→a

u(x) = 1 �= 0, il existe un voisinage V ′ de a tel

que, pour tout x ∈ I ∩ V ∩ V ′, u(x) �= 0. Alors U = V ∩ V ′ ∈ V(a) et :

∀x ∈ I ∩ U , g(x) =
1

u(x)
× f(x) avec lim

x→a

1

u(x)
= 1

Par conséquent, toujours d’après la proposition précédente, g ∼
a
f . Ce

qui prouve que ∼
a

est symétrique.

• Montrons enfin que la relation est transitive.
Soient f, g, h trois fonctions définies sur I telles que : f ∼

a
g et g ∼

a
h.

Il existe deux voisinages V et V ′ de a et deux fonctions u et v, définies
sur V ∩ I et V ′ ∩ I respectivement, tels que :

∀x ∈ I ∩ V , f(x) = u(x)g(x) et lim
x→a

u(x) = 1

∀x ∈ I ∩ V ′ , g(x) = v(x)h(x) et lim
x→a

v(x) = 1

Soient U = V ∩ V ′ et w définie sur U ∩ I par : w(x) = u(x)v(x). Alors :

∀x ∈ I ∩ U , f(x) = u(x)g(x) = u(x)v(x)h(x) = w(x)h(x)

et par arithmétique des limites, lim
x→a

w(x) = 1. Par suite, f ∼
a
h, prou-

vant ainsi la transitivité. �
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Exercice 6.3.3.4 Montrer que ∼
a

est symétrique à partir de la définition formelle.

Remarques :

• en particulier, f ∼ g implique que f = O(g) et g = O(f), la réciproque étant
fausse (par exemple f : x �−→ x et g : x �−→ x(2+ cos(x)) au voisinage de +∞) ;

• ayant prouvé que ∼
a

est symétrique, on dit souvent que f et g sont équivalentes

en a au lieu de f est équivalente à g en a.

Comme pour les O ou o, on dispose d’une caractérisation « simple » à l’aide du quotient
f
g
(lorsque celui-ci est bien défini). Enfin, notez bien la dernière conclusion qui est très

importante et qui permet (dans le cas des fonctions à valeurs réelles) de comparer le signe.

Proposition 6.3.3.5 Soient f et g deux fonctions définies au voisinage de a telles que
f ∼

a
g.

(i) Si g ne s’annule pas au voisinage de a, alors :

f ∼
a
g ⇐⇒ lim

x→a

f(x)

g(x)
= 1

(ii) Si a ∈ I et g ne s’annule pas au voisinage de a, sauf en a, alors :

f ∼
a
g ⇐⇒

(
f(a) = g(a) et lim

x→a
x �=a

f(x)

g(x)
= 1

)

(iii) Si a ∈ I, g ne s’annule pas au voisinage de a, sauf en a, et si f et g sont
continues en a, alors :

f ∼
a
g ⇐⇒ lim

x→a
x�=a

f(x)

g(x)
= 1

(iv) Si f et g sont à valeurs réelles, alors f et g sont de même signe (strictement)
au voisinage de a. Autrement dit, il existe un voisinage V de a tel que, pour
tout x ∈ I ∩ V :

• f(x) = 0 ⇐⇒ g(x) = 0 ;

• f(x) > 0 ⇐⇒ g(x) > 0.

Remarque importante : prenez l’habitude de toujours vérifier que les équivalents obte-
nus ont bien le même signe. Le « signe » en mathématiques est l’analogue de « l’homogé-
néité » en physique (et permet donc d’éliminer une réponse manifestement fausse).
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Preuve :

• Les propriétés (i) et (ii) ont déjà été prouvées (conséquence de la
proposition 6.3.3.2 par exemple).

• Pour la propriété (iii), il suffit d’appliquer la propriété similaire avec
les o aux fonctions f1 = f − g et g1 = g.

• Enfin, montrons (iv).

Par hypothèse, f ∼
a
g. Il existe donc un voisinage U de a et une fonction

u définie sur U ∩ I tels que :

∀x ∈ I ∩ U , f(x) = u(x)g(x) et lim
x→a

u(x) = 1

Par définition de la limite, il existe un voisinage U ′ de a tel que :

∀x ∈ I ∩ U ∩ U ′ , |u(x)− 1| � 1

2

Alors, pour tout x ∈ I ∩ U ∩ U ′, 1
2
� u(x) � 3

2
. Il s’ensuit que u > 0 sur

I ∩ U ∩ U ′.
En posant V = U ∩ U ′, V est un voisinage de a et pour tout x ∈ V ∩ I,

f(x) = u(x)g(x)

avec u > 0. D’où l’on déduit immédiatement que f et g sont de même
signe strictement au voisinage de a.

�

Remarques :

• dans un cadre théorique, en particulier lorsqu’on ne peut prouver que f (ou g) ne
s’annule pas ailleurs qu’en a, il faut utiliser la définition de départ, c’est-à-dire
f − g =

a
o(g) avec la définition formelle par les « ε » ;

• en fonction de la situation, c’est-à-dire s’il est facile de justifier que f (ou g) ne
s’annule pas ailleurs qu’en a, et/ou s’il est plus facile d’estimer le quotient f

g
ou

la différence f − g, on utilise l’une ou l’autre des différentes caractérisations ;

• un cas particulier important : si � �= 0, alors f ∼
a
� équivaut à lim

x→a
f(x) = � ;

• enfin, f ∼
a

0 si et seulement si f est identiquement nulle au voisinage de a.

Exercice 6.3.3.6 Donner un équivalent de e3x− 4ex
2
+7 ln x en +∞, en 0 et enfin, en 1.

La proposition suivante découle directement de la caractérisation de l’équivalence (avec
« l’existence d’une fonction u ») : la preuve est laissée en exercice.
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Proposition 6.3.3.7 La relation ∼ est compatible avec la multiplication et la division,
c’est-à-dire :

f ∼
a
g et φ ∼

a
ψ =⇒

(
fφ ∼

a
gψ et

1

f
∼
a

1

g

)
La dernière implication étant valable lorsque f (et donc g) ne s’annule pas au voisinage
de a, sauf peut-être en a.

! Attention : on ne peut pas composer les équivalents ni les additionner directe-
ment. Par exemple,

• x ∼
+∞

x+ 1, mais ex �∼
+∞

ex+1 ;

• de même, x+ 1 ∼ x et −x+ 2 ∼ −x mais 3 �∼ 0 ! !

Pour contourner ce problème (et surtout éviter les erreurs), lorsque l’on souhaite « com-
poser », on écrira toujours l’équivalence par une égalité avec des o.

6.3.4 Équivalents usuels

Proposition 6.3.4.1 On a les équivalents usuels suivants (avec α ∈ R une
constante) :

sin x ∼
0
x 1− cos(x) ∼

0

1

2
x2 tan x ∼

0
x ln(1 + x) ∼

0
x

sh(x) ∼
0
x ch(x)− 1 ∼

0

x2

2
th(x) ∼

0
x (1 + x)α − 1 ∼

0
αx

arcsin(x) ∼
0
x arctan x ∼

0
x arccos(x) ∼

1

√
2(1− x)

ex − 1 ∼
0
x Argth(x) ∼

0
x Argsh(x) ∼

0
x Argch(x) ∼

1

√
2(x− 1)
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Preuve :

• La majeure partie de ces équivalents usuels a déjà été vu (si vous avez
étudié les fonctions usuelles). La démonstration repose essentiellement
sur la propriété suivante : si f est dérivable en 0 et f ′(0) �= 0, alors
(f(x)− f(0)) ∼

x→0
f ′(0)x.

• Pour l’équivalent de cos (et de ch), il s’agit d’une conséquence de la
relation 1− cos(x) = 2 sin2(x

2
) et de l’équivalent de sin en 0 (et pour ch ,

de la relation ch(x)− 1 = 2sh 2(x
2
) et de l’équivalent de sh en 0).

• Enfin les seuls équivalents qui n’ont pas été démontrés par ces méthodes
sont les équivalents de arccos et Argch . Les démonstrations de ces deux
propriétés sont semblables : on prouve donc la relation pour arccos (celle
pour Argch est laissée en exercice).
On sait que lim

x→1
x<1

arccos(x) = 0. Par composition de limites,

sin(arccos(x)) ∼
x→1

arccos(x)

Or, pour x ∈ [0, 1], arccos(x) ∈ [0, π
2
] donc sin(arccos(x)) � 0 et on a :

sin(arccos(x)) = | sin(arccos(x))|
=
√

1− cos2(arccos(x))

=
√
1− x2

=
√
1 + x× √

1− x

Enfin, puisque lim
x→1
x<1

√
1 + x =

√
2 �= 0,

√
1 + x× √

1− x ∼
x→1

√
2
√
1− x.

D’où l’on déduit que :

arccos(x) ∼
x→1

sin(arccos(x)) ∼
x→1

√
2
√
1− x

�

Proposition 6.3.4.2 Soient f et g deux fonctions définies sur I et a ∈ I. On suppose
que f ∼

a
g.

(i) f admet une limite (finie ou non) en a si et seulement si g admet une limite
(finie ou non) en a. De plus, lorsqu’elles existent : lim

x→a
f(x) = lim

x→a
g(x).

(ii) Si f > 0 au voisinage de a, sauf peut-être en a, alors pour tout réel α :
fα ∼

a
gα.
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Preuve :

• Montrons (i).

Puisque f ∼
a
g, il existe un voisinage V de a et u ∈ F(I∩V,K) tels que :

∀x ∈ I ∩ V , f(x) = u(x)g(x) et lim
x→a

u(x) = 1

Supposons que g admette une limite � (éventuellement infinie si K = R)
en a. Alors par arithmétique des limites, f admet également � pour limite
en a.
Les rôles de f et g étant symétriques, on obtient la propriété (i).

• Montrons (ii).

On peut noter que l’hypothèse f > 0 au voisinage de a, sauf peut-être
en a, permet de justifier que fα est bien définie au voisinage de a, sauf
peut-être en a (on rappelle que pour t > 0, tα = eα ln(t)).
Par ailleurs, puisque f ∼

a
g, g est elle aussi strictement positive au voi-

sinage de a, sauf peut-être en a, et la fonction gα est donc elle aussi bien
définie au voisinage de a, sauf peut-être en a.
Enfin, puisque f ∼

a
g, il existe un voisinage V1 de a et u ∈ F(I ∩ V1,K)

tels que :

∀x ∈ I ∩ V1 , f(x) = u(x)g(x) et lim
x→a

u(x) = 1

Il existe aussi un voisinage V2 de a tel que : ∀x ∈ I ∩ V2 \ {a} , f(x) > 0.
Il existe également un voisinage V3 de a tel que : ∀x ∈ I ∩ V3 , u(x) > 0.
Posons V = V1 ∩ V2 ∩ V3. Alors, V est un voisinage de a et :

∀x ∈ (I ∩ V ) \ {a} , fα(x) = uα(x)× gα(x)

Et lim
x→a

uα(x) = 1. On remarque alors que :

∗ si f(a) = 0 (et donc g(a) = 0), a n’appartient pas à l’ensemble
de définition de fα et on conclut donc que fα ∼

a
gα ;

∗ si f(a) �= 0, alors g(a) = f(a) et par suite fα(a) = gα(a). Cette
égalité et la relation ci-dessus montrent que fα ∼

a
gα.

�

! Attention : dans cette proposition, α est une constante ! Lorsque α est une fonction,
c’est une composition d’équivalents qui n’est donc pas autorisée. Par exemple, si on choisit
f : x �−→ 1 + 1

x
et g : x �−→ 1, alors :

f ∼
+∞

g mais f(x)x ∼
x→+∞

e �= 1 ∼
x→+∞

g(x)x
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! Attention : la composition d’équivalents est strictement interdite ! Dans la proposi-

tion précédente, on a en fait utilisé une composition de limite. À titre d’exemple, rappelons
un calcul d’équivalent simple correct et incorrect :

INCORRECT CORRECT

ln(cos(x)) ∼
x→0

ln(1− x2

2
)

∼
x→0

−1

2
x2

La première ligne est une composition d’équi-
valent, qui n’est pas autorisée (même si elle
donne le bon résultat). On a implicitement
écrit :

cos(x) ∼
x→0

1− x2

2

donc ln(cos(x)) ∼
x→0

ln(1− x2

2
).

Notez également au passage que l’équivalent :
cos(x) ∼

x→0
1− x2

2
est parfaitement illogique !

cos(x) ∼
x→0

1 est l’équivalent simple en 0. Le

terme suivant n’est pas significatif. On pour-
rait aussi bien écrire :

cos(x) ∼
x→0

1 + x22032012

ln(cos(x)) ∼
x→0

cos(x)− 1

∼
x→0

−1

2
x2

Cette fois, ce n’est pas une composi-
tion d’équivalents mais une composi-
tion avec une limite. Autrement dit,
lim
x→0

cos(x) = 1 et ln(u) ∼
u→1

(u − 1)

donc :

ln(cos(x)) ∼
x→0

cos(x)− 1

Notez qu’on peut également contourner
le problème en utilisant les o. En notant
u : x �−→ ln(cos(x)), on a :

u(x) =
x→0

ln(1− x2

2
+ o(x2))

=
x→0

−x2

2
+ o(x2) + o(−x2

2
+ o(x2))

=
x→0

−x2

2
+ o(x2)

Exercice 6.3.4.3 Calculer les limites suivantes :

1. lim
x→0

ln(1 + 2 tan2 x)

arcsin x

2. lim
x→0
x>0

√
cos(2x)− ch(x)

xx − 1

3. Pour a > b > 0, lim
x→0

ax − bx

xa − xb
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6.4 Continuité globale

6.4.1 Définition et premières propriétés

Définition 6.4.1.1 On dit qu’une fonction f est continue sur un intervalle I si elle
est continue en tout point a ∈ I.

Exemple 6.4.1.2 La fonction exponentielle est continue sur R.

Exemple 6.4.1.3 La fonction partie entière n’est pas continue sur R : elle est continue
en tout point de R \ Z (on dira alors qu’elle est continue sur R \ Z, même si R \ Z n’est
pas un intervalle) et discontinue en tout point de Z.

Exercice 6.4.1.4 Soit f l’application de R dans R, qui à un réel x associe le nombre réel
obtenu en échangeant les deux premières décimales du développement propre de x. Par
exemple, f(1, 234) = 1, 324.
La fonction f est-elle continue sur R ? Déterminer l’ensemble des points où f est continue.

Proposition 6.4.1.5 L’ensemble des fonctions continues sur I à valeurs dans K est
noté C0(I,K).

• C0(I,K) est une sous-algèbre de F(I,K), c’est-à-dire un sous-anneau et un
sous-espace vectoriel de F(I,K) ;

• si f ∈ C0(I,K) et si f ne s’annule pas sur I, alors
1

f
est continue sur I.

Preuve :

Ceci découle directement des propriétés des limites en un point.

�

Proposition 6.4.1.6 Soient f, g ∈ C0(I,K).

(i) Alors |f | ∈ C0(I,R) ;

(ii) si de plus K = R, alors sup(f, g) et inf(f, g) sont aussi continues sur I.
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Preuve :

• Montrons (i).
Soit a ∈ I : montrons que |f | est continue en a. Pour tout x ∈ I, on a :∣∣|f(x)| − |f(a)|∣∣ � |f(x)− f(a)|

Or, lim
x→a

f(x) = f(a) (puisque f est continue sur I), soit encore :

lim
x→a

|f(x) − f(a)| = 0. Par suite, d’après le théorème des gendarmes,

lim
x→a

|f(x)| = |f(a)|, c’est-à-dire |f | est continue en a.

• Montrons (ii).
Pour cela, il suffit de remarquer que :

sup(f, g) =
1

2
(f + g + |f − g|) et inf(f, g) =

1

2
(f + g − |f − g|)

En utilisant (i) et le fait que l’ensemble des fonctions continues sur I est
un espace vectoriel, on déduit immédiatement que sup(f, g) et inf(f, g)
sont continues sur I.

�

Exercice 6.4.1.7 Faire la démonstration à la main (c’est-à-dire en utilisant la définition
formelle de la limite) en traitant les cas f(a) = g(a) puis f(a) > g(a) (montrer qu’alors,
au voisinage de a, sup(f, g) = f).

! Attention : la réciproque de la propriété (i) est fausse ! Autrement dit,

f ∈ C0(I,K) =⇒ |f | ∈ C0(I,K) mais |f | ∈ C0(I,K)=⇒× f ∈ C0(I,K)

Par exemple, f : x �−→ (−1)E(x) n’est pas continue sur R (elle est discontinue en tout
point entier relatif) alors que |f | = 1 est constante et donc continue sur R.

Proposition 6.4.1.8 On suppose ici que K = C. Soit f ∈ F(I,C). Alors les propriétés
suivantes sont équivalentes :

(i) f est continue sur I ;

(ii) $e(f) et "m(f) sont continues sur I ;

(iii) f : x �−→ f(x) est continue sur I.
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Preuve :

• Montrons (i) =⇒ (ii).
On suppose que f est continue sur I et on fixe a ∈ I. Alors f a une
limite en a et d’après la proposition 6.2.2.11, $e(f) et "m(f) ont donc
des limites en a, c’est-à-dire $e(f) et "m(f) sont continues en a. Ceci
étant vrai pour tout a ∈ I, $e(f) et "m(f) sont continues sur I.

• Montrons (ii) =⇒ (iii).
On suppose que $e(f) et "m(f) sont continues sur I. Alors, C0(I,C)
étant un C-espace vectoriel, $e(f)− i"m(f) est continue sur I, c’est-à-
dire f est continue sur I.

• Montrons enfin (iii) =⇒ (i).
On suppose que f est continue sur I et on fixe a ∈ I. On a alors pour
tout x ∈ I :

|f(x)− f(a)| = |f(x)− f(a)| = |f(x)− f(a)|

Or, lim
x→a

f(x) = f(a) donc lim
x→a

|f(x) − f(a)| = 0, ce qui permet de

conclure que lim
x→a

|f(x)− f(a)| = 0, c’est-à-dire lim
x→a

f(x) = f(a).
�

Remarque : on pouvait aussi remarquer que (i) ⇐⇒ (ii) toujours d’après la proposition
6.2.2.11 et ensuite conclure en remarquant que "m(f) est continue si et seulement si
−"m(f) est continue.

6.4.2 Composée de deux fonctions continues

Proposition 6.4.2.1 Soient I et J deux intervalles de R. Si f : I −→ J et g : J −→ K
sont deux fonctions continues sur I et J respectivement, alors g ◦ f est continue sur I.

Preuve :

Soit a ∈ I. f est continue au point a donc f admet f(a) pour limite en
a. De plus, g est continue au point f(a) ∈ J , donc g admet g(f(a)) pour
limite en f(a). D’après la proposition 6.2.5.1 (composition de limites),
g ◦ f admet g(f(a)) pour limite en a, c’est-à-dire g ◦ f est continue en a.
Ceci étant vrai pour tout point a ∈ I, g ◦ f est continue sur I. �

! Attention : la proposition dit simplement que si l’on compose des applications
continues, on obtient une application continue ! En revanche, on ne peut rien dire de
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la composée d’une application continue et d’une application non continue, ou de deux
applications non continues. Par exemple,

• f : x �−→ 1
2+x2

est continue sur R, g = E (partie entière) n’est pas continue sur R
mais g ◦ f = 0 est constante donc continue sur R ;

• f = g = χ[0,+∞[, alors g ◦ f = 1 est continue sur R, alors que f (et donc g) ne
sont pas continues en 0.

6.4.3 Restriction et caractère « local » de la continuité

Proposition 6.4.3.1 Si f est continue sur I et J ⊂ I, alors f|J est continue sur J .

Preuve :

Soit a ∈ J . Montrons que f|J est continue en a. Soit (an)n∈N ∈ JN telle
que (an)n∈N converge vers a. Alors, la suite (an)n∈N est aussi une suite
d’éléments de I qui converge vers a et f est continue en a. D’après la ca-
ractérisation séquentielle de la continuité, (f(an))n∈N converge vers f(a).
Or, pour tout entier n ∈ N, f(an) = f|J (an) donc la suite (f|J (an))n∈N
converge vers f(a) = f|J (a).
Ceci étant vrai pour toute suite (an)n∈N ∈ JN de limite a, on en déduit
que f|J est continue en a.
Et à nouveau, ceci étant vrai pour tout a ∈ J , f|J est continue sur J .

�

La proposition suivante ne sera pas réellement utile dans ce chapitre mais le sera
dans le cours sur les séries de fonctions ou sur les intégrales à paramètre (voir cours de
mathématiques spéciales 1, respectivement 2).

Proposition 6.4.3.2 Si f est continue sur tout segment inclus dans I, alors f est
continue sur I. On dit que la continuité est une propriété locale.

Preuve :

C’est évident car si a ∈
◦
I, il existe r > 0 tel que [a − r, a + r] ⊂ I et la

continuité sur [a− r, a+ r] implique la continuité de f en a. Si a est une
borne (fermée) de I, on procède de même sur un intervalle [a, a + r] si
a = min I et [a− r, a] si a = max I.

�
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6.4.4 Prolongement par continuité

Proposition 6.4.4.1 Soient I un intervalle d’intérieur non vide, f : I −→ K et
a ∈ I \ I et a ∈ R (c’est-à-dire a est une borne ouverte et finie de l’intervalle I). On
suppose que lim

x→a
f(x) = � avec � ∈ K (autrement dit, on suppose que f a une limite

(finie) en a). Alors on peut prolonger f par continuité en a en posant :

f̄ : I ∪ {a} −→ K

x �−→
{
f(x) si x �= a
� si x = a

L’application f̄ est l’unique prolongement de f qui est continu en a.

Preuve :

• Montrons pour commencer que f̄ est continue en a.

Soit ε > 0. Par définition de la limite, il existe α > 0 tel que :

∀x ∈ I ∩ [a− α, a+ α] , |f(x)− �| � ε

Soit x ∈ (I ∪ {a}) ∩ [a− α, a+ α]. On a alors deux cas :

∗ si x = a, alors f̄(x) = � donc |f̄(x)− �| � ε ;

∗ si x �= a, alors f̄(x) = f(x) donc |f̄(x)− �| = |f(x)− �| � ε.

Ce qui prouve que :

∀ε > 0 , ∃α > 0 , ∀x ∈ (I ∪ {a}) ∩ [a− α, a+ α] , |f̄(x)− f̄(a)| � ε

c’est-à-dire que f̄ est bien un prolongement de f qui est continu en a.

• Montrons à présent que c’est l’unique prolongement de f à I ∪ {a} qui
est continu en a.
Soit g un prolongement de f à I∪{a} qui est continu en a. Par définition,

∀x ∈ I , g(x) = f(x) = f̄(x)

Par ailleurs, puisque g est continue en a, on a aussi :

g(a) = lim
x→a
x�=a

g(x) = lim
x→a
x�=a

f(x) = � = f̄(a)

Par suite, g = f̄ .
�
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Exemple 6.4.4.2 La fonction f :
]0,+∞[ −→ R

x �−→ x sin
(
1
x

) se prolonge en une fonction

continue sur [0,+∞[ en posant f(0) = 0. En effet, f(x) =
x→0+

O(x) donc d’après le

théorème des gendarmes, lim
x→0
x>0

f(x) = 0.

En revanche, cela n’a aucun sens de dire qu’on prolonge f par continuité en +∞ ! Ici :

sin

(
1

x

)
∼

x→+∞

1

x
donc f(x) ∼

x→+∞
1

c’est-à-dire lim
x→+∞

f(x) = 1, autrement dit f a bien une limite finie en +∞ mais on ne

peut pas prolonger par continuité en +∞ car par définition, Df ⊂ R.

Remarque : attention, si f est définie sur ]a, b] avec −∞ < a < b, on peut toujours
prolonger f à [a, b] en posant f(a) = 0 (ou f(a) = π). Le théorème précédent parle
uniquement de prolongement par continuité.

Exercice 6.4.4.3 Soit f : ]a, b] −→ K, avec (a, b) ∈ R2 et a < b. Montrer que f a un
prolongement continu en a si et seulement si f a une limite (finie si K = R) en a.

Corollaire 6.4.4.4 Si f ∈ C0(]a, b[,K) et si f admet des limites (finies) en a et en b,
alors f admet un unique prolongement continu sur le segment [a, b].

Preuve :

C’est une conséquence directe de la proposition précédente.
�

! Attention : le théorème ne s’applique pas tel quel en dehors d’une borne ouverte de
l’intervalle. Autrement dit, si f est continue sur R� et f admet des limites finies à droite
et à gauche en 0, on ne peut pas conclure qu’on peut prolonger f par continuité en 0 !
Il faut rajouter la condition « admet des limites finies à droite et à gauche en 0 qui sont
égales ».

Par exemple, si f :
R� −→ R

x �−→
{

1 si x > 0
−1 si x < 0

, alors :

• lim
x→0
x>0

f(x) = 1 donc on peut prolonger f par continuité sur [0,+∞[ ;

• lim
x→0
x<0

f(x) = −1 donc on peut prolonger f par continuité sur ]− ∞, 0] ;

• en revanche, on ne peut pas prolonger f par continuité sur R.
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6.4.5 Théorème des valeurs intermédiaires

! Attention : dans ce paragraphe, les fonctions considérées sont à valeurs réelles
uniquement ! ! Le théorème des valeurs intermédiaires ne s’applique absolument pas aux
fonctions à valeurs complexes !

Théorème 6.4.5.1 (Valeurs intermédiaires) Soit I un intervalle d’intérieur non
vide et soit f : I −→ R une fonction continue. Alors f(I) est un intervalle.
Autrement dit, si a, b ∈ I et si k ∈ R est compris entre f(a) et f(b), alors l’équation
f(x) = k admet au moins une solution dans I.

Corollaire 6.4.5.2 Soient f continue sur l’intervalle I, à valeurs réelles, et a, b ∈ I
tels que f(a)f(b) � 0. Alors f s’annule au moins une fois sur I.

Corollaire 6.4.5.3 Soit f continue sur l’intervalle I, à valeurs réelles, et ne s’annu-
lant pas sur I. Alors f garde un signe constant strict sur l’intervalle I.

Preuve du théorème des valeurs intermédiaires :

On veut montrer que, sous les hypothèses du théorème, f(I) est un in-
tervalle, c’est-à-dire qu’on veut montrer que :

∀(α, β) ∈ f(I)2 , (α < β =⇒ [α, β] ⊂ f(I))

Soient α, β ∈ f(I) tels que α < β et soit γ ∈ [α, β]. Montrons que
γ ∈ f(I).
Tout d’abord, par définition de l’ensemble f(I), il existe a, b ∈ I tels que
f(a) = α et f(b) = β. Quitte à remplacer f par x �−→ f(−x), on peut
toujours supposer que a < b.

• Si γ = α ou γ = β, alors γ ∈ {f(a)} ∪ {f(b)} ⊂ f(I) et le résultat est
prouvé.
• On suppose à présent que α < γ < β et on considère l’ensemble :

E = {x ∈ [a, b] , f(x) � γ}
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E est une partie non vide (elle contient a) et majorée (par b) de R : elle
admet donc une borne supérieure dans R. Soit c = supE. Montrons que
f(c) = γ.

∗ Tout d’abord, d’après la caractérisation de la borne supérieure
dans R, pour tout entier n > 0, il existe xn ∈]c − 1

n
, c] tel que

xn ∈ E. Ceci définit une suite (xn) d’éléments de E ⊂ [a, b].

D’après le théorème des gendarmes, (xn) converge vers c et par
définition de E :

∀n ∈ N� , f(xn) � γ

Par continuité de f en c, on obtient, en passant à la limite :

f(c) � γ

∗ Ensuite, d’après ce qui précède c ∈ E et donc c = maxE. On en
déduit donc que c < b (puisque b /∈ E). Pour tout entier n � n1

(avec n1 = E( 1
b−c)+1), c+ 1

n
∈ [a, b] et est strictement plus grand

que supE. Par suite, c + 1
n
/∈ E, c’est-à-dire : f(c + 1

n
) > γ. En

passant à la limite, on obtient (par continuité de f en c) :

f(c) � γ

Par conséquent, f(c) = γ avec c ∈ [a, b] ⊂ I.

�

Remarque : on peut aussi utiliser l’algorithme de dichotomie pour déterminer une solu-
tion de f(x) = k = γ. Cet algorithme s’effectue de la façon suivante :

• on pose a0 = a, b0 = b, et c0 =
a0+b0

2
;

• si f(a0) � γ � f(c0), on pose a1 = a0, b1 = c0 et c1 =
a1+b1

2
;

• sinon, on pose a1 = c0, b1 = b0 et c1 =
a1+b1

2
;

• on recommence.

On construit ainsi une suite de segments embôıtés ([an, bn]) dont le diamètre tend vers 0
et tels que :

∀n ∈ N , f(an) � γ � f(bn)

D’après le théorème des segments embôıtés,
⋂
n∈N

[an, bn] = {�} et on vérifie que f(�) = γ.

L’avantage de cette méthode est qu’elle permet dans la pratique de déterminer une valeur
approchée d’une solution de l’équation f(x) = γ.

Exercice 6.4.5.4 Rédiger proprement la démonstration proposée en remarque.
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Application : programmation de l’algorithme

Prenons par exemple le cas de la fonction f définie par f(x) = x3 + x − 1 et a = 0 et
b = 1. On peut alors saisir les instructions suivantes sous Scilab :

- -> function y = f(x) ;
y = x3 + x− 1 ;
endfunction ; (ceci permet de définir la fonction f)

function l=g(e) (ici e désigne la précision)
a=0 ;b=1 ; (affectation des variables a et b)
while (b-a>e) (boucle « tant que »)
if f((a+b)/2)<0 then a=(a+b)/2 ;b=b ; (boucle de test)
else a=a ;b=(a+b)/2 ; (suite de la boucle de test)
end ; (fin de la boucle if)
end ; (fin de la boucle while)
format(20) ; (nombres de chiffres significatifs)
l=a (le résultat que doit renvoyer le programme)
endfunction (fin du programme)

! Attention : le théorème des valeurs intermédiaires est faux pour une fonction à
valeurs complexes ! Par exemple, si on considère la fonction f définie sur le segment [0, π]
par : ∀x ∈ [0, π] , f(x) = eix, alors f est clairement continue sur [0, π] puisque cos et sin
le sont. De plus, f(0) = 1 et f(π) = −1. On a bien 0 ∈ [−1, 1] et pourtant, l’équation
f(x) = 0 n’a pas de solution !

Remarque : la continuité est une condition suffisante, mais pas nécessaire, pour qu’une
fonction vérifie la propriété des valeurs intermédiaires ! On verra en exercice que toute
fonction dérivée vérifie la propriété des valeurs intermédiaires (théorème de Darboux, voir
le chapitre de dérivation du cours de mathématiques supérieures 2).

Preuve du premier corollaire (corollaire 6.4.5.2) :

Avec les hypothèses du corollaire, 0 ∈ [f(a), f(b)] ∪ [f(b), f(a)]. Or,
d’après le théorème des valeurs intermédiaires, f([a, b]) est un intervalle et
(f(a), f(b)) ∈ f([a, b])2 donc 0 ∈ f([a, b]), c’est-à-dire qu’il existe c ∈ [a, b]
tel que 0 = f(c).

�

Preuve du second corollaire (corollaire 6.4.5.3) :

Si f ne garde pas un signe constant strict, alors il existe (a, b) ∈ I2 tel
que f(a)f(b) � 0. D’après le premier corollaire, il existe c ∈ I tel que
f(x) = 0, ce qui est absurde.

�
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6.4.6 Image d’un segment par une fonction continue

Théorème 6.4.6.1 Soient a, b deux réels tels que a � b et soit f : [a, b] −→ R une
fonction continue et à valeurs réelles. Alors f([a, b]) est un segment. Autrement dit, il
existe deux réels m et M tels que m �M et f([a, b]) = [m,M ].
En particulier, f est bornée sur [a, b] et atteint ses bornes sur [a, b], c’est-à-dire :

sup
x∈[a,b]

f(x) = max
x∈[a,b]

f(x) et inf
x∈[a,b]

f(x) = min
x∈[a,b]

f(x)

Preuve :

D’après le théorème des valeurs intermédiaires (qui s’applique puisque
f est continue sur I = [a, b] et est à valeurs réelles), f([a, b]) est un
intervalle.

• Montrons que f([a, b]) est majoré et que sup
x∈[a,b]

f(x) = max
x∈[a,b]

f(x).

∗ Si f n’est pas majorée sur [a, b], alors :

∀n ∈ N , ∃xn ∈ [a, b] , f(xn) � n

Pour chaque entier n, on fixe un tel xn, ce qui définit une suite
(xn)n∈N d’éléments de [a, b]. La relation précédente montre direc-
tement que lim

n→+∞
f(xn) = +∞.

Par ailleurs, puisque pour tout entier n, xn ∈ [a, b], la suite
(xn)n∈N est une suite réelle bornée. D’après le théorème de
Bolzano-Weierstrass, il existe une suite extraite (xϕ(n))n∈N qui
converge. Notons � la limite de (xϕ(n)). On a alors :

� d’une part : ∀n ∈ N , xϕ(n) ∈ [a, b]. En passant à la limite,
� ∈ [a, b]. De plus, par continuité de f en � :

lim
n→+∞

f(xϕ(n)) = f(�)

� d’autre part, ∀n ∈ N , f(xϕ(n)) � ϕ(n) � n. Par suite,

lim
n→+∞

f(xϕ(n)) = +∞

Ainsi, (f(xϕ(n)))n∈N converge vers f(�) et diverge vers +∞, ce
qui est absurde. Par conséquent, f est majorée sur [a, b].

∗ Ainsi, {f(x) , x ∈ [a, b]} est un intervalle non vide et majoré de
R, il admet donc une borne supérieure dans R.
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PosonsM = sup{f(x) , x ∈ [a, b]} et montrons queM est en fait
un maximum.
D’après la caractérisation de la borne supérieure dans R :

∀n ∈ N , ∃tn ∈ [a, b] , M − 1

n+ 1
< f(tn) �M

Pour chaque entier n, on fixe un tel réel tn, ce qui définit à nou-
veau une suite réelle bornée (tn). Toujours d’après le théorème
de Bolzano-Weierstrass, il existe une suite extraite (tψ(n))n∈N qui
converge. Sa limite c appartient à [a, b] et on a :

∀n ∈ N , M − 1

ψ(n) + 1
< f(tψ(n)) �M

Or, f est continue en c et lim
n→+∞

ψ(n) = +∞ : d’après le théorème

des gendarmes, f(c) = lim
n→+∞

f(tψ(n)) =M .

Par suite, M ∈ {f(x) , x ∈ [a, b]}, c’est-à-dire M = max
x∈[a,b]

f(x).

• En appliquant ce qui précède à −f (qui vérifie bien les mêmes hypo-
thèses que f), on en déduit que f est également minorée sur [a, b] et que
inf{f(x) , x ∈ [a, b]} = min{f(x) , x ∈ [a, b]}. �

Remarques :

• pour raccourcir la démonstration, on aurait pu définir M = sup[a,b] f dans R et
introduire directement une suite (xn) d’éléments de [a, b] avec lim

n→+∞
f(xn) = M

(toujours dans R). La même méthode montre alors que M = f(c) : donc M est
fini et M ∈ f([a, b]).

• souvent, on énonce ce théorème sous l’une des deux formes suivantes :

(i) l’image d’un segment par une fonction continue est un segment ;
(ii) toute fonction continue sur un segment est bornée et atteint ses bornes.

Attention, dans cette formulation, on n’a jamais précisé que f est à valeurs
réelles !

Exemple 6.4.6.2 Soit T > 0 et soit f une fonction continue sur R, T -périodique, à
valeurs réelles. Montrons que f est bornée sur R et qu’elle atteint ses bornes.

• Puisque f est continue sur R, elle l’est aussi sur le segment [0, T ]. Par conséquent, f
est bornée et atteint ses bornes sur le segment [0, T ]. Autrement dit, il existe a ∈ [0, T ] et
b ∈ [0, T ] tels que :

f(a) = min
x∈[0,T ]

f(x) et f(b) = max
x∈[0,T ]

f(x)
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• Montrons alors que : ∀x ∈ R , f(a) � f(x) � f(b).

Soit x ∈ R. Posons n = E
(
x
T

)
. Alors par définition, n � x

T
< n+ 1 et donc :

(x− nT ) ∈ [0, T [⊂ [0, T ]

Il s’ensuit que :
f(a) � f(x− nT ) � f(b)

Or, f est T -périodique donc f(x− nT ) = f(x) et finalement, f(a) � f(x) � f(b).

Exercice 6.4.6.3 Soit f : [0, 1] −→ R continue telle que : ∀x ∈ [0, 1] , f(x) > 0. Montrer
que :

∃ε > 0 , ∀x ∈ [0, 1] , f(x) � ε

Théorème 6.4.6.4 Soient a � b deux réels et f : [a, b] −→ C une fonction continue.
Alors f est bornée sur [a, b] et de plus, |f | atteint ses bornes sur [a, b] :

sup
x∈[a,b]

|f(x)| = max
x∈[a,b]

|f(x)| et inf
x∈[a,b]

|f(x)| = min
x∈[a,b]

|f(x)|

Preuve :

Il suffit d’appliquer le théorème précédent à la fonction |f | qui est conti-
nue sur le segment [a, b] (car f l’est) et à valeurs réelles.

�

Remarque : ce résultat sera généralisé dans le cours de mathématiques spéciales 1 :
« l’image d’un compact par une application continue est un compact ».

6.4.7 Continuité de la bijection réciproque

Théorème 6.4.7.1 Soit f une application strictement monotone et continue sur I.
Alors f réalise une bijection de I sur l’intervalle J = f(I) et sa bijection réciproque
f−1 : J −→ I est continue sur J .

La preuve de la continuité de f−1 est admise, la voici pour ceux qui sont
intéressés.
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Preuve :

Il reste seulement à prouver la continuité de f−1. Quitte à travailler avec
−f , on peut toujours supposer que f est strictement croissante.
Soit b ∈ J et a ∈ I tel que b = f(a). Montrons que f−1 est continue en
b. On suppose que b n’est pas une borne de l’intervalle J . On fixe ε > 0
que l’on choisit tel que [a− ε, a+ ε] ⊂ I. On a alors pour tout y ∈ J :

|f−1(y)− f−1(b)| � ε ⇐⇒ a− ε � f−1(y) � a+ ε

⇐⇒ f(a− ε) � y � f(a+ ε)

La fonction f étant strictement croissante, on a

f(a− ε) < f(a) < f(a+ ε)

Il existe alors un réel α > 0 tel que [f(a)−α, f(a)+α] ⊂ [f(a−ε), f(a+ε)],
c’est-à-dire [b− α, b+ α] ⊂ [f(a− ε), f(a+ ε)].
On a pour un tel α :

∀y ∈ J , |y − b| � α =⇒ |f−1(y)− f−1(b)| � ε

�

Corollaire 6.4.7.2 Si f : I −→ J (avec I, J deux intervalles) est continue et bijec-
tive, alors f−1 est continue.

Preuve :

On verra en exercice que si f est continue, alors f est injective si et seule-
ment si f est strictement monotone. On peut donc appliquer le théorème
précédent.

�

6.4.8 Continuité uniforme et théorème de Heine

La notion de continuité uniforme n’est pas un objectif principal de ce chapitre. Essen-
tiellement, cette notion est importante pour démontrer les théorèmes d’approximations
comme le théorème de Weierstrass (voir cours sur les suites et séries de fonctions (mathé-
matiques spéciales 1)) ou l’approximation des fonctions continues par morceaux sur un
segment par des fonctions en escalier (voir cours d’intégration (cours de mathématiques
supérieures 2)). Elle est aussi importante dans d’autres domaines par application du théo-
rème de prolongement des applications uniformément continues. En ce qui nous concerne,
ce paragraphe peut être omis en première lecture.
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Définition 6.4.8.1 Soit I un intervalle et soit f : I −→ K. On dit que f est unifor-
mément continue sur I si :

∀ε > 0 , ∃α > 0 , ∀(x, y) ∈ I2 , |x− y| � α =⇒ |f(x)− f(y)| � ε

Exercice 6.4.8.2 Quelle est la différence avec la définition de f continue sur I ? Du coup,
justifiez le choix du mot « uniformément ».

Exemple 6.4.8.3 Les fonctions affines sont uniformément continues sur R. En effet, si
(a, b) ∈ R2, alors pour tout ε > 0, en posant α = ε

|a|+1
, on a pour tout (x, y) ∈ R2 :

|x− y| � α =⇒ |(ax+ b)− (ay + b)| � |a| × α

=⇒ |(ax+ b)− (ay + b)| � ε

Exercice 6.4.8.4 Montrer que sin est uniformément continue sur R.

Proposition 6.4.8.5 Soit f : I −→ K. Alors les énoncés suivants sont équivalents :

(i) f est uniformément continue sur l’intervalle I ;

(ii) pour toutes suites (xn)n∈N, (yn)n∈N ∈ IN telles que (yn−xn) converge vers 0, la
suite (f(yn)− f(xn))n∈N converge vers 0.

Preuve :

• Montrons (i) =⇒ (ii)

On suppose que f est uniformément continue sur I. Montrons (ii).
Soient (xn)n∈N et (yn)n∈N deux suites d’éléments de I telles que
lim

n→+∞
(yn − xn) = 0. Montrons que (f(yn) − f(xn))n∈N converge vers

0.

Soit ε > 0. Par hypothèse, f est uniformément continue sur I donc :

∃α > 0 , ∀(x, y) ∈ I2 , |x− y| � α =⇒ |f(x)− f(y)| � ε

Soit un tel réel α > 0. Toujours par hypothèse, lim
n→+∞

(xn − yn) = 0. Il

existe donc un entier n0 tel que :

∀n � n0 , |xn − yn| � α
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Mais alors, puisque (xn)n∈N et (yn)n∈N sont des suites à valeurs dans I,
on a :

∀n � n0 , |f(xn)− f(yn)| � ε

Ce qui prouve que (f(xn)− f(yn))n∈N converge vers 0.

• Montrons (ii) =⇒ (i) par contraposée.

On suppose que f n’est pas uniformément continue sur I, c’est-à-dire :

∃ε > 0 , ∀α > 0 , ∃(x, y) ∈ I2 , |x− y| � α et |f(x)− f(y)| > ε

On fixe un réel ε > 0 vérifiant la propriété ci-dessus. Pour tout entier
n ∈ N�, on choisit α = 1

n
: il existe xn, yn ∈ I tels que : |xn − yn| � 1

n
et

|f(xn)− f(yn)| > ε.

Ceci définit deux suites (xn) et (yn), d’éléments de I, qui vérifient :

∗ ∀n ∈ N� , |xn − yn| � 1
n
donc lim

n→+∞
(xn − yn) = 0 ;

∗ ∀n ∈ N� , |f(xn) − f(yn)| > ε. Par conséquent, (f(xn) − f(yn))
ne peut pas converger vers 0.

Ce qui prouve la propriété non (ii).
�

Proposition 6.4.8.6 Soit f : I −→ K une fonction définie sur l’intervalle I. Alors :

f lipschitzienne =⇒ f uniformément continue =⇒ f continue

De plus, chacune des réciproques est fausse.

Preuve :

• Montrons f lipschitzienne =⇒ f uniformément continue .
On suppose que f est k-lipschitzienne sur I avec k � 0.
Soient ε > 0 et α = ε

k+1
> 0. Pour tout (x, y) ∈ I2 tel que |x− y| � α,

|f(x)− f(y)| � k|x− y| � kα � ε

Ce qui prouve que f est uniformément continue sur I.

• L’implication f uniformément continue =⇒ f continue est évidente.
En effet, supposons que f soit uniformément continue sur I et fixons
a ∈ I. Soit ε > 0. Il existe α > 0 tel que :

∀(x, y) ∈ I2 , |x− y| � α =⇒ |f(x)− f(y)| � ε
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En particulier,

∀x ∈ I , |x− a| � α =⇒ |f(x)− f(a)| � ε

Ce qui prouve que f est continue au point a.

• Montrons que les réciproques sont fausses.

∗ Montrons que x �−→ √
x est uniformément continue sur [0, 1]

mais pas lipschitzienne.

� Soit ε > 0. Posons α = ε2 > 0. Alors, pour tout (x, y) ∈ [0, 1]2

tel que |x− y| � α,

− si
√
x+

√
y � ε, alors |√x− √

y| � √
x+

√
y � ε ;

− si
√
x+

√
y > ε, alors :

|√x− √
y| = |x− y|√

x+
√
y
<

|x− y|
ε

� ε

Ce qui prouve que x �−→ √
x est uniformément continue sur

[0, 1].

� Pour tout x ∈]0, 1], |√x− √
0|

|x− 0| =
1√
x
. Or, lim

x→0
x>0

1√
x

= +∞

donc x �−→ |√x− √
0|

|x− 0| n’est pas majorée sur ]0, 1].

Ce qui prouve que x �−→ √
x n’est pas lipschitzienne sur [0, 1].

∗ Montrons que x �−→ x2 est continue sur Rmais pas uniformément
continue sur R.
La continuité est évidente. Pour montrer qu’elle n’est pas unifor-
mément continue, on utilise la caractérisation séquentielle. Soit
(xn)n∈N et (yn)n∈N définies par :

∀n ∈ N , xn = n+ 1 et yn = xn +
1

n+ 1

Alors :

� lim
n→+∞

(xn − yn) = 0 ;

� pour tout n ∈ N, y2n − x2n = 2+ 1
(n+1)2

donc la suite (y2n − x2n)
ne converge pas vers 0.

Ainsi, x �−→ x2 n’est pas uniformément continue sur R. �
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Exercice 6.4.8.7 Proposer une autre preuve de la seconde implication, à l’aide de suites.

Théorème 6.4.8.8 (Heine) Toute fonction continue sur un segment, à valeurs
réelles ou complexes, est uniformément continue sur ce segment.

Preuve :

Soient a < b deux réels et f : [a, b] −→ K une fonction continue sur [a, b].
Montrons que f est uniformément continue sur [a, b] en raisonnant par
l’absurde.
Supposons que f ne soit pas uniformément continue sur [a, b]. Alors :

∃ε > 0 , ∀α > 0 , ∃(x, y) ∈ [a, b]2 , |x− y| � α et |f(x)− f(y)| > ε

On fixe un tel ε > 0 et, comme dans la preuve de la proposition précé-
dente, on choisit pour n ∈ N, xn, yn deux éléments de [a, b] tels que :

|xn − yn| � 1

n+ 1
et |f(xn)− f(yn)| > ε

La suite (xn)n∈N est bornée (et réelle) : d’après le théorème de Bolzano-
Weierstrass, il existe une suite extraite (xϕ1(n)) de (xn) qui converge vers
� et � ∈ [a, b].
Ensuite, on considère la suite (yϕ1(n)) : cette suite est également réelle
et bornée donc il existe une suite extraite (y(ϕ1◦ϕ2)(n)) de (yϕ1(n)) qui
converge vers �′ avec �′ ∈ [a, b].
On pose ϕ = ϕ1 ◦ ϕ2 (qui est bien une extraction, c’est-à-dire une ap-
plication strictement croissante de N dans N) : par construction (yϕ(n))
converge vers �′ et (xϕ(n)) converge vers � (car c’est une suite extraite de
la suite convergente (xϕ1(n))).

Or, ∀n ∈ N , |xϕ(n) − yϕ(n)| � 1
ϕ(n)+1

� 1
n+1

avec lim
n→+∞

1

n+ 1
= 0 donc

� = �′.
Ainsi, (xϕ(n)) et (yϕ(n)) convergent vers la même limite � ∈ [a, b]. Or,
f est continue en � donc d’après la caractérisation séquentielle de la
limite, (f(xϕ(n))) et (f(yϕ(n))) convergent toutes les deux vers f(�), et par
conséquent, la suite (f(xϕ(n))− f(yϕ(n))) converge vers 0. Ceci contredit
le fait que :

∀n ∈ N , |f(xϕ(n))− f(yϕ(n))| > ε
�

Remarque : notez bien au passage que dans la preuve, on a démontré que si (xn)n∈N et
(yn)n∈N sont deux suites réelles bornées, alors il existe une extraction ϕ telle que (xϕ(n)) et
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Chapitre 6 Fonctions réelles ou complexes d’une variable réelle

(yϕ(n)) convergent. Ceci fournit une preuve du théorème de Bolzano-Weierstrass pour une
suite complexe. En effet, si (zn)n∈N ∈ CN est bornée, alors les suites (xn) = ($e(zn)) et
(yn) = ("m(zn)) sont bornées et donc on peut extraite simultanément (xϕ(n)) et (yϕ(n)) qui
convergent. Alors (zϕ(n)) converge car ses parties réelle et imaginaire sont convergentes.

Remarque : on retrouve donc aussi de façon immédiate que x �−→ √
x est uniformément

continue sur [0, 1] car c’est une fonction continue sur un segment.

6.5 Bilan sur les différences entre fonctions à valeurs

réelles ou complexes

Dans les parties précédentes, on a déjà traité les fonctions à valeurs complexes. Attention,
ce sont encore des fonctions d’une variable réelle ! La seule différence est que les valeurs
prises par ces fonctions sont des nombres complexes. On résume ici les définitions et
propriétés qui restent valables pour les fonctions à valeurs complexes et celles qui ne le
sont plus (c’est-à-dire qui sont spécifiques aux fonctions à valeurs réelles).

Essentiellement, c’est facile à retenir : les propriétés ou définitions faisant intervenir la
relation d’ordre dans R sont fausses sur C.

1. Pour une fonction f : I −→ C, on définit les fonctions réelles :

(a) la fonction partie réelle de f :
$e(f) : I −→ R

x �−→ $e(f(x))

(b) la fonction partie imaginaire de f :
"m(f) : I −→ R

x �−→ "m(f(x))

(c) la fonction module de f :
|f | : I −→ R+

x �−→ |f(x)|
(d) on peut aussi définir la fonction conjuguée de f qui est à valeurs complexes :

f : I −→ C
x �−→ f(x)

2. Soit f : I −→ C. On dit que f est bornée si :

∃M � 0 , ∀x ∈ I , |f(x)| �M

3. Soient f : I −→ C, a ∈ I et � ∈ C. On dit que f admet � pour limite en a si :

∀ε > 0 , ∃V ∈ Vf (a) , ∀x ∈ I ∩ V , |f(x)− �| � ε
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4. Si f admet une limite en a, alors cette limite est unique.

5. Soient f : I −→ C et a ∈ I. Alors :

f admet une limite en a ⇐⇒ $e(f) et "m(f) admettent des limites finies en a

Dans ce cas, lim
x→a

f(x) = lim
x→a

($e(f)(x)) + i× lim
x→a

("m(f)(x)).

6. Si f admet une limite en a, alors f est bornée au voisinage de a.

7. L’arithmétique des limites reste valable pour les fonctions à valeurs complexes.

8. On dit que f est continue en a ∈ I si f admet une limite en a. Dans ce cas, cette
limite est nécessairement f(a).

9. La caractérisation séquentielle (par les suites) de la limite (ou de la continuité)
est encore valable.

10. Théorème de comparaison : si pour tout x proche de a, |f(x)| � g(x), avec g une
fonction à valeurs réelles et positives, et si lim

x→a
g(x) = 0, alors lim

x→a
f(x) = 0.

11. La définition d’une fonction lipschitzienne reste valable.

12. Si f : [a, b] −→ C est continue, alors |f | est bornée et atteint ses bornes sur [a, b].
13. La définition de l’uniforme continuité reste valable.

14. Le théorème de Heine reste valable.

15. Les définitions et propriétés avec les o, O et ∼ restent valables (sauf les propriétés
de signe).

! Attention : en revanche, tous les théorèmes ou définitions faisant intervenir la
relation d’ordre dans R sont faux. Par exemple,

1. La notion de fonction complexe monotone n’a aucun sens !

2. La notion de fonction complexe majorée (ou minorée) n’a aucun sens !

3. Le théorème de la limite monotone n’est plus valable !

4. Le théorème des valeurs intermédiaires ne s’applique pas !

5. L’image d’un segment par une fonction continue à valeurs complexes n’est plus
un segment !
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6.6 Exercices

Exercice 6.6.1 En revenant à la définition formelle, montrer que lim
x→1

x√
x2 + 3

=
1

2
.

Exercice 6.6.2 Démontrer que toute fonction définie sur R, périodique et admettant une
limite en +∞ est constante.

Exercice 6.6.3 Soit I un intervalle d’intérieur non vide.

1. On suppose que I est borné. Montrer que si f est une fonction lipschitzienne sur
I, alors f est bornée.

2. En déduire que si I est borné, alors le produit de deux fonctions lipschitziennes
sur I est encore une fonction lipschitzienne.

3. Montrer que le résultat de la question 2 n’est pas toujours vrai si I n’est pas
borné.

Exercice 6.6.4 Étudier la continuité de f définie sur R par : f(x) =

{
x si x ∈ Q
1− x sinon

.

La fonction f est-elle bijective ?

Exercice 6.6.5 Étudier les limites aux bornes et la continuité des applications suivantes :

f(x) = E(x) ; g(x) = E

(
1

x

)
; h(x) = (−1)E(x)(x−E(x)) ; l(x) = E(x)+

√
x− E(x)

Exercice 6.6.6 Déterminer les fonctions continues en 0, à valeurs dans R, vérifiant :
∀x, y ∈ R , f(x+ y) = f(x)f(y).

Exercice 6.6.7 Déterminer les applications de R dans R, continues en 0, et vérifiant la
relation : ∀x ∈ R , f(2x) = f(x).

Exercice 6.6.8

1. Donner un exemple d’application f : R −→ R non constante vérifiant la relation :
∀x ∈ R , f(x2) = f(x).

2. Soit f : R −→ R une application. On suppose que f est continue en 0 et en 1 et
qu’elle vérifie la relation : ∀x ∈ R , f(x2) = f(x). Montrer que f est constante.
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Exercice 6.6.9 Déterminer toutes les applications f , continues de R dans R, et vérifiant :

∀(x, y) ∈ R2 , f(x+ y) + f(x− y) = 2(f(x) + f(y))

Exercice 6.6.10 Trouver un équivalent simple en 0 des fonctions suivantes :

f(x) = cos(sin x) ; g(x) = ln(cos x) ; h(x) = ln(sin x) ; i(x) = cos(ax)− cos(bx)

j(x) = ax − bx ; k(x) = arctan(shx) ; l(x) =
4
√
1 + x2 − 4

√
1− x2

Exercice 6.6.11 Déterminer un équivalent simple de chacune des fonctions en +∞ :

f(x) = sin(e−x) ; g(x) = ln cos

(
1

x2

)
; h(x) =

√
x2 + x+ 1−

√
x2 − x+ 1

Exercice 6.6.12 Calculer les limites suivantes en utilisant les équivalents :

lim
x→0

ln(x) tan(2x) ; lim
x→0

ln(cos(ax))

ln(cos(bx))
; lim

x→0

ln(1 + tan x)

1− cos(2x)

Exercice 6.6.13 Déterminer les limites suivantes :

lim
x→ 1

2

(2x2 − 3x+ 1) tan(πx) ; lim
x→0

ln x× ln
(
1 + ln(1 + x)

)
; lim

x→0
(1 + tan x)

1
sin x

Exercice 6.6.14 Déterminer, si elles existent, les limites suivantes :

lim
x→π

2
x<π

2

ln

(
2x

π

)
exp

(
1

cos x

)
; lim

x→0
cotan(x) ln(1 + sin x) ; lim

x→0

sin x ln(1 + x2)

x tan x

lim
x→0

(
1

x(x+ 1)ex
− 1

x cos x

)
; lim

x→0
x>0

(cosx)lnx ; lim
x→+∞

(
ln(1 + e−x)

) 1
x

Exercice 6.6.15

1. Soient u et v deux fonctions équivalentes en a. Montrer que :

eu(x) ∼
x→a

ev(x) ⇐⇒ u(x)− v(x) =
x→a

o(1)

2. On note E(x) la partie entière d’un nombre réel x.

(a) Soit α ∈]0, 1[. Montrer que : eE(x)α ∼
x→+∞

ex
α
. On pourra utiliser la question 1.

(b) Montrer que si β � 1, alors eE(x)β et ex
β
ne sont pas équivalents en +∞.

Indication : on pourra introduire la suite (xn) = (n+ 1
2
).
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Exercice 6.6.16 Soit f : ]0,+∞[−→ R telle que f est croissante et x �−→ f(x)

x
est

décroissante. Montrer que f est continue.

Exercice 6.6.17 Soit f une application de I dans R. On suppose que f est monotone et
que f(I) est un intervalle. Montrer que f est continue.

Exercice 6.6.18 Soit f : [0, 1] −→ [0, 1] continue. Montrer que f admet un point fixe.

Exercice 6.6.19 Soit f une fonction continue sur [0, 1], à valeurs réelles, et telle que
f(0) = f(1). Montrer que pour tout entier positif non nul n, il existe h ∈ [0, 1− 1

n
] tel que

f(h) = f(h+ 1
n
).

Indication : raisonner par l’absurde et calculer alors une somme de terme bien choisis.

Exercice 6.6.20 Soient f et g deux applications continues de [0, 1] dans [0, 1]. On sup-
pose que g ◦ f = f ◦ g. On veut montrer qu’il existe x0 ∈ [0, 1] tel que f(x0) = g(x0).

1. Première méthode : par l’absurde.

(a) Traduire mathématiquement l’hypothèse que l’on fait en raisonnant par l’ab-
surde.

(b) En déduire que quitte à échanger les rôles de f et g, on peut supposer que
∀x ∈ [0, 1] , f(x) > g(x).

(c) En déduire qu’il existe ε > 0 tel que : ∀x ∈ [0, 1] , f(x) � g(x) + ε.

(d) Montrer alors que pour tout entier n � 1, ∀x ∈ [0, 1] , fn(x) � gn(x) + nε, où
fn désigne f ◦ f · · · ◦ f (composée n fois).

Indication : on pourra commencer par comparer pour n ∈ N�, f ◦ gn et gn ◦ f .
(e) En déduire une contradiction et conclure.

2. Seconde méthode : par les points fixes.

(a) Montrer que l’ensemble Ef = {x ∈ [0, 1] , f(x) = x} est non vide.

(b) Justifier alors l’existence de α = inf Ef et β = supEf .

(c) Montrer qu’en fait, α = minEf et β = maxEf , c’est-à-dire que f(α) = α et
f(β) = β.

(d) On rappelle que g ◦ f = f ◦ g. Montrer que Ef est stable par g, c’est-à-dire
que :

∀x ∈ Ef , g(x) ∈ Ef

(e) En déduire les signes de g(β)− f(β) et de g(α)− f(α).

(f) Conclure.
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Exercice 6.6.21 Soit I un intervalle de R et f : I −→ R une fonction continue.

1. Montrer que si f est strictement monotone, alors elle est injective.

2. On souhaite établir la réciproque du résultat de la question précédente.

On suppose donc que f est une application continue et injective.

Soit (x0, y0) ∈ I2 tel que : x0 < y0. Les réels x0 et y0 sont fixés pour toute cette
question.

Soit alors (x, y) ∈ I2 tel que x < y. On appelle g la fonction :

g :
[0, 1] −→ R

t �−→ f (y0 + t(y − y0))− f (x0 + t(x− x0))

(a) Montrer que : ∀t ∈ [0, 1] , x0 + t(x− x0) < y0 + t(y − y0).

(b) Montrer que g ne s’annule par [0, 1].

(c) Que peut-on en déduire pour g ?

(d) En déduire que f(y)−f(x) et f(y0)−f(x0) ont le même signe pour tout (x, y)
de I2 tel que x < y.

(e) En déduire que f est strictement monotone.

Exercice 6.6.22 Soit f : [0, 1] −→ [0, 1] continue. Démontrer l’équivalence des deux
propriétés suivantes :

(i) f ◦ f = f ;

(ii) Il existe deux réels a et b tels que : 0 � a � f � b � 1 et ∀x ∈ [a, b] , f(x) = x.

Donner un exemple de fonction vérifiant (i) mais telle que f /∈< Id[0,1] >.

Exercice 6.6.23 Soit f : R −→ R continue.

1. On suppose que f admet des limites finies en +∞ et −∞. Montrer que f est
bornée. f atteint-elle ses bornes ?

2. On suppose que lim
x→+∞

f(x) = lim
x→−∞

f(x) = +∞. Montrer que f est minorée sur

R ? f admet-elle un minimum?

Exercice 6.6.24 Soit f : R+ −→ R continue telle que lim
x→+∞

[
f(x+ 1)− f(x)

]
= � ∈ R.

Montrer que lim
x→+∞

f(x)

x
= �.

Exercice 6.6.25 Soit f une application de R dans R, uniformément continue sur R.
Montrer qu’il existe A,B ∈ R tels que :

∀x ∈ R , |f(x)| � A|x|+ B
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Exercice 6.6.26 Soit f une fonction continue sur [0, 1] à valeurs réelles. On définit alors :

ϕ : [0, 1] −→ R
x �−→ sup

t∈[0,x]
f(t)

1. Justifier que l’application ϕ est bien définie.

2. Étudier les variations de ϕ.

3. Montrer que ϕ est continue sur [0, 1].

Exercice 6.6.27 La propriété de Borel-Lebesgue et quelques applications simples

1. La propriété de Borel-Lebesgue pour les segments.

Soit [a, b] un segment de R (avec a < b). On suppose qu’il existe une famille
(]ai, bi[)i∈I d’intervalles ouverts tels que :

[a, b] ⊂
⋃
i∈I

]ai, bi[

On veut alors prouver qu’il existe J une partie finie de I telle que :

[a, b] ⊂
⋃
i∈J

]ai, bi[

On note Pf (I) l’ensemble des parties finies de I.

On considère alors l’ensemble suivant :

A =

{
x ∈ [a, b] / ∃J ∈ Pf (I) , [a, x] ⊂

⋃
i∈J

]ai, bi[

}
(a) Montrer que A admet une borne supérieure.

(b) Démontrer que supA = maxA.

(c) Prouver enfin que maxA = b et conclure.

2. Soit f une application continue sur [a, b] à valeurs dans K. En utilisant la propriété
de Borel-Lebesgue, montrer que f est uniformément continue sur [a, b].

3. Soit f : [a, b] −→ R une application localement lipschitzienne, c’est-à-dire telle
que :

∀x ∈ [a, b] , ∃rx > 0 , ∃kx > 0 , ∀(u, v) ∈ [a, b]∩]x−rx, x+rx[ , |f(u)−f(v)| � kx|u−v|

Montrer que f est lipschitzienne sur [a, b] en utilisant la propriété de Borel-
Lebesgue.

4. Retrouver le résultat de la question précédente, en raisonnant par l’absurde, sans
utiliser la propriété de Borel-Lebesgue.
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Chapitre 7

Polynômes et fractions rationnelles

Prérequis : dans tout ce chapitre, les notions suivantes sont supposées connues :

• groupes, anneaux, corps et morphismes de groupes ou d’anneaux ;

• espaces vectoriels, sous-espaces vectoriels et applications linéaires ;

• arithmétique dans Z ;

• nombres complexes, racines n-ièmes d’un nombre complexe ;

• fonctions polynomiales et opérations sur les fonctions polynomiales.

Aucune connaissance spécifique sur les polynômes n’est supposée connue.
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7.1 Ensemble K[X ]

Dans tout ce chapitre, K désigne R ou C.

7.1.1 Algèbres et morphisme d’algèbres

Définition 7.1.1.1 Soit A un ensemble muni de deux lois de composition internes
notées + et × et d’une multiplication externe sur K, notée ·. On dit que (A,+,×, ·)
est une K-algèbre si :

(i) (A,+,×) est un anneau ;

(ii) (A,+, ·) est un K-espace vectoriel ;

(iii) Pour tout (x, y) ∈ A2 et tout λ ∈ K, (λ · x)× y = x× (λ · y) = λ · (x× y).

Si de plus × est commutative, on dit que A est une algèbre commutative.

Exemple 7.1.1.2 On a déjà vu plusieurs exemples dans les chapitres précédents.

• L’exemple le plus simple est K : K est une K-algèbre commutative (puisque K est
un corps commutatif).

• Si E est un K-espace vectoriel, (LK(E),+, ◦, ·) est une K-algèbre non commuta-
tive en général (c’est-à-dire si E n’est pas réduit à {0} et n’est pas une droite
vectorielle).

• (F(I,K),+,×, ·) est une K-algèbre commutative.

• (KN,+,×, ·) est une K-algèbre commutative.

Remarque : la définition d’une algèbre entrâıne que la multiplication × est une applica-
tion bilinéaire de A× A dans A.

Définition 7.1.1.3 Soit A une K-algèbre et B ⊂ A. On dit que B est une sous-algèbre
de A (ou encore une sous-K-algèbre de A) si :

(i) B est un sous-anneau de A ;

(ii) B est un sous-espace vectoriel de A.

Remarque : comme d’habitude, ici les lois sont sous-entendues. En toute rigueur, il fau-
drait écrire soit (A,+,×, ·) une K-algèbre. B ⊂ A est une sous-algèbre de A si (B,+,×)
est un sous-anneau de (A,+,×) et (B,+, ·) est un sous-espace vectoriel de (A,+, ·).
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Exemple 7.1.1.4 Dans les chapitres précédents, on a démontré que :

• l’ensemble S des suites à valeurs dans K qui convergent est une sous-algèbre de
KN ;

• l’ensemble des applications paires de R dans R est une sous-algèbre de F(R,R) ;

• si E est unK-espace vectoriel, l’ensemble de homothéties de E est une sous-algèbre
de L(E) ;

• l’ensemble des fonctions continues R dans R est une sous-algèbre de F(R,R).

La proposition suivante donne la caractérisation pratique d’une sous-algèbre (c’est-à-dire
ce qu’on utilise dans la pratique).

Proposition 7.1.1.5 Soit (A,+,×, ·) une K-algèbre. Alors B est une sous-algèbre de
A si et seulement si :

(i) B ⊂ A ;

(ii) 1A ∈ B ;

(iii) ∀(x, y) ∈ B2 , ∀(λ, μ) ∈ K2 , λ · x+ μ · y ∈ B ;

(iv) ∀(x, y) ∈ B2 , x× y ∈ B.

Preuve :

• Il est évident que si B est une sous-algèbre de A, alors les propriétés
(i), (ii), (iv) sont vérifiées car B est un sous-anneau de A et la propriété
(iii) est vérifiée car B est un sous-espace vectoriel de A.

• Réciproquement, si B vérifie les propriétés (i), (ii), (iii) et (iv) alors :

∗ en choisissant x = y = 1A, λ = 0K et μ = 0K dans (iii), on
obtient 0A ∈ B. Cette propriété avec (i) et (iii) montre que B
est bien un sous-espace vectoriel de A ;

∗ en choisissant λ = 1K et μ = −1K dans (iii), on obtient x−y ∈ B
pour tout (x, y) ∈ B2. Ceci avec (i), (ii) et (iv) montre que B
est un sous-anneau de A.

�

Exercice 7.1.1.6 Soient E un K-espace vectoriel et f ∈ L(E). On note :

C(f) = {g ∈ L(E) / g ◦ f = f ◦ g}

Montrer que C(f) est une sous-algèbre de L(E).
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Proposition 7.1.1.7 Soient (A,+,×, ·) une K-algèbre et B une sous-algèbre de A.
Alors (B,+,×, ·) est une K-algèbre.

Preuve :

C’est évident mais on va néanmoins le justifier.

• Le fait que (B,+,×) est un sous-anneau de A signifie que les restrictions
de + et × à B × B sont des applications à valeurs dans B. Autrement
dit, + et × sont bien des lois de composition internes sur B et (B,+,×)
est bien un anneau.

• De même, puisque (B,+, ·) est un sous-espace vectoriel de (A,+, ·),
la restriction de · à K × B est à valeurs dans B, c’est-à-dire que · est
également une loi de composition externe sur B et (B,+, ·) est bien un
K-espace vectoriel.

• Enfin, puisque A est une algèbre :

∀(x, y) ∈ A2 , ∀λ ∈ K , (λ · x)× y = x× (λ · y) = λ · (x× y)

Or, B ⊂ A donc a fortiori :

∀(x, y) ∈ B2 , ∀λ ∈ K , (λ · x)× y = x× (λ · y) = λ · (x× y)

Ce qui prouve que (B,+,×, ·) est bien une K-algèbre.

�

Définition 7.1.1.8 Soient (A,+,×, ·) et (B,⊕,⊗,') deux K-algèbres. On dit qu’une
application f : A −→ B est un morphisme d’algèbres si :

• f est une application K-linéaire de A dans B ;

• et f est un morphisme d’anneaux de A dans B.

Remarque : autrement dit, f est un morphisme d’algèbres si :

(i) ∀(x, y) ∈ A2 , ∀(λ, μ) ∈ K2 , f(λ · x+ μ · y) = λ' f(x)⊕ μ' f(y) ;

(ii) f(1A) = 1B ;

(iii) ∀(x, y) ∈ A2 , f(x× y) = f(x)⊗ f(y).
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Exemple 7.1.1.9 Si S est l’ensemble des suites à valeurs dans K qui convergent, alors
l’application :

ϕ :
S −→ K

(un)n∈N �−→ lim
n→+∞

un

est un morphisme de K-algèbres.

Exemple 7.1.1.10 Les évaluations, c’est-à-dire les applications ea : f �−→ f(a) (pour
a ∈ I), sont des morphismes d’algèbres de F(I,K) dans K.

Exemple 7.1.1.11 En revanche, l’application I : C0([0, 1],R) −→ R qui à une fonction

continue f associe I(f) =

∫ 1

0

f(x) dx n’est pas un morphisme d’algèbres.

On dispose alors du même vocabulaire que pour les morphismes d’anneaux et les appli-
cations linéaires.

Définition 7.1.1.12 Soient A et B deux K-algèbres.

• On dit qu’une application f : A −→ B est un isomorphisme de K-algèbres (ou
un isomorphisme d’algèbres) si f est un morphisme d’algèbres et f est bijective ;

• On dit qu’une application f : A −→ A est un automorphisme de l’algèbre A si
f est un isomorphisme d’algèbres de A dans lui-même.

Exercice 7.1.1.13 L’ensemble F(R,R) est une R-algèbre de référence. Pour a ∈ R, on
définit :

ψa :
F(R,R) −→ F(R,R)

f �−→ ψa(f)

où pour f ∈ F(R,R), on a : ∀x ∈ R , ψa(f)(x) = f(x + a). Montrer que ψa est un
automorphisme de l’algèbre F(R,R).

Remarque importante : Soit A une K-algèbre. On suppose que A �= {0A}, c’est-à-dire
que 0A �= 1A. On considère alors l’application :

ϕ :
K −→ A
λ �−→ λ · 1A

Tout d’abord, il est clair que ϕ est un morphisme de K-algèbres.
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De plus, d’après les règles de calculs dans un K-espace vectoriel, puisque 1A �= 0A, on a :

∀λ ∈ K ,
(
λ · 1A = 0 =⇒ λ = 0K

)
Autrement dit, ker(ϕ) = {0K}, c’est-à-dire ϕ est injective. Ceci permet d’identifier K avec
ϕ(K), c’est-à-dire d’identifier K à une sous-algèbre de A en notant 1A et 1K de la même
façon.

7.1.2 Définition d’un polynôme

Définition 7.1.2.1 On appelle polynôme à une indéterminée à coefficients dans K
toute suite (an)n∈N ∈ KN nulle à partir d’un certain rang. On note K[X] l’ensemble des
polynômes à une indéterminée à coefficients dans K.

Remarques :

• ainsi, par définition, K[X] = {(an)n∈N ∈ KN / ∃n0 ∈ N , ∀n � n0 , an = 0} ;
• la suite nulle (0) appartient à K[X] : on l’appelle le polynôme nul ;

• par définition, deux polynômes P = (an)n∈N et Q = (bn)n∈N sont égaux si on a :
∀n ∈ N , an = bn ;

• on verra un peu plus loin pourquoi on utilise la notation K[X] ;

• cette définition formelle peut sembler « étrange » au premier abord. Si on part de
ce que vous avez appris de façon moins formelle, un polynôme est une somme
finie

∑n0

k=0 akX
k : cette écriture ou bien la donnée des coefficients, c’est-à-dire les

ak, est la même chose. On retrouve donc qu’un polynôme est une suite finie de
coefficients que l’on peut compléter par des zéros pour obtenir une suite (an)n∈N
dont tous les termes sont nuls à partir d’un certain rang. On reverra tout cela de
façon plus précise et formelle lorsqu’on définira le « X ».

7.1.3 Opérations usuelles sur les polynômes

Intuitivement, vous avez déjà vu comment on additionne et on multiplie des fonctions

polynomiales. Si f : x �−→
n∑
k=0

akx
k et g : x �−→

n∑
k=0

bkx
k, alors :

f + g : x �−→
n∑
k=0

(ak + bk)x
k

sauf que le « n » n’est pas forcément le même pour f et pour g (ce sera la notion de degré).
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De même, pour tout réel x,

(f × g)(x) =

(
n∑
i=0

aix
i

)
×
(

n∑
j=0

bjx
j

)
=

n∑
i=0

n∑
j=0

aibjx
i+j =

2n∑
k=0

(∑
i+j=k

aibj

)
xk

en regroupant les termes de « même degré » (que nous allons définir proprement plus loin).
Ceci nous amène à poser les définitions formelles suivantes.

Définition 7.1.3.1 On définit sur l’ensemble K[X] :

• une première loi de composition interne (une addition), notée +, définie par :
pour tous polynômes P = (an)n∈N ∈ K[X] et Q = (bn)n∈N ∈ K[X],

P +Q = (an + bn)n∈N

• une seconde loi de composition interne, appelée multiplication et notée ×, dé-
finie par : pour tous polynômes P = (an)n∈N ∈ K[X] et Q = (bn)n∈N ∈ K[X],

P ×Q = (cn)n∈N avec pour tout n ∈ N, cn =
n∑
k=0

akbn−k

• une multiplication externe, notée ·, définie par :

∀λ ∈ K , ∀P = (an)n∈N ∈ K[X] , λ · P = (λ× an)n∈N

Remarque : par définition, l’ensemble K[X] est inclus dans KN et on constate que :

• l’addition et la multiplication externe définies sur K[X] sont les mêmes que sur
l’ensemble KN (autrement dit, on a simplement restreint à K[X] l’addition et la
multiplication externe sur l’ensemble des suites) ;

• en revanche, la multiplication définie dans K[X] ne correspond pas du tout à la
multiplication définie sur l’ensemble KN. C’est parfaitement logique car on a vu
que la « multiplication » revenait à regrouper les termes de « même degré » ce qui
visiblement différent de multiplier les termes un à un ;

• le produit ainsi défini est aussi appelé produit de Cauchy des suites (an)n∈N et
(bn)n∈N. La notion de produit de Cauchy sera abordée plus en détails dans les
cours de mathématiques spéciales 1 (séries) et 2 (séries entières).
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Chapitre 7 Polynômes et fractions rationnelles

Proposition 7.1.3.2 +, × sont bien des lois de composition interne sur K[X] et · est
bien une loi de composition externe sur K[X].

Preuve :

Soient P = (an)n∈N et Q = (bn)n∈N deux polynômes et λ ∈ K. On doit
justifier que P +Q, P ×Q et λ · P sont bien des polynômes.
Par définition, il existe n1, n2 ∈ N tels que :

∀n � n1 , an = 0 et ∀n � n2 , bn = 0

• Pour commencer, en posant n0 = max(n1, n2), on a :

∀n � n0 , an + bn = 0

Par suite, P +Q ∈ K[X].

• Ensuite, ∀n � n1 , λ× an = 0 donc λ · P ∈ K[X].

• Enfin, montrons que pour tout entier n � n1+n2, cn =
n∑
k=0

akbn−k = 0.

On a deux cas possibles :

∗ si 0 � k � n1, alors n − k � n1 + n2 − n1 = n2 et bn−k = 0. A
fortiori, akbn−k = 0 ;

∗ si n1 < k, alors ak = 0 et a fortiori, akbn−k = 0.

Ainsi, ∀k ∈ [|0, n]| , akbn−k = 0 et donc cn = 0.

Ce qui prouve que cn =
n∑
k=0

akbn−k = 0 pour n � n1 + n2 et donc P ×Q

est bien un polynôme.
�

Remarque : dans la démonstration précédente, les choix de n � max(n1, n2) ou bien
n � n1 + n2 sont parfaitement logiques. En effet, cela correspond aux propriétés du degré
(que l’on va formaliser un peu plus loin) : si P est de degré n1 − 1 et Q est de degré
n2 − 1, alors P ×Q est de degré n1 + n2 − 2. Vous pouvez d’ailleurs remarquer que dans
la preuve, on pouvait aussi choisir n � n1 + n2 − 1 dans le cas du produit.

On peut maintenant énoncer le théorème fondamental sur la structure de l’ensemble K[X].
La démonstration est purement calculatoire et ne présente aucune difficulté théorique. Elle
peut être omise en première lecture. Autrement dit, il n’est pas nécessaire de mâıtriser
cette démonstration mais c’est un bon exercice de manipulation des sommes.
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Théorème 7.1.3.3 (K[X],+,×, ·) est une K-algèbre commutative, appelée algèbre des
polynômes à une indéterminée.

Preuve :

• Pour commencer, on a déjà remarqué de K[X] ⊂ KN et que (KN,+, ·)
est un K-espace vectoriel. De plus,

∗ 0KN ∈ K[X] (tous les termes sont nuls à partir du rang n = 0) ;

∗ K[X] est stable par + et · (proposition précédente).

Ceci prouve dans un premier temps que (K[X],+, ·) est un sous-espace
vectoriel de (KN,+, ·) : c’est donc bien un K-espace vectoriel.

• Montrons que (K[X],+,×) est un anneau commutatif.

∗ + et × sont des lois de composition internes sur K[X] (proposi-
tion précédente) ;

∗ (K[X],+) est un groupe abélien (car (K[X],+, ·) est un espace
vectoriel) ;

∗ × est clairement commutative car si P = (an)n∈N ∈ K[X] et
Q = (bn)n∈N ∈ K[X], alors :

P ×Q = (cn)n∈N et Q× P = (dn)n∈N

avec, par définition, pour tout entier n ∈ N :

cn =
n∑
k=0

akbn−k ; dn =
n∑
k=0

bkan−k

Le changement d’indice j = n−k montre directement que cn = dn
pour tout entier n, c’est-à-dire (cn)n∈N = (dn)n∈N, soit encore
P ×Q = Q× P .

∗ Montrons qu’il existe un élément neutre pour × (dans K[X]).

Notons 1K[X] = (δ0(n))n∈N (c’est-à-dire la suite dont le terme
d’indice 0 vaut 1 et tous les suivants sont nuls).

� Par définition, 1K[X] ∈ K[X].

� Soit P = (an)n∈N ∈ K[X]. On note 1K[X] × P = (cn)n∈N.
Alors :

∀n ∈ N , cn =
n∑
k=0

δ0(k)an−k = an
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Ainsi (cn)n∈N = (an)n∈N, c’est-à-dire 1K[X]×P = P . Or, × est
commutative donc 1K[X] × P = P × 1K[X] = P .

Ce qui prouve que 1K[X] est un élément neutre pour ×.

∗ Montrons que × est associative.

Soient P = (an)n∈N, Q = (bn)n∈N et R = (cn)n∈N trois éléments
de K[X]. On note :

P ×Q = (un)n∈N ; (P ×Q)×R = (vn)n∈N

Q×R = (wn)n∈N ; P × (Q×R) = (tn)n∈N

Soit n ∈ N.

tn =
n∑
k=0

akwn−k =
n∑
k=0

ak

(
n−k∑
j=0

bjcn−k−j

)
=

n∑
k=0

n−k∑
j=0

akbjcn−k−j

soit encore

tn =
n∑
k=0

n−k∑
j=0

akbn−k−jcj

En réalité, cette somme double porte sur les indices j, k dans
�0, n� tels que k+ j � n. En changeant l’ordre de sommation, on
obtient :

tn =
n∑
j=0

n−j∑
k=0

akbn−k−jcj =
n∑
j=0

(
n−j∑
k=0

akbn−j−k

)
cj =

n∑
j=0

un−jcj

soit encore, en posant l = n− j,

tn =
n∑
l=0

ulcn−l = vn

Ce qui prouve que (tn)n∈N = (vn)n∈N, c’est-à-dire :

(P ×Q)×R = P × (Q×R)

Ainsi, × est associative.

∗ Il reste alors à prouver la distributivité de × par rapport à + (à
gauche uniquement car × est commutative).

Soient P = (an)n∈N, Q = (bn)n∈N et R = (cn)n∈N trois éléments
de K[X].
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On a alors :

(P +Q)×R =

(
n∑
k=0

(ak + bk)cn−k

)
n∈N

=

(
n∑
k=0

akcn−k +
n∑
k=0

bkcn−k

)
n∈N

=

(
n∑
k=0

akcn−k

)
n∈N

+

(
n∑
k=0

bkcn−k

)
n∈N

= P ×R +Q×R

Ainsi, × est distributive par rapport à + à gauche. Or, × est
commutative donc × est également distributive par rapport à +
à droite.

• Il reste enfin à montrer que :

∀(P,Q) ∈ K[X]2 , ∀λ ∈ K , (λ · P )×Q = P × (λ ·Q) = λ · (P ×Q)

Soient P = (an)n∈N, Q = (bn)n∈N deux éléments de K[X] et λ ∈ K. Par
définition, on a :

(λ · P )×Q =

(
n∑
k=0

(λak)bn−k

)
n∈N

=

(
n∑
k=0

ak(λbn−k)

)
n∈N

= P × (λ ·Q)

=

(
λ

n∑
k=0

akbn−k

)
n∈N

= λ · (P ×Q)

Ceci prouve donc que (K[X],+,×, ·) est une K-algèbre commutative.
�

Remarques :

• le neutre pour l’addition est le polynôme nul (suite constante égale à 0) ;

• le neutre pour la multiplication est le polynôme (δ0(n))n∈N avec δ0(n) = 0 si n �= 0
et δ0(0) = 1, ou de façon moins formelle, (1, 0, · · · , 0 · · · ). En identifiant K et
{λ(δ0(n))n∈N , λ ∈ K}, le neutre pour la multiplication est donc 1K. On dit que
c’est le polynôme constant égal à 1.
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On peut maintenant justifier l’écriture K[X].

Définition 7.1.3.4 On note X = (δ1(n))n∈N avec δ1(n) = 1 si n = 1 et 0 sinon. On
appelle X l’indéterminée.

Remarque : de façon moins formelle, X = (0, 1, 0, 0, · · · , 0 · · · ) ce qui correspond bien à
l’écriture que l’on verra après, c’est-à-dire X = 0×X0 + 1×X1 + 0×X2 + · · · .

Proposition 7.1.3.5 Pour tout entier k ∈ N, Xk = (δk(n))n∈N, c’est-à-dire Xk est la
suite dont tous les termes sont nuls sauf celui d’indice k qui vaut 1.

Preuve :

On procède par récurrence.

Initialisation :

Par définition, X0 = 1K[X] et on a vu que 1K[X] = (δ0(n))n∈N. La propriété
est donc vraie au rang k = 0.

Hérédité :

Soit k ∈ N. On suppose que Xk = (δk(n))n∈N et on montre alors que
Xk+1 = (δk+1(n))n∈N.

Xk+1 = X ×Xk = (δ1(n))n∈N × (δk(n))n∈N

Or, par définition de ×,

(δ1(n))n∈N × (δk(n))n∈N =

(
n∑
j=0

δ1(j)δk(n− j)

)
n∈N

= (δk(n− 1))n∈N
= (δk+1(n))n∈N

Ce qui prouve que la propriété est vraie au rang k + 1 et achève la
récurrence.

�

Corollaire 7.1.3.6 Pour tout (n, p) ∈ N2 , Xn ×Xp = Xn+p.
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Preuve :

À nouveau, il suffit de faire une simple vérification par le calcul. �

Notation

Soit P ∈ K[X]. Alors P = (an)n∈N et il existe N ∈ N tel que : ∀n � N , an = 0. On a
alors :

(an)n∈N =
N∑
k=0

ak(δk(n))n∈N =
N∑
k=0

akX
k

On écrira donc un polynôme P sous l’une des formes suivantes :

• P =
N∑
k=0

akX
k où N ∈ N ;

• ou encore P =
∑

anX
n ;

• ou encore
+∞∑
n=0

anX
n mais dans ce cas, on doit préciser que tous les termes de

la suite (an)n∈N sont nuls à partir d’un certain rang.

Ainsi, tout polynôme P s’écrit de façon unique sous la forme : P =
+∞∑
n=0

anX
n, où les

an ∈ K et sont tous nuls à partir d’un certain rang.

Dans la pratique, on utilise plutôt l’écriture suivante :

P ∈ K[X] ⇐⇒ ∃N ∈ N , ∃(ak)0�k�N ∈ KN+1 , P =
N∑
k=0

akX
k

Définition 7.1.3.7 On appelle monôme tout polynôme P de la forme P = anX
n avec

n ∈ N et an ∈ K.

Définition 7.1.3.8 Soit P =
∑
anX

n un polynôme. Pour n ∈ N, on dit que an est le
coefficient de Xn dans P et le monôme anX

n est appelé le terme de degré n de P .
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7.1.4 Dérivation sur l’ensemble des polynômes

Définition 7.1.4.1 Soit P un polynôme, P =
+∞∑
n=0

anX
n avec (an)n∈N une suite dont

tous les termes sont nuls à partir d’un certain rang. On définit le polynôme dérivé de
P , noté P ′ ou encore D(P ), par :

P ′ = D(P ) =
+∞∑
n=1

nanX
n−1 =

+∞∑
n=0

(n+ 1)an+1X
n

! Attention : à nouveau, notez bien qu’il s’agit en réalité d’une somme finie !

Remarques :

• puisqu’il s’agit d’un polynôme, D(P ) est une définition. Il n’y a aucun sens à
justifier l’existence de D(P ) ! Il ne faut pas confondre avec une fonction polynôme
où, dans ce cas, il y a un sens à justifier l’existence de la fonction dérivée ;

• dans la pratique, on rédigera plutôt sous la forme suivante pour éviter d’introduire
des sommes « infinies » : soit P ∈ K[X], il existe N ∈ N et (an)0�n�N ∈ KN+1

tels que : P =
N∑
n=0

anX
n. Alors :

∗ si N = 0, D(P ) = 0 ;

∗ si N � 1, D(P ) =
N∑
n=1

nanX
n−1 =

N−1∑
n=0

(n+ 1)an+1X
n.

En convenant qu’une somme vide vaut toujours 0, on peut alors simplement écrire

D(P ) =
N−1∑
n=0

(n+ 1)an+1X
n, sans avoir à distinguer les cas N = 0 et N � 1.

Exemple 7.1.4.2 Le calcul direct montre que :

∀n ∈ N� , D(Xn) = nXn−1 et ∀λ ∈ K , D(λ) = 0

Remarque : on peut d’ailleurs remarquer que la formule précédente reste valable pour
n = 0 mais il faudrait théoriquement pour cela donner un sens à X−1.
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Proposition 7.1.4.3 L’application dérivation D : K[X] −→ K[X] est une application
linéaire vérifiant :

∀P,Q ∈ K[X] , D(PQ) = D(P )Q+ PD(Q)

Preuve :

• La linéarité est évidente. La rédaction précise est laissée en exercice.

• Pour la règle avec le produit, on va procéder en plusieurs étapes.

∗ On commence par montrer que la propriété est vraie pour les
monômes.

Soient ∈ N� et p ∈ N�. On a alors :

D(Xn ×Xp) = D(Xn+p)

= (n+ p)Xn+p−1

= nXn−1 ×Xp +Xn × pXp−1

= D(Xn)Xp +XnD(Xp)

Lorsque n = 0 (respectivement p = 0), la formule est évidente
puisque D(Xn) = 0 (respectivement D(Xp) = 0).

∗ Ensuite, on étend le résultat aux polynômes par bilinéarité du
produit et linéarité de la dérivation.

Soient P ∈ K[X] et Q ∈ K[X]. Par définition, il existe n ∈ N,
p ∈ N, (ak)0�k�n ∈ Kn+1 et (bk)0�k�p ∈ Kp+1 tels que :

P =
n∑
k=0

akX
k et Q =

p∑
j=0

bjX
j

Alors, par bilinéarité du produit : P ×Q =
n∑
k=0

p∑
j=0

akbjX
k+j.

Et donc, par linéarité de la dérivation,

D(P ×Q) =
n∑
k=0

p∑
j=0

akbjD(Xk+j) =
n∑
k=0

p∑
j=0

akbj(k + j)Xk+j−1

soit encore :

D(P ×Q) =
n∑
k=0

p∑
j=0

kakX
k−1 × bjX

j +
n∑
k=0

p∑
j=0

akX
k × jbjX

j−1
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Or,

n∑
k=0

p∑
j=0

kakX
k−1 × bjX

j =

(
n∑
k=0

kakX
k−1

)
×
(

p∑
j=0

bjX
j

)
= D(P )×Q

et de même,

n∑
k=0

p∑
j=0

akX
k × jbjX

j−1 =

(
n∑
k=0

akX
k

)
×
(

p∑
j=0

jbjX
j−1

)
= P ×D(Q)

D’où l’on obtient bien D(P ×Q) = D(P )×Q+ P ×D(Q). �

Remarque : on reverra dans le cours de mathématiques supérieures 2 que les arguments
en fait utilisés ici sont les suivants :

• les applications :

φ :
K[X]×K[X] −→ K[X]

(P,Q) �−→ D(PQ)
et ψ :

K[X]×K[X] −→ K[X]
(P,Q) �−→ D(P )Q+ PD(Q)

sont bilinéaires ;

• la famille (Xk)k∈N est une base de K[X] ;

• les applications φ et ψ sont donc égales si et seulement si :

∀(i, j) ∈ N2 , φ(X i, Xj) = ψ(X i, Xj)

Définition 7.1.4.4 Soit P un polynôme. On définit les polynômes dérivés successifs
de P par la relation de récurrence :

P (0) = P et ∀n ∈ N , P (n+1) = D(P (n))

Remarque : autrement dit, pour n ∈ N, P (n) = Dn(P ) où Dn = D ◦D ◦ · · · ◦D︸ ︷︷ ︸
n fois

.

Exercice 7.1.4.5 (Résultat à connâıtre) Soit n ∈ N. Montrer que :

∀k ∈ N , Dk(Xn) = k!

(
n

k

)
Xn−k

avec la convention que

(
n

k

)
= 0 si k > n.
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7.2 Degré d’un polynôme

7.2.1 Définition

Définition 7.2.1.1 Soit P =
∑
akX

k ∈ K[X]. On définit le degré de P , noté deg(P )
(ou aussi doP ) par :

• si P = 0, on pose deg(P ) = −∞ ;

• si P �= 0, on pose deg(P ) = max{k ∈ N , ak �= 0}.

Remarque : le degré est bien défini car :

• d’une part, le polynôme P s’écrit de façon unique P =
+∞∑
k=0

akX
k avec les termes

de la suite (an)n∈N tous nuls à partir d’un certain rang ;

• et d’autre part, par définition, les coefficients sont tous nuls à partir d’un certain
rang donc l’ensemble {k ∈ N , ak �= 0} est majoré dans N et non vide lorsque
P �= 0.

Proposition 7.2.1.2 Soient P =
∑
akX

k un polynôme non nul et n = deg(P ) ∈ N.
Alors :

an �= 0 et ∀k ∈ N , (k > n =⇒ ak = 0)

Preuve :

C’est évident ! C’est la définition du plus grand élément.
�

Exemple 7.2.1.3 Les exemples suivants sont simples mais importants :

deg(P ) = −∞ ⇐⇒ P = 0 ; deg(P ) = 0 ⇐⇒ P = λ ∈ K�

Définition 7.2.1.4 Soient P =
∑
akX

k un polynôme non nul et n = deg(P ) ∈ N.

• Le coefficient an est appelé le coefficient dominant de P ;

• on dit que P est unitaire (ou normalisé) si son coefficient dominant vaut 1 ;

• le coefficient a0 est appelé le coefficient constant de P .
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7.2.2 Propriétés du degré

Proposition 7.2.2.1 L’application deg : K[X] −→ N ∪ {−∞} vérifie les propriétés
suivantes :

(i) Pour tout (P,Q) ∈ K[X]2, deg(P +Q) � max(deg(P ), deg(Q)).

De plus, si deg(P ) �= deg(Q), il y a égalité : deg(P+Q) = max(deg(P ), deg(Q))

(ii) ∀(P,Q) ∈ K[X]2, deg(PQ) = deg(P ) + deg(Q).

(iii) Pour tout P ∈ K[X],

deg(P ′) =
{

deg(P )− 1 si deg(P ) � 1
−∞ si deg(P ) � 0

Preuve :

• Montrons (i) et (ii).

Tout d’abord, on remarque que si P = 0 ou Q = 0, les propriétés (i) et
(ii) sont évidentes (avec la règle de calcul n+ (−∞) = (−∞) + n = −∞
pour tout n ∈ N ∪ {−∞}).
On suppose à présent P �= 0 et Q �= 0. On pose alors n = deg(P ) et
p = deg(Q) (et on a donc n ∈ N et p ∈ N). Alors :

P =
n∑
k=0

akX
k et Q =

p∑
k=0

bkX
k

où (ak)k∈N, (bk)k∈N ∈ KN vérifient an �= 0, bp �= 0 et :

∀k > n , ak = 0 et ∀k > p , bk = 0

∗ D’une part, en reprenant la démonstration de la proposition 7.1.3.2
(c’est-à-dire du fait que + et × sont des lois de composition internes
dans K[X]), on a : ∀k > max(n, p) , ak + bk = 0. Par suite,

deg(P +Q) � max(n, p) = max(deg(P ), deg(Q))

Et en posant P ×Q =
∑

ckX
k,

∀k > n+ p , ck =
k∑
i=0

aibk−i = 0 donc deg(P ×Q) � n+ p
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∗ D’autre part,

cn+p =

n+p∑
i=0

aibn+p−i =
n∑
i=0

aibn+p−i = anbp

puisque ai = 0 pour i > n et de même, bn+p−i = 0 pour n + p − i > p,
c’est-à-dire i < n. Par suite, cn+p �= 0 et donc deg(P × Q) � n + p. Ce
qui prouve que deg(P ×Q) = deg(P ) + deg(Q).

∗ Si deg(P ) �= deg(Q), quitte à renommer les polynômes, on peut sup-
poser que deg(Q) < deg(P ). Alors an+ bn = an+0 = an �= 0. Par consé-
quent, deg(P +Q) � n, c’est-à-dire deg(P +Q) � max(deg(P ), deg(Q))
et on obtient donc deg(P +Q) = max(deg(P ), deg(Q)).

• La propriété (iii) est évidente par définition du degré et de P ′.
�

7.2.3 Conséquences fondamentales

Proposition 7.2.3.1 L’anneau K[X] est un anneau intègre, c’est-à-dire :

∀P,Q ∈ K[X] , ( PQ = 0 =⇒ P = 0 ou Q = 0 )

Preuve :

En effet, soient P et Q deux polynômes. Par contraposée, si P �= 0 et
Q �= 0 alors :

deg(PQ) = deg(P ) + deg(Q) � 0

Par suite, PQ �= 0.
�

Proposition 7.2.3.2 Les éléments inversibles de l’anneau K[X] sont les polynômes
constants non nuls, c’est-à-dire K�.

Preuve :

• Il est clair que les éléments de K� sont inversibles pour × dans K[X].

• Réciproquement, si P ∈ K[X] est inversible, alors il existe Q ∈ K[X] tel
que PQ = QP = 1. En prenant les degrés, il vient : degP + degQ = 0,
c’est-à-dire degP = degQ = 0. Par suite, P ∈ K�.

�
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Proposition 7.2.3.3 Pour tout entier n ∈ N, l’ensemble :

Kn[X] = {P ∈ K[X] / deg(P ) � n}

est un sous-espace vectoriel de K[X].

Preuve :

Soit n ∈ N. Montrons que Kn[X] est un sous-espace vectoriel de K[X].

• Tout d’abord, 0 ∈ Kn[X] puisque deg(0) = −∞ � n.

• Ensuite, soient P,Q ∈ Kn[X]. Alors :

deg(P +Q) � max(deg(P ), deg(Q)) � n

donc P +Q ∈ Kn[X].

• Enfin, soient P ∈ Kn[X] et λ ∈ K. Alors :

deg(λ · P ) = deg(λ) + deg(P ) � 0 + n � n

Par suite, λ · P ∈ Kn[X].

Ce qui prouve que Kn[X] est bien un sous-espace vectoriel de K[X].
�

! Attention : Kn[X] n’est pas un sous-anneau de K[X], sauf si n = 0 !

7.3 Arithmétique dans K[X ]

Dans ce paragraphe, on va voir que les propriétés d’arithmétique dans Z restent valables
dans K[X] : il faut simplement donner les définitions appropriées dans K[X].

7.3.1 Divisibilité dans K[X]

Définition 7.3.1.1 Soient A et B deux polynômes. On dit que A divise B (ou encore
que B est un multiple de A) s’il existe Q ∈ K[X] tel que B = QA. On note alors A|B.
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Remarque : c’est la même définition que dans Z.

Notation

Dans Z, on a noté nZ = {kn , k ∈ Z}. De façon analogue, si A ∈ K[X], l’ensemble des
multiples de A sera noté AK[X]. Ainsi,

AK[X] = {QA , Q ∈ K[X]}

Remarque : on peut remarquer que :

(i) ∀A ∈ K[X] , ∀λ ∈ K�, λ|A ;

(ii) ∀A ∈ K[X] , A|0 et A|A ;

(iii) ∀A ∈ K[X] , ( 0|A ⇐⇒ A = 0 ) ;

(iv) Pour A,B,C ∈ K[X], si A|B et A|C, alors pour tout P,Q ∈ K[X], A|(PB+QC) ;

(v) Pour tout (A,B) ∈ K[X]2, A|B ⇐⇒ BK[X] ⊂ AK[X].

Exemple 7.3.1.2 X − i divise X2 + 1 dans C[X] mais pas dans R[X].

Exemple 7.3.1.3 Soit n ∈ N�. Alors A = X − 1 divise B = Xn − 1. En effet,

Xn − 1 =

(
n−1∑
k=0

Xk

)
× (X − 1)

Exemple 7.3.1.4 X2 +X + 1 divise X6 − 1 car on peut vérifier que :

X6 − 1 = (X2 +X + 1)(X4 −X3 +X − 1)

Remarques :

• tout comme dans Z, la relation | dans K[X] est réflexive, transitive mais n’est pas
antisymétrique ;

• pour a, b ∈ Z, on a vu que (a|b et b|a) ⇐⇒ |b| = |a| ⇐⇒ b = ±a. En fait,
cela se traduit par b = u× a avec u ∈ {−1, 1}. L’ensemble {−1, 1} est l’ensemble
des éléments inversibles de l’anneau Z (on dit aussi que ce sont les unités de Z).
Or, dans K[X], on a vu que les unités sont les λ ∈ K�. On va donc retrouver une
version analogue du résultat précédent.
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Proposition 7.3.1.5 Soit (A,B) ∈ K[X]2. Alors,

(A|B et B|A) ⇐⇒ ∃λ ∈ K� , B = λA

Preuve :

• L’implication ⇐= est claire.

• Montrons à présent =⇒.
On suppose que A|B et B|A. Par définition, il existe donc C,D ∈ K[X]
tels que :

A = BC et B = AD

Il s’ensuit que A = (AD)C = A(DC), soit encore A(1 − DC) = 0.
L’anneau K[X] étant intègre, on en déduit qu’il y a deux cas.

∗ Premier cas : A = 0.

Dans ce cas, B = AD = 0 et en prenant par exemple λ = 1 ∈ K�,
on a : A = λB.

∗ Deuxième cas : A �= 0.

Dans ce cas, A(1 −DC) = 0 implique que DC = 1, c’est-à-dire
que D est un élément inversible de K[X]. D’après la proposition
7.2.3.2, D = λ ∈ K�. Par suite, B = AD = DA = λA avec
λ ∈ K�.

�

Ceci nous amène à poser la définition suivante.

Définition 7.3.1.6 On dit que deux polynômes A et B sont associés s’il existe λ ∈ K�

tel que B = λA.

Remarques :

• ainsi A|B et B|A si et seulement si A et B sont associés ;

• la relation « est associé à » est une relation d’équivalence sur K[X] ;

• dans Z, on a finalement deux critères pour déterminer si un entier donné divise
un autre : soit on effectue la division euclidienne et on montre que le reste est
nul, soit on connâıt la factorisation de l’entier et on compare les facteurs premiers
ainsi que les exposants dans cette décomposition. On va voir qu’on a en fait des
raisonnements tout à fait semblables dans K[X], mais pour cela il faut commencer
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par définir la division euclidienne de deux polynômes et ce qu’est un polynôme
« premier ». On parlera d’ailleurs plutôt de polynôme « irréductible » plutôt que
de polynôme « premier ».

Définition 7.3.1.7 On dit qu’un polynôme P ∈ K[X] est irréductible dans K[X] si :

(i) deg(P ) � 1 ;

(ii) et les seuls diviseurs de P sont les polynômes associés à P et les éléments
inversibles de K[X].

Remarque : autrement dit, P est irréductible si deg(P ) � 1 et les seuls diviseurs de P
sont les λP ou bien λ, avec λ ∈ K�. On peut aussi reformuler en langage mathématique :
un polynôme non constant (c’est-à-dire de degré supérieur ou égal à 1) est irréductible si

∀Q ∈ K[X] , (Q|P =⇒ (Q ∈ K� ou ∃λ ∈ K� , Q = λP ))

On peut aussi reformuler cela de façon équivalente :

∀Q ∈ K[X] , (Q|P =⇒ (deg(Q) = 0 ou deg(Q) = deg(P )))

Proposition 7.3.1.8 Tout polynôme de degré 1 est irréductible.

Preuve :

Soit P ∈ K[X] tel que deg(P ) = 1. Montrons que P est irréductible.
Soit Q un diviseur de P dans K[X]. Il existe A ∈ K[X] tel que P = QA.
En prenant les degrés, il vient 1 = deg(P ) = deg(A)+deg(Q). Or, deg(A)
et deg(Q) appartiennent à N ∪ {−∞} donc il y a deux cas :

• soit deg(A) = 1 et deg(Q) = 0 et dans ce cas, Q ∈ K� ;

• ou bien deg(Q) = 1 et deg(A) = 0, et dans ce cas cas, A = λ ∈ K�

et P = QA = λQ.

Ce qui prouve que les seuls diviseurs de P sont bien les éléments inver-
sibles de K[X] et les polynômes associés à P , c’est-à-dire P est irréduc-
tible.

�

! Attention : un polynôme constant n’est pas irréductible par définition !
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Exemple 7.3.1.9 X2 − 1 n’est pas irréductible dans R[X] car (X − 1)|(X2 − 1) et X − 1
n’est ni inversible, ni associé à X2 − 1.

Exemple 7.3.1.10 X2 +X + 1 est irréductible dans R[X] mais ne l’est pas dans C[X].
En effet, dans C[X], on a :

X2 +X + 1 = (X − j)(X − j) avec j = e
i
2π

3

Par ailleurs, si X2 +X + 1 = AB avec A,B ∈ R[X] et deg(A) > 0 et deg(B) > 0, alors
deg(A) = deg(B) = 1. Il existe alors a, b, c, d ∈ R tels que :

X2 +X + 1 = (aX + b)(cX + d)

En développant et en identifiant les coefficients, on obtient : ac = bd = 1 et ad + bc = 1.

Il s’ensuit que a �= 0, b �= 0 et a
b
+ b

a
= 1. Alors 1 = a

b
+ b

a
� 2
√

a
b
× b

a
= 2, ce qui est

absurde. Ce qui prouve que si X2 +X + 1 = AB, alors deg(A) = 0 ou deg(B) = 0. Par
suite, X2 +X + 1 est bien irréductible dans R[X].

Exemple 7.3.1.11 X8 + 1 n’est pas irréductible dans R[X] car :

X8+1 = (X2−
√
2 +

√
2X+1)(X2+

√
2 +

√
2X+1)(X2−

√
2−

√
2X+1)(X2+

√
2−

√
2X+1)

Remarque : dans ces deux exemples, pour montrer que X2+X +1 est irréductible dans
R[X] à partir de la définition, c’est assez « pénible ». De même, trouver la factorisation
de X8 + 1 n’est pas « évident ». On verra un peu plus loin une méthode beaucoup plus
simple qui utilise les racines d’un polynôme : avec cette méthode, les deux exemples sont
faciles à traiter.

! Attention : dans cet exemple, on a vu que X2 +X + 1 est irréductible dans R[X]
mais pas dans C[X]. Il faudra donc faire bien attention à préciser (si le contexte n’est pas
clair) irréductible dans quoi !

7.3.2 Division euclidienne dans K[X]

Théorème 7.3.2.1 (Division euclidienne) Soient A et B deux polynômes. On sup-
pose que A �= 0. Alors il existe un unique couple (Q,R) ∈ K[X]2 tel que :

B = QA+R et degR < degA

L’écriture B = QA+R est appelée la division euclidienne de B par A, Q est le quotient
de la division euclidienne de B par A, et R le reste.
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Preuve :

• Pour commencer, si A = λ ∈ K� est un polynôme constant (non nul),
c’est clair car alors le reste doit être nul et on obtient donc Q = λ−1B.
Ce qui montre l’existence et l’unicité.

• On suppose donc p = deg(A) � 1.

∗ Montrons l’unicité (sous réserve d’existence).

On suppose qu’il existe deux couples (Q1, R1) et (Q2, R2) vérifiant
les conditions de l’énoncé, c’est-à-dire :

B = Q1A+R1 ; B = Q2A+R2

avec
deg(R1) < deg(A) et deg(R2) < deg(A)

On a alors : R2 − R1 = A(Q1 − Q2). En prenant les degrés, il
vient deg(R2 −R1) = degA+ deg(Q1 −Q2) et donc :

deg(Q1 −Q2) = deg(R2 −R1)− degA

Or, Kp−1[X] est un sous-espace vectoriel de K[X] et par hypo-
thèse R1, R2 ∈ Kp−1[X], donc R2 −R1 ∈ Kp−1[X] et par suite,

deg(Q1 −Q2) = deg(R2 −R1)− degA � p− 1− p < 0

Ceci impose que Q1 − Q2 = 0, c’est-à-dire Q1 = Q2. D’où, en
remplaçant, R2 = R1 et l’unicité est prouvée.

∗ Montrons à présent l’existence.

Si B = 0, le couple (Q,R) = (0, 0) convient. On suppose à présent
que B �= 0. Montrons alors l’existence par récurrence forte sur
n = deg(B) ∈ N.

Initialisation :

Si B est de degré 0, c’est-à-dire constant, on a compte-tenu de
l’hypothèse deg(A) = p � 1, B = 0 × A + B. En posant Q = 0
et R = B, on a donc B = QA+R avec deg(R) < deg(A). Ce qui
prouve que la propriété est vraie au rang n = 0.

Hérédité :

On suppose que pour un entier n, la propriété est vraie jusqu’au
rang n. Montrons qu’elle est vraie au rang n + 1. Soit B un
polynôme de degré n+ 1.
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On distingue deux cas :

� si n+ 1 < p, alors à nouveau le couple (0, B) convient ;

� Sinon, soit bn+1 le coefficient dominant de B et ap le coefficient
dominant de A. On a donc ap �= 0 et bn+1 �= 0. Alors :

B1 = B − bn+1

ap
Xn+1−pA

est un polynôme de degré au plus n. On applique l’hypothèse
de récurrence : il existe Q1 et R deux polynômes tels que
B1 = Q1A+R avec degR < p. Alors :

B = B1 +
bn+1

ap
Xn+1−pA =

(
bn+1

ap
Xn+1−p +Q1

)
A+R

Ce qui prouve l’existence et montre que la propriété est vraie au
rang n + 1. Ceci achève la récurrence et termine la preuve du
théorème.

�

Remarque : la méthode pratique pour déterminer le quotient et le reste est justement
celle décrite par la démonstration.

Exemple 7.3.2.2 Soient A = X3 +X − 1 et B = X5 +X4 +X3 +X2 +X +1. On veut
effectuer la division euclidienne de B par A.

• On commence, comme dans la preuve, par écrire :

B = X2A+X4 + 2X2 +X + 1

• puis on recommence avec B1 = X4 + 2X2 +X + 1 :

B1 = XA+X2 + 2X + 1

• ici, on obtient B2 = X2 + 2X + 1 et deg(B2) < deg(A) donc B2 est le reste de la
division euclidienne et on s’arrête.

Ainsi, B = (X2 + X)A + X2 + 2X + 1 est la division euclidienne de B par A. Dans la
pratique, on présente les calculs plutôt sous la forme suivante :

X5 +X4 +X3 +X2 +X + 1
−X2(X3 +X − 1)

X4 + 2X2 +X + 1
−X(X3 +X − 1)

X2 + 2X + 1

X3 +X − 1
X2 +X

421
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Exercice 7.3.2.3 Effectuer la division euclidienne de X5 + 5X4 − 3X3 + 2X2 + X + 1
par X2 +X + 1.

Exercice 7.3.2.4 Déterminer le quotient et le reste de la division euclidienne du poly-
nôme X6 −X4 +X3 −X2 +X − 1 par X2 + 1.

La division euclidienne est aussi pratique pour le calcul de primitives de fonctions ration-
nelles.

Exercice 7.3.2.5 Soient B = X4 + 3X2 + 3X − 1 et A = X2 + 1.

1. Déterminer le quotient et le reste de la division euclidienne de B par A.

2. En déduire une primitive sur R de la fonction f : x �−→ x4 + 3x2 + 3x− 1

x2 + 1
.

Proposition 7.3.2.6 La division euclidienne est linéaire dans le sens où si A ∈ K[X]
et A �= 0, alors :

∀(B,C) ∈ K[X]2 , ∀(λ, μ) ∈ K2 , quotA(λB + μC) = λ quotA(B) + μ quotA(C)

et

∀(B,C) ∈ K[X]2 , ∀(λ, μ) ∈ K2 , restA(λB + μC) = λ restA(B) + μ restA(C)

où quotA désigne le quotient de la division euclidienne par A et restA le reste.

Preuve :

Soient (B,C) ∈ K[X]2 et (λ, μ) ∈ K2. Par définition du quotient et du
reste de la division euclidienne, on a :

B = A× quotA(B) + restA(B) et C = A× quotA(C) + restA(C)

avec deg(restA(B)) < deg(A) et deg(restA(C)) < deg(A). Il s’ensuit que :

λB + μC = (λ quotA(B) + μ quotA(C))A+ (λ restA(B) + μ restA(C))

avec deg (λ restA(B) + μ restA(C)) < deg(A). Par unicité du quotient et
du reste de la division euclidienne,

quotA(λB + μC) = λ quotA(B) + μ quotA(C)

et
restA(λB + μC) = λ restA(B) + μ restA(C) �
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Proposition 7.3.2.7 Soient A,B ∈ K[X] avec A �= 0. A|B si et seulement si le reste
de la division euclidienne de B par A est nul.

Exercice 7.3.2.8 Soit A ∈ K[X]\{0} et soit restA l’application de K[X] dans lui-même,
qui à un polynôme P associe le reste de la division euclidienne de P par A.

1. Montrer que restA est un projecteur de K[X].

2. Déterminer le noyau et l’image de restA.

3. En déduire que AK[X] est un sous-espace vectoriel de K[X] et que si n = deg(A)
(avec n � 1) alors :

AK[X]⊕Kn−1[X] = K[X]

7.3.3 Idéaux de K[X]

On a vu dans le cours d’arithmétique que les sous-groupes de Z sont les nZ avec n ∈ N.
En réalité, un sous-groupe de Z est aussi stable par multiplication par les éléments de Z :
c’est ce qui nous amène à poser la définition suivante.

Définition 7.3.3.1 Soit I ⊂ K[X]. On dit que I est un idéal de K[X] si :

(i) (I,+) est un sous-groupe de K[X] ;

(ii) ∀A ∈ I , ∀P ∈ K[X] , P × A ∈ I.

Proposition 7.3.3.2 Soit I ⊂ K[X]. Alors I est un idéal de K[X] si et seulement
si :

(i) 0 ∈ I ;
(ii) ∀A,B ∈ I , ∀P,Q ∈ K[X] , PA+QB ∈ I.

Exercice 7.3.3.3 Prouver la proposition précédente.

Exemple 7.3.3.4 Si A ∈ K[X], alors AK[X] est un idéal de K[X]. En effet,

(i) A|0 donc 0 ∈ AK[X] ;

(ii) Si B,C ∈ AK[X] et P,Q ∈ K[X], alors A|B et A|C donc, A|(PB +QC), c’est-à-
dire PB +QC ∈ AK[X].
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Théorème 7.3.3.5 Soit I ⊂ K[X]. Alors les énoncés suivants sont équivalents :

(i) I est un idéal de K[X] ;

(ii) il existe A ∈ K[X] tel que I = AK[X].

Preuve :

• (ii) =⇒ (i)
C’est ce qu’on vient de voir en exemple.

• (i) =⇒ (ii)

Soit I un idéal de K[X]. Si I = {0}, alors I = 0K[X] et le résultat est
prouvé. On suppose donc I �= {0}.
Considérons l’ensemble J = {deg(P ) , P ∈ I \ {0}}. Alors, J est une
partie non vide de N (puisque par hypothèse, I\{0} �= ∅). Par conséquent,
elle admet un plus petit élément. Soit A ∈ I\{0} tel que deg(A) = min J .
Montrons que I = AK[X].

∗ Montrons que AK[X] ⊂ I.
Puisque A ∈ I et que I est un idéal de K[X], on a :

∀P ∈ K[X] , AP ∈ I

Par suite, AK[X] ⊂ I.
∗ Montrons que I ⊂ AK[X].

Soit B ∈ I. Puisque A �= 0, on peut faire la division euclidienne
de B par A : il existe (un unique) (Q,R) ∈ K[X]2 tel que :

B = QA+R et deg(R) < deg(A)

Par ailleurs, A ∈ I donc QA ∈ I (I est un idéal). De plus, B ∈ I.
Par conséquent, B − QA ∈ I, c’est-à-dire R ∈ I. Ainsi, R ∈ I
et deg(R) < deg(A) avec deg(A) = min{deg(P ) , P ∈ I \ {0}}.
D’où l’on déduit que R = 0, c’est-à-dire B = QA ∈ AK[X].

�

Remarques :

• on a déjà vu que AK[X] = BK[X] si et seulement si A et B sont associés ;

• lorsque I �= {0}, il existe un unique polynôme unitaire A tel que I = AK[X].
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7.3.4 Polynômes premiers entre eux

Théorème 7.3.4.1 (Définition) Soient A et B deux polynômes non nuls.

• Il existe un unique polynôme unitaire, appelé plus grand commun diviseur de
A et B et noté A ∧ B ou pgcd(A,B), tel que :

AK[X] + BK[X] = pgcd(A,B)K[X]

Cet unique polynôme unitaire est le polynôme unitaire de degré maximal qui
divise A et B.

• Il existe un unique polynôme unitaire, appelé plus petit commun multiple de A
et B et noté A ∨ B ou ppcm(A,B), tel que :

AK[X] ∩ BK[X] = ppcm(A,B)K[X]

Cet unique polynôme unitaire est le polynôme unitaire de degré minimal parmi
les multiples communs non nuls de A et de B.

Preuve :

• Soit I = AK[X] + BK[X] = {PA+QB , (P,Q) ∈ K[X]2}.
On vérifie (le faire) que I est un idéal de K[X] et que I �= {0}. Par
conséquent, d’après le théorème précédent, il existe un unique polynôme
unitaire pgcd(A,B) tel que :

AK[X] + BK[X] = pgcd(A,B)K[X]

∗ Ensuite, A ∈ AK[X] ⊂ AK[X] +BK[X] = pgcd(A,B)K[X]. Par
conséquent, pgcd(A,B)|A. De même, pgcd(A,B)|B. Par suite,
pgcd(A,B) est bien un polynôme unitaire qui divise A et B.

∗ Par ailleurs, si P est un diviseur commun de A et B, alors il
existe D,C ∈ K[X] tels que A = PC et B = PD. De plus,
pgcd(A,B) ∈ AK[X] + BK[X] donc il existe (U, V ) ∈ K[X]2 tel
que : pgcd(A,B) = UA+ V B. On en déduit alors que :

pgcd(A,B) = UA+ V B = (UC + V D)P

Puisque pgcd(A,B) �= 0, UC + V D �= 0 et donc :

deg(pgcd(A,B)) = deg(UC + V D) + deg(P ) � deg(P )

Ce qui montre que pgcd(A,B) est bien un diviseur commun de A
et B, unitaire et de degré maximal parmi les diviseurs communs
de A et B.
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∗ Enfin, si P est unitaire et de degré maximal parmi les divi-
seurs communs de A et B, alors deg(P ) � deg(pgcd(A,B)) et
d’après le point qui précède, deg(P ) � deg(pgcd(A,B)). Par
suite, deg(P ) = deg(pgcd(A,B)) et donc deg(UC + V D) = 0,
c’est-à-dire UC + V D ∈ K�. Ce qui prouve que P et pgcd(A,B)
sont associés. Étant tous deux unitaires, ils sont donc égaux.

• De la même façon, on montre que AK[X] ∩ BK[X] est un idéal de
K[X], non réduit à {0} (il contient AB qui est non nul). Il existe donc
un unique polynôme unitaire ppcm(A,B) tel que :

AK[X] ∩ BK[X] = ppcm(A,B)K[X]

Ensuite,

∗ d’une part, ppcm(A,B) ∈ ppcm(A,B)K[X] = (AK[X]∩BK[X]).
Par suite, ppcm(A,B) ∈ AK[X], c’est-à-dire A|ppcm(A,B). De
même, B|ppcm(A,B). Ce qui montre que ppcm(A,B) est un
polynôme unitaire qui est un multiple de A et B ;

∗ d’autre part, si P �= 0 est un multiple de A et de B, alors A|P
et B|P , c’est-à-dire P ∈ AK[X] ∩BK[X] = ppcm(A,B)K[X]. Il
s’ensuit que ppcm(A,B)|P et puisque P �= 0,

deg(ppcm(A,B)) � deg(P )

Ceci prouve que ppcm(A,B) est de degré minimal parmi les mul-
tiples communs non nuls de A et B ;

∗ enfin, si on suppose que P est unitaire (et donc non nul) et de
degré minimal parmi les multiples communs de A et B, alors
deg(P ) � deg(ppcm(A,B)) et par suite, on a égalité. On conclut
alors, comme dans le premier cas, que P et ppcm(A,B) sont
égaux (car associés et unitaires).

�

Remarque : en fait la démonstration montre que, comme pour Z, on a :{
P |A
P |B ⇐⇒ P |pgcd(A,B) et

{
A|P
B|P ⇐⇒ ppcm(A,B)|P

Définition 7.3.4.2 Soient A et B deux polynômes dans K[X] et non nuls. On dit que
A et B sont premiers entre eux si pgcd(A,B) = 1.
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Remarque : autrement dit, A et B sont premiers entre eux si les seuls diviseurs communs
de A et B sont les polynômes constants (non nuls).

Exemple 7.3.4.3 Si A = X − 1 et B = X, alors A et B sont premiers entre eux.

Algorithme d’Euclide : tout comme dans Z, on peut utiliser l’algorithme d’Euclide
pour déterminer le pgcd de deux polynômes.

Exemple 7.3.4.4 Soient A = X4 + X2 + 1 et B = X5 − 2X4 + 4X3 − 2X2 + X + 1.
Déterminons le pgcd de A et B.

B = (X − 2)× A+ 3X3 + 3

A =
1

3
X(3X3 + 3) +X2 −X + 1

3X3 + 3 = (3X + 3)(X2 −X + 1)

Le dernier reste non nul est X2−X+1. On en déduit alors que pgcd(A,B) = X2−X+1.

Remarque : dans Z, on a vu une autre méthode pour déterminer le pgcd de deux entiers,
qui utilise la décomposition en facteurs premiers. On reverra plus loin qu’on dispose aussi
de cette méthode dans K[X].

7.3.5 Théorème de Bézout et théorème de Gauss

Théorème 7.3.5.1 (théorème de Bézout) Soient A et B deux éléments non nuls
de K[X]. Alors :

A ∧ B = 1 ⇐⇒ ∃(U, V ) ∈ K[X]2 , UA+ V B = 1

Preuve :

La démonstration est identique à la démonstration dans Z.

• On suppose que A ∧ B = 1.
Alors AK[X] + BK[X] = (A ∧ B)K[X] = K[X]. En particulier, puisque
1 ∈ K[X], il existe U ∈ K[X] et V ∈ K[X] tels que UA+ V B = 1.

• Réciproquement, s’il existe (U, V ) ∈ K[X]2 tel que UA+V B = 1, alors
1 ∈ AK[X] +BK[X]. Or, on a déjà vu que AK[X] +BK[X] est un idéal
de K[X]. Par suite : ∀P ∈ K[X] , P = P × 1 ∈ AK[X] + BK[X].
Ce qui prouve que pgcd(A,B)K[X] = AK[X] + BK[X] = K[X]. Il
s’ensuit que 1 et pgcd(A,B) sont associés et tout deux unitaires donc
pgcd(A,B) = 1.

�
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Théorème 7.3.5.2 (théorème de Gauss) Soient A,B,C trois polynômes non nuls.
Alors : {

A|BC
A ∧ B = 1

=⇒ A|C

Preuve :

À nouveau, la preuve est identique à la démonstration dans Z.
On suppose que A∧B = 1 et que A|BC. D’après le théorème de Bézout,
il existe deux polynômes U et V tels que :

UA+ V B = 1

Alors C = UCA+ V BC. Or, A|UCA et A|V BC donc A|C.
�

Théorème 7.3.5.3 (relation de Bézout améliorée) Soient A,B ∈ K[X] tels que
deg(A) � 1, deg(B) � 1 et A∧B = 1. Alors il existe un unique couple (U, V ) ∈ K[X]2

tel que :

UA+ V B = 1 et deg(U) < deg(B) et deg(V ) < deg(A)

Preuve :

• Montrons l’existence.
D’après le théorème de Bézout, on sait qu’il existe (U, V ) ∈ K[X]2 tel
que : UA + V B = 1. On fait alors la division euclidienne de U par B :
il existe (Q1, R1) ∈ K[X]2 tel que U = Q1B + R1 et deg(R1) < deg(B).
On a alors :

R1A+ (V +Q1A)B = 1

Si R1 = 0, alors B(V + Q1A) = 1 et donc B est inversible, ce qui est
absurde car deg(B) � 1. On en déduit que 0 � deg(R1). En notant
R2 = V +Q1A, on a R2B = 1−R1A. En prenant les degrés on obtient :

deg(R2) + deg(B) = deg(1−R1A) = deg(R1A) = deg(R1) + deg(A)

(la seconde égalité découle du fait que deg(R1A) � 1 > deg(1)). Par
conséquent,

deg(R2) = deg(R1)− deg(B) + deg(A) < deg(A)

(puisque deg(R1) < deg(B)). Ainsi le couple (R1, R2) convient.
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• Montrons l’unicité.
Soient (U1, V1) et (U2, V2) deux couples vérifiant les conclusions du théo-
rème. Alors :

(U1 − U2)A = (V2 − V1)B

Par suite, A|(V2 − V1)B et A ∧ B = 1. D’après le théorème de Gauss,
A|(V2 − V1). Or, deg(V2 − V1) < deg(A) donc V2 − V1 = 0, c’est-à-dire
V1 = V2. En remplaçant dans la première égalité, on obtient U1 −U2 = 0
(car K[X] est intègre et A �= 0), c’est-à-dire U1 = U2. Ce qui prouve
l’unicité.

�

7.4 Racines d’un polynôme

7.4.1 Fonction polynomiale associée à un polynôme

Définition 7.4.1.1 Soit P ∈ K[X], avec P =
n∑
k=0

akX
k (n ∈ N et (ak)0�k�n ∈ Kn+1).

Pour x ∈ K, on pose : P̃ (x) =
n∑
k=0

akx
k. L’application x �−→ P̃ (x) est appelée fonction

polynomiale associée à P .

Remarques :

• la différence fondamentale entre polynôme et fonction polynomiale est que pour
un polynôme, l’indéterminée X est fixée : c’est un « symbole » qui désigne la suite
(δ1(n))n∈N et il n’y a aucun sens à dire « on évalue en X = 1 ou X = 3 », alors que
pour une fonction polynomiale, le « x » est une variable qui varie dans l’ensemble
de définition de P̃ ;

• plus précisément, on peut choisir comme ensemble de définition pour P̃ toute
partie I de K. On obtient alors une application P̃ ∈ F(I,K). En toute rigueur,

il faudrait donc préciser l’ensemble de définition et noter P̃I , ce qu’on ne fait pas
dans la pratique ;

• si f ∈ F(I,K), par définition f est polynomiale s’il existe P ∈ K[X] tel que
f = P̃ ;

• d’un point de vue mathématique, P et P̃ sont deux objets différents. Ceci étant
dit, on a envie de dire que « c’est la même chose » : il suffit de remplacer « X »
par « x ». Dans ce qui suit, on va traduire rigoureusement cette identification et
voire sous quelles conditions on peut identifier P et P̃ .
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Proposition 7.4.1.2 Soit I ⊂ K (I non vide) et soit ϕ : K[X] −→ F(I,K) définie

par ϕ(P ) = P̃ pour tout P ∈ K[X]. Alors :

(i) ∀(P,Q) ∈ K[X]2 , ∀x ∈ I , P̃ +Q(x) = P̃ (x) + Q̃(x).

(ii) ∀λ ∈ K , ∀P ∈ K[X] , ∀x ∈ I , λ̃ · P (x) = λ× P̃ (x).

(iii) ∀(P,Q) ∈ K[X]2 , ∀x ∈ I , P̃ ×Q(x) = P̃ (x)× Q̃(x).

(iv) ∀x ∈ I , 1̃(x) = 1.

(v) Plus généralement, si P = c ∈ K est un polynôme constant, alors :

∀x ∈ I , c̃(x) = c.

Autrement dit, l’application ϕ est un morphisme d’algèbres.

Preuve :

C’est clair ! Ceci découle de la construction même des polynômes. �

Objectif : on veut pouvoir identifier l’ensemble K[X] avec Imϕ, c’est-à-dire identifier un
polynôme et sa fonction polynomiale associée. Pour pouvoir faire cette identification, il
faut que deux polynômes distincts donnent deux fonctions polynomiales distinctes, c’est-
à-dire que ϕ soit injective, ce qui n’est pas toujours le cas. Par exemple, si I = {0, 1} et

P = X et Q = 2X2 −X, on a P̃I = Q̃I . On va montrer juste après que si I est infini, on
peut faire cette identification et du coup, on notera de façon identique P et P̃ .

7.4.2 Racines d’un polynôme

Définition 7.4.2.1 Soient P ∈ K[X] et a ∈ K. On dit que a est une racine de P si

P̃ (a) = 0.

Exemple 7.4.2.2 Soit P = X2 +X + 1. Alors j est une racine de P puisque
P̃ (j) = 1 + j + j2 = 0.

Proposition 7.4.2.3 Soient P ∈ K[X] et a ∈ K, alors le reste de la division eucli-

dienne de P par X − a est R = P̃ (a).
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Preuve :

En effet, si P = Q× (X−a)+R avec deg(R) < deg(X−a), alors R ∈ K.
On a alors :

P̃ (a) = ˜((X − a)Q+R)(a) = Q̃(a)× 0 + R̃(a) = R̃(a) = R
�

Corollaire 7.4.2.4 Soient P ∈ K[X] et a ∈ K. Alors a est une racine de P si et
seulement si X − a divise P .

Preuve :

On vient de voir que le reste de la division euclidienne de P par X − a
est R = P̃ (a). Par suite,

(X − a)|P ⇐⇒ R = 0 ⇐⇒ P̃ (a) = 0
�

Exercice 7.4.2.5 Proposer une démonstration directe de ce résultat en utilisant la for-
mule de Bernoulli (voir proposition 1.2.3.9).

Proposition 7.4.2.6 Soient P ∈ K[X], n ∈ N�. On suppose que a1, · · · , an ∈ K sont
des racines de P , deux à deux distinctes. Alors (X − a1)× · · · × (X − an) divise P . De
plus, si P �= 0, alors n � deg(P ).

Preuve :

On montre par récurrence finie sur k ∈ �1, n� que
k∏
i=1

(X − ai)|P .
Initialisation :

Pour k = 1, c’est la proposition précédente.

Hérédité :

On suppose la propriété vraie au rang k avec 1 � k < n. Alors, il existe
Q ∈ K[X] tel que :

P = Q×
k∏
i=1

(X − ai)
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On a alors :

0 = P̃ (ak+1) = Q̃(ak+1)×
k∏
i=1

(ak+1 − ai) et
k∏
i=1

(ak+1 − ai) �= 0

car les ai (pour 1 � i � n) sont deux à deux distincts. Par suite,

Q̃(ak+1) = 0. D’après la proposition précédente, (X − ak+1)|Q ce qui
prouve que la propriété est vraie au rang k + 1 et achève la récurrence.

�

Exercice 7.4.2.7 Quelle autre méthode « arithmétique » peut-on utiliser pour démontrer
cette proposition ?

Corollaire 7.4.2.8 Si P est un polynôme non nul, alors P a un nombre fini de racines
distinctes. Plus précisément, P a au plus deg(P ) racines distinctes.

Proposition 7.4.2.9 Si I est une partie infinie de K, alors on peut identifier polynôme
et fonction polynôme. Autrement dit, l’application ϕ : K[X] −→ F(I,K), qui à un
polynôme P ∈ K[X] associe P̃ , est injective.

Preuve :

Soit P ∈ kerϕ. Alors, P̃ = 0, c’est-à-dire ∀x ∈ I , P̃ (x) = 0. En particu-
lier, P a donc une infinité de racines deux à deux distinctes, ce qui n’est
possible que pour P = 0 d’après le corollaire précédent.

�

Conséquence : on n’écrit plus P̃ et on notera P (a) tout simplement au lieu de P̃ (a).

7.4.3 Formule de Taylor et multiplicité d’une racine

Théorème 7.4.3.1 (Formule de Taylor) Soient P ∈ K[X], a ∈ K et n � deg(P ).
Alors :

P =
n∑
k=0

P (k)(a)

k!
(X − a)k
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Preuve :

Soit ψ l’application de K[X] dans K[X] définie par :

∀P ∈ K[X] , ψ(P ) =
+∞∑
k=0

P (k)(a)

k!
(X − a)k

• Tout d’abord, ψ est bien définie puisque si P ∈ K[X], alors pour tout
entier k > deg(P ), P (k) = 0 et a fortiori P (k)(a) = 0. Il s’ensuit que si
n ∈ N et n � deg(P ), alors :

ψ(P ) =
+∞∑
k=0

P (k)(a)

k!
(X − a)k =

n∑
k=0

P (k)(a)

k!
(X − a)k ∈ K[X]

• Il est clair que ψ est un endomorphisme de K[X] car la dérivation est un
endomorphisme de K[X], P �→ P̃ est linéaire, l’évaluation ea : f �→ f(a)
est linéaire et la multiplication externe dans K[X] est linéaire.

• Ensuite, on détermine l’image par ψ du monôme Xp pour p ∈ N. On a
vu que :

Dk(Xp) =

⎧⎨⎩
p!

(p− k)!
Xp−k si k � p

0 sinon

Par suite, d’après la formule du binôme de Newton :

ψ(Xp) =

p∑
k=0

p!

k!(p− k)!
ap−k(X − a)k = (X − a+ a)p = Xp

• Enfin, soit P ∈ K[X]. Alors il existe n ∈ N et (ak)0�k�n ∈ Kn+1 tels
que :

P =
n∑
k=0

akX
k

Par linéarité,

ψ(P ) =
n∑
k=0

akψ(X
k) =

n∑
k=0

akX
k = P

�

Définition 7.4.3.2 Soient P ∈ K[X] et a ∈ K. On dit que a est une racine d’ordre
m ∈ N du polynôme P lorsque (X − a)m divise P et (X − a)m+1 ne divise pas P .
On note alors m = ma(P ) et ma(P ) est appelé la multiplicité de la racine a pour P .
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Remarques :

• autrement dit, a est une racine d’ordre m pour P s’il existe Q ∈ K[X] tel que
P = (X − a)mQ avec Q(a) �= 0 ;

• par convention, pour le polynôme nul, on convient que ma(0) = +∞ ;

• on peut aussi reformuler en posant

ma(P ) =

{
max{k ∈ N / (X − a)k|P} si P �= 0
+∞ si P = 0

Exemple 7.4.3.3 Si a n’est pas une racine de P , c’est une racine de multiplicité nulle.

Exemple 7.4.3.4 Soit P = X(X − 1)2. Alors,

• 1 est une racine de multiplicité deux : on dit aussi que c’est une racine double ;

• 0 est une racine de multiplicité un : on dit que c’est une racine simple de P .

Proposition 7.4.3.5 Soient P ∈ K[X], a ∈ K et m ∈ N. Alors :

ma(P ) = m ⇐⇒ ∀k ∈ �0,m− 1� , P (k)(a) = 0 et P (m)(a) �= 0

Autrement dit, a est une racine de P de multiplicité m si les m− 1 premières dérivées
de P (en partant de la dérivée 0-ième) s’annulent en a, mais pas la m-ième.

Remarque : de façon moins formelle,

m = ma(P ) ⇐⇒ 0 = P (a) = P ′(a) = · · · = P (m−1)(a) = 0 et P (m)(a) �= 0

Preuve :

Le cas m = 0 est évident. On suppose donc m � 1.
D’après la formule de Taylor, si on fixe un entier n � deg(P ), alors n � m
et :

P =
n∑
k=0

P (k)(a)

k!
(X − a)k

=
m−1∑
k=0

P (k)(a)

k!
(X − a)k +

n∑
k=m

P (k)(a)

k!
(X − a)k
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On note alors :

P =
m−1∑
k=0

P (k)(a)

k!
(X − a)k︸ ︷︷ ︸

R

+(X − a)m
n∑

k=m

P (k)(a)

k!
(X − a)k−m︸ ︷︷ ︸
Q

Ainsi, on a P = Q(X − a)m + R avec degR � m − 1 < deg(X − a)m.
On en déduit que Q et R sont respectivement le quotient et le reste de la
division euclidienne de P par (X − a)m (unicité du quotient et du reste).
On a alors :

m = ma(P ) ⇐⇒ R = 0 et Q(a) �= 0

Or, d’une part, on a :

Q(a) =
P (m)(a)

m!
D’autre part, montrons que :

R =
m−1∑
k=0

rk(X − a)k = 0 ⇐⇒ ∀k ∈ �0,m− 1� , rk = 0

• ⇐= est évidente.

• Montrons =⇒.

On suppose que
m−1∑
k=0

rk(X−a)k = 0. Alors la fonction polynomiale

associée est nulle sur K. On en déduit que :

∀x ∈ K , R(x+ a) = 0 c’est-à-dire ∀x ∈ K ,
m−1∑
k=0

rkx
k = 0

Puisque K = R (ou K = C) est infini, d’après le paragraphe
précédent, la fonction polynomiale est nulle si et seulement si le
polynôme nul. Par suite,

∑
rkX

k = 0 (égalité entre polynômes),
soit encore rk = 0 pour tout entier k.

Ainsi,

m = ma(P ) ⇐⇒ R = 0 et Q(a) �= 0

⇐⇒ ∀k ∈ �0,m− 1� , rk = 0 et P (m)(a) �= 0

⇐⇒ ∀k ∈ �0,m− 1� , P (k)(a) = 0 et P (m)(a) �= 0
�

Remarque : cette caractérisation de la multiplicité d’une racine d’un polynôme est très
utile dans la pratique. En effet, il est souvent plus facile de calculer les dérivées successives
d’un polynôme puis d’évaluer en un point plutôt que de factoriser « à la main ».
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Proposition 7.4.3.6 Pour tout (P,Q) ∈ K[X]2 et tout a ∈ K, on a :

ma(PQ) = ma(P ) +ma(Q) et ma(P +Q) � min (ma(P ),ma(Q))

Preuve :

Si P = 0 ou Q = 0, alors les propriétés sont évidentes. On suppose à
présent PQ �= 0, auquel cas ma(P ) et ma(Q) sont deux entiers naturels.
Par définition de la multiplicité, il existe P1 et Q1 deux polynômes tels
que P = (X − a)ma(P )P1, Q = (X − a)ma(Q)Q1, P1(a) �= 0 et Q1(a) �= 0.

• Pour la première relation, il suffit d’écrire que :

PQ = (X − a)ma(P )+ma(Q)P1Q1 avec (P1Q1) (a) �= 0

Par suite, ma(PQ) = ma(P ) +ma(Q).

• Pour la seconde, en posant m = min (ma(P ),ma(Q)), on a :

P +Q = (X − a)m × ((X − a)ma(P )−mP1 + (X − a)ma(Q)−mQ1

)
On obtient alors le résultat en appliquant la première relation.

�

7.4.4 Méthodes pour montrer que deux polynômes sont égaux

Dans de nombreuses situations, on est amené à démontrer que deux polynômes P et Q
sont égaux. Il est donc important de bien avoir à l’esprit les différentes méthodes que l’on
peut utiliser. La première remarque est que P = Q si et seulement si P − Q = 0. Par
suite, on s’intéresse aux différentes méthodes pour montrer qu’un polynôme est nul.

� Méthode :

Pour montrer qu’un polynôme P est nul, on peut :

1. montrer que tous ses coefficients sont nuls ;

2. montrer que deg(P ) < 0 ;

3. montrer que P admet strictement plus de racines

(comptées avec multiplicités) que son degré ;

4. montrer que P admet une infinité de racines ;

5. montrer qu’il existe a ∈ K tel que :

∀k ∈ �0, deg(P )�, P (k)(a) = 0
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7.4.5 Polynômes scindés et relations entre racines et coefficients

Définition 7.4.5.1 On dit qu’un polynôme non constant P est :

• scindé dans K (ou sur K) s’il admet autant de racines (comptées avec multipli-
cités) que son degré ;

• scindé à racines simples (ou scindé simple) si P est scindé et toutes les racines
de P sont simples, c’est-à-dire de multiplicité 1.

Exemple 7.4.5.2

• X2 − 1 est scindé à racines simples dans R car X2 − 1 = (X − 1)(X + 1) ;

• P = X3 − 2X2 +X est scindé dans R car P = X(X − 1)2 mais il n’est pas scindé
à racines simples ;

• X2 + 1 est scindé à racines simples dans C mais il n’est pas scindé dans R.

Remarques : en clair, un polynôme est scindé dans K s’il peut s’écrire dans K[X] sous la

forme P = λ

p∏
k=1

(X − ak)
mk où λ ∈ K�, les ak ∈ K sont deux à deux distincts, et mk ∈ N�

est la multiplicité de ak dans P . On peut aussi reformuler en disant qu’un polynôme est
scindé s’il se factorise complètement en produit de puissances de polynômes du premier
degré.

Proposition 7.4.5.3 On a déjà vu que si P = aX2 + bX + c (avec a �= 0) est scindé
dans K, de racines x1 et x2 (éventuellement confondues), alors :

x1 + x2 = − b

a
et x1x2 =

c

a

Proposition 7.4.5.4 Soit P = a3X
3 + a2X

2 + a1X + a0 (avec a3 �= 0) scindé dans K
et soient x1, x2, x3 ses racines (comptées avec leur multiplicité), alors :

x1 + x2 + x3 = −a2
a3

; x1x2 + x1x3 + x2x3 =
a1
a3

; x1x2x3 = −a0
a3

Réciproquement, si x1, x2, x3 ∈ K vérifient les trois relations précédentes, alors ce sont
les racines (comptées avec multiplicité) du polynôme P = a3X

3 + a2X
2 + a1X + a0.
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Preuve :

Il suffit de développer le produit a3(X − x1)(X − x2)(X − x3).

�

Remarque : plus généralement, si P = anX
n + · · ·+ a1X + a0 (avec an �= 0) est scindé

dans K alors :
n∑
k=1

xk = −an−1

an
et

n∏
k=1

xk = (−1)n
a0
an

On peut aussi retrouver les autres coefficients à l’aide des fonctions symétriques élémen-
taires :

σk =
∑

1�i1<i2···<ik�n
xi1 × · · · × xik = (−1)k

an−k
an

Et réciproquement, si les nombres x1, · · · , xn (non nécessairement distincts) vérifient :

∀k ∈ �1, n� , σk = (−1)k
an−k
an

alors ce sont les racines (comptées avec multiplicité) du polynôme P =
n∑
k=0

akX
k.

Preuve :

À nouveau, il suffit de développer l’expression :

an

n∏
k=1

(X − xk) = an

n∑
k=0

(−1)n−kσn−kXk

�

Exercice 7.4.5.5 Déterminer l’ensemble des réels p tels que le système

(S) :

⎧⎨⎩
x+ y + z = 2
xy + xz + yz = 1
xyz = p

admette au moins une solution dans R3.

Corollaire 7.4.5.6 Soient A et B deux polynômes tel que A est scindé dans K. Alors
A|B si et seulement si pour tout a ∈ K, ma(A) � ma(B).
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7.5 Polynômes irréductibles et factorisation

Rappel : un polynôme P ∈ K[X] est irréductible dans K[X] si degP � 1 et si les
seuls diviseurs de P sont les unités (c’est-à-dire les polynômes constants non nuls) ou les
polynômes associés à P . Autrement dit, P est irréductible si deg(P ) � 1 et :

∀(Q,R) ∈ K[X]2 , (P = QR =⇒ Q ∈ K� ou R ∈ K�)

Théorème 7.5.0.1 Tout polynôme de degré n � 1, se factorise de façon unique (à
l’ordre près) en produit de polynômes irréductibles et unitaires et d’une unité de K[X].

Preuve :

• Pour l’existence, on procède par récurrence forte sur degP .

Initialisation :

Pour n = 1, c’est évident car tout polynôme du premier degré est irré-
ductible. Donc si P = aX + b avec a �= 0, P = a(X − b

a
) est le produit

d’une unité (a ∈ K�) et d’un polynôme irréductible et unitaire.

Hérédité :

On suppose la propriété vraie jusqu’au rang n � 1 : montrons qu’elle est
vraie au rang n+ 1. Soit P de degré n+ 1.

∗ Si P est irréductible, c’est fini : en notant λ ∈ K� le coefficient
dominant de P , on a : P = λP

λ
avec P

λ
irréductible et unitaire ;

∗ sinon, il existe deux polynômes non constants Q et R tels que
P = QR. On applique alors l’hypothèse de récurrence à Q et R.

Ce qui prouve que la propriété est vraie au rang n + 1 et achève la
récurrence.

• On admet l’unicité à l’ordre près. Pour les plus courageux, vous pouvez
le démontrer : c’est un peu technique mais l’outil essentiel est le même
que dans Z : c’est le lemme d’Euclide.

�

Remarques : on dispose alors des mêmes méthodes que dans Z.

• Pour montrer que A|B dans K[X], il faut et il suffit de montrer que pour chaque
facteur irréductible P de A, mP (A) � mP (B) (c’est-à-dire que la multiplicité de
P dans A est inférieure à la multiplicité de P dans B).
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• Si A = λ

n∏
i=1

Pαi
i et B = μ

n∏
i=1

P βi
i avec n ∈ N�, λ, μ ∈ K�, pour tout i ∈ �1, n�, Pi

unitaire et irréductible, αi, βi ∈ N, et les Pi deux à deux distincts, alors :

pgcd(A,B) =
n∏
i=1

P
min(αi,βi)
i et ppcm(A,B) =

n∏
i=1

P
max(αi,βi)
i

7.5.1 Éléments irréductibles dans C[X]

Le théorème suivant est souvent appelé théorème fondamental de l’algèbre. Ce théorème
est admis mais une démonstration est proposée en exercice.

Théorème 7.5.1.1 (théorème de D’Alembert-Gauss) Tout polynôme P ∈ C[X]
non constant admet au moins une racine dans C.

Remarque : on dit aussi que le corps C est algébriquement clos.

Corollaire 7.5.1.2 Les polynômes irréductibles dans C[X] sont les polynômes du pre-
mier degré.

Corollaire 7.5.1.3 Tout polynôme P ∈ C[X] non constant est scindé dans C.

Preuve du premier corollaire :

• Tout d’abord, on a déjà vu qu’un polynôme de degré un est irréductible.

• Réciproquement, soit P ∈ C[X] un polynôme irréductible. Alors, par
définition deg(P ) � 1. D’après le théorème de D’Alembert-Gauss, P
admet au moins une racine complexe α et (X − α) divise P . Or, P est
irréductible et X − α n’est pas constant. Par suite, X − α et P sont
associés et par conséquent, P est un polynôme de degré 1. �

Preuve du second corollaire :

Montrons par récurrence sur n � 1 que tout polynôme de degré n est
scindé dans C.

Initialisation :
Pour n = 1, c’est clair.
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Chapitre 7 Polynômes et fractions rationnelles

Hérédité :

On suppose que la propriété est vraie au rang n � 1 et on montre qu’elle
est vraie au rang n+1. Soit P ∈ C[X] de degré n+1. Alors P admet au
moins une racine α et il existe alors Q ∈ C[X] tel que P = (X − α)Q.
De plus, degQ = n donc d’après l’hypothèse de récurrence, Qest scindé
dans C et donc P l’est aussi. �

7.5.2 Éléments irréductibles dans R[X]

Théorème 7.5.2.1 Les polynômes irréductibles dans R[X] sont :

(i) les polynômes de degré 1 ;

(ii) les polynômes du second degré dont le discriminant est strictement négatif.

Preuve :

• Tout d’abord, il est clair qu’il s’agit bien de polynômes irréductibles
dans R[X].

• Réciproquement, montrons que ce sont les seuls. Soit P ∈ R[X] irréduc-
tible de degré supérieur ou égal à 2. Alors P n’a pas de racine réelle (sinon
on peut le factoriser parX−a et il n’est pas irréductible). D’après le théo-
rème de D’Alembert-Gauss, P admet au moins une racine complexe α.
P étant à coefficients réels, on a alors P (α) = P (α) = 0. Ainsi, α �= α et
on peut factoriser P par (X−α)(X−α) = X2−2$e(α)X+ |α|2 ∈ R[X].
On a donc trouvé un diviseur non constant de P . Celui-ci étant supposé
irréductible, P = λ(X2 − 2$e(α)X + |α|2) avec λ ∈ R�.

�

Corollaire 7.5.2.2 Tout polynôme P ∈ R[X] non constant s’écrit de façon unique à
l’ordre près sous la forme :

P = λ×
r∏

k=1

(X − αk)
mk ×

s∏
k=1

(X2 + bkX + ck)
nk

où λ ∈ R�, r, s ∈ N (non tous deux nuls), pour 1 � k � r, αk ∈ R et deux à deux
distincts, mk ∈ N�, pour 1 � k � s, (bk, ck) ∈ R2 deux à deux distincts, nk ∈ N�,
b2k − 4ck < 0.

441
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Exemple 7.5.2.3 Déterminons la décomposition en facteurs irréductibles dans R[X] du
polynôme P = X4 + 1.

Déjà, P n’a pas de racine dans R mais on sait qu’il n’est pas irréductible puisqu’il est de
degré 4. Pour le factoriser, on utilise la méthode usuelle : on le factorise dans C[X] puis
on regroupe les racines complexes conjuguées.

Soit z ∈ C. z4 + 1 = 0 ⇐⇒ z4 = −1 ⇐⇒ z = ike
i
π

4 avec 0 � k � 3. On a alors :

X4 + 1 = (X − e
i
π

4 )(X − e
i
3π

4 )(X − e
i
5π

4 )(X − e
i
7π

4 ) (factorisation dans C[X])

Or,

(X − e
i
π

4 )(X − e
i
7π

4 ) = (X − e
i
π

4 )(X − e
−i π

4 ) = X2 −
√
2X + 1

et de la même façon,

(X − e
i
3π

4 )(X − e
i
5π

4 ) = X2 +
√
2X + 1

D’où l’on déduit la décomposition en facteurs irréductibles dans R[X] :

P = (X2 −
√
2X + 1)(X2 +

√
2X + 1) (factorisation dans R[X])

Exercice 7.5.2.4 Donner les décompositions dans C[X] puis dans R[X] des polynômes
P = Xn − 1 et Q = Xn + 1. On pourra distinguer les cas n pair et n impair.

7.6 Ensemble K(X)

7.6.1 Corps des fractions rationnelles K(X)

Définition 7.6.1.1 On appelle fraction rationnelle à une indéterminée et à coefficients
dans K toute expression formelle de la forme F = A

B
où A,B ∈ K[X] et B �= 0. On dit

alors que A
B
est un représentant de la fraction rationnelle F .

L’ensemble des fractions rationnelles à une indéterminée et à coefficients dans K est
noté K(X).

Définition 7.6.1.2 On dit que deux fractions rationnelles F = A
B

et G = C
D

sont
égales si AD = BC.
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Théorème 7.6.1.3 (Admis) On munit K(X) de deux lois de compostions internes
+ et ×, et d’une multiplication externe notée ·, définies respectivement par :

∀A,C ∈ K[X] , ∀B,D ∈ K[X] \ {0} , ∀λ ∈ K ,
A

B
+
C

D
=
AD + BC

BD
;

A

B
× C

D
=
A× C

B ×D
et λ · A

B
=
λ · A
B

Alors :

(i) les lois +, × et · sont bien définies, c’est-à-dire ne dépendent pas du choix des
représentants des fractions rationnelles ;

(ii) (K(X),+,×) est un corps commutatif ;

(iii) (K(X),+, ·) est un K-espace vectoriel ;

(iv) L’application ψ : K[X] −→ K(X) qui à A associe A
1
est un morphisme d’al-

gèbres qui est injectif. Ceci permet d’identifier un polynôme A avec la fraction
rationnelle A

1
. Ainsi, K[X] est une sous-K-algèbre de K(X).

Définition 7.6.1.4 Soit F ∈ K(X) \ {0}. On appelle représentant irréductible de F
toute fraction F = A

B
avec (A,B) ∈ (K[X] \ {0})2 tel que A ∧ B = 1.

Remarque : en fait, c’est le même principe que pour le passage de Z à Q. On simplifie
au maximum la fraction : une fois simplifiée, on obtient un représentant irréductible. Par
exemple,

F =
X3 + 2X2 +X

X4 + 3X3 + 2X2
=

X(X + 1)2

X2(X + 1)(X + 2)
=

X + 1

X(X + 2)

La fraction
X + 1

X(X + 2)
est irréductible : c’est donc un représentant irréductible de F .

7.6.2 Dérivation et degré

Définition 7.6.2.1 On définit pour F = A
B
avec A,B ∈ K[X] et B �= 0,

deg(F ) = deg(A)− deg(B)
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Proposition 7.6.2.2 On considère l’application deg : K(X) −→ Z ∪ {−∞}.
(i) L’application deg est bien définie, c’est-à-dire que le degré d’une fraction ra-

tionnelle ne dépend pas du choix du représentant de la fraction rationnelle.

(ii) Cette nouvelle application deg prolonge l’application deg définie sur K[X].

(iii) Pour tout (F,G) ∈ K(X)2 et tout λ ∈ K�,

deg(F ×G) = deg(F ) + deg(G) ; deg(λ · F ) = deg(F ) ;

deg(F +G) � max(deg(F ), deg(G))

Preuve :

• Pour (i), il suffit de remarquer que si A
B
= C

D
, avec A,B,C,D ∈ K[X],

B �= 0 et D �= 0, alors AD = BC. Par suite,

deg(A) + deg(D) = deg(B) + deg(C)

c’est-à-dire
deg(A)− deg(B) = deg(C)− deg(D)

• Pour (ii), si A ∈ K[X], alors A = A
1
et :

deg(
A

1
) = deg(A)− deg(1) = deg(A)

donc le degré de A en tant que fraction rationnelle est le même que le
degré de A en tant que polynôme.

• Enfin, pour (iii), les deux premières relations sont évidentes. Pour la
troisième, on constate que si F = A

B
et G = C

D
avec B �= 0 et D �= 0,

alors :

deg(F +G) = deg

(
AD + BC

BD

)
= deg(AD + BC)− deg(BD)

Or, d’une part, deg(AD + BC) � max(deg(AD), deg(BC)) et d’autre
part, max(deg(AD), deg(BC))=max(deg(A)+deg(D), deg(B)+deg(C)).
Donc, en notant m = deg(AD + BC)− deg(BD), on a :

m � max(deg(A)+deg(D)−deg(BD), deg(B)+deg(C)−deg(BD))

� max(deg(A)− deg(B), deg(C)− deg(D))

� max(deg(F ), deg(G)) �
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Exemple 7.6.2.3 Si F =
X

X2 + 1
, alors deg(F ) = 1− 2 = −1.

Définition 7.6.2.4 Soit F ∈ K(X) et soient A,B ∈ K[X] tels que B �= 0 et F =
A

B
.

On définit la dérivée de F , notée D(F ) ou encore F ′, par :

D(F ) =
A′B − AB′

B2

Proposition 7.6.2.5 (Admis) L’application D : K(X) −→ K(X) qui à F associe
D(F ) est bien définie et prolonge la dérivation sur l’ensemble des polynômes.
De plus, les formules usuelles de dérivation restent valables, c’est-à-dire que pour toutes
fractions rationnelles F et G et toute constante λ ∈ K, on a :

D(F +G) = D(F ) +D(G) ; D(F ×G) = FD(G) + FD(G) ; D(λD) = λD(F ) ;

D

(
F

G

)
=
D(F )G− FD(G)

G2

7.6.3 Zéros et pôles d’une fraction rationnelle

Définition 7.6.3.1 Soit F ∈ K(X) \ {0} et soit A
B

une représentation irréductible de
F , avec A,B ∈ K[X] \ {0}.

• On appelle zéro de F toute racine a ∈ K de A. Dans ce cas, on appelle ordre
de multiplicité du zéro a de F la multiplicité de la racine a dans A.

• On appelle pôle de F toute racine a ∈ K du polynôme B. Dans ce cas, on
appelle ordre de multiplicité du pôle a de F la multiplicité de a en tant que
racine de B.

Exemple 7.6.3.2 Soit F =
X4(X + 1)2

X2(X + 1)5(X − 2)
. Une représentation irréductible de F

est alors :

F =
X2

(X + 1)3(X − 2)
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Par conséquent,

• F a un seul zéro qui est 0 et son ordre de multiplicité est 2 ;

• F a deux pôles : −1 et 2 qui ont pour ordre de multiplicité 3 et 1 respectivement.

7.6.4 Décomposition en éléments simples

Définition 7.6.4.1 On appelle éléments simples de K(X) :

• les monômes de K[X] ;

• les éléments de K(X) de la forme :
A

P n
où P ∈ K[X] est irréductible, n ∈ N�,

A ∈ K[X] \ {0} et deg(A) < deg(P ).

Exemple 7.6.4.2 Les éléments simples de C(X) sont les monômes et les éléments de la
forme :

a

(X − α)n
avec a ∈ C� , α ∈ C et n ∈ N�

Exemple 7.6.4.3 Dans R(X), les éléments simples sont les monômes et les éléments de
la forme :

a

(X − α)n
ou bien

cX + d

(X2 − ex+ f)m

avec a ∈ R�, α ∈ R, n ∈ N�, (c, d) ∈ R2 \ {(0, 0)}, (e, f) ∈ R2 et e2 − 4f < 0 et m ∈ N�.

Théorème 7.6.4.4 (Décomposition en éléments simples) Toute fraction ration-
nelle se décompose de façon unique en combinaison linéaire d’éléments simples.

Plus exactement, si F = A
∏N

i=1 P
ni
i

avec A ∈ K[X], N ∈ N, P1, · · · , PN irréductibles et

premiers entre eux deux à deux et n1, · · · , nN ∈ N�, alors il existe une unique famille
de polynômes (E,C1,1, C2,1, · · · , Cn1,1, C1,2, · · · , Cn2,2, · · · , C1,N , · · ·CnN ,N) telle que :⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

F = E +
N∑
i=1

ni∑
j=1

Cj,i

P j
i

∀i ∈ �1, N� , ∀j ∈ �1, ni� , deg(Cj,i) < deg(Pi)

E est appelée la partie entière (ou principale) de F .
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On admet ce théorème. Ce qui compte c’est de savoir l’appliquer. Pour cela, on va traiter
quelques exemples.

Exemple 7.6.4.5 Soit F =
X3 +X − 1

X2 − 1
. Pour commencer, on détermine la partie entière

de F . Celle-ci est obtenue comme le quotient de la division euclidienne de X3+X− 1 par
X2 − 1. Le calcul donne :

X3 +X − 1 = X × (X2 − 1) + 2X − 1

Par suite, F = X +
2X − 1

X2 − 1
. Ensuite, X2 − 1 = (X − 1)(X + 1) et c’est la décomposition

en facteurs irréductibles. D’après le théorème de décomposition en éléments simples :

2X − 1

X2 − 1
=

a

X − 1
+

b

X + 1
avec (a, b) ∈ R2

En identifiant, on trouve a = 1
2
et b = 3

2
. Par conséquent, la décomposition en éléments

simples de F est :

F = X +
1/2

X − 1
+

3/2

X + 1

Exemple 7.6.4.6 Soit G =
X + 1

X3(X − 1)2
. Puisque deg(G) < 0, la partie entière de G

est nulle. Le théorème de décomposition en éléments simples permet de dire qu’il existe
(a, b, c, d, e) ∈ R5 (qui est unique) tel que :

G =
a

X
+

b

X2
+

c

X3
+

d

X − 1
+

e

(X − 1)2

Il reste alors à calculer les valeurs de a, b, c, d et e ! Puisqu’on sait que la décomposition
existe et est unique, on peut utiliser toute méthode (qui est juste) pour déterminer les
nombres en question.

Par exemple, G̃(x) ∼
x→1

2

(x− 1)2
. Ce qui permet directement de conclure que e = 2

puisque :

a

x
+

b

x2
+

c

x3
+

d

x− 1
+

e

(x− 1)2
=
x→1

e

(x− 1)2
+ o

(
1

(x− 1)2

)
De façon similaire,

G̃(h) =
h→0

1

h3
1 + h

(1− h)2
=
h→0

1

h3
(
1 + 3h+ 5h2 + o(h2)

)
Ce qui permet de conclure que c = 1, b = 3 et a = 5 (unicité du développement limité de
h �−→ h3G̃(h) en 0). Enfin, G̃(x) =

x→+∞
o( 1

x
) implique que a+ d = 0, donc d = −a = −5.

Exercice 7.6.4.7 Déterminer la décomposition en éléments simples dans R[X] de

H =
X

(X − 1)(X2 + 1)2

447
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7.7 Exercices

Exercice 7.7.1 Quels sont les degrés et coefficients dominants des polynômes suivants :

(X + 1)n − (X − 1)n ; (X2 + 1)n − (X2 − 1)n

Exercice 7.7.2 Montrer que pour tout entier naturel non nul n :

(X3 +X2 +X + 1)
2n∑
k=0

(−1)kXk = X2n+3 +X2n+1 +X2 + 1

Exercice 7.7.3 Soient n ∈ N� et (a0, · · · , an) ∈ Kn+1. On considère les polynômes :

P = a0 + a1X + a2X(X − 1) + · · ·+ anX(X − 1) · · · (X − n+ 1)

Q = a0 +
a1
2
X(X − 1) + · · ·+ an

2n
X(X − 1) · · · (X − n+ 1)

1. Pour k ∈ N, exprimer P (k) sous forme d’une somme avec coefficients binomiaux.

2. En déduire que
n∑
k=0

(
n

k

)
P (k) =

n∑
j=0

aj

n∑
k=j

n!

(n− k)!(k − j)!
.

3. Conclure que
n∑
k=0

(
n

k

)
P (k) =

n∑
j=0

aj
n!

(n− j)!
2n−j = 2nQ(n).

Exercice 7.7.4 Résoudre les équations suivantes dans K[X] :

Q2 = XP 2 ; P ′2 = 4P ; P ′P ′′ = 18P

Exercice 7.7.5 Soit Δ l’application définie par :
K[X] −→ K[X]

P �−→ P (X + 1)− P (X)

1. Montrer que Δ ∈ L(K[X]).

2. Soit n � 1 un entier donné. Démontrer que Δ(Kn[X]) ⊂ Kn−1[X].

3. En déduire que si degP < n, alors Δn(P ) = 0.

4. Prouver que si P ∈ K[X] et degP < n, alors :
n∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)
P (k) = 0.

Exercice 7.7.6 Effectuer la division euclidienne de :

1. X6 − 4X3 + 2X2 − 1 par X2 + 4.

2. 4X3 +X2 par X + 1 + i.

3. iX3 −X2 par (1 + i)X2 − iX + 3.

Exercice 7.7.7 Déterminer le reste de la division euclidienne de P par (X − a)(X − b)
lorsque a �= b. Comment modifier ce résultat lorsque a = b ?
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Exercice 7.7.8 Soit P ∈ K[X] tel que les restes de la division euclidienne de P par
X2 + 1 et X2 − 1 sont respectivement 2X − 2 et −4X. Quel est le reste de la division
euclidienne de P par X4 − 1 ?

Exercice 7.7.9 Quel est le reste de la division euclidienne de (X sin θ+cos θ)n parX2+1,
où θ ∈ R et n ∈ N ?

Exercice 7.7.10 Soit P ∈ R[X]. Montrer que P (X) = P (1−X) si et seulement si toutes

les dérivées d’ordre impair de P s’annulent en
1

2
.

Exercice 7.7.11 Soit le polynôme P = X6 − 5X4 + 8X3 − 9X2 + aX + b où a et b sont,
pour l’instant, deux réels quelconques.

1. Montrer que 1 est une racine multiple de P si et seulement si a = 8 et b = −3.

Dans toute la suite de l’exercice, on suppose que a = 8 et b = −3.

2. Montrer que 1 est alors racine de P de multiplicité égale à 3.

3. Vérifier ce résultat en effectuant la division euclidienne de P par (X−1)3. Préciser
la valeur du quotient Q.

4. Factoriser Q en produit de polynômes irréductibles dans R[X] puis dans C[X].

5. En déduire la factorisation de P en produit de polynômes irréductibles dans R[X]
et dans C[X].

6. Factoriser le polynôme X4+1 en produit de facteurs irréductibles dans C[X] puis
dans R[X].

7. En déduire la factorisation de P (X2) en produit de polynômes irréductibles dans
R[X] et dans C[X].

8. Décomposer
1

(X + 3)(X2 + 1)
en éléments simples dans C[X] puis dans R[X].

Exercice 7.7.12 Montrer que X3 + pX + q admet une racine multiple si et seulement si
4p3 + 27q2 = 0.

Exercice 7.7.13

1. Montrer qu’il existe une unique suite de polynômes (Pn) telle que :

∀n ∈ N , ∀θ ∈ R , Pn(cos(θ)) = cos(nθ)

Ces polynômes sont appelés des polynômes de Tchebychev.

2. Montrer que cette famille vérifie la relation de récurrence :

∀n ∈ N , Pn+2 = 2XPn+1 − Pn.

3. En déduire que Pn ∈ Z[X] et préciser le degré de Pn ainsi que son coefficient
dominant pour tout entier n.

4. Montrer que pour tout entier n � 1, Pn est scindé à racines simples dans R.
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Exercice 7.7.14 Soit P ∈ R[X] tel que ∀x ∈ R , P (x) � 0. On veut montrer qu’il existe
A,B ∈ R[X] tels que : P = A2 + B2.

1. Première méthode : par factorisation dans C.

(a) Montrer qu’un tel polynôme est nécessairement de degré pair.

(b) Montrer que si un tel polynôme P admet une racine réelle, alors sa multiplicité
est paire.

(c) Montrer que si α est une racine complexe non réelle de P , alors α l’est aussi
et possède la même multiplicité.

(d) En remarquant que A2 + B2 = (A+ iB)(A− iB), conclure.

2. Deuxième méthode : par récurrence

On utilise les résultats des questions (a) et (b) précédentes.

(a) Montrer que si degP = 2, la propriété est vraie.

(b) Montrer que si degP = 2n + 2, il existe U, V ∈ R[X] tels que P = UV ,
degU = 2, ∀x ∈ R, U(x) � 0 et ∀x ∈ R , V (x) � 0.

(c) Montrer le résultat par récurrence. On pourra comparer (ac+ bd)2+(ad− bc)2

et (a2 + b2)(c2 + d2).

Exercice 7.7.15 Factoriser dans R[X] les polynômes suivants (a ∈ R \ πZ) :

X3−5X2+3X+9 ; X5+1 ; (X2−X+2)2+(X−2)2 ; X8+X4+1 ; X2n−2 cos(a)Xn+1

Exercice 7.7.16 Soit P ∈ R[X] tel que degP = n ∈ N� et ∀k ∈ [|1, n + 1
]| , P (k) = 1

k
.

Calculer P (n+ 2).

Exercice 7.7.17 Pour n ∈ N�, on pose Pn = (X + i)2n+1 − (X − i)2n+1.

1. Déterminer la factorisation en facteurs irréductibles de Pn dans C[X].

2. En regroupant les facteurs irréductibles par 2 et de façon astucieuse, montrer que
pour a ∈ C et n ∈ N� :

n∏
k=1

(
a2 + cotan2

(
kπ

2n+ 1

))
=

(a+ 1)2n+1 − (a− 1)2n+1

2(2n+ 1)

Exercice 7.7.18 Donner la multiplicité de 1 pour X2n+1−(2n+1)Xn+1+(2n+1)Xn−1 ?
Quelle est celle de a ∈ C dans (X − a)(A′ + A′(a))− 2(A− A(a)) ?
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Exercice 7.7.19 Soient P et Q deux polynômes dans C[X] non constants. On note Z(P )
l’ensemble des racines de P . On suppose que Z(P ) = Z(Q) et Z(P − 1) = Z(Q− 1). On
veut montrer que P = Q

1. Déterminer une relation entre |Z(P )|, degP et deg(P ∧ P ′).

2. Justifier que l’on peut toujours supposer que deg(P ) � deg(Q), ce que l’on fera
par la suite.

3. Montrer que P −Q admet au moins deg(P ) + 1 racines et conclure.

Exercice 7.7.20 On considère la suite de polynômes définie par :

P0 = 1 , P1 = −X et ∀n ∈ N , Pn+2 +XPn+1 + Pn = 0

1. Déterminer le degré et le coefficient dominant de Pn.

2. Calculer Pn(0) pour n ∈ N.

3. Étudier la parité de Pn.

4. On fixe x ∈]− 2, 2[.

(a) Montrer qu’il existe un unique θ ∈]0, π[ tel que x = 2 cos(θ).

(b) On pose pour n ∈ N, un = Pn(2 cos(θ)). Montrer que (un) est une suite
récurrente linéaire d’ordre 2.

(c) En déduire l’expression de un en fonction de n et θ.

(d) Montrer alors que pour tout entier n, Pn est scindé dans R et donner les racines
de Pn.

5. En considérant les racines de P2n, calculer pour n ∈ N, An =
n∏
k=1

cos

(
kπ

2n+ 1

)
.

Exercice 7.7.21 Soit n ∈ N. On se donne x0, · · · , xn ∈ K deux à deux distincts.

1. Soit i ∈ [|0, n]| fixé. Montrer qu’il existe un unique polynôme Li vérifiant :

degLi � n ; ∀j ∈ [|0, n]| \ {i} ,Li(xj) = 0 ; Li(xi) = 1

2. En déduire que si (b0, b1, · · · , bn) ∈ Kn+1, il existe un unique polynôme de degré
inférieur ou égal à n vérifiant :

∀i ∈ [|0, n]| , P (xi) = bi

Remarque : les polynômes Li sont appelés polynômes d’interpolation de Lagrange
aux points x0, · · · , xn.

3. Application : soit P ∈ C[X] tel que P (Q) ⊂ Q. Montrer que P ∈ Q[X].
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Exercice 7.7.22 Déterminer la décomposition en éléments simples des fractions ration-
nelles suivantes :

F =
X2 + 1

X(X − 1)(X − 2)
; G =

1

X2(X − 1)3
; H =

2X

(X2 + 1)2(X2 − 1)

Exercice 7.7.23 Soit n � 1. Déterminer explicitement la décomposition en éléments

simples de
1

(X2 − 1)n
.

Exercice 7.7.24 Le but de l’exercice est de démontrer le théorème de D’Alembert-Gauss.

1. Rappeler l’énoncé de ce théorème.

2. Soit f une fonction de C dans C.

(a) Pour a ∈ C, donner la définition de f continue en a.

(b) Montrer que si f est continue sur B(a,R) = {z ∈ C , |z−a| � R}, avec R > 0,
alors f est bornée et atteint ses bornes, c’est-à-dire qu’il existe z1, z2 ∈ B(a,R)
tels que :

|f(z1)| = inf
z∈B(a,R)

|f(z)| et |f(z2)| = sup
z∈B(a,R)

|f(z)|

3. Soient P ∈ C[X] non constant, n = degP et an le coefficient dominant de P . On
suppose que P n’a pas de racine complexe.

(a) Montrer que |P (z)| ∼
|z|→+∞

|an||z|n.

(b) En déduire qu’il existe R > 0 tel que : ∀z ∈ C , (|z| > R =⇒ |P (z)| � |P (0)|).
(c) Prouver qu’il existe z0 ∈ C tel que : |P (z0)| = inf

z∈C
|P (z)|.

(d) Justifier l’existence de p = min{k ∈ [|1, n]| / P (k)(z0) �= 0}.

(e) Justifier l’existence de ω ∈ C� tel que : ωp = − p!P (z0)

P (p)(z0)
.

(f) Montrer que f : R −→ C qui à t ∈ R associe P (z0 + tω) admet un développe-
ment limité à l’ordre p en 0 et le déterminer.

(g) En déduire que

∣∣∣∣ f(t)f(0)

∣∣∣∣2 − 1 ∼
t→0

− 2tp.

(h) Conclure.
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