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Introduction

Ce polycopie regroupe une série de cours sur la mécanique du point matériel, il est destiné
aux étudiants de la premiere année sciences et technologie ST du systéme LMD, il peut servir
comme support a un cours dispensé aux étudiants. C’est les cours qu’on assurait pendant une

dizaine d’années a I’université des sciences et technologie d’Oran USTO.

Ce présent travail est structuré en deux grandes parties. La premiere partie sera consacrée a la
cinématique, précédée par la définition des outils mathématiques qui permettent de
comprendre cette partie ainsi que le reste. La deuxiéme partie fera 1’objet de 1’étude de la
dynamique suivi d’un chapitre sur travail et énergie, qui consiste a faire la lumiere sur les

relations entre les mouvements et leurs causes.

A la fin de chaque chapitre, on propose des exercices avec leurs solutions. Ces exercices ont

été proposés aux examens et aux travaux dirigés.

Par ce présent travail, on vise a donner aux étudiants un support, afin qu’ils puissent
comprendre la mécanique du point. Cette contribution peut paraitre maigre, mais on compte

sur les lecteurs afin qu’ils nous aident & ’améliorer, avec leurs critiques, s’il y en a.

On souhaite a tous nos étudiants un tres bon cursus universitaire et un parcourt plein de

réussite.

Au nom des auteurs
Docteur Nossair ZIANI

Ziani_nossair@yahoo.fr
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Outils mathématiques
Calcul vectoriel
I- Notion de vecteur
1- Définition

Un scalaire est un nombre positif, négatif ou nul, utilisé pour représenter des quantités

diverses : temps, température, masse, énergie, etc...
Un vecteur est caractérisé par quatre caractéristiques a savoir

L’origine A, le support la droite (AB), le sens de A vers B et le module. On le représente
par un segment orienté. Il est défini par une direction, un sens sur cette direction et une

longueur. Cette longueur n’est autre que la norme du vecteur.

/B

A AB

Deux vecteurs liés d’origine différentes, sont dits égaux lorsqu’ils ont la méme direction,
méme sens et méme module : ils représentent le méme vecteurs glissant. Deux vecteurs liés,
d’origines quelconques, sont dits opposés lorsqu’ils ont la méme direction, méme grandeur et

des sens opposés : ils sont dits directement opposés lorsqu’ils sont portés par la méme droite.

2- Vecteur unitaire

Chaque vecteur peut étre exprimé en fonction d’un vecteur unitaire qui se différencier du

vecteur porteur par son module qui est I’unité

B —|R8|U
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Avec
Il -Opérations sur les vecteurs
1- Addition de deux vecteurs

Des vecteurs peuvent étre additionnés pour former un autre vecteur appelé vecteur somme

ou résultante.

2- Soustraction de deux vecteurs

On ne sait pas faire la soustraction mais plutot 1’addition pour cela on fait la somme d’un

vecteur avec I’inverse du vecteur qu’on veut soustraire de ce dernier.

—_  —

V V7, -+ ()

- -
V1 = V2 =

—V2

A J
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11 -Représentation d’un point

Pour pouvoir déterminer les coordonnées de n'importe quel vecteur, il faut choisir au
préalable un repére qui est un couple de vecteurs non colinéaires appelé base. On peut alors
décomposer tous les autres vecteurs du plan en fonction de ces deux vecteurs et cette
décomposition est unique. Comme on a défini qu’un vecteur est formé par deux points, cela
veut dire que sa représentation nécessite de repérer ces points.

Pour repérer une position il faut choisir un repere. Les repéres sont des triedres

orientés.
Systéme de coordonnées cartésiennes

Chaque position est repérée par ses coordonnées. S’il s’agit d’un repere linéaire par
une seule coordonnée (x), d’un repére plan par deux coordonnées (X,y) et dans 1’espace par
trois coordonnées (x,y,z). ces coordonnées sont les projection de la position sur chaque axe

doté d’un vecteur unitaire.

La position peut étre exprimée par un vecteur position qui lie I’origine du repére choisi a la

position.

Le repere est orthonorme, c'est-a-dire que les vecteurs unitaires sont normés a I'unité et

orthogonaux entre eux.

Cas a deux dimensions

M(x.y)

h A

o
'_"Lw
5
,ﬁ'“
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A 7

_——k e -
s

Dans ce repere orthonormé direct un point M est repéré par ses coordonnees cartésiennes

(x,y) . le vecteur position M s’écris alors

OM =OX +OY =xi+V]j
oY =[o¥]j =yj

Dans I’espace le repere est :

Le vecteur position s’écrit alors
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- —

— 2 .
OM=x1+yj+zk

Lorsque les coordonnées x, y ou z de M subissent une variation élémentaire dx, dy ou dz, le
point M se déplace respectivement de dx suivant (ox) , dy suivant (oy) ou dz suivant (0z).

Ainsi, le volume élémentaire dV est petit parallélépipéde rectangle d’arétes dx, dy et dz

dV=dx . dy .dz

Coordonnées cylindrique

—
=t

k
0 !

i ’ ] B } 1]
Uy F g
< el
F " ; X i
i

si le mouvement du point M est circulaire dans le plan (XOY) et translate suivant I’axe (OZ)

on repére la position M par les coordonnées cylindriques (r,0, z).
- I représente la distance du point M a I’axe Oz ;
- 0 : Définit la position du point M autour de Oz ( 0 angle compris entre 0 et 27) ;

- z: représente la cote du point M.

On définit la base orthonormée directe (U,,U,,U,) en posant :
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o
u =—-0
OH

(H projection orthogonale du point M sur le plan (xOy). Le vecteur position du point M s’écrit

alors :
OM =ru, +zk

Lorsque les coordonnées r, 6 ou z de M subissent une variation élémentaire dr, d 6 ou dz. Le

volume élémentaire dV est un petit parallélépipéde rectangle d’arétes dr, d et dz

dv=dr.de.dz
Coordonnées sphériques

Si le mouvement de M est circulaire suivant tout les axes on utilise les coordonnées

sphériques (r, 6, ©)

- r:représente la distance du point M a I’origine O ;

- 0 et @ : définissent la direction dans laquelle, depuis le point O, on voit le point M (0

angle compris entre O et w, ¢ angle compris entre 0 et 27).
9
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On définit la base orthonormée directe (U, ,U,, U(p) en posant :

— OM
u =——ro
oM

Le vecteur position du point M s’écrit alors :
OM =ru,

dV=dr.rde. rsiné de

Expression d’un vecteur dans une base cartésienne a deux dimensions

Soient deux positions Mi(x1,y1) et Ma(X2,Y2), le vecteur formé par les deux points s’exprime

par I’expression suivante

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

M,M, =OM, — OM,

—_— >

M;M, :(Xz _Xl)i +(y2 - yl)_j

Son module est :

:\/(Xz _X1)2+(Y2 - Y1)2

‘MlMZ

10
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IV- Produit scalaire entre deux vecteurs

Soient deux vecteurs 1, et ¥, ,leur produit scalaire est un produit qui donne comme résultat

un scalaire

<4

<L

RARY

Tel que a est I’angle entre les deux vecteurs

.r\/z‘.COSa

Ce produit admet quelque propriétés tel que
Li=1

1.j=0

Calcul du module d’un vecteur

Soient Les coordonnées du vecteur Fl’ (X1,y1,21) et celle du vecteur F’ (X2,¥2,22)

Leur produit scalaire donne

V, V2 =(x1i +y1j+zlkXx2i +Y,] +zzk)
ViV = (XIXZ + Y1y, + Z122)
Si on remplace 1, par 7,
On aura

\71:\71 = ’\Z 2= (X12+ y12+ 212)

11
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D’ou

M‘ = \/(X12 + Y2+ 212)

C’est la formule pour calculer le module d’un vecteur
V -Produit vectoriel

Soient deux vecteurs V; et Vs , leur produit vectoriel est un vecteur orienté

- Sanorme vaut

AR

12

Vi sinc
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Tel que a est I’angle entre les deux vecteurs

Propriétés

IAT=0

&

IAf=

Le produit vectoriel peut étre calculé par la méthode directe en coordonnées cartésiennes dans
un repére orthonormé direct :

V, AV =i+, ]+ 2K)a (i +y, ] +2,K)

\Z /\\Z =(Y12, — 21)/2)i +(z,%, — Xizz)_j +(xY, — ylxz)_k

il peut étre aussi déterminer par la méthode du déterminant

i j k
. % ozl |x -
VAV, =[x Y, zlzyxli— > i+ 1A>ﬁy1k:
Y. 4, X, 4, X Y
X2 y2 22

= (Y12, — 213/2)i - (x2z, - lez)_j + (%Y, — ylxz)R

VI- Fonction a plusieurs variables

En Physique, nous avons souvent a étudier les fonctions de plusieurs variables indépendantes.
Nous nous limiterons a trois notées x , y et z mais les résultats sont facilement généralisables.

Soit une fonction f (X, y,z), nous appellerons différentielle de f (notation df ) la
Il existe des fonctions algebriques et des fonctions vectorielles a plusieurs variables

- Fonction algébrique a une seule variable, c’est une fonction qui ne dépend que d’une

seule variable

13
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y="1(x)
- Fonction a plusieurs variables qui dépendent de deux ou plusieurs variables

g="f(X,¥) deux variables

g="f(X,¥,2) trois variables

Sa différentielle totale s’écrit

dg=df (x,y,2)= YD g Ay 2) g O (xy.2)
OX oy oz

Exemple
Soit la fonction suivante
f(x,y,z)=x?-yz
sa différentielle totale est :
df=2xdx-zdy-ydz.

On vient de définir des fonctions algébriques a plusieurs variables. Il existe aussi des

fonctions vectorielles a plusieurs variables :

V= f (x,Y, z)i +9(x, Y, z)] +h(x,y, Z)E
Opérateurs

C’est des grandeurs mathématiques qui agissent sur ces fonctions.

L opérateur nabla qui est un vecteur qui agit sur les fonctions

Lorsqu’il agit sur les fonctions algébriques, les transforme en fonctions vectorielles

14
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— of (x,y,2): of(x,y,z)- of(x,y,2)=-
VE(xy,2)= (axy )i, (ayy )74 (azy )i

VE(x,y,z)=gradf(x,Y,2)

Et transforme les fonctions vectorielles en fonctions algébriques

vV = (%i N %i N %E).(( F(x, v, 2)i + (X, y,2)] +h(x, y, 2)K))

oV - of (X,Y,2) N og(x,y,2) N oh(x,Y,z) _ diw
OX oy 0z

Exercices

Exercice 1 Dans un repére orthonormé R(0,X,y,z), soient les trois points suivants : A(-1,-2,1)
B(-3,1,4) C(-1,2,-3).

1- donner I’expression des vecteur OA | OB et OC .

2- Déterminer les expressions de OAAOB , | OAAOB | et OC .(OA AOB).

3- Déterminer 1’angle entre les vecteur (EA A @) et OC .

Solution

OA=-i-2j+k OB =-3i+ j +4k OC =—i+2j-3k
OAAOB = —9i +1j — 7K OAAOB|=+131  OC(0AAOB)-32
Exercice 2

On donne les vecteurs suivants :

—

r=2i+3j-Kk ,r,=3-2j+2k , r,=4i-3j+3k

1- Calculer leurs modules.

2- Calculer les composantes et les modules des vecteurs :

15
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A=r+1,+1, B=r+r,-r,

3- Déterminer le vecteur unitaire U porté par le vecteur C =1, + 2T,

—_

4- Calculer les produit scalaire et vectoriel des vecteurs I et T,

—_—

3- Calculer les produits A(E N 6) et H(E A\ 6)

Solution

L [ =NATO L=V [fo| =BT A1 4 =TT [ -16 1919 -

2-A=9i—2]+4k ‘/3‘=J81+4+16=J101 B=i+d]—2K
‘ﬁ‘:\/1+16+4 =21

-

C e L — 8- j+3k
3 G=8i—j+3k [d=v74a U=2711%

J74
4 1r,=6-6-2=-2
i j k
s BAC=[1 4 -2=10i-19j-33k
8 -1 3
A(BAC)=90+38-132=-4
i ]k
ArBAC)=|o -2 4 |=142i+337]-15K
10 -19 -33
Exercice3
On considere les vecteurs suivants ;
V, =sinti —cost j + 3tk V, =53 +3t j — 2tk

16
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- Calculer le module de ces deux vecteurs

-Trouver les expressions des grandeurs :

d ~— d ~ —

a 1-\/2) et a(vl/\vz)

Solution

M —J1+ 9t VZ — \/25t° 1+ Ot2 + 4¢°

d

V1V, )= —(5t3sint —3tcost —6t* ) = 15t% sint + 5t° cost —3cost + 3tsint — 24t°
dt 27 dt

(\71 /\\72): (2t4 cost —9t2j + (2t4 sint +15t4)] + (3tsint +5t° cost)z

%671 /\\72): (8t3 cost—2t* sint —18t )l + (8t3 sint + 2t* cost + 6Ot3)]

+ ((3—5t2)sint + (3t +15t2) cost)[{

17
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Analyse dimensionnelle

La nature d’une grandeur physique se reconnait par sa dimension. La dimension d’une
grandeur physique G se note par I’expression [G]. Une équation aux dimensions exprime les
relations entre les différentes grandeurs. Elle sert a vérifier ’homogénéité des expressions
littérales, pouvant ainsi détecter un certain nombre d’erreurs dans les calculs. Cette
homogénéité peut étre vérifier si 1’égalité dans une formule entre deux expressions de méme
dimension et aussi la somme des expressions de méme dimension.

Toutes les dimensions s’expriment a partir des grandeurs fondamentales :
- LalongueurL;
- Lamasse M
- LetempsT
- L’intensité I

- Latempérature 0

La dimension de toute grandeur physique s’écrit sous la forme suivante :
[G]= L*MPTCI9 6°

Ou a, b,c,d et e sont des exposants rationnels

Connaissant la dimension d’une grandeur on peut lui attribuer 1’unité adapté.

Exemples

Dimension d’une vitesse qui est une distance par le temps

[v]= LT?
D’une force
[v] [d]

[Pl =[m].[v] = [m]-m = [m]-ﬁ

L
[P] =M. =MLT* = (Kg.m/s™?)
Travail
[W]=L? MT?

18
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Exercices
Quelle est la dimension :
(a) de la constante de rappel d’un ressort ?
(b) du travail ?
(c) d’un couple ?
(d) de la tension superficielle ?
(e) d’un coefficient de frottement ?
(f) d’un coefficient de viscosité ?
(9) du champ gravitationnel ?
(h) d’un champ ¢électrique ?
(1) d’un champ magnétique ?
(j) de E/B ?
Note : On utilisera les symboles suivants : M pour une masse, T pour un temps, L pour
une longueur, et Q pour une charge.

Exercice

La masse volumique p d’un cylindre de masse m, de rayon R et de longueur | est donnée par
la relation suivante :

X

m
' R?

1- En utilisant les dimensions, trouver les deux constantes x et y

p:

2- En déduire I’expression exacte de la masse volumique p.

Solution
La masse volumique est par définition le rapport entre la masse et le volume c'est-a-dire elle

admet comme dimension :

[p]: ML avec [P]:ﬂ = MXLV2

IPRE

Donc x=1 et -y-2=-3 donc y=1

~m
7R?2

2- P

19
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Calcul d’incertitudes
1. Définition
La mesure d’une grandeur est entachée d’une erreur. Une erreur est la différence entre une
valeur mesurée et une vraie valeur. Le probléeme est de trouver la vraie valeur qui reste

impossible a évaluer. La valeur numérique associée a la mesure n’est connu que si elle est

évaluée de I’incertitude sur cette valeur.

Soit une mesure d’une grandeur A. le résultat est donné sous la forme suivante
A= (azAA) unité de A

A le résultats de la mesure

a . la valeur numérique de la mesure

AA : I’incertitude de la mesure

Exemple

On désire mesurer une longueur L. Cette mesure est réalisée a 1’aide d’une regle; la valeur
numeérique obtenue est 5.32 m et on suppose que ’incertitude de la mesure est évaluée a 0.02

m. donc le résultat de la mesure est donnée sous la forme
L= (5.32+0.02) m.
2. Détermination d’une incertitude
S’il s’agit d’une série de mesure ou d’une seule les résultats ne sont pas forcement les mémes.
Dans le cas d’une série de mesure, I’incertitude est évaluée de la fagon suivante :

On proceéde a n mesures indépendantes d’'une méme grandeur physique A avec les mémes
conditions expérimentales. On désigne par a; les valeurs numériques obtenues avec i variant
de 1 a n. la valeur numérique de la mesure a est alors égale a la moyenne arithmétique de

I’ensemble des valeurs obtenues :

20
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_ 1
a=a=->) a
n =

I’incertitude de la mesure AA est le rapport de 1’écart type expérimentale Sexp par la racine

carré du nombre de mesure n.

Sexp: L_ i(ai_a)

3. Propagation des incertitudes

La vitesse se déduit aprés la mesure de deux grandeur qui sont la distance et un temps. Il y a des
grandeurs de mesure qui s’exprime en fonction de plusieurs grandeurs mesurables. On dit alors que les
incertitudes sur ces grandeurs se propage sur la mesure de la grandeur qu’on cherche a déterminer, cas

de la vitesse.
Cas d’une somme A=B+C-D

L’incertitude sur A est alors

AA = +JAB2 + AC2 + AD?

Cas d’un produit ou d’un quotient

a ,b
K2y
(z+1)°

On applique la fonction logarithme a cette équation

a,,b
InF = In(k=—Y_)
(z+1)°

21
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INF =Ink +Inx%y® —In(z +1)°

INF =Ink+ainx+bln.y—cin(z +t)

On passe au dérivé de cette équation, avec k constant,

dF dx ,dy dz+dt
—=a—+b—-c——
F X y Z+1

Enfin, on remplace les éléments différentiels par les incertitudes sur les grandeurs associées et

on transforme tous les signes négatifs en signes positifs.

On obtient

AF AX Ay Az+ At
=—a—+b—+c
X y Z+t

Exemple

On cherche a déterminer I’incertitude sur la mesure de 1’indice n qui est donnée par la formule

suivante :

sin(A+ Pn)
n=

sin('g)

On utilise le logarithme de cette derniere expression, on aura alors :

D,,)

. A+ . A
Inn=Inhsin(——~ —Insin(—
( > (2)

22
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On passe a la différentielle logarithmique repérée par la lettre d, on a donc :

. A+D,) A
dn:d(sm(z) d(sm(z))

n A
sm(2)

Sin(A—i_Dm)

Finalement I’incertitude de I’indice de réfraction est donnée par la formule analytique
suivante

A+2D”‘ )—0.5cotg sin(g)) + A?m (sin cotg(

An = n{A—zA(cotg sin(

23

A+D,
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Cinématique
I- Définition
La cinématique est 1’¢tude des mouvements des masses, quantit¢ de la maticre,
indépendamment des causes qui les engendrent
1- Le point matériel

On entend par un point matériel, la matiere qui est concentré en son centre de gravité, sans

dimension géometrique dont on néglige le mouvement de rotation autour de soi-méme.
Référentiel

Le mouvement d’un point est un concept relatif. En d’autres termes, on ne peut pas dire
qu’un corps est “en mouvement” (ou “au repos”) sans préciser par rapport a quoi. D’ou la
nécessité de définir un repére doté d’un chronométre, pour connaitre la position du point par
rapport a ce repére et I’instant correspondant a cette position (mesure du temps). Il s’agit d’un
repére d’inertie qu’on nomme référentiel.

Selon la nature du mouvement du point, sa position sera localisée par I’un des systémes a

savoir : cartésien, polaire, cylindrique ou sphérique.

2- Vecteur position

\ 4

OM = xi +y ] +2zk

24
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X est la projection de M sur I’axe (0x), y sur I’axe (oy) et z sur 1’axe (0z), on les nomme les
coordonnées de M, comme le point M est en mouvement donc sa position varie dans le temps

ces coordonnées sont fonction du temps.
x=f(t)  y=g(t) z=h(t)
Qu’on appelle les équations horaires.

3- Vecteur déplacement

MM?

Mi

Soient deux points My a I’instant t et un autre M, a I’instant (t+dt), on peut définir trois

chemin différents entre ces deux points, qui correspondent au méme vecteur

C’est le vecteur déplacement formé par 1’origine M; et I’extrémité My, qui défini un

mouvement qui se fait du point M; au point M.

M,M, =OM, —OM,

MM, :‘MlMZ‘U

_—

—_

U est le vecteur unitaire porté par le vecteur MlM 2

4- Trajectoire

C’est I’ensemble des points occupés par un mobil a tous les instants. Mathématiquement c’est
une relation liant les coordonnés x, y et z entre eux indépendamment du temps. Cette équation

est obtenue en éliminant le temps entre les différentes coordonnées ou équations horaires.

y=f(x,z) ou x=g(y,z) sinon z=h(x,y)

25
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5- Vecteur vitesse

La vitesse est une grandeur qui caractérise un mouvement, c’est la variation de la position par
rapport au temps. Par ailleurs, cette grandeur est vectorielle car le mouvement d’un point se
caractérise par une direction et un sens.

On distingue deux vitesses, une vitesse moyenne et une vitesse instantanée.

a- Vitesse moyenne

La vitesse moyenne est la variation de la distance globale par rapport au temps écoulé. Un
mobile qui se déplace d’Oran vers Alger par autoroute, il parcoure 400km pendant 4heures.
On définit une vitesse moyenne de 100km/h en module, d’Oran vers Alger en sens. Cette
vitesse moyenne ne prend en considération que le point de départ et d’arrivé. En résumer le
vecteur vitesse moyenne dans ce cas est définie par un module de 100Km/h, un support qui

est I’autoroute et un sens d’Oran vers Alger.

Soit le point M; a I’instant t; et le point M, a I’instant t,

Avec
b- Vitesse instantanée

En réalité ce mouvement ne se fait pas a une vitesse constante, a chaque instant on aura
une situation de la vitesse, on parlera de vitesse instantanée. C’est la limite de la vitesse

moyenne lorsque la différence du temps est tres petite cela veut dire qu’elle tend vers zéro.
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-~ MM, . OM,-OM, dOM
v=IlmVy=Ilim ——==Iim =
At—0 At—0 At At—0 At dt

Soit une fonction y=f(x) ; on appelle sa dérivée la quantité égale a

£(x) = lim f(x+Ax)— f(x)

AX—0

Ce n’est autre que la définition de la dérivée d’une fonction.

Le vecteur vitesse est donc la dérivée du vecteur position par rapport au temps. Il en résulte
que le vecteur vitesse est tangent a la trajectoire.

¥

A
!
| . i
i Trajectoire du
i 4 point M
i -
! 2 _
QE-—’ ------------------- —\~¢ ----- s

Expression du vecteur position en coordonnées cartésiennes
OM =xi+Yyj+zk

Le vecteur vitesse du point M s’obtient en dérivant son vecteur position par rapport au temps :

v= O, W, g2
dt dt~ dt

Sa norme est

(dsz dy (dzjz
V=l — | +|— | +| —
dt dt dt
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6- Vecteur accélération

Le vecteur accélération est une grandeur d’évolution qui mesure la variation du vecteur

vitesse, en norme et en direction.

~ dv_d2OM
T de

La norme du vecteur accélération, appelée accélération et notée y, a la dimension d’un rapport

entre une distance par le carré du temps LT

~ d2x; d?y- d?z;
y = I+ j+ K
dtz  dt2 dt2

I1- Exemple de mouvement

Un mouvement peut se faire suivant des trajectoires rectilignes ou curvilignes ou suivant la

combinaison des deux..
1- Mouvement rectiligne

Dans le référentiel d’étude, la trajectoire est une portion de droite. Il est évident alors de
repérer le point M sur cette droite confondue, par exemple, avec 1’axe Ox des coordonnées
cartésiennes. Il n’y a alorS qu’une équation horaire X(t) et une seule composante pour les

vecteurs vitesses

OM = x1
- dx:
V=—1I
dt
Ou le module de la vitesse s’exprime
_dx
dt
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C’est une équation différentielle qui permet de donner I’information sur le mouvement et sa
nature.

Si la vitesse est constante donc

.X[dx :Jt.vdt:vjdt
)

X=X, =V(t—-t,)

= X=V(t-t,)+ X,

11 s’agit de I’équation horaire d’un mouvement rectiligne uniforme.
- Dans le cas ou la vitesse varie en fonction du temps, elle s’exprime de la fagon suivante :

Si y est constante alors -

_dv
dt

y
_V[dv=_t[7dt :y_t[dt
Vo t t

=>Vv=y(t-t,)+V,

Idx = jvdtz j(y(t —1,) +V,)dt

Xo ty ty

1
X—=Xo :E7(t2_t§)_7’to(t_to)+vo(t_to)

_1

X= 27(t_t0)2+vo(t_to)+xo
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C’est le mouvement uniformément varié. Ce mouvement peut étre accéléré ou retardé. Dans
le premier cas le produit de la vitesse et I’accélération doit étre positif, dans le deuxieme cas

le méme produit doit étre négatif
2- Mouvement curviligne
a) Base de Frenet (intrinséque)

I s’agit d’un mouvement qui admet comme trajectoire une trajectoire curviligne. La
courbure de la trajectoire nécessite la connaissance du rayon de courbure et le centre de

courbure.

Ce mouvement peut étre modélisé comme un cercle de rayon R, qui dépend du temps

(variable), de centre C et un angle o exprimé en radian. La mesure S de la longueur de 1’arc de
cercle intercepté par cet angle est donnée par : S = R o.. L’angle a apparait comme le rapport

de deux longueurs et est sans dimension. Cette grandeur s s’appelle la coordonnée curviligne.

1 Trajectoire

yp=——-—- -
_ | X

7 R\
e, 1 & \ 3
"F‘ 43 I|
= 1 ) :
‘;I L > c !

0, X

Par la suite on utilisera p comme rayon R

v
/ 3
i
Ut
C U M
n
Rl-~F = =
1
A i
|
0 |
> o >

—~

Soit un mobile M qui suit une trajectoire curviligne, il parcourt un arc S = MtMHM

La vitesse instantanée est définie par
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- dOM
V=——
dt

Cette vitesse peut étre écrite en fonction d’un vecteur unitaire

Tel que
U:=cosal +Sin« |
Il est tangent a la trajectoire au point M

En dérivant cette vitesse on retrouve 1’expression de 1’accélération. La vitesse est e produit de

deux termes qui dépendent du temps :

Comme le vecteur unitaire est fonction d’un paramétre qui lui-méme dépend du temps, pour

cela on procédera de la fagon suivante :

mt _mt do

dt de dt

da ds 1 1

- = =V —
Avec dt dt,O P

D’ou
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E—

du . > -1 vV —
— —(-sinai+cosaj)=v=—U,
dt L P
Tel que L_jn =—Sin ai+cosa]
(ﬁw 1 ﬁt)
_ — 2 .
yszt-l-V—Un
dt Yo,

L’accélération a deux composantes, une suivant un axe tangentiel au mouvement et une

composante suivant un axe normale au mouvement et orienté vers le centre de courbure. c’est

la résultante de deux accélération.

On remarque que la vitesse et 1’accélération s’écrivent dans une nouvelle base

(Ut ,U n) qu’on nomme base de Frenet ou base intrinséque.

Propriétés

e Dans le cas d’un mouvement curviligne uniforme
3 —
|V| =cte = |y |=0
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L’accélération se réduit a un seul terme, contrairement au mouvement rectiligne uniforme ou

on a aucune accélération.

e Dans le cas d’'un mouvement rectiligne le rayon de courbure tend vers I’infini ,

I’accélération se réduit a une composante tangentielle.
Détermination du rayon de courbure

on va faire le produit vectoriel entre 1’accélération et la vitesse

-~ _. 2_. _.
y AV :(d—VUt+V—U N) AVU
dt o,

Comme le produit vectoriel est un vecteur on prendra son module, ainsi on peut déduire le

rayon de courbure

, V3 V3
_}AV i | — =
7 AV| o =P T AT

On remarque que le rayon de courbure est une grandeur algébrique, il peut etre calculer dans

n’importe quelle base.

XC
e Centre de courbure C

Yo

0C = x,1+y.]
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OC=0OM +MC=0M + pU_

d  p " dt
Avec
o dlY
du, Vv
dt dt
VvV
d _
2 VvV
OC=0M +£-
v dt

Le centre de courbure est un point qu’on cherche a repérer dans une base, pour cela il est

judicieux de trouver I’expression du vecteur position de ce point.

b) La base polaire

1A
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Une position se repere en coordonnées cartésiennes par
u(y)
Y
OM =xi+VY]

On peut aussi exprimer ce vecteur par un vecteur unitaire

OM =‘O|\/|‘LTr

OM =rU,
Tel que

U, =cosé. +sin 6?.]

On peut repérer la position M par une coordonnée r (distance entre 1’origine du repére choisi

et la position M) et 0 angle orienté que fait le rayon r avec 1’axe des abscisses (0x)

Il existe une relation entre ces coordonnées qu’on nomme coordonnées polaires et les

coordonnées cartésienne

X =1 C0s# y=rsing
r=+x>+y? tgé?:%

Y

Expression de la vitesse
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" =(-sin 0|+cosej)cil—f—d—96e

dt

Ug LU,
- dr— dog —
Vv=—=U,+r—=Uy
dt dt
posons
_ dr
"
g_dﬂ
ot

-

V:;Ur+l’é69

On remarque que la vitesse s’exprime dans une autre base, méme chose pour 1’accélération

dv

?/ZE

~ e e dU, w e dU,
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dUe _ dUa do Z—éUr
dt do dt

e __,

y=(r=r62U, +(2r6+roU.,

On défini une base qu’on appelle base polaire qui est (01 U ro U 9)

L’utilit¢ de cette base est de faciliter 1’étude des mouvements. On remarque qu’on a un

mouvement qui se sépare en deux mouvement, un suivant le vecteur Ur qu’on nomme

_—

mouvement radiale et 1’autre suivant le vecteur Ug qu’on appelle mouvement angulaire ou

orthoradiale
c) Base cylindrique

De la méme maniére, pour caractériser un mouvement dans un plan, il es plus facile d’utiliser
les coordonnées polaire, par contre si le mouvement se fait dans 1’espace, le mouvement
suivant la troisieme dimension peut se faire rectilignement ou circulairement. Dans le premier
cas on utilise les coordonnées cylindriques dans le deuxieme cas on utilise des coordonnées

sphériques.
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On peut repérer le point M par le vecteur

OM =Om+mM =O0m +zk

M c’est la projection de M sur le plan (xoy)

De la méme on calcule la vitesse et 1’accélération

RN [ ]

Qz;Ur+r969+2E

[ Y JN oo _,

;:(F—ré’z)ar(Z;é+ ro)Uo + zk

Un mouvement qui se fait suivant les trois vecteurs, on introduit la base cylindrique

—_— s —

0,U.,U, k)
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Exercices

Exercice 1 :

un point matériel se déplace dans le plan (xOy) suivant les équations horaires suivantes :
X(t)=t et y(t)=t2

-donner 1’équation de mouvement du mobile

- calculer la vitesse ainsi que 1’accélération du pt M.

Solution

- y=x?équation de la trajectoire

S V=i+2t]
- a=2j
Exercice?

Soit un point M dans un repére orthonormé, on le représente par son vecteur position
YV H 2+ .

OM = r(t) = ati —bt 2] tel que a et b deux constantes positives.

1) quelle est la dimension de aet b

2) calculer I’incertitude relative sur les coordonnées de M sachant que 1’incertitude relative
suraetb est de 1022

Exercice3

Un joueur de base ball frappe une balle qui atteint une vitesse de 14m/s et fait un angle a=30°
avec I’horizontale. Un autre joueur distant de x=30.5m du premier et dans le méme plan de la

trajectoire, commence a courir quand le premier frappe la balle.

1- Calculer la vitesse maximale pour que le deuxieme joueur puisse attraper la balle, quand

elle est a une hauteur de 2.44m, sachant que cette balle était a 0.6m au moment de sa frappe.

2- Quelle est la distance que doit parcourir.
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Solution
1- Les équations horaires de la balle sont :

X, =V, cos(a)t.

y, = —% gt? +v, sin(a)t+0.9
Celles du deuxieme joueur sont :

X, =—Vt+30.5 et y,=244

Pour que le deuxiéme joueur puisse attraper la balle il faut que x;=x, et y;=y,
—Vvt+30.5=v, cos(a)t
1 .
2.44 = — = gt* +v,sin(a)t +0.9
2
De ces deux dernieres équations on déduit que le temps a deux valeurs t=1.17s et t=0.25s
donc on aura deux vitesses v=13.4m/s et v=109.36m/s. et la vitesse minimale est 13.4m/s.
2- la distance minimale parcourue est d=15.7m

Exerciced

L’accélération d’un point matériel M est donnée par la relation suivante :
y =e'i +coswt j +t°k

A t=0s la position et la vitesse du mobile sont (1; (-1/w?);0) et (1;0;-1) respectivement.

Donner les expressions des vecteurs vitesses et position du mobile a I’instant t.

Solution

Pour trouver la vitesse il suffit d’intégrer I’accélération méme chose pour la position ¢’est
d’intégrer la vitesse :

av, =e' =V, :J‘etdt:e‘+cX
dt
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At=0 vw=1 doncc=0 dou V, = '

dv 1 .
—L =Ccoswt =V, :_[cosvvtdt = —sinwt +c,
dt W

1 .
At=0 v,=0 doncc,=0 d’ou Vy Zwsmwt

%:tzzvzzjtzdtzlt‘%cz
dt 3

1
At=0 vy=-1 doncc,=-1 dou V; Zét —1 donc

- 1. - (1 -
t; 3
La vitesse s’écrit V=€l1+ Wsm wt J + (gt —1jk

Pour trouver le vecteur position il suffit d’intégrer la vitesse.

%:et:x:_[etdt:e‘ﬂ:'x
dt

At=0 x=1 doncc’=0 d’ou X =€

dy =COSWt = Yy = jlsin wtdt = —icoswt +C',
dt W 2

W

1
At=0 y=-1m2 doncc’y=0 dou Y= —ﬁcoswt

4z _ (lﬁ —1) =z= j(lﬁ —1)dt _ (it“ —tj+c'z
dt |3 3 12

1.4
At=0 z=0 doncc’,=0 d’ou Z:Et —1 donc

W:eti—icoswﬁ+ Ltk
W2 12
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Exercice 5
un point matériel se déplace sur une ligne droite suivant 1’équation horaire suivante :
X(t)=-6t2+16t (t en seconde)

e Quelle est la position de ce corps a t=1s

e A quelle instant t, il passe par la position O(origine)

e Quelle est la vitesse moyenne dans I’intervalle de temps compris entre Os et 2 s

e Quelle est I’expression de la vitesse moyenne dans I’intervalle de temps compris to
<t<At+tg

e Donner I’expression de la vitesse instantanée, déduire sa valeur a t=0s
e Quelle est I’expression de 1’accélération moyenne durant le temps tp <t<At+ty

e Donner I’expression de 1’accélération instantanée.

Solution
- X(1)=10
- X=0 — 6t2+16t=0 il passe par ’origine a t=0s et t=8/3=2.7s
_X(t=2)-x(t=0)
- Vmoy o 2 _ 0 B 4 A
oy, =t AAtz —XM) 16121, -6t
- V(t) = I i meoy = 16 —12t v(0)=16m/s

At—0

V(=2 -v(t=0) .. o
. o = 1242

- r=limy,, =12

At—0
Exercice 6
La position d’un mobile en fonction du temps est indiquée sur la figure ci-dessous. Indiquer :
1/ en quel endroit le mouvement se fait dans la direction des X positifs ou négatifs ?

2/ a quel instant le mouvement est retardé ou accéléré ?
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3/ a quel instant le corps passe par I’origine ?

4/ a quel instant la vitesse est nulle ?

5/ faire un graphique de la vitesse et de 1’accélération en fonction du temps,

6/ estimer d’aprés le graphique, la vitesse moyenne pour les intervalles de temps :
Is<t<18s, 1s<t<2,2s,1s<t<3s

Exercice 7

On se propose d’étudier le mouvement d’un point matériel dans le systeme des coordonnées
polaires, il décrit une trajectoire suivant une loi suivante : r=2acos0 avec 0=wt (aetw

étant des constantes) .

1- Déterminer la vitesse et I’accélération de M ainsi que leurs normes, dans le systéme

des coordonnées polaires

2- Déterminer la vitesse et 1’accélération de M ainsi que leur normes, dans le systéme

des coordonnes intrinséques ( Frenet).
3- Déterminer le rayon de courbure

4- Déterminer la vitesse et 1’accélération de M ainsi que leurs normes, dans le systeme

des coordonnées cartésiennes.

Solution
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-

V= 2avv(—sin(wt)Ur + cosW)Ug) = |V| =2aw

77 = —4avv(c03\/thr +sin(M)Ua)
- (dv—~ VP— ) - -
oo y=|—=Ut+—Un |=y,+7,
dt yo,
7=0 V=R = vl = =y, =4aw
- Détermination du rayon de courbure

3

— V_ - 2,3
P=r= = avec [YAV[=8aW"  gou p=a
‘)/ AV
Cercle de rayon a
2
r=2acos0 avec x=rcos0 d’ou r'=2ax

2_ . , . Sy .
comme I —x2+y2 si on remplace I’expression de r dans cette derniere équation on aura

(x-a)2+y2:a2 c’est I’équation d’un cercle de rayon a et de centre (a,0).
. OM =xi+Yy]=2acos’6i+2acosdsing ]

Exercice 8

Un point P se déplace dans un plan Oxy, ses coordonnées a I’instant t sont données par :
x=20a(t—-1t) ; y=10B(t—1)?2 avec :a=1USI, B=1USlet t=1USI

a) quelle est la dimensionde t, o et B

b) Trouver I’équation cartésienne de la trajectoire, représenter la courbe
correspondante entre O et 4s;

¢) Calculer les composantes cartésiennes de la vitesse et de 1’accélération ainsi que

leurs modules
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c¢) Donner les expressions de la vitesse et de 1’accélération dans la base de Frenet.
d) donner les vecteurs vitesses et accélérations at = 3s.

e) Calculer le rayon de courbure lorsque t = 3s.
Solution

[t]=T [a]=LT'et [B]=LT?

X2

40
v=20i+20(t-1)]  =Vv=20y1+(t-1)
L
y_zoJ:y_zoAz

Equation de la trajectoire Y =

20(t—1) — 20

V=T—— Vo=V =¥V =—
L1y b1y
V=20 +40] =v=4472M/

y, =17.88 f%z . =8.94 r%z

2

p=~_ —2236m
Y
Exercice 9

Le mouvement d’une particule M se déplagant dans le plan (xoy) est décrit par les
équations suivantes : x(t) =t cost et y(t) = t sint

1- Déterminer les composantes du vecteur vitesse et son module.
2- Determiner les composantes du vecteur accélération et son module.

3- Déterminer les expressions des composantes intrinséques de 1’accélération en fonction du

temps t

5- Deduire le rayon de courbure de la trajectoire en fonction du temps.

Exercice 10
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Un point matériel M décrit la courbe d’équation polaire r cos’(8/2)=a ou a est une

constante

1- Montrer que la trajectoire de M est une parabole.

2- On suppose de plus que le module du vecteur vitesse est toujours proportionnel a r :
v=kr, ou k est une constante positive.

3- Calculer, en fonction de 6, les composantes radiale et orthoradiale du vecteur vitesse
de M

4- Déterminer la loi du mouvement 6(t) en supposant que 6 est nul a I’instant t=0

Solution
6 1
1- Sachant que cos’ 5= 5(1"’ cos6)

D’ou I’équation polaire s’écrit I =2a—FC0SO avec X=rCc0SH et Yy =rsSinéd

—y*+4a’
On aura 1’équation X = da c’est I’équation d’une parabole

sin? ,

* B 2 * * B 1 * B * * B ag
2- r_a 99 rg_a 98 doncv_ r+r0_ 2]

3 2 3
COS — COS — COS —
2 2 2

Exercice 11

Un point matériel A décrit une courbe plane de coordonnées polaires :
6=t =R Tel que R constant

1) Calculer les composantes de la vitesse et de 1’accélération. Déduire leurs normes.
2) Exprimer la vitesse et 1’accélération dans la base intrinséque (Frenet).
3) Quel est le rayon de courbure p de la trajectoire ?
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4) Sachant que le centre de courbure est donné par OC=0M + %Z%GJ déterminer les
coordonnées de ce centre C.

5) Montrer que th = U—g et lTn = —lTr

solution
1- L’expression de la vitesse ;/ = 6Rt2(Ug) = M =6Rt2

et celle de I’accélération y = 12Rt(—3tsU r +U 9)

7 =12RtV/9t°® +1
2- \7=6Rt2(Ut)
- (dv— Vv*— - -
i 7/:(_Ut+_UnJ:7/t+7/n
dt yo,
7, =12Rt

Vi=yi+risyi—yi=yt

E
' =y =36Rt*

3- Détermination du rayon de courbure

V
p = —= R
7n
4- Pour calculer le centre de courbure, on détermine le vecteur
. red(0)
OC =RU, + 0
6Rt2 dt
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2

@ = RLT; + 6R - 6t2l—jr = 6 c’est C(0,0)

Rt2

dU, dU, dé _
= :—GtZUr
AVeC T4t T do dt

5. v=6Rt2Us) et v=6RtzU:) donc U, =(U.)
De la méme fagon pour les accélération on compare 1’accélération des coordonnées

polaires avec celle des coordonnées de Frenet on trouve U, = —(U r )

Exercicel?

Un point matériel en mouvement dans un plan suivant une trajectoire curviligne ; sachant que
son accélération tangentielle vaut f et normale vaut 2 f. On désigne a 1’angle que fait la

tangente avec I’axe OX.

1- si ce point est au repos a t=0, la coordonnée curviligne s=0 déduire la relation s=f(v)
2- calculer le rayon de courbure et montrer que p(t)=s(t)

3- sachant que ds= pda, déterminer s en posant s=sp quant a=0 déduire la relation v=f(a).

Solution

dv V2

1- pu|sque E == ﬂ ................ et ............. ; = Zﬂ

En intégrant la premiére équation onaura V= At puisqu’a t=0 la vitesse est nulle.

La relation qui lie la coordonnée curviligne s et le module de la vitesse v  est

ds pt?

V= at —S= Ith = Y +C  Jaconstante ¢ est nulle puisque s =0 lorsque t=0

48



Mécanique du point Cinématique | USTO

2_V2

Donc S = 5 - _Zﬁ par ce qu’on a éliminé le temps.

2- on déduit le rayon de courbure I’accélération normale et sachant que d’aprés la premiére

V2

=3
2p

question P =

3- la coordonnée curviligne on la modélise comme un arc qui vaut le produit du rayon par

I’angle. ds=pda et comme on s=p donc ds=sda.

ds
< =da=Ins=a+cst = s=Ae" puisque s(0)=s; donc S =5,6".

De cette derniere équation et 1’expression de la vitesse en fonction de s on aura

o
V —
P= =V=,/28 =,/25,¢€ 2 donc la vitesse est une fonction de .
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MOUVEMENT RELATIF
I INTRODUCTION
Le mouvement d’un point matériel peut étre réparti en deux mouvements distincts
e Un mouvement par rapport a un repere fixe qu’on nommera repere Absolu
e Un mouvement par rapport a un repére mobile qu’on nommera repére relatif.

Toutes les grandeurs (position, vitesses et accélération) seront identifiées par rapport au repére

approprié.
Il Grandeurs absolues et relatives

Soit un point matériel M en mouvement par rapport a un repere R’(0’,x’,y’,z”) mobile, lui-

méme en mouvement par a un repere fixe R (O,X,y,z).

ZA M
z ! R’

a- La position
La position de M dans R est la position absolue et sa position dans R’ ¢’est sa position relative
OM =xi+Vyj+zk

—
1

O'M = x'i'+y'T+ Z'
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OM =00'+0O'M
b- Vitesse

La vitesse absolue est la vitesse de M par rapport a R

dOM dx: dy- dz-
=——=—Ii+—j+—Kk
dt  dt dt°  dt

<l

a

Cette vitesse peut etre calculée d’une autre fagon :

dOM _d0O' dO'M
dt — dt dt

dOM dOoO' .di' ,dj _.dk' dx=s dy'= dz'-
= +X'—+ + K
dt dt dt * dt ~ dt dt dt dt

On pose:

Ve =dﬂ+x'd—'+ y'd—J+z'% \7r:d—XF+d—yT‘+d—ZR:
dt dt dt dt dt dt dt
D’ou
Vo=V, +V,

V., : ¢’est la vitesse relative c'est-a-dire la vitesse du mobile M par rapport au repére R’

V. : représente la vitesse d’entrainement c'est-a-dire la vitesse du repére R’ par rapport au

repére R.

Deux cas de mouvement de R’ peuvent étre, en translation et en rotation, la vitesse absolue et

relative garde la méme expression par contre la vitesse d’entrainement se met différemment.
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Cas de Translation

R’ en translation par rapport a R

v, =400
dt

Les vecteurs unitaires du repére R’ ne changent pas ils gardent le méme sens et méme
direction de ce fait leurs dérivés par rapport aux temps sont nulles. Il y a que 1’origine O’ qui

varie dans le temps.

=~
I
~

i = |I J o jI
Cas de rotation

On suppose que le repére R’ est en rotation par rapport a R suivant 1’axe perpendiculaire,

donc le vecteur vitesse angulaire est porté par cet axe. Dans le cas présent I’axe (0z)

Q =wk
On sait que n’importe quel vecteur en rotation par rapport a 1’axe perpendiculaire sa dérivé

dans le temps est :

doM = — dit — -
QO AOM —=(Q Al
qt A donc dt ( )

V.- df;to X (@OAT) 4y (@A T)+ 2O AK)
Ve = dc;to FHOQAXT)+H(QAY [)+(QAZ'K)
V. =900 G ATty Tr k)

dt
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~ doo’

Ve +(QAO'M)

c- accélération

L’accélération absolue c’est I’accélération du point M dans le repere R :

- d20M d2x: d2y- d2z-
Vo= = I+ ]+ K
dt2 dtz  dt? dt2

d20M d200' |
= + +2

dt? dt? dt? dt? dt?

d2x'- d2y'— d2z'-
+ I'+ +——k
dt? dt? dt?

dt dt dt dt

7/ a 7/ r + 7/ e + 7/ C
L’accélération absolue est la somme de trois accélérations :

L’accélération relative

— dZX':; d2y'—.», dZZ'—;
V, = I'+ J'+ K
dt2 dt2 dt2

L’accélération d’entrainement

— d200' da' ,d?j _ dek'
Ve = + X +y +2
dt2 dtz  ° diz  dt2
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et ’accélération de Coriolis
— (dxdi' dy'dj dz dk’
Y. =2 LAar,
dt dt dt dt dt dt
Cas de translation,
i=1=cte FZJI'_;:CtE‘ k=Fk =cte
Ya=Ve T7e
— d200’
Ve qt2
Cas de rotation
df' - =
—=(QAl
ot (QAT)
Py~
GRS S N
dt2 dt dt
Z_d;?zO'er'((dd?AF)+§A%)+y'((dd—?/\T)Jrﬁ/\%J+z'((%—?/\ﬁ)+5/\%}
—  d200' dQ ry di dQ - = dT‘
= + XT)+QAX' — |+| (—AY' )+ QAY — |+
e e [(th )+ QA dt) [(thyJ) nY dt)

+ (d—Q/\Z'E')+El/\ Z'%
dt dt
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—_ -

-~~~ dit djt . dk
X1'+V '+ 2K+ QA (X' —+ V' + 7'
e | g AT TR QA Y e T

—  d200"
Ve = +

)

— 4200 (dO0 —— — - —
}/ezdd?;) + dgt)/\O'M +QA(QAO'M)

— dx' — = dy' = - dz' = -
=2 —(OAIN+—=(Q "+ —(QAK'
” (dt<A)+dt(AJ>+dt(A)j

= (dx': dy'= dz'
N\
dt dt dt

Rl +—j'+—k')j:2(ﬁ/\\7r)

Exercices
Exercice 1
Une masse tombe d’une hauteur h sans vitesse initiale.

1- On s’intéresse a la trajectoire de la masse dans un référentiel li¢ a une voiture se déplagant
suivant un mouvement rectiligne et uniforme de vitesse vy et passant a la verticale de chute .
2- Quelle est la trajectoire de la bille dans le méme référentiel si on admet que la voiture
entame au moment du lacher et a partir de la verticale de chute un mouvement rectiligne
uniformément accéléré.

Solution

1V = Voi c’est la vitesse d’entrainement

Dans le repére fixe R ¥ ¥
t=0 etv=0 ety=h t=0 —

1 . -
y(t) = h—Eﬂz doaVa=—4]

_.l"
>< vy
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Dans le repére mobile R’

OM =00 +OM O'M =0OM -00'

OM = (h—%ytz)]—voti

e —

-  dO'M ~ :
Vi = = (1) ] =V,

at (=) 1 -V,
2-y=f(x’) ?

- 1 - i X'=-V,t
OM =(h-_)j-vti= 1 :>y':h+£L2]x'2
y

Exercice2

Un avion se dirige vers le nord ouest avec une vitesse de 125km/h par rapport a un
observateur lié a la terre. Si le vent souffle vers 1’ouest avec une vitesse de 50km/h par rapport

au méme observateur. Trouver la vitesse de 1’avion et sa direction.
Solution

V,=125km/h  V=50km/h

B jL]j"
. :Va'
— -V, — -V,sina
Ve - Va -
0 V, cosa
et o L
Ve 0 X

\7r ZVa —Ve
V. - -V, sina+V,

V, cosa
Exercice 3

soit un repere mobile R’(0’,x’,y’,z’) en mouvement par rapport a un autre fixe R(0,x,y,z) avec
une vitesse Ve (1,0,0). On suppose que x’,y’ et z’ sont les coordonnés d’un point matériel M
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dans le repére R’ tel que : (x’=6t+3t ; y'=-3t" et z’=3), on suppose qu’a I’instant t=0

ce point est a la position O(0,0,0) dans le repere fixe R.
a) Donner la vitesse relative de ce point ainsi que sa vitesse absolue.
b) En déduire les coordonnés du point M dans le repere fixe R.

c) Déterminer I’expression de I’accélération relative et absolue.

Solution
\_/r =dO—MJ — awcoswti'
dt ,
a)
Ve=i RIR=i=ij=j,k=Kk Va.=(12t+4)i—6t]

b) Vs :%3X:I(12t+4)dt=6t2+4t+cl
YA =ﬂ:>y=j—6tdt=—3t2+c2
dt

, dz
V, :a:ﬂ:J‘Odt:c3

a

A t=0 ; x=y=z=0 d’ou ¢1=C,=C3=0.

- d2oM 5T - .
07 = 4 j =12I'-6) 7, =121 —6]
o

la vitesse ainsi que I’accélération d’entrainement sont nulles, ¢’est un mouvement relatif

rectiligne uniforme.

Exercice 4
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Dans le plan xOy , une droite Ox’ tourne autour de Oz avec une vitesse angulaire
constante Un mobile M se déplace sur la droite Ox’ suivant la loi : r = a sin 6 avec 6=wt et
a=cte.

1. Déterminer a I’instant t en fonction de a et w, la vitesse relative et la vitesse
d’entrainement de M par leurs projections dans le repére mobile x’Oy’. En déduire la vitesse
absolue exprimée dans cette méme base de projection, et montrer que le module de celle-ci est
constant.

2. Déterminer a I’instant t en fonction de a et w, I’accélération relative, 1’accélération
d’entrainement et 1’accélération complémentaire de M par leurs projections dans le repere
mobile x’Oy’ . En déduire ’accélération absolue exprimée dans cette méme base de

projection, et montrer que le module de celle-ci est constant.

Solution
— dm 2, |]i x'
1-Vr =——— | =awcoswti M
Ve=QAOM =wk'AOM = awsinwt j' 1t 2N o
=t |
Va=V,+V.=awcoswti+awsinwt j l - X

On écrit de la fagon suivante les vecteurs unitaires

i'=Ccoswti+sinwt.] et
j'=—sinwt.i +coswt. j
Si on remplace ces expressions dans la vitesse absolue :
V. = awcos wt(cos Wt.i +sin wt.]) +awsin wt(—sin Wt.i +COS wt.])
V a = aw(cos Wt coswt —sin wt sin wt).i + (cos wt sin wt. +sin wt coswt.) j)

_d*oM

7, = —aw2sinwti’
AT

"
7. = QA (QAOM) = —aw?sin wti'
770 = 2(?2 /\\7r) = 2aw? cosvvti'
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Vo=V + Ve + 7. =—2a02SinWti'+2aw2coswt j'

Exercice5
Un repére R’(OX’Y’) en rotation par rapport a un repere R(OXY) fixe, suivant I’axe (0OZ),
avec une vitesse angulaire w constante. On considere I’angle 0 entre I’axe (OX) et (OX’) tel

que 6=wt. Soit un mobile M suivant I’axe (OX’) et obéissant a la relation suivante

’ —t 7
OM = ae "1 (aconst)
a) Déterminer la vitesse relative, d’entrainement et absolue

b) Déterminer I’accélération relative, d’entrainement, de Coriolis et absolue.

Solution

1_\7r=dﬂ = —ae i
i |

—_—

Ve =OAOM =WKk'AOM = awe™ '

Va :Vr +Ve :—ae_ti'+awe_t jl

, _dom —ae’'i’
2- 7I’ dt2

7
;e =QA (?2 A OT\/[) = —awe '’

7. =2(QAV,) = —2awee™ J'

—

v.=y. +y.+y. =aet(1—wd)i'—2awe™ j'

Exercice 6
Dans le planOXY , un cercle de rayon R, de diametre OA, tourne a la vitesse angulaire

constante @ autour du point O. On lie a son centre mobile O' deux axes rectangulaires O' X 'Y '
(laxe O' X " est dirigé suivant OA). A D’instant t = 0 , A est sur OX , OX et OX ' étant
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colinéaires. Un point M, initialement en A , parcourt la circonférence dans le sens positif avec

la méme vitesse angulaire ® .

1/ Calculer directement les composantes des vecteurs vitesses et accélération de M dans le
repere OXY

2/ Calculer les composantes de la vitesse et de I’accélération relatives de M dans le repére O'
XY ' puis dans OXY .

3/ a/ Calculer les composantes de la vitesse d’entrainement dans le repére OXY par la loi de
composition des vitesses.

b/ Calculer de méme les composantes de 1’accélération d’entrainement dans le repére OXY ;
en déduire I’accélération complémentaire (Coriolis).

Solution

1- la méthode directe, il suffit de faire la projection du point M sur les deux axes du repére
fixe R

W— X = Rcoswt + Rcos2wt
- y = Rsinwt + Rsin 2wt

\7 _dm_ — Rwsin wt — 2Rwsin 2wt
~dt | Rwcoswt + 2Rwcos2wt

- d20M ~ [— RW2Coswt — 2RW2 cosZth

YaT 74 | - Rwsin wt — 2Rw2sin 2wt

2-la vitesse relative

_—

—— [ X'=Rcoswt -  dO'M (—Rwsinwt
O'M = _ V= =
y'=Rsinwt dt Rwcoswt
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-~ d?0'M _(—Rw?coswt
T4 (—Rwesinwt

3-\7e —OAOM =WK'AO'M = chosvvt]'
7. =QA(QAOM) =—Rw2coswti'

—

v, =2(QAV,) =—2Rw2sinwt
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Dynamique

| Définition

La dynamique est I’étude des mouvements en fonction des causes qui les produisent.

Ce chapitre sera consacré a la dynamique, les relations qui existent entre un mouvement et les

forces qui en sont la cause

1- Quantité de mouvement

Un mouvement ne dépend pas que de la vitesse mais aussi de sa masse, deux masses
différentes qui se déplacent a la méme vitesse n’arrivent pas de la méme facon. Pour cela on
introduit une grandeur mathématique qui est la quantité de mouvement.

La quantité de mouvement par rapport au référentiel R d’un point matériel M, de masse m et

de vitesse v est donnée par
p=mv

2- Notion de forces

Schematiquement, une force est une cause de nature & modifier la vitesse d’un objet. Modifier
la vitesse peut signifier lui communiquer une vitesse si cette derniére était initialement nulle,
ou bien en faire varier soit la valeur, soit la direction, soit les deux & la fois.

Quelle que soit leur nature, et quelle que soit la fagon dont elles se manifestent (a distance ou
au contact de deux corps), les forces (par exemple le poids d’un corps) sont des grandeurs

vectorielle. Il faut donc, a chaque fois que 1’on considére une force, rechercher

— la droite d’action (la direction),
— le sens,
— le point d’application,

— D’intensité.
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* La droite d’action

Si une force s’exerce, par exemple, par I’intermédiaire d’un fil tendu, la droite d’action de la
force est celle que matérialise le fil. De méme, si une force est transmise par une tige rigide,
cette tige matérialise la droite d’action de la force.

* Le sens

Le sens d’une force est celui du mouvement qu’elle tend a produire ; si force et mouvement
sont dans le méme sens la force est dite motrice ; dans le cas contraire, la force est dite
résistante.

Par exemple, les forces de frottement sont des forces résistantes.

11) Loi fondamentale de la dynamique.

1) Principe d’inertie.

Dans un repére R Galiléen, le centre d’inertie de tout systéme matériel mécaniquement isolé,
est soit au repos ou en mouvement rectiligne uniforme. C’est la premiére loi de Newton
(principe d’inertie).
2) Principe fondamentale de la dynamique.
Dans un référentiel galiléen, la somme vectorielle des forces appliquées a un point M de
masse m et son accelération sont liées par
—~ dp _dv dm-
f = =m—+—V

dt dt dt

A I’échéele macroscopique la masse ne varie pas en fonction du temps donc sa dérivée est
nulle, pour cela la force se réduit alors a :

L’accélération d’un point matériel M en mouvement est proportionnelle a la résultante des
forces qui s’exercent sur lui et inversement proportionnelle a sa masse : C’est la deuxieme loi

de Newton.
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3) Action réaction

Considérons une masse ponctuelle quelconque ; celle-ci est en equilibre :

— soit si elle n’est soumise a aucune action (ou force) ;

— soit si la somme des actions (ou forces) qui lui sont appliquées est nulle. Ainsi, une petite
boule placée sur un sol horizontal reste en équilibre parce que le sol exerce sur la petite
surface de contact qu’il a avec cette boule une réaction R égale et opposée au poids de la

boule

u?} A R>
A
| E A2 | e G|
— B
i 5
v A
v P’

De méme, une boule A attachée en B par un fil, exerce sur le point d’attache B une action
dirigée vers le bas, égale au poids P de la boule (si I’on néglige le poids du fil). Il y aura
équilibre si I’attache B maintient une réaction R égale et opposée au poids P de la boule.
Remarquez au passage que 1’égalité s’établit bien ici entre vecteurs glissants, les origines

étant différentes, mais le support étant évidemment le méme.

11 Interactions fondamentales

Malgré leur grande diversité, les forces rencontrées dans la nature sont les manifestations des
quatre interactions fondamentales :

- Pinteraction gravitationnelle : elle se manifeste par une force d’attraction entre toutes les
particules. Cette force apparait dans la plupart des phénomeénes decrits par I'astronomie et la
géologie (le mouvement des astres, la montée des mareées ; les corps attirés par la Terre en son
voisinage, la non désagrégation de la Terre ...).

- Pinteraction électromagnétique : elle se manifeste entre les charges électriques dans tous

les phénomenes faisant intervenir I'électricité et/ou le magnétisme.
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- Dinteraction forte : c’est I’interaction qui s’exerce entre les nucléons qui sont les
constituants du noyau d’un atome. Elle permet aux particules composées de quarks, comme
les protons et les neutrons, de ne pas se désagréger. Elle s’exerce a trés courte distance et est
responsable de la cohésion du noyau.

- Pinteraction faible : elle s'applique a toutes les particules de matiere (quarks, électrons,
neutrinos, etc...). En particulier, les neutrinos, qui sont électriqguement neutres et qui ne sont
pas des quarks, ne sont sensibles qu'aux interactions faible et gravitationnelle. L'interaction

faible se manifeste dans certains types de réactions nucléaires telles que la radioactivité.

Nous avons déja vu qu’une force peut étre représentée par un vecteur associé a un point
correspondant au point d’application.

L’application des lois de la mécanique nécessite de faire un bon bilan de forces s’exergant sur
un systeme ¢’est-a-dire ne pas oublier une force ou ne pas en rajouter. Pour cela il faut que le
systeme soit clairement défini pour pouvoir ensuite répertorier les forces que 1’extérieur
exerce sur lui.

Il existe deux types de forces :

* Forces d’interaction a distance (1’acteur et le receveur ne sont pas en contact) : exemples:
les forces de gravitation, les forces électromagnétiques, les forces nucléaires de cohésion.

* Forces de contact: les forces de frottement et de tension

Force d’interaction gravitationnelle

C’est une force d’interaction a distance. Elle s’exerce entre deux masses. Elle a ét¢ énoncée
par Newton en 1650.

Soit une masse M au point O en interaction avec une autre de masse m au point P, telle que la

distance entre O et P est égale a r, s’¢érit :

— mM —_—
F=-G " Uy

G=6.6710"'m3 kg™.s?
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Masse M i F Masse m
B TR = 3
0 P
Cette force peut s’écrire
F=-mg(p)
9=G r_z Uop

Cette derniére expression est appelée champ de gravitation crée par m en tout point P de

I’espace. Elle a la méme dimension qu’une accélération.

Champ de gravitation de la terre en un point P de I’espace situé a 1’extérieur de la terre ce

champ a pour expression :

G

M —
u

e M masse de la terre : M=5.98 10* kg

e Ryrayon de la Terre = 6.37 10°m

e 1 Représente I’altitude du point P par rapport a la surface de la terre.

Ce champ a la surface de la terre aura la valeur de g,=9.83

Poids d’une masse

Soit une masse ponctuelle m, en interaction gravitationnelle avec la terre. Cette derniere

agit sur la masse avec une force qu’on appelle poids de la masse et qui a pour expression

p=mg
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P=mg

b) les forces de contact

il s’agit des force qui ont lieu une fois le contact établie. On peut citer quelques une.

- Réaction d’un support

Action d’un support sur lequel repose le systeéme et qui I’empéche de s’enfoncer. Cette action
est souvent appelée réaction du support.

Considérons un solide pose sur un support horizontal.

— —

R, A

=

Q

% ¢
| |

_, | support

P 7

L’action de la surface est d’empécher la masse de s’enfoncer vers le bas sous ’action de son

poids. Cette action qui est une réaction de la surface sur la masse est en équilibre avec le

poids, d’ou I’immobilitée de la masse.

- Forces de frottements solides
IIs correspondent a 1’action d’un solide en contact avec le systéme étudié. Dans le cas
d’une masse sur un support non lisse c'est-a-dire I’existence des forces de frottement, la

réaction du support se décompose en :
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e Une réaction normale au support Rn qui empéche le solide de s’enfoncer.

—

e Une force fsc (frottement cinétique, c’est la valeur maximale insuffisante pour

maintenir 1’équilibre) ou f ss (frottement statique) paralléle a la surface du support,

résultantes des forces de frottement.

L est le coefficient de frottement cinétique. Il dépend de la nature des surfaces en

contact.

Sens du
déplacement

D’aprés la représentation des forces le coefficient A = tg(D

Principe fondamental de la dynamique PED dans un référentiel non Galiléen

On suppose un mobile de masse m en mouvement dans un repere R’(0’,x’,y’,z”), lui-
méme en mouvement par rapport a un repére R(0,X,y,z) fixe.

En appliquant le PFD dans le repere absolu on aura :

ZE:mZ:E:mZ+mZ+mZ
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Si on cherche a appliquer le PFD dans le repére relatif on aura

e

my, ZF_mye_myc
Le principe fondamental de la dynamique reste valable dans les repere non galiléens a

condition d’ajouter la force d’entrainement F.=my, et la force de coriolis Fc =my, aux

forces F qui agissent sur le mobile pour le mettre en mouvement.

Référentiel géocentrique : a, pour origine, le centre de masse de la Terre; ses directions sont
fixes par rapport aux direction du référentiel de Copernic; Le référentiel géocentrique est en
translation par rapport au référentiel de Copernic; cette translation est, en premiére
approximation a "intensité de vitesse uniforme" puisque 1’orbite de la Terre dans le référentiel
de Copernic est, en premiére approximation, "circulaire". Cette translation n'est pas a "vecteur
vitesse uniforme”, le référentiel géocentrique n'est pas "galiléen".

Le référentiel terrestre a pour origine le point O définissant le lieu, ses directions sont la
direction verticale CO et deux directions perpendiculaires dans le plan horizontal (pour
certains problemes, les directions définies par le méridien et le parallaxe sont commodes). Ce

référentiel a une vitesse de rotation (rotation propre de la Terre) Q =0k par rapport au
référentiel géocentrique ou au référentiel de Copernic.

Dans le référentiel terrestre, 1’équation de la

Eéferentiel
de Copernic
3

Référentiel
ZEcCEntrigue

IVV- Moment cinétique
1- Définition
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Un mouvement curviligne d’une masse dépend en plus d’une force, de son rayon de courbure.
Cette force est maximale si elle est appliquée perpendiculairement au rayon de courbure. On

introduit une grandeur mathématique qui prend en considération ces informations qu’on

nomme Moment cinétique.

Le moment cinétique au point O du point matériel M dans le référentiel R est :

to(M)R =OM Amv

2- Théoréme du moment cinétique
Dans un référentiel galiléen R, le théoréeme du moment cinétique peut étre appliqué :
On dérive L

E()’: d(OI\/I /\mv): dOM Am\*H_O—M'Amﬂ

d
dt dt

-

%E=§Am§+OWAm%:WAm;

Avec y le vecteur accélération de M.

En appliquant le principe fondamental de la dynamique au point M :

L =OMAmy=OM A Y F =3 0M AF
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La dérivée du moment cinétique d’un point matériel M par rapport a un point fixe O dans un
référentiel galiléen est égale a la somme des moments par rapport au méme point O des forces

extérieures appliquées au point M.

3- Mouvements a force centrale conservative

On considere un point matériel de masse m soumis a une force centrale conservative de centre
O, point fixe d’un réferentiel galiléen. Rappelons qu’une force est dite centrale quand, a
chaque instant, la droite support de cette force passe constamment par un point fixe O. Si ’on
considére un systeme de coordonnées sphériques d’origine O on peut écrire la force en un
point M :

f=1f(r,0,p)V
Force de gravitation entre un astre fixe (massif) a symétrie sphérique de masse M et un astre

mobile a symétrie sphérique de masse en est une force centrale.

%E = ra/\ f(r)uj :6:>E(M) = Constant

1. Le mouvement est plan.

2. En coordonnées polaires, la conservation du moment cinétique se traduit par la relation

L]
2
r-é=C_C
ou C est la constante des aires déterminée par les conditions initiales.

3. Loi des aires : si on considére un mouvement sous 1’effet d’une force centrale du point M;

L

L

M,
0

1
au Point My, puisque  dS =3 OM; A M M, |c’est I’aire d’un triangle formé par les deux

vecteurs.

71



Mécanique du point Dynamique | USTO

_

OM MlMZ

ds 1
_ A
dt

dt 2

—— o . . C
I’aire balayée par le vecteur OM par unité de temps est constante et égale a E(wtesse

. dS C
aréeolaire) : E :E

Exercices

Exercicel

Une masse m est en mouvement dans un plan (xoy) sous I’effet de deux forces F1 =—-OM

et une autre force F2 = —-2mv | figure.

1- en utilisant la base polaire et le Principe fondamental de la dynamique, montrer que

I’équation horaire du mouvement est donnée par I' = ae™ (on suppose que 0=wt, et a t=0

r=a, a et w sont constant).

- L . . , . -t
2- en utilisant le theoréme du moment cinétique, retrouver 1’expression I =ae

Solution

1- La masse est soumise a deux forces F; et F, —
Si On applique le principe fondamental de la

dynamique :

FoF -y e

si on choisit la base de polaire, il faut projeter cette
équation sur cette base pour cela

il faut écrire les forces dans la base polaire.

—_

F =-ru,

e

F, = —2m(ru_r>+ réaa)
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o o __,

y=(r—ro?u +(ré+2rou,

Avecézw ....... et......... 0=0

- r
L’équation radiale sur U, : T —2mr=m(r-ré? = E—zr =r—-rw (1)

:m(rg?+2r0):r:r )

- .

L’équation ortho-radiale (angulaire) sur U, : —2mr @
De I’équation (2) on en déduit

;
—r:%:—dt:d—:>|nr:—t+cst:>r:Ae‘t
r

Sachant qu’a t=0 r=a donc la constante A=a donc :

r=ae™

2- En utilisant le théoréme du moment cinétique
—L,=) OMAF
dt
L, =OM Amv=ru, Am(ru, +réfue) =mr26k

SEE=2mWF%E 3)

comme on a deux forces donc on aura deux moments de force.

B

VAF i alin)s O
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oM /\E; = ru_r’ /\(—Zm(ru_r’ +r [969)) = —2mwr2K
()

Donc  en égalisant I’équation (3) avec la somme des équations (4) et (5) on aura
dr dr
2mwr — =0-2mwr2 = — =—r
dt dt
lére

On retrouve bien I’équation différentielle qui a été trouver a la question.

Exercice 2

Une masse m glisse a partir d’un point A et sans vitesse initial sur une surface formée par une

sphere de rayon a et de centre O on négligera les frottements.

a) En utilisant les coordonnées FRENET et le Principe fondamentale de la dynamique,

déterminer 1’expression de la vitesse de la masse m puis déduire 1’expression de la réaction R

de la surface sur la masse, est il possible que m quitte la surface.

b) En utilisant le théoreme du moment cinétique et les coordonnées intrinséques (base de

Frenet) I’expression de la vitesse de la masse m

Solution
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La masse est soumise a deux forces son poids et la réaction du support

a) On applique le principe fondamental de la dynamique :

—

P +R =my sion choisi la base de Frenet, il faut projeter cette équation sur cette base

P =mgsin 6u, + mgcoséu,

R=-Ru,

- dv — 2 _,

y=m-—u, +—U

d ' a "
i dv : Vv
L’équation tangentielle sera; MQsINé = ma = gsinfd = at (1)
v? R V°

L’équation normale sera : MY cosd—R=m Z = gcosé _E = Z 2

De I’équation (1) on déduit I’expression de la vitesse

W _gsing=9¢ _gsing oy
dt do dt M dta
Xﬂ= gsind = vdv=agsinad
adog

v Lo 2
jvdv= jagsin a6 = V? =—g cos@\g
0 0

Donc v =./2ag(l—cosb) .
Détermination de la reaction :
R=mg(3co0s6-2)
- la masse quitte la surface pour R=0 cos0=2/3 d’ou 6=48°.

b) En utilisant le théoreme du moment cinétique
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—L=S0OMAF
gt o =20M A

Puisque on a deux forces donc on aura deux moments de force celui du poids et celui de la
réaction.

L, =OM Amv=—-au, Amvu: =amvk

d — dv -
— L, =am—Kk
dtL0 dt

OM AP =-au_ A (mg sin Ou, +mg coséﬂ): amg sin 6k

Donc onaura 9SiN& :E

Exercice 3

Deux corps M et M’ de masse m et m’ respectivement, sont reliés par un fil inextensible
passant par la gorge d’une poulie de masse négligeable. Initialement le corps M’ se trouve a une
hauteur h du sol, il est 1aché sans vitesse initiale. Le contact entre le corps M et le plan horizontal est
caractérisé par des coefficients de frottement statique ps et glissement . . ps = 0.6, pg = 0.4, m = 6 kg,
h=15metg=10 m/s?

M

1- Donner I’expression de la masse m’min pour que le systéme se mette en mouvement, en fonction de
m et us.
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2- On prend maintenant un masse m’= 4 kg, le systéme se met en mouvement. En considérant les deux
phases du mouvement de la masse M jusqu’a son arrét:
a- Quelle est la nature du mouvement de la masse M. Justifier.

b- Calculer I’accélération dans la premiére phase.

c- Déduire la vitesse a la fin de cette phase.

d- Calculer I’accélération dans la deuxiéme phase

e- Déduire la distance totale D parcourue par la masse M.

Solution

1- Avéquilibre Y F =0

'
—

Les forces sur lamasse M : P +T =0 P-T =0
P+T+C=0= i T
Sur la masse M C _P=0 comme T=T

Alors P'=C, et C,=x,C, = mg=m = m=3.6kg

2- On a deux étapes

- Durant la premiére étape les forces sont constantes, I’accélération est constante et la vitesse

augmente, il s’agit d’un mouvement uniformément accéléré.

on applique le principe fondamental de la dynamique.

sur la masse M’ P+T =m';l:> P-T =my,

T-C,=my,
-P=0

y

Sur la masse M P+T+C=my, =
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. . m — . m
P -C, =(m+m)71:>7/1=(T/:n9)9=1-6m/32

v} —VvZ =2y,h=v, =,/2gh =2.2”%

- Durant la deuxiéme étape avec la présence des frottements et 1’absence de la masse M’, la

vitesse diminue donc un mouvement uniformément retardé.

~ _’ _Cx:m72
C,-P=0

:>_/ugmg =m72:>7/2=_1ugg

La distance parcourue durant la deuxiéme phase est :

2
0-Vv2=2y,D, =D, =L =0.6m
2y,
Donc la distance totale
D=1.5+0.6=2.1m
Exercice3

Deux masses My €t M, sont liées par un fil inextensible qui passe par une poulie de masse
négligeable et d’axe fixe. La masse m; glisse sur un plan incliné non lisse qui fait un angle

a = 30° par rapport a I'horizontale (figure) sachant que les coefficients de frottements
statique et dynamique sont respectivement pus = 0,7 pg = 0,3. On prendra g = 9,8 m/s,

m;=1Kkg.
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1- calculer la masse minimale de mapin qui
maintient le systeme en équilibre.
2- On prend, maintenant la masse M, = 1,5 kg. Elle
est lachée, sans vitesse initiale, d’une hauteur h
durant un temps de 2 secondes. o ‘[h

a) Calculer les accélérations prises par les deux
masses.
b) Calculer la hauteur h. Déduire les vitesses des deux masses lorsque la masse m; heurte le

sol.

Solution

On applique le principe fondamental de la dynamique

Sur la masse M1

E -T: ﬁ ? —O> T—mlgSina—ftZO
+ 1 + + =
0 ¢ = 05pt Rn —m,g cosa -0

'
e

Sur la masse M2 : P, +'_I:I:6 ng'—T'=0 szIZT

Avec P cosa =R, et m,g =T
et ft zlusRn = um Cosa.g

= m,,,,, =M (u cosa+sina)=1.1kg
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a- puisque my>mymin  le mouvement se fait dans le sens de m,

on applique le principe fondamental de la dynamique.

Les forces sur la masse M2 : EZ +'I? = mZ;/ ng' -T = m,y

- = = — -~  T-mgsina—f =my
Surlam, P+T+R“+ft:ml7/:>R —m,gcosa =0
n 1

Pcosa =R, f. =uR, =pumcosa.g

m, —m, sina — uym, Cosa
m, +m,

g =2.91m/s?

alors 7 =

b- h :%ycz =5.83m

v=7t=2.91m/s

Exercice5

Chariot au repos, son toit O’A’ est incliné de I’horizontale avec un angle 6. Il se déplace sur
I’horizontale avec une accélération constante Yo. On lache sur le toit de ce chariot a partir du
point O’ une masse M sans vitesse initiale. On néglige les frottements, soit le repere R’ du

chariot.

1- trouver l’accélération de la masse M par rapport au repere R’ ? qu’est ce qu’elle

représente ?
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2- déduire la vitesse de M dans le repére R’ ? et la nature du mouvement ?

3- déterminer la réaction du toit sur la masse M ?

Solution
’ R
e
S —
P 8 7
[ [ ey

- R’ est mobile

Le principe fondamentale de la dynamique dans le repére mobile R’ donne
P+R+F +F =my, lerepere
EC : force de coriolis qui est nulle.

F, =—my, =—my, c’estla force d’entrainement

P+R+—-my, =my, sion projetsur ’axe 0’x’ on aura

mg sin & —my, cosé = my, donc ¥, =Qsinéd—y,cosé

2-V,?

V, t
dV, =y,dt= [dV, = [5,dt=V, = (gsin 0y, cosO)t
0 0

X' t
3- dx'=V dt= Idx' = _[Vrdt = X'= % (gsin@—y,cosOt®  c’est un mouvement
0 0

rectiligne uniformément variable suivant o’A’.

Si on applique la projection sur ’axe des ordonnées

— pcosé+R—my,sind=0= R=m(y,sin@+ gcosd)
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Travail et énergie

| Le travail d’une force.

1- définition

Le travail d'une force mesure l'effort a faire pour déplacer un objet le long d'un trajet
qui peut-étre horizontal ou pas, rectiligne ou pas. Un travail peut étre positif auquel cas, on
parlera de travail moteur, car un moteur peut trés bien effectuer cet effort de déplacement. A
I'opposé, un travail peut étre négatif, on parle de travail résistant car il s‘oppose au
déplacement, c'est le cas des forces de frottements.

1) Cas d’une force constante et d’un déplacement rectiligne. Un point matériel, soumis a une

force F constante en module et en direction, se meut d’un point I; a un point I, . Son

déplacement est donc

—

AT =7 — 7

Durant ce déplacement, la force F exerce un travail

Wy = F-A7 =|F || A7| cosa

Ce travail peur étre positif, négatif ou nul, ca dépend du signe de cos a.:
- cos o >0 c’est un travail moteur.
- cos o <0 travail résistant
- cos o =0 travail nul

2- Travail élémentaire
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Dans le cas ou la force F est variable et un déplacement quelconque. On calcul le travail de

cette force pour un déplacement infinitésimale dr rectiligne, on parle du travail élémentaire

dW défini par

Pour trouver le travail total entre le premier point et le deuxieme, on intégre cette derniere

équation.

r2—> P —

W_,=| Fdr

Si on veut utiliser les coordonnées cartésiennes, on exprime la force et le déplacement dans ce

systéme, pour cela on aura :

EzFXi+Fy]+FZE dF:dxi+dy]+dzR

2
W, = I Fdx+F,dy + F,dz
1

Wi

Le calcul du travail nécessite de connaitre le chemin suivi entre les deux points. Pour chaque

chemin on trouve un travail. En général le travail dépend du chemin suivi.

83



Mécanique du point Travail et énergie | USTO

Il L’énergie cinétique.

Une autre technique pour I’analyse du mouvement consiste en [’utilisation de
I’énergie. Cependant, 1’énergie apparait dans des formes tellement diverses qu’une définition
claire est a priori difficile. Techniqguement, on peut dire que I’énergie est une grandeur
scalaire associée a un état du (ou des) points matériels(s).

L’énergie cinétique d’un point matériel est 1’’energie qu’il possede en vertu de son

mouvement.

Théoréme de I’énergie cinétique

La variation de 1’énergie cinétique dans un référentiel R :

dT =d| 2mv? | = mvdv = mvadt = mad T

dl" = ma-dr NP, F.di = §W

2¢ loi de Newton

dl" = oW

En intégrant cette équation on aura

_TdT =W, 5 (ZE) =Ty —Th= ZWA—B (E)

Théoréme : dans un référentiel d’inertie, la variation de 1’énergie cinétique d’un point

matériel est égale au travail de la force qui s’exerce sur le point.
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I11 Energie potentielle

Une force F est une force a circulation conservative si elle ne dépend que de la position et si
le travail de cette force entre deux points quelconques A et B ne dépend que des points A et B
et non du chemin suivi entre A et B.

Soit une force F qui dérive d’une fonction scalaire a trois variables (X,y,z)

F= —gradd
E:_ad)i_aq)]_a@E
OX oy 0z
Le travail de cette force s’écrit
dW = F.dr = —grach.d7 =—dd avec dr =dxi+ dy_j +dzk

Si on veut trouver le travail d’un point A a B

On aura
B B_._ . B
W, ¢ = [dW = [Fdr =—[ (d®)=o, - @,
A A

On remarque que cette fonction a la méme dimension que le travail, on en conclu que c’est

une énergie, comme elle dépend de la position (X,y,z) c’est 1’énergie potentielle
® =E, et la force s’écrit F =—gradE (X,Y,z) on parle d’une force qui dérive d’un potentiel

Ep.

Une force est conservatrice vérifiée une des trois conditions

e son travail ne dépend pas du chemin suivi
e clle dérive d’un potentiel F =—gradE (XY, z)
e rotF=0
Enoncé du théoréme de 1’énergie potentielle : Soit un déplacement d’un point A a un point B.

Le travail des forces conservatrices est égal a la différence entre I’énergie potentielle de la

position initiale et la position finale
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IV énergie totale

Soit un déplacement d’un point A vers un point B sous 1’action des forces. En
appliquant les deux théorémes de 1’énergie cinétique et potentielle, il découle les

conséguences suivantes :

TB _TA = ZWA—B (E) :WA—B (F conservatice + F non—conservatrice)

WA—B (Fconservatrice) = EA - EB

En manipulant ces deux équations on trouve :
WA—B (Fconservatrice) = EA - EB = TB _TA _WA—B (F non—conservatrice)
— (EB +TB )_ (EA +TA) =WA—B (F non—conservatrice)

Il s’agit de 1’énergie totale ou mécanique, qui est égale a la somme de 1’énergie potentielle et

cinétique.

E,=E =E, +T

Le théoréme de I’énergie totale est :

La variation de 1’énergie totale entre un point finale et un point initial est égale au travail des
forces non-conservatrices. On parle de la non conservation de 1’énergie. Dans le cas ou on n’a
que les forces conservatrices, 1’énergie se conserve, 1’énergie totale de 1’état initial est égale a

I’énergie totale de 1’¢état final.

WA—B (F non—conservatrice) = EM (B) — EM (A) — AEM
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Exercice

Exercice 1
Soit un point matériel M soumis & un champ de force FF =(x-ay) I +(3y-2x) |

a-Calculer le travail de la force F pour le déplacement de M du point O(0,0) au point A(2,4)
en passant par le point C(0,4).

b-Trouver la valeur de a pour que F soit conservatrice, en déduire 1’énergie potentielle Ep

résultante de ce champ de force.

c-Déterminer le travail de F pour le déplacement de M suivant une trajectoire circulaire de
rayon R et de centre O(0,0).

Solution

a- E =(x-ay) I +(3y-2x) _j

dw=Fdr = Fdx+ Fdy = (x—ay)dx+ (3y — 2x)dy

Woca = Woc T Wea

4

2
WV o

4
LechemindeOaC (x=0 dx=0,yvariede0a4) Wyc = I3ydy = Tl
0

0

2 2

2
Lecheminde OaC (xvariede0az2,y=4 dy=0) WCA:j(X—4a)dx:X?—4ax =(2-8a)]
0

0

Donc Wy, =26 —8a.
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—_— -

b- pour que la force soit conservatrice elle doit vérifier rotF =0

> - —

o rotF = Ay 0/ |=(-2+a)k =0
(x 4a) (3y—2x) O

C'est-a-dire que a=2

> -

c- F =(x-2y)1 +(3y-2x) ] qui est une force conservatrice. Donc c’est une fonction qui

dérive d’un potentiel E,

oE

e

- — OE, .
F =—gradE (x,y) =——"i-
OX oy

% =—(x-2y) (1) et % =—(3y—2x) (2)

X2
betateg() B, =—[(x=2y)dx=—"-+2yx+C(y)

perig@ Tt -2xt S ay-29= e -~ o

ponc E,(X,y)= —X—z—%+2yx+c

2 2
Exercice 2
Calculer le travail de la force F =(x*+y?) i +(XZ)] +(Xy)E qui fait passer un corps de I’origine
0(0,0,0) au point M(1,1,0) suivant deux chemins différents. a- suivant le trajet OM;M,;M tel
que M;(1,0,0) et M5(1,1,0) b- suivant une courbe d’équation horaire (x=t, y=t> et z=1) .
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Exercice 3

Soit la force F =2xzi +yz] +(axz+by?+cz?) k.

a) Trouver les constantes a,b et ¢ pour que F soit conservatrice , sachant qu’au point (1,1,1) la
force E:25+] -3k

b) Déduire le potentiel Ep(x,y,z)

Solution
a)
i k
— 5 5 -
rotF = éx /3y éz =0
(2xz) (yz) (ax® +by*+cz?)
rotF = (2by — y)i—(2ax—2x)j=0  (*)
et F(LLD)=2i+ j+(atb+c)k =2i+j-3k (**)
de ég (*) onaura 2by-y=0 donc b=1/2, 2ax-2x=0 donc x=1

etde I’éq (**) onauraatb+c=-3  donc c=-9/2

F =2xzi +yz j +(x2+(1/2)y?-(9/2)22) k

b)
. _ OE,: OE, . OE,.
F =-—gradE (x,y,2) = axl ayj o k
%, __ %y __ % _eilye 95
r=—(2a) () et Tro-m) @) Ee(dagy-27) ()
Del¢q(l) E, =—j(2xz)dx:—22x2 +C(y,2)
2
Deléq) ce_C0D (v iy :_%+ D(z)

oy oy
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En remplagant 1’expression de C(y,z) dans E, et en utilisant I’équation (3). On aura

oE y> oD(z) 1 9 9 9
P - T . (X4 ZY -2 = D) = |(X¥*-=2H)dz=x*2-=7*+C
oz 2 0z ( 2y 2 ) (2) '[( 2 ) 4

Exercice 4

La particule se déplace du point (0,—1,0) au point (0,+1,0) sur un rail sans frottement sous
I’action d’une force F (en plus d’une certaine force de contrainte). Trouver le travail W de la
force F si le rail est

(a) Rectiligne suivant I’axe V.

(b) Circulaire dans le plan yz. Est-ce une force conservative ?

Exercice 5
une masse m glisse sans vitesse initiale d’un point A dans un demi cercle de rayon R figure.
| - Si on néglige les frottements :

C
o | -Q\ ] .
1- Est-ce que I’énergie total (mécanique) xim\ LA
S, E;=0

de la masse se conserve durant sont mouvement ?

2- déterminer sa vitesse au point B.
3- A quelle hauteur h; la masse atteint ?

[l1- si on a la présence de frottements sur ’arc AB et la vitesse de la masse au point B
vaut,/gR , calculer le travail des forces de frottements. A quelle hauteur h, la masse atteint si
I’arc BC est lisse (pas de frottements).

Héme

I11- si on suppose qu’on se trouve dans le cas, et la masse m démarre avec une vitesse

initiale V. On remarque qu’elle arrive au point C avec une vitesse nulle.

- déterminer le travail de la force de frottement. Calculer la vitesse de la masse au point B.
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Solution

I) 1- puisque que la masse n’est soumise qu’a son poids P et la réaction du support sur la

masse R

W(ﬁj =0 par ce que la R est perpendiculaire au déplacement.

Comme le poids est une force qui dérive d’un potentiel alors
E, (A) = E; (B)

2- E,(A)+T(A)=E_(B)+T(B)

ng+0:0+%mv§ =V, =420R

c- E;(B)=E; (D)= %mv@ =mgh = h = %vé =R donc la masse atteint le point C.

—

I1- le chemin AB n’est pas lisse donc présence des forces de frottements f et I’énergie totale ne se

conserve pas
W, s(f)=Ey(B)-E,(A) =AE,

mgR

— 1
wA_B<f)=5m(Jg_R)2—ng=— >

Comme le chemin BC est lisse , pas de force de frottement, donc 1’énergie totale se conserve
1, 1
E;(B)= ET(D):>§mvB =mgh, = h, =§R

mv,’
2

- w, () =—
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Exercice 6

On pose une masse m a I’extrémité d’un ressort de constante de raideur k sur un plan incliné
avec un angle a de I’horizontale. On laisse la masse au point O sans vitesse initiale. On

suppose qu’il y a des frottements sur le plan p.
m-
- Trouver I’énergie totale aux points O et C.

- Calculer le travail de la force de frottement.

Déduire Xc la compression maximum du ressort. Que devient-elle s1 on néghge les
frottements ?

Solution

— —

- f : Force de frottement et T :tension du ressort

Si on choisit le point O comme référence pour

I’énergie potentielle gravitationnelle et de raideur E;=0

et T=0 Em(0)=0

Au point C
1. o, 1, o, .
Ew(c)=E,(c)+T(c)= Ekxc —mgh = EkXC —mgX.sina
AE,, =E,, (c)—E,, (O) = %kxg _mgX, sina = w(f)

I1 s’agit du travail de la force de frottement, I’énergie mécanique (totale) ne se conserve pas.

- le travail de la force de frottement w(f)= J?Hi = —J. fdl

Xc
Avec f =gR=pmgcosa donc W, (T) =— jymg cosadx = —umgcosaX.
0

En comparant ce travail avec celui de la premiére question

%kxé —mgX, sina = —umg cosaX
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X _2mg

¢ = (sina — ucosa)

- si on néglige les frottements

X, =2%(sina)
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