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Soit f une fonction continue sur un intervalle I, a et b deux éléments de I.

On appelle intégrale de f du a a b, notée f f(x)dx, le nombre réel F(b)—F(n), ou F une

fonction primitive quelconque de f sur I.

f f(x)dx = F(b) - F(a)

Remarque

b
e On note aussi ff(x}dx = [F(I)] = F(b) - F(a).
e Lesréels a et b sont appelés les bornes de I'intégrale f f(x)dx.

e Dans l'écriture fb f(x)dx, la variable x est muette, donc elle peut étre remplacée par

ff(x)dx=ff(y)dy=ff(r)dt=...

e La notation dx, dy, dti..., indique la variable par rapport a laquelle on intégre la
fonction.

toute autre vanable

& Exemple
Bl Calculons l'intégrale f dx
= = My

la fonction x — x* est continue sur R et [ 2; 2] cR
On sait que
la fonction x — -3-x3 est une primitive de la fonction x — x* sur R
3
Donc fxzdx [xa] -—-ﬂ=%‘
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Bl Calculons l'intégrale f %dx:
1

la fonction x — 1

On sait qUE X 1
la fonction x — In (:::) est une primitive de la fonction x — — sur ]0; +o0[

Donc f%dx = ’]n(x)]: = ln(e)—ln(l) =1

1

est continue sur [1; E]

El Calculons l'intégrale f Vxdx:
o sch s sl |

la fonction x — +/x est continue sur [{]; +m[

1

la fonction x — = Vx? est une primitive de la fonction x — — sur [{'J; +cn::-[

Onsaitque {
3 X

pone [ viax=[2V| =25 -2VE - Yavi-)

2 ]"‘rupriﬂ*i{?ﬁ d 'intégmlt_‘ftl

j LTT-Q?TTE%;: ‘gi ]

Soit f une fonction continue sur un intervalle I, a et b deux éléments de I.

1 j:f(x)duo.

b
fdx=f1dx=b-n.
3] f fx)dx=— [ f(x)dx.

-

Frcrpv.fé’%& (ﬂ )

Soit f une fonction continue sur un intervalle I, et a, b et ¢ trois éléments de I.

Relation de Chasles : f f(x)dx = f f(x)dx + f f(x)dx.
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: {T-'rafpﬁ é 'Lér'

Soit f et ¢ deux fonctions continues sur l'intervalle [ﬂ; b], et a un réel.

IIf(f+g)(x>dx=ff(x)dx+fg(x}dx.

f (af)x)dx =a f f(x) dx.

& Exemple
Calculer les intégrales suivantes :
3 B
1] : g—;dﬁi 6) _Eism(?.x)dx
: 7
. 3 ‘\E = E_Ia dx 1
0 7] tan(x) dx
1 1
E ~(x® — 4x)dx
=) -
m B e' dx
B | cos(3)dx In(2)
0
n(2)
5) sin(x) dx 9| e'le™ - l)dx
-3 In(2)

Soit f et g deux fonctions continues sur l'intervalle [ﬂ; b].

B Sila fonction f est positive sur [ﬂ; b], alors f f(x)dx = 0.

Si la fonction f est négative sur [a; b], alors f f(x)dx <0..

Si la fonction f est supérieure a ¢ (f > g) sur [r.-; b], alors f f(x)dx > f ¢(x)dx.
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() Remarque
e Si la fonction f change son signe sur [E; b], alors on ne peut pas conclure le signe de

I'intégrale f f(x)dx.

e Réciproquement,siona | f(x)dx >0, alors la fonction f n’est forcément positive sur

o] |

ie:ona 2x —1dx = 6, mais la fonction x — 2x — 1 change son signe sur 'intervalle
0
|0;3].

Gorollaire —_—

B Si la fonction f est positive sur [a; b], alors f f(x)dx <0.
b

Si la fonction f est négative sur [n; b], alors f f(x)dx > 0.
b

3! f f(x)dx| < f |f) .

4 Exemple

Soit f la fonction définie sur [U; 1] par: f(x) = ""‘II: 1

Bl Montrer que pour tout x de [0;1] : % S fl)< 2

1
Bl En déduire un encadrement de l'intégrale f :rszl dx.
0
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I Méthodes de calci

1 Primitive d’une fonction

Expression de f Expression de primitives Définie sur
a ax +c R
+1
(neN)  a il B
n+1
(n eN - ;—1}) l" =y 3 = Tout intervalle inclus dans
* -n+1 R - {0}
reQ-1-1) « e R
r+1 | Ly
4
cos(ax + b) % sinfax + b) + ¢ R
. 1
sin(ax + b) & cos(ax + b) + ¢ R
1
1 Tout intervalle inclus dans
2 =
fanty) L) = i R - {% +kn/k € z}
T
1 | Tout intervalle inclus dans
; In(lx]) + ¢ R — {0)
e' e'+¢ R
Tout intervalle ot u est
dérivable et ne s’annule pas
Tout intervalle ot u est
dérivable

- 2 Tout intervalle ot u est
(r Q= {“1}) W) X u'(x) dé{:il:r;:le et u"eest d:f?nie
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& Exemple
2x + 1 ' 2e¥ —g* -5 f
ot SR 0s(3x - 5)dx
.fxz+2x+1 B 0 e’ - g 0 oo )
I e m fn in(x)
dx cos(x)e™" dx
2 f x3+3} g o (e¥+1)° -
In(x) * P
7] dx (1] f cos?(x) — sin’(x) dx
&l 2 Vx+3 £ & 0
3 3
4 flze_x — {_::% dx B tan(x) dx (12 f cos(x). sin(x) dx
0 0

2 Intégration par parties

’-l Fﬁ'aﬂpﬂ'{ﬁﬁ —

a et b étant deux réels d'un intervalle I.
Soit u et v deux fonctions dérivables sur I tels que 1" et @’ sont continues sur I.
I

f ( )v(:c dx [ ] f
& Exemple

Calculer, en utilisant une intégration par parties, les intégrales suivantes :

5

0= fxsin(.::) dx

0

' (x) = sin(x) u(x) = — cos(x)
On pose { Kx) = 2 Alors { v'(x) = 1
? ;g 2 3
Donc I = fx sin(x)dx = [— xcns{x}] - f—cns{x}dx =0+ [sin(:r}] =1
0 Y 4
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u'(x) =... u(x) =...
n; pose {EP(I)=... Alors {Ir’{x)=...
Donc L =...
2
E = f(Z—x)e"‘dx*
1
u'(x) =... u(x) =
Ol rose { o(x) = ... oes { v'(x) =
Donc Iz =
3
X
B L= J msz(x)dx'
u'(x) = X)) = .
On pose { o(x) = Alors { o(x) =
Donc I =
5 15=th1{x—1]dx.
2
ui{x) =... 1w(x) =
On pose {u(x):... Alors {v’(x]:...
Donc Is=
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[11 Interprétation .

Le plan est muni d'un repére orthogonal (O; i ﬂ

1 (Cas d'une tonchon positive

Soit a et b deux réels tels que a < b.

Si f est une fonction continue et positive sur I'intervalle [ﬂ; b], alors I’aire du domaine D
délimité par la courbe représentative de f, |’axe des abscisses et les deux droites d'équations

x =aet x = bestle nombre positif | f(x)dx exprimé en unité d"aire.
a

L'unité d‘aire est [[i]| x ||1]|

=
l"":
B e |
?

Unité daire

j 7/
L

& Exemple
. . R X +6
Soit f la fonction définie sur R par: f(x) = 5

Et (Cf) sa courbe représentative dans le repére orthogonal (O;ﬁ j) tel que ||EH = 2cm et
il = 10m.

Bl Montrer que f est strictement positive sur [ = k3 2].
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. Calculer, en cm?, I'aire du domaine limité par (C ;),l’axe des abscisses et les deux droites
§ d’équations x = -1 et x = 2.

2 (Cas d'une fonction négative

Soit a et b deux réels tels que a < b.

Si f est une fonction continue et négative sur l'intervalle [ﬂ; b], alors —f est positive sur
[ﬂ; b].

Dans ce cas, l’aire du domaine D délimité par la courbe représentative de f, I'axe des

abscisses et les deux droites d’équations x = a et x = b est le nombre positif f —f(x)dx

exprimé en unité d’aire. ﬂ

Tvﬁ | b

| / h

-

o Exemple
Soit f la fonction définie sur R par: f(x)=e™ —x

Et (Cf) sa courbe représentative dans le repere orthogonal (D;E: fj tel que ”;H = 1.5cm et
] = 22m.

B} Montrer que f est strictement négative sur [1 ; 2].

. Calculer, en cm?, I'aire du domaine limité par (C f),l’axe des abscisses et les deux droites
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" d’équations x = 1et x = 2.

Soit f une fonction continue sur l'intervalle [ﬂ; b].

Bl S'il existe deux réels M et m tels que pour tout x de [ﬂ; b] : m< f(x) <M
Alors m(b—-a) < f f(x)dx < M(b - a).

S’il existe un réel k tel que pour tout x de [ﬂ; b|: ‘ f{;r)| <k

I s

— Interprétation géométrique :

Alors

< kb - al.

On suppose que f est continue et positive sur [E; b] etque: O0<m< f(x) <M.

La premiere propriété nous dit que 1"aire du domaine D délimité par la courbe représen-
tative de f, I’axe des abscisses et les deux droites d’équations x = a et x = b est comprise

entre I'aire du rectangle (vert) de cotés M et (b - ﬂ) et I’aire du rectangle ( ) de cotés m
et (b - a).

(/)

n
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4

Soit f une fonction continue sur l'intervalle [ﬂ; b], ou a # b.

On appelle la valeur moyenne de la fonction f sur [ﬂ; b], le nombre réel u = 7 - - f f(x)dx.
B a

Soit f une fonction continue sur l'intervalle [ﬂ; b], ou a#b.

Il existe un réel ¢ de [a; b] tel que f(c) = u, ou encore (b —a) f(c) = f f(x)dx.

— Interprétation géométrique:

On suppose que f est continue et positive sur [ﬂ; b] etque: 0<m< f(x) <M.

L'aire du rectangle (u ran gf:) de cotés f(c) et (b —~ n) est égale a I'aire du domaine D délimité
par la courbe représentative de f, I’axe des abscisses et les deux droites d'équations x = a et
x =b.

Autrement dit, la valeur moyenne u de f correspond a la hauteur du rectangle (ﬂran gﬂ).

&

(&)

.
j~
ml

b—a

f(c)

& Exemple

Dans chaque cas ci-dessous, calculer la valeur moyenne mu de f sur 'intervalle I:

o f)=xVa@+1;1=[-10] o fx)=(x=1)e*; 1=]0;1]
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[V Applications

1 Calcul d’aire

ET-TWFTI'E’%E (1 _ |

Soit f une fonction continue sur l'intervalle [ﬂ; b], ou a # b.
L'aire du domaine 9 délimité par la courbe représentative de f, I’axe des abscisses et les

deux droites d’équations x =a et x = b est égale a f | f(::)l dx exprimé en unité d’aire.

— Explication :

Pour calculer I'aire d’'un domaine définie par une fonction de signe quelconque, il faut
déterminer les intervalles sur lesquels la fonction est positive et ceux sur lesquels elle est
négative, puis on applique la relation de Chasles.

On suppose que la fonction f change son signe sur l'intervalle [ﬂ; b], comme l'illustre le
graphe ci-dessous. On a donc :

sﬂ=f|f(x)\dx=+f f{x)dx—ff(x)dx+ff(r}dx—ff{r}drxumxHfﬂ.

¥Y¥=a X=0C X=

C2 X
()

& Exemple
§ Soit f la fonction définie sur R par:  f(x) = x* — 2x, et (C f) sa courbe représentative dans le

repére orthogonal (O; i ﬂ tel que "5'“ = 1.5cm et "?” = 2cm
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B Etudier le signe de f sur l'intervalle [0; 2]-

. Calculer, en cm?, I’aire du domaine limité par (E.' )r),l"axe des abscisses et les deux droites
d’équations x =0et x = 2.

Soit f et g deux fonctions continues sur l'intervalle [n; b], oua # b.
L'aire du domaine D délimité par la courbe représentative de f, la courbe représentative

de g et les deux droites d’équations x = a et x = best égale a f | fx) = g(x}‘ dx exprimé en

unité d aire.

~— Explication :

On suppose, comme l'illustre le graphe ci-dessous, qu’il existe un réel c appartenanta [ﬂ; b]
tel que :

e La fonction f est inférieure a g sur l'intervalle [ﬂ; r:] fe: Vxe [ﬂ; c] f(x) < g(x).

e La fonction f est supérieure a ¢ sur l'intervalle [c; b] le: Vx e [n; c] f(x) = g(x)..

Donc,ona: Sp= f [f(x) - g(x)|dx = - f f(x) - g(x)dx + f £x) = g(x)dx x|if| > ||l

(C,) (€/)

I
I
I
I
|
I
I
|
I
|
|
I
|
!
|
|
I

- S S . -
- - . . . .

i
-
=
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& Exemple
On se place dans le repére orthonormé (D; i; ;:) d’unité “;“ = 2cm.
Soit f et g les fonction définie sur [U; +m[ par: f(x)=x*> et gx)= Vx

Bl Tracer les courbes (C f) et (Cg) dans le repere (O; i; ﬂ.

Bl Calculer, en cm?, I'aire du domaine délimité par (C f) et (Cg) et les deux droites d’équa-
tions x =0et x =2

2 (Calcul de volume

L'espace est muni d"un repere orthogonal (D,i': ;':;:)
Soit f une fonction continue sur l'intervalle [ﬂ; b], et D la partie du plan (O,:_': -) délimité

par la courbe représentative de f , I'axe des abscisses et les deux droites d’équations x = a
et x =b.

Le volume du solide de révolution engendré par la rotation de D autour de l'axe des
abscisses sur [a; b], exprimé en unité de volume, est égalea V =n f ( f (:tf})1 dx.
L'unité de volume est ||?” X Hj’l X Hﬂl

A Exemple
On se place dans le repére orthonormé (D;E: i E) de I'espace d'unité ”;H = 1cm.
Soit f la fonction définie sur [111(2];111(3)] par: f(x) =e et (C;) sa courbe représentative
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dans le repere (G; i ﬂ.

B Calculer, en cm?, l'aire du domaine D délimité par (C f), I"axe des abscisses et les deux
droites d’équations x = In(2) et x = In(3)

Bl Calculer, en cm?, le volume du solide de révolution engendré par la rotation 9 autour
de I'axe des abscisses.
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