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o L'ensemble des nombre complexes

1. L'ensemble C

."r"l. r 1
enniiion —

Il existe un ensemble appelé ensemble des nombres complexes, noté C, contenant 1'en-
semble R a les caractéristiques suivantes :

B 1l contient un élément i ( non réel) vérifiant : 2 = —1.

Bl Tout élément z de C s’écrit d"une maniére unique sous la forme z = a+1b, otia et b sont
des réels.

C={a+ib /(a;b) € R?]

NcZcDcQcRcCC

Vocabulaires et remarques
B L'écriture z = a + ib est appelée la forme algébrique de z.

Bl Le réel a est appelé la partie réelle de z, et on écrit :  Re(z) = a.
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Bl le réel b est appelé la partie imaginaire, et on écrit: Im(z) = b.
. Sib=0,onz=a, ondit que z est un nombre réel (z o IR)*

B Sia =0 0naz = ib on dit que z est un imaginaire pur (z € iR : L'ensemble des
imaginaires purs).

2. Egalité de deux nombres complexes

—I F-rop*r ité

Soitz =a+ibetz’ =a’ +ib’ deux nombre complexes.

Bz=2 < a=a e b=V.

Bz=0 a=0 et b=0.

3. Opérations sur les nombres complexes

Toutes les propriétés de 1’addition, la multiplication, la soustraction, la division, les puissances
relatives, identités remarquables... définies sur les réels se prolongent aux nombres complexes

o

.\ Soitz=a+ibetz' =4’ +ib’ deux nombre complexes.

Propridté (1)

| z+z'=(n+a’)+i(b+b’) et z—z’=(ﬂ-a’)+f(b—b').
MRS (:m" —bb’) 4 i(ﬂb’ +::I’IJ).

B axz= (::m) + f(ﬂ!b)_. ou « est un réel.

Siz #0,alors: %=—=__f

1 ,n=4dk
me ) yn=4k+1
Tl =1 ,n=4k+2
-1 ,n=4k+3
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Soit a, b, ¢ et d quatre réels.
B (a+ib) = (a2 1?) +i(2ab)
(a—ib) = (a? - £?) - i (2ab).

(a+ib)(a— ib) =a® + b2

< Exemple

Bl Ecrire sous forme algébrique les nombres complexes suivants :

z]=1+3f—(2+4f) ] Ez=—% ' 33=(1—2i)3

Bl Trouver les nombres réels a et b tels que: a(l—1)+b2+3i)=2.

1+i)“]"

Bl Calculer et simplifier le nombre (ﬁ

B Soit x en réel, on pose Z=1-x + 2(1 - xz)i. Déterminer le réel x dans chacun des cas

suivants :
e Z€ IR e Re(Z) = 4.
e Z€IR. e Im(Z) = 2.

4. Conjugué d’un complexe

Soit z = a + ib un nombre complexe, ot a et b sont des réels.

On appelle conjugué du nombre z, le nombre (ﬂ - fb) et I'on note Z.

z=a+ib=a-ib

Soit z € C et Z son conjugué.

| P ¢=rzER(Im{z)=0),
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H:--: :zEﬂR(Re{z)=0).

Bl z+Z=2Re(z) et z-Z=2m().
B z xZ = REA(2) + In(2).

1 1 z F3
iy Siz’#0,ona: (—)== et (—)==.
i z! z z’

Pour toutnde N: 7@ = ().

Exemple
4 p

| Déterminer le conjugué de chacun des nombres suivants :

i(1 + 6i)
i)

B Ecrire sous forme algébrique, le conjugué de chacun des nombres suivants :

n=(2+i)1-i) et (3—“5)

1+1

Z = —(\E—i)(('&—i)z et z,=

. On pose Z, =‘l?-—-|_":. et Zz=%%:.MnntrerquE:

(Z1+2Z2) eR et (21 —Zz) € iR

B} Résoudre dans C les deux équations suivantes :

]
|
-

o (1-iz=3+i.

8]
+
e
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@ Représentation géométrique d’un complexe

1. Affixe d'un point

NP )
Défnition

Le plan muni d"un repére orthonormé (G;F{;Fé)

Bl A tout nombre complexe z = a +ib, on peut associe un unique point M de coordonnées
(a; b) appelé I'image ponctuelle du nombre z, on le note zy;.

Bl A tout point M(a; b), on peut associe un unique nombre z = a + ib appelé Vaffixe du
point M, on le note M(z)

Alors :
e Le plan est appelé le plan complexe.
e ['axe des abscisses est appelé axe des réels.

e L'axe des ordonnés est appelé axe des imaginaires purs.

M( -Z) b M(z)
—Hi < F}" Eﬂ ]
M( - ) " M(3)
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2. Affixe d'un vecteur

Le plan muni d"un repere orthonormé (O; E};E})

Bl A tout nombre complexe z = a+ib, on peut associe un unique vecteur i de coordonnées
P P :
(a; b) appelé I'image vectorielle du nombre z.

B A tout vecteur i(a; b), on peut associe un unique nombre z = a + ib appelé I'affixe du
vecteur 1.

Soit ﬁ.'(z) et f:'(z’ ) deux vecteurs et A(zd) et B(zn) deux points du plan complexe.

Bl Le vecteur i + @ a pour affixe z +z'.

Le vecteur k X if a pour affixe kX z.

Le vecteur AB a pour affixe zg — z,.

ZA T+ Zp

B! Le milieu du segment [AB] a pour affixe >

-

(8) Remarque

_}
I L'affixe du vecteur BA est z, — zp.

4 Exemple
Dans le plan complexe, on considére les points A(ZE), B(l - :‘) et C(3).

Bl Déterminer l’affixe des vecteurs E, ﬁ et 34’1_5 - B_E

Bl Déterminer I'affixe du point D, sachant que ABCD est un parallélogramme.
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@ Module et argument d"un complexe

1. Module d’un nombre complexe

_|_'T|\ A o
wennt JI..'l on ————————————————————————————————————————————— e -

Soit z = a 4+ ib un nombre complexe.

Bl On appelle module du nombre z, le réel positif Va2 + b2 et on le note |z].

2] = Va2 + 12

Bl Graphiquement, Si M estI'image de z,alorsona: |z] = "(Td “ = OM = Va2 + b2

B beeosnanssennsonanmes

Remarque
e 5iz est un réel, alors le module de z correspond a la valeur absolue de z.

o Zl=0e=2z=0 0=M.

?‘T{J'P'T{é%é |

Soit z et 2’ deux nombres complexes.

B iz=E=]-2

zx 2| = |zl X |Z].
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z| Iz

z| I
= |z]".
z+2'| < |zl + [2’]. ( Inégalité triangulaire)

Siz' #£0, alors:

Z"

pour tout nde IN :

Izl = V2Z = |z]? = ==

< Exemple
Déterminer, dans chaque cas, le module du nombre complexes z ci-dessous :
BH:z=-V5-iV2
H:- (3 + 2:')3.
2+2i
H:- 2-5i
(1-4)( V2 +i)
n Z= ( 2
(3+1)

2. Argument d’'un nombre complexe

Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé direct (D;E’;E). On considere un
point M d’affixe z non nul.

On appelle argument du nombre z, toute mesure de I’angle orienté (F—:; 6?&), et on le note
arg (z)

Si 0 une mesure d’angle orienté (Ff s m), ona:

arg(z) =0 [Zn]

Remarque
e Tout nombre sous la forme 6 + 2k7t, ot k un entier, est un argument du nombre z.

e Le réel O vérifie : m5(9)=% et sin(E) = —,
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4 Exemple
Dans le plan complexe, on consideére les points A(Z), B( - 3), C(Bf) et D(l + f).

B Placer les points A, B, C et D dans un repére orthonormé direct.

Bl Déterminer I'argument de leurs affixes

' F*rc"p*r{ﬂﬁ%ﬁ -

Soit z et z’ deux nombres complexes.

b arg(zx7) = arg(z) +arg(z) [2n].

L R —

pour tout 7 de N : arg(z") = narg(z) [2n].
Re(z) = 0 &> arg(z n[zn]

Im(z) = 0 = arg(z [z-n:]

[z=2 < |z]=| et arg() arg )[211:]

? Remarque
: arg(—z) = arg(:-:)+ﬂ [211]. . arg ' = —arg [211:]
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Les nombres complexes

@ Autres écritures d’un complexe

1. Quelques formules trigonométriques

E,T-'r*afp-ﬂﬁf )

Soit x un réel .
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2. Ecriture trigonométrique

Tout nombre complexe z non nul s’écrit d"une maniére unique sous la forme :
o IZl(CﬂE(B) + 1 sin (B))

ou arg (z) = [21:]. Cette écriture s’appelle forme trigonométrique de z.

= o e . . .

n T W NN M M

4 Exemple
Ecrire, dans chaque cas, le nombre z sous forme trigonométrique :

e z=1+i ¢ z=—i,
¢z=1-i o z=2i(1+i).
o i 1+iV3 - V3-i

== BE= =

Ty, . . (T TN s i

o z=-2(cos(F) +isin(3)) o 2= ~(cos(3) - isin(3)).

F-mfp-rt’é%é . Formule de Moivre

Soit @ un réel et n un entier relatif.

(cns (8) + isin (5))ﬂ = COS (nf}') + isin (nﬂ)
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& Exemple
Soit 6 un réel.

Bl Développer (cns (9) + 1sin (E))Z :

Bl En déduire I’expression de chacun des nombres cos (26) et sin (28) en fonction de
cos (9) et sin (9)

El Déterminer I'expression de chacun des nombres cos (36) et sin (39).

3. Ecriture exponentielle

e . ’
ww'enns %-1 on

Soit 6 € R.

B Tout nombre complexe de module 1 et d’argument 6 se note .
Bl Tout nombre complexe z non nul d’argument 6 peut s’écrit sous forme |zle®.

Cette écriture s’appelle forme exponentielle de z.

() Remarque
‘ Ofia: @= cus(ﬂ) + isin(&‘) et |ef]=1 et arg(e‘ﬂ) = B[?.n].

A Exemple
Compléter le tableau ci-dessous :
Forme algébrique Forme trigonométrique Forme exponentielle
-1 =1
Ty .. (W
5( cos(5) +isin(5))
V3e ¥
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Soit z = re” et z = r'e” deux nombres complexe non nuls.
Bl 7o x el = rr‘ei(ew).

fEiS u rE' E‘—E")
= e r ’

Pour tout 1 de Z : (refﬂ) =™,

B rei® = re~®

LTTGEP-#'{&E : Formules ::Iffu‘lﬂ N

Pour tout réel @ on a:

& Exemple

Bl Ecrire sous forme exponentielle les nombres suivants :

- el 5]

=7 et
3+i3V3
Bl Soit x € R. Montrer que :

e 1+e= 2::::-5(;)&"?. e 1-e*=-i2 sin(g)eff.

Bl Soit x € R. En utilisant les formules d’Euler, Montrer que :

e cos’ (J:) = M.
v sis? [z} » _M'

e Linéariser chacun des expressions cos® (:c) in’ (x) cos’ (x) et sin’ (I)

Linéariser une expression trigonométrique de la forme cos” (.r) ou sin” (I) revient a

écrire cette expression en combinaison linéaire de cos (px) et sin (q.r), ou p et g sont des
entiers.
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1. Distance entre deux points

—

o Quelques propriétés géométriques

Soit ;"‘1(3,4) et B(zg) deux points du plan complexe.

La distance entre les points A et B est le réel positif |:-:E - z,.q| ou encore Izﬂ - Egl.

!

S
>

Exemple
4 p

On considere les points A, B et C d” affixes respectivesa =3+ 2, b=4+3ietc=5+1.

B Calculer les distances AB, AC et BC.

Bl En déduire que le triangle ABC est isocele.
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2. Argument et angle de deux vecteurs

LT*TG"F Tif’%i’ (i - I —————— =

Soit if et 7 deux vecteurs non nuls, et A(zﬂ) et B(zg) deux points distincts du plan complexe
tels que : i7=0A et 7=0B.

1] (E'{; ﬁ’) = arg (Eg) [2?1'] = arg (z,q) [Zn]. (d ‘apres la définitiun)
= Mg(zﬁ) [21:] = arg(zg — zﬂ) [211:].

(
(9) = arg () [2n] ouencore (0;08) = arg L) [2n] = arg (zs) - (21)[27]

=

Soit A(::,q) B(z ], C(z;_—) et D(zg) quatre points tous distincts du plan complexe.

1] (AE R = arg(zc zﬁ)[Zn]

ZB — ZA

arg (22— 2]
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3. Colinéarité et orthogonalité

Propricté ;) P

Soit A(z,q ), B(z,g), C(zg) et D(zﬂ) quatre points du plan complexe tels que A # B et C # D.

— — . = : : ZC— ZA

B! Les deux vecteurs AB et AC sont colinéaires si et seulement si arg(z = ) =0 [Tr],
B~ ZA

ZC — ZA

Zp — ZA

ER.

ou encore

Les deux vecteurs AB et (EJ} sont colinéaires si et seulement si arg cﬂ = :::) =0 [Zﬂ],
B— ZA

ou encore eER.

Gorollaire L1 .1 h

ZC — 2ZA

B Les points A, B et C sont alignés si et seulement si arg(

Zeo—2Z
N
ZB — ZA

) =0 [n], ou encore
Zp — ZA

Les droites (AB) et (CD) sont paralléles si et seulement si arg (z':ll — zc) = [Zn], ou

LR — £A
encore ->—=< e R.
Zp — ZA
4 Exemple
Bl On considere les points A, B et C d affixes respectives a = 6 — 2i, b = 2i et ¢ = 3.
a. Calculer le module et I'argument du nombre E.

b. En déduire que les points A, B et C sont alignés.

Bl On considere les points A, B, C et D d’ affixes respectives a = 2 +i2V3, b = 2 — i V3,
c=-1+iV3etd=-1+i.

a. Calculer le module du nombre H.

b. Les droites (AB) et (C D) sont-elles perpendiculaires?
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Soit A(z,q),. B(zg), C(zc) et D(zg) quatre points du plan complexe tels que A # B et C # D.

T = : ; AC — £A T
B} Les deux vecteurs AB et AC sont orthogonaux si et seulementsi arg (z - ) = 3 ['n'],
B — ZA
Ze—Z
ou encore ——~2 €iRR.
ZB — ZA

— —
Les deux vecteurs AB et CD sont orthogonaux si et seulement si

Zn~2 T 20
arg( = ':) = —[Zﬁ],nuenmm BES e
ZR — ZA 2 ZB — ZA

'1 \1
y

Gorollaire (2

B Les droites (AB) et (CD) sont perpendiculaires ( nrl:hogunaux) si et seulement si

zD-zc) T Zp—Zc
= —|2m|, eiR.
arg(‘l_nz‘_zﬁl 2[ TE] ou encore —

@ Exemple
On considere les points A, B et C d” affixes respectivesa = -2 +3i,b=—4etc=1+1.

b—a

c—a

B Le triangle ABC est-il rectangle ? isocele ? équilatéral ?

Bl Calculer le module et I’argument du nombre

4. Quatre points cocycliques ou alignés

F’P’GT}T‘E&%&

Soit A(z,q), B(zg), C(z;;) et D(zn) quatre points tous distincts du plan complexe.

. . . : . Ze—Zp  2p—2
Les points A, B, C et D sont cocycliques ou alignés si et seulement si 70 _"CeR
Zp—2ZA Zc—2D
Remarque
e Trois points non alignés sont toujours cocycliques i.e : Le cercle circonscrit au triangle
ABC.

—_— — —
e Les points A, B, C et D sont cocycliques si et seulement si (AB; AC) = (ﬁ DC) [211].
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o Si £ c Ret 272D ¢ R, alors les points A, B, C et D sont alignés.
I ZB — ZA ZC —2Zp
B A
L
D
2 A
e ———*
ol &
Les points A, B, C et D sont cocycliques.
<& Exemple

Vérifier dans les deux cas suivants , si les points A, B, C et D sont cocycliques :
Bo=-2+6i,b=1+7i,c=4+6ietd=6+2i

Blo=1+ib=a c=-2ietd=¢
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5. Exemples d’ensembles de points du plan

M)
L'ensemble de points M(z) tels que
|:-:-z,4‘ =K (R::-D)
est le cercle de centre A et de rayon R. al
o[z '

L'ensemble de points M(z) tels que
2] = -2

est le médiatrice du segment [AB]‘

L'ensemble de points M(z) tels que

Z—Zp
Z—2ZA

€ R

est la droite (AB) privée du point A.
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4 Exemple
Déterminer dans chacun des cas ci-dessous 'ensemble des points M d’affixe z du plan com-

plexe tels que:
B |z-1+2]=2

z—31

z+5 =4

@ Ecritures complexes de transformations usuelles

1. Homothétie

: ﬁ?ﬁ'ﬂfp*rf ite

Soit H une homothétie de centre ﬂ(m) et de rapport k non nul, M un point d’affixe z et M’
d’affixe z’ son image par I'homothétie H.

H(M):M’ = m=kﬂ_ﬂa}{ — z’=m+t(z—m)

Cette relation est appelée I’écriture complexe de I'homothétie H.

M'(z') M(z)
o
M(z) _.""

2 k>0 k<0

iy \ —4

&) €2

—-—G E" s Dr E;' -
|
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Exemple
4 p

1
é Donner I'écriture complexe de I'homothétie T de centre ﬂ(r‘) et de rapportk = -3

2. Translation

.

Soit T une translation de vecteur f{t), M un point d'affixe z et M’ d’affixe z’ son image par
la translation T.

—_— -+
T(M)=M’ = MM =] = 5 =251
Cette relation est appelée I'écriture complexe de la translation T.

M"(z’)
M(z) o
.'-'-' .r‘
3 F
F i
F Fa
# r
F F
r F
F F
# F
iF aF
F )
#
F
F
)
F
L -
f
— A
)
= ]
@, e

o Exemple
Bl Donner I'écriture complexe de la translation T de vecteur I“(I - 1').

Bl On considere les points A, B et C d’ affixes respectives a = 3 +5i, b = 3 —5i et ¢ = 7 + 3i.
Soit T la translation de vecteur T(4 - 21’), et M un point d’affixe z et M'(z’) son image
par T.

b—=c
a—c
b. Montrerque: T A) =C.

a. Montrer que

= 2¢'?, En déduire la nature du triangle ABC.
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3. Rotation

L?Jmpﬂ'ﬁ'é '

Soit R une rotation de centre ﬂ(m) et d’angle 8, M un point d’affixe z et M’ d"affixe z’ son
image par la rotation R.

OM = QM'’
o)< = | (Gt ofo

= z'=m+(z—m)em

Cette relation est appelée 1'écriture complexe de la rotation R.

—A
€2
— =5 e
O &
4 Exemple
2
Bl Donner I'écriture complexe de la rotation R de centre 0(1 + f) et d’angle 0 = -Tﬂ [Zn]*
-1 3+1
Bl On considere les points A et B d” affixes respectives a = =1+ 1, b = \62 +1 ‘/-2 :
b_1-iV3
a. Montrer que : > B,
b. Montrer que B est I'image de A pat la rotation de centre O et d’angle —%.
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@ Equations du second degré dans C

1. Racines carrés d’un nombre réel

On appelle racine carré d’un nombre réel a, tout nombre complexe z vérifiant z* =a

E?ﬂ*afp-ﬂ’é%é |

Tout nombre réel non nul 2 admet deux racine carrés opposés.
1. Si a > 0 alors le réel a posséde deux racines réels :  Va et —Va.

2. Si a < 0 alors le réel a posséde deux racines complexes: iy et —iVa.

4 Exemple
% e 3 admet deux racines carrés réels : V3 et — V3.

e -9 admet deux racines carrés complexes: 3i et —3i.

2. Equations du second degré a coefficients réels

On considere dans C I'équation (E) :az* +bz+c¢ =0, 00 a, betcsont des réels tel que a # 0.

Soit A = b* — 4ac son discriminant.

B Si A =0, alors 'équation (E) possede une solution double : %’

Si A > 0, alors I'équation (E) possede deux solutions réelles : = 42-;:\/3 et - ;ﬂﬁ
1 o : : -b+d -b-d

Si A <0, alors I'équation (E) possede deux solutions complexes : g Th g

ou d est une racine de A.

Remarque
Si A <0, alors I'équation (E) possede deux solutions complexes conjuguées.
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Exemple
o~ 4 p

Résoudre dans C les équations ci-dessous :
B (E):42-8+1=0.
B(E):2-z+1=0.

B (E):22+2z-3=0.

Fropricte 2= .

Soit a, b et ¢ des réels tel que a # 0.

Les deux nombres complexes z; et z; sont des solutions de 'équation (E) caz2+bz+c=0

b
_ = + I = ——
si et seulement si a

Z1 XZIp =

2165
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