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AVANT-PROPOS

Enseignant respectivement la Physique et les Mathématiques en classe de Terminale C et
d’autre part ayant de nombreux contacts avec les élèves des classes préparatoires par l'intermé­
diaire des interrogations, nous avons constaté depuis plusieurs années que le fossé existant entre
la classe de terminale et la classe de Math-Sup ou la première année de Faculté des Sciences
s'élargissait et que les étudiants avaient de plus en plus de difficultés à négocier ce passage délicat
de leurs études.

Bien que le programme de Physique en terminale, assez expérimental, soit éloigné de celui du
premier cycle supérieur beaucoup plus théorique et approfondi, les difficultés rencontrées ne
proviennent pas de la Physique, mais essentiellement des Mathématiques.

En effet l'outil mathématique vient en retard sur son utilisation et ce qui peut être comblé
rapidement au niveau du secondaire par quelques exposés, ne peut plus l'être aussi facilement au
niveau du supérieur tant les besoins sont importants.

Les étudiants en début de ce nouveau cycle n’ont pas suffisamment d'acquis mathématiques
pour aborder avec aisance la mécanique, la thermodynamique ou l'électricité. Ceci pose d'ailleurs
problème aux enseignants du supérieur qui hésitent à commencer un programme par l’une ou
l'autre de ces parties.

Aussi avons-nous rédigé cet ouvrage qui n'est ni un rappel du programme de terminale, ni un
cours de classe préparatoire, pour lesquels d'ailleurs des manuels existent déjà, mais dont le but
est d'aider les bacheliers C, D, E, à bien négocier leur passage vers les études scientifiques en
essayant de combler une lacune évidente.

L’articulation de chacun des chapitres est la suivante : les connaissances supposées assimilées
par l'étudiant en Mathématiques Terminale C servent de point de départ ; ces notions sont
approfondies et étoffées pour déjà s'approcher de l'esprit rencontré dans l'enseignement supé­
rieur. Ensuite viennent des exemples d'application qui montrent l'interdépendance très étroite
entre la Physique et les Mathématiques tout en servant d’introduction à la mécanique, la thermo­
dynamique et l'électricité du premier cycle scientifique post baccalauréat

Enfin, des exercices sont proposés sur chaque partie qui permettent un auto-contrôle de l’acquis.

Les étudiants peuvent ainsi après la classe de terminale prendre un premier contact avec la
Physique au niveau du supérieur.

Cet ouvrage comportant de nombreux formulaires peut également leur servir par la suite. De
plus, les notions introduites sont véritablement des bases auxquelles on se réfère souvent et les
trouver réunies dans un seul ouvrage peut être pratique d'utilisation.

Nous espérons que ce livre, qui n'a d'autre ambition que de faciliter le passage des bacheliers
scientifiques vers les études supérieures, comblera en partie le fossé qui, nous l'avons déjà dit,
s'élargit entre ces deux cycles d'études et dont sont conscients les enseignants.

Les auteurs



MODE D'EMPLOI DE CES OUVRAGES

Le but de ces ouvrages est de fournir aux étudiants qui s'engagent dans des études scientifiques
l'outil mathématique élémentaire nécessaire à l'apprentissage de la Physique. C'est pourquoi
chaque chapitre sera articulé autour de deux ou trois parties.

1. D'abord dans une première étape, il est fait un rappel des notions simples de mathématiques
généralement connues, qui sont ensuite approfondies sans toutefois prendre l'allure d'un cours
compl et et précis, puisque là n'est pas le but, l'objectif étant de donner rapidement aux étudiants
Voutil minimum indispensable à une bonne compréhension du début du cours de sciences
physiques. En conséquence, il ne faut pas s'étonner de voir une présentation succinte des
résultats mathématiques souvent dégagés de leur démonstration. Tout ce qui est superflu pour
le Physicien ayant été écarté, les notions exposées sont de première importance et doivent être
parfaitement assimilées.
En particulier :
• On mémorisera les définitions et les propriétés mises en évidence dans le texte.
• On retiendra toutes les formules de base dans les domaines aussi variés que les produits de
vecteurs, la trigonométrie, les nombres complexes, Vintégration, la dérivation, les développe­
ments limités, etc. Il faut bien se persuader que pour une bonne assimilation de la Physique, la
connaissance du plus grand nombre de formules est nécessaire et que toute hésitation au sujet
de l'une d'entre elles est une perte de temps ainsi qu'une digression néfaste dans la poursuite
d'une démonstration du cours.
• On reproduira minutieusement tous les calculs traités à titre d'exemple ; en effet ils ont
été sélectionnés car ils représentent des cas rencontrés fréquemment et doivent parfaitement
être assimilés de manière à être immédiatement identifiés et résolus ainsi que les calculs
similaires ( exemple des intégrales ou des équations différentielles ).

En conclusion à la fin de la première partie on peut considérer que l’étudiant a acquis les
"réflexes" mathématiques fondamentaux. Toutes les difficultés n'en sont pas pour autant
aplanies ; en effet il reste un obstacle souvent difficile à franchir, c'est l'interpénétration des
disciplines que l'on tentera de résoudre dans la seconde partie des différents chapitres.

Î2. Disposant de l'outil, on montre ensuite son utilisation pour la Physique.
—A partir des produits de vecteurs, des dérivées, des équations différentielles, on se projeté dans
la mécanique.

— A partir des notions de différentielles et $ intégrales, on prend contact avec la thermodyna­
mique.
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— A partir des produits de vecteurs, des intégrales, de la trigonométrie, on peut aborder
certaines parties de l'électricité à savoir l’électrostatique et l'électromagnétisme.
— Enfin avec la trigonométrie et les nombres complexes, on introduit quelques éléments
ponctuels sur les vibrations et V optique.

Les notions choisies constituent des bases dans chacun des domaines de la Physique, c est-
à-dire un passage obligé pour les études scientifiques, c'est pourquoi :
• On fera d'abord une lecture assez rapide du thème proposé de façon à s'en imprégner
l'esprit.
• On procédera ensuite à une étude systématique et rigoureuse de ces notions qui doivent
être parfaitement comprises.
• On reprendra enfin pour les mémoriseras différents paragraphes concernés.

Arrivé à ce stade l'étudiant doit maintenant avoir compris qu'en Physique une étude se
décompose en plusieurs parties :
— perception du phénomène liée à l'observation et à l'expérience,
— mise en équation et traitement mathématique du problème,
— énoncé des résultats et des lois,
— applications et conséquences.

La résolution mathématique fait donc partie intégrante de la démarche du Physicien.

3. Il est proposé ensuite un certain nombre d'exercices types dans le but de tester les acquis. Par
soucis de "rentabilité intellectuelle" :
• On lira attentivement l'énoncé en faisant ressortir les éléments essentiels et dans la
plupart des cas on réalisera un schéma.
• On tentera une résolution de l'exercice en se souvenant qu'un cheminement même lent
et laborieux est toujours plus positif qu'un retour rapide vers le corrigé.
• On terminera par une étude détaillée du corrigé.

La chronologie a été soigneusement élaborée à l'intérieur des deux ouvrages : commençant
par des notions simples, on évolue au cours des chapitres vers d'autres plus complexes.
Cependant les différentes parties n'étant pas indépendantes, on rencontre parfois des
éléments nouveaux, qui seront traités plus en détail dans un chapitre ultérieur, un renvoi en
faisant mention.

Enfin il n'était pas concevable d'introduire l'outil mathématique sans parler du mode de
résolution final des équations jusqu'à l'obtention d'un résultat numérique. C'est pourquoi le
dernier chapitre traite succinctement ( à la calculatrice ) dans chacun des domaines abordés,
un exercice similaire à ceux introduits théoriquement.
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Chapitre 1

Produits de vecteurs

1. RAPPELS ET COMPLÉMENTS DE MATHÉMATIQUES

1.1. Pourquoi les produits de vecteurs ?

Il est difficile de concevoir un ouvrage traitant de Mathé­
matiques pour la Physique sans commencer par des no­
tions sur les vecteurs et les produits de vecteurs ; leur
emploi est en effet aussi répandu que diversifié :
En mécanique
— cinématique avec vitesse et accélération ;
— dynamique avec force, moment d'une force, quantité de
mouvement et moment cinétique.
En électricité
— notions de champs électrique et magnétique ;
— électromagnétisme ;
— forces de Lorentz et de Laplace.

En optique et phénomènes ondulatoires
— chemin optique ;
— différence de marche entre rayons.

1.2. Produit scalaire

1. 2.1. Rappel : Colinéarité et direction

La direction d'un vecteur est la direction d'un quelcon­
que de ses représentants, il en résulte que la direction du

—>
vecteur 0 n'existe pas.

Pour deux vecteurs non nuis, i/et ü*les  notions suivantes
sont équivalentes :
• u et û*  sont colinéaires ;
• u et v ont même direction.

1. 2. 2. Définition

Soitfune application de V3 x V3 dans IR,bilinéaire, symé­
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trique et telle que/* ( u, u ) > 0, Vu * 0etf(0, 0) = 0.
A tout couple ( u, u ) de vecteurs de V2, est associé un
nombre réel f{ u, v ) appelé produit scalaire de u et de v.
On le note u . v.

1. 2.3. Propriétés

Si l'on considère u, u, up u2 vecteurs quelconques de V3
et a, p deux nombres réels, on peut noter les propriétés
servant à la définition :
• u. ü*  = v. u ( commutativité, symétrie ) ;
• (u. + uo).u = u..v + u^.v ( distributivité par rapport
à l'addition vectorielle ) ;
• (au).(pv) = (ap).( u.v )( associativité des scalaires;
ces deux dernières propriétés caractérisent la bilinéarité ) ;
• u.u = (u)2 > Osiu * 0(u2 = u2 est appelé carré sca­
laire de u ).

H en découle d'autres propriétés, conséquences de la
définition :

• u. 0 = 0. u = 0 ;
• (u ± ü*) 2 = (u)2 ± 2(u.ü*)  + (ü*) 2;
• ( u + u ). ( u - û*)  = ( u )2 - ( ü*  )2 ;
• ( u 7)2 < ( u )2.( 7)2 ( inégalité de Cauchy-Schwartz );
soit :

\u.v\ < ||u||.||u||

en notant || u || = Ju .u ; || u || est appelée norme eu­

clidienne de u ;

• || u || = 0 u = 0 ;
•IIAullj |À|.||JZ||;
• Il u + u 1| < || u || + || ü*||  ( inégalité de Minkowski ou
inégalité triangulaire).

Enfin l'espace vectoriel V3 muni d'un produit scalaire
prend le nom d'espace vectoriel euclidien et se note E3. On
dit alors :

• qu'un vecteur u de EQ est unitaire si, et seulement si, sa
norme euclidienne est égale à 1. Dans le cas où u est quel-

, . u
conque on peut lui associer un vecteur unitaire noté

Il «Il 



Produits de vecteurs 3

qui aura même direction et sens ( Fig. 1.1 ) ;
• que deux vecteurs u et v de E3 sont orthogonaux si, et
seulement si, leur produit scalaire est nul ; soit :

u.v = 0

avec u * 0 et v * 0.

Conséquence
Dans ce cas :

ll« + p||2 = ||u||2 + ||u||2

1. 2. 4. Expressions du produit scalaire
—> —> —>

Soit B = ( i, J, k ) une base orthonormée de E3 ; on a :

i.i = j .j = k .k = 1

i.j = i.k = j .k =0

Soit deux vecteurs u et v de EQ dont les composantes
scalaires dans la base B sont respectivement :

f x
y

<2 >
et

r x' a

y'

Le produit scalaire a pour expression :
_, _, —> —> —> —► —♦ —♦
u.v = (xi + yj + zk).(xi + y'j + zk )

d'après les propriétés énumérées ci-dessus :

u . v = xx + y y' + zz

On en déduit immédiatement :

-> / 2 2 2
Il u II = v x + y + z

Remarque
Le produit scalaire de deux vecteurs reste invariant

dans un changement de base (les bases doivent être ortho­
normées ).
• Autres expressions ( interprétation géométrique)

Le produit scalaire de deux vecteurs non nuis est égal au
produit de leur norme par le cosinus de leur angle.

Cas particulier

Si les vecteurs sont colinéaires et de même sens, le pro-

Figure 1.1

/. i . i.j . k.k « 1

/./. i.k - j.k - 0

u. v ■ xx' + y/ + zz'

iiuii =
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Figure 12

duit scalaire est égal au produit de leur norme.

Expression dans un espace à deux dimensions
Soit E2 le plan affine associé à l’espace vectoriel eucli­

dien E9. A la base B = (ij) on fait correspondre le repère

(O, u).
/ x \ ( x ' *\et étan trespectivementles composantes sca-

) \y ) _
laires de u et de v ( Fig. 1.2 ) le produit scalaire s’écrit :

ou :
u.u = xx' + yy'

u. u = || u ||. || v || cos ( u, u )

On en déduit :

cos( u, v ) =
xx' + yy'

Vx+y.Vx + y

Expression dans un espace à trois dimensions

La formule précédente s'écrit :

cos( u, v ) =
xx' + yy' + zz'

r~i 2 2 r~ji I2vx+y+z.vx + y + z

1.3. Produit vectoriel

1.3.1. Définition

On considère l'application E„ x Eq dans E„ qui à tout
) ô O «J | |

couple devecteurs ( u, v ) associe un vecteur u noté u a v.
Soit ( itj, k ) une base orthonormée positive ( ou directe )

de Eq.«3
rx A
y et

U >
y' étant les composantes respectives deiz

et de v dans cette base, lu aura lui-même pour composan
tes dans cette base :

f yz' - zy' '
zx' - xz'

<xy' - yx' ,

w est appelé produit vectoriel des vecteurs u et
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• Moyen mnémotechnique

@7 k

i y z
* y' z

i (7) k

x i z
• 2' *X Jf Z

? y ®

x y i
x' y*  z

-> yU /\ V =
y

Z
Z l

X
x'

Z
Z

Dans Eo, ( lz, v, w ) forment un trièdre direct et w est
orthogonal à u et v, si u et u sont non colinéaires c'est-à- 
dire de directions différentes.

1. 3. 2. Propriétés

V ( u, 7j. u,, ) e ( Eq )4 et ( a, fi ) e IR 2, on peut noter les
propriétés suivantes :

• u u = — u a u ( antisymétrie ) ;
• (iz1 + u2)au = ux a v + u2 a u ( distributivité par
rapport à l'addition vectorielle ) ;
• {au) a {frv) = {afi){u a 1j ) (associativité des sca­
laires ) ;
• leproduit vectoriel de deux vecteurs reste invariant dans
un changement de base ( les bases doivent être orthonor­
mées et directes ou positives ) ;

_, _, —> _,
• u a u = 0, V u e Eo ;
• u a u =0 avec u * 0 et u * 0 => u a même direction
que v ;
• deux vecteurs non nuis ~u et^j de E„ sont colinéaires si, etO
seulement si, leur produit vectoriel est nul ;
• si ( i, J, k ) est une base orthonormée directe, alors :

i = j a k
i * i = 0

j = k a i
J A J = 0

k = i A j
k a k = Q

1. 3. 3. Expression du produit vectoriel

D'après la définition :
u a ü*  = ( yz - zy' ) i + ( zx - xz )j + ( xy' - yx ) k

Le produit vectoriel peut encore s'écrire :

u * v = || ~u || . || ~u || . | sin ( u, ~v ) | . t

( u,\j, t ) forment un trièdre direct et t unitaire. On

i-i*  k
i a i ■ 0 Za T- Q

*-/a/
k A k - 0

UAV*~(yz ‘-zy,)i^(zx’-xz,)i^(xy’-yx‘)k
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||u a v|| - H^l. l|7||. |sin ( u, v) |

note aussi :

u a ~v = ||u||.||u||.sin ( u, ~v).t

où t est un vecteur unitaire "positif orthogonal au plan
( u, v) ; dans les deux cas u et v sont non colinéaires ( Fig.
1.3).

La norme du produit vectoriel de deux vecteurs est égale
au produit de leur norme par la valeur absolue du sinus de
leur angle :

Il u aV1| = || u ||.|| u ||.| sin ( u,v ) |

1.4. Produit mixte 

1.4.1. Définition

On considère l'application de E3 x E3 x E3 dans IR qui,
à tout triplet de vecteurs ), associe le réel r noté
( u a 7 ). ü;.

Ce réel s'appelle produit mixte des trois vecteurs (com­
posé d'un produit vectoriel et d'un produit scalaire), on
peut le noter ( u, 7?, w ).

1.4. 2. Propriétés

• Toute permutation circulaire laisse inchangé le résultat :

( u a 7).ü; = (ûJ a u).v = (7 a ü; ).u

• Toute permutation non circulaire change le signe : le
produit mixte est antisymétrique :

(v a u).w = - (u a 7).w

• u, ü*,  w étant non nuis, le produit mixte ( u a v ). vu
est nul si, et seulement si :
— u a ü*est  nul, c'est-à-dire u et ü*sont  colinéaires ;

— u a v n'est pas nul et ïu lui est orthogonal, c'est-à-dire
dans le plan vectoriel de base ( u, ü*)  ;
• Ainsi le produit mixte ( u, Û*,  w ) est nul si, et seulement
si, les vecteurs u,v,iu sont coplanaires.

• Si ( i,J, k ) est une base orthonormée directe, alors :

(i Aj).t = (k a i).J = (J a k).i = 1

( j a i ). k = ( i a k ) .j = ( k a j) ,i = — 1 
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tout autre produit mixte de vecteurs unitaires est nul.

1. 4. 3. Expression analytique du produit mixte

Supposons les trois vecteurs u, u\ lu rapportés à une base—> —> —>
orthonormée directe ( i, j, k ) de E3 ; on a :

u = xi + yj + zk

v = xi + y'j + z'k

tu = x" i + y"j + z"k

En utilisant la formule ( u, ü*,  lu ) = (u a ï7).ü7etles
expressions du produit vectoriel et du produit scalaire, on
trouve :
(u, u\ lu) = xy' z" — y' zx" + zx'y" + z yx" — yx z" — xz y" {W.ü)-xy'z'-y,zx’+zx'y'*z ,yx',-yx'z-xz,y'

En effet :

iu A v =
/ z'

soit :

( u * v).w = zz y
y'

y z
y' z'

X z
xy. k
X y

X z
, . yX z

; ce calcul uti-qui a pour expression A =

lise la règle de Sarrus :
x

y' étant appelée diagonale principale et
z"

Ceci n'est autre que le calcul d'un déterminant d'ordre 3
x y z
x' y' z'
x" y" z"

z
y' étant appelée diagonale secondaire.

x"
On ajouteles trois produits effectués suivantla parallèle

à la diagonale principale et l'on retranche les trois pro­
duits effectués suivant la parallèle à la diagonale secon­
daire :
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sw » Ldî

xy z + x y" z + yz x - zy' x" — y x z" — z y"x

1.5. Double produit vectoriel

On considère l'application de E3 x E3 x E3 dans E3 qui, à
tout triplet de vecteurs ( u, v, u>), associe le vecteur s noté
(u ai?) a lu. Ce vecteur s'appelle double produit vectoriel
des trois vecteurs.

On montre que :

(u a u) a ü? = (Ju .w — Cv .w )~u

Dans le cas où u et ü*  sont non colinéaires, le vecteur s
—> —♦

appartient donc au plan vectoriel euclidien contenante etu.
• Si ( i,j, k ) est une base orthonormée directe, alors :

(î A J) A t = (A A ï) AJ = (J A^ ) A j = 0 

et par exemple :

( i a j ) a i = j ; ( i a j ) a j = - i

2. APPLICATIONS A LA PHYSIQUE

2.1. Application du produit scalaire

2.1.1. Travail élémentaire d'une force

Soit un point matériel en mouvement dans un référen­
tiel, point auquel est appliquée une force/* ; par définition
le travail élémentaire de la force/*au  cours d'un déplace­
ment d£ infiniment petit est le produit scalaire :

<5W = f d7

où : <5W = f. d£ . cos a

Remarque

Le travail au cours d'une transformation finie dépend en
général de la façon dont s'effectue cette transformation et
des états intermédiaires ; mathématiquement, on dit que
<5W est une forme différentielle ( notation ô ) dont les
propriétés sont différentes de celles d'une différentielle
totale ( notation d ) qui elle, ne dépend que des états initial
et final. ( cf. Chap. 2, 2 .4. 3 ).

Dans un repère cartésien orthonormé où les composan­
tes de/* sont(/* x,fy,/* z) et celles du déplacement d£, ( dx, dy,
dz ), cette expression devient :

<5W = /* xdx + fydy + f2àz
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Les propriétés habituelles du produit scalaire conduisent
aux résultats suivants :

n
• Le travail est positif ( moteur ) si oc 6 [ 0, — [, il est né-

gatif ( résistant ) si oc e ] -y , n ]. Pour a = — , <5W = 0 ;
le travail effectué par une force de direction normale au
déplacement est nul au sens mécanique.
• Si plusieurs forces/*.,  ...,/*.,  ...,/*  agissent simultané-
ment sur le point matériel, le travail effectué au cours du
déplacement élémentaire d(l par l’ensemble des forces est :

<5W = (£ + f2 + ... + /;... + fJ.M

d’après la distributivité du produit scalaire on obtient :
<5W = £.d7 + f2.dl ... + /7d7.... + fn.àl

Il est donc égal à la somme algébrique des travaux des
diverses forces prises indépendamment les unes des au­
tres.

2.1. 2. Travail d’une force dans un déplacement quelconque

On considère un point matériel soumis pendant son dé­
placement d’un point A à un point B à un ensemble de
forces dont la résultante f n’est pas nécessairement cons­
tante ( Fig. 1.4 ) ; le travail effectué par cette force est égal
à la somme algébrique des travaux élémentaires obtenus
pour des petits déplacements composant le trajet de A à
B; la force/*étant  supposée constante sur chacun de ces dé­
placements élémentaires.

Le travail de la force s écrit donc :
fB

wAB= Zd7
J A

Remarque
rB

<5W = WAB dépend du chemin suivi; c'est pourquoi (5W
J A

n'a pas les propriétés d'une différentielle totale (cf. Chap.2,
rB

1.6.5) en particulier l'égalité <5W = W(B)— W(A)
J A 

Figure 1.4
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n'aurait aucun sens.

2.1.3. Champ de forces

Un champ de forces est une région de l'espace où un
point matériel est soumis à une force dont les caractéris­
tiques ( direction, sens, intensité ) ne dépendent que du
point matériel considéré et que de sa position.

La force /“agissant sur le point matériel est en général
égale au produit d'une grandeur scalaire attachée au
point matériel par une grandeur vectorielle caractéristi­
que du champ :

f = aA
—>
A est le vecteur champ qui au point M sera noté plus

précisément A ( M ).

Exemples

• Force de pesanteur f = m G avec G, vecteur champ de
pesanteur.
• Force électrique f = q E avec E, vecteur champ électri­
que.

Cas particuliers

Un champ de forces est uniforme si en tous ses points les
vecteurs champ sont équipollents :

A ( M ) = A, pour tout point M du ch am p

Un champ de forces est central ou radial si tous les sup­
ports des vecteurs champ passent par un même point O
alors appelé centre de force.

2.1.4. Champ conservatif et énergie potentielle

Les champs de forces généralement étudiés en Physique
( champ de pesanteur, champ électrique ) vérifient une
même propriété : le travail de la force correspondante qui
déplace son point d'application d'une position A à une
autre position B est indépendant du chemin suivi, on dit
que de tels champs sont conservatifs ; d’où :

B

WAB= f d7=Cte,VCAB
J A



Produits de vecteurs 11

Le travail ne dépend donc que de l’état initial A et que de
l'état final B du point matériel.

Dans une position donnée le point matériel possède
alors une énergie potentielle ; ainsi en A, cette énergie est
notée U( A ) en B, U( B )} et l'on pose :

U(A) -U(B) =

Le travail fourni par la force/*  lors d'un déplacement dans
un champ conservatif est égal à la diminution de l'énergie
potentielle. On rappelle que :
— diminution : "valeur initiale" - "valeur finale" ;
— variation : "valeur finale" — "valeur initiale".
La diminution est l'opposé de la variation.

Cas particulier

Le travail d'une force associée à un champ conservatif le
long d'un parcours fermé est nul (u( A ) = U(B)j.

Si le déplacement est élémentaire, on peut écrire :

- dU = <5W = ~f. d7

On dit alors que la force dérive d'une énergie potentielle,
ce que l'on note :

f = - grad U

soit en coordonnées cartésiennes :

au r au r au
fz “ “ Te ’ fy ~ dy ’ dz

( la notion de gradient sera étudiée avec les opérateurs
différentiels au chapitre 5 ).

Remarque
La notation a est caractéristique des différentielles par­

tielles : différentielle relative à une variable ( cf. Chap. 2,
1. 6. ).

Par ailleurs, l'énergie potentielle d'une particule maté­
rielle en un point de l'espace champ dépend de la position
de ce point dans le champ et de la grandeur scalaire
attachée à la particule :

U(A)-U(B) -

-dU = <5W = Zd?

/ « - grad U

U(M) = aV(M)
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- dV - A.d?

A - - grâd*V

V ( M ) caractéristique scalaire du champ est appelé po­
tentiel au point considéré, d'où :

dU = adV

ainsi :
- a d V = <5W

avec <5W = a A. dé et :

- dV = A. dé*

On dit alors que le champ dérive d'un potentiel, ce que
l'on note :

A = - grad V
soit en coordonnées cartésiennes :

Æ

V(A) - V(B) A.dé

A

av av av
A = - — ; A =---- — ; A =---- —

x dx y ty dz
D'autre part ceci nous donne pour un déplacement d'un

point A jusqu'à un point B :
B

V(A)-V(B)= A.dé*
J A

La circulation du vecteur champ entre deux points A et B
est égale à la diminution du potentiel entre ces deux
points.

2.1.5. Puissance

Si lors d'un déplacement élémentaire le travail de la
force est <5W = f. dé, le déplacement s'étant opéré pendant
un intervalle de temps ou durée dé avec une vitesse v que
l'on peut considérer comme constante, alors :

dé = û*dé

d'où :

<5W = f. ( ï/dt )

qui d'après les propriétés du produit scalaire peut s'écrire:

<5W = (f.u)dé

On appelle puissance instantanée de la force la grandeur
scalaire :
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— Si, pendant le déplacement qui n'est plus élémentaire,
la force appliquée et la vitesse ne sont plus constantes, on
peut définir la puissance moyenne par :

pn. = rJ-r (^)dt

r2 ~ rl

— Dans le système international ( SI ) l'unité de travail
est le joule ( J ) et l'unité de puissance, le watt ( W ).

2.1. 6. Flux élémentaire d'un vecteur champ

Une autre application du produit scalaire se trouve dans
la notion de flux ( ç£ Chap. 5, 1.3). _*

On appelle flux élémentaire du vecteur champ A à
travers une surface dS la grandeur scalaire notée :

d<I> = A.dS
ou :

d<I> = A.n.dS

avec n le vecteur unitaire, normal à l'élément de surface,
orienté par les règles classiques ( Fig. 1. 5 ). 

Ainsi pour le champ électrique nous avons*:  dO = E. dS
et pour le champ magnétique : dO = B . dS.

2.2. Application du produit vectoriel

2. 2.1. Moment d'une force en un point

On appelle moment de la force fen un point O la gran­
deur vectorielle To ( Fig. 1.6 ) définie par :

ro = OA a f

Ce moment est nul si :
• OA et/*sont  colinéaires ;
• OA = 0 ou f = 0.

S’il est nul et si f * 0,1a droite d’action de la force passe
par le point O.
ro est un vecteur dont la norme est :

iiroii = oh. uni

<5W
P - — = /.V

d/

(Z.V)dr

d<D = A.n.dS

Figure 1.5

Figure 1.6



14 Chapitre 1

ceci nous montre que si deux forces/*  et /"ont même droite
d’action, même sens et même norme, alors :

?o(7) = ?0(f )

2. 2. 2. Moment d'un ensemble de forces en un point 0

Le moment d’un ensemble de forces fvf2> —'fi*  —*fn  en un
point 0 est égal à la somme vectorielle des moments en 0
de toutes les forces :

Tq = OAj a /’j + OA^ a /* 2 + ... + OA. a f. + ...

+ OA a/*

d'où :

- n — -
r0 = X OAj a ij

i « 1

—> n --- > —>
ro= z oa^/;

i = l

• Changement d'origine

On veut déterminer le moment en 0’ d'une force f con­
naissant son moment en 0 :

ro. =ÔA Af

or O’A = 0'0 + OA ; d’où :

r0. = (0*0  + ÔA )a/

en utilisant la distributivité du produit vectoriel par
rapport à l'addition il vient :

r0. = 0' 0 a f + OA a f
soit :

-» —> -♦ -»
r0. -ao Af*r 0 rQ . = 0 0 a/*+  r0

2. 2.3. Moment cinétique d'un point matériel

On considère un point matériel de masse m animé de la
vitesse v à un instant donné dans un référentiel ; on
appelle vecteur quantité de mouvement du point m atériel
dans ce référentiel la grandeur vectorielle notée :

-♦ —»p = mu

et le moment cinétique en un point 0, pour cette particule
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est le vecteur :

ao = OM a p

( O étant choisi arbitrairement et M est la
position du mobile à l'instant considéré)

c'est le moment du vecteur quantité de mouvement en O.

Propriété

Si l'on se souvient que la relation fondamentale de la
dynamique dans un référentiel galiléen est :

T dt

en dérivant le moment cinétique par rapport au temps on
obtient :

dao  dOM
di di A P + OM A J-dr

soit :

-ÉZp = y*  a m ü*  + OM a f
df

or v a m v = 0, d’où :

La dérivée par rapport au temps du moment cinétique
d’un point matériel en un point donné est égale au mo­
ment en ce point de la résultante des forces appliquées à
la particule ( Théorème du moment cinétique ).

• Expression analytique du moment cinétique dans un
repère

On considère un point matériel dont la position est défi­
nie dans un repère d’espace orthonormé ( O, i, J, k ) par
OM = xi + yj + zk à l’instant t ; sa vitesse est alors :

dOM dx y*  dy t* dz y*
= -dT = d7 , + d7J + Âtk

et :

a m. u = m OM a vao = OM

Ôq - OM A p

^»OM a î
dl
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soit :

°o = zn-
X

dx
di

L
y

dj'
di

k
z

dz
di

%
dz dy ?

= rn(3'di’2di)l + ,n(
dx

2 dï

, dy dx, t
+ Tn{xdt~ydt}k

en particulier si le mouvement est plan, on peut prendre
dzz = 0 et T = 0 ; d’où :
ai

dy dx
oo-^--y-)*

-> dy dx ->
°o = zn(xdZ"ydr)A

On constate que le moment cinétique est représenté par
un vecteur normal au plan de la trajectoire.

2. 2.4. Mouvements à force centrale

Une particule est soumise à une force centrale de la part
d'un point O fixe si la droite d’action de 1 a force qui s'exerce
sur elle passe constamment par O et que l'intensité de
cette force n'est fonction que de la distance de la particule
au point O ( Fig. 1.7 ) :

—>r

que l'on peut noter plus simplement :

f = f (r).~u

Conséquence

Le moment cinétique du point matériel en O est tel que:
d^o —»
— =0M Af

d5o r a
= OM a I f( r ). u I

d% rz J -> -

=f(r).^OM.UAU 1=0

et :
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aQ = Cte
—> _—>

Pour un mouvement à force centrale OM a mu = Cte ;
OM est toujours perpendiculaire à cette constante ; il en
est de même pour ces deux grandeurs sont coplanaires
et le mouvement est plan.

On peut poser :

Cte = OM0 a mvQ

la constante est ainsi définie par les conditions initiales.

2. 2. 5. Mouvement d’une particule électrisée dans un champ

électrique et magnétique

On considère une particule électrisée de masse m et de
charge q arrivant à l’instant t = 0 avec la vitesse en un
point O appartenant au référentiel galiléen d'un espace
où régnent un champ électrique et un champ magnétique
uniformes. La détermination des équations va nous per­
mettre d'en déduire le mouvement de cette particule.

On prend ü* 0 selon l'axe Oy, E selon l'axe Ox et B selon
l'axe Oz ( Fig. 1.8 ). La particule est soumise aux forces
électrique et magnétique.

On suppose que leur intensité est très supérieure à celle
de la force de pesanteur qui peut alors être négligée. De
même la vitesse reste suffisamment faible de façon à
utiliser la mécanique newtonienne.

Le principe fondamental de la dynamique donne :

7 7
dy dz
d£ d£
0 B

qui s'écrit

encore : v a B =

df’B

-ÈÎ.B
d£

0

D’où les équations différentielles du mouvement :
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düz A
m'dF = 0

düx d2x dy
m ■ — = m ■ —-r- = gE + qB- -r-dt d/2 di

dyy d2? R dx
m ■ -=— = m----- = - çB- -j—

d< d? di

Cette dernière équation montre que vz etz sont nuis ; le
mouvement a lieu dans le plan xOy ; ( en effet à t = 0,
z = 0, uOz = 0 ).

La résolution des équations différentielles sera étudiée
au chapitre 6, volume 2.

2.3. Application du produit mixte 

rÀ - (OM a f).u, VOe ( A)

2.3.1. Moment d'une force par rapport à un axe

On considère un axe ( A ) de vecteur unitaire u et une—>
force f appliquée à un point matériel situé en M. Le
moment de la force /"par rapport à l’axe ( A ) est égal au
produit mixte :

rA = (ÔM A H.u, VO 6 ( A)

qui peut s'écrire :

Ta = r0.u avec O 6 ( A ).

C'est la mesure algébrique de la projection du vecteur
moment de fen O sur l'axe orienté ( A ), u vecteur unitaire
de ( A ). Ta est indépendant du point O ( Fig. 1.9 ) ; en effet
V O' 6 ( A ) :

rA = (ÔO1 a/+ ÔM a f ).u

avec ( 00' a f) .u = 0.

2.3. 2. Moment d’un couple électromagnétique

Soit un cadre rectangulaire parcouru par un courant
d'intensité I et placé dans un champ magnétique radial ;
on fait un bilan des forces appliquées ( Fig. 1.10 ) :

/* mn = P MN a B et /* pq = L PQ a B
—>

/* qm et/tfp n’ont aucune action dans la rotation.
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Le moment de la force /* MN par rapport à O, s'écrit :

^o(4in) =ÔC a (I.MN a B)

?o(4ïn) = iÔC a(MN aB)

( double produit vectoriel )
—>

Le moment de la force par rapport à O, s'écrit :

ro(/JQ) =od a(i.pQa b)

?o(Jq) = l ÔD a (PQ a B)

d’où :

ro = I.ÔC a (MN a B) + I. OD a (PQ a B)

---- > —> --- > —>
or MN a B = - PQ a B, il vient alors :

Fo = I.OC a (MN a B) + EDO a (MN a B)

To = I.DC a (MN a B)

et :

To = I.DC.MN.B.u

mais DC . MN = S surface de cadre ; donc :

ro = I. S . B . u

On appelle moment magnétique du cadre la grandeur
vectorielle M = IS ; d'où :

To = M a B = M. B u

Le moment du couple électromagnétique ( formé de deux
forces telles que/MN + /* pq = 0 ) par rapport à l'axe ( A )
passant par O et parallèle à MN et PQ est :

r = (M.B.u ).u = (M a B).uA
( produit mixte )

Figure 1.10

soit :

r = M.B
A
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Figure 1.11

a

o-
11 - M.Bu

i1 1
(A)

1 Q11
11

■ÿ —>
u

1

N

1 1

P

On peut le "vectorialiser" puisqu'il est en fait confondu
ici avec ro :

r = rn = m.Bu

Remarques

Le moment du couple électromagnétique par rapport à
un autre axe ( A' ) de vecteur unitaire u ' sera donc :

rA. = Fo.u' = (M a B ).u'.

— Si ( A' ) est parallèle à ( A ) ( Fig. 1.11) :

u' = u => r. = rA
A A

ce qui signifie que si l’axe de rotation n’est plus l'axe de sy­
métrie mais est par exemple l'axe confondu avec un fil
latéral, le moment est inchangé.
— Si ( A" ) est perpendiculaire à ( A ) donc parallèle par
exemple aux côtés QM et NP :

rA„ = (Ma B ) . u '

râ„ = (M.B.u).u" = 0

ce qui signifie que les deux forces s'exerçant sur les brins
latéraux n'ont aucun effet dans la rotation autour de ce
nouvel axe. Ce résultat peut se généraliser à des circuits
plan de forme quelconque.

3. EXERCICES D’APPLICATION

( M pour mathématique ; P pour Physique ; * pour un
exercice résolu à l'aide d'une calculatrice au chapitre 9,
volume 2 ).

■ Exercice M. 1.1
Dans un repère orthonormé un point matériel M1 est re­
péré par son vecteur espace OMX = x1 i + y xj + zx k ; un
second point matériel M2 est lui aussi repéré par son
vecteur espace ÔM2 = x2i + y2/+ z2k .

1. Calculer le cosinus de l'angle entre ces deux vecteurs.
2. Donner les composantes du vecteur unitaire de OMr
Sous quel nom mathématique les connaît-on ?
3. Déterminer l'équation du plan engendré par OM. et
om2.
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4. Ecrire l'équation de la droite passant par O et perpen­
diculaire à ce plan.

On donne M. ( 1, 0, 2 ) ; M9 ( - 1, 2, 3 ).1 Z

1. D’après la définition du produit scalaire de deux vec­
teurs on a :

ÔnL.OMç = ||ÔM1||.||OM2||.cos(OM1, OM2)
X X 11 X 1 1 1 1 l ' 1 X la

On en déduit :

___> ___> OMj.ONL,
cos ( OMj, OM2 ) = ——------------ -—

|| OMX ||. || OM21|

mais OMj. OM2 = x1x2 + y1y2 + z^z2 dans un repère
-------- * / 2 2 2

orthonormé d'autre part||OM1|| = yx1 + + zx et
Il OM21| = /x2 + j2 + z2 ; d'où :

---- ♦ ---- ♦ XjX2 + yxy2 + z^z2
cos ( OMV OM2 ) = . —---- -=

^222 /222/x1 + y1 + z1.>/x2 + >2 + z2

cos ( OMj, OM2 ) = => ( OMp OM2 ) = ± 53°18'

— _ ÔMi
2. Le vecteur unitaire de OMjs’écritu = ■ —-— et a

IIOMJI
pour composantes :

- **
Ux /~2 2 2

yxi + J1
- yl

Uy r~2 2 2

J Xi + yx + Zj
Z1

Uz r~2 2 2

J *1  +*1  + *1

ce sont les cosinus directeurs de ce vecteur OMj.

3. L'équation du plan ( P ) est de la forme :
ax + ùy+cz + d = 0

cos(OMrOM2)

x2 ♦ h y2 * z2

J y*,  z*.  fa*  yl *4
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Oe(P) => d = 0

Mj e ( P ) =» ax1 + byx + cz1 = 0

M2 6 ( P ) => ax2 + by2 + cz2 = 0

On exprime b et c en fonction de a :

-axi 21

- OX2 Z2
ÿ]

y2 z2

Xl*2  -

= — a-----------------
y^z2 - z^2

c =

y y - axi

y2 - ax2 yix2 - xi^2
a----------------- -

yiz2 - z^2

d'où l'équation du plan ( P ) :

ax - a
xiz2-zix2 yix2-xiy2
---------------- y - a------------------- z = 0
yiz2-ziy2 yiz2- z^2

soit :

♦ (^/2 - yf Xj)z - o

^1Z2 “ Z1^2 + (21X2 ” X1Z2

+ (^>2 - yxx2)z = 0

L'application numérique donne :

- 4x - 5y + 2z = 0

4. On considère le plan (P)passantpar le point O (0,0,0)
et perpendiculaire à la droite ( D ) de vecteur directeur
V ( A, B, C ). Ce plan a pour équation :

V . OM = 0 <=> Ax + By + Cz = 0, V M (x,y, 2 )€ ( P)

Réciproquement la droite ( D ) passant par O ( 0,0,0 ) et per­
pendiculaire au plan ( P ) d'équation Ax + By + Cz = 0 a
pour vecteur directeur V ( A, B, C ) et est définie parle sys­
tème :

x y z 2
A B “ C

soit ici :
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x  y  z
y\Z2 - ^2 ~ zlx2 - X1Z2 ~ *1>2  - >4X2

L’application numérique conduit à :

x _ y _z _ 2
- 4 “ - 5 " 2 “

* y
^122 "Z1^2 "Z1X2 -X1Z2

Z
- -----------------------  - À

x^y2 -y\x2

■ Exercice P. 1.2

• u

1. On considère un objet assimilé à un point matériel de
poids P = zng*qui  se déplace entre deux points A( xA, yA,
zK ) et B(xB, yB, zB ) d'un référentiel galiléen. On suppose
que dans l'espace considéré le champ de pesanteur est
uniforme. En utilisant l'expression analytique du produit
scalaire dans le repère d’espace orthonormé ( O, i, j, k ) tel
que g = - gk, calculer le travail de la force de pesanteur
lors du déplacement de A à B et en déduire l'expression de
l'énergie potentielle en un point quelconque M du champ
de pesanteur.
2. Si l'on considère maintenant deux points A et B éloignés
l'un de l'autre en altitude, l'intensité de la pesanteur n'est
pas constante et varie en fonction de l'altitude z, selon la
loi :

-> R2
& ~ &Q ' 2

(R + z)

avec£0 l’intensité de la pesanteur au sol, R le rayon de la
Terre et u le vecteur unitaire radial.

Calculer, en utilisant l'expression analytique du produit
scalaire dans un repère judicieusement choisi et dans ces
nouvelles conditions, le travail de la force de pesanteur
pour le déplacement de A à B ; en déduire l'expression de
l'énergie potentielle en un point quelconque M du champ
de pesanteur non uniforme.

1. On calcule le travail de la force de pesanteur ( Fig.
1.12 ).
Pour cela on peut noter :

0 "1
0

\-mg J

dî =
C dx >

dy
< dz ;
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WA-,B-m9<ZA-J.)

Ep. mgz

Figure 1.13

Le produit scalaire 6W ( * 5 = P . d£ nous conduit à
<5W = - mg dz et par intégration :

WA - B = ^<ZA - ZB)

or nous savons que W. « = E(A)-E(B); d’où :A —> n p p
Ep = mgz + Cte

On peut prendre ici E =0 au niveau du sol. Ceci estp
purement conventionnel et signifie que l’objet étant au
niveau du sol, il ne peut plus spontanément libérer d'éner­
gie. Il vient :

et :
Cte = 0

Ep = mg z

( * ) La notation dW serait acceptable car dans le cas pré­
sentie travail ne dépend pas des états intermédiaires.

2. On prend un repère de vecteur unitaire k / k = - u et
d'origine le centre de la Terre ( Fig. 1.13).

On pose encore :

-4 r o a < dx A
P = 0 et d£ = dy

<-mg , < dz >

Le produit scalaire <5W = P . d£ nous conduit à
<5W = - mg dz ; soit :

R2

™ = - mg0----------- - dz
(R + z)

w*-.B-'"S 0R2(RTrB’R7TA)

et par intégration :

f* B
WA_B = - m^0R2 ---- ^—2

J (R + z)
*A

d'où :

or nous savons que W. n = E(A)-E(B): d’où :♦ D p ' p ' '9
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2
mgQ R mg0 R2

EP = -RVT+Cte E’---r77-

On peut prendre ici = 0 à l’infini, ce qui est logique
car il n'y aurait plus d’interaction entre la Terre et l'objet

I -4
( g = 0 à une distance infinie ).

H vient :

Cte = 0

et au niveau du sol :
Ep = - R

0 Ep--mg0R

Remarque 0

On peut aussi prendre E^ = 0 au niveau du sol.

■ Exercice P. 1.3

Une particule électrisée de masse m et de charge q arrive
à t = 0 avec une vitesse dirigée selon l’axe Oy dans un
lieu ou régnent un champ électrique E et un champ ma­
gnétique B parallèles à Ox mais de sens contraires ; ces
champs sont uniformes ( Fig. 1.14 ).
1. Ecrire en mécanique newtonienne la relation fonda­
mentale de la dynamique.
2. Déduire de cette relation les équations différentielles
du mouvement selon les axes du repère proposé.
3. Donner l’équation horaire du mouvement selon Ox ;
quelle est sa nature ? La trajectoire de la particule est-elle
plane ? ( On pourra résoudre les deux autres équations
différentielles en se reportant au chapitre 7, volume 2).

1. La particule ayant une vitesse limitée, on peut écrire
dans le référentiel considéré comme galiléen la relation
fondamentale de la dynamique classique :

Ef = ma => çE + qu a B = ma

2. Dans le repère choisi on peut exprimer les grandeurs
vectorielles à l’aide de leurs composantes :

f E A
0

10 J
et

(-BA
0

l oj
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d’où :

a
'x
ÿ

<2 >

et la relation fondamentale delà dynamique projetée sur
les axes donne :

qE = mx
— qBz - m'y

qBy - m z

3. Equation horaire du mouvement selon Ox :

q
qE = mx <=> x - ------ Em

En intégrant par rapport au temps, il vient :

i = m
En intégrant à nouveau, on obtient :

■ Exercice P. 1.4

x = Jl._î_.Et2
2 m

1 es cons tan te s d'intégration sont nul les car à t = 0, x = 0
etuOx = 0.

Le mouvement est uniformément accéléré selon Ox. La
trajectoire n'est pas plané car x(é), y(*)etz(£)  sont
différents de 0.

Un point matériel M de masse m est lié par un fil
inextensible de longueur É à un point O. Le point tourne
à la vitesse v constante, sa trajectoire est circulaire ; l’en­
semble forme un pendule conique d'axe 00' ( Fig. 1.15 ).
1. Donner en coordonnées cartésiennes dans le repère
d espace d'origine 0' centre de trajectoire, l'expression du
moment cinétique aQ en O du point M. Les coordonnées de

, M sont ( x, y, 0 ) dans ce repère et 0'0 = z.
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dero
2. Calculer -3—.eu r
3. Calculer le moment en O de la résultante /“des forces
appliquées au point M ( f = my).
Conclusion : que vérifie-t-on ?

1. La définition du moment cinétique conduit à :

= OM a p

____ X r x a r mx A
avec OM = y ; p = m v = my

l oj
et z = z = 0 ( le

mobile M restant dans le plan x O' y ).
D’où :

soit :

(mx A
my

l oj

( • A
—>

myz
CTO = - mxz

mÿx-mxy

ou encore :

en dérivant aQ par rapport à la varia-

f yz " ' ÿz

ao = m. — xz

< y*-*y,

aQ - m. -xz

yx-iy

2. On calcule
ble temps :

dao
“dF

■dF=m‘
k yx-xy

car z = 0.

3. La résultante des forces appliquées est :

f = my
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avec/ =
10

D'où le moment en O de cette force :

r0 =OM a f
( x f x "l

ro = y a m. y
lo J

soit :

r0 ■ m.

f -
K

- il ro = m.

f ÿz
- xz

xÿ-yï

d<?0
On vérifie bien que r0 = ; c'est le théorème du mo­

ment cinétique.

■ Exercice P. 1.5

Une tige métallique MN homogène, de masse m, peut
glisser parallèlement à une direction horizontale sans
frottement sur deux rail s parallèles formant un plan incli­
né d'un angle 0avec le plan horizontal. La distance entre
les rails est l ; un conducteur ohmique de résistance R re­
lie les extrémités inférieures P et Q de chacun des rails ;
les résistances électriques des rails et de la tige MN sont
négligeables.

Cette tige est fixée en son milieu G à l'une des extrémités
d'un ressort à spires non jointives de masse négligeable
dont la constante de raideur est k. L'autre extrémité du
ressort reste fixe ( Fig. 1.16 ).

Lorsque la tige MN est en équilibre, G se trouve en 0.
Soit Ox un axe confondu avec l'axe du ressort qui est
parallèle aux rails, son vecteur unitaire est u.

L'ensemble baigne dans un champ magnétique B uni­
forme et vertical.

A la date t = 0, la tige MN qui a été écartée de sa position
d équilibre est abandonnée sans vitesse initiale. Au cours
de son mouvement la tige reste perpendiculaire à la direc­
tion des rails ; à la date t on a OG = xu. Par convention 
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on oriente le conducteur MN positivement de M vers N et
soit u1 le vecteur unitaire correspondant.

On utilisera dans le référentiel terrestre supposé gali-
léen le repère d'espace ( O, u, u.t uQ ) où uQ est le vecteur
unitaire direct lié à la verticale.
1. En appliquant la loi de Lorentz aux électrons libres de
la tige en mouvement montrer qu'il apparaît dans celle-ci
un champ électromoteur E dont on donnera les caracté­
ristiques.
2. Le champ électromoteur donne naissance à une force
électromotrice induite eMN que l'on peut définir comme
étant égale à la circulation du vecteur E^ le long de la tige,
soit :

N

eMN = Em*
J M

Calculer eMN et en déduire l'expression algébrique de
l'intensité i du courant induit dans le circuit MNPQ en
fonction de B, £, R, 9 et de x = u.
3. Etablir l'expression de la force électromagnétique F qui
s'exerce sur MN en fonction de B, l, R, 0 et x.
4. A partir du bilan des forces appliquées à la tige écrire la
relation vectorielle dérivant du principe fondamental de la
dynamique, en déduire l'équation différentielle du mou­
vement.

1. La loi de Lorentz nous donne l'expression de la force
appliquée à un électron en mouvement dans un champ
magnétique :

f = q~u a B

Or dans un champ électrique noté E^ la particule serait
soumise à la force f telle que f = çEm- Le champ électrique
équivalent appelé champ électromoteur a donc pour ex­
pression :

E = ? a Bm
avec ÿ*  = x u et B = Bu2.

D’où :

E = (xu) a ( Bzz )m &
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--xBcosflJ

R

x B cos e t

soit :

E = x B ( u a u 2 )m z

or u a u2 = - cos 0. u1 ( Fig. 1.17 ) ; d'où :

E = - x B cos Ou.m 1
■ ' $

Le champ électromoteur est parallèle à la tige MN et
s'exerce en tout point de celle-ci ; son sens dépend du signe
dex donc du sens du déplacement de cette tige. Il est alter­
natif sinusoïdal.
2. Par définition :

N

eMN = Em’d^
J M

avec E = - xBcos Ou. et d0 = dè .u..
ml 1

D'où :
rN

eMN = (“ X BCOS 0ux ). ( dtfttj )

fN
eMN = “ X B COS 0 d0 ( u1. u x )

J M

or u1. u1 = 1 (propriété du produit scalaire ) ; donc :

eMN = - x B cos 0. 0

Le circuit étant fermé on peut écrire :

Ze =
soit :

eMN =
et :

xBcos 0 0
1 = R

3. La force électromagnétique dite de Laplace a pour ex­
pression :

F = ÎMN a B
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avec MN = b. et B = Buo.
1 Z

Soit :

F = i ( l u. ) a ( Bïz2 )1 A

F = i IB ( uï a u2 )

or £Z>1 a u2 = - u3 ( Fig. 1.18 ) ; d'où :

• 2 2-» x B é cos 9 _>
F------- R------ “»

4. Les forces appliquées sont :
• le poids : - mgu2 ;
• la tension du ressort : - k( x + x )u ;

2 2xB 0 cos
• la force de Laplace : ------ —------ u3 ;
• la réaction des rails : Nn ( n vecteur orthogonal à u ).

La relation fondamentale de la dynamique appliquée à la
tige s'écrit donc :

2 2
-> -> x B 2 cos 9

mxu = ~k (x + x )u - mgu2 + ------ - -------u3 + Nne z
et pour avoir la relation en projection sur l'axe Ox de
vecteur unitaire u on peut faire le produit scalaire par u ;
soit :

mxu. u = - k(x + xg)u.u - mgu2.u

. 2 2x B 0 cos 9 _» _> _> -♦
+ ------ =r------ Un . u + Nn. u

R 3
on obtient :

9 9 2
iB fcos 9

mx = - k( x + xg) + mg sin 9 - -------g-------

Or à l'équilibre lorsque le point G est en O, x, x etx sont
nuis donc :

- kxg + mg sin 9 = 0

d’où la forme simplifiée de l'équation différentielle :

2 2 9
Bécos‘0.

m x + ------5------ x + kx = 0
XV

.. B2 f2 cos2 e .
mx ♦ -------------------x ♦ k x = 0

R
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Pour résoudre une telle équation différentielle se repor
ter au chapitre 7 dans le volume 2.

■ Exercice P. 1.6

On considère un point matériel M de masse m tournant
autour d'un axe Oz à une vitesse angulaire définie par le
vecteur 3 = (ùk ( Fig. 1.19 ).
1. Donner l'expression de son vecteur vitessev = MO a (ù
en fonction de (û et r où r = OH ( H projection de M dans
le plan ( xOy ).
2. Calculer en fonction dezn, (ù,z et r, le moment cinétique
en O du mobile que l'on notera 5^.
3. On considère un second point matériel M' de masse m
symétrique de M par rapport à Oz et tournant à la vitesse
angulaire S Calculer aQ + Oq .

1. Le vyteur vitesse linéaire du mobile M est donné par
u = MO A û) or MO = MH + HO ; d'où :

--- * —* —
MO = - zk - r u

et :

(ù = (ùk

On en déduit :

v = {- zk - ru) a (ùk

= ( - ru ) a ( (ùk )

et en utilisant les propriétés du produit vectoriel :

u=-r(ù(u/\k)

~v = r

avec u, u* et k formant un trièdre direct.

2. Le moment cinétique du point matériel en O est donné
par :

- ■ »

a0 = OM a p

où p est le vecteur quantité de mouvement qui s'écrit :

p = mv = mrou}
d'où :

g0 = OM a ( m r œ )
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aQ = (ru + zk) a ( m r (ùu^)

en utilisant les propriétés du produit vectoriel :

c?o = mr2cùu a uj + mrzcok a

= mr2 œk — mrzcùu

3. (Tq = m r2 cok - m rz cou' ; mais u' = - ~u ( car M'
symétrique de M par rapport à Oz ).

D'où :
——* f xx 9 T*ao + °b = 2zn r «

Le terme 2znr2 sera le moment d'inertie deMuM' par
rapport à Oz.

- mr2û>k - mrzatïî

aQ + a'Q « ïmPvk
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Différentiation des fonctions
d'une ou plusieurs variables

1. RAPPELS ET COMPLÉMENTS DE MATHÉMATIQUES

1.1. Pourquoi les dérivées et les différentielles ?

Les notions de dérivée et de différentielle font partie
intégrante de la Physique ; on les rencontre d’abord lors
de la mise en équation d'un phénomène puis dans l'étude
de ses variations.

En mécanique

— On utilise ces notions pour introduire la vitesse et l'ac­
célération.
— D'un point de vue plus général, dérivée et différentielle
permettent de rechercher les mouvements, les trajectoi­
res avec les points de rebroussement, l'apogée, etc.

En thermodynamique

—Les différentielles sontle principal outil de cette partie
de la physique car elles interviennent dans de nombreu­
ses relations.
— L'étude partgénéralementde transformations élémen­
taires dont la mise en équation fait intervenir les différen­
tielles.

Calculs d'incertitude et des petites variations
De plus, il ne faut pas oublier que les dérivées et les dif­

férentielles sont à la base du calcul intégral et de la notion
Û opérateur différentiel.

1.2. Fonction dérivée première d'une fonction numérique

Soit /une fonction définie et continue en un pointx0eD,
son domaine d'existence. On appelle dérivée de la fonc­
tion en ce pointla limite si elle existe et est unique, notée
f ( *0 ) telle que :
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/*  ( x0 + Æ ) —/*  ( x0 )
f'(x0) = lim ------------ -r------------------------

à->o n

f' ( xQ ) s'appelle également nombre dérivé de f en xQ.

avec h accroissement de la variable ;
Ou:

• Interprétation géométrique

La dérivée au point x0 est égale au coefficient directeur
de la tangente ( T ) à la courbe ( C ) en x0 ( Fig. 2.1 ) :

r(x0) = —
M0H

f(x)-f(x0)
/*'(x 0)= lim ---------- -------

X-.XQ X - Xo

Remarque
Si les axes sont orthogonaux f' ( x0 ) = tan a.
Soit/*une  fonction numérique définie, continue et déri­

vable en tout point x0 d’un intervalle ] a,b [. On dit alors
que f est dérivable ou différentiable sur cet intervalle.

On nomme fonction dérivée première de la fonction nu­
mérique f, la fonction notée f qui à tout nombre réel xQ fait
correspondre, s'il existe, le nombre dérivé de la fonction/*
au point xQ ainsi :

f' : x --------- > f' ( x )
xe]a,6[ f' (x ) e IR

Remarque

Une fonction /peut être définie et continue en un point
x0 e ]a,6[mais admettre à droite et à gauche, deux résultats
de limite différents, lors de la recherche de sa dérivée :

ftx)-/-(x0)
lim —x_x------=f'1(x0)

appelée dérivée à gauche de la fonction en x0

/‘(x)-/‘(x0)
im ~X - Z------=^'<xo)

«">*0  0

appelée dérivée à droite de la fonction en xQ
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La fonction f dans ce cas est dite dérivable à gauche et
à droite, mais pas dérivable au point xQ.

La courbe représentative des variations de la fonction ad­
met deux demi-tangentes de pentes différentes au point xQ.
La courbe présente alors un point anguleux ( Fig. 2.2 ).

Par extension on dit que/*est  dérivable sur [ a,b ] si, et
seulement si elle est dérivable en tout point de ]a,6 [,
dérivable à droite en a, dérivable à gauche en b.

1.3. Tableau des dérivées usuelles ( cf. au verso )
1.4. Fonctions dérivées successives

Si la fonction f' dérivée d'une fonction /*est  elle-même
dérivable sur un intervalle [ a, b ], la fonction dérivée de
f' est appelée fonction dérivée seconde de/*,  on la note/"".

Les fonctions dérivées successives de/*si  elles existent
sont notées/*',  f'\f( 3 >/* (4) ... /* (n).

En Physique il est fréquent de rencontrer les dérivées
successives d’une fonction.

Exemple
x = f(t), abscisse d’un mobile pour un mouvement rec­
tiligne, t étant la variable temps ; x = f' ( f ), vitesse ;
x = f" (t), accélération. On remarque la notation parti­
culièrement simple :

dx .. d x
X = àt * = 3?

0/

1.5. Dérivées logarithmiques 

1. 5.1. Définition

Soit/*  une fonction numérique dérivable sur [ a, b ] telle 
que f( x ) * 0 sur cet intervalle ; on appelle dérivée loga­

rithmique de f sur [a,b ] le nombre -y qui 

que la dérivée sur [ a,b ] de In |/*|.

n’est autre

1. 5. 2. Dérivées logarithmiques

• Dérivée logarithmique d'un produit

Soit/*  et g deux fonctions dérivables et non nulles sur
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Fonction D Fonction
dérivée

D

x*(M€Z  )

x"(neR)

1
cas particulier : —

X

cas particulier : /x

sinx

cosx

tanx

cotan x

ln|x|

ex

sin ( ax + b )

In |ax|

e az

Arc sinx

Arc cosx

Arc tanx

A/

f +g

fg

f_

g

/"(neR )

gof

r'

R sin > 0

R*  sin < 0

voir cas
précédent

R*

*♦

R

R

R-{?(n)}

R-(O(n)}

R*

R

R

R*

R

[-1,1]

(-1,1]

R

en
Q
0)
3
cr
C0
X
o

<D
'O

’én
C
O
ü

nx*" 1

nx*" 1

1

1

2 >/x

cosx

-sinx

1

CO 8 2 X

1

sin2x

1

X

ex

a co s ( ax + b )

1

X

a e“

1

Jl-X2

-1

Jl-x«

1

1 + x2

A/'

r+g'

f'g^fg'

t'g-fg'

g2

r

2/f

(g'of).f'

1

R si n — 1 > 0

R*  sin-1 < 0

voir cas
précédent

R*

R:

R

R

R-{y(n)l

R-{O(n))

R*

R

R

R*

R

]-l,l[

]-l,l[

R

w
AS
o
0)
3
cr
C0
X
u
fe

'<D
S
’én
C
O
ü
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un intervalle [ a,b ] ; le produit p = f.g est dérivable et
non nul. Il admet une dérivée logarithmique, en effet on
peut écrire :

ln | p | = Inlfl + In |g |

soit en dérivant :

- L - - -
~P~f + g P' t*9

La dérivée logarithmique d'un produit de deux fonctions
est égale à la somme des dérivées logarithmiques de ces
fonctions.

• Dérivée logarithmique d'un quotient
n . fDe meme si q = — on peut ecnre :

ln | q | = Inlfl - ln|g|
soit en dérivant :

q f g
La dérivée logarithmique d'un quotient de deux fonc­

tions dérivables est égale à la différence des dérivées loga­
rithmiques de ces fonctions.

£ « L’ - -
q ~ f 9

soit en dérivant :

= n ~7T

• Dérivée logarithmique d'une puissance

De même si r = fn on peut écrire :
ln | r| = nln|f|

r /’

7 " n7

1.6. Différentielle d’une fonction numérique 

1. 6.1. Définition

On a vu que si f est une fonction numérique définie dans
un voisinage V de x0 alors :

f( x0 + h ) - /*(  xQ )
f'(x0) = Hm ----------------t------------

A->o n
ce qui implique :

f ( xQ + h ) - f ( xQ ) = f'(xQ)h + e( h )h
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* I est dite linéaire sur R si :

V x, G R, Vx2 g R,

/(x1 + x2) - f (x,) ♦ f (X2)

Vx g R. VA g R.

/(Ax) - A/(x)

avec lim e( h ) = 0.
A-#o

Il est à remarquer que f(xQ + h) - f(xQ) n'est autre
que l'accroissement de la fonction f au voisinage de xQ
lorsque l'accroissement de la variable est h.
f(xn + h) - /*(x n) se note df ( h ) ou dy, si on pose

u u * o
y = f(x); h se note dx.

On appelle application différentielle de f au point x0, la
fonction linéaire*  d 4 telle que :

dfIo:À -------->r(xo).à=d/-Io(Æ)

L'image se note souvent sous la forme simple :

d? = f'(xQ)dx

• Interprétation géométrique

dy représente l'accroissement que peut prendre la fonc­
tion au voisinage de x0 lorsque la variable prend un ac­
croissement dx ( Fig. 2.3 ). On peut parler également de
"petite variation".

Remarque
En réalité, on se limite à une évaluation au premier

ordre en dx, en effet l’accroissement réel de la fonction est
représenté par HM alors que dy = df ( x ) = HP.

PM correspond à un terme du second ordre en ( dx r qui
est négligeable, ainsi l'accroissement est assimilé à la dif­
férentielle. Rappelons que le terme accroissement est pris
dans son sens le plus général et qu'il peut représenter une
augmentation ( signe + ) ou une diminution ( signe - ).

1.6.2. Calcul de différentielles

On a vu que la forme différentielle d'une fonction f en un
point x0 était donnée par :

dfx(x) = 4 (x0)dx

4 signifie dérivée par rapport à x.

Remarque
On peut prendre la notation allégée f' ( x0 ).
Les calculs faits à propos des dérivées restent valables et

applicables.
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• Différentielle d'une somme

Soit S + g + Æ... une somme de fonctions ayant même
ensemble de départ dont les éléments sontx eR alors :

dS - d / ♦ dg ♦ dh...

• Différentielle d'un produit

Soit P = f.g... un produit de fonctions ayant même en­
semble de départ dont les éléments sont x 6 R alors :

dP - df.g... ♦ l.dg...

Généralisation à la puissance :

Si P = fn alors :
dP - ni n-'dl

• Différentielle d'un quotient

Soit Q = — un quotient de fonctions ayant même ensem-
g

ble de départ dont les éléments sont x 6 R et g ( x ) * 0
alors :

• Différentielle des fonctions composées

Soit u = gof\& composée de deux fonctions f et g dé­
rivables, la première sur une partie de R, la seconde sur
une partie de f ( R ) on peut écrire :

en posant y = f(x), z = ( gof) ( x ) on obtient :
te- (*>dx

ou :

• Différentielle des fonctions paramétriques

On rencontre souvent de telles expressions en cinémati­

que ( dans ce cas, le paramètre est t ) :

y = f(t)
X =g(t)

On pose y* = — -
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En divisantle second membre numérateur et dénomina­
teur par d/, il vient :

dj
, dt y

y = dx = X
dt

soit :

dy-4 dx

X
dy = Z- dx

X
dy

Il faut shabituer très vite à la notation simplifiée — = y
dy , dZ

etÂx=y-

• Différentielle logarithmique

( Déjà rencontrée à propos des dérivées ).

1. 6. 3. Différentielles d’ordre supérieur

De même qu’il a été introduitla dérivée seconde, la déri­
vée troisième etc., on peut calculer les différentielles suc­
cessives d'une fonction correspondant aux variations de sa
variable.
Supposons un accroissement dx fixé de la variable x

alors dy = f' ( x ) dx ; cela revient à différencier un pro­
duit :

d2y = (/‘"(x)dx)dx + f'Çxl.O

soit :
d*y  n f (x)dx2 d2y = f" ( x ) dx 2

La différentielle du second ordre d'une fonction est égale
au produit de 1 a dérivée seconde par 1 e carré de 1 a variation
de la variable.

Ce résultat est intéressant en Physique pour calculer les
variations d’une grandeur au voisinage d'un extremum
( où dérivée première et donc différentielle première sont
nulles ).

1. 6. 4. Différentielle des fonctions de plusieurs variables

indépendantes

Soit/*  une fonction de plusieurs variables x, r, t indépen-
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dantes :
f:x,rft ---------- » y = f(x,r,t)

(x,r,f)6lR3 y êR

On peut généraliser les résultats obtenus :

— variation due à x donc partielle :

a/*(x 0) ,
df ( x ) = /*'  ( x0 ) dx notée --------- dx

x u x u

— variation due à r donc partielle :

<»/■( r0 )
( rQ ) = f’ ( rQ ) dr notée ——— dr

Jf( ro >
——— se lit "d rond f de rQ sur d rond r

La variation totale ou différentielle totale de la fonction
/est égale à la somme des différentielles partielles :

dy = cVx(x0) + d/r(rQ) + <Vt ( e0)

ou encore :

*f
dr didr + *f

3tdy

dérivée de f par rapport à x avec r et t

constantes. ---- est appelée dérivée partielle du premierà x
ordre de f par rapport à x.
df
— dx est appelée différentielle partielle du premier or-

ordre de f par rapport à x.
Il existe également les dérivées partielles du second

ordre ainsi que les différentielles partielles correspon­
dantes.

dy-d/x(x0H d/(r0)>d/f(^)

if
dy • — dx ♦

if

ir
dr ♦

if

7l dt

• Dérivées partielles d'ordre 2
S f

En effet---- est encore fonction des variables x, r et
a x

t d'où les dérivées partielles :

/. 2-3 ( 3f \ _ 3 f ( homogène )
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/ \ 2/«3 3f H / • > \— _ = —_ ( mixte )
3r 3x J 3r 3x

• Différentielles partielles d’ordre 2

/f 2 x
—— ( dx ) ( homogène )
ai2

----— dx dr ( mixte )
3r 3x

Soit/*une  fonction de deux variables indépendantes x et
r, si les dérivées partielles existent et sont continues, on
peut démontrer la relation :

7777 “ inx
i2f Sf

3x 3r 3r 3x

1. 6. 5. Différentielles exactes

On considère une fonction f de deux variables x et r, la
différentielle de la fonction peut se mettre sous la forme :

(*f\ Adf = -— dx + dr<axjr

(3f\
mais dans le cas général -— I = A ( x, r ) est elle-mêmeVx Jr
une fonction de x et de r.

De même j = B ( x, r ) ce qui implique :

d/ «A(x,r)dx + B(x.r)dr df = A(x,r)dx +B(x,r)dr
( forme simplifiée de la différentielle totale )

Une telle différentielle provenant d'une fonction f de
deux variables x et r est appelée différentielle exacte, an­
térieurement on disait différentielle totale exacte.

• Propriété

On a montré que :

3x 3r 3r 3x
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soit :
' <?A ï f

ar - î ax J

( nombreuses applications en thermodynamique )
C'est une condition nécessaire et suffisante pour que àf

soit une différentielle exacte.

Remarque
Une expression de la forme dy = F ( x, r ) dx + G (x, r ) dr

obtenue à partir de deux fonctions F ( x, r ) et G ( x, r ) ne
dérivant pas d'une même fonction, est une forme différen­
tielle mais pas exacte, la condition précédente n’étant pas
vérifiée.

~ï~r
K

a B

1.7. Fonctions vectorielles d'une variable réelle

1.7.1. Définition
—>

Soit V un espace vectoriel sur IR. Toute application/*  de
IR vers V est appelée fonction vectorielle d'une variable
réelle :

f: t ------------ = f(7)

t 6 IR f (f)6 V

Remarque
La variable est appelée t car ce type de fonction est très

répandu en cinématique où la variable est le temps.

1.7. 2. Opérations sur les fonctions vectorielles

• Addition de deux fonctions vectorielles

Soit/*  et g deux fonctions vectorielles définies sur une
même partie D c IR et admettant le même ensemble
d'arrivée V ; il existe :

f +g. t ----------- > (f+g)(t ) =/*  U ) +F(*  )
teD (Z’+gHOeV

• Multiplication d'une fonction vectorielle par une

fonction numérique

Soit f une fonction vectorielle définie sur D c IR et
admettant V comme ensemble d'arrivée et g une fonction
numérique définie sur D C IR ; il existe :
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g f-t ----------- ♦ (g-Q (. t ) = g ( t ).f( t )
t E D (g./)(t) 6 V

g .f est appelée application produit de g par f. C’est une
fonction vectorielle.

• Produit scalaire de deux fonctions vectorielles

Soit f et g définies de De IR vers V, il existe :

fg't ----------- > (fg)U) = ).?(*)
t 6 D (Ag)(t ) 6 IR

C'est une fonction numérique.

• Norme euclidienne d'une fonction vectorielle
—♦

Soit f définie de D c R vers V ; on appelle norme
euclidienne défia fonction notée :

llfïl: t ----------- > (llfll ) ( « ) =ll7(« )ll

ieD ||f(z)||eR______

avec ||f(t)||= JfttŸ

1. 7. 3. Coordonnées dans une base de l'image d'une fonction

vectorielle

Soit V un espace vectoriel sur IR, de dimension n et
B = (e1, e2....en ) une base de V. On considère une fonction
vectorielle f d'une partie de IR vers V. On appelle xJ t ),
x2( t )...., xn( t ) les coordonnées scalaires de l'image

—>
f(t) du réel t par f9 donc :

i = n

f(t) = I
i =1

La connaissance de la fonction vectorielle f nécessite
donc celle des n fonctions scalaires x.,xo...jc .

1.7.4. Différentielle et dérivée d'une fonction vectorielle

Soit f une fonction vectorielle de D C IR vers V. On
appelle différentielle de f en un point D l'application
linéaire définie par :

h ----------- > d/fo(A) =
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f'( tQ ) est appelée dérivée de f au point tQ :

f'( *0 ) = lim
A—»o

fUQ + h)-fUQ)
h

est encore appelée vecteur dérivé de la fonction vec­
torielle f au point tQ.

• Propriété

Les coordonnées scalaires de la fonction vectorielle
dérivée f' sont les dérivées des fonctions xp x2,..., xn.

• Définition de la fonction dérivée

Soit f une fonction vectorielle définie et dérivable en
tout point tQ de ] a,b [. On nomme fonction dérivée pre­
mière de la fonction vectorielle /*,  la fonction vectorielle
qui, à tout nombre réel fait correspondre, s’il existe, le
vecteur dérivé f' ( f0 ).

La fonction dérivée est notée f't elle est telle que :

f' ■ *0  ------------- * ( 'o >
t06]a,b[ 7'(<0)eV

Si la fonction f' est elle-même dérivable sa dérivée/*'  est-♦
appelée dérivée seconde de f. On détermine de la même
façon f(3).../(n).

• Quelques fonctions dérivées

Fonction Fonction dérivée

(f+g'y

(.g.fy
Cf. g y

(f*gy

f' +J'

g^-f + g^r
f'-g + f g' .
f A g + f A g

• Interprétation géométrique
—>

Soit f une fonction vectorielle dune variable réelle de IR
vers V de dimension 3 ; ( E, O ) est l’espace affine muni dune
origine, associé à V ; on considère Me E tel que OM=f ( t ).

Les coordonnées scalaires de/*  ( f ) :x ( i ),> (f ),
relatives à une base B sont aussi les coordonnées du point
M relativement au repère (O, B). Ce sont les composantes 
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Figure 2.4

scalaires de OM. x, y, z étant des fonctions du temps le
point M engendre une courbe ( C ).
Soit à e R, Mo le point associé de ( C ) tel que :

ÔM0 =f(to)

Soit à + h 6 R, M le point associé de ( C ) tel que :

ÔM = f(t0 + h)

on a :
Zü0 + M - F«o) = ÔM -ÔM0

ce qui conduit à :

+ ÔM-ÔM^ M^M

* “ *0 * ~ ~~ ^0

M0M
Or -—— représente un vecteur directeur de la sécante

r- t0
( M0M ) à ( C ) pour M aussi voisin qu'on le désire de Mo
( Fig. 2.4 ).

f(tQ^h)-f(tQ) mX
f' (t ) = lim--------- ------------- = lim —t— représen-

A-o h h^o h
tera un vecteur directeur de la tangente à la courbe ( C )
au point Mo.

Remarque
dÔM*

f ( tQ ) se note également —— = OM

Si on change de repère la nouvelle origine étant O' fixe
on peut noter :

OM = 0'0 + OM

en dérivant par rapport au temps, on obtient :

dOM _ dÔO dÔM
d/ di + d£

dOO dÔM x .
or —-j—= 0 donc -- est indépendant de 1 origine.Cu Cu

—>
C«i . d^4

est pourquoi on le note généralement —,— (fonction
dt
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vectorielle associée au point M ).

2. APPLICATIONS À LA PHYSIQUE

2.1. Exemple de calcul différentiel appliqué au calcul des
petites variations

2.1.1. Principe du calcul

On considère une grandeur dont la mesure y est définie
à partir de la mesure d’autres grandeurs soit x, r, t, etc.,
par une relation de la forme y = f(x,r,t... ).

Si l'on fait subir aux valeurs x, r, t, etc., de petites varia­
tions notées respectivement 5x, 5r, etc., variations
connues en grandeur et en signe, y subit une variation Ôy.

Une valeur approchée de 5y est obtenue en assimilant
5x, <5r, etc., à leurs différentielles dx, dr, d/, etc. On a
ainsi :

dy = fx . dx + fr . dr + ft'.dt...

et :

Ôy = f' .Sx + f'.ôr + f'.Ôt...
x r t

Remarques
— Ce calcul n'est valable que si les variations ôx, Ôr, Ôt
sont faibles devant les valeurs initiales x, r, t.
— Le résultat tout comme le calcul différentiel dont il est
issu constitue une valeur approchée au premier ordre
près en 5x, Ôr, Ôt.
— Les théorèmes du calcul différentiel, en particulier
ceux sur les dérivées logarithmiques sont applicables.
— La variation peut être notée Ôy ou dy.

2.1. 2. Exemples simples sur une fonction d'une seule variable

• Longueur d'un fil métallique et température

La longueur d'un fil métallique est fonction de la tempé­
rature. Elle est donnée par la relation :

l = é0(l + Xt)

avec X, coefficient de dilatation linéaire.
Calculer la variation de longueur dé consécutive à une

variation de température ck. On a :

Ôy - fg'.Ôx + f'f.6r ♦ Ç.5L.
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dV » 4<R2dR

d£ - é0.A.df dé = é0 . A.dt (dy = f' ( x ) dx )

• Résistance d'un fil et température

La résistance d’un conducteur est donnée par la rela­
tion :

R = R0(l + at +6t2)

avec a et b, coefficients caractéristiques du métal.
Calculer la variation de résistance dR consécutive à une

variation de température dé. On a :

dR - R0(a ♦ 2bt)dt dR = R0(a + 2 bt )dé

• Travail et force de compression d'un ressort

Pour comprimer un ressort ( constante de raideur k )
i 1 2d'une longueur x, il faut lui fournir l'énergie E = k x .£
Donner en fonction de x l'expression de la force exercée

à chaque instant. On a :

E = ^-kx2

=> dE= — i.2x.dx = £x.dx

or 5W = F. dx est le travail lors d'une compression élé­
mentaire dx correspondant à la variation d'énergie dE ;
d'où par identification :

F-kx F = ix

• Volume d'une sphère et d'une couche sphérique

Volume dune sphère : — x R3
3

4
Le volume de la sphère est -y n R3. Déterminer le volu­

me d'une couche sphérique de rayon R et d'épaisseur dR
très petite.

Le volume de la couche sphérique peut être considéré
comme l'augmentation de volume de la sphère consécu­
tive à une augmentation de son rayon, ce qui implique :

dV=4^.3R2dR
O

et :

dV = 4æR2üR
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• Variation de la capacité d'un condensateur Capacité tfun condensateur plan :

Poids tf un objet à Faltitude z :

et :

Tout se passe comme si l'élément considéré avait une
surface moyenne 4 zrR2 et une épaisseur dR.

On vérifie que la capacité du condensateur évolue en
sens contraire de son épaisseur. Si e augmente ( de > 0 )
alors C diminue ( dC < 0 ).

Calculer la variation relative de poids due à la variation
d'altitude dz.

En différenciant par rapport à z on obtient :

• Variation du poids avec l'altitude

Le poids d'un objet à l'altitude z est donné par :

Un condensateur plan de section S et d'épaisseur e a une
capacité C = £ —. Calculer la variation de capacité consé-e
cutive à la variation d’épaisseur de.

En différenciant par rapport à e on obtient :

s
C-£ -

e

So* 2

P = m -----------
(R+z )2

_ s _dC = - e —— de
e

go R2

dP = - 2 m -----------d z
( R + z )3

a. R2
P=m _

(R>z)2

dP 2dz
"P""" RTz

Si dz > 0, l'augmentation d'altitude -p- < 0; donc le
poids diminue.

2.2. Différentielles d'ordre supérieur

2. 2.1. Variation d'un point d'impact d'un tir

On tire un projectile uniquement soumis à l'attraction
terrestre supposée constante avec une vitesse i>0 inclinée
d’un angle a sur l'horizontale ( Fig. 2.5 ). La valeur de la

dP 2dz

T=”‘r7z

Figure 2.5



52 Chapitre 2

vitesse vQ étant supposée constante, calculer la variation
de la portée consécutive à une variation da de l’angle de
tir.

Les équations horaires du mobile suivant les axes sont:

y = -%gt2 + vQ sin at

x = vQ co s a t
avec g < 0

L'équation de la trajectoire est :

1 x2
y = g —-----—+ ( tana)x

û Vq cos2 a

La portée du tir est donnée par :

or ici a = —, donc sin 2 a = 1, ce qui donne :

et la variation de distance consécutive à la variation de
l'angle du tir est déterminée par différenciation de xp
soit :

y = 0 => xp
Vq sin 2 a

g

Cette formule est applicable pour tout angle a sauf
a = —. En effet, pour cette valeur, la portée est maxi-4

2
VQ

male------- et toute variation da dans son voisinage
g n

entraîne une variation dx^ du premier ordre nulle

(cos-- = 0).

H est donc nécessaire de calculer la variation infiniment
faible du second ordre soit :

d2x -♦—“(da)2
p g

A2 4 U0 , , x2
d x = + ——( da)2

p g

u2 cos 2 a
dxn =- 2--------------d a

p g

n 4 u? sin 2 a
d2xp=+—-------(da)2

cos 2 a
dx --2 —-------------da
' g
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Si da > 0 ou < O, l'angle a est supérieur ou inférieur à
~ alors d2xp < 0 ; le projectile tombe en deçà de la portée
maximale.

2.2.2. Espace parcouru pendant un temps très court au voisinage

d'un point de rebroussement

Un objet est lancé verticalement vers le haut avec une
vitesse de 4,9 m. s-1. Calculer l'espace parcouru pen-

1
dant le temps dz très court au voisinage de t = — s , qui
correspond à son point de rebroussement (g = 9,8 m. s-2).

L'équation horaire du mouvement vertical du mobile
est :

x = -4,9t2 + 4, 9t

Si l'on calcule la variation dx au premier ordre du déplace­
ment correspondant à la variation de temps dz, on obtient:

dx = (-9,8 Z + 4,9)dZ = 0

La variation au premier ordre étant nulle au voisinage
de Z = — s , on calcule la variation au second ordre, soit:

d2x = -9,8dZ2 d2* - -9,8df*

Que dz soit > 0 ou < 0 le mobile est au-dessous de
l'altitude maximale car d2x < 0.

2.3. Différentielles des fonctions de plusieurs variables

indépendantes

2. 3.1. Variation de la température d'un gaz

On considère un gaz parfait obéissant à la loi pV = nRT.
Déterminer la variation de température consécutive à
une variation de volume dV et de pression dp.

En différenciant on obtient :

pdV + Vdp = nRdT

donc :

dT =
pdV + Vdp

nR

Equation détal pour un gaz parfait :

pV - nRT

pdV ♦ Vdp

nR

soit encore par la dérivée logarithmique :
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Pour simplifier on calcule la variation relative :

dT dV dp

T"V*7
dT dV dp—— — ---  4- ---
T V p

2.3. 2. Variation de la capacité d'un condensateur
g

Un condensateur plan de capacité C = e — subit une
augmentation de sa surface d S et une augmentation de
son épaisseur de. Calculer la variation de capacité.

En différenciant on obtient :
dC = /*s(S,e)dS  + f;(S,e)de

soit encore :
e ( 1 \

dC = —dS+cS —7 de
e „k e )

ou :
£ S

dC = — (dS------de)e e

C S
dC =-ër(dS----- de)o e

et la variation relative :

* Cette expression est immédiate par l'utilisation

de la dérivée logarithmique.

dC_dS de*
C " ~s~ ~

On observe que si la surface augmente il en est de même
pour la capacité ; en revanche, si l'épaisseur augmente, la
capacité diminue.

Période dun pendule simple : 2.3.3. Variation de la période d'un pendule simple

La période d'un pendule simple est donnée parla formule
T = 2 it / —. Si la longueur varie de d£ et l'intensité de

J g
la pesanteur de dg, calculer la variation sur T.

Par différenciation on obtient :

dT = ft(f,T)de + £U,T)dg

soit :

dT = X -Ldf + (- )dg
y g z gVg
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dT   £d£
T “ "2 T 2 g

• Autre méthode

et par la dérivée logarithmique il vient :

dT _ £d£ _ _1 d£
Y ’ IT ’ 2 #

2.4. Notions sur le calcul des erreurs et des incertitudes

2. 4.1. Introduction

Le résultat dune mesure n'es tjam ai s exact, l'erreur abso­
lue commise est la différence entre la valeur mesuréegm
et la valeur exacte mais inconnue ge ; on la note :

% =gm - ge
Elle est positive ou négative et s’exprime avec l'unité

correspondant à la grandeur.
L'erreur relative est le quotient de l'erreur absolue par

la valeur exacte : —

C'est un nombre sans unité.

• Causes d’erreur

— Elles peuvent être systématiques : dues à l'instrument
de mesure ou à la méthode utilisée.
— Elles peuvent être fortuites : dues aux erreurs person­
nelles de l’opérateur.

L'erreur absolue étant inconnue il existe certaines
méthodes qui permettent d'en apprécier une limite su­
périeure Ag qui, dans la plupart des cas ( 95 % ), ne sera
certainement pas dépassée. Cette limite prise positivement
s'appelle incertitude absolue, mais on lui préfère le rapport
Ag— appelée incertitude relative ou précision de la mesure.
g

2. 4. 2. Nécessité du calcul d'incertitude

La plupart des mesures sont indirectes ce qui signifie
que le résultat de la mesure d'une grandeur s'obtient en

dT 1 df 1 dg

7 ’ 17 " 2~g
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général à partir des résultats des mesures ( qui elles se
font directement ) d'autres grandeurs x, r, i, etc. par une
relation de la forme :

y = f(x,r,t... )

Exemple
• Volume d’un cône :

V = \d2/i

• Masse volumique de la matière constituant un cylin­
dre :

4 m
P =-------- 2

* hu

Les résultats x, r, t, etc., des mesures directes sont
entachés d'erreurs absolues que l'on peut noter Sx, Sr,
ôi, etc., toujours faibles devant la valeur de la mesure
correspondante. On peut donc les assimiler à des petites
variations et leur appliquer de ce fait le calcul différentiel
avec les réserves exposées précédemment, soit :

Sy- r.Sx*  i;.Sr*  P. SL. Sy - f'x.ôx + fy.ôr + ff.St...

On peut utiliser évidemment les différentielles loga­
rithmiques surtout si les relations font intervenir un
produit, un quotient ou une puissance.

Ce calcul nous permet de déterminer l'erreur absolue
Sy sur la grandeur résultante à partir des erreurs Sx, ôr,
St, etc., sur les grandeurs composantes. Or ces erreurs
absolues sont inconnues ; il faut donc introduire la notion
d'incertitude et déterminer l'incertitude absolue Ay à par­
tir des incertitudes absolues Ax, Ar, Af, etc, d'où les éta­
pes à suivre pour ce calcul :
— Expression algébrique de Sy.
— Groupement des termes semblables lorsqu'intervien-
nent des grandeurs liées ( dont la mesure intervient dans
plusieurs facteurs ).
— Passage aux incertitudes absolues ou relatives par
majoration des erreurs absolues et en se plaçant dans le
cas le plus défavorable : addition des termes ( les erreurs
se cumulent ).
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2. 4. 3. Exemples de calcul

• Volume d'un cône

Le volume d'un cône est en effet donné par la formule
Æ 2V = — D h , le diamètre inférieur et la hauteur sont me-

±Z
surés respectivement avec les incertitudes absolues AD et
Aà. On détermine l'incertitude relative sur la mesure du
volume.

La dérivée logarithmique de V s'écrit :

dV dD dh
v- = 2d- + T

puis on passe aux incertitudes relatives, ce qui donne :

AV AD A/i
V" = 21) + T

• Masse volumique de la matière d'un cylindre

La masse volumique est donnée par la formule :

4 m
P =---------â

* AD
Lamasse, le diamètre etla hauteur sontmesurés respec­

tivement avec les incertitudes absolues Am, AD et AA.
On détermine l'incertitude relative sur la mesure de la

masse volumique.
La dérivée logarithmique de p s'écrit :

dm dh dD
p ~ m h D

Le passage aux incertitudes relatives nous conduit à :

Ap Am AA AD
— = ----  + -r- + 2-=-p m h D

AV AD A/J

V “ 2~d * T

Ap A/D A/J AD
— « — ♦ — ♦ 2—-
p m h D

• Capacité d'un condensateur sphérique dans le vide

Elle est donnée par la relation :

_ 4*«b RlR2

C= R2 - R1

R2 > Rp rayons des armateurs mesurés avec les incertitu­
des absolues A R. = ARq = A R.

On détermine l'incertitude relative sur la mesure de la
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capacité.
La dérivée logarithmique de C est :

dç dRj dR2 d (R2 ~~ Rp
‘C’ = TÇ + TÇ R2 - Ri

En effectuant et en regroupant les termes semblables on
obtient :

dC f 1 1 A ( 1 1___ ï
C “ dR1R! + R, - rJ+ dR2i R2 R2 - R J

et après simplification il vient :

dC R2 Jr> Ri
C" = Rj (R2 - Rj)dR1 " R2 (R2 - RP 2

le passage aux incertitudes donne alors :

AC R2 Hi
"C" = Rj (R2 - Rp AR + R2(R2 - RP

et en tenant compte du fait que R2 > Rp on a :

ac r R? \ ar
c"’Ir; + ^Jvr;

AR
R2 - Rj

2.5. Application à la thermodynamique

2.5.1. Propriétés des dérivées partielles de la pression, du volume

et de la température

En thermodynamique on étudie les relations entre cha­
leur et mécanique. On s'intéresse généralement à une
quantité de matière bien déterminée qui constitue le
système; ce dernier subit des transformations par suite
d'échanges avec le milieu extérieur.

L'état d'un système en équilibre thermodynamique à un
instant donné est toujours fixé par des variables dites d’é-
tat ( si le système n'est pas en équilibre thermodynamique
ces variables n'ont pas des valeurs bien déterminées ).
Certaines variables d'état ont des valeurs indépendantes de
la masse du système, elles sont dites intensives ( pression,
température, masse volumique ) ; d'autres au contraire ont
des valeurs qui dépendent de la quantité de matière qui 
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constitue le système, elles sont dites extensives ( volume,
masse, charge électrique ). Les variables d état sont en­
core appelées paramètres d'état. En thermodynamique
l'un de ces paramètres a un rôle privilégié c'est la tempé­
rature.
On appelle phase d'un système toute partie de ce système
occupant un certain volume et telle que les paramètres
intensifs aient même valeur en tous ses points.

Bien souvent l'étude portera sur un système formé d'une
seule phase gazeuse dont l'état sera défini par les trois
paramètres non indépendants pression, volume et tempé­
rature. La relation existant entre eux est appelée équa­
tion d'état du gaz. Si ce dernier est éloigné de la liquéfac­
tion on dit qu'il se comporte comme un gaz parfait et obéit
à l'équation :

p.V = nRT

• p s'exprime en pascal ( Pa ), V en mètre cube ( m3 ), T en
kelvin ( K ) ; on rappelle à ce sujet que :

T = 273,15 + t
(K) (°C)

• R est la constante des gaz parfaits dont la valeur est
R = 8,315 J.mol " 1. K” 1.
• n est le nombre de moles du gaz parfait considéré.

D'une façon plus générale la pression est fonction du
volume et de la températurep ( V, T ) ; toute variation de
volume et de température entraînera donc une variation
de pression :

d/ï = [ TV ]_dV + f 7^1 dT
k zr \ /y

(1)

On rappelle que d V veut dire variation de près
>r

sion due à la variation de volume à température cons 
tante.

De même : 

p.V - nRT

dV (2)
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ce qui implique :

(iX]dp = dv-f^'| dT
l dp „ l d 1' A* v 'p

En divisant cette expression par — et en identi-
\ Jt

fiant avec la formule ( 1 ) on obtient :

X
tp >V
7f x 7~p ■ -1

dUUWf <5Q

2.5. 2. Fonctions d'état

En thermodynamique l’état d’un gaz peut aussi être
défini par ce que l’on appelle des fonctions d'état.

• L'énergie interne

Notée U, elle est la somme des énergies microscopiques
cinétiques et potentielles d'interaction de toutes les par­
ticules constitutives du système ( atomes, ions,molécules,
etc. ). Elle ne dépend que de l’état du système. Lors d’une
transformation sa variation ne sera pas liée aux étapes
intermédiaires mais ne dépendra que de l'état initial et
que de l’état final ; mathématiquement on traduira ce fait
en écrivant que dU est une différentielle exacte notation
( d ). Au cours d'une transformation élémentaire où le sys­
tème échange travail et chaleur avec le milieu extérieur
la variation d'énergie interne est :

dU = 5W + 5Q
U s'exprime en joules ( J ).
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•Travail des forces de pression lors d'une transformation

On suppose que le gaz étudié est placé dans un cylindre
fermé par un piston mobile. La transformation du gaz est
due à l'action d'un opérateur extérieur agissant sur le
piston ; il exerce une force Fe( Fig. 2.6 ) ; le travail de celle-
ci dans le déplacement élémentaire du piston dex àx + x
ci dans le déplacement élémentaire du piston de x à

5We = Fedx
( travail reçu par le gaz)

Par définition, on appelle travail des forces de pression
lors de la transformation élémentaire la grandeur :

<5W = - Fedx

Or la force engendre une pression sur le piston qui, si elle
est régulièrement répartie a pour valeur :

F,
P‘ = S

D'où :

5W = - pe S dx

Or:

Sdx = dV

donc :

<5W = -pedV

Convention : les travaux effectivement "reçus" par le
système sont comptés positivement ; ainsi lorsque le
volume diminue d V < 0 et <5W > 0, le gaz est comprimé
par la force extérieure. Si le volume augmente dV > 0
et 5W < 0 le gaz se détend et fournit un travail au mi­
lieu extérieur.

Deux cas sont maintenant à considérer : la transforma­
tion réversible et la transformation irréversible.

Transformation réversible

Lors de cette transformation très lente tous les états
intermédiaires sont des états d'équilibre, la pression p du

Figure 2.6
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gaz est à chaque instant bien définie et le piston évolue
infiniment lentement donc la pression pe exercée par
l'opérateur est sensiblement égale à celle du gaz ( équi­
libre du piston ) et :

--pdV <5W = - p dV

Transformation irréversible

Au contraire dans ce cas, la transformation est rapide
( désordonnée ), les états intermédiaires ne sont pas des
états d'équilibre, la pression du gaz n'est pas définie si ce
n'est dans l'état initial et l'état final et le travail des forces
de pression est par convention :

5W --p#dV ÔW = - pe dV

pe est la seule pression connue.
—Pour une transformat ion finie le calcul du travail se fait
par l'intégration :

.2

W 2 = - p d V ( transformation réversible )

ou :

f2

W1_>2 = - pedV ( transformation irréversible )

*4

—Enfin on rappelle que lors d'une transformation finie le
travail dépend en général du processus donc <5W n'est pas
une différentielle exacte, il en sera de même que 5Q.

• Autre expression de la variation d'énergie interne :

dU-5Q-pdV dU = <5Q - pdV
Enthalpie

Notée H, elle est définie à partir de l'énergie interne par:

H = U + pV
U, p, V ne dépendant que de l'état du système il en est de
même pour H qui est une fonction d'état, sa différentielle
est :
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dH = dU + dpV + pdV

mais dU = <5Q -pdV. On en déduit :

dH = <5Q + Vdp

Remarque
H étant une fonction d'état,mathématiquementdH sera

une différentielle exacte.
H s'exprime en joules ( J ).

Entropie
Notée S, elle est également une fonction d'état que l'on

peut définir à partir de sa différentielle :

5Q représente l'échange de chaleur pendant la transfor­
mation élémentaire que nous considérerons comme réver­
sible.

T représente la température du gaz supposée constante
lors de cette transformation élémentaire. ( Elle est à cha­
que instant égale à la température du milieu extérieur en
contact avec le système lors de l'échange. )

S s'exprime en J. K-1.

Si la transformation est finie : AS = S2 - Sj =
’i

Elle est indépendante du chemin suivi. C'est pourquoi
dS est une différentielle exacte, mais le calcul de cette
variation se fait toujours à partir d'un processus réversi­
ble entre les états 1 et 2.

Cas particulier
Si la transformation est adiabatique réversible <5Q = 0

ce qui implique AS = 0. Une telle transformation est dite
isentropique.

2. 5. 3. Coefficients calorimétriques

À partir de la variation élémentaire d'énergie interne et
d'en thaï pie on peut déduire deux expressions différentes
caractérisant un échange de chaleur avec le milieu exté­
rieur :

5Q
T'

dH -50 + Vdp

50
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5Q = dU + pdV
<5Q = dH - Vdp

(1)
(2)

• Expression des coefficients calorimétriques Cy
et C

P

D’après ce qui a été vu :

dU = dVau
av

et :

' au
dT

À
relation à reporter dans ( 1 )

JTT V ' m

dH" » 5t dT
\ /r \ /p

relation à reporter dans ( 2 )
ce qui donne :

r *u  ,m r r au

et :

aT av p/r

5Q- 7f dT+ IjV -V *
v Jp l v >r J

On pose :

'au'
M-

grandeurs relatives à la
masse m du système.

On peut aussi noter C = me et C = me , c et c dé­
jà v p p1 u p

signant les chaleurs massiques respectivement à volume
et à pression constants. Cu est aussi appelée capacité calo­
rifique du système à volume constant et Cp capacité calo­
rifique du système à pression constante.

On pose également :

au
av + p = £ : coefficient de chaleur latente de

dilatation
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-— — V = h : coefficient de chaleur latente de
l*p  L

compression

Cy> h sont appelés les coefficients calorimétriques
du système et sont par conséquent relatifs à la masse m de
ce système. Ainsi :

<5Q = C,dT + édV
<5Q = CpdT + hdp

6Q - CydT ♦ fdV

ÔQ - CpdT ♦ hdp

• Expression des coefficients calorimétriques l et h

On sait que :

dU = 5Q - pdV

avec <5Q = C^dT + £ dV ; donc :

dU = CydT + ( l - p ) dV

On utilise le fait que dU est une différentielle exacte,
soit :

àV ''

i
sous-entendu
à T constant

ce que l'on peut noter :

soit :

a( 0 -P )
aT

X
sous-entendu
à V constant

3( p)

l J

(a)

On introduit la variation d'entropie dans cette transfor­
mation élémentaire. Il vient :

ds.^.^dT.lav

C'est également une différentielle exacte donc :
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7f

nRT
''V’P

_2_f 1 _ _L(
<?v l t X

soit encore :

l

T2
1

„ “ Tl ÏÏT
zr v

( dérivée partielle d’un quotient )

av
1
T

Et en simplifiant par 1/T on obtient :

H

aTav p
zr

2
T (b)

Enfin en identifiant ( a ) et ( b ) on peut écrire :

£ = T

atf
aT

ag
aT

ap
aT

_ JL
T

ap
aT

Pour un gaz parfaitpV = n RT ; ce gaz idéal obéit rigou­
reusement aux lois de Mariotte, Gay-Lussac et Charles.

Soit :

ap nR
l^Jv = V

On peut également déduire de :

g = TetT

l’expression :

= T

ap
aT

a*
” aT

» "RTl = -w-

av pri?

<p
a T2

aCU
Tv p

zr

2.6. Application à la cinématique

La cinématique est l'étude du mouvement des corps indé­
pendamment des causes capables de le provoquer ou de le 
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modifier. C'est une étude plutôt mathématique introdui­
sant les notions de vecteur espace, vitesse, accélération,
trajectoire, etc.

2. 6.1. La date

La notion de temps est une notion complexe à définir. On
admettra l'existence d'une horloge de référence dont dis­
pose l'observateur. A chaque état de cette horloge on asso­
cie le réel t que l'on appelle date qui correspond à l'inter­
valle de temps qui s'est écoulé depuis un instant choisi
arbitrairement comme date-origine.

2. 6. 2. L'espace

Le mobile ( supposé ponctuel ) est nécessairement vu en
un point M de l'espace affine réel E3 à trois dimensions. La
position de M est donc un point de E3.

Pour déterminer cette position, on doit associer à cet
espace un repère fi . Ce repère d'espace est constitué d'un
point O et d'un système de vecteurs ( i,j, k ) base de l'es­
pace vectoriel ’E Q associé à Eo. Cette base est d'ailleurs gé-
néralement orthonormée.

• Coordonnées cartésiennes

Au point M de Eo est associé le triplet (x,y, z) E IR3 tel que:

~r = OM = xi + yj + zk

x, y, z composantes scalaires du vecteur r de'E3 associé
à OM ( dans la base ( i,j, k ) ) s'appellent également coor­
données cartésiennes du point M ( Fig. 2.7 ).
OM sera appelé vecteur espace du mobile.

• Coordonnées cylindriques

Soit fi le repère initialement choisi caractérisé par ( O,
i,j, k ) et M une position du mobile. On peut également
repérer le mobile par trois coordonnées dites cylindriques
( Fig. 2.8 ).

"""fr y, — ■ ■ ——
p = Om ; 6 = (i, u ) ;z = znM ; avec :

r*  = OM = pu + zk

On détermine la correspondance avec les coordonnées
cartésiennes.
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?. ÔM* - p cos e / ♦ psne~l + zï

Figure 2.10

u est le vecteur unitaire porté par Om, il est tel que :

u = cos 0 i + sin 0 j

donc :

r = OM = p cos 0 i + p sin 0j + z k 

ainsi :

X = pcos0
• y = p sin 0

z

(O, u,upfc)estlerepère orthonormé utilisé en coordon­
nées cylindriques ( Fig. 2.9 ).

• Coordonnées sphériques

Soit R le repère initialement choisi caractérisé par (O,
i, J, k ) et M une position du mobile. On peut également
repérer le mobile par trois coordonnées dites sphériques
(Fig. 2.10).

r - OM ; 0 = ( k, u2 ) ; (p = ( i, u ) ; avec :

r = OM = Om + mM

On détermine la correspondance avec les coordonnées
cartésiennes :

Om = Om . u = r sin (pu

mais :

u = cos <p i + sin (p j

donc :

r*-  OM - r sin 6 cos ç» i ♦ rsin 0sin ç>j ♦ rcos 0k

Om = r sin 0 cos i + r sin 0 sin (pj

par ailleurs :

mM = zk = r cos 0k

ainsi :

r - OM = r sin 0 cos <p i + r sin 0 sin (pj + r cos 0 k

d'où :
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x = r sin 0 cos <p
• y = r sin 0 sin (p

z = r cos 6

( O, uv uvu3) est le repère orthonormé que l’on utilise en
coordonnées sphériques.

• Expressions de d£ * MM' ( déplacement élémentaire )
et de du ( volume élémentaire) dans les 3 systèmes de
coordonnées ( Fig. 2.11, 2.12 et 2.13).

Figure 2.11

• MM' = dxi + dyj + dzk
• du = dx dy dz

Figure 2.12

• MM’ = d pu + pdOu1 + dzk
• du = p dp dD dz

Figure 2.13

• MM1 = dru2 + r d 0u3 + rsin0dput
• du = r2, sin Qdr d(p dO

2. 6. 3. Mouvement du point et trajectoire

On associe à la position M du mobile dans le repère R
une fonction vectorielle/*de  la variable scalaire t, telle
que :

ÔM = f( t )
—♦

Si f( t ) n'est pas une fonction vectorielle constante
V t e ]R le point M est dit en mouvement par rapport
au repère R et on l'appelle mobile. Dans le cas contraire

—>
si /*(  t ) est une fonction vectorielle constante le point
M est dit au repos par rapport à R .

On appelle trajectoire d'un point mobile par rapport
à un repère l'ensemble des points liés à ce repère avec
lesquels le mobile coïncide successivement. C'est une
courbe fixe.

Les composantes scalaires de/*(  t )sont appelées équa­
tions horaires du mobile suivant les axes du repère R ; on
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les note :
’x = fx(O

■ y = fy ( t )
z

L'équation de la trajectoire dans le repère H est déter­
minée en éliminant le paramètre temps entre les équa­
tions horaires. Elle est de la forme :

<p(x,^,z) = 0

Elle est souvent donnée par des équations paramétri­
ques de la forme :

p = g(x )
Iz = h(x)

r*« OM = v* - xi ♦ ÿj] + zi

2. 6. 4. Le vecteur vitesse
—>

Si la fonction vectorielle r = f( t) de la variable réelle t
est dérivable sur l'intervalle de définition [ t., io], la déri-
vée qui est elle-même une fonction vectorielle s'appellera
vecteur vitesse du mobile, il est représenté par :

-> = dr _ dOM
ü ~ di ” d£

dr*
par raison de simplicité est noté r, de même on écrit
dOM '- ; = OM, dou :cU

v = r" = OM
On sait que le vecteur vitesse est tangent à la trajectoire

au point considéré ( Fig. 2.14 ).

• Vecteur vitesse en coordonnées cartésiennes

On a vu que :

r*  = OM = x i + y j + z k

par dérivation on obtient :

r*  = OM = ij = xi + ÿj + zk

Ainsi dans le repère B. les composantes scalaires du vec­
teur vitesse sont ( x, ÿt z ).
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• Vecteur vitesse en coordonnées cylindriques

Préliminaire
Dérivée d'un vecteur unitaire variable en direction dans

un plan. —> —> _> #
Soit ( O, i, j )un repère fixe du plan et u un vecteur uni­

taire variable en direction de ce plan ( Fig. 2.15 ). On sait
que :

u = cos 0. i + sin 0 ,j
avec 0 variable au cours du temps on a donc :

or :

du du d0 d0 •
dî = dë ’ dî etdF = 0

du
d0 = sin 0. i + cos 0 .j

ainsi :

u = (- sin0.i + cos0.j)0

mais ( — sin 0, cos 0 ) représentent les coordonnées du
vecteur ( unitaire, normal à u ) dans le repère ( O, ij )
ce qui implique :

u = 0. u T

Si l'on pose œ = 0.k ( œ vecteur vitesse angulaire )
alors :

u = co a u

La dérivée u du vecteur unitaire u par rapport au temps
est égale au produit de la vitesse angulaire par un vecteur
unitaire ux normal à u ( sens trigonométrique ).

Orthogonalité de u et u
On sait que :

u . u = 1

par dérivation, on obtient :

2u.u = 0

ê.i7t

u b u> a î7
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Figure 2.16

r**  pu t pèu} + ill • v

v = 7- y = xi ♦ ÿj ♦ zk

donc :
ulu

Composantes cylindriques du vecteur vitesse

Le vecteur espace est noté :

/ = pu + zk

Déterminons le vecteur vitesse :

~r = pu + pli + zk

( k ne se dérive pas puisque c'est un vecteur fixe ) ; or :

u = Qux

donc :

Ir = pu + pûux + zk = v

( p, p0, z ) sont les composantes cylindriques du vecteur
vitesse dans le repère ( u, uv k ) ( Fig. 2.16 ).

2. 6. 5. Le vecteur accélération

Si la fonction vectorielle r = f( t ) de la variable réelle t
t est deux fois dérivable sur l'intervalle de définition
tv t2 ] la dérivée seconde qui est elle-même une fonction
vectorielle s'appellera vecteur accélération du mobile ; on
la note :

y = v = r avec
d r

• Vecteur accélération en coordonnées cartésien­
nes

On a vu que :

v = r =xi + yj + z k

Par dérivation on obtient :

’u = r>=y=xi + ÿj + zk

Ainsi dans le repère R les composantes scal aires du vec­
teur accélération sont ( x, ÿ, i ).

• Vecteur accélération en coordonnées cylindriques

On sait que :
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v = r = pu + pëu1 + z k

Par dérivation on obtient :
/ x z—---- ---------- ~A— ■ ----— ■ ~ -- X

y = V = pu + pu + pèu<L + p ôu^ + péu-t + zk

or :

u = Qu^

de plus :

ux = - èu

( Même processus de dérivation d'un vecteur unitaire
variable en direction. ) donc :

7 = pu + p6ux + pQu^ + p6uy - p€?u + zk
soit :

7 = ( p - pè2 )u + (2 p à + pè)uy + ‘zk 7 - (p - p#)u ♦ (2pê ♦ pë)^ ♦ z"i

(p - p#2), (2p0 + p Q ), ’z sont les composantes cylin­
driques du vecteur accélération dans le repère ( u, uv k ).

Remarque

Tous les repères introduits étaient orthonormés donc :

|| r*||  = x/x2 + y2 + z2 = J p2 cos2 0 + p2 sin2 0 + z2

= /p2+* 2

Il vil = s/x2 +ÿ2 + z2 = Jp2 + p2 & + z2

|| y|| = /x2+ÿ’2 + z2

= ( p - p & )2 + ( 2 p 0 + p 0)2 + z2

2. 6. 6. Principaux types de mouvements

• Les mouvements rectilignes

La trajectoire du mobile se réduit à une droite. Le repère
B est caractérisé par ( O, i ) et :

7 = xi ( vecteur espace )
v*  = 7 = xi ( vecteur vitesse )
/= ü*  = xi ( vecteur accélération )
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Figure 2.17

r= ÔM*= R. (7

Les 3 caractéristiques du mouvement sont colinéaires.

Le mouvement uniforme

x = cte = vQ ; x = 0. L'équation horaire est donc :

1 = UO1 + x0

Le mouvement uniformément varié
x = cte = y; x = v = yt + i>0. L'équation horaire est

donc :
1 2

x = — yr + vQt + x0

— Si v. y< 0 || v || décroit et le mouvement est uniformé­
ment retardé (phase transitoire).
— Si u. y>0 ||u || croit etle mouvement est uniformément
accéléré.

Le mouvement sinusoïdal

x = asin(â)É + (p)\x = v = a (j)cos ( (ùt + (p ), donc :

x = y = - a?x

Le mouvement est périodique de période T = —.

• Les mouvements circulaires

Une particule est animée d'un mouvement circulaire si
sa trajectoire est plane et si elle reste constamment sur un
cercle de centre O et de rayon R ( Fig. 2.17 ). Le repère B
est caractérisé par ( O, i, j ).

Le vecteur espace se note :

r = ÔM = R.u

On détermine le vecteur vitesse. On pose 0 = ( i, u ) avec
u vecteur unitaire variable en direction. Par dérivation,
on obtient :

ü*  = r*=  Ru = ROu^

On constate bien que ü*  est tangent à la trajectoire
puisque normal au vecteur espace r*(  uy orthogonal à u ).

On détermine le vecteur accélération par dérivation du
vecteur vitesse ; il vient :

y = ~u = R Quy + R èuy
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or :

uj = — Ou

ainsi :

y = RfliZj - R & u

avec 0, vitesse angulaire et 0, accélération angulaire.
R0up de même direction que le vecteur vitesse, est l'ac­
célération tangentielle y et - R02u, de même direction que
le vecteur espace, mais de sens contraire, est l'accéléra­
tion normale yn ( toujours centripète ).

Le mouvement uniforme
0 = cte = 0O ; 0 = 0. L'équation horaire est donc :

0 = 0O^ + 0O

pas d'accélération tangentiellemais une accélération cen­
tripète constante, donc || yn || = R0q.

Le mouvement uniformément varié

0 = cte ; 0 = Ot + 0Q. L'équation horaire est donc :

e = 4 ét* + *</  + eo

— Si 0. 0 < 0, le mouvement est retardé ( phase transi­
toire ).
— Si 0. 0 > 0, le mouvement est accéléré.

Le mouvement sinusoïdal

0 = 0O sin ( eut + rp ) ; 0 = 0o<y cos ( eut + (p ).

Ainsi :

0 = - û/0

avec (üla pulsation qu'il ne faut pas confondre avec la vi­
tesse angulaire.

• Le mouvement hélicoïdal

On étudiera le cas du mouvement hélicoïdal uniforme.
Le plus simple est de choisir les coordonnées cylindriques
du mobile pour étudier ce mouvement, soit :

p = R, 0 = éQt ,z = vQt 

y - Râ îZ, - R e2ï7
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avec R, 0O, u0 = zQ, qui sont des constantes.
La trajectoire est une hélice enroulée sur un cylindre de

rayon R. La vitesse angulaire de parcours est 0Q. La vi­
tesse de déplacement vertical estz0. Le pas p du mouve­
ment est la translation verticale obtenue pendant un
tour.

Durée d'un tour :

On a également :

.p = zQtx = ;
%

• vecteur espace : r*  = Ru + zQtk ( notations habituelles );

• vecteur vitesse : v = r*  = R^û^ + zQk ; car = éQUj ;

• vecteur accélération : y = i? = - R0qU.

CONCLUSION IMPORTANTE

En chaque point de la trajectoire le vecteur accélération
est centripète et de module constant.

2. 6.7. Référentiels

On a considéré le mobile dans un repère d'espace lié à un
référentiel JR.Bien souventinterviennentsimultanément
plusieurs référentiels dans l'étude d’un mouvement. Ainsi
on peut connaître le déplacement d'un voyageur par
rapport à son wagon dans un train ; d'autre part on peut
également déterminer le mouvement du train par rapport
au sol. Le problème consiste à connaître le mouvement de
l'individu par rapport au sol.

En général l'un des référentiels est considéré comme ab­
solu, c'est-à-dire fixe. Le mouvement du mobile est connu
dans un second référentiel qui se déplace par rapport au
premier.

On veut déduire le mouvement du mobile par rapport au
premier. ( L'espace temps est considéré comme le même
dans tous les référentiels. )
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• Cas simple

B est le référentiel «absolu» caractérisé par (O, k).
B j est un référentiel caractérisé par (Op ipjp k^ ) ; il

est en mouvement de translation par rapport à B (Fig.
2.18 ).

On supposera qu'initialement :

G = « À = J kx =k ( a )

Puisquele mouvement est de translation cette propriété
se conserve.

On pose OOX = f(t\ le déplacement de Ox par rapport
à O.

On considère un mobile repéré par ses coordonnées
(xi»>p-z1, ) dans B et par (x,y, z) dans B ; son vecteur
espace est :

ÔM = 5^ + CÇM
ou :

~r = f(t) + r,

en remplaçant r et rx par leur expression on obtient :

xi + yj + zk = f(t) + x1i1 + y^ + z1k1

Mais d’après la propriété (a) il vient :

xi + yj + zk = f(t) + x}i + y}j + z}k

qui est la relation entre les coordonnées.

Relation entre les vitesses

Si l'on dérive la relation précédente on obtient :

xi + yj + zk = f(t) + x1i + y^j + z^k

Or (x, y, z) sont les composantes de la vitesse du mobile
dans le référentiel B ; (xpypZp sont les composantes de
la vitesse du mobile dans le référentiel, donc :

v = f(t) + vx

Si le mobile est au repos dans B x alors :

7^ = 0 et î\)1=

ou f(i) représente la vitesse de déplacement du référen­
tiel B x par rapport au référentiel B .

x~i ♦ y7*  zk = 7( i) ♦ y,7♦ z, 7
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V- * K
•Hi'R '

j*- nx,® * a

7*= OM « %?♦ y~jt zi « ♦ yj} ♦ zi

On obtient :

v ^eR/R + Ü1

avecüî vitesse du mobile dans B ; û*  D /D, vitesse d'entraî-
eR^/R

nement du référentiel B/B vitesse du mobile dans B r
yeR j/r • est encore la vitesse par rapport à B d'un point
fixe de Br

Relation entre les accélérations

Si 1 on dérive une seconde fois par rapport à la variable
t il vient :

/ = f(t ) + yT
_> -» t

Si /j = 0, f(t) = y0 représente l'accélération du ré­
férentiel Bj par rapport au référentiel B , alors :

y = + /i

avec/, accélération du mobile dans B ; y n /o, accélération
d'entraînement du référentiel B/B ; yp accélération du
mobile dans B,, y  est encore l'accélération par rap-1 cRj/R
port à B d'un point fixe de B j.

Il peut également exister un mouvement de rotation de
B i par rapport à B, mais le calcul est plus élaboré ; en effet
lvÂ» sont variées ( en direction ) dans le temps.
• Cas plus complexe

B est le référentiel absolu caractérisé par ( O, i,j, k ).
Btest un référentiel caractérisé par ( O, ipjp ) ; il est

en mouvement de rotation par rapport à B autour de
( O, k ) ; l'angle 0 = ( i, i^ ) est une fonction du temps, et
kx = k ( Fig. 2. 19 ).

On considère un mobile M repéré par ses coordonnées
(x,y,z)dansB et par ( xpyp ) dans Bj tel que^ = z.
Son vecteur espace est :

r*  = OM = xi + yj + zk = x^i^ + y}jï + z k

Relation entre les vitesses
On dérive cette égalité par rapport au temps, cela donne :

r = xi + yj + zk
ou:r =i1i1 + Xjij + + ik
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En effet et sont des vecteurs unitaires variables
dans le temps puisqu’ils changent de direction.

Or (x,ÿ, z) sont les composantes de la vitesse du mobile
dans le référentiel B ; (xp yv z) sont les composantes de
la vitesse du mobile dans le référentiel H j donc :

v = + yxjx

mais :

h = et A = “
(règle de dérivation d'un vecteur unitaire)

ce qui implique :

xih + = 0(xiA - >10

(ouXjQaÎj + JjQaJj)

soit encore :

xih + AA ~ Ô(xxkA h + y\k AÂ + zk A
—>
0

d'après les propriétés du produit vectoriel on en déduit :
—> -*■> .—> —■> —> y*

X1‘1 + >1À = e*A(xiI'i + yxjx + zk)
et

xih + AA = A 0M

On pose souvent O = èk vecteur vitesse angulaire du
référentiel B j dans le référentiel B- Ainsi :

u = ^ + Q a OM

avec 7, vitesse du mobile dans B ; vitesse du mobile dans
Bi ; O a OM, vitesse d'entraînement de M dans le mouve-
ment de rotation autour de ( 0, k ).

Relation entre les accélérations
(Application du double produit vectoriel )

La relation précédente peut s'écrire :

yn(M) = (M) + Q aÔM
■A A j

Pour déterminer l'accélération on dérive tous les termes
de cette relation par rapport au temps, il vient :

47r(M) = (M) + £ (HaÔm)
dr a ai *4 de

~v = ♦ n a om
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On a démontré que :

d —> - ---- »
3- OM = u ( M ) + Q a OM
Q4 ^1^1

Par analogie en reprenant la même démonstration on
obtient :

1 7 ( M ) = y. ( M ) + fl a p. ( M ) ( 1 )
di fl j fl 1

Par ailleurs :

d -> ---- * dQ ---- > -» dOM
^(QaOM) = —aOM+ Qa-z— (2)
dr at at

d -♦ —> —» -» ( _> —> —
^(QaOMMaOM + Qa i>Bi(M) + GaOM

soit :

Figure 2.20

7R(M)-^(M) + 2nA^(M) + rîAôtf-n2tïïî

Q —> ----> —♦ ---- > —> > —> —> ---- >
^(QaOMMaOM + QaUj, (M) + Qa(DaOM)

On étudie alors le double produit vectoriel Q a ( Q a OM )
( Fig. 2.20 ) :

Q a OM = Q OM sin a u
donc :

O a ( O a OM ) = O a ( Q OM sin a u ) 

ce qui donne :
Q a ( Q a OM ) = Q OM sin a ( Q a u )
Oa(QaÔM) = QHMOÜ*

et :
Qa(QaÔM) = - q2hm

d’où :

y (M) = y (M) + 2Qaud (M) + QaÔM-Q9HM
A» J» j I Z

avec ( M ), accélération du mobile dans B ; K» ( M ),
** —> I

accélération du mobile dans B f, 2QaÜ^(M), accéléra­

tion complémentaire et Q a OM - Q2HM, accélération
d'entraînement dans le mouvement de rotation autour de
(o,n
Si le mouvement de rotation est uniforme Q = cte, alors 
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le terme Q a OM = 0.

2.7. Application à rajustement linéaire et extension

Il est fréquent en Physique d’avoir à réaliser un ensem­
ble de mesures couplées (x.,y. ) et de visualiser ces couples
par des points dans un repère cartésien. L’ensemble de
ces points est qualifié de "nuage de points". Si la loi
physique existant entre x ety est linéaire ou affine ( loi de
Ohm, loi de Hookes, caractéristique d'une pile, etc. ), on
obtient des points qui sont pratiquement alignés mais
quelque peu décalés de la droite théorique, du fait des
incertitudes liées aux mesures. Il faut cependant trouver
la droite s'adaptantle mieux à ces mesures, on l'appellera
droite d'estimation ou de régression dey en x. Son équation
y = ax + b est déterminée par la méthode des "moindres
carrés".

Soit P. ( x., y. ) un point expérimental, et M. le point
"corrigé" correspondant dont l'ordonnée est ax + b ( Fig.
2.21 ) ; l'écart entre le point expérimental et le point
théorique est alors :

M.P. = y. - ax. - bi t i i
On calcule la somme des carrés des écarts et pour déter­

miner l'équation de la "meilleure" droite on écrit que cette
somme doit être minimale. Ainsi :

n 2S = Z (y,- ax-- b)2
i=l

ou :

S = £ (yf + a2xf+ b2 - 2axlyl- 2y-6 + 2axib)

et en utilisant la loi de distributivité on obtient :
n 9 9 n 9 9 n

S = £ y. + a Z x- + nb - 2a Z x.y.,
i=l i=l »=1

n n

- 26 Z y.- + 2aô Z xi
»=1 i=l

or :
n  n 

Z y£ = n y et Z xi = n x
i=l »«i

Figure 2. 21
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donc :

q v 2 2 v 2 ,2S = E y,- + a L xi + n b .
i=l »=1

n

- 2a E xiyi- 2 b n'y + 2abnx

Pour que la droite soit la plus adaptée il faut que la
somme des carrés des écarts soit minimale, donc :

et :

<?S = 0 (1)

(2)

( L’erreur est minimale si les dérivées
de S par rapport à a et b sont nulles )

La relation ( 1 ) implique :

n
E xj.- nxy

a - -------------------------------
Ex.2- ni*

ei b - y - ax

cov(x,y)

2a Z x -- 2 E x-y. + 2bn x = 0
*=1 i=l

ou après simplification :

a E x\ - E xiyi + bn x = 0 ( 3 )
i=l i=l

et la relation ( 2 ) implique :

2nb - 2ny + 2anx = 0
soit :

y = ax + b ( 4 )

Cette dernière équation montre que le point M (x,y ) se
trouve sur la droite d'ajustement.

Des équations ( 3 ) et ( 4 ) on tire :
n _____

E xty£ -nxy
a =-------------------  et b = y - a x

-2 —2Lxi - nx

. . cov(x,y)ou en notation statistique a =------ ------.
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Remarques
On pourrait définir une droite de régression de x en y

n ___
L - nx y

, 1 = 1
a équation x = a y + b avec a = -------------------  et

"2 —2

2 y,; - n y
*=1

b’ = x - a'y\ ou :

cov(x, y )

n
Z - nxÿ

i" 1 ., — , —
a .------------------------- et b' = x - a ‘y

cov(x.y)
a~

De cette méthode on peut également déduire des ajuste­
ments non linéaires.

En effet si :
• y = ax2 + 6 ; on pose x2 = X ; d'où :

y = aX + b

a
• y = — + b ; on pose : — = X ; d'où :

x

y = aX + b

• T = & P“ <=> logT = a log P + logfc ; on pose y = log T,
X = log P et b = log k ; d'où :

y = aX + b

On revient à un ajustement linéaire par changement de
variable ; on détermine a et b et l'on fait le changement de
variable inverse pour retrouver la loi théorique.

3. EXERCICES D’APPLICATION

(M pour mathématique ; P pour Physique ;( * ) pour un
exercice résolu à l'aide d'une calculatrice, au chapitre 9,
volume 2. ) 

■ Exercice M. 2.1

Calculer les dérivées partielles d'ordre 1 et 2 pour :

1. f( x, t ) = sin ( ax + bt ).
2

2. g(x, t) = e~ax cos ( bt + c).
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donc :

r. i 2 2 " 2 ,2
S = l yt + a Z x- + nb

i=l *=1

n
- 2a Z xiyi - 2 b n'y + 2 a b nx

*=1

Pour que la droite soit la plus adaptée il faut que la
somme des carrés des écarts soit minimale, donc : 

et :

l db Jx /a
( L’erreur est minimale si les dérivées
de S par rapport à a et b sont nulles )

La relation ( 1 ) implique :

n

a - ------------------------------- el b - y - ax
Z^-nx1

n « n _
2a Z x- - 2 Z xiyi + 2bn x =0

<=i i=i

ou après simplification :

a Z x’ - Z x-v + bn x = 0 ( 3 )
i=l i=l

et la relation ( 2 ) implique :

2nb - 2nÿ^ + 2anx = 0
soit :

y = ax + b ( 4 )

Cette dernière équation montre que le point M (x,> ) se
trouve sur la droite d'ajustement.

Des équations ( 3 ) et ( 4 ) on tire :

Z xiyi - nx y
a = ■-------------------  et b = y - a x

cov(x.y)
ou en notation statistique a cov(x,y )
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Remarques
On pourrait définir une droite de régression de x en y

n ___ n
Z xiyi - nx y £ xy. - nxÿ

d'équation x = a’y + b' avec a’ = -------------------  et a’- —-----------  eib'-F-a'ÿ*
V 2 “2 " 2 -2Z y- - ny Iy‘- ny2

i = 1 i-i
b’ - x - a'y ; ou :

COV(X,V) cov(x.y)

De cette méthode on peut également déduire des ajuste­
ments non linéaires.

En effet si :

• y = ax2 + b ; on pose x2 = X ; d'où :

y = aX + b

• y = — + b ; on pose : — = X ; d'où :

y = aX + b

• T = kP*  <=> logT = a log P + logfc ; on pose y = log T,
X = log P et b = log k ; d'où :

y = aX + b

On revient à un ajustement linéaire par changement de
variable ; on détermine a et b et l'on fait le changement de
variable inverse pour retrouver la loi théorique.

3. EXERCICES D'APPLICATION

(M pour mathématique ; P pour Physique ; ( * ) pour un
exercice résolu à l’aide d'une calculatrice, au chapitre 9,
volume 2. )

■ Exercice M. 2.1

Calculer les dérivées partielles d'ordre 1 et 2 pour :

1. f(x, t) = sin(ox + bt ).
2

2. g(x, t) = e~ox cos ( bt + c ).
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l.f(x, t) = sin ( ax + bt\ donc la dérivée partielle d'ordre 1
a pour expression :

-r- = a cos ( ax + bt )lA
if}

= b cos (ax + bt)

La dérivée partielle d’ordre 2 a pour expression :

= - a2 sin ( ax + bt )

2_ A

= - ab sin ( ax + bt)dt dx

2

= - ab sin ( ax + bt )ax dt

cos ( bt + c ), donc :2.g(x,t) =

= - 2ax

= (- 2a

—ax

2

dt dx

2x

2

) cos ( bt + c )

2<at J
= - b2 sin ( ax + bt )

2
X

2„ \

2

sin ( bt + c )

2

e cos ( bt + c )

2
—axe

-axe

2

ax st
2

= - 2abx e sin ( bt

àg
dt

?g

LL
2

k <**  )2

*g

2

= - 2abx e sin ( bt

2— ax . 9 9 — ax
e + 4azx2e

<2

^2g 2

cos ( bt + c )= - b2e
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Remarque
Dans 1. ) et 2. )les dérivées partielles étant continues, on

vérifie :

àt àx àx àt

■ Exercice M. 2. 2.
On peut généraliser le calcul des dérivées partielles et des
différentielles au cas :

F(x,y) = f[u(x,y), v(x,y), w(x,y)]

on a alors :

aF àf àu àf àu àf àw
àx àu * àx + àu àx àw' àx

et :

a F àf àu àf du àf àw
ày ~ àu ' ày + àu ' ày àw ’ ày

avec dF = f„du + f„ du + fû dw.
Appliquer ce résultat au cas :

F = f(u, u, w) avec f( u, u, w ) = uuw2

et
u ( x, y ) = sinx + cosy

. v ( x, y ) = cosx + cosy
. w ( x, y ) = xy.

On peut écrire :

dF = fu' du + du + £ diu

orf( u, vf w ) = uvw2 ; d’où :

4' = vw2, fi = uw2, = 2 uvw

mais u (x, y) = sinx + cos y ; alors :

du = cosx dx - siny dy

d’autre part v ( x, y ) = cosx + cosy ; alors :

du = - sin x dx - sin y dy

et w ( x, y ) = xy ; d’où :

diu = ydx + xdy
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F(x,y) - - y + K

On en déduit :

dF = uw2(cosxdx - siny dy ) + uiv2 ( - sinx dx
- siny dy ) + 2uvw (ydx + xdy )

soit encore :

dF = ( cosx + cosy ) x2y2 ( cosx dx - siny dy )
+ ( sinx + cosy ) x2y2 ( - sinx dx - siny dy )
+ 2 ( sinx + cosy ) ( cosx + cosy ) xy ( y dx + xdy ) 

■ Exercice M. 2.3

Montrer que dF( x, y ) = ———- est une différen-
y

tielle totale ( ou exacte ) d’une fonction F( x, y ). Détermi­
ner F (x, y ).

Dans cet exercice, on pose :

A . i et B = - —
y y

donc :
f aA ï i f <?b^ 1
l dx J 2 . ay . 2x 'y y x J 'X y

C’est donc une différentielle exacte. D’après le cours il
s'agit de la différentielle d'une fonction F( x,y ) telle que:

F(x,y) = x-^y
y

ou :

F(x,y) = — - + C(x)
y

la constante ne dépend que de x puisque l'on intègre par
rapport à y.

Or:

(I)=-i-B
V Jy y

doùC(x) = OetC(x) est une constante pure.
Finalement :

F(x,y ) = - — + K
y
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■ Exercice M. 2.4.

Montrer que si

tion dey seule.

(in|y;i); = (in|£i);
soit :

ln|4'| = InlfJ + C(y )

et donc :

f; = K(y)/;
On en déduit :

/*; 1 , .
f' K(>)'^(y)

, alors — est égal à g{ y ) fonc-
4

■ Exercice P. 2.5
Une sphère métallique de rayon R est à la température t,
sachant que la température varie de dz et que le métal
obéit à la loi de dilatation linéaire l = 0O ( 1 + ÂZ ).
Déterminer la variation de volume consécutive à cette
variation de température.

Le volume de la sphère est V = y n R3 soit à la tempé­
rature t :

V = 4^R’( 1 + A/)3
O

avec R = Ro ( 1 + ÂZ ).
La variation du volume due à la variation de tempéra­

ture est :

dv = 1 + Xt )2dz
O

soit :
dV = 4 7rR0R2ÂdZ
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dV

■ Exercice P.2.6

Soit encore :

dh

Ad/,

ou encore :

1
1+A/

ï°
h

dR2
R?

dC  dA
T “ T

(R2O

r2

dC
c- " ~h

lnRl

dRj
R?

= R, Xùt, on a:

3 *
4itR3----------dl

1 ♦ XI

dC . .
■c = w

1 n Rj

Avec dh = hQ Ad/, dR2 = R2

1
”^2

dC
~C "

1
1+ A/

ou en fonction de R uniquement :

dV = 4*R 3—— dt
1 + At

NIRJ

dRj

La capacité d’un condensateur cylindrique est donnée par
2n£oh

la formule C =---- , où h est la longueur de ce conden-

'"I;
sateur, Rx etR2 sont respectivement les rayons des arma­
tures internes et externes.

Une variation de température d / provoque une varia­
tion des dimensions. En déduire la variation correspon­
dante de la capacité. On rappelle é= 0 0 ( 1 + A/ ).

2æ£0/i
La capacité du condensateur cylindrique est C =---- 5-;

lnRj
en utilisant la dérivée logarithmique il vient :

*2
dlnRl

,nRl
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et :

dC  Ad*
C ” 1 + M

Si l'on remplace C par son expression on obtient :

dC
2tt£0 hQ ( 1 + Xt ) Adi

K
In =-( 1 + Ai)

soit :

dC = C0Ad* dC -C0Adf

■ Exercice P. 2.7
Le champ magnétique créé par une spire de rayon R
parcourue par un courant d'intensité i en un point M
d'abscisse x de son axe est B = Bo sin3 fi, fi étant l'angle
sous lequel du point considéré on voit le rayon de la
spire.

Si on déplace une sonde à effet Hall mesurant ce champ
d'une distance dr sur l'axe à partir du point M, calculer la
variation correspondante de B.

L'expression du champ magnétique en un point de l'axe
est B = Bo sin3 /?, fi étant l'angle sous lequel de ce point
"on voit" le rayon de la spire.

On peut écrire :

sin p =
R

0U Sin P = -■2-----T2ÏÏ72
(x + R )

( Fig. 2.22 )

soit en remplaçant dans B :

en différenciant on obtient :
3

dB = B.R3( x2 + R2 )“5/2 2x - -5- dx

B-B R3
D-Do 2 2 3/2

(x + R )

ou :
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dB = - 3Bq
r’

(7T7T

3Bft
dB = -—fsrtyxdx

donc :

dB =------— sin5 px dx
R2

soit encore :

On constate que si dx >0, le point M s'éloigne de O et
dB < 0 ; le champ magnétique décroît.

■ Exercice P. 2.8
Calculer la vitesse d'un satellite de la Terre en fonction de
son altitude z, du rayon de la Terre R et de l'intensité de
la pesanteur gQ au niveau du sol.

Calculer son énergie cinétique puis son énergie mécani­
que totale en fonction des mêmes paramètres et de sa

_2
zn£0R

masse m ( son énergie potentielle estE^ = - * y )•
Sachant qu'il subit une variation d'altitude dz, calculer la
variation correspondante du de sa vitesse. D'autre part
des frottements parasites entraînent une perte d'énergie
dE. En déduire la variation d'altitude.

• Étude du satellite

L'intensité de la pesanteur à l'altitude z est donnée par
l'expression :

R2

(R + z)2

Dans un référentiel géocentrique galiléen on peut appli­
quer le principe fondamental de la dynamique, qui
donne :

-» —»
ma = mgz

soit sur l'axe normal du trièdre de Frenet :
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S.

on en déduit :

= Rv

2 ; l'énergie potentielle à

( Ex. P.1.2 ), donc :l'altitude z est Ep

2
1 mg0 R
2 R + z

2
?ng0R
R + z

*o
R + z

1
Or Ec = — mv

2
U

a*=

E = E + E = -c p

2
1

2 R + z

• Variation de vitesse du satellite

On sait que :

u = Rg’/2(R + z)-V2

en différenciant on obtient :

du = RgQ2(-V2)(R+z)-3/2dz

ou :

2 (R + z)s/R + z

On constate que si dz > 0 on a du < 0. Une augmentation
d'altitude engendre une diminution de vitesse.

• Variation d’altitude du satellite

L'énergie mécanique du satellite est :

1 mëo r2
E = ” ~2 R + z

en différenciant on obtient :

1 2 — 2
dE = + — mg0R (R + z) dzZ

E = Ee

2
1

♦ E - ---------------------
' 2 R + z

2 (R + z)/r7z

soit :
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2dE(R + z)2
dz---------------------

fflg0R2

Figure 2.24

2
2dE(R + z)dz = ------------—

mg0 R

donc, si dE < 0 alors dz < 0.
Une diminution d’énergie entraîne une diminution d'al­

titude.

Remarque

Une force de freinage entraîne une diminution d'éner­
gie ( dE < 0 ), ce qui provoque une diminution d'altitude
( dz < 0 ) ; or ci-dessus nous avons vu qu’une diminution
d'altitude entraîne une augmentation de vitesse ( du > 0 ),
donc une force de freinage provoque une augmentation de
vitesse dans le cas d'un satellite.

On rappelle les caractéristiques du trièdre de Frenet
attaché au point M d'une courbe plane ( Fig. 2.23 ). Son
origine est le point M, on lui associe trois vecteurs unitai­
res :
—t porté par la tangente en ce point orientée convention­
nellement comme la courbe ;
— n porté par la normale et dirigé vers la partie concave
de la courbe ;
— u tel que u = t a n ; le trièdre t, n, u est direct.

Le trièdre de Frenet peut aussi être introduit dans le cas
d'un mouvement non plan ( courbe gauche ).

■ Exercice P.2.9
Une cuve cylindrique de rayon R et de longueur l est telle
que son axe soit horizontal. Elle contient un liquide sur
une hauteur h.

Calculer la variation de volume du liquide consécutive
à une diminution dh de la hauteur.

On voit que ( Fig. 2.24 ) :

R -Æ
cos a = —=—

K

et :

S = aR2 - ( R - h ) R sin a

d'où :
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V = £R [ aR - (R-A)sina]

en différenciant on obtient :

dV = f'aAa + f^Ah

soit encore : 

dV = £ R [ R - ( R - A ) cos a ] da + 0R ( sin a ) dA ]

mais R cos a = R - h et R sin ada = dA, d'où :

dV = £ R [ ( R - ( R - A ) cos a ) da + sin a dA ]
dV = «R [ ( R - ( R - h ) ) dA ■ + sin a Ah ]

K R sin a
2

dV = Ah l [ ( R - (R~ L_ + R Sin a ]
K sin a

[\ J2RA - A2
mais sin a = J 1 — cos a - ------ 5------ , donc :K

jl a v 2RA- A2
dV = dA0------ - -------

R

et :

dV = 21 J ZRh - h2 Ah

( évidemment 0 < A < 2R )

■ Exercice P.2.10*
La résistance dune thermistance est liée à la température

1 1a(--------)
absolue par sa relation R = Ro e T To ; Ro est la résis­
tance à TQ = 273 K eta une caractéristique delà thermis­
tance.

Déterminer le coefficient de température k
l'interpréter.

1 dR
” R" dT ;

dV - 21J2R/> - h2 dh

On sait que la résistance a pour expression :

R = Roe°<y To’
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ce qui permet d'écrire :

ln R = ln Ro + a ( -i- - )

d'où :

dR
R“

et :

1 dR a 1 dR a
ÏT dT = " “2

Ceci représente la variation relative de résistance rame­
née à un ohm pour une variation de température de un
Kelvin ( ou 1° C ).

Exemple
Sia = 3500 et si T =300 K, k = 0,039 ; la variation de

résistance est de 0,0390 Q, par ohm et par degré.

■ Exercice P.2.11
1. La pression en fonction de l'altitude est donnée par la

relation p = pQ e RT 0 en considérant g et T cons­
tantes ( ce qui n’est pas le cas dans la réalité ). Calculer la
variation relative de pression dp correspondant à une
variation d'altitude dz.

2. La pression en fonction de l'altitude est donnée par la
2M# z +2az

relation p = pQ e 2RTo c si on tient en plus compte
de la variation de température avec l'altitude. Calculer la
variation relative de pression correspondant à une varia­
tion d'altitude dz. En déduire la loi de variation de la tem­
pérature avec l'altitude.

1. Variation de la pression avec l'altitude en supposant
que la température est constante.

On sait que p = pQ e RT
En différenciant on obtient :

Inp = lnp0 — _(z-z0)
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ainsi :

2. En supposant que la température varie, la pression est
exprimée par :

.. 2 nM# z + 2oz
p = pQ e 2RTo a

donc :
2

M# z + 2oz
Inp - lnp0 2RTq a

et si l'on prend la dérivée logarithmique on obtient :

ou :

Mg
2RTQÛ ( 2z + 2a) dz

P
Mg z + a
RTÔ "~â~

En identifiant avec l'expression précédente il vient :
aT(z) = To -----u z + a

dp

P
Ma

- — dz
RT

dp

P

Mç z*a
RTÔVdz

T(z)-T0 —
B z>a

■ Exercice P.2.12 Ajustement linéaire

On étudie la caractéristique d'une pile. Pour ce faire, on
mesure la tension aux bornes de la pile et l'intensité du
courant qui la traverse. Les résultats sont les suivants:

UV 0,3 0,8 1,3 1,8 2,1 2,4

9,0 8,5 8,5 8,2 8,0 7,8

Représenter dans un repère l'ensemble des couples de
points. Déterminer l'équation u = /*(  i ) de la droite la plus
adaptée aux mesures. En déduire les caractéristiques de
la pile.

L'équation de la droite de régression de u en z est de la
forme :

95

u = ai + b
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avec :

ÏMÂ-nui _ _
a =----------------  et b = u - a i

v .2 -r-2
Zi,- - n i

_ 1 n _ i n
( on rappelle u = — E u-, i = — IL)

n »=1 n »=i
À partir des résultats expérimentaux on peut construire

le tableau suivant :

“i ‘i i? “Â

9,0 0,3 0,09 2,70
8,5 0,8 0,64 6,80
8,5 1,3 1,69 11,05
8,2 1,8 3,24 14,76
8,0 2,1 4,41 16,80
7,8 2,4 5,76 18,72

50,0 8,7 15,83 70,83

Les points expérimentaux sont représentés dans un re­
père ( i, u ) ( Fig. 2.25 ).

Le calcul donne :

et :

50 8,7
70,83 -

b b
a = -----------------—— = - 0,52

15,83- 6.(^)2
b

u - - 0,52 i ♦ 9,09

b = (-0,52)^ = 9,09
b b

soit finalement :

u = - 0,52 i + 9,09

On sait que la tension aux bornes d'une pile est de la
forme u = e - ri ainsi e = 9,09 V, tension à vide ou f.e.m
de la pile et r = 0,52 Q, résistance interne de la pile.

■ Exercice P.2.13

En thermodynamique on définit pour un gaz parfait ou
réel le coefficient de dilatation isobare à la température
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, le coefficient de dilatation isochore

, et le coefficientà la température T par /? = —

Tpar a = y

1 dp
dT

av
7t

de compressibilité isotherme par^r - - JL ÉY
v ldp À

1. Sachant que l'équation d'état du gaz peut se mettre sous 
la forme f( p, V, T ) = 0, différencier cette équation puis
faire successivement dp, dV dT nuis. En déduire la rela­
tion entre les dérivées partielles de V, T etp puis entre les 
coefficients a, P, Zp.
2. Le gaz obéit à l'équation d'étatpV = nRT. Calculer a,
P, Zp. Montrer que l'équation précédemment établie est
vérifiée.

l.Soit/Xp, V, T) = 0 l'équation d'état du gaz. En différen­
ciant on obtient :

^dp + ^dV + ^dT = 0
dp O V O 1

— Si dp = 0, ou p constante, alors :
*_f_

aVA aT
^T Jp " " 77

av
— Si dV = 0, ouV constant, alors :

aT
— Si dT = 0, ou T constante, alors :

LL< a p \ a v
lrvJT = "77

àp

On remarque que le produit des trois relations conduit
à:
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Cette relation a déjà été démontrée par une autre mé­
thode dans ce chapitre au paragraphe 2.5.

Or:

v (7t )p lâT

p 11t À, Ut

a - p0ZT

En remplaçant les dérivées partielles par leur expres­
sion dans ( 1 ) il vient : 

soit :

a = ppZ? ( 2 )

2. Si le gaz obéit à l'équation d'état pV = nRT on peut
écrire :

nR nR 1
= T et a = pV = ~T

nR nR 1
= v“ et P = pV = T

V ~ 1
=----- et Zt — —

P P

On remarque dans le cas particulier du gaz parfait
pour lequel a = -i-, p = et = — que la relation

a = p pZr est vérifiée.

■ Exercice P.2.14

1. On a montré (cf. Chap. 2,2.5.2 ) que pour un gaz le coef­
ficient calorimétrique l était égal à T f —. En expli-

\ a r jy
citant dH et dS et en utilisant le fait que ce sont des dif­

férentielles exactes montrer que h = - T
aV>
rrj.
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2. En identifiant les deux expressions possibles pour <5Q,
exprimer Cp - Cy en fonction de ê et h puis remplacer l
eth par leur valeur. Calculer alors Cp-Cv danslecas d'un
gaz parfait obéissant à l’équation d’état pV = nRT.

1. L'expression de la variation élémentaire d’enthalpie
est :

dH = <5Q + Vdp

or :

<5Q = CdT + hdp

donc :

dH = CdT + ( V + h ) dp

En utilisant le fait que dH soit une différentielle exacte,
il vient :

1 = f 3 (V+Æ) "I

soit :

3CP A  r av A
3 P zr v 3 )p

C 3 h \
Irrl (1)

C h
dT + Y dp. C'est<5QOn sait que dS = — ou dS =

une différentielle exacte, donc :

a T J
a p

a
( h >>
l t )

)p

et :

T v a p Jp
h 1 f "l
~2 + T l 3 T )p (2)

En identifiant ( 1 ) et ( 2 ) on obtient :

et :

aVA
ârJP

3 h A h
âT " " T

/ 3 h A
IM
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C - C - nR
p *

2. Les échanges élémentaires de quantité de chaleur sont
donnés par :

<5Q = + IdV

<5Q = CdT + hdp

En identifiant ces deux expressions on peut écrire :

CdT + hdp = CydT + £dV

soit :

(Cp - CJd/ = MV - hdp

or :

(3p \ ( 3NA1 = T[ÏT Jv et h = “ T[7T Jp

d'où :

<cp-c.>dT.T(|4)vavtT(|ï^

SipV = aRT alors (psi = et [pf 1 • y ■

H vient :

ou :

(Cp-C_)dT = nRT^+

(Cp - C„)T = nR

Mais si l’on fait la dérivée logarithmique de l'équation
d’état pV = nRT on obtient :

d'où :

dp dV dT■ ■ ■ «x —
p V T

Cp - Cv = nR

égalité connue sous le nom de relation de Mayer.
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■ Exercice P.2.15

On considère un champ de forces F défini par A - k ——ôr-----> ---- ♦
avec || OM || = r ; x, y, z étant les composantes de OM
dans un repère orthonormé.

1. Montrer que ce champ A dérive d’un potentiel V.

2. Déterminer ce potentiel en considérant qu’il est nul à
l'infini.

3. Répondre aux mêmes questions pour le champ A. dé-
— > -----►

fini par A1 = - k OM, son potentiel V1 étant nul au point
O.

Dans un premier temps on opère en coordonnées carté­
siennes.

1. Le champ défini par A = k est de type newto-

nien ( ou champ en — ). On sait qu'un champ A dérive

d'un potentiel V si ses projections sur trois axes orthonor­
més vérifient les relations :

A a V A - — A - aV
a X ’ y ~ 3 y' z à Z

Si cette fonction scalaireV existe, sa différentielle totale
peut s'écrire :

av av av ,
dV = —— dx + —— dy + —— dz3 x 3 y 3 z

ou :

dV = - Ax dx - Ay dy - A*  dz

sachant que c'est une différentielle exacte, les relations
suivantes doivent être vérifiées :

(2)

= kA

3 z

X
2 2 2 .3/2

a Az a Ax 3 A
7?’ (3)7z” = 77

i Ax a A
U)-r- = -r2,

3y 3x
avec :

A — £> __________ ï_______
y , 2 2 2 3/2

(x +y +z )
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Az = k
z

~2 2 2 3/2
(X +J + Z )

Calculons les différentielles partielles, soit :

aAx * r , f 2 2 2 . — 3/2
= — {kx(x + y +z ) ] 

= - 3fcxy ( x2 + .y2 + z2 )“ 5/2

Jx
r , , 2 2 2 T372 != 3— [ky (x + y + z ) ]o x

= -3^x(x2+/ + z2 )-5/2
On constate que la relation ( 1 ) est vérifiée. Un calcul

identique conduirait aux relations ( 2 ) et ( 3 ). On peut

donc dire que le champ de forces A = k —=- dérive d’unOr
potentiel V.

2. On va déterminer ce potentiel ; pour ce faire, on peut
écrire :

a _ aV _ kx
x” ax ’ + / 2 2 2.3/2

(x +y + z )

par intégration par rapport à x il vient : 

où ( y, z ) est une constante par rapport à x.
Puis :

A - 3V ky
y a v , 2 2 2.3/2

J (x + y + z )

par intégration par rapport à y il vient :

av  kz
dz ~ T”2 2 2 3/2

k
V = “2---------2---------0/2 + f2^X’Z>>

(x +y +z )
où f2 ( x, z ) est une constante par rapport à y.

Enfin :
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à l'infini le potentiel est nul donc C = 0 et :

où f3 ( x, y ) est une constante par rapport à z.
Les expressions de V sont toutes identiques ce qui impli­

que :

/*!  ( y, z ) = f2(xr z ) = f3(xt y) V x, y, z G JR

Donc ces fonctions ne peuvent être qu'une constante
pure. D’où :

k____________ . c
2 2 2 J/2

par intégration par rapport à z il vient :

= " 2 2 2 .1/2 +

Remarques

On a traité cet exercice en coordonnées cartésiennes ; un
choix plus judicieux des coordonnées permet de simplifier
la résolution, c'est pourquoi avant chaque exercice de ce
type, il est indispensable de déterminer les coordonnées
les plus adaptées.

■ >

Le champ défini par A = k est à symétrie sphé-
r

rique ; ses composantes en coordonnées sphériques sont:

k
A = —, A = 0, A = 0

r 2’ 9 ’ <p
r

—>
Si A dérive d'un potentiel alors :

0

iX = o,
de

dN A i
Ar = ---- , A„ = - —r dr o r

a =-_2-iX =
? r sin0 d (p

et dV = - A dr tout simplement.
Donc :

dV k
dr “ “ J 
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ce qui implique :

k
V = — + f(<p,3)

Comme le potentiel est nul à l'infini, f((p, 0) = 0, et :

* „ *v-- V = —f r

3. Le champ A1 tel que Aj = - k OM correspond aux
forces dites de rappel ( type élastique ).

Ce champ est également à symétrie sphérique, donc on
utilise les coordonnées sphériques :

Alr = - kr< Aie = °> Ai„ = 0

Si A1 dérive d'un potentiel Vj alors :

aVj ! aVi

'* 1’> r sin0 3<P

et :

dV1 = - Alrdr
soit :

dvl
~dT = kr

ce qui implique :
1 2

Vj = -kr + f^v.e )&

Or le potentiel est nul en r = 0, d'où :

= 0 ■

et :

V1 = ^kr2

■ Exercice P.2.16
Si une particule est soumise à l'action d'une force centrale
sa trajectoire est plane et peut être représentée dans son
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plan par des coordonnées polaires ( r, 0 ) telles que
-» pu
r = ------------- tp ete étant des caractéristiques de cette

1 + e cos0
trajectoire qui est une conique ( ellipse, parabole, hyper-

2 d0
bole ) ( Fig. 2.26 ). Sachant que r = C pour un tel

-> dr _>
mouvement ( loi des aires ), calculer u = , u = || v ||,
_> dû*
/= ^et/ = ||/| (.Vérifier que la résultante des forces est
centrale.

• Calcul de la vitesse

La vitesse est donnée par :

-> dr dr dO
V ~ d/ ” d0 dt

figure 2. 26

or :

soit :

P

mais

( 1 + e cos 0 ) u' + e sin 0 u
P L

soit :

( 1 + e cos 0 ) u ' + e sin 0 u

dr
d0

du -»
( 1 + e cos 0 ) — + e sin 0u

d0

' d0
> dt

2
( 1 + e cos 0 ) L

- Cv = —
P

du -»
= u ' est un vecteur unitaire "directement nor-

d0
mal" à u donc :

2 r-> r
v = —

dr* p du pue sin 0
de 1 + e cos e de ( 1 + e COS e )2

• Calcul de la norme de la vitesse

On obtient directement à partir de l’expression du vec­
teur vitesse :

C , 2.1/2
v = — ( 1 + 2e cos 0 + e )

P

• Calcul de l'accélération

L’accélération est donnée par :

c
♦ ecosfl)? ♦ esn eu

C y i/?
V = — (1 ♦ 2ecosô ♦

P
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r=-
P\ r J

avec :

du du d0
dï = dë d7

( 1 + e cos 0 ) u ' + e sin 0 u

soit encore si l'on dérive :

du
dâ

C
P

- e sin 0 u ' + ( 1 + e cos O ) ( - u )

+ e cos Ou + e sin Ou

et :

r2# = C
ainsi :

du' -* i. du C . %car — = - u , ce qui implique -vz = — (- u ), d ou :
Qu Qu p

du C •
-r =------ Oua/ p

On vérifie bien que /est dirigée vers le centre de force et
sa norme est :

1 c Ÿ
llrll - ------------

■ Exercice P.2.17

A l'instant t = 0, 3 chiens A, B, C sont situés aux trois
sommets d'un triangle équilatéral de côté a et se mettent
en mouvement. Le module de leur vitesse, identique pour
les trois chiens, est u. A se dirige constamment vers B, B
vers C, C vers A.
A quel instantles trois chiens se rencontrent-ils ? Donner
l'équation polaire de leur trajectoire.

Soient A, B, C les sommets du triangle équilatéral de
départ. De par la symétrie du mouvement à un instant f
quelconque les trois chiens sont encore aux sommets d'un 
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triangle équilatéral noté MNP ( Fig. 2.27 ). Soit O le cen­
tre du triangle équilatéral ABC donc de MNP. On pose
OM = ru.

Soit :

dOM dr -> dé?-»
U = —;------ = -r U + r jT P

dt dt df
Or:

u = - v cos pu + u sin Pp

Par identification on a :

= v sin pdr dé?
( 1 ) -j- = - v cos P et ( 2 ) r -r-di dt

Exploitons l'équation ( 1 ) :

r = — ( u cos P) t + cte

à t = 0, r0 = ( distance du centre O au sommet A ),
x/3

ce qui implique :
a

r = - ( v cos p)t + ----
x/3

n n
mais P = —, avec cos — =6 o

et la rencontre a

lorsque r = 0, c'est-à-dire au centre. D'où :

lieu

soit :

a 1
x/3 x/3

v -s-

2a
t = ô~3u

2a

3v

• Equation de la trajectoire

Nous avons vu que :

d0 . Qr — = v s\n p
di

donc :
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soit :

d0 v sin p
df / o \ a- ( v cos p ) t + ----

73

- dt

3 v cos p 

y/3 s/3
avec tan p = - et cos P =

o 2» 

dfl =____ ten^
a

/3
3

dO = --------  dt
2a
3v " 1

en intégrant on obtient :

0 = -

Si à t = 0, 6 = 0 In

3ut

2a

a

c-¥
avec t <

— et:
3u

730 = - V ln
O

. vt - ,, .mais -5- = -=------ -- , dou :
2 d x/3

ln
\ a J

■ Exercice P. 2.18

Un choix judicieux du type de coordonnées peut simplifier
la résolution d'une question. Reprendre en coordonnées
cylindriques d'origine O' l'exercice P. 1.4. vu en coordon­
nées cartésiennes ( Fig. 2.28 ).

1. Expression du moment cinétique aQ en O du point ma­
tériel M.

La définition du moment cinétique conduit à :
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aQ = OM a p

avec OM = 00’ + O’M et p = mu ; soit :

OM = - zk + pu
—♦ —>
p = mpcou1

On rappelle que co est la vitesse angulaire associée à la
vitesse linéaire v. On en déduit :

aQ = (- zk +pu')*(mpo)u l )

en effectuant on obtient :
I _>

ao = mpû)(zu + pk)

2. Calcul de ut
La dérivée du moment cinétique par rapport au temps

s'écrit :

dOo du
17 = mpœz Tt

En effet, la seule grandeur variable au cours du temps
est le vecteur unitaire u car la vitesse est constante.

Or:
du
dt =

( dérivée d'un vecteur unitaire ) donc :

d% 2 --j- = mp orz UjU*

3. Détermination du moment en O de la résultante des
forces appliquées au point M.

Le mouvement étant circulaire uniforme, la résultante
des forces est centripète et s'écrit :

f = - mpofu

son moment en O est alors :

ro = Ôm a f

ou :
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d°0
ro- dt

ro = (- zk + pu ) a ( - mpa?u)

ce qui donne :

To = mp(Lrzu1

On vérifie bien le théorème du moment cinétique à
savoir :
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Trigonométrie

1. RAPPELS ET COMPLÉMENTS DE MATHÉMATIQUES

1.1. Pourquoi la trigonométrie ?
La trigonométrie intervient principalement dans tous les
phénomènes d'oscillations et de vibrations que 1 on peut
rencontrer.

En mécanique :
— oscillations d'une masse à l'extrémité d un ressort ;
— vibrations d’une lame ;
— vibrations d'une corde tendue.

En acoustique :
— le son est une vibration des couches d'air ;
— les tuyaux sonores.

En électricité :
— le courant alternatif sinusoïdal ;
— les ondes électromagnétiques, composées dun champ
électrique et magnétique variant sinusoïdalement au
cours du temps.

En optique :
— la lumière est de nature vibratoire d'après la concep­
tion de Fresnel.

1.2. Trigonométrie classique

1. 2.1. Propriétés des fonctions trigonométriques

’ sin x : 2æ

Période de cos x :

. tan x : n
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• Domaine de définition de la fonction

sin : IR
cos : IR

n
tan : IR - ( — ( n ) )4M

• Propriétés ensemblistes
Sin et tan sont des fonctions impaires, cos est une fonc­

tion paire.
• Dérivées

1
( cos x )' = - sin x ; ( sin x )' = cos x ; (tan x )' = ——

cos x
• Tableaux des variations

X 0 æ/2 n

( cos x y 0 — 0

cosx *-l

x 0 n!2

( tan x )' +

tan x O'"'

»+°°

x 0 iti2 n

( sin x )' + 0 -

1

sin x
^0

1. 2. 2. Relations fondamentales

. 2 2 „ x 2 1
sin x + cos x = 1 1 + tan x = ——

• Arcs associés

cos x

tanx =
sin x 1
------ cotan x = ------cos x tan x

— Arcs opposés : x et - x
sin ( - x ) = - sin x
cos ( - x ) = cos x
tan ( - x ) = - tanx

— Arcs complémentaires : x et —— x

sin ( —— x ) = cos x

n
cos ( -^— x ) = sin x

. n 1
tan ( — — x ) = ------2 tan x
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—Arcs supplémentaires : x et n — x

sin ( n - x ') = sin x
co s ( k - x ) = - cos x
tan ( k - x ) = - tan x

— Arcs qui diffèrent de — : x et — + x£ £

sin ( + x ) = cosx

n
cos ( — + x ) = - sin x

. n x 1
tan ( — + x ) = - ------2 tan x

—Arcs qui diffèrent de n: x et k + x

sin ( n + x ) = - sin x
cos ( n + x ) = - cos x
tan ( n + x ) = tan x

1.2. 3. Formules d'addition et de duplication

cos ( a + b ) = cos a . cos b — sin a . sin b
cos (a — b ) = cos a . cos b + sin a . sin b
sin ( a + b ) = sin a . cos b + sin b . cos a
sin ( a - b ) = sin a . cos b - sin b . cos a

. , x tan a + tan b z t x tana ” tan
tan (a + b ) = ;------------- ----- r tan (a - b ) = ;-----?------- t---- r1 — tan a. tan b 1 + tan a. tan b

2
2t 1 _ t 2t x

sin x = ----- - , cos x = ----- - , tan x =----- - avec t = tan —
l+t2 1+t2 1-t2 2

sin 2 a = 2 sin a . cos a cos 2 a = cos2 a - sin2 a

sin 2 a 2 tan atan x n — —
cos 2 a = 2 cos2 a -1 (1)
cos 2 a = 1-2 sin 2 a ( 2 )

( 1 ) donne :
1 + cos 2 a

cos 2 a .1 — tan a

( 2)donne :
. 9 1 - cos 2 a

S,na _ 2 co s2 a - 2

1 — cos 2a = 2 sin2 a 1 + cos 2a = 2 cos2 a
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1.2.4. Formules de transformation de somme ou de différence en

produit

_ . P + q p-qsin p + sin q = 2 sin -y- . cos —y-
p-q P+qsin p - sin q = 2 sin —y- . cos -y—

p + q p-qco s p + cos q = 2 cos —5— . cos 9—Z-
p+q p-qcos p - cos g = - 2 sin . sin

On note également :

sin (p 4-g)
tan p + tan g = ---------------cos p . cos g

et :
sin(p-g)

tan p - tan g = ---------------cos p . cos g

1. 2. 5. Formules de linéarisation

cos a cos b = — [ cos ( a + b ) + cos (a - b ) ]
2

sin a sin & = — [ cos ( a - b ) - cos (a + b ) ]
2

sin a cos 6=À[sin(a + 6) + sin (a - b ) ]

1. 2. 6. Résolution d’équations trigonométriques

cos x = cos a <=>

sin x = sin a <=>

tan x = tan a <=>

x = a + k.2rt
ou k 6 Z

x = - a + k.2x

x = a + k.2n
OU k E Z

x = n - a + k.2n
x = a + k.n k E Z

Résolution d'équations du type : a cos x + b sin x = c,
(a # 0).

• Première méthode

On pose — = tan (p, l'équation devient :
ccos x + tan (p sin x = —
a
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soit encore :

c
— COSÛ)a

c
COS ( X — (p ) = — cos (p

2C 2
<; 1, c'est-à-direcos (p 1 ou encore

a
c2 £ a2 + 62, on pose — cosç? = cos 0 ; ce qui implique :a

x = (p ± 6 + k.2n

• Deuxième méthode
xOn pose t = tan — , l'équation devient :£

(a + c ) t2 - 2bt + c - a = 0

On résoud en t ; A' > 0 <=> b2 - ( c2 — a2 ) > 0, soit :

a2 + b2 - c2 > 0

On en déduit ensuite x.

1.2.7. Relations dans le triangle

ABC est un triangle de côtés AB = c ; BC = a ;
CA = b et d'angles Â , B, C avec Â + B + C = k.
• -Q.x - ~ - c * - 2R ; R rayon du cercle cir-

sin Â sin B sin C
conscrit.
• a2 = b2 + c2 - 2bc cos Â
et par permutation circulaire :

• b2 = a2 + c2 - 2ac cos B

• c2 = a2 + b2 - 2ab cos C
et :

1 1 - 1 , . A• S = — bc sin Â = — ca sin B = —- ab sin C - pr
2 2 2

où S, surface du triangle ;p, demi-périmètre ; r, rayon du
cercle inscrit.

1. 2. 8. Fonctions trigonométriques réciproques

• Sin est une fonction continue monotone strictement 

croissante de [ -   1 sur [- 1,11 et admet donc une
2’2

fonction réciproque notée Arc sin continue et monotone
strictementcroissante de [ -1,1 ] sur [ - K Fig. 3.1 ).
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On rappelle que ( Arc cos x )' =

• Cos est une fonction continue monotone strictement dé­
croissante de [ 0, æ] sur [ -1,1 ] et admet donc une fonction
réciproque notée Arc cos continue et monotone stricte­
ment décroissante de [ - 1,1 ] sur [ 0, n ] ( Fig. 3.2 ).

•Tan est une fonction continue monotone strictement

croissante de ]—ô"> V [ sur IR, et admet donc une fonc-
tion réciproque notée Arc tan continue et monotone stric­

tement croissante de IR sur ]—[ ( Fig. 3.3).b

On rappelle que ( Arc tan x )' = ------- -.
1 + x

On rappelle également que les représentations graphi­
ques d'une fonction et de sa réciproque sont symétriques
par rapport à la première bissectrice de l’angle formé par
les axes si ceux-ci sont normés.

On rappelle que ( Arc sin x )' =

• Tableaux des variations

X — oo + 00

( Arc tan x )’ +

Arc tan x 1

+

X -1 1

( Arc sin x )' Il + Il

Arc sinx

+

k 
|<nl

X -1 1

( Arc cos x )' II - Il

+

Arc cos x ^0

• Représentations graphiques

Sont représentées graphiquement les fonctions sin et
Arc sin ( Fig. 3.1 ), cos et Arc cos ( Fig. 3.2 ) et tan et Arc
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1.3. Trigonométrie hyperbolique

1.3.1. Définition et propriétés des fonctions trigonométriques hy­

perboliques

e2x + 1

On pose :

, ex + e x
chx =------------

2
X — X

( cosinus hyperbolique )

, e - eshx - -------------
2

2x

( sinus hyperbolique )

e " 1thX = 2x ( tangente hyperbolique )

• ch, sh et th sont définies sur IR.
• ch est une fonction paire, sh et th sont des fonctions
impaires.

ch2x

sh x = 0 <=> x = 0
• ch x > 0, VxelR; * shx > 0 <=> x > 0

. sh x <0 <=> x < 0

• Dérivées

( ch x )' = sh x ; ( sh x )' = ch x ; (th «>■-4

• Tableaux des variations

X 0 +°° x 0 +00 x 0 +00

( sh x )' + ( ch x y + ( th x )' +

shx
00

0^^
ch x

»*  + 00

th x
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1.3.2. Relations fondamentales

V2 V2 1ch x - sh x = 1 1 - th2x = —L
ch x

, sh x
th x = -r—ch x coth x = -r—th x

1.3. 3. Formules d'addition et de duplication

On sait que :

eJX = cos x + j sin x
( ç£. Chap. 4 ;

et :

e = cos x - j sin x

d’où :

e7'1 + e~jx
cosx = 2

J*  „~JXe — e
sinx = -------------

2j

avec j2 = nombre complexe de module 1 et d'argu
4 Kment —.JW

H en résulte :

ch ( jx ) = cos x et sh ( jx ) = j sin x

Remarque

Le physicien prend la notation j pour éviter la confusion
en électricité avec i intensité du courant.

On peut en déduire les résultats :

ch ( a + b )
ch ( a - b )
sh ( a + 6 )
sh ( a - b )

th ( a +

= ch a . ch b
= ch a . ch b
= sh a . ch b
= sh a . ch b

h} -
1 + th c

+ sh a . sh b
— sh a . sh b
+ sh b . ch a
- sh b . ch a
th h
t. th b

th ( a -
th a - th b

1 - th a . th b
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sh 2a = 2 sh a . ch a ch 2 a = ch2 a + sh2 a
= 2 ch2 a - 1
= 1 + 2 sh2 a

zi , 2 ch 2a - 1Il en résulte sh a = ------- ------ et

2 ch 2a + 1
ch a = ----- -------

ou :
ch 2a - 1 = 2sh2 a et ch 2a + 1 = 2ch2 a

th 2a =
2th a

2
1 + th a

produit

1.3.4. Formules de transformation de somme ou de différence en

ch p + ch q o , P + <7 , P-Q= 2ch 2 ' Ch 2

ch p — ch q o ,P + <7 i P-Q= 2sh 2 ' Sh 2

sh p + sh g , p + q , p-q
= 2sh~rch —

sh p - sh g „ , P-Q u p + q= 2sh 2 ■ ch 2

On note également :
sh (p + q)
ch p .ch q

th p - th q
sh (p - g)
ch p . ch q

1.3.5. Formules de linéarisation

cha.chô = — [ch (a + 6) + ch (a - 6)]

sha.shô = — [ch (a + 6) - ch (a - 6)]

sh a . ch 6 = — [sh(a + 6) + sh(a - 6)]
_________
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1.3. 6. Fonctions hyperboliques réciproques

• Sh est une fonction continue, monotone strictement
croissante de IR dans IR et admet donc une fonction réci­
proque notée Arg sh continue et monotone strictement
croissante de IR sur IR ( Fig. 3.4 ).

On rappelle que ( Arg sh x )’ =

• Ch est une fonction continue monotone strictement 
croissante de [0, + <~[ sur [1, +«>[. Elle admet donc une
fonction réciproque notée Arg ch continue, monotone
strictement croissante de [ 1, + «> [ sur [ 0, + «> [ ( Fig. 3.5 ).

On rappelle que ( Arg ch x )' = — , ( x > 1 ).
ZTTi

• Th est une fonction continue, monotone strictement
croissante de ] - + <*>[  sur ] - 1, 1 [ et admet donc une
fonction réciproque notée Arg th continue, monotone stric­
tement croissante de ] -1,1 [ sur ] -  OO( -f- oo [ ( Fig. 3. 6).

On rappelle que ( Arg th x )' = —-—- , ( | x | < 1 ).
1 - X

• Tableaux des variations

X — oo + oo

(Argsh x)' +

Arg sh x
+ oo

— oo

X -1 1

( Arg th x )’ +

Arg th x
— oo

+ 00

X 1 + oo

( Arg ch x )' II +

Arg ch x

(y

+ oo

• Représentations graphiques

Sontreprésentées graphiquement! es fonctions sh etArgsh
(Fig.3.4),ch etArgch(Fig.3.5)etthetArgth(Fig.3.6).

Figure 3.4
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• Autres expressions des fonctions hyperboliques réci­
proques

7 2
1 + X )

Arg ch x = In ( x + Jx' - 1), ( x > 1 )

Argthx = 1-ln Î-LZ, (|x| < 1 )
À — X

Arg coth x = -^ In * * * , ( | x | > 1 )
X “ 1

2. APPLICATIONS À LA PHYSIQUE

Une application importante de la trigonométrie réside
dans l’étude des mouvements vibratoires ( phénomènes
périodiques sinusoïdaux par exemple ).

2.1. Définition des phénomènes vibratoires

On appelle mouvement vibratoire un mouvement pério­
dique, rapide s’effectuant de part et d'autre d'une position
d'équilibre stable. Tout point animé d'un tel mouvement
est caractérisé par un paramètre s appelé élongation qui
mesure à chaque instant la valeur algébrique de sa dis­
tance à la position d'équilibre :

s = F ( t ) = ÔÂ ( Fig. 3. 7 )

F est une fonction périodique si V i 6R+, 3 T/
F(t + *T)  = FU),fc eN.

On appelle fréquence le nombre de périodes par unité
de temps :

Figure 3.7
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S = So COS ( (1)1 ♦ Ç? )

T s'exprime en seconde etfen hertz ( Hz ).
On appelle amplitude du mouvement l’écart maximal

du point en vibration par rapport à sa position d'équilibre.
On peut encore dire que l’amplitude est égale à la valeur
absolue de l'élongation maximale.

2.2. Cas particulier des vibrations sinusoïdales

On dit qu'un mouvement vibratoire est sinusoïdal quand
l'élongation du point vibrant est une fonction sinusoïdale
du temps, ainsi :

s = s0 cos ( (ùt + (p )

on pourrait indifféremment poser :

s = sQ sin ( (ùt + (p' )

â>- 2k f

s

Figure 3.8

avec (p = (p + — ; s, élongation du point vibrant ; s0,
amplitude toujours positive ; û), pulsation du mouvement
liée à la période et à la fréquence par les relations (û -
2 n
■=■ et â) = 2nf\ (p, phase à l'instant t = 0 ; cette constante
1 si
telle que cosp = — caractérise la position s. du mobile

so
à l'instant origine par rapport au décalage maximal s0
qu'il peut avoir ( Fig. 3. 8 ).

Exemples

Si (p s 0, = s0, le point est écarté au maximum dans
le sens positif à t = 0.

Sip = •£, s. = 0, le point part de la position d'équili-

bre ; s. est donc l'élongation à t = 0.

Remarques

— On verra, dans le chapitre sur les nombres complexes,
qu'à toute vibration sinusoïdale de la forme :

s = s0 cos ( (ùt + (p )

on peut associer une grandeur complexe :

s = soe-'(<ü/ + ’>)

Les propriétés des nombres complexes nous permettent
dans la plupart des cas de résoudre simplement les pro­
blèmes sur la propagation et sur la superposition des phé­
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ecre décomposée a une maniéré unique en ui
fonctions sinusoïdales de fréquences f, 2f,...

avec : 
T

F(t)df

F( t ) ( sin 2itnft ) ât

o
et :

T

F(i ) ( cos2nnft ) di

o

T

nomènes vibratoires.
— Comme on l'a déjà remarqué au début de ce chapitre,
les phénomènes périodiques sinusoïdaux sont très nom­
breux en Physique.

Il faut cependant faire une distinction entre tous ces
exemples très divers, chacun ayant en plus de son carac­
tère commun sinusoïdal, un caractère qui lui est propre.
— Théorème de Fourier

L'importance du caractère sinusoïdal est encore accrue
lorsque l'on connaît cette propriété.
Toute fonction périodique quelconque de fréquencefpeut
être décomposée d'une manière unique en une somme de

.. nf, dont les
amplitudes et les phases initiales sont bien déterminées.

Soit :

1
so — ■Jp'

+ ax sin 2jtft + a2 sin 2n2ft + ...
sir\2nnft + bx cos2itft + b2 cos2n2ft + ...
cos 2nnft

2
an “ ■'p’

\=4

F( t ) = s0 + Sj cos ( 2nft + <px ) + s2 cos ( 2ic.2ft + (p2)
+...+ sn cos ( 2n.nft + (pn)

s0 ou plusieurs des amplitudes pouvant être nulles.
Le terme Sj cos ( 2nft + (px ), de même fréquence que le

mouvement vibratoire initial, est appelé composante
fondamentale, les autres sont les harmoniques d’ordre 2,
3,.. n.

F( t ) peut aussi s'écrire sous la forme :

F(i) = so
an
bn

0
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d2s
d/2 * û?s - 0

Si la fonction F est paire les coefficients an sont nuis.
Si la fonction F est impaire les coefficients bn sont nuis.

2.3. Énergie de vibration

On considère un phénomène vibratoire dont l’élonga­
tion est de la forme :

s = s0 cos ( (ùt + (p )

en dérivant par rapport au temps une première fois on
obtient :

ds
— = s = - cosn sin ( œt + (p)dt u

puis en dérivant à nouveau il vient :

d2* 2 / x
—- = s = - Û) SQ cos ( 0)1 + (p )
<k

soit : 

ainsi l'équation différentielle dont s est la solution est de
la forme :

d2s 2
-- r + OTS = 0
dt

ou :

s + oPs = 0

2. 3.1. Étude de deux cas particuliers

• En mécanique

On considère un point matériel de masse m écarté de sa
position d'équilibre puis abandonné à lui-même soumis à
une force de rappel du type - ks, s étant son élongation
à l'instant t.

L'équation différentielle de son mouvement s'écrit :

m^=-ks (D

ou :



Trigonométrie 125

soit :

d% _
m —- + ks = O

dt

d% « n
—- + (U S - 0
dt

2 kavec (u = —m

et:

s = s0 cos ( (ût + (p )

Le second membre de l'équation ( 1 ) représente une
1 2

force qui dérive d’une énergie potentielle U = — ks .
xi

D'autre partie point matériel a une énergie cinétique :
1 2

Ec = — mv , avec u = s = - (ûsq sin ( (ût + (p).

L'énergie mécanique totale est :

E = E + U
c

ce qui équivaut à :

E = -i- nu?s20 sin2 ( (ût + (p ) + y &s2cos2( (ût + (p ) 

or :

ma? - k

d'où :
1 L 2

E = —/js0 = cte
2^

L'énergie totale d'un tel oscillateur est proportionnelle
au carré de l'amplitude de vibration, de plus elle est cons­
tante. Un tel système est dit conservatif. Ceci n est vrai
que si l'on exclut les frottements.

• En électricité
On considère le circuit oscillant formé d un condensa­

teur de capacité C portant initialement la charge q0 et
d'une bobine non résistive mais d'inductance L, q étant
la charge du condensateur à l'instant t.

L'équation différentielle est :
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L'énergie emmagasinée dans le condensateur est :

mais :

dsEn effet, multiplions les deux termes par -r- il vient :
di

A2 A J
a s ds 9 ds

d2s 9
—- + ÛFS = 0
de

2 1
avec cû = .

CL
Ainsi :

E. = - — = cte
< 2 C

dq dç
0I*’ * = dê = Qq cos ( cot + (p ) ( ou i = - selon les
conventions ) ; soit :

i = - qQ cû sin ( eût + <p )

E
c 2 C

L'énergie électromagnétique de la bobine s'écrit :

EB=2-Li2

2
__ 1 Q0

E‘ “ 2 C " Cte

L'énergie du circuit oscillant est proportionnelle au
carré de l'amplitude de la grandeur vibratoire, ici q.

Ceci constitue une propriété générale des oscillateurs
dont l’évolution obéit à une équation différentielle du
type:

,2
T d q qL —- + -p - 0

d? C

2
1 2. . 1 2 2 . 2 z , x

Er = — — cos (eût + (p) + —Lqoeû sin ( eût + (p )

E = E„ + Erl V D
ce qui implique :
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soit :

2

( s2 ) = 0

d'où :

1 d
2 d/

1 __
~2 l dt a7s2 = cte£

ds ?

et : 

n- s2 a? sin2 ( o)t + (p ) + -y SqO^cos2 ( (ût + (p ) = y a?so
a a **

Au coefficient près l'un des termes représente une éner-
2

• i 1 ( ds A 1 a o zgie de mouvement — I — et 1 autre — ars une énergie
2 \ di )

"d'état", la somme des deux étant toujours, à un coef­
ficient près, égale à l'énergie totale de l'oscillateur.

2.3.2. Conclusion

L'énergie totale d'un oscillateur est proportionnelle au
carré de l'amplitude de l'oscillateur :

E = Ksq

Ce que l'on vient de voir pour un phénomène mécanique
et un phénomène électrique s'applique à tous les oscilla­
teurs :
— L'énergie lumineuse ou intensité lumineuse est pro­
portionnelle au carré de l'amplitude vibratoire de 1 onde
lumineuse.
— L'énergie sonore ou intensité sonore est proportion­
nelle au carré de l'amplitude vibratoire de 1 onde sonore.
— L'énergie électromagnétique en un point sera propor­
tionnelle au carré de l'amplitude vibratoire du champ
électrique et du champ magnétique :

i . i ■£

2e»E-+ 2

Remarque
Si cette énergie n'est pas constante on dit qu il y a amor- 
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tissementdes oscillations ; ainsi E = Ks0 décroît,ce qui
implique que sQ décroit.

2.4. Représentation de Fresnel

Figure 3.9

On sait que la projection sur un axe de l'extrémité d'un
vecteur tournant avec une vitesse angulaire constante est
animée d’un mouvement sinusoïdal d'amplitude égale à
la norme de ce vecteur, de pulsation égale à la vitesse
angulaire, de phase à l'origine égale à l'angle que fait le
vecteur avec l'axe à t = 0.

Réciproquement à toute fonction sinusoïdale de la forme
s = s0 cos ( (ùt + (p ) on peut faire correspondre un vecteur
tournant OP tel que || OP II = s0 ( Fig. 3. 9 ).

La représentation de Fresnel consiste à donner l'image
de ce vecteur à l'instant t = 0.

2.5. Déphasage ou différence de phase

Si l'on compare deux mouvements périodiques sinusoï­
daux de même fréquence caractérisant deux points :

s. = sn cos ( (ùt + (p. ) et s„ = sn cos ( (ùt + <p9)i u J * i z U2

on appelle déphasage ou différence de phase entre les
deux points vibrants le terme :

&(p = ( (ùt + (p2 ) - ( (ùt + (pY )

soit :

à(p = (p2 - (pï ( Fig. 3. 10 )

Si &(p > 0, on dit que le point 2 est en avance de phase
sur le point 1 ; si &<p < 0, il est en retard de phase.

Au déphasage on peut associer le décalage horaire :

Af = ^2 ~
û) (ù

• Valeurs particulières du déphasage

Si &(p = 0 ( 2æ), on dit que les points considérés vibrenten
phase, le décalage horaire est alors 0 = 0 ( T ) ; les élonga­
tions s'annulent aux mêmes instants et passent par leurs
extrêmes égal ement aux mêmes instants ( Fig.3.11 ).
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Si à(p = 2æ), on dit que les points considérés vibrent
en opposition de phase, le décalage horaire est alors

T
6 = ( T ) ; les élongations s'annulent simultanément
mais lorsqu'un point passe par son élongation maximale,
l'autre passe par son élongation minimale ( Fig. 3. 12 ).

SiAp= ~-(æ), les points considérés vibr ent en quadra-* T T
ture, le décalage horaire est 0 = — ( ) ; si l'élonga-
tion d'un point est nulle, l'autre est maximale ou mini­
male ( Fig. 3. 13 ).

2.6. Superposition de deux phénomènes vibratoires de
même période

On considère deux vibrations de même période qui affec­
tent simultanément le même point M :

Sj = sQ cos( (ût + rpr ) et s2 = sQ cos( (ût + (p2 )
1 2

Remarque

s peut être considéré comme une grandeur vectorielle
car la vibration se fait effectivement dans une direction
que l'on ne doit pas confondre avec la direction de propa­
gation.

On admet que la vibration résultante du point M est :

s*=  + ~s2 = Sq cos( (ût + (px ) +^0 cos ( û)t + <p2)
1 2

Dans le cas particulier des vibrations de même direction
alors :

s = s1 + s2 = s0 cos( (ût + (px ) + s0 cos( (ût + (p2)
1 2

il faut faire la somme de deux grandeurs sinusoïdales et
si s0 * s0 le plus simple est d'utiliser la représentation
de Fresnel : à s j est associé le vecteur OPj ; à s2 est associé
le vecteur OP2.

Le quadrilatère OP.PPo tourne sans se déformer et à
chaque instant :

OH = ÔHi + ÔH2 ( Fig. 3. 14 )

or OHI représente sp OH2 représente $2, donc OH =
OHj + OH2 représente s. Ainsi OP qui lui correspond 

3-3t ♦32-^cos(û>U <p, ) + 30^cos(o>/+ <p2}
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Vin’’i * V"”*

tan ç> ______________________
so1cos’,1 + so2cos^

est le vecteur associé à s qui tourne à la même vitesse co
que les autres vecteurs et sans se déformer, donc s est de
la forme sQ cos ( (ot + (p ). La relation du théorème de
Pythagore généralisé appliquée à OPXP nous donne :

so = soî + so2 + 2s01 s02 cos ( <P2 - «’l >

soit :

S0 = / S0, +S022 + 2s01S02COs(

et :

s0 sin + s0 sin
tan (p = ------------------------------

sOi cos + sÛ2 cos

On constatera que la représentation complexe conduit
à ce résultat.

2.7. Propagation d'un phénomène vibratoire sinusoïdal

2.7.1. Mise en évidence de la propagation

En général, si un point d'un milieu subit une déforma­
tion, celle-ci se répercute sur le point voisin et ainsi de
suite, de proche en proche, tous les points du milieu sont
affectés, on dit qu'il y a propagation d'une onde élastique
de déformation. Tous les phénomènes ondulatoires pos­
sèdent certaines propriétés communes que nous allons
exposer :
— La propagation d'une onde correspond à un transport
d'énergie. Pendant le passage de l'onde, chaque point du
milieu subit une vibration, il est alors équivalent à un
oscillateur dont l'énergie est proportionnelle au carré de
l'amplitude vibratoire.
—Pour que la propagation de l'onde s'effectue, il faut qu'il
y ait un support matériel susceptible de se déformer
temporairement puis de revenir ensuite à sa position
initiale, on dit qu'un tel milieu est élastique ( en mécani­
que: le fil ; en électricité : les électrons ; en acoustique : les
couches d'air ). Seules échappent à cette exigence les
ondes électromagnétiques qui se propagent même dans le
vide.
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— Si le milieu est homogène et isotrope, la célérité de
l'onde est la même en tout point et dans toutes les direc­
tions du milieu. Cette célérité ne dépend en général que
de la nature du milieu et de son état. Il est à remarquer
que le terme célérité s'emploie pour les ondes qui ne
correspondent pas à un transfert de matière par opposi­
tion au terme de vitesse qui correspond lui à un déplace­
ment matériel.
— L'onde peut se déplacer à partir d'une source ponc­
tuelle dans l'espace à trois dimensions ; si cet espace est
homogène et isotrope le front de l'onde est sphérique
( exemple : le son ).
— L'onde peut se déplacer à partir d'une source ponc­
tuelle dans l'espace à deux dimensions ; si cet espace est
homogène et isotrope le front de l’onde est circulaire
(exemple: perturbation ponctuelle en un point de la sur­
face d'un liquide ).
— Enfin l'onde peut se déplacer à partir d'une source
ponctuelle ou de petite dimension selon une direction
( exemples : onde le long d'un fil tendu ; onde dans un
ressort ; onde dans un tuyau sonore ). L'équation de
propagation de cette onde est alors :

a2f_ 2 a2/

2 “ c 2

a t

que l’on appelle équation aux dérivées partielles. Cette
équation est générale et s'applique à de nombreux phéno­
mènes vibratoires ( ç£. Tableau ci-dessous ).

Milieu de propagation Célérité de l'onde

• Le long d'un ressort

avec k, raideur du res­
sort et /z, masse par unité
de longueur

• Le long d'un fil tendu
2 T

• c = —
V

avec T, tension du fil et
/z, masse par unité de
longueur
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( onde électromagnétique ) 00
c = 3.108 m.s-1

Milieu de propagation Célérité de l'onde

• Dans un fluide 2 1• C = ---
XP

avec %, compressibilité
isotherme du fluide etp,
masse volumique

• Dans un solide 2 E
• c = —

P
avec E, module de Young
et p, masse volumique

• Dans un fil électrique
( onde de courant )

2 1
•c
avec A, auto-inductance
par unité de longueur et
y, capacité par unité de
longueur

• Dans le vide 2 1• c = -----

2. 7. 2. Onde progressive

On va étudier succinctement les solutions de l'équation
de propagation :

V 2 3 2 f
2 “ C 2

3t 3x
Si l'onde peut se déplacer dans un milieu illimité selon

la direction x Ox les solutions sont de la forme :

s (x, t ) = f\ (t - — ) + f2(t + — )
c c

X X
avec f, ( t------) etf2 ( t + — ), deux fonctions qui ca-c c
ractérisent l'onde progressive.

x
Pour ( t - — ), cela signifie que tout point M du mi­

lieu, d'abscisse x > 0 par rapport à l'origine O, subit la
même déformation que le point d'origine O mais avec un

x
retard = — si l'onde se déplace dans le sens positif.

Pourf2(f + y ) tout point M du milieu, d'abscisse x >0

par rapport à l'origine O subit la même déformation que 
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le point origine O mais avec une avance 09 = — si l'ondez c
se propage dans le sens négatif.

En général l'une des fonctions est identiquement nulle,
cela signifie qu'il n'existe qu'une seule onde se propageant
soit dans le sens positif, soit dans le sens négatif.

Par exemple onde dans le sens positif :

s ( x, t) = fy ( t - — )c
Les ondes les plus répandues correspondent aux mouve­

ments vibratoires sinusoïdaux ainsi :
x

s = SnCOSO)(t------)u c
soit :

z , û) .S ( X, t ) = Sn COS ((ût------ x )u c
, CO ,on pose k = — , on peut alors noter :

s ( x, t ) = s0 cos ( cot - kx)
s(xj) - s0cos(œf - tor)

• s (r, t ) double fonction périodique

— s est fonction périodique du temps (t) de période T et

de pulsation co telle que T = — ; ainsi tout point du mi-
co

lieu reproduit une déformation identique à deux instants
séparés par T ( Fig. 3. 15 ).
— s est une fonction périodique des espaces (x) de période

Aetde pulsation k telle que A = -r, A est appelée longueurK
d'onde ; ainsi deux points du milieu distants de A ont à
chaque instant le même mouvement ( Fig. 3. 16 ). Figure 3.15

Plus généralement si l'onde se propage dans l'espace à
trois dimensions, l'équation de propagation peut s'écrire :

32f 2f 3*f  d2f
2 ” C 2 + 2 +

31 V 3 x 3 y 

LL}

3 z j
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l'une des solutions est :

s ( r, t ) = s0 cos ( (ût - kJr)

avecr = OM = x i + yj + z k1 et ( i,j, ) vecteurs
unitaires du repère. Il est à remarquer que l'on prend
comme vecteur unitaire pour éviter la confusion avec
k vecteur d'onde.

Une onde est dite plane de direction i vecteur unitaire
de Ox si s n'est fonction que de x et de t. On peut alors
poser :

k = ( vecteur d'onde )

et l'on détermine l'ensemble des points atteints simulta­
nément par l'onde ( ces points vibrent en phase ) :

k .OM = cte

soit :

k .OM = k (x i + y j + z

?.ÔM = kx

en effet AJ = k.k^ = 0 car ces vecteurs sont orthogonaux.
Ce qui implique :

x = cte

Ce sont des points contenus dans des plans perpendicu­
laires à la direction de propagation que l'on appelle plans
d'onde.

Une onde plane se propage donc dans une direction bien
déterminée et en ce sens est identique à une onde dans un
milieu à une dimension que l’on peut alors considérer
comme un cas particulier de la précédente. Les points
vibrant en phase sont situés dans des plans distants de Â
selon la direction de propagation ( Fig. 3. 17 ).



Trigonométrie 135

Remarques
— Une onde se propageant dans toutes les directions
( milieu à 3 dimensions ou à 2 dimensions ) a un amortis­
sement "naturel” dû à la répartition de l'énergie sur un
front surfacique ( ou linéique ) de plus en plus important,
mais l'énergie globale de la déformation se conserve.
—Une onde se propageant dans un milieu unidimension­
nel n'a pas normalement d'amortissement naturel. Ce­
pendant, en plus de l'amortissement naturel lorsqu'il
existe, il peut se superposer, ce qui est fréquemment le
cas, un amortissement dû au défaut d'élasticité du milieu
propagateur, ainsi une partie de l’énergie est consommée
et l'amplitude s0 de la vibration décroît.
— Il ne faut pas confondre célérité de l'onde c et vitesse
d'un point vibrant. L'élongation d'un point s'écrit :

s ( x, t ) = sQ cos ( cot -kx)

La vitesse de ce point à un instant donné est :
v = s = - s0 (û sin ( (ùt - kx )

alors que la célérité de l'onde est c = -r- constante.K

2.8. Phénomène d'interférence

2. 8.1. Définition

On considère deux sources synchrones Sj et S2 c’est-à-
dire de même fréquence et dont le déphasage au cours du
temps reste constant. Elles émettent des vibrations qui se
propagent sous forme d'ondes de déformation dans le
milieu. Si ces ondes se superposent en un point de ce
milieu, on dit qu’il y a interférence et l’on admet que
l'élongation du point affecté est de la forme :

—> —» —>
S = S1 + S2

ou si les vibrations sont de même direction s = Sj + s2-

Remarque
Il faut distinguer la direction de la vibration qui peut

être dans la plupart des cas transversale ou longitudi­
nale, de la direction de propagation des ondes.

Le phénomène d'interférence est général ; il peut con­
duire à une amplification de l'état vibratoire ou, à l'in­
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verse, en certains points à une annihilation de la vibra­
tion :
— En mécanique : propagation à la surface d'un liquide
( zones de repos, zones de mouvement accru ).
— En acoustique : propagation d'un son ( zones de
silence, zones de bruit amplifié ).
— En optique : propagation d'ondes lumineuses ( zones
d'obscurité, zones d'éclairement accru ).

2. 8. 2. Interférences optiques

On peut donner quelques notions succinctes de ce phé­
nomène en optique.

On considère l'expérience des trous de Young.
Une source lumineuse ponctuelle monochromatique S

est placée derrière un premier écran dans lequel on a pra­
tiqué deux trous relativement fins Sj et S2 ( Fig. 3. 18 ).

En avant de ce premier écran, on place un second écran
qui lui est parallèle et sur lequel on observe le phénomène
lumineux. Au centre de l'écran apparaissent des franges
pratiquement rectilignes alternativement cl aires et som­
bres et équidistantes les unes des autres.

Interprétation

On suppose que S est positionnée symétriquement par
rapport à et S2. On pose :

SO’ = d
0'0 = D
SjS2 = a « d ou D

La source ponctuelle monochromatique S émet une vi­
bration lumineuse qui se propage dans toutes les direc- 
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fions ( onde sphérique ), son élongation peut s’écrire :
s ( 0, t ) = sQ cos ( (Dt + (pQ )

L'élongation d’un point situé à la distance r de la source
est alors :

, < 27tr.s (r,t) = s0 cos (û)t + (pQ-----— )

et au niveau des trous S1 et S2 ( r1 = r2 ) on a :

2nr.
= s2 ( r2, i ) = s0 cos ( (ùt + (pQ---------)

Pour des raisons de commodité on peut choisir <p0 tel que
2nr

<PQ----- —1 = 0, ce qui implique :

Si ( rp t) = S2 ( r2, t ) = So cos ( eût )

Remarque

On admet que les vibrations sont de même direction car
a « d. On pourrait alors penser que la lumière qui tra­
verse l’écran en Sj ou S2 se propage rectilignement selon
les directions SS! et SS2 ; en réalité les trous étant petits
ils vérifient le principe de Huyghens : chaque point Sj ou
S2 se comporte comme une nouvelle source ponctuelle qui
émet des ondes dans toutes les directions. C'est le phéno­
mène de diffraction.

On peut donc considérer S. et So comme deux sources
ponctuelles monochromatiques, identiques donc cohé­
rentes entre elles, appelées sources secondaires et telles
que :

2irt
Sj ( 0, t ) = s2 ( 0, t) = s0 c°s -Tjr

en prenant une nouvelle origine des espaces qui est
chacune des sources secondaires.

On étudie l'éclairement en un point M au voisinage du---- >
centre de l'écran défini par OM (x,y ) où se superposent
les deux ondes provenant de ST et S2. La vibration
provenant de Sj provoque une "déformation" en M définie
par :

2nd.
s1(dvt') = s0cos(-^------ ^—)
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avecdj = SjM.
La vibration provenant de S2 provoque une "déforma­

tion" en M définie par :

s2(d2, t) = s0cos(-^- - A '

avec d2 = S2M.
Si l'on admet que les vibrations sont de même direction,

ce qui est pratiquement le cas car les plans d'ondes sont
sensiblement parallèles (a, x, y sont très faibles devant
D ), on peut écrire :

s (M, t ) = s 1 (dp J) + s2 (d2, t )

2nt ,2nts(M, t) = s0cos( —----- —) + s0 cos ( -Tp--------j-*)  

soit :

n ( 2irt
s(M,f) = 2s_ cos — (d9-d,)-cos

0 Â 2 1 T

d'où l'amplitude de la vibration résultante est :

SQ = 2s0cos (d2 - d. )
A

or l'éclairement de l'écran est proportionnel au carré de
l'amplitude de la vibration puisque c'est une énergie
vibratoire ; ce qui implique :

E = 4 Sq cos2 y (d2 - dj )

Si l'on pose 5 = do - d., différence de marche des rayons
dans le vide ( ou l'air ce qui est très peu différent ) on
obtient :

— (d, + d2)
Â

soit :

on peut alors poser :

t 2 2 nÔE = k 4s0 cos -y- 

E = k 2 Sq ( 1 + cos )
A

Eq = k2s20
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et :

E = Eq(1 + cos^-°)

• Calcul de la différence de marche Ô

Le repère ( O, x*,ÿ*,  ?) est direct ( Fig. 3. 19 ).

Onpeutposer Sj ( y, 0, - D ) ; S2 ( - y, 0, - D ) ; M
(x,y, 0 ). Ainsi :

x

on en déduit :

ou :

y
D

a
2

a
~ ~2
y
D

>2 2 a 2 a 2d2 - dy = (x + — ) - (x - — )

S2M = OM - OS2 =

SXM = OM - OSj =

d2^ = SjM2 = ( x - )2 + y2 + D2

d2 = S2M2 = ( x + -y )2 + j2 + D2

ce qui implique :

2ità

2 2
d2 - dy = 2ax

maisd2 - dy = 5 est petit devant D, on peut alors écrire:

d9 + d. « 2D

soit :

Ô. 2D = 2ax
et :

d’où l'éclairement :

E = E0(l + cos 27vax
“D"
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• Étude de la fonction d'éclairement

La fonction d'éclairement peut s'annuler, ce qui corres-
pond à :

2nax
““ AD " 1

donc :

2tkix „
-æ + p2æ, peZ

et :

x AD AD
= 27 + pT

Ces points d'éclairement nuis sont situés sur des droites
parallèles à l’axe Oy. Ce sont les franges sombres.

Les points d'éclairement maximal correspondent à :

2nnx
cos -■ = 1 donc E = 2E0

X. U

soit :

2æox _
= p 2n, p eZ

et :

Ces points d'éclairement maximal sont situés sur des
droites parallèles à l'axe Oy en particulier les points de
cet axe en font partie. Ce sont les franges claires.

Entre les franges sombres et claires, on trouve l'éclaire­
ment intermédiaire (Fig. 3. 20 ).
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2.9. Ondes stationnaires

onde réfléchie

Figure 3.21

ÂD
a

On appelle interfrange la distance séparantle centre de
deux franges claires ou de deux franges sombres consécu­
tives.

On constate que :

x-------------- *
onde incidente

2.9.1. Ondes stationnaires simples

Il s'agit d'un cas particulier du phénomène d interféren­
ces. Ce sont deux ou plusieurs ondes qui se superposent,
ces ondes de même période temporelle se déplacent selon
la même direction mais en sens contraire.

Pour obtenir ce phénomène, on utilise un milieu dans
lequel peuvent se propager les ondes sinusoïdales mais
qui est limité dans ses dimensions ; ainsi lorsque 1 onde
incidente parvient à l’extrémité du milieu, elle donne
naissance à une onde réfléchie qui se superpose à la
première.

C'est le cas d'une onde se propageant le long d un fil
limité, d'une onde sonore dans un tuyau fermé, de la
lumière face à un miroir, d'une onde électromagnétique
face à une plaque métallique.

On admettra que la réflexion est parfaite, ce qui n est
pas toujours le cas ( en effet une partie de l'énergie peut
être transmise à un autre système ) ou tout simplement
que l'onde réfléchie a même amplitude que l'onde inci­
dente. D'autre part, la réflexion peut se faire sans chan­
gement de signe de l'élongation ( cas d'une lame métalli­
que si la réflexion se fait sur une extrémité libre ) ou avec
changement de signe de l'élongation ( cas d un fil dont
l'extrémité est fixe ).

On peut étudier le phénomène d'onde stationnaire en
considérant la propagation d'une onde incidente et d une
onde réfléchie sur un fil semi-infini ( Fig. 3. 21 ).

Si l'on prend le point O comme origine, la vibration due
à l'onde incidente au point M d'abscisse x peut s écrire .

. , . f2nt 2nx.
$£(x,O = so COS ( -y + — >

M O

AD
i = —a
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Cette élongation représente un mode de vibration d'une

d’où l'élongation du point 0 sous l'action de l'onde inci­
dente :

. _ . 2irt
0,t) = Sq cos

et sous l'action de l'onde réfléchie :

sr ( o, e )

mais le point 0 est fixe, donc V t g IR il vient :

s (0, t ) = s. (0, t ) + sr ( 0, t ) = 0

ce qui implique :

sr(0, t ) = - s. (0,0, Vf eIR +

d'où :

/ x 2^sr( 0, t) = - s0 cos

On constate que la réflexion se fait ici avec changement
de signe.

L'élongation du point M sous l'action de l’onde réfléchie
peut alors se noter :

/ x ,27# 2tztSr(X,t) = - SqCOSC-^---------

On peut alors déterminer l'élongation résultante du
point M sous l’action de l'onde incidente et de l'onde
réfléchie, soit :

s ( x, t ) = s. ( x, t ) + sr ( x, t )

ainsi :

, x 2nt 2nx
S ( X, f ) = so COS ( -=- + — ) - so COS ( -HT----------

1 A 1 /V

et :

f A. 2^x . 2iris ( x, f ) = — 2sn sin---- sin
0 X T

ou encore :

2nx 2nt n
s(x.l)-2s0sin Ycœ(— ♦ y)

t . x n 2nx z 27# n .s(x,f) = 2sosin — cos(— + -y )A 1 Z
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onde stationnaire ; en effet le terme cos ( ) qui
1 x

caractérise la propagation n’existe plus.
Tous les points du milieu n’ont plus la même amplitude.

Celle-ci est fonction de la position du point dans le milieu;
elle peut s'écrire :

2nx
so = 2 s0 | sin — |

A

• Certains points sont au repos, les nœuds de déplace­
ment ; ils sont définis par :

soit :

sin —* = 0
A

et:

27D:n
A

0 + pn, pE"Z

Â
XN = Py.peZ

en particulier le point O est un nœud.
• Certains points ont un mouvement d'amplitude maxi­
male 2sQ, ce sont les ventres de déplacement définis par :

A
donc :

p p'e’Z.

et :

n
2
n
2

2«v n
À “ 2

'4’p'ez

2«v
| sin

A
xv  + P

Pour ce qui est de la phase :

• . 2nx .• si sin > 0 alors (p = +
A r

2tzx• si sin —— < 0 alors cp = —
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Figure 3.23

le milieu se décompose en deux familles de points ayant
pour phase soit + — soit - —.

On obtient une onde stationnaire, c'est-à-dire que le
milieu se déforme sans que l'onde se propage. Tous les
points situés entre deux nœuds vibrent en phase, les
points situés de part et d'autre d'un nœud vibrent en
opposition de phase ( Fig. 3. 22 ).

2. 9. 2. Cas particulier d'un milieu borné

Si l'on étudie la propagation selon une direction dans un
milieu borné donc fini entre deux points O et O’, on
constate qu'une onde émise par exemple en O, se réfléchit
en O' puis revient vers O où elle se réfléchit et ainsi de
suite ( Fig. 3. 23 ) ; on a donc une multiplicité d’ondes se
déplaçant dans un sens puis dans l'autre. Ces ondes se
superposent, mais en général, si la distance 00' est
quelconque, l'onde résultante a une amplitude peu im­
portante et les vibrations semblent désordonnées.

En revanche pour des valeurs bien précises de la dis­
tance 00' = L, les ondes incidentes et les ondes réfléchies
sont en accord de phase et l'on peut voir se former des
ondes stationnaires d'amplitude importante.

La condition aux limites en x = 0 vue au paragraphe
précédent conduit à :

. . . 2tzx ,2irt n .S ( X, t ) = 2A sin — cos ( -fp- + )

mais il existe également une seconde condition :

s ( L, t) = O,Vf eIR +
ce qui donne :

soit :

2zrL— = p æ, p 62
A

_. . 2æL2A sin —— = 0
Â

À

2

d'où :
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Il faut donc que la distance L soit égale à un nombre
entier de demi longueur d'onde.

Les ondes stationnaires à amplitude importante dans le
milieu limité sont les modes propres de vibration de ce
milieu :

A— pourp" =1 => L = — on obtient un fuseau, c'est le

mode fondamental ;
3Â— pour p" = 2, 3, etc. => L = A, —-, etc., on obtient 2,

3 fuseaux etc. ; ce sont les modes harmoniques du mode
fondamental.

Remarques

— Si le point O' au lieu d'être fixe est la source de
vibration régie au cours du temps par l'élongation :

s (L, O = s0cos(?^ + (p)

la condition aux limites en x = L change, en effet :

zt x «a . 2æL z27rt n \= 2A sin — cos ( -jp- + -% )

et par identification on obtient :

A 2?tf n
s(x,t) = s0---------  cos ( -7p- + -y )2ttL 1 2

sin----
A

l'amplitude est maximale et théoriquement infinie si :

2xx
sin—

Â 2xt x

S(A',’S«-^LC0S(Tt 2>
sin—

A

2æL
sin----

A
= 0

L „ A
= p 2

soit :
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Plus généralement, si le milieu subit une excitation
extérieure quelconque il rentre dans un état de vibration
complexe ; cet état correspond à la superposition de vibra­
tions sinusoïdales stationnaires formant une suite d'har­
moniques. Cela dérive du théorème de Fourier et tient
compte des conditions aux limites s(0) = s(L) = 0si
l’excitation a lieu en un point quelconque du milieu autre
que les extrémités qui, elles, restent fixes. On peut alors
écrire :

~ 7Et
s(x,i) = E s sinp —cos ( (ût + (p)

P = 1 p b. p

Les sp et q>p dépendent des conditions initiales imposées
au mouvement.

3. EXERCICES D’APPLICATION

■ Exercice M. 3. 1
On considère la somme :

On peut écrire :

S = 2a sin

( M pour Mathématique ; P pour Physique ; * pour un
exercice résolu à l'aide d'une calculatrice au chapitre 9,
volume 2 ).

S = a sin ( — -

avecd. = d - e et d9 = d + £.

Simplifier S.

. z27rf
+ a sin (

w(d2-
cos--------------

2nt n(dy+ d2)
T -

o . ,2/tf 2nd.+ 2a sm ( -æ- - — )

En factorisant la somme des sinus on obtient :

2nrf . ,2nt 2nd.
—’) + 2asin(^-^)

2nd 

2M 2nd . 2t& 2mi2
S = a sin ( -y----- ) + sin ( -æ------------- )
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_ • /+ 2a sin ( -7p----
2nd

ord. + dQ = 2d et dQ - d. = 2c, donc :l 2* £ *

_ o . 2nt 2nd 2ne „ . .2nt 2nd
S = 2a sin ( —---- ---- ) cos —r- + 2a sin ( -=---- —z— )

i À A 1 A

2ni 2nd
T À

soit :

ainsi :

o . f2nt 2nd. . 2ne
S = 2a sin ( -7=---- -y- ) (cos — + 1)

1 A A

_ . 2 71E . , 27tt 27td

S = 4a cos — Sin ( -7^-----)
2 ne . 2id 2nd

S - 4acas — sin(— - — )

■ Exercice M. 3.2
Soit dans le plan xOy, un cercle de centre O', de rayon R
qui roule sans glisser sur l’axe Ox. On considère le point
M qui à l'instant t = 0 coïncide avec le point O et dont la
position à un instant t quelconque a pour coordonnées
(x,y ) ; de plus on note 01'angle de rotation correspondant
du cercle autour de son centre O' entre les instants 0 ett.

Déterminer les équations paramétriques de la trajec­
toire du point M appelée cycloïde ( Fig. 3. 24 ).

En déterminer les caractéristiques principales.

Le point M est caractérisé à chaque instant par son vec-
teur espace OM. On peut écrire que OM = 01 +10’ + O'M;
on projette cette relation vectorielle sur les axes, ce qui
donne :

x = 01 - R cos ( 0 - -x- )&

y = R + R sin ( 0 - )&

or 01 = IM = R0 d'où :

x = R( 0 - sin 0 )
y = R ( 1 - cos 0 )
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ce sont les équations paramétriques de la trajectoire.

• La période correspond à un tour complet du cercle géné­
rateur 0 = 2k ainsi :

xp = 2æR

yP = o

• Pente de la courbe aux points O ( 0, 0 ) et Oj ( 2zrR, 0 ).

Par différenciation on obtient :

d'où :

dr = R ( 1 - cos 0 ) d0
dy = R sin 0 d0

dy sin 0
d*  1 - cos0

ce qui donne au point O :

H existe alors une demi-tangente verticale orientée vers
le haut.

( dy \
Au point O. on a v- . Pour déterminer cette limite

1 v a*  >o1
il faut faire un développement limité au voisinage de 2æ

( çf. Chap. 8 ) :
£

sin ( 2k — e ) = sin 2æ — yy cos 2k

soit :

sin ( 2k - e ) = - e

et :

cos ( 2k - e ) = cos 2k
£ . O+ yj-sin2zr — ^j-cos2^

d'où :

cos (2k - e) = 1---- —
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Au point OT il existe une demi-tangente verticale orien­
tée vers le bas.

■ Exercice M. 3.3
Calculer la somme : 

. + a cos

o , 2nd. z 4/a/.o = a cos eût + a cos {(ût - —— ) + a cos (eût - )A, A

2nd
(ût - (n - 1)----

A >
que l’on peut rencontrer dans les réseaux optiques.

En multipliant S par sin — on obtient :

nd nd nd 2nd
S sin — = a sin — cos lût + sin — cos ( eût------- )

Â Z A A
nd . 4nd.+ sin — cos (eût-----— ) + ...
A A

nd ( 2nd '
+ sin — cos (ût - (n - 1)----A l A J

On utilise ensuite la formule de linéarisation, ce qui
donne : 

sin a cos b = ~ ( sin (a + ô ) + sin ( a - 6 ) )

Tldsin —- cos =
A

1
2

. ,nd . . (ndsin ( —- + eût ) + sm ( -— cot
A A

. Tid . 2nd x 1 . ,7id * 2nd.
sm cos {(ût----- — ) = -x- sin ( — + (ût-----r- )

A A Z A A

. ,nd , 2nd+ sm ( —---- (ût + — )
A A

. nd ^Tid.
sm ( -— + (ût---- 7— )

A A

t nd 4nz/ .
+ sin ( - ---- (ût + -z— )

A A

nd f 4nd x 1sm —-cos{(ût----- —) = -x-
A A "
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nnd
si n —

A
S - a------ 1

nd
sin —

A

En effectuant la somme membre à membre, on constate

nd ( 2nd 1 ' nd
sin — cos (ùt - ( n - 1 )

A l

2nd
- ( n - 1 )---- + sin

A j

H

" ~2

- (ùt +

sin

( n -

— + (ùt
l *

2nd
1)----A JJ

que le premier membre nous donne — sin ^,etquedans
CL A

le second membre, les termes s’annulent deux à deux ; en
effet :

. f lïd v . f , nd x p.sin ( - ---- (ùt) + sin {(ùt — — ) = 0
A A

sauf le premier et le dernier qui n’ont pas de correspon­
dant.

D'où :

nd
sin ( —

A
S nd 1
-sin — = —a A 2 + (ùt ) + sin

2nd
+ (n - 1)----

A

On factorise le second membre, il vient alors

(ùt

S nd 1 ( nd
— sin — = — 2 sin —
a A 2 x

( n — 1 ) nd >
+ -------------A J

COS (ùt -

S nd nnd ( nd'
— sin — = sin---- cos (ùt — ( n - 1 ) —
a A A t A J

et :

sin —
A

nnd
A ( nd

t - (n -1 ) — S = a — cos (ùt - (n - 1 ) —
l * ) nd J

Remarque

Une méthode utilisant les nombres complexes con­
duit plus rapidement au résultat (ç£. Chap. 4 exercice
P. 4.4. ).
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■ Exercice M. 3.4

Montrer que V x E [ - 1, 1 ], Arc sinx + Arc cosx =

Pour tout x E ] - 1, 1 [ on peut écrire :
( Arc sin x + Arc cos x )' = ( Arc sin x )' + ( Arc cos x )' 

ce qui donne :

(Arc sinx + Arc cos x )' =
1 = 0

donc la fonction est constante ; or pour x = 0,
n

Arc sin 0 + Arc cos 0 = — d'autre part, on peut remar-
quer que :

zr Æ
Arc sin 1 + Arc cos 1 = — + 0 = — et,

A
n it

Arc sin (- 1) + Arc cos (-1) = - — + zr = — d'où :Z
7t

V x E [ - 1, 1 ], Arc sin x + Arc cos x = —.

■ Exercice M. 3.5

Calculer A =

donc tan u 0<uavec

(2)iy = Arc tan donc tan v 0<uavec

(3)iiy = Arc tan donc tan w 0<w <avec

or :

tan u + tan u
tan ( u

et : 

= 1

7
■9

1
5

1
5

1
8

1
8

TT
2

n
~2

 1
" "8

1
"T

n
~2

Arc tan -i- + Arc tan 1
Arc tan —.

o

7
*9

7 1
1" 9''-8

On pose A =
f 1= Arc tan —

1 1
2’ + “5

r
1-ïô

. . . tan ( u + v ) + tan tu
tan ( u + u + w ) = -—----- ---------r-------=1- tan ( u + v ) tan

+ v ) = 1- tan u tan v

u + v + w avec
_ 1
~~2

Arc sin x +Arc cosx = —
2

ce qui implique : 
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u + v + lu = Arc tan 1
ainsi : '

A = -y- + kit
4

mais d'après ( 1 ), ( 2 ) et ( 3 ) k = 0 et :

■ Exercice M. 3.6
Un triangle ABC vérifie la relation sin B = 2 sin C cos Â
(Fig. 3.25 ).
1. Montrer que b = 2 c cos Â sachant que b = CA et
c = AB.

2. En déduire que le triangle est isocèle.

. 6 c1. D'après ---— = ---- — il vient :
sin B sin C

b c

2 sin C cos Â sin C
d'où :

b = 2c cos Â

de plus on en déduit cos Â > 0.
2. Soit B’ le pied de la hauteur issue de B, alors AB' =
c cos Â ; or b = 2c cos Â montre que B'est aussi le milieu
de AC, c'est-à-dire que le triangle est isocèle de sommet B.

■ Exercice M. 3.7

Donner une écriture simplifiée de :
A = ch x + ch 2r + ... + ch nx et
B = shx + sh 2x + ... + sh nx

On calcule la somme et la différence des expressions à
simplifier, soit :

(n+l)x -
atjx2x nx e —1A + B = e + e + ... + e = ---------------

ex - 1
—(n+l)x

A T» “X -ZlX 6A - B = e + e +... + e = ------------ -—
e X-1
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on en déduit :

On peut continuer la transformation, ce qui donne :

A = 1
2

nxe + 1- e (n+ 1 )x- e - e-nx — (n + 1),+ e +1-e

2- e - e
où :

1 ch nx - ch ( n + 1 ) x + 1 - ch x
A = Y 1-chx

et :
1 sh nx - sh ( n + 1 ) x - sh x

~ 2 1 - ch x

1 chnr- ch(n*1)x  + 1-chx
A ’ ~2 1- chx

1 shnx- sh(fl+ 1)x-shx

~2 1-chr

■ Exercice P. 3.8
Un mobile se déplaçant dans un plan xOy a pour équa­
tions horaires :

x = r ( (ût - sin (ùt)
y = r ( 1 - cos eût )

1. Calculer à l'instant i, les composantes suivant les axes
du vecteur vitesse ; en déduire l'expression de la norme de
la vitesse à cet instant.
2. Calculer à l'instant t> les composantes suivant les axes
du vecteur accélération ; en déduire l'expression de la
norme de ce vecteur accélération, conclusion.

3. Calculer les composantes tangentielle et normale du
vecteur accélération ; en déduire la valeur du rayon de
courbure de la trajectoire à l'instant t.

1. Les composantes du vecteur vitesse v sont respective­
ment :
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x = rû) ( 1 - cos (ût )

et :

ÿ = rcû sin eût

Or :

h 7 h = Yi2 + ÿ2

donc :

||u|| = /^(l - cos eût )2 + r2 ce? sin2 eût

soit :

||ï?|| = rcû J2 - 2 cos (ût

mais :
2 (ût

2-2 cos eût = 2(2 sin — )

on obtient alors :

Ml = 2rœ
û>f

sin—
2 ||H = 2rû)

(ût
sin-

ou :

(ût
2râ)sin —

2

h y II - ru?

(ût
v = 2 rû) sin —

2. Les composantes du vecteur accélération /sont respec­
tivement :

x = ra? sin (ût
et :

y = rû? cos (ût

or :

„ -+H Al 1Il rll = V x + y

on en déduit :

Il rll = rûi2

On constate alors que le vecteur accélération a une
norme constante.

3. La composante tangentielle de l'accélération est égale 
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à la dérivée première par rapport au temps de la valeur
algébrique de la vitesse soit :

du
s = d? ou v

ainsi :

yt = rûr co s— 9 Û>f
v “ cos —-'* 2

d'autre part on sait que : 

soit encore :

y 2 = r2^4 _ r2^4 cos2
n 2

et :

9 Û)t
Yn = rû/sin-

Le rayon de courbure en un point vérifie la relation :

2v
= R

ce qui permet de déduire :

2

R = —
Yn

soit :

4? or sin2-^-
R = -----------------

9 Cùt
ror sin —z

d’où :
(Ùt

R = 4 r sin —
- . . Q)t
R - 4rsm —

r - rûZsin
• n 2

■ Exercice P. 3.9
On applique aux plaques de déviation horizontale d un
oscilloscope une tension alternative sinusoïdale =
Uj cos eût, et aux plaques de déviation verticale une tension 
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alternative sinusoïdale de même pulsation u2 =
U2 sin ( (ùt + (p ).
Donner les caractéristiques de la trajectoire du spot sur
l'écran.

Les tensions appliquées aux plaques sont cos (ùt
et u2 - U2 sin ( (ùt + (p ).

La déviation horizontale x est proportionnelle à la ten­
sion appliquée ; il en est de même pour la déviation
verticale y. On peut donc les écrire respectivement :

J x = A cosœt
ly = B sin {(ùt + (p )

L'équation de la trajectoire du spot est obtenue en élimi­
nant le paramètre temps, soit :

x
-7- = cosûK ( 1 )A

et :
y
— = sin (ùt cos (p + cos (ùt sin (p ( 2 )B

ou :
V x— = sin (ùt cos (p + -r- sinçiB A

soit :

1 y x------ ( —-----— sin (p ) = sin (ùt
cosç) " A

En élevant au carré la relation ( 1 ) et la relation ( 2 )
transformée, il vient :

2
x 2 1 , y x .2 . 2— = cos (ùt et —— ( -Tç----- t- sin (p ) = sin (ùt
A2 cos2ç> B A

On additionne les deux relations obtenues membre à
membre, ce qui donne :

2x

?
1 , y x . 2__( sinç>) = i

cos (p

ou :
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2 2 2x 1 y x 2 2xy sin (p
72 + ~ 72 + “2 t* 11 P ” â“b — - 1
A cos (p B A cos (p 

or :

, . 2 1
1 + tan (p = ----—

cos (p

ce qui implique :

2 2y x 2xy 2
- — smp = cos V

B2 A2 AB

Cette équation peut se mettre sous la forme :

— ♦ — - — sin - cos2 <p
B2 A2 A.B

ay2 + bxy + ex2 + d = 0

ellipse ; on peut écrire sonune
(en posant b = 26').

La courbe est donc
équation sous la forme :

1
2 2A .B

A 1,2avec A = b — ac
2cos (p

-t4<0A .B2

. 2sin (p
A2. B2

2 2
y ^y x 2~2 - Â-RSin(? + -5 - COS = 0

B AB A

d'où :

r~2 2y x X . 2 x 2
-g- = sin <P ± / ~2 Sin ?---------- 2 + C°S ?

VA A

/ 7
sin (p ± cos (p 1 - —z

J A2

On constate que x G [ - A, + A ] ; par symétrie de
l'équation on doit aussi avoir y G [ - B, + B ].

L'ellipse est oblique inscrite dans un rectangle de côtés
2A et 2B ( Fig. 3. 26 ).

Cas particuliers

• (p = 0, ( n) ; l'ellipse a un axe horizontal.

• (p = — (^); l'ellipse se réduit à un segment de
droite. Figure 3.26
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Remarque
Si Uj = Uj cos û)t et u2 = U2 cos ( (ùt + <p ) lorsque (p = 0,

U2 U2

on a alors u9 = soit y = =■=- x.2 Uj 1 Uj
L'ellipse se réduit à un segment de droite si les deux

tensions sont en phase ; ceci constitue une méthode pour
déterminer l'état de résonance d'un circuit R, L, C. En
effet, dans ce cas on sait que la tension globale appliquée
est en phase avec l'intensité donc avec la tension aux
bornes du conducteur ohmique.

■ Exercice P. 3.10 *
1. Un bateau se dirige vers 1 e Nord avec une vitesse propre
vb ; un courant de vitesse vc oblique faisant un angle a
avec la direction NS s'exerce sur le bateau (Fig. 3.27 ).
Calculer la vitesse du bateau par rapport au sol ainsi que
son angle fi de dérive.

2. Le bateau désire réellement se déplacer en direction du
Nord. Quel cap doit-il tenir ? Quelle est alors sa vitesse
par rapport au sol ?

Figure 3.28

1. On utilise la règle de composition des vitesses ( Fig.
3.28 ) :

vitesse du ba­
teau par rapport
au sol.

vitesse du ba­
teau par rapport
au courant.

"c/,

vitesse du cou­
rant par rapport
au sol.

que l'on peut écrire encore :

v = ^ + U
c

En utilisant la relation de Pythagore généralisée on
obtient :

2 2 2
V = vb + vc - 2vbvc cos a

et :

7 2 2
vb + vc - 2vbvc COS “

L'angle de dérive est donné par la relation des sinus : 
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sin y =
vc .
— sin a
vb

V
sin y - sin a

sin p sin a
— = "v_

on en déduit :

Connaissant yon en déduit :

5=2/r-y-(Æ-a)

ô = n - y + a

et l'on applique le théorème de Pythagore généralisé ( ou
la relation des sinus ) soit :

7 2 2vb + Vc - 2^ cos <5
V’ - / vf ♦ V2e - 2vb Vc cos 5

■ Exercice P. 3.11

Un bloc de pierre initialement au repos éclate en trois
morceaux de masse respective m2 et m3. Les deux
premiers morceaux partent avec des vitesses v j et u2 dont
les directions font entre elles un angle a.
En supposant le système mécaniquement isolé au mo­
ment de l’explosion, déterminer la vitesse du troisième
morceau et la direction de départ par rapport aux deux
premiers.

Si le système est mécaniquement isolé au moment de
l'explosion dans un référentiel galiléen il y a conservation
de la quantité de mouvement, ainsi :
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Pi = 0 et pf = rnxvx + m2v2 + m3v3

mais :
—> —»

Pi = Pf

ce qui implique :

miVl + "l2U2 + m3V3 = 0

d'où :

m3V3 = “ ( miVl + m2V2 >

tan p =
sin a

m\vy *

On peut alors faire une construction géométrique des
différentes grandeurs vectorielles.

On fait le choix du repère d'axes suivant : x'Ox selon
ety'Oy perpendiculaire à x'Ox ( Fig. 3.30 ).

Projection de la relation vectorielle sur x'Ox :

m.u, + moyo cos a - cos B = 0 ( 1 )
11 Z Z o o

Projection de la relation vectorielle sur y'Oy :

mouo sin a - sin p = 0 ( 2 )
Z Z o ô

On peut écrire les deux équations sous la forme :

m-U" cos B = m.v. + mou„ cos a (1)

sin B = mou„ sin a ( 2 )
«5 O ' Z Z

(2)
Si l’on fait le rapport membre à membre

tient :
on ob-

m2v2 sin a
tan p = -------------------------

+ m2v2cosa

Le morceau de masse m„ part en faisant un angle n - P
avec la direction du morceau de masse my

On détermine la vitesse en élevant au carré chacuneô
des équations ( 1 ) et ( 2 ) et en faisant la somme soit :

m3u3cos p = + m2v2cosa )
2 2 . 2 2 2.2

m3u3sin p = 7n2u2sin a
2 2 2 2 2 2=> ^3^3 = m1v1 + m2i>2 + 2m ^^2^2 cos a
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d’où :

7
 2 2 2 2 Z----------------------------------------------------------

+ m2V2 + 2 m^u^m2V2 COS a j cos a

■ Exercice P. 3.12
On maintient entre deux points A et B d'un circuit une dif­
férence de potentiel alternative sinusoïdale de valeur
efficace V. Le circuit comprend un moteur et un résister
de valeur R ( Fig. 3.31 ). Les valeurs efficaces des différen­
ces de potentiel sont respectivement V1 et V2.
Calculer la puissance consommée dans le moteur et dans
le circuit global en fonction de R, V, V.» V9.

On peut écrire en valeur instantanée :

VK “ "B = ( VA - ÜN > + < UN “ ÜB }

On pose i = I x/2costür ; la tension instantanée entre
N et B est en phase avec l'intensité donc :

l>N — = N2x/~2 cos CÛt

Si (p est le déphasage entre i et u A - t>N on a alors :

VA ~ ÜN ~ V1\/2cos (eût + (p )

et la puissance consommée par le moteur se note :

P = VJ cos (p

Si y<est le déphasage entre i et uA - v3 on en déduit :

uA - uB = V/2cos (eût + )

et la puissance consommée par le circuit est :

Pc = VI cos g/

On trace le diagramme de Fresnel pour les tensions
( Fig. 3.32 ).

On applique le théorème de Pythagore généralisé au
triangle ainsi obtenu ce qui donne :

2 9 9
V = v; + v2 - 2V1V2cos(Æ - (p)

ou :
2 9 9

V = Vi + Vj + 2VjV2cosç>
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P
V2 - V? -

2R

P
V2 ♦ V*  - V2

2R

on en déduit :

v2 - v2 - v2
V'“”------- —----

V,
D’autre part I = — ainsi :

K

v2 - v2 - v2
p " 2R

De même le théorème de Pythagore généralisé peut
aussi s'écrire :

vî = v2 + - 2W2 cos y/

2V2

, d'où :

v2 + v2 - V*
c 2R

soit :

°rI= R2

■ Exercice P. 3.13
Une tige horizontale OT de longueur £ est soudée à un axe
vertical tournant avec une vitesse angulaire constante tu.
Un petit anneau est abandonné sans vitesse initiale à la
distance £/2 de l'axe, sa masse est m et il peut glisser sans
frottement sur OT.
Calculer la durée au bout de laquelle il atteint l'extrémi­
té de la tige.

On peut appliquer la relation fondamentale de la dyna­
mique à l'anneau comme à un point matériel dans le
référentiel lié à la tige, donc non galiléen, à condition
d'ajouter aux forces classiques, les forces d'inertie ce qui
donne :

4 = - 7n/e et £ = - myc

avec/**,  force d'inertie d’entraînement et fc, force d'iner-
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tie de Coriolis.
On rappelle :
Dans un référentiel galiléen SR :

-» dx ”♦
ce qui implique fc = - %m cû -7- k a i.

—> —♦
Mais k a i = J, d'où la relation fondamentale de la

dynamique :

,2
9 d x

û/x = —
dt

on en déduit l'équation différentielle :
,2d x 9— - a?x = 0
dt

Les solutions sont de la forme :

= my

Dans un référentiel non galiléen SR :

- rnye - myc = myx

On choisit un repère d'espace d'origine O, de vecteur
unitaire i selon OT et de vecteur unitaire k selon ( A ) tel
que la base ( i, J, k ) soit directe ( Fig. 3.33 ).

Bilan des forces :

• Le poids P = mg = - mgk.

• La réaction N normale à la tige OT.

• La force d'inertie d'entraînement :

fe = - mye = maf’x i

avec ye = - â?x i.

• La force d'inertie complémentaire :
-* -> _> _> _>->_> dx
fc = - myc = - 2m co a v avec (û = œk et u = jy

2
9 -» dx 7* d xH

- mgk + N + mœ xi - 2m œ -y-j = m —% 1
dz

en projettant cette relation sur l'axe de vecteur unitaire
i on obtient :

Figure 3.33

x = ae“‘ + be~0,1

à r = o, X = 4 => a + b = 2’
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à.t = 0, u = 0 ; or v = acoe0* — bcoe d'où :

a^b = -

ainsi :

, dit -(ùt xx = —(e + e )
4

soit :

x = — ch coi
£

On détermine le temps t où l’anneau arrive à l’extrémi­
té de la tige ; tc est tel que x = 0 ce qui implique :

„ * V(. =

d'où :

ch coi =2c

et :

1 1
fc-—Argeh2 t = —Arg ch 2

" Cl)
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Nombres complexes

1. RAPPELS ET COMPLÉMENTS DE MATHÉMATIQUES

1.1. Pourquoi les nombres complexes ?

La "notation complexe" et ses propriétés sont très utili­
sées en Physique.

En électricité :
—fonctionnement d’un circuit en régime sinusoïdal forcé;
— ondes électromagnétiques.

En optique :
— étude des interférences lumineuses et de la diffraction.

En mécanique :
— régime sinusoïdal forcé des oscillateurs harmoniques ;
— propagation des ondes et superposition de celles-ci.

En acoustique :
— phénomènes vibratoires à l'origine des sons.

Remarque importante
n

Le nombre complexe de module 1 et d'argument y géné­
ralement noté i en Mathématique est représenté par la
lettre j en Physique de façon à éliminer la confusion qui
pourrait se produire avec la représentation de l'intensité
d'un courant en électricité.

1.2. Rappels sur le corps des complexes

Tout nombre complexe z peut se mettre sous la forme :

z = a + jb (a 6 IR, b 6 R ) z - a ♦/b

avec a = SRe(z) et b = Sm(z)etJ2 = -1. a-SRe(z) et b-

Soitz etz' éléments de (T,z = a + jb,z‘ = a' + jb ; on

Sm(z)
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peut définir :

• L'égalité de deux nombres complexes

, ( ci = az = z ~ {b = b’

• L'addition de deux nombres complexes

z + z = (a + jb ) + (a' + jb' )

ou :
z + z*  - (a ♦ a') ♦ j{b ♦ b') (z+reC) z + z = (a + a' ) + j (b + b' ) (z + z 6 <T )

• c'est une loi de composition interne dans (T ;
• l'addition est commutative ;
• l'addition est associative ;
• Xélément neutre pour l'addition est 0 ;
• tout nombre complexe z = a + jb, z G (D admet un
symétrique pour l'addition, appelé opposé ; il est égal à
- a -jb.
( C, + ) a une structure de groupe commutatif.

• La multiplication de deux nombres complexes

z.z = (a + jb ) (a' + jb’ )

ou :
z.z' = (aa*  - bb') + j(ab ♦ ab’) (z.z’g c ) z .z = {aa - bb') + j (a’b + ab' ) ( z . z 6 C )

• c'est une loi de composition interne dans ;
• la multiplication est commutative ;
• la multiplication est associative ;
• Xélément neutre pour la multiplication est 1 ;
• tout nombre complexe z = a +jb,z&£, autre que 0 ad­
met un symétrique pour la multiplication appelé inverse,

_ , a jb
il est égal à 2 2-

a + b a + b
En effet,

3x + jy 1 (a + jb)(x +jy) = ( x + jy ) ( a + jb ) = 1,

ce qui implique :

a
ax - by = 1 x “ 2 ,2

donc a ^b (a2 + b2 * Ü)
bx + ay = 0 y = ---- -

a + b
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• la multiplication est distributive par rapport à l’addi­
tion.
( (T, +, x ) a une structure de corps commutatif.

• La multiplication d'un nombre complexe par un
réel

VA, 6 IR :

Âz = (Âo) + j ( A, 6 ) ( Âz eŒ )

c'est un cas particulier de la multiplication de deux
complexes.

• Le quotient de deux nombres complexes

z a + jb
z' a' + jb'

soit :
z _ (a + jb)( a' - jb')
z' ~ (a' + jb')(a' - jb')

et :
z aa + bb' .a’b - ab' ( z
Z7 = “72 ~2 + J ~ ~2 T

a + b a + b
e (T

1.3. Conjugué d'un nombre complexe

Soitz = a + jb, on appelle nombre complexe conjugué
de z, le nombre complexe noté z tel que :

z = a - jb

• Propriétés

• Vz 6 (T, (z ) = z.

• Vz,z'e (T,z + z' = z + z' et z.z' = z . z.
/ z A z f 1 1

• V z, z 6 (T avec z * 0,1 — I = = et I — = =
__ {z J z' ' \z J z

Z 6 C, z = ( z ) .

donc :
z + z = 2a et z - z = 2jb

167

z = a - jb

ainsi : 
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a = SRe(z ) = ±(z + z )
z

ô = 3m (z) = -^(z - z )
2j

On peut aussi déduire :

z^z = (a + jb ) ( a - jb)

z.z ■ a2 ♦ t?

soit :

z.z = a1 2 + b2

1.4. Module d'un nombre complexe

Soit l’application 70, de C vers IR+ qui au nombre com­
plexes = a + jb fait correspondre le nombre réel positif

7 2 2a + b . Ce nombre est appelé module du nom­
bre complexe z, il est noté | z |. Ainsi :

/ 2 2
|z| - V a ♦ b . t [~2 T2|z | = v a + b

• Propriétés

• Vz, z 6 C, | z |2 = z. z et | z | = | z |.

• Vz G (E,|z| > 0 et |z | = 0 <=> z = 0.

• Vz, z G (T, | z + z \ < l z | + | z |
et Iz.z’l = | z |. | z |.

• Vz, z G (T avec z * 0,
1 1

et — = —
2 l'l*

• Vz G (C lzn| = |z |n.

z \z\
z' "|2'l

1. 5. Forme trigonométrique et argument d'un nombre

complexe

1.5.1. Forme trigonométrique

Soit z = a + jb G C, z 0 ; on peut écrire :

|z | = r 2 ,2a + b



Nombres complexes 169

et :

z = r + J -7.. =/2~2 / 272v a + o J a + b J

effet ces deux rapports ont des valeurs nécessairement
comprises entre - 1 et + 1 au sens large, d'où :

z = r ( cos 6 + j sin 0 ) z - r(cos e ♦ /sin 6)

c'est la forme trigonométriqué du nombre complexes * 0.

1.5. 2. Argument

On appelle argument du nombre complexe non nul
z = a + jb, une mesure ( à k 2 n près, k 6 Z ) de l'angle 0
défini par :

a b
cos Q = - et sin 0 = -
[z/ 2 ,2V a + b V a + b

On note :
a

e - arg z avec cos 0 = — et sin 60 = arg z avec cos 0 = — et sin 0 = —r r

• Propriétés

• Vz E (T, args = - argz(2Æ).

• Vz E (T, arg ( -z ) = arg z + æ(2æ).

• Vz, z e (T avec z * 0,
arg(z.z') = argz + argz'(2 7r),

( z \ t xarg I I = arg z - arg z ( 2 n ),

arg f “7 l = - arg z ( 2 n
\ Z J

et arg ( zn ) = n arg z ( 2 k ), Vn E Z

Cas particuliers

•• Si z E R*  , argz = 0(2tt).
• • Si z e IR*  , argz =
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• Si z est un imaginaire pur tel que b > 0 :

arg z = ( 2 n )

• Si z est un imaginaire pur tel que b < 0 :
3/r

arg z = — ( 2 n )4M
Prolongement

On considère le nombre complexe de module 1 et d'argu­
ment 0 que l’on note zQ ; sa forme trigonométriqué est :

zQ = cos 0 + j sin 0

On sait que :
l*ôl  = IZOI

donc :
l*ôl  = 1

ce qui implique :

arg ( Zq ) = n ar£ zo (2 n ) = rt0(2/r)

d'où la formule de Moivre :

{œs a + /sine)" - cos ne ♦ /sin ne Zq = ( cos 0 + j sin 0 )n = cos n 0 + j sinn 0
(Vnez. vaeR) (VneZ, V0eR)

• Opérations sur les nombres complexes pris sous leur
forme trigonométrique

On peut représenter les nombres complexes :
z = r ( cos 0 + j sin 0 ) par z = ( r, 0 ) et
z = f ( cos 0' + j sin 0' ) par z = ( r't 0' )
d'où les formules récapitulatives qui suivent.

Multiplication par un réel
Pour tout z ( r, 0 ) e C et A E IR on a :

Âz = ( Àr, 0 ) si A > 0 et Az = ( Ar, 0 + æ) si A < 0

Multiplication de deux nombres complexes

z.z = r ( cos 0 + j sin 0 ) r' ( cos 0' + j sin 0' )
ou :

z .z' = rr', 0 + & ( 2æ)
\ 7

Inverse d'un nombre complexe normal
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z ~1 .z = 1, donc z“1 = — = f — , - 0( 2æ)
z r )

Quotient de deux nombres complexes

z r ( cos G + j sin G )
z r' ( cos 0' + j sin G' )

ou :
( \

z I r—, = —, 0 - 0'(2/r)z k r ;

Puissance nlème d'un nombre complexe

D’après la multiplication, on obtient :
z” = rn, n 0 ( 2æ ) ^, n g Z

1.6. Interprétation géométrique

Soit^punplan muni d’un repère orthonormé (O, ê*.,
e2 ). On peut définir une bijection de (T sur S> par :

Vz = a +jb G (T ----------- > M ( a, b ) G P
ou V = aë^ + be* 2

On dit que V est le vecteur image de z ou également que
M est l’image de z ; réciproquement z est l’affixe de M ou
de V ( Fig. 4.1 ).

On remarque que :

Il VII = J a + b = r

( Ox, OM ) est tel que :

sin ( Ox, OM ) = —r
—* ---- * a

cos ( Ox, OM ) = —r
donc :

(Ôx,OM ) = 0(2tt)

• Propriétés

• Vz = a + jb e C, M image de z, alors z = a - jb G (T
et M’ est son image.

M’ est symétrique de M par rapport à l’axe des réels
( Fig. 4.2 ).
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Figure 4.3

• V z = a + jb eC, M image de z, alors-z = - a - jb e<T
et est son image.

Mj est symétrique de M par rapport à O (Fig. 4,3 ).

• Soitz1 = un nombre complexe d'image Mj et
z2 = a2 + ^2 un n0Tn^re complexe d’image M2.

OM = OMj + OM2 par construction ( Fig. 4.4 ). On
sait alors que :

OMX = OMU + OM^

ou :

de même :

OMy = OMly + OM2y

OMx = a1 + a2

ou :

OMy = b^ + b2

ainsi OM ou M a pour afifixe a1 + a2 + j (bx + b2 ) soit
z = zx + z2 ; M est donc l'image de z.Figure 4.4

V 0eR. cos 0 + /sine =

1.7. Notation exponentielle

1.7.1. Nombre complexe de module 1

Tout nombre complexe de module 1 s'écrit :

z = cos 0 + j sin 0

On pose par définition que :
V 0 6 IR, cos 0 + j sin 0 = e70

Cette égalité est équivalente aux formules d'Euler.
Les propriétés des arguments permettent d'écrire :

• e70 = e ~70 ( z = cos ( - 0 ) + j sin ( - 0 ) ).

e'® _ eJ(e-e')

= e->9'

.(e'9)» = e'"e,Vne Z.
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r(cos 6 + /sin 0} ■ re# (VOeR)

1.7. 2. Nombres complexes de module quelconque

Un nombre complexe non nul de moduler et d'argument
0 s'écrit :

z = r ( cos 6 + j sin G) = reJ0 ( V0E IR )

d'où les formules d'Euler :

e7* = cos 0 + j sin 6 et e^n0 = cos nû + j sin n 0

e ’7’e = cos ( - 3 ) + j sin ( - 6 ) et

e~Jne = cos ( - n 0 ) + j sin ( - n 0 )
soit :

jnO -jnO
e —* e

et sin n 0 = ------- —-------
2j

je -jee - esin G = ------—------
2j

avec n 62

je -je
zx e + ecos G = ---------------4M

avec n G 2

jn6 —jnO
e + e

et cos n 3 = -------- ---------
22

e~je = cos 0 - j sin 6 et e 7 n 0 = cos n 0 - j sin n 0

On en déduit :

2. APPLICATIONS À LA PHYSIQUE

2.1. Grandeur complexe associée à une fonction sinusoï­
dale du temps

2.1.1. Définition

On a particulièrement fait ressortir au chapitre 3 l'im­
portance des fonctions sinusoïdales en Physique. On les a
traitées à l'aide delà trigonométrie et de la représentation
de Fresnel ; on va maintenant introduire l'utilisation de
la notation complexe.

On considère une fonction sinusoïdale u telle que
u(t) = a cos (eût + (p) dans laquelle cd représente la pul­
sation, a, l'amplitude et (p, la phase à l'origine.

Soit OM le "vecteur tournant" représentatif d'après
Fresnel de la grandeur sinusoïdale u ( t ). On le schéma­
tise dans le plan complexe, l'axe Ox est l'axe réel, l'axe Oy
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u « 9te(u)

est l'axe imaginaire ( Fig. 4.5 ). On a :

x = a cos ( (ût + (p )

y = a sin ( (ùt + (p )

M est l'image de la fonction complexe, soit :

u = a [ cos ( eût + (p ) + j sin ( eût + (p ) ]

= ae7(û,/ + ’>)

ou :

u = ae^e"

On dit que u est la représentation complexe de la
fonction sinusoïdale u symbolisée également par le vec­
teur de Fresnel OM. En réalité :

u = 91 e ( u )

or u = ae;ûj! e7?> et l'on peut poser U = a eJtpt qui sera
appelée amplitude complexe de u.

Remarque

Bien souvent on ne considère que des fonctions sinusoï­
dales de même période donc de même pulsation, aussi le
terme e7û* est-il commun à toutes les fonctions et dans la
plupart des équations il s’élimine.
A toute fonction sinusoïdale de pulsation û), d'amplitude
a et de phase à l'origine (p est associé le nombre complexe
u = a e^ej(ût = Ue7<

On définit ainsi une application *6  de ensemble des
fonctions périodiques sinusoïdales de même pulsation a)
vers (T.

u ( t ) = a cos (eût + (p ) ———> u = a eJtp ejû*

(u(i)eF J (u e (T )

2.1. 2. Propriétés de l'application t?

• Addition

Soit u = u1 + u2 avec :

u = a cos ( eût + (p), Uj = Oj cos( (ût + (px )
U2 ~ a2 C0S( œt + $2 
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il vient :

a cos (ùt cos (p - a sin (ùt sin (p

= (a1 cos (px + a2 cos (p2) cos (ùt

- ( dj sin cp + a2 sin (p2 ) sin û)t

(V/6RJ

Par identification on obtient :

a cos (p = a1 cos (p^ + a2 cos (p2 ( 1 )

a sin (p = ax sin + a2 sin (p2 ( 2 )

or :

€ ; -» uy = ax e

= ax [ cos ( cot + <pl) + j sin ( (ùt + (pv ) ]

€ : u -> u2 = a2e eJÛ)t

= a2 [ cos ( (ùt + (p2 ) + j sin ( (ùt + (p2 ) ]

€ :u ->u = a ej(f> ejûit

= a[cos((ùt + (p) + j sin ( (ùt +ç>)]

En développant et en tenant compte de ( 1 ) et ( 2 ) on
obtient :

—1 + -2 = a cos P cos (ût ~ a s’n P s’n
+ j a cos (p sin (ùt + j a sin (p cos (ùt

ce qui implique :

“1 + ^2 = a t cos ( œt + ) + J sin ( + (p ) ]

soit :

“i + “2 = “

Conclusion

Siu = u. + u„un, u eF ; la transformation €1 2 Z (ù
conserve cette propriété, ce qui donne :

w = + u2

• Multiplication par un réel

Soit A 6 IR et ue F^on peut écrire :

Aiz(i) = (Âa) cos ( (ùt + (p )
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donc :

Xu = (Aaje^ ejû,t

mais u = a eJ' 9 eJ(ût ainsi :

A u - Zu Xu = Au

• Dérivation

Vue F^, u ( t) = a cos ( (ût + (p ).
Si l'on dérive par rapport à la variable t il vient :

ii(t) = -atosin(cût + <p)

soit encore :
Æ

ù ( t ) = a (ù cos ( eût + (p + -g )

On constate alors que ù ( t ) G F , donc :

j(’’+2‘) jcot J~2 j<p joit
u = acoe e = tûe a e e

n
J~2

or u = ae7’’ eJ0Jt et e = j, donc :

û - /û)U Ù = j G) U

• Intégration

V u E F u ( t ) = a cos (tût + (p ).
Si l'on intègre par rapport à la variable t on obtient :

u ( t ) dt = a cos ( eût + (p) dt

a
= — sin ( tût + (p) + Cte

co

En général l'intégrale est une grandeur physique dont
la valeur moyenne est nulle, ce qui implique Cte = 0 ; d'où:

/ a n X

u ( t ) dt = — cos (tût + (p---- y )
tû 2

On constate alors que u ( t ) dt e F .
Cù

On peut ainsi écrire :
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= - j, donc :et e

j<0ie

or u = ae-/*e- ,û,/

1 2 j q> j(ût
— e a e e
(ù

a 7(’’-ïï)
iz = — e

(ù

J2

ou :

u
u = —

JO)

• Variation de la phase

Soit u e tel que u ( t ) = a cos ( (ùt + (p ) et u 1 6
tel que iz1 ( t ) = a cos ( (ùt + (p + a ).

L’application ’C associe à uy le complexe :

ux = aeJ(?>+a)e>^

ou encore :

ux = a ejû)t eja
soit :

zz1 = ejau

Remarque importante

On choisit de noter un nombre complexe u, pour ne pas
le confondre avec le réel u = a cos ( (ùt + (p ). Certains
ouvrages prennent la notation ümais alors on peut le
confondre avec le complexe conjugué (zetz). Ce dernier
est alors noté tz*.  On a alors le choix de noter le complexe
conjugué u ou u *.

2.2. Application à l'électricité

2. 2.1. Circuit R, L, C série

On considère le circuit constitué d’un conducteur ohmi-
que de résistance R, d’une bobine non résistive mais
d’inductance L et d’un condensateur de capacité C ( Fig.
4. 6. ) L'ensemble est alimenté par un générateur entre­
tenant entre ses bornes une tension sinusoïdale u de pul­

ü, - e'a!L



178 Chapitre 4

sation û). On peut écrire :

Z - zo e'>

avecZ0 = [R2 + (Lo>-—)2]1/2,Ccd
1Lcd---Ccd

tan © ---------------
R

u j = Ri => «j = Ri
( multiplication par un réel )

di
u9 = L— => izo = jLcùi2 ai ”2 “

( multiplication par un réel et dérivation )

1 j .
“3 = “r idt => u3 =------1

c (ù

( multiplication par un réel et intégration )

or u = u, + un + donc :1 Z 0
_¥ = Jh + — 2 + —3

et :

u = [ R + j ( Lû) —— ) ]_i
Ccù

La quantité Z = R + J ( Lû) —— ) est appelée impédance
Cû)

complexe du circuit R, L, C série.
Z peut s'écrire sous la forme :

Z = Zo e^

1
Lû)------

2 1 2 1/2 Cû)

avec Zq = [ R + ( Lû)-------)] , tan <p = ------5----
Cû) K

Ainsi l'impédance d'un circuit est égale au module de
son impédance complexe. Le déphasage entre la diffé­
rence de potentiel et l'intensité est égal à l'argument de
l'impédance complexe ; en effet :

u = %._i

TT j(i)t • T j(ûtavecu = U e e et 1 = I e e— zn — m

Ainsi :

Um e = Zq e Sn e

soit : U = Z I et (p = (p + <p.m O m
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ce qui implique :

P = K "

Um et Im représentent les valeurs maximales de la ten­
sion et de l'intensité.

La relation est aussi vérifiée avec les valeurs efficaces,
ce qui donne U = Zo I.

Cas particuliers

• Impédance complexe d’une résistance R : Zj = R.

• Impédance complexe d'un enroulement inductif:
Z 2 = j L œ.

• Impédance complexe d'un condensateur =------ =
! Ctü

j (ûC

• Propriétés

On remarque que :

Z = Z. + Z9 + Zq

L'impédance complexe de plusieurs éléments montés en
série est égale à la somme de leurs impédances com­
plexes.
L'inverse de l'impédance complexe de plusieurs éléments
montés en dérivation est égal à la somme des inverses de
leur impédance complexe :

1 _ 1 1 1
*Z ~ Z^ + +

( cette propriété sera démontrée dans le paragraphe sui­
vant ).

2. 2. 2. Circuit R, L, C parallèle

On considère le dipôle formé d'un conducteur ohmique
de résistance R, d'un enroulement inductif L et d'un

• condensateur de capacité C montés en parallèle ( ou déri­
vation ) ( Fig. 4.7 ). L'ensemble est alimenté par un géné­
rateur de tension alternative sinusoïdale de pulsation co.
*On peut déterminer l'impédance de ce dipôle.

La tension aux bornes de chaque dipôle est la même ; 

1111
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LRû>
Z =---------------------------------------

R2 (1 - LCû)2)2 ♦ L2©2

Jl2û>2 + R2(1- LCû>2)2

1
et tan ç> = R--------Ceo

Lû>

elle s'écrit :
“ = Zj i

“ = Z2 J2

u = Z3 .i3

et :

J =J1 +-^2 + —3

donc :
u u u u
T = Z? + 1Z + 5

soit :

1-1 1 11 " H + Z2 + Zg

avec Z. = R ; Zo = j’L cû ; Z„ = - — ; on en déduit :
-1 ~2 “3 Cû)

1 _ 1 1 Cû>

Z R j\a(Ù J
ou :

21 j Lû) + R - LCRû)

Z j LRû)
L’impédance complexe est donc :

j LRû)
Z = -------- -----------------

R - LCRû)2 + j Lû)

soit :
9 2 9 2

L R® + JLR co(l- LCa> )
Z =----------------------------- —-------

R2(l - LCû)2)2 + L2û)2

ainsi :

Z =----------- -----------------  /l2®2 + R2 (1-LCû)2)2
R2 ( 1- LCü)2)2 + L2 a

ettanp = R f 1— Cû)
^Lû) J

2.2.3. Puissance complexe

Soit u = Um cos ( (ùt + (pu ) la différence de potentiel 
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entretenue par un générateur aux bornes d’un dipôle et
i = Im cos ( œt + (p. ) l'intensité instantanée dans ce dipôle;
on sait que la puissance instantanée est alors P ( t ) = ui

Um
et la puissance moyenne Pm = —— cos (p avec
(pu - (pt = OU Pm = UI cos (p.

J<pu
Si 1 on note U = Um e l'amplitude complexe de la dif-

j<p.
férence de potentiel etj = Ime l'amplitude complexe
de l'intensité, on appelle puissance complexe dans le di­
pôle la grandeur :

p = 4y.i*
-JVÎ

avec I*  = I e— m

D'après la définition on peut écrire : 

soit :

P = 4 U I e7”

ou :

P = UIe7Ç>

donc :

P = UI cos (p + j UI sin (p

ainsi Pm = SRe(P), c'est la puissance active ; quant à
Pr = UI sin (p = 3m ( P ), c'est la puissance réactive.

2.3. Application à la mécanique

On considère le système mécanique formé d'un mobile
de masse m qui se déplace sur un plan horizontal ; les
frottements qui s'opposent au mouvement sont de la
forme — fv(f > 0). Le mobile est lié à un support fixe
par l'intermédiaire d'un ressort de constante de raideur &
( Fig. 4.8 ). On entretient les oscillations du système en
exerçant sur le mobile une force sinusoïdale de pulsation
û) telle que F = A cos eût. On ne tiendra pas compte du
régime transitoire et l'on étudiera les oscillations du 

1p - - u. r
2------

Figure 4.8
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mobile en régime permanent forcé. L'élongation OM = x
est de la forme x = Bcos(â)É + (p\on calcule l'amplitude
B des oscillations et la phase (p en fonction de A et des

autres paramètres du système ; on posera û)q = J

On peut appliquer le principe fondamental de la dyna­
mique du système dans un référentiel terrestre donc ga-
liléen. L'origine O du repère d’espace correspond à la po­
sition Go du mobile à l'équilibre. H vient :

d2x
m —5- = - kx - fu + A cos œt

dt

d2x .
avec —- = x et v = x soit :

dt
mx + fx + kx = A cos û)t

On sait que la solution de cette équation est égale à la
somme de la solution générale de l’équation sans second
membre, qui correspond au régime transitoire, et d'une
solution particulière qui correspond au régime perma­
nent. Le régime transitoire au bout d'un temps plus ou
moins long, fonction des paramètres, laisse place au
régime permanent qui seul ici nous intéresse.
La solution particulière est de la forme x =Bcos(ürt + p).
On peut donc déterminer le complexe X tel que
X = Be7(ûJ< + ’>)avecx = 9le (X). Pour ce faire on remplace
F = A cos (ùt par son symbolisme complexe^*  = A e7<üZ, d'où
l'équation :

mX + fX + kX = F

ce qui équivaut à :

-mBû)2 e-'<<uf + ’>) + fBjco eJ(at +

+ AB + = A eJa‘
donc :

B e7 9 (-mû)2 + jfû) + k) = A
et :

B e-'” = ---------- ------------
-mû? + jfû) + k
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cette grandeur rappelle amplitude complexe des oscilla­
tions.

D'autre part - mû)2 * * + jfû) + k = jû)[f + j(mû)
k k

- — )] ; la grandeur Z = f + j (mû) - —) est l'impé­
dance mécanique complexe, à rapprocher de l'impédance

électrique complexe R + j ( Lû) - ).

L'amplitude du mouvement est B = | B e7’>| et on pose
2 k% = — ; ainsi :0 m

BeJ’______ ________
2 2 -f®% “ Û) + J —u m

soit :

A/zn
2 2 \2 r2 û)2

% - ) + f —
m

La phase <p est l'argument de l'amplitude complexe,
donc:

A/m

. A/zn<P = Arg---------------------
2 2 • f®

fi)2 - û)2 + J —
0 m

Arg ( Num. ) - Arg ( Dén. )

avec :

tan (p =

On peut donner l'allure de B ( û) ) et de <p ( û) ).

• Variation de la phase en fonction de la pulsation de la
source extérieure ( Fig. 4.9 )

• ç>=Osiû)=O;
n

• (p = - si û) = û)q ;

rp -> n~
• lim tan (p = 0+ => ou

û> -> + «•

,(p -Æ+

tan =

Figure 4.9
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- f/m ( û£ + û)2 )
• ( tan (p )' =----------------------

( Cdg - ü? )2

On constate que ( tan (p )' < 0 donc tan (p décroît et (p est
une fonction strictement décroissante.

• Variation de l'amplitude en fonction de la pulsation
de la source extérieure ( Fig. 4.10 )

B = ________ _____________

J m

A +
lim B = -----et lim B = 0

Û> —» 0 û) —» + ••

La fonction passe par un maximum lorsque le dénomi­
nateur est minimal puisque le numérateur est constant,
ce qui se traduit par :

2 2( - cù2) + f —- minimal si
m2 

t
2û)(- 2ûj? + 2û>2 + — ) = 0

m2
(ù = 0 correspond au minimum initial. Le maximum

d’amplitude se produit 8126? = 2û$-------donc lorsque
m2

f2 I

w et Wzm J zm

On dit alors qu'il y a résonance d'amplitude. La pulsa­
tion de résonance est d'autant plus proche de coQ que
l'amortissement f est faible :

On remarque que si f est faible, Bmax est très impor­
tante.
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2.4. Application à l'optique
Étude d'un phénomène d'interférences à trois sources

On éclaire trois ouvertures ponctuelles S., S2, S3 très
fines, identiques, alignées, pratiquées dans un écran par
un faisceau lumineux, cylindrique d’axe parallèle à l’axe
z*  0 z du système. La disposition des sources est symétri-
que par rapport à cet axe ( Fig. 4.11 ). Sj S2 = Sj S3 = a
et S3 S2 parallèle à Ox.

On supposera la lumière monochromatique. D'après la
propriété de Huyghens, ces trous se comportent comme
des sources ponctuelles, identiques, cohérentes entre
elles ( synchrones ) ; leur état vibratoire peut être donné
par :

s = so = s, = sn cos Û)tJL A O V
On détermine l'éclairement en un point M ( x, y ) d'un

écran placé en O tel que OSj = D » x et y. Cet écran est
perpendiculaire à l'axe z O z ; d'autre part a « D.

Pour ce faire on introduit la notation complexe :

si ~ s2 = s3 = so e?

La vibration due à la source ( Sj ) qui affecte M est :
, jcùt

s ! = soe e

ou représente le déphasage de M par rapport à ( Sx ).
La vibration due à la source ( So ) qui affecte M est :

, jœt -^2

S 2 — so e e 
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où (p2 représente le déphasage de M par rapport à ( S2 ).
Enfin la vibration due à la source ( S„ ) qui affecte M est:

, j<ùt
s 3 ~ SQe e

où <p3 représente le déphasage de M par rapport à ( S3 ).
On calcule les distances S„M, S.M, SQM ; en effet :Z 1 o

donc :

S2M = SgSj + SjM

2 9 2 * *
S9M = s9s; + S,M - 2S,M . s,s2Z Z 1 1 JL 1

or S2SJ « SjM2 peut être négligé, d’où :

28^.
Le rapport--------- -— étant faible devant 1, on peut

SjM
pratiquer un développement limité au premier ordre ; ce
qui donne : 

soit :

SjM. S1S2
S2M = S1M - S1M

orSjM = D& + xi + y j etS1S2 = ai; ainsi:

S1M.S1S2 = ax

d’autre part SXM # D, d'où :

S2M = D -

Un calcul analogue conduit à :
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<p2 =

ax
ËTSoM = D +O

2æ _ ax
ainsi :

2æD
v'= —

2k ax —- _
(D__)et<p3= (D+r)

La vibration résultante du point M est donc de la forme:

s(M ) = s\ + s'2 + s'3

DD + e

soit :

2< ax
-;-(d + _)

2*D
-J~+e

2x ax
jCDt

= So e Le

s ( M ) = sQ e
2tcD

-J—
e À

2nux 2xax
+J---- -J--------

k 1 + e AD + e ÂD ,

et :

s(M) = sQ
2hD

je.,/ -j— 2kox
e e À l + 2cos-----

AD

Or on sait que l'éclairement en un point de l'écran sera
; proportionnel à l'intensité lumineuse reçue en ce point,
< elle-même proportionnelle au carré de l'amplitude vibra-
i toire ; ce qui donne :

E(M) = aS2(M)

«or l'amplitude vibratoire est connue sous sa forme com-
iplexe :

2æD .

S( M ) = s0 e A
2kox

1+ 2 cos-----
AD

cd'où :

S2(M) = S(M).S*(M)  = s„ 1 +
<

2irax
2 cos-----

AD
7

œt :

1
o

E(M) = asg
2nux

+ 2 cos-----
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2nax ,E (M ) - Eo (1 ♦ 2cos------ )2

ce qui se note :

2mx 2
E(M) = En(l + 2cos------)

AD

• Etude de l'éclairement en fonction de x

On constate d'abord que l’éclairement au centre de
l’écran ne dépend pas de y ; on obtient donc des franges
parallèles à l'axe Oy.

Pour en étudier les variations on calcule la dérivée qui
s'écrit :

2nax Tra 2irax v
E'( M ) = EL ( 1 + 2cos------) ( — 8 — sin------ )

AD AD AD

d'autre part le signe de E' ( M ) = signe de

2nax 2izax
- sin------( 1 + 2cos-------)

AD AD

soit :

X 0
AD
3a

AD
2a

2AD
3a

AD
a

E’(M) 0 - 0 + 0 0 + 0

E (M) 9E0.
0 0^

^9Eo

On observe au voisinage du centre de l'écran des fran­
ges rectilignes. Certaines sont sombres ( E ( M ) = 0 ),
d'autres très claires ( E ( M ) = 9E0 ), d'autres moins
claires situées entre deux franges sombres ( E( M ) = Eo)
( Fig. 4.12 ).

3. EXERCICES D’APPLICATION

( M pour Mathématique ; P pour Physique ; *pour  un exer­
cice résolu à l'aide d'une calculatrice au chapitre 9,
volume 2 )

■ Exercice M. 4.1

I On rappelle que pourz * 1, on a :
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n + 1
t 2 k n %1 + Z 4-2 + ...4-2*  + ...4-2 = —T--------1-2

Utiliser cette propriété pour calculer le nombre com­
plexe S = St + j’S2 dans les cas suivants :

n n
S, = Z cos kx : S9 = Z sin kx

k=\ *=i

et :

n k n kS, = Z a cos kx ; S9 = Z a sin kx
1 *=i *=1

En déduire une autre expression de et S2 dans chacun
des deux cas.

• Cas 1

On considère la somme :
n n

S = Z cos kx + j Z sin kx
*=1 *=1

qui peut s’écrire :

S = ( cos x + j sin x ) + ( cos 2x + j sin 2 x ) + ...
+ ( cos kx + j sin kx ) + ... + ( cos nx 4- j sin nx )

On pose 2 = cos x + j sin x ou z = ainsi :

2*  = ( cos x + j sin x )*  = cos kx + j sin kx

et :
S =2 + 22 + ... + zk + ... + 2n

soit :
n + l

S = ——-------- 1, Z * 11-2
en réduisant au même dénominateur on obtient : 

mais 2 = cos x + j sin x, on constate alors que :

2.2*  = 1 et 2 + 2*  = 2 cos x

En multipliant le numérateur et le dénominateur de S par
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1 - z*  il vient :

(z-z" + 1)(l-z*)
b_ (î-z)d-z*)

ou encore : 

et : 

soit :

1 - z* - z + z z*

q - * ~ 1 ~ z *
2 - (z + z*)

2(1— cosx )

cosx +j sinx - 1 - cos ( n + 1 )x - jsin (n + 1 )x + cos nx + jsin nx
S = --------------------------------------------------------------------- - "

- 1 + cosx + cosnx - cos(n + l)x +j(sinx

2(1- cosx )

+ sinnx - sin ( n + l)x)

On en déduit :

- 1 + cosx + cosnx - cos( n + 1 )x

2(1— cosx )

_ . 2 x , 1 x x- 2 sin — + 2 sin ( n + — ) x sin —2 z z
. . 2 X
4s,n 2

sin —

nx n + 1
sin-cos(—)x

2

en simplifiant on obtient :

nx z n + 1.
sin — cos ( —jr— )x

S1=----- 2----------- ?------
x

sin 2

D'autre part :
sin x + sin nx - sin ( n + 1 ) x

S2 = -——
2(1- cos x )

x 1 .
sin x - 2 sin — cos ( n + ) xZ Xt

A • 2 Z4sm

soit :
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2

• Cas 2

soit en développant :

S = a ( cosx + jsinx )
+ ak ( cos kx + j sin kx )

+ a2(cos2x +Jsin2x) + ...
+ + an ( cos nx + j sin nx )

S2

àa cos kx ak sin &x,la sommeSi Sj = Z
i = i

s'écrit alors :
k k .a cos kx + j E a sin kxS = Sx + jS2 = £

* = 1

e 2

nx
sm —

S =-------

n

et S, = E
à = i

nx . n + 1sin — sin (—g—)x

x
s,n y

On peut prolonger l'écriture simplifiée de S par :

,'n + 1 . . n + 1cos ( —■£— )x +jsm(—y)x

X
sinT

qui peut encore s'écrire :
nx

sin -x-
S = --------xsin-

En posant = a (cosx + j sin x ) et également
zï = ak( cosx + Jsinx )*  = ak( cosfcx + Jsinkx ), il vient:

ei 2 k nS = zA + zx + ... + zx + ... + zr

ce qui équivaut à :
n +1

Zj - Zj
S " 1 - 2, (Zj * 1)

Si on multiplie le numérateur et le dénominateur par
1 - z*,  il vient :

(Zj - z" + 1)(l - z*)

(1 - Zj)(l - zp

nx n*  1
sin-sin( —)x

sin —2

nx
SIHy

S - ---------
x

S‘n 2

• ou :



192 Chapitre 4

* n + 1 n + 1 *
Z1 " Z121 ” Z1 + Z1 21

O — -------------------- ;----------- ;----
1 - (z1 + z1 ) + z1z1

avecz1 +z*  = 2 a cosx et = a2.

Ainsi :

a ( cos x + j sin x ) - a2 - an + 1 ( cos ( n + 1 )x + j sin ( n + 1 )x ) + an + 2 ( cos nx + jsin nx )

l-2a cosx + a2

a cosx - a2, - an + 1 cos (n + l)x + an + 2 cos nx + j(a sinx - an + 1 sin (n + l)x + an + 2 sin nx)s =--------------------------------—
1 - 2a cosx + a2

et :

a(cosx - a - ancos(n+ 1 )x+anf 1 cosnx)
S1= î

1 - 2acosx ♦ a

a ( cos x - a - a” cos ( n + 1 )x + an + 1 cos nx )

bi 2
1 — 2acosx + a

afsinx - a,*sin(n+1)x+a' ’*1sinnx)
S2 “ ,

1 - 2acosx ♦ az

a ( sin x - a” sin (n + l)x + a” + 1 sin nx )

S2 2
1 — 2acosx + a

On peut écrire :

Q a f ix n j(n + l)x „n+1£J'lxï
S =------------------------------- ( e?x - a - a e + a eJ )

1- 2a cosx + a

soit :

S - ---------------------------- (e'Jf-a)(1-ane'“)
1 - 2acosx ♦ a2

S =---------------------- 2(e>X- a)(1 - ane>ni)
1 - 2acosx + a

■ Exercice M. 4.2

Calculer pour x k n, k e Z la somme :

cosx
cosx

On posera et on formera

n
~2

Sn = l

n
alors S ' = E

à = i

cos 2x
2

COS X

sin&x
Â“

COS X

cos nx

cosn x

L'expression à calculer est :
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cosx . sinx cos 2x sin 2x
+ J------cosx

+ -------+ J 2cos Xn n cosx 2COS X

+ ...
cos nx

+ -------
sin nx

+ J nnCOS X COS X

cosx nCOS X

n cosx + /sinx « cosnx + jsinnx
On pose Z =-------------------et Z =------------ z---------

il vient alors : 

- 1 + S + JS' = Z + Z2 +  + Z*  +  + zn71 71
1-Zn + 1

- 1 + s„ + j s; = t  g 1

-^sn+js;=^- (Z*n

On multiplie le numérateur et le dénominateur par
1 - Z*  ce qui donne :

(Z- Zn+1)(l - Z*)
1 + \ + j \ - ( 1  Z ) ( 1 - Z*  ) 

ce qui équivaut à :

z-zz*  - zn+1 + z"+1z*
+ \ + jSn - 1 + ZZ*  - (Z + Z*)  

or :

ZZ*  = —et Z + Z*  = 2
COS X

ainsi :

cosx+j sinx 1 cos(n + l)x+Jsin(n + l)x cosnx+jsinnx
——— - ——j + 7?2

1 . o . COSX COS X COS X COS X
"• 1 + on + 7 S -- ------------------------------------------------------------ -------------------- . - ■ ■ ■ — .......... ..

n J n
- 1 + 2“

COS X

soit :

„ 1 .sinx cos(n+l)x ,sin(n + l)x cosnx . sinnx
1------ 2“ +J---------------------------771-------J------ 77i---- +-----77T" +J----777“Z 71+1 71+1 71 + Z 71 + L

! . Q ,o. COS X COSX COS X COS X COS X COS X
- 1 + Sn +7 S„ =-------------------------------------------------- ------------------------------------

2COS X
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sin(n + 1 )x

sinxcosnx

et par identification on obtient :

1 cos ( n + 1 )x cos nx
1 2 + n + 2

n COS X COS X COS X- 1 + s„ =-------------------- -2--------------------
- COS X + 1

2
COS X

donc :

cos( n + 1 )x cos nx
— -------------------- ;--------- + ---------------n-1 n

ou alors :

- cos( n + 1 )x cosx + cosnx
= ~~2 n

sin x cos x
et après simplification :

sin ( n + 1 )x
o = -------------------------

sinx cos x

■ Exercice M.4.3

On utilise fréquemment les nombres complexes pour la
linéarisation des expressions trigonométriqués ; on pose
alors z = cosx + j sinx, donc:

cosx = — (z + —);sinx =2 z

1 ( n 1 x=> cos nx = — (z + — )
Z

. 1 / " 1 Ïet sin nx = — ( z - — )
2J

Linéariser :

A = sin7x ; B = cos6x ; C = sin3x cos4x.

(2j)7 z

soit en développant le binôme :

A 1 ^.7- „ 5 3 35 21 7 1 .
A =----=-(z-7z + 21z - 35z +----- + -r —y)

2j z z z z
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et en regroupant :

A = - If (/- 1)- 7(/- 1)+ 21(/- A)
27jL 27 z5 z3

- 35(z----—)Z

7 1 -11or z - — = 2 j sin 7 x ; zJ - — = 2 j sin 3 x ;
z1 z3

5 1 1 . .z---- - = 2j sin 5x ; z----- = 2j sinx ; donc :
z5 z

7 1
A = sin x =---- - (sin 7x — 7sin 5x + 21sin 3x — 35sinx)_b

n 6 1 / 1 x6
• B = COS X = — ( Z + — )

26

si l'on suit le même processus, il vient :
1 6 4 2 15 61

B = — ( z + 6z + 15z + 20+ — + — +— )
ob 2 4b2 z z z

et :

1 a 1 4 1 9 1
B = -- (z + — ) + 6 ( z + — ) + 15 ( z + — ) + 2026 L z6 z z j

fil x 1or z*  + — = 2 cos 6x ; z4 + — = 2 cos 4x ;
1 2

z2 + — = 2 cos 2 x ; donc :
z*

6 1B = cos x = — ( cos 6x + 6cos 4x + 15cos 2x + 20 )
-^5

n • 3• G = sin x cos4x =---- ( z —— )3 -îr (z + — /
23/ z 24

Un premier regroupement des termes permet d'écrire : 

puis en développant :

c=_2.(26 - 322 + 4-A)(2 + 1)

2 j z z

A-sin7x»- -I(sin7x-7sin5jr

♦ 21 sin3x-35sinx)

B =cos6 x» — ( cos 6 x + 6cos4 x ♦ 15 cos2 x ♦ 20 )
25
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et :

n 1 / 7 5 n 3 « 3 1 1 \C = - — (z + z - 3z - 3z + — + -----)
2 j z z z

n 1 F z 7 1 \ t 5 1 \ q/3 1 >C=---- =- (z---- -) + (z---- -)— 3(z----

- 3(z— —)
Z

donc :

C = sin3xcos4x - - -r (sin7x + sin5x
2*

- 3sin3x — 3sinx)

~ . 3 4 1 . .  . eC = sin x cos x =---- F ( sin 7x + sin 5x
26

— 3sin 3x - 3sinx )

■ Exercice P.4.4

Dans l'étude du phénomène de diffraction par les ré­
seaux, on trouve la somme :

2rta sin 0
s ( M ) = s0 cos eût + s0 cos ( eût----------------)

À

2n 2a sin 6
+ s0 cos (eût----------------- ) +

2zr( n — 1 )a sin 0
+ sn cos ( eût--------------------------- )

A

Sachant que l'éclairement au point M est de la
forme E( M ) = &s(M).s(M)*,  calculer E( M ) ( on rappelle
que s ( M ) est le complexe associé à s ( M ) avec
s ( M ) = <Re ( s(M) ).

La somme peut s'écrire :

2ira sin 0
s(M) = soe>“‘ + soeja,e~J—T~

2n2amn0 2*  ( n- 1 )a sinfi
+ sQ eJ<ût e 7 * +.....  + s0 é^1 e 7 Â

ou en factorisant :
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s(M) = soe>û\

+ ... +

2rr a sin 0
Si l'on pose x = e * , il vient :

s(M) = soe>‘( 1 + x + x2 + ... + x"-1)

ce qui équivaut à :

j <ùt 1 — x
s(M) = s0 e ——

donc :
. 2ima sin 0

j <ût 1 — es ( M ) = s0 e-------------------
2m sin 0

2itaàn0 2n2aôn9

1 + e x + e *

2<( n-1 )a sin 6 A
-J--------------------------À |

or E ( M ) = k s ( M ). s ( M )* on en déduit :

. 2ftna sin 0 . 2xna sin 0
E( M ) = k s0 e7"' ---e ' * So e-JÛ“ —-—

2nasn0 2nasn0
•'--------- +i-------------

et en effectuant :

A

2nna sin 0
2-2 cos------ -------

E(M) = £so .0 2nasin0
2-2 cos----------- -

À

ou :

2
E(M) = ksQ

2 nna sin 0
sin------------

À
2 na sin 0

sin ---------- -
A
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E (M ) - k

xnas\ne\2
s in---------------

X
' <asine
sin -------------

X

soit :

E(M) = k

nna sin 0
sin-------------

A
na sin 0

sin-----------
A

■ Exercice P.4.5

Une source lumineuse ponctuelle se trouve en un point 0
(Fig. 4.13 ), elle émet une radiation monochromatique de
longueur d'onde A dans toutes les directions, le milieu est
homogène et isotrope. L’état vibratoire du point O est
s ( O ) = s0 cos (ùt.
Une onde plane monochromatique de même longueur
d'onde se propage selon la direction Ox, l'état vibratoire
des points du plan d’onde passant par O est :

= s0 cos (ùt

Un écran perpendiculaire à Ox coupe cet axe en O' tel que
00' = d( d > 0 ).
Calculer l'éclairement en un point M de l'écran dont la
position est définie par O'M = r « d.

L'état vibratoire d'un point du plan d'onde passant par
O est :

si = Soe>“'

L'état vibratoire du point M de l’écran dû à l'onde plane
est :

2æ
avec <p = — d ; soit :

1 A

s/M ) = s0 e7û>* e 7<P1

2 nd

ej<ût e"7~

L état vibratoire de la source 0 est :
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s(0) = s0 ejûit

L’état vibratoire du point M de l'écran dû à l'onde sphé­
rique provenant de O est :

s(M) = sQejû,t e-^

2æOM r~i 2
avec (p = - -------------- et OM = J d + r .

A
On peut aussi écrire :

OM = d

mais r « d, donc OM = d( 1 + ainsi :

-j— (d+--)
s(M ) = sQejat e A 2 d

La vibration résultante de M s'écrit alors : 

s'( M ) = s ( M ) + Sj ( M ) = s0 e À 2 d

2nd
j(ût+ s0 e e A

soit :

2
2nd . trr

s,(M) = sn ejat e~J~(l+ e ' w)

or :

E(M) = as'(M).s'(M)*
2 2

itr tftr

E(M) = aso(i + e " w)(l + e w)

2 Tir2

E( M ) = as0( 2+2 cos — ) 

soit :
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E(M)-

2
E( M ) = 4a$Q cos2----

2M,
ou :

, *r 2
cor-------

0 2Ad

2
2 nr

E(M) = Eo cos ----
0 2Âd

• Étude de l'éclairement

2nr
L’éclairement est nul si cos ----  = 0, soit :

2Xd
2nr n

— = ± — + k 2æ, k e Z
2M, 2

ce qui donne :

r2 = ±Xd + k4Xd

avec k tel que r2 £ 0 et :

r = J( 2k1 + 1 ) ÂrZ, 6 Z+

2
;rr

L’éclairement est maximal si cos ----  = ± 1, soit:
2Xd

2nr
— = k' n, k' e Z+
2Xd

et :

r = Jk'2Xd

vement claires et sombres. Les franges claires sont de
Les franges sont donc circulaires de centre O’ altemati
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■ Exercice P.4.6

On applique entre les bornes A et B du circuit ci-contre
(Fig. 4.15 ) la tension vA - vB = VM cos eût.
Montrer que la tension efficace entre les points E et F est
indépendante de la capacité C du condensateur.
Etudier le déphasage (p existant entre uE - vF et uA - uB
en fonction de R.
Quel est l'intérêt d’un tel montage ?

On pose :

ÜA - VB = “AB

donc :

uab uab
h =-------- r- et z2 =------2 R.l “

jC(ù
D'autre part :

UEF = UEG + UGF

ou :
^EF = - Rfl +

en remplaçant i1 et i2 par leur expression on obtient :

donc :

soit :

UAB
UEF = “ R------- j—

R +----
jCco

UAB
+ /Lâ)------

2jLœ

ÜAB 1-JRCû)
— " ”2” 1+JRCo)

Iu abI

~~2~

Figure 4.15

car
1-jRCœ
1 + j RCtü

= 1, ainsi :
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v M
(VE-VF)max = _

et :
V V

W 2 VE - VF = T

La tension efficace entre E et F est donc bien indépen­
dante de la capacité du condensateur et aussi de la
résistance variable du conducteur ohmique.

On peut étudier le déphasage en posant :

VM
uA - uB = VM cos eût et uE - vp = cos ( a>t + (p )

d'autre part :

aab f 1-jRCa'
U-^~ 2 [1+JRC<J

ce qui implique :
ArguEF = Argu^ + Arg ( 1 -JRCû) ) - Arg ( 1 +JRCû))

Or:
ArgUgp - Argu^ = <p

ainsi :
(p = Arg ( 1 - jRCû) ) - Arg ( 1 + JRCto )

mais :
Arg ( 1 - j’RCû)) = <px donc tan (px = - RCû)

Arg ( 1 + j RCû) ) = (p2 donc tan (p2 = RCû)

on en déduit :

rp
tan — RCû)

ou :

(p = - 2 Arc tan RCû?

Le montage électrique est un montage déphaseur ; si R
varie de 0 à + °o ( grande résistance ), (p varie de 0 à - x
( Fig. 4.16 ) mais la tension efficace entre E et F reste
constante.

Remarque

Cet exercice peut être traité par la construction de 
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Fresnel, la réponse à la première question est quasi im­
médiate.

uEFestreprésentéeparlamédiane d’un triangle rectan­
gle dont l’hypothénuse est ( Fig. 4.17 ). Ainsi :

_ UAB

UEF = “2"

quelle que soit la valeur de R.
D'autre part le déphasage <p est tel que (p = 2a et

tan a = - RCa).

■ Exercice P.4.7
Il existe certains montages électriques ( Fig. 4.18 ) que
l'on peut décomposer en trois parties :
— une source pure d’alimentation délivrant une tension
sinusoïdale vg de pulsation cû ;
—un circuit dit de transmission ou ligne de transmission
composé de dipôles ayant une certaine impédance;
— un circuit de réponse encore appelé circuit de charge,
aux bornes duquel la tension est vs.
Par définition on appelle fonction de transfert ou trans­

va
mittance la grandeur complexe % ( j cû ) = = que l'on

peut écrire sous la forme % (j â) ) = G( eu ) e7?>( ; Vs
et Ve étant les amplitudes complexes de vs et vg respecti­
vement.
— G( cû ) s'appelle le gain.
L’analyse de la réponse fréquentielle d'un circuit de
transmission revient à étudier G( CD ) et (p( co). Nous allons
appliquer ces notions au circuit R, L, C ( Fig. 4.19) pour
lequel vg = Ve cos eût.

1. Calculer la fonction de transfert % ( jcû ) pour le circuit
ci-contre.

2. En déduire le gain G ( cû ) et le déphasage ç>( cû ).

3. Calculer la pulsation cùq rendant le gain maximal ; en
Û)

déduire la valeur de G .Poserx = — et étudier les va-max û>0

nations de G( x ).
4. Sachant que la bande passante en pulsation est l’in-

Figure 4.17

Figure 4.19
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Gmax
tervalle [ û)v cd2 ] tel que G ( x ) > ------ , déterminer cet

x/2 TLû>0
intervalle en fonction du facteur de qualité Q = -5-.

5. Etudier (p(x ) et calculer l'intervalle des valeurs de (p(x )
correspondant à la bande passante.

1. À ug on associe le nombre complexe ve = V eJ 0)1 avec
V = V e>” = V . ” ”

L’amplitude complexe de l'intensité du courant est :

ve

v, R
(/û>) = = --------------- —

— R*/(L û>----- )
Ccu

avec Z = R + j ( Lcd------ ) ; donc :
Ccd

V
e

1=—=—-
R + j ( Lcd--------)

Ccd

La tension complexe aux bornes de la résistance est :

V = RIs —

soit :
RVe

L =-------
R + j (Lcd-------- )

Ccd

donc :
L. R

H (Jo,)--------------------------
Ls. R+jCLco------- )

Ccd

2. Calcul du gain et du déphasage :

G ( co ) = | % ( j co ) | = --------- R 1

[ R + ( Lcd-------- ) ]
Ccd

et :

ç>( cd) = Arg % (jcd)
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donc

soit :

Szn I % ( j cù)
tan (p ( cù ) =------------------ :

Bel % (jû>)

( L<o------ )
Cto

tan <p { cù) =------ 5------
IV

avec (p( œ) e [—] résultat du circuit R, L, C.

3. Le gain est maximal si le dénominateur est minimal
donc lorsque :

ou :

Lûk------- — = 0
0 c%

% =

sa valeur est alors :

max

1

1

Si x = — on peut écrire :
%

G(x) = r-----------------2-----------
c y

Lz% j
1 + R RCx<a0 J

L% j
mais -=r- =------- ce qui implique :R RC<ü0

n/2
_2 2
L % , 1.2

------ TT" (*---------- J
n ' «j

On peut alors représenter le gain ( Fig. 4.20 ) sachant



206 Chapitre 4

%
Ao> = (ü2 - «t - —

que G ( 0 ) = 0 ; lim G ( x ) = 0, l'axe des abscisses est

l'asymptote ; si (ù = û>0 => x = 1, G ( x ) est maximal.

4. On peut écrire que G ( x ) -- ------------------ =-------- •
[1 + Q2(x - -)2J’/2

Les valeurs dex qui déterminent les limites de la bande
passante sont telles que :

1_________  _ 1
ri rx21 1 \2 i1/2 /2
[1 + Q (X------)] Z

X

donc :

1 + Q2(x - — )2 = 2
X

et :

û) ...x = — est une solution nécessairement positive ainsi :

d’où :

1
X2- *1  = -Q

mais x9 = — et x, = — on en déduit :
% %

A<Ü = "2 - = Q

Lûjl
en posant Q = —-,

RDonc Aco = — , la bande passante est d'autant plus 
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étroite que R est faible ce qui correspond à une résonance
aigüe ; d'autre part cû} et û)2 sont des valeurs pratiquement
symétriques par rapport à cûq dans ce cas.

5. Etude de la phase :

- (Lcd - )
Ccù

tan rp( o>) =--------g--------

(ù
Si l'on pose x = — , il vient :

Cùno

tan (p(x ) = - Q(x - y )

On peut alors représenter la phase (p( x ) sachant que :
n

• lim tan p(x ) = + «>, (p -> + y ;
x—>0+

Æ
• lim tan ç>(x ) = - 00, p—> - ;* £

• si x = 1, tan (p( 1 ) = 0, (p( 1 ) = 0. ( Fig. 4.21 ).

■ Exercice P.4.8 Le Filtre
On considère un circuit électrique, défini comme dans
l'exercice P.4.7 constitué des éléments suivants :
— une source pure d'alimentation délivrant une tension
sinusoïdale v de pulsation variable ;
— un circuit de transmission composé de dipôles ;
— un circuit de charge aux bornes duquel la tension est
V

On définit la fonction de transfert du filtre par % ( j(ù )
Vs

= Tf œ) = y- , rapport des amplitudes complexes, et 1 on
¥ e

pose T(û>) = G(â))e^”(û>). G ( (û ) s'appelle gain du filtre
en tension ; on rencontre trois types principaux de filtres
selon les fréquences qu'ils laissent passer :
— le filtre passe-bas laisse passer les signaux de basse
fréquence ;
— le filtre passe-haut laisse passer les signaux de haute
fréquence ;

Figure 421
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Figure 4.22

Figure 4.23

— le filtre passe-bande laisse passer les signaux dont la
fréquence appartient à un domaine précis.
On se propose d'étudier un filtre passe-bande.
Soit cûq la pulsation telle que G ( O)Q ) soit maximal, on
définit le gain en décibels par :

G(â>)
g( o>) = 201og ---------G(û?0)

On appelle diagramme de Bode la représentation graphi­
que de g( 0) ), avec co en abscisse sur un axe en coordon­
nées logarithmiques, ou deg( (û) en fonction de logx avec

(ù
x = —.

%
On considère le filtre suivant ( Fig. 4.22 ).

1. Déterminer la fonction de transfert % (jcù ) = T( û) ).
2. Calculer le gain G( cû ) du filtre.
3. Pour quelle valeur cûq est-il maximal ? Calculer G( cùq).
4. Calculer le gain en décibels défini par g ( û) ) =

G( (ù) (O
20 log --------  puis g ( x ) en posant x = —.

G(%) %
5. Sachant que les pulsations passantes sont telles que
G(û>0)
--------  < G ( û>) < G ( cûq ), calculer le domaine de va-

\/^2
leurs correspondantes pour g ( û) ).
6. Calculer les pulsations de coupure et co2 délimitant
cette bande passante.
7. Tracer le diagramme de Bode de g( x ).

On supposera le circuit ouvert à la sortie ( impédance de
charge très grande ) ( Fig. 4.23 ).

1. Dans la maille 1 on obtient l'équation :

ve =Ie(R + — ) + Ii(-L) (1)
— jCco 1 jCœ

D'autre part :

Vs = I1(73-) = RI2 (2)
— jCœ

et :
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12 = 1,-11 <3 4>

De ( 2 ) on tire :

V,
II = jCa'V, et I2 = =

En reportant dans ( 3 ) on obtient :

L = ^jCco+ ±)

et en revenant à ( 1 ) on en déduit :

ve = vsocw+ _L)(R +-L) +vs
— — K jCco —

ainsi :

s
%(jœ) = T( co) = ÿ- =

JRCû)

1 - R2cV+ 3JRC®

y« /rcw
-Ko») - - ------------------------—

-• 1 - R2C2û>2 ♦ 3/RCw

On a aussi :

T(û>)
3 + J(RC<y-

RCo>

2. Gain du filtre :

1
G( co) = |%(Jœ)| =

1 A
RC tu- ——

RCœ J

3. Le gain est maximal pour coQ tel que G' ( co ) = 0 mais
ici le résultat est immédiat ; le numérateur est constant il
faut donc que le dénominateur soit minimal ce qui a lieu

lorsque RCâ)------— = 0 donc :
RCâ)

co -
1

a0 = RC

on a alors :

G(%) = |

4. Le gain en décibels est donné par :
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log

- 3dB £ g(to) £ 0

G(û>)
g(.(ù) = 20 log —------

G ( (OQ ).

soit :

g(û>) = 201og

û)
ou si l'on pose x = — <=> RCco = x, il vient :

%

5. On sait que les pulsations passantes vérifient :

G(%)
---------< G(o>) < G(o)0)
/2

ce qui équivaut à :

1 G(û>) ,
----  < --------- < 1
Z2 G(%)

soit :

20log -î— < g{(ù) < 20log 1
/2

ce qui implique :

- 3 dB < g((û) < 0

Les pulsations (ù telles que g ( û) ) soit égal à - 3 dB
s’appellent pulsations de coupure.

6. Détermination des pulsations de coupure.
La condition s'écrit :

ce qui équivaut à :
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et :

7 ) = 2

d'où les solutions correspondant aux équations :

1 - x2 = 3x et 1 - x2 = - 3x

soit :

x2 + 3x - 1 = 0 et x2 - 3x - 1 = 0 avec x > 0

i on en déduit :

- 3 + ZÏ3 3 + ZÏ3
*1 =--------- g--------- et *2 =-------2-------

î soit :

x1 = 0,303 x2 = 3,303

«d'où :

(ùx = 0,303 (ûQ cû2 = 3,303 cûq

"7. Diagramme de Bode ( Fig. 4.24 ).

••Pourx = l,g(l) = 0.
«• lim g(x) = — «> ; la courbe admet une asymptote d é-

«-♦o
équation :

a> . 0.303 % O)2 - 3.303 o>0

Figure 424

y = 201og3 + 201ogx
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• lim g(x)= lim 201og— = - ; la courbe admet

une asymptote d'équation :

y = 20 log 3-20 log x

• Si l'échelle des abscisses est logarithmique, on obtient
deux droites.

• Si la fréquence est multipliée par 10, ce qui correspond
à une décade, les variations dey sont respectivement + 20
et - 20 ; on dit que les asymptotes ont une pente de + 20
et - 20 dB par décade.

• Si la fréquence est multipliée par 2, ce qui correspond à
une octave, les pentes sont alors respectivement + 6 et
- 6 dB par octave.

■ Exercice P. 4.9

Un amplificateur de tension se présente comme un qua-
dripôle avec deux bornes d'entrée entre lesquelles est 
appliquée une tension ve et deux bornes de sortie entre
lesquelles existe la tension us. On appelle amplification

en tension le rapport Av
"Ve

c'est un nombre com­

plexe dont le module Ay s'appelle gain en tension.
On peut étudier une application d'un amplificateur opéra­
tionnel idéal. C'est un appareil formé de composants
électroniques qui comporte : 
— deux bornes d'entrée, l'une E + dite non inverseuse,
l'autre E “ dite inverseuse ;
— une borne de sortie S ;
— deux bornes d'alimentation que l’on ne représentera 
pas.
On lui associe, à l'entrée un ou plusieurs dipôles de charge,
entre 1 entrée et la sortie un ou plusieurs dipôles de
rétroaction.
L ensemble devient un appareil capable de transformer
un signal électrique d'entrée en l'amplifiant, le filtrant,
1 intégrant ou le dérivant...
L amplificateur opérationnel est dit idéal si le gain p
défini par Va = /z( V * - V e ) est infini ce qui implique 
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V/= Ve et si_I+ = X = 0 ; on schématise un tel appa­
reil ( Fig^ 4.25 ).
On peut utiliser un amplificateur opérationnel dans un
filtre passe-bande ; d'où le montage suivant ( Fig. 4.26 )
dans lequel u est de la forme u = V cos cot et le circuit

* e e em

1. Déterminer la fonction de transfert % ( j (û ).
2. Calculer le gain G ( co ) =|%(jû))|.
3. Calculer la valeur maximale du gain.

4. On pose

que « co2

R + Rj 2
= 2RR^C et “2 = et ron admettra

; calculer la bande passante en pulsation.

Figure 4.25

Figure 4.26

1. On utilise la formule de Millman qui n est autre que la
loi des nœuds exprimée avec des tensions ; pour le nœud
A on obtient :

u u - y, a-y, 0 < i >

R -e.'2-+b/ j- ’
jCœ jCû)

pour le nœud B qui est au potentiel nul car V*  = Ve = 0 il
vient :

jCû)

ce qui équivaut àU= - V^—-—; en reportant la valeur

de U dans l'équation ( 1 ) on en déduit la relation entre $
et Ve, soit :
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V, ---------- + -------------  + -------------------- -
— ^JCR2Rû> JCR2R1œ R2(l+JCR2<o)

jCû> 1 n | '

1 + j CR2ÛJ R2 J 1

ce qui conduit à :

( ( s A
.. 1 I 1 1 2 r^■cr24 R + Ri J+ R2+j " ,

et :

Vs - r2
-(>Û,) = - = — = R

- — ---------- + 2R + jR2RC<ü
JR1Co)

G(û>) = |%(jo))|

2. Détermination du gain.
Il est donné par :

soit :

G(û>) =

R2RCco -
R + Ri f

RxCû)

lR ♦ R,
C / RR^j

G(<üo) = 2R

3. Le gain est maximal si :

R + Rx
R9RCco-------------= 0

2 R^O)

ce qui conduit à :

J RR1R2

sa valeur est alors :
r2

G ( % ) - 2r



Nombres complexes 215

4. Bande passante.
On simplifie l'écriture du dénominateur de G( œ) il

vient :

R2RC<d -
x2

R + Ri

RjCo)

2en posant
R + Rj

et = ZRRjC on en déduit :

4R2

les pulsations de coupure sont telles que :

G(%)
G ( a/ ) = G ( œ" ) = ——

Z2
donc :

r2
2R/2

ou :

ce qui donne :

ÛXj cû

â/2 - û)2 = ± Cû2û)
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0? ± CûQû) - û). û)9 = 0
Z A Z

2
avec A = o>2 + 4o)1 cû2 .

Les racines qui conviennent sont :

- % + J<i + 4W1 ®2

et :

- Û>2 + /û>2 + 4"1 «2

or :

1

c'est-à-dire

A *>2

2 2
O)2 + 4®, û)2 = û)2

mais « û)2 ainsi

4 —

ainsi les pulsations de coupure sont :

R ♦ R, 2
w*  > a> b----------- d û>’ - cd. -

1 2RR,C 2 R2C

R + Ri 2
® “ “1 = 2RR.C et " = "2 - r^c

1 &
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Opérateurs différentiels sur les
fonctions de point

1. RAPPELS ET COMPLÉMENTS DE MATHÉMATIQUES

1.1. Pourquoi les opérateurs différentiels ?

Les opérateurs différentiels ou non, gradient, divergence,
circulation, flux, rotationnel, laplacien, qui ont un rôle
mathématique bien défini sont utilisés dans tous les do­
maines de la Physique, notamment :

En électricité :
— l'électrostatique fait intervenir les notions de charge
électrique, champ, potentiel ( théorème de Gauss, loi de
Poisson ) ;
— l'électromagnétisme où l'on étudie en particulier les
équations de Maxwell et le théorème d'Ampère.

En mécanique :
— étude des écoulements des fluides ;
— étude des champs de forces.

Pour les phénomènes vibratoires :
— équations de propagation.

1.2. Définitions

On considère un espace à trois dimensions pour lequel
on associe à chaque point M un scalaire f{ M ). On dit que
f( M ) est une fonction de point à valeur scalaire.

De même on peut associer à chaque point M une gran­
deur vectorielle f( M ). On dit que/X M ) est une fonction
de point à valeur vectorielle, et l'espace dans lequel est
définie cette fonction s'appelle un champ de vecteurs.

Exemples :
—Densité de charge électrique en un point M d'un espace 
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Figure 5.1

/(M).dM

(C)

CA-»B

électrisé notée p( M ) et potentiel en ce même point noté
V( M ) pour le cas d'une fonction de point à valeur scalaire.
— Champ de forces de pesanteur, champ de forces électri­
ques et champ de forces magnétiques caractérisés
respectivement par G(M), E(M)etB(M) pour le cas
d'une fonction de point à valeur vectorielle.

Remarque
Noter que f{ M ) est une fonction est un abus d'écriture

mais, en Physique, les variables étant nombreuses il est
nécessaire de les préciser. On devrait écrire/*;  /*(  M ) étant
la valeur de la fonction au point M.

1.3. Circulation d'un vecteur le long d'une courbe

Soit dans un espace à trois dimensions la courbe ( C )
reliant A et B. On désigne par /*(  M ) la fonction associée
au point M ( fonction vectorielle ) et par dé un élément
orienté de courbe très petit et supposé rectiligne ( Fig.
5.1 ). La circulation élémentaire du vecteur /*(  M ) le long
de l'élément dé est par définition :

ÔC = /X M ). d7

La circulation du vecteur/*(  M ) le long de la courbe ( C)
sera donc :

CA^B= 7(M).d7

J(C)

or dé = OM' - OM = dOM = dM ; ( O origine arbitrai­
re ; M et M' origine et extrémité de dé ). dM est une 
simplification d'écriture qui montre le rôle fictif de O car
OM' - OM = MM'.

Donc on peut écrire :

f(M).dM

(C)

1.4. Flux d'un vecteur à travers une surface orientée

1.4.1. Orientation d’une surface

Surface non fermée s'appuyant sur une courbe
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On choisit arbitrairement un sens positif de parcours sur
la courbe s'il n'est pas imposé par les conditions physi­
ques. Le sens positif de la normale est alors donné par les
règles classiques ( trièdre direct, observateur d'Ampère,
règle des trois doigts de la main droite ) ( Fig. 5.2 ).
Surface fermée

Le sens positif de la normale a été fixé conventionnelle­
ment de l'intérieur vers l'extérieur ( Fig. 5.3 ).

1.4. 2. Flux d’un vecteur à travers une surface

Soit ( S ) la surface orientée, chaque point M de cette
surface est caractérisé par f( M ) et son vecteur normal
n ( M ).
Le flux élémentaire de cette grandeur vectorielle à travers
un élément de surface très petit dS de centre M est par
définition :

d<D = f(M).n(M)dS

Si l'on pose n ( M ) dS = dS, alors :

d<t = f(M).dS

Le flux total du champ de vecteurs à travers la surface
( S ) est donc donné par :

* f

0 = f (M).dS
JJ(S)

1.5. Vecteur gradient d'une fonction scalaire de point

1.5.1. Définition

Soitla fonction de pointé valeur scalaire  ̂M)=/*(x,  y, z)
où x, y, z sont les coordonnées cartésiennes du point

On appelle gradient de f le vecteur noté grad/*  dont les
composantes sont :

s f *

grad^=âï

8rad/=^

gradif=-
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Figure 5.4

Il constitue une fonction vectorielle du point et définit
ainsi un champ de vecteurs.

1.5.2. Propriétés

D’après le calcul différentiel on a obtenu :

V**  . * d, .**
dx ày dz

df représente donc le résultat d'un produit scalaire :

df = gradf. dOM

dOM est souvent noté dM pour simplifier ( Fig. 5.4 ).

1. 5. 3. Circulation du gradient

On appelle circulation du vecteur gradient le long de AB
la grandeur :

soit :

gradf. dM

AB

0^= df= f( B ) — f( A )

AB

La circulation du gradient d'une fonction fie long d'une
courbe AB est égale à la variation de cette fonction le long
de la courbe.

Si A = B alors C.n = 0.AB

1.6. Divergence d’un champ de vecteurs

1. 6.1. Définition

_JSoit un champ de vecteurs défini en chaque point M par
f( M ). M a pour coordonnées cartésiennes x, y, z ; f ( M )
a pour composantes fx ( M ), fy ( M ), fz ( M ).

Ces fonctions composantes admettent des dérivées par­
tielles qui sont respectivement :

<(M) Jf/M) <(M)
dx ' ây ’ àz
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On appelle divergence du champ de vecteurs f ( M ) le
scalaire noté div f{ M ) tel que :

dz
_ afx(M) <yy(M) <(M)

div/( M ) = —— +dx dy

1. 6. 2. Propriétés

La divergence est un scalaire.

qui s'énonce :div/*(M).di>f(M).dS =
(S)

Le flux du vecteur f ( M ) à travers une surface fermée 
quelconque ( S ) est égal à l'intégrale triple de la diver­
gence dans le volume délimité par cette surface ( Théo­
rème d'Ostrogradsky ).

1.7. Rotationnel d'un champ de vecteurs 

1.7.1. Définition

A un champ de vecteurs f( M ) on peut en associer un autre
que l'on appelle son rotationnel.

C'est l'application :

rot : /*(  M ) ---------> rot /*(  M )

dont les composantes sont :

rot^/XM ) =

roty/*(M ) =

rot/(M) =

<(M) à/yW
dz

<(M)
âZ dX

tf/M) <(M)

dx ❖

div/(M ) -

<(M) /JM)
■ — ♦ - —

«y "

différentielle ( 1 ) - différentielle ( 2 )
• Moyen mnémotechnique :

rotx f( M ) rot/(M) rotJ(M)

d
~dx

a *
dy dz

fx
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rot/'(M).dS qui s'énonce:

(S)

rot( grad f{ M ) ) = 0, V la fonction scalairef( M ).

/XM).dM =
J(C)

La circulation du champ de vecteurs /*(  M ) le long d'une
courbe fermée ( C ) est égale au flux du rotationnel à
travers la surface ( S ) limitée par cette courbe ( Théorème
de Stokes ).

Il sera démontré ultérieurement que :

• div ( rot/X M ) ) = 0, V le champ de vecteurs f( M ).

1.7.2. Propriétés

rotx f( M ) roty f( M ) rotzf(M)

a 3 3(i)__ —
lx —’-—3z

fy fx
—ÿ —♦ —>

rotx /( M ) roty /*(  M ) rotx M )

3 3 3
— 1) — ■ ■
a*̂<C iy 3z

f <(2) f.

1.8. Laplacien d’une fonction scalaire ou d’une fonction
vectorielle

a2 a2 a2
A ■ -----  ♦ ----- + ----
*2 ay2 az2

On appelle opérateur Laplacien l'opérateur scalaire noté
A tel que : 

que l'on peut appliquer à une fonction scalaire de point
ou à un champ de vecteurs ; on obtient alors respective­
ment :

-’VCM) ?f(M)V( M ) =-----— +-----— + -----—
3x ty àz

et :
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Af(M) = ^ + £ï^2 + £^
3x dy 3z

1.9. Emploi du vecteur symbolique "del" ou "nabla"

On lui donne le nom d'Hamiltonien ; c'est un opérateur—>
vectoriel désigné par le symbole V tel que :

r» a 3 ? 3
= l-v:+J-t k-T3x 3y 3z

Si on l'applique à une fonction scalaire de point il vient:

-^(M)
Vf(M) = 1~1T- +J-~V~ +

donc :

V/X M ) = grad/X M )

<• Produit scalaire du vecteurV et du vecteur /*(  M )

1 fonction vectorielle du point M

Ce oroduit s'écrit :
—» -♦ -*  3 T*  3

4(M )-? + 4<M)J + )

ssoit en effectuant :

_» _» afx(M) (M) af/M)

düonc :
V.f(M) = div/XM)

•» Produit vectoriel du vecteurV et du vecteur f ( M )

fonction vectorielle du point M
Ce produit s'écrit :

v a/(M) = (*■ — +J t; + k Tz}3x ty cz

Affx(M).r+ 4(M)J + 4(M).Î

^/(M) - grad/(M)

Vj(M) - dwZ(M)

dVoù :
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Va /]m ) - rôt*/7 m )

V a/(M) = (
<(M) àfy(M)

àZ
)T

et ainsi :

<(M) <(M) 

àf(M) <yx(M) _J \ 1

V A /( M ) = rôt/X M )

Ceci conduit aux notations suivantes :

V /*(  M ) <=> grad/XM)

V./XM) <=> divf(M)

V a /( M ) rôtf( M )

De même :

A/X M ) = V2f(M) = (V.V).f(M)

1.10. Relations à partir des opérateurs différentiels

Soit/X M ), fx ( M ), /* 2( M ) des fonctions scalaires du
point M.

Soit/*(  M ), ( M ), /* 2( M ) des fonctions vectorielles du
point M.

On vérifie que :

gradfjCM ).f2(M ) =f1(M ). grad/* 2( M ) + f2( M ). gradfj M );

div grad /*(  M ) = A /*(  M ) ;

divrot/XM ) = 0;

div( A/X M ) ) = A ( div/X M ) ) ;

div/X M J.fjC M ) =/‘1(M ). gradf( M ) + f{ M ). div/^ ( M ) ;
div(/\( M ) Af2(M ) ) =^( M ).rôt/\ ( M )- /;( M ).?7t^( M );

—> ---------- >

rot. grad/XM ) = 0;
rotfC M ).^(M ) = grâd/’( M ) a/\ ( M ) + f{ M ).rôt/; ( M ) ;

rot. rot f{ M ) = grad div/X M ) - A/X M ).
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2. EXERCICES D’APPLICATION

( M pour Mathématique ; P pour Physique ; *pour  un
exercice résolu à l'aide d'une calculatrice au chapitre 9,
volume 2 ).

■ Exercice M.5.1

Il Démontrer que div. grad /*(  M ) = A/*(  M ), V f{M).

On peut écrire :

div. grad/ï M ) = V . Vf( M ) 1

soit :

div. grad /‘(M) = V.V^/‘(M)j

or on a montré que V . V = A ; donc :

div grad f( M ) = A /*(  M )

■ Exercice M.5.2

Il Démontrer que div . rot/X M ) = 0 , V/X M ).

On peut écrire :

div. rot/X M ) = V.^V a/X M ) j

or V a /*(  M ) est un vecteur orthogonal à V, ce qui implique
que le produit scalaire V. (v a/*(  M ) J = 0 ; soit :

—> —»

div. rot/X M ) = 0

■ Exercice M.5.3

|| Démontrer que rot. grad f( M ) = 0, V/X M ).

On peut écrire :
rot. grad /X M ) = V a ( V/X M ) )

or V et V/X M ) sont deux vecteurs colinéaircs, ce qui im­
plique V a ( V/X M ) ) = 0 ; soit :

rot. grad/X M ) = 0

div grad/(M ) = A/(M )

div.roi/(M ) = 0

roi.gradl(M ) = 0
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■ Exercice M.5.4

| Démontrer que rot.rot/X M ) = grad. div/*(  M ) - A f( M ).

On peut écrire :

rôt.rot/(M) = V a ÇvajFCM) ]

et si l'on développe les produits vectoriels il vient :
-» -> d d d
V Af(M) = (i.- + k.-)dx dy dz

A [7x(M)r+/;(M)7 + 4(M)A )

ainsi :

-4 -4 <(M) df‘(M) _ <(M) ^(M) af (M) <(M) _
V Af(M) = (—----------y—-)i + (^_----------- x )j+^------------ x )k

dy dz dz dx dx dy

X Y Z
X, Y, Z sont des notations introduites pour simplifier le
calcul ; donc :

-4 /->-> \ -> d -> d -» d
V A | Va/*(M  ) ] = (i. — +j. — + k . — )k J dx dy dz

(xT+ y/+ zk)

et :

On exprime la composante de vecteur unitaire i, ce qui
donne :

2 9 9
dZ <?Y «’/'/M) 1 4(M) afx(M)

= dy 3z2 dX dz

soit :
2

az aY 3 fx (M )

2 9 9a?x(M) a7y(M) a7z(M)
+ dx dy + dx dZoX
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ou encore :
az ax
---=- Af(M)ay az *

a ( dfz ( M ) 3f ( M ) 3fz ( M ) ï
4- — ----------  + ----------  + ----------dx dx ay az J

et :
— = - ( di v/( M ) 1 ( M )

dy dz dx \ J
On obtient par des calculs similaires les deux autres

composantes ; ainsi :

V a(V a/XM)) = - Af/M)

- A£(M)

- Afx(M)a
7x

div/( M )

a ( divf( M )

a
dZ divf( M )

donc :

Va Va/(M) = graddiv/XM) - Af(M) Va Va7(M) =graddiv/(M)-A/( M)

■ Exercice P.5.5

On considère le scalaire U ( M ) - ---------- — Qu^ n est autre

qu'un potentiel avec r*=  xi + yj + zk.

Calculer grad U ( M ).

On sait que grad U( M ) est un vecteur dont les compo­
santes sont :

or : 

donc :

aU( M ) <?U(M) aU(M)
dx 9 ay 9 tz

U(M) =

aU(M) q x
--------â---------- = “ ---------- 2 2 2 .3/2ax iKEç (x + y + Z )
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gradU(M) - - —---------
4ffCo r3

. ---- n IO)S
il

d'où :

aU(M)
âZ

aU(M) q y_______
, 2 2 2.3/2

47r(x + y + z )

q z
ànp f 2 2 '2.3/2
4**P  (x + y + Z )

gradU( M ) = - q 1
4 jrF f 2 2 2.3/2
4;r£io (x + y +z )

( x i + y j + z k )

soit :

gradU( M ) =------------ t
47TEO r3

Remarque

On vérifie bien que E ( M ) = - grad U ( M ).

■ Exercice P.5.6
Une onde plane monochromatique peut être caractérisée 
par :

s ( r. t ) = s cos ( (ùt - k.r)' m _
( k est son vecteur d'onde )

On lui associe le complexe s*  = e7( œt “ k r} qui peut
encore s'écrire :

s*  = ? [ cos ( (ùt - k .7 ) + j sin ( (ùt - k . r ) ]m “
On sait que s*  = Be(?).

Calculer —, div?, rot As*dont  l'utilisation est
dt2

fréquente en Physique.

Si ? = ? ej( * alors :

a'? -4
•-^j=j(ùs û}t~k-r > et :8t m

as*
Tt=jœ-

a2-*•4 = -
dt
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à S 2—>
= - cos_

ât

dsx dsy 3sz
• divs*  = , or :

3x dy dz

?= smyJ + Sm2 k'ie j^l-kxx-kyy ~kzz>>

ainsi :

<?sx
— = -jk s e7(û,z-*  r>)
3x J x mx

dsy

-= = -jk s3y J y my

is_z

— = -jk s ejia,~kr)
3Z J z mz

i d'où :

div ? = — jk . £

• • rot £ dont les composantes de ce vecteur sont respective
ment :

<?sv _ _
-ri. l \=-J^ysm2-kzsmy) e

<?s_ -♦ .
— -zl » \ j((ût-k.r)- kxsmz) e

3sx -» .
— Tl. I. x=-j(kxsmy- kySmx)e

► T*  —rot s. = - j . k a s

<• As dont les composantes de ce vecteur sont respective-
iment :

S2s_x 32s^

dx2 3y2 3z
(1)

- (J's

divs* - - jk.l

roi’?» - j.k a ?
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â2 S y d2 Sy

= —2- + + —T (2)
dx dy dz .
2 2 2

a Sz d Sz d S*

= ~T + —F + ~F (3)
dx dy dz

On calcule l’expression ( 1 ), ce qui donne :

Sx

dx
soit :

De même :

et :

e

e

------T =" k2xSmx
2 X TTtX

dx

A,
— =- ^Smx

k2s.

a2sx

— Z.2
2 ” ^z Smx e

dz

d'où la première composante :
2 2 2

As£ = - (kx + ky + k2)smx e 

soit :

A? = - k2 s i — k2 s j — k2 s k
— x y J z

et :
As*  = - k2^_

■ Exercice P.5.7
Calculer la circulation du vecteur champ E ( M ) = k

_> -4 -♦ r
avec r = xi + yj + zk entre les points A ( *A, yA, zA ) et
® ( XB» y B9 ZB

Même question pour un champ newtonien défini par
e(M) = *L

3r
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B

E.dM

A
or :

= E. MM’E.dM

soit :

et :

2 2

alors :

B

E. MM’

E. MM’

et:

^ab -

^ab -

cab -

G AB ~

Cab

La circulation du vecteur E le long de la courbe AB peut
s'écrire :

A et

,B

£ .—. dr
r

A

avec MM’ = dr.u + rd0.ïZ, u
orthogonal à u( donc à r*).

Ainsi :

— et u. vecteur unitairer

2 2 2

avec MM’ = dr.u + rdô .~iï.
Ainsi :

= A -
2r

2
rB = XB + ^B + 2B-

, rB

= k . In —
rA

B

k -
2r

2
avecrA = xA + 3'A

SiE(M) =
Or

rB
- *.ln-

—> ------ > b
E . MM' = — . drr

K
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1 1
C« -

A *B

soit :

^ab = ^ (“ “ )
rA rB

Remarque
La circulation dans les deux cas est indépendante du

trajet AB, elle ne dépend que des positions initiale et
finale A et B. Un champ de vecteurs qui vérifie cette
propriété est dit à circulation conservative.

■ Exercice P.5.8
Calculer le flux à travers un disque plan de rayon R d'un
champ de vecteurs issu d’un point O' situé à la distance
d de O, sur l'axe de ce disque ; ce champ est tel que

E(M)=Æ.

Il O'M||

On prend un élément de surface de centre M limité par
deux arcs de cercle de rayons respectifs r et r + dr et deux
"rayons" faisant entre eux un angle d0( Fig. 5.5 ). D'autre
part on oriente positivement le cercle limitant le disque ce
qui donne l'orientation de l'élément dS.

On peut alors écrire l'expression du flux à travers cette
surface élémentaire soit :

ou :

d0 = È(M).dS

dd> = E ( M ) dS cos ( n - a )

or || E ( M ) || = E ( M ) = 1 et dS = rd0 dr donc :

d<I> = - r d0. dr cos a

mais r =d tan a, soit dr = d----—, d ou :
cos a
da

dd> = - a tan a —— d0 cos a
cos a

ce qui équivaut à :

n sin a
dd> = - d2—— dadû

cos a
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soit en intégrant, il vient :

.2»

o

sin a

cos a
da

d> = - 2k d2
cos a Jo

et :

2 1
2k d (------------- 1)

cos a

avec cos amax

d

Jd2 + R2

soit :

donc :

<t> = - 2?r</( D

<I> = — 2nd ( x/cf2 + R2 - d) O -

■ Exercice P.5.9
Calculer les composantes de l’opérateur gradient en coor­
données cylindriques et en coordonnées sphériques.

• Coordonnées cylindriques

Soit f ( M ) une fonction scalaire du point M, on peut
écrire :

df(M) = gradf(M).d7

—> — ■ >

or d£ et grad f( M ) sont des vecteurs que l'on peut noter
à l'aide de leurs composantes respectives :

[dp > <X A
dl = p d0 et grad /*(  M ) = Y

<dz ,
l Z J

-2xd(Jd2 *rf-d)
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ainsi :

df( M ) = X.dp + Yp.d0 + Z.dz

af(M) y 1 */(M) z af(M)

dp p de n

■ ifWA 9fW>AO aAM) .mais d/( M ) =---------dp + ---------- d0 + —- ---- dz ;
<Jp de dz

par identification, on obtient :

v <?f(M) „ 1 af(M)  af(M)
dp p 30 &

• Coordonnées sphériques

En coordonnées sphériques les composantes sont :

f dr > fxll
dZ= rde et grad/*(  M ) = Yi

r sin 6d(p J

ainsi :

df( M ) = Xjdr + Y^.de + Zj r sinfl. d(p

d'autre part :

Y ^/(M) 1 ?f(M) 1 Jf(M)

r de 1 rsine dtp

af(M) df( M )
df( M ) = ——— dr + ---------de + ----------d(p

àr ee d(p

Par identification, on obtient :

„ af(M) v 1 af(M)  1 af(M)
dr r dO r sin 0 d(p

■ Exercice P.5.10

Calculer la divergence du champ de vecteurs défini par
—» r _>—>—> ->
E ( M ) = k — avec r = xi + yj + zk.

Même question pour un champ newtonien de la forme
Ej(M) = k^.

r
-»

Soit E ( M ) = , ce vecteur champ a pour composan-Z
tes : r

Ex = ^; ^ = *4; =

r r r
Si l'on différencie, il vient :
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Æx x 2r2

r r

r r
ainsi :

r , f 3 2(x2 +/ + ?)]
dlvZî "2 = k ~2---------------------------4------------------

r \r r J
d'où :

r* k
div*“2 = ~2

r r
—»

Soit E, ( M ) = k ce vecteur champ a pour composan-
tes : r

Eix = ^; ev = à4; Eu = ^
r r r

Si l’on différencie, on obtient :

= *(4" “T5r r

^■‘<4-34>* r3 r5

r r

Ainsi :

r 3 3
div& -r = (-0---- 3 ) ~ 0

o 00r r r

soit :

div£ -Ç = 0
Or

Un tel champ est à flux conservatif.

r X
div k — - —

r2 r2

r
div* — - 0

P
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Remarque

Si l'on utilise l'opérateur divergence en coordonnées
sphériques on atteint plus rapidement le résultat ; en
effet :

div/XM) = l yr[r2fr (M) j

+ —-— — | sin 0fo ( M )
r sin 0 30 \

1
+ -------- ----------

r sin 0 3(p

Pour un champ à symétrie sphérique les dérivées par­
tielles par rapport à 0 et (p sont nulles et :

—» 1 3
divf(M) = - -"F

r2fr (M)

-> -> r k .
• si/*(M)  = E(M) = k — alors, f ( M ) = — , soit

z r rr
= k r ; ce qui implique :

ï [ r2fr ( M ) ] = k
3r < J

et :

—» k
divE(M)= -

r

r k
. sif( M ) = E1 ( M ) = k —, alors fr ( M ) = — , soit

r7r(M) = k ; ce qui implique :

3 ( 2
— r fr (M) =0w y J

et :

divE1( M ) = 0

■ Exercice P.5.11

On considère une distribution de charge à symétrie
sphérique de centre O définie par p = A r ( A = cte et 



Opérateurs différentiels sur les fonctions de point 237

r = OM ) où p représente la charge volumique en un point
M.

1. Donner l'expression du champ électrique au point M.
2. Calculer le flux sortant d'une couche sphérique de
centre O et d'épaisseur dr limitée par deux sphères de
rayons respectifs r et r + dr.

3. Sachant que dO = div E .du, calculer div E. Conclusion.

1. D'après la symétrie sphérique le champ électrique est
radial et peut s'écrire sous la forme :

E(M) = E(M) —r

On peut appliquer le théorème de Gauss à une sphère de
centre O, de rayon OM = r, ce qui donne l'expression du
flux :

(S)

E(M).dS =
pdu
*0

le dernier terme représente la somme des charges inté­
rieures.

On obtient :

2 A
E(M).4/rr = —

«b

2 _x4nx dx
J o

l'intégration donne :

2 A 4
E(M).4^r = — nr

%

soit :

et :

E(M)
Ar2

4éb

- Ar2
E(M) =----- E(M )

Ar2 7
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<M>»4jrr2 dr
dr

2
♦ ?E(r)

-* 1 * I 2
divE ----------r2E( r)

,2*1

-» Ar p
div E ■ — = —

£o £o

2. Flux sortant de la couche sphérique d'épaisseur dr, sa
valeur est :

d<I> = 4zr ( r + dr )2 E ( r + dr) - ^nr2 E ( r )

Le champ étant radial ( Fig. 5.6 ), il n’y a pas de compo­
santes E0 et E qui d'ailleurs donneraient un flux nul.

D'autre part :

E(r + dr ) = E(r ) + r
dr

ainsi :

dO = 4zr ( r2 + dr2 + 2r dr ) f E( r ) + —- dr 1
\ or J

- 4/rr2E(r)
en effectuant puis en éliminant les termes infiniment
petits d'ordre égal ou supérieur à deux, on obtient :

[\

—— + — E(r)dr r J

3. On sait que :

dd> = div E du

d'autre part, du = 4/rr2 dr ( volume d’une couche sphé­
rique ) de rayon r et d'épaisseur dr ), donc :

divE =
aE(r)

dr
+ ——E(r )

r

ainsi :

-> i a
dlvE = ^ Tr r2E(r)

Si on remplace E ( r ) par sa valeur on obtient :

soit :

1 a
divE = — —or

Ar p
divE = — = —

Eo

relation connue sous le nom d'équation de Poisson.
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■ Exercice P.5.12
La première équation de Maxwell div B = 0 montre que
B est un vecteur à flux conservatif, donc le flux de B
sortant de toute surface fermée est nul.

En utilisant cette propriété, déterminer le vecteur champ
magnétique B en un point au voisinage de l'axe d’une spire
de rayon R parcourue par un courant permanent d'inten­
sité i.

On considère le point M défini par ses coordonnées
(x,y, 0 ) et soit Mo le point de coordonnées (x, 0, 0 ). En ce
point, le vecteur champ magnétique créé par la spire a
pour expression :

2

2(R2t«2)"“

Par raison de symétrie le vecteur champ magnétique au
point M est contenu dans le plan x O y ( cest pour
simplifier le calcul que nous avons pris M dans ce plan )
mais B( M ) n'est plus axial, il comporte une composante
Bx et une composante B^ ( Fig. 5.7 ).

• Détermination de Bx

Sachant que MQ M = y « OM0 = x, on a .

le terme -------- — dy représente la variation de B due au

déplacement infinitésimal dy ; mais B( Mo ) est indépen
dant de y, donc :

/Vr2

Bx - B ( Mo ) - 2 2 3/2

2(R + x )

<?B(M0)
=B(M0)+—— dy

2(R2 > x2)W

• Détermination de B
y—>

On sait que div B = 0 ; soit :

<®x
"âx + "ÿ" + «te 



240 Chapitre 5

or au voisinage de Mo par symétrie il vient :

<?Bx

ày dz
et :

aBx
2 — =--------Jy æc

soit :

= _ A
dy 2 dx

mais :

2
aBx 3r/zoiR

■^=" 2(R2 + x2)5/2
d'où :

2
<?By 3x/ioiR

■* =4(R2+x2)5/2

3m0 'R2xy
b,-----------------

1 4(R*tx2)«

en intégrant par rapport à y on obtient :
2

3 X^o/R
Bv = -T -------2----------- S-5/2 y + Cte' 4(R2 + x2)5/2

or pour y = 0, By = 0 => cte/y = 0 ; soit :

2
3//oiR xy

= JZ_2 2 ,5/2

4(R + x )

■ Exercice P.5.13

On considère un fil rectiligne infini parcouru par un
courant d'intensité i ( Fig. 5.8 ) ; on sait que le champ
magnétique créé en un point M distant de r du fil a pour
expression :

->
B(M) =----  v

2nr

Déterminer la grandeur vectorielle A( M ) que l'on peut 
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écrire sous la forme A( M ) = A( r)k vérifiant! a relation
rotA(M) = BXM).

D'après le texte on peut écrire :
> —> > —>

rot A ( M ) = rot A ( r )k

soit encore connaissant les propriétés de l'opérateur rota­
tionnel :

rot A ( M ) = grad A ( r ) a £ + A ( r ) rotfc
—>

mais £ est un vecteur unitaire constant, ce qui implique
rot k = 0 ; d'où :

rot A ( M ) = grad A ( r ) a k

par ailleurs, grad A ( r ) = J rl u car A ( M ) ne dé-
df*

pend que de r, donc :

soit :

ainsi :

ou :

dr

—♦ -♦ <?A(r)_
rot A ( r ) k =----- -— vdr

SA (r) -> i -»
—— v = uz/r r

—» -> dA ( r ) -> T*
rot A ( r ) k = —~---- u a kdr

dA(r)_ W
& ~ 2nr

On obtient en intégrant par rapport à r :

go‘
A ( r ) =------- Inr+C

2k

et :

W a
A ( r ) = + — In —

2æ r

ce qui donne vectoriellement :



242 Chapitre 5

a -
A(M ) o — In — k

2n '

—» 1 a —>
A(M) = — In — k

2æ r

cette grandeur s'appelle potentiel vecteur du champ ma­
gnétique B( M ) engendré par le fil.

■ Exercice P.5.14

Figure 5.9

On étudie une onde électromagnétique se propageant
dans le vide selon la direction Oz ( Fig. 5.9 ). Le champ
électrique de cette onde est de la forme :

E = E(x) eJ ( “ *2} ÿ*

1. Sachant que le champ magnétique B est lié en tout point
—> aB

au champ électrique E par la relation rot E =---- —-, en
déduire la forme de B.
2. Vérifier que E et B satisfont aux équations div E = 0
et div B = 0.

3. Sachant que E et B obéissent également à la relation

—* —* JErot B = —donner l’équation différentielle vérifiée
u u dt

2 2 jpar E ( x ). On pose — - k = K >0 avec c, célérité de
c2

fonde électromagnétique dans le vide.
Donner l'allure générale des solutions de cette équation.

1. Les composantes de rot E se notent :

JEX ?Ey
ay dz

---> —» JE JEZ
rot E =

par ailleurs :

i i ~àx
JEx

❖

E =

0

E(x)e>(“'-*2)

0
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JE^ jEx
or, les composantes —, —, — et — sont nulles.ày àx àz ày
Mais :

y •k'G'r \ jÇ<ût-kz)
---- T“ = j£E(x )e

àz

et :
3Ey aEx

~àx ~~àx e

ce qui implique :

-^LLe(x)£ + ^12?]

ainsi :

B=-2- (jjfeE(x)x + ^±2^ e>(“‘-* z)
J Où àx J

soit :

* _ j Æ(ih
— E(x)x +-------- ——2

Cû û) àX

e/( û)t-kz )

2. On peut montrer que E et B satisfont aux équations
de Maxwell ; en effet :

—» JEx
div E = ——àx

<?Ey <?Ez
+ ày + àz

JE
orir= 0

JE2
et — = 0 puisque E - 0 et Ez = 0.

Jz

JEy
De même E^ est indépendant de y donc — = 0 et fi­

nalement :

div E = 0

D’autre part :

-> JBX <?By <?BZ
div B = — + — + —àx ày àz

B =
k i <>E(x) .

— E(x)x\--------------- i eO) Cû 3 X

or —- = 0 car Bv = 0, m aïs :
ày y
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aBx

~àx
k <?E(x ) xœf-ju)
------------ e
Cû àx

et :

j <?E(x)
dx

donc :

div B = 0

3. Equation différentielle vérifiée par E ( x ).
On sait que :

—* ~* <?E
rotB=p0 —

Q l
or :

<?B <?B__f____ >
ày àz

—> _> <?Bx <?Bz
rot B = —-------—àz àx

aBy <?BX
àx ày

ày' àz ’

0

<?B,
rotB =

avec les composantes —.
les. Ainsi :

ej(û)t -kz)

àZ àX (ù

o
*2E(x) aE(x)

àx2

3B àBx
—, ---- qui sontnul-
àx ày

0

mais /io£o — = û)E(x ) e ; dou en identi­
fiant les deux expressions, il vient :

1
Cû

Q
a E(x)

àx2
= ^o^oû)E(x)

ce qui équivaut à :
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ou :

E ( x ) = A sin Kx + B cos Kx

Cu 2
+ (------k )E(x ) = 0

c2 

or/io£bc2 = x> soit ^oeo = 'T donc :
C

*2E(x)

«2

9
d E ( X ) 2----- + K2E(x) = 0

ax

Les solutions sont de la forme :

. k2
E ( x ) — - /z0

o
a E(x)

2ax

2
1 aE(x)

2 20) 3x

■ Exercice P.5.15
Dans l'exercice précédent on a vu qu'une onde électroma­
gnétique est composée d'un champ électrique E, et dun
champ magnétique B caractérisés par les équations de
Maxwell qui dans le vide sont :

—* —» /ÏR ”*
(1) rotE =-------; (2) divE = 0; (3) divB=0;

a t
—>

—* aE
(4)

En éliminant B dans l'équation ( 1 ) et E dans 1 équation
( 4 ), déterminer les équations de propagation de E et B
dans le vide.

A partir de l'équation ( 1 ) de Maxwell on peut écrire :

—> —> aB.
rot. rotE = rot(- )

a t

mais :

rot. rot E = grad. div E - AE

et l'équation ( 2 ) implique :

rot.rotE = - AE

I^E(x) « o

d'autre part :
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- 1 / E
AE--------.--------- -0

C2

-♦ 1
AB---------

C2

<>2B
------- = 0

—* <?B 3 —♦ -*
rot(- — ) = - — (rot B)3t 3t

ainsi :

soit :

mais :

rot. rot B = - AB

rot. rot B = grad ( div B ) - AB
et l'équation ( 3 ) implique :

» —* —* —3^
rot.rotB =rot(/z0^ — )

1AE------. ------=0
c2 3 t2

À partir de l’équation ( 4 ) de Maxwell on peut écrire :

Z?- ae = -MoEo —
<? t2

avec l'équation ( 4 ), on obtient donc :
”* 2 “*

I ( \ Er»t(-
V l

par ailleurs :

—* aE 3 —» -*
rot^o«b 57) =^0^ J7 (rotE)

avec l'équation ( 1 ), on obtient donc :

“* 2. Æ 3 B
^^0^) = -^-

3 t
ainsi :

312
soit :

n 1AB------.-----  = 0
c2 it2



Annexe 1
Système international d'unités

Conformément au décret 61-501 du 3 mai 1961, le système légal d’unités est le Système Inter­
national d’Unités (SI). Il est composé de sept unités de base et d’unités dérivées.

• Unités de base

Ce sont les unités des grandeurs fondamentales.
Longueur : le mètre (m).

C’est la longueur du trajet parcouru dans le vide par la lumière pendant une durée de
1/299 792 458e de seconde.
Masse : le kilogramme (kg).

C’est la masse du prototype en platine irridié qui a été sanctionné par la Conférence Générale
des Poids et Mesures tenue à Paris en 1889 et qui est déposé au BIPM, Pavillon de Breteuil à
Sèvres.
Temps : la seconde (s).

C’est la durée équivalent à 9 192 631 770 périodes de la radiation correspondant à la transition
entre les deux niveaux hyperfins de l’état fondamental de l’atome de Césium 133.
Intensité de courant électrique : l’ampère (A).

C’est l’intensité d’un courant constant qui, maintenu dans deux conducteurs parallèles, rec­
tilignes, de longueur infinie, de section circulaire négligeable et placés à une distance de 1 mètre
l’un de l’autre, dans le vide, produirait entre ces deux conducteurs une force d’intensité 2.10"7
newton par mètre de longueur.
Température : le kelvin (K).

C’est l’équivalent de la fraction 1/273,16 de la température thermodynamique du point triple
de l’eau.
Intensité lumineuse : le candela (cd).

C’est l’intensité lumineuse, dans une direction donnée, d’une source qui émet un rayonnement
monochromatique de fréquence 540 x 1012 herz et dont l’intensité énergétique dans cette direction

'est 1/683 watt par stéradian.
Quantité de matière : la mole (mol).

C’est la quantité de matière d’un système contenant autant d’entités élémentaires qu’il y a
«d’atomes dans 0,012 kg de carbone 12.

Lors de l’utilisation on doit préciser la nature des entités élémentaires qui peuvent être des
©atomes, des molécules, des ions, des électrons, etc.

•• Unités dérivées

Les grandeurs dont les unités ne sont pas fondamentales sont généralement définies à 1 aide de
bois physiques qui les relient aux grandeurs de base.
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Ces lois conduisent à des formules de définition dont on choisira à la fois la plus rigoureuse et
la plus simple. Ainsi les unités dérivées seront déduites des unités de base par des expressions
algébriques utilisant les symboles de la multiplication et de la division.

Un bon nombre de ces unités a reçu un nom spécial (généralement celui d’un physicien) et un
symbole particulier qui peut être à son tour utilisé pour former une nouvelle unité.

• Equations aux dimensions

C’est l’expression de la relation existant entre une grandeur dérivée et les grandeurs fondamen­
tales dont elle dépend.

Exemples :
accélération : 7

formule de définition :

équation aux dimensions : [7] = LT-2
force : f

formule de définition : f = m'y
équation aux dimensions : [f] = MLT-2

Utilité : Les équations aux dimensions permettent la vérification de l’homogénéité des formules
ou encore le changement de système d’unités ce qui est d’un usage plus limité puique l’on travaille
souvent dans le SI.
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• Multiples et sous-multiples des unités

Bien souvent l’unité n’est pas adaptée au résultat de la mesure de la grandeur considérée; on
peut alors utiliser une puissance entière positive ou négative de 10 ou ce qui est plus fréquent un
préfixe précédant le nom de l’unité...

Préfixe Symbole Equivalence
Sous-multiples atto a 10“18

femto f 10“15
pico P 10“12
nano n 10"’
micro M 10“6
milli m 10“3
centi c 10“2
déci d 10"1 ___

Multiples déca da 10
hecto h 102
kilo k 103

méga M 10*
giga G 10®
téra T 1012

Exemples :
le picofarad : 1 pf = 10"12 f
le mégaélectron-volt : 1 MeV = 106 eV



Annexe 2
Table des constantes physiques fondamentales

Nom Symbole Valeur dans le SI
Equation

aux dimensions
• Atomistique
Charge élémentaire
Masse au repos de l’électron
Charge massique de l’électron
Masse au repos du proton
Masse au repos du neutron
Unité de masse atomique
Constante de Planck
Nombre d’Avogadro
Electron-volt
Constante de Rydberg
• Mécanique
Accélération standard

de la pesanteur
Constante de gravitation
Durée du jour sidéral
Rayon de la Terre
Masse de la Terre
• Electricité
Perméabilité magnétique

du vide
Permittivité diélectrique

du vide
Constante de Faraday
• Thermodynamique
Constante des gaz parfaits
Constante de Boltzmann
Volume normal

d’un gaz parfait
Pression atmosphérique

normale
Point triple de l’eau
Constante de Stefan
Equivalent mécanique

de la calorie
• Optique
Célérité de la lumière

dans le vide

e
77lg

e/me
771 p
77ln

U

h

eV
Rh

9o

G

Rt

Mt

Mo

£o
F

R
k

Vo

Po

a

J

c

1,602 18 x 10“19 C
0,910 95 x ÎO"30 kg
1,758 80 x 1011 C.kg-1
1,672 65 x 10-27 kg
1,674 92 x 10~27 kg
1,660 57 x 10-27 kg
6,626 18 x 10“34 J.s
6,022 52 x 1023 part.mol-1
1,602 18 x 10-19 J
1,097 37 x 107 m-1

9,806 55 m.s-2
6,672 0 x 10-11 m3.kg-1.s~2
23 h 56 mn 4,09 s
6,378 14 x 106 m
5,98 x 1024 kg

4 ir x 10"7 H.m-1

8,854 19 x 10~12 N-1.m-2.C-2
9,648 46 x 104 C.mol-1

8,314 41 J.mol-1 K-1
1,380 66 x 10-23 J.K"1

2,241 4 x 10“2 m3.mol-1

1,013 25 x 105 Pa
273,16 K
5,670 32 x 10"8 W.m“2.K~4

4,185 5 J.cal-1

299 792 458 m.s-1____________

I T
M

M-1 I T
M
M
M

M L2 T'1

M L2 T’2
L-1

L T“2
M"1 L”3 T"2

T
L
M

M L T"2 I"2

M"1 L"3 T4 I2
IT

M L2 T"2 0"1
M L2 T-2 e-1

L3

M L"1 T-2
0

M-1 L2 T-3 0-*

L T-1
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INDEX

angulaire : 75
complémentaire : 80
d'entraînement : 80
en coordonnées cartésiennes : 72
en coordonnées cylindriques : 73
normale : 75, 155
tangentielle : 75, 155
( vecteur ) : 72

. Affixe : 171
Aires, loi des : 105
Ajustement linéaire : 81, 95
Altitude ( pression, fonction de 1' ) : 94
Amplificateur opérationnel : 212
Amplitude complexe : 183
Argument : 169

Bande passante : 215

Base orthonormée : 3
Bode, diagramme de : 208

Calcul
d’erreur et d'incertitude : 55
des petites variations : 49

Calorimétriques, coefficients : 63,198
Cauchy - Schwartz, inégalité de : 2
Célérité d'une onde : 131
Centrales, forces : 16, 105
Centre de forces : 10
Champ

de forces : 10,101
de gravitation : 23
électrique : 237, 242
électro-moteur : 29
magnétique : 89, 239

Changement de repères : 76
Cinématique : 66
Cinétique, moment : 14, 27, 32

Circulaire, mouvement : 74, 75
Circulation

d'un vecteur : 29, 218, 230
du gradient : 220

Coefficients thermoélastiques : 97, 218
Colinéaires, vecteurs : 5
Complexe

amplitude : 183
nombre : 165
associé à une fonction sinusoïdale : 173
conjugué : 167

Conservatif, champ à flux : 10, 235
Coordonnées

cartésiennes : 67
cylindriques : 67,108
d'une fonction vectorielle : 46
sphériques : 68

Cosinus directeurs : 21
Cycloïde : 147

Del : 223
Déphasage : 128
Dérivée ( s )

définition : 35
d'une fonction vectorielle : 46
logarithmique : 37
paramétrique : 41
première d'une fonction : 35
successives d'une fonction : 37
tableau des : 38

Différentielle ( s )
des fonctions de plusieurs variables : 42, 53
d'une fonction numérique : 39
d'ordre supérieur : 42, 51
exacte : 44
logarithmiques : 32, 42
partielles : 43

Divergence : 220, 234
Droite de régression : 81
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Duplication, formules de : 113,118

Eclairement : 187, 200
Energie interne : 60
Energie de vibration : 124
Enthalpie : 62
Entropie : 63
Erreur, calcul d': 55
Euler, formules d’: 173
Exponentielles, notation complexe des : 172

Filtre, notion de : 207
Flux d'un champ de vecteur : 13, 218, 232
Fonction de point : 217
Fonctions vectorielles : 45
Force ( s )

champ de : 10,101
d'inertie complémentaire : 162
d'inertie d’entraînement : 162
moment d'une : 13,18

Fourier, théorème de : 123
Frenet, trièdre de : 92
Fresnel, représentation de : 128

Gain ( amplification ) : 202, 207

Gradient, vecteur : 219
en coordonnées cylindriques et sphériques :
233

Hélicoïdal, mouvement : 75

Impédance complexe : 178
Incertitude, calcul d': 55
Interférences optiques : 135,185,198
Irréversible, transformation : 62

Laplace, force de : 30
Laplacien : 222
Linéarisation, formule de : 114,194
Lorentz, force de : 29

Maxwell, équations de : 239, 243, 245
Minkowski, inégalité de : 2

Mixte, produit : 6
Module d'un nombre complexe : 168
Moivre, formule de : 170
Moment

cinétique : 14, 15, 27
théorème du : 28, 109
d’un couple : 18
d'une force : 13, 18

Nabi a, opérateur : 223
Normale, accélération : 75, 155
Norme d'un vecteur : 2

Onde
électromagnétique : 242, 245
progressive : 133
stationnaire : 141

Opérateurs différentiels : 217
Orthogonaux, vecteurs : 3
Orthonormée, base : 3

Paramètres d'état : 59
Potentiel : 12, 101
Potentiel, vecteur : 242
Potentielle, énergie : 125
Produit

mixte : 6
scalaire : 1
vectoriel : 4
vectoriel double : 8

Propagation des phénomènes vibratoires : 130,
133

Puissance électrique ( en complexe ) : 180
Puissance d'une force : 12
Pythagorre généralisé, théorème de : 158,159,

161

Radial ( champ de forces ) : 18
Rayon vecteur : 74
Rectiligne, mouvement : 73

sinusoïdal : 74
uniforme : 74
uniformément varié : 74

Référentiel, changement de : 76 
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iRéversible, transformation : 61
’ R, L, C ( circuit )

série : 177
parallèle : 179

Rotationnel : 221

Sarrus, règle de : 7
Satellite : 90
Scalaire, produit : 1
Sinusoïdal ( phénomène périodique ) : 122
Sphériques, coordonnées : 68
Superposition des phénomènes vibratoires :

129

Thermistance : 93

Thermoélastique, coefficient : 97
Transfert, fonction de : 203, 208
Travail d'une force : 8, 61
Triangles, relation dans les : 115
Trigonométrie

hyperbolique : 117
hyperbolique réciproque : 119
des nombres complexes : 168

Trigonométriques
fonctions : 112
fonctions réciproques : 115
relation entre les fonctions : 112

Uniforme, mouvement rectiligne et circu­
laire : 74

Uniformément varié, mouvement rectiligne et
circulaire : 74, 75

Unitaire, vecteur : 2

Variations, calcul des petites : 49
Vecteur directeur : 22
Vectoriel

produit : 4
double produit : 8

Vectorielles, fonctions : 45
Vibrations sinusoïdales : 122
Vibratoires, phénomènes : 121
Vitesse ( vecteur ) : 70

en coordonnées cartésiennes : 70
en coordonnées cylindriques : 71,107

Vitesse d'entraînement : 79
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