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P E
ans un monde qui év i
D q olue rapidement, la maitrise et 'approfondissement des mathémati
ques

apparaissent comme u ition i m
et ki ne condition indispensable au dévelo i
ére de la haute technologie et de la mondialisaggz d:gimiizh?mns, plongtes
s.

Voila po i

. urquoi les mathématici i

L ! maticiens africain 8 E

: ns de concertation sur les problé o . dds 1983, & organiser des

sonent un 16le essenticl dans problemes posés par 'enseignement des mathématiqu i
s la préparation des jeunes aux défis de l'avenir. anes at

La Collection Inter-Africai
de 'Enseignement Sectc[:; é”;fi!l‘.lcilme de Mathématiques que nous proposons aujourd’hui aux éleves
cette collaboration franche e? [ES pays Erancfc-phunes d’Afrique et de 1'Océan Indien est le fruit de
I’adoption par tous ces pays &T;:ernellg qui a abouti, au mois de juin 1992, 4 I'élaboration et &
Sanpmdaire. ¥ programmes des premier et second cycles de I'Enseignement

Elle a pour objectifs majeurs :

— I’harmonisati ; i

b ensaf;ﬁ;{;r:gd:ﬁ!;: pedaﬁogm des mathématiques et la mise 2 la disposition des éleves

il b e cains de P’l?.l‘luels de qualité tenant compte du milieu socioculturel
que support et véhicule privilégiés des concepls mathémaliques ;

— ]_Iac B, £ B 'l

metteglt.ugftilfanl par les ele_wes .c'les bases d’une formation mathématique solide qui leur per-

£ s 2] 3;3{31‘ une situation, de conjecturer des hypothéses et de les valider ou non a
p es faits ou du raisonnement, de recourir aux modgles mathématiques qu’ils

connaissent et de dégager une conclusion ;

—la .dlminution du coft du manuel pour permettre la ré

un livre.
g Les ouvrages de la Collection Inter-Africaine de Mathématiques, rédigés par des équipes
e_nselgnan:!s. d.e chercheurs et 'ci‘e responsables pédagogiques africains, belges et francais, s'ap-
puient sur 'environnement des gleves pour les motiver, les faire agir, les amener & comprendre et
a agir de nouveat, de maniére autonome et créatrice. Les contenus adoptés et Jes méthodes péda-
gogiques préconisees ont été systémaliquement expérimentés dans plusieurs pays avant que ne

soient entreprises les rédactions définitives.

Conformément a notre conception de I'enseignement des mathématiques, nous n'avons pas
voulu présenter Jes legons sous forme d'exposes théoriques, mais comme des séances de travail au
cours desquelles des activités de calcul, de dessin, de lecture de documents (le plus souvent
empruntés au milieu africain] sont mises en muvre pour solliciter et provoquer constamment 1a

participation active des éleves.
Insérés dans les legons, des exercices d'application immédiate permettent |'assimilation des

notions étudiées. Placés a la [in des chapitres, des exercices d'entrainement et d’approfondisse-
ment permettent aux gleves d’éprouver leur compélence et aux professeurs d’évaluer leur ensei-

gnement.

Nous exprimons notre grati
pays francophones 4’ Afrique et de I'océa
Francaise et de la Coopération Belge qui.
soutien constant tant moral que matérie

meilleures conditions possibles.

Enfin, nous espérons que ce man
teurs (professeurs ot éléves). Afin d'en
reconnaissance les remarques, les crit
par avance, nous les en remercions.

alisation d'un vieux réve : un élove,

tude aux différents Ministres chargés de 1'Education dans les
o Indien, ainsi qu'aux responsables de la Coopération
par leur compréhension, leurs encouragements et leur
|, nous ont permis de réaliser ces OUVIAgES dans les

x besoins des utilisa-
s accueillerons avec
us faire et,

rattente et au

4ditions, nou
voudront bien no

uel répondra au mieux |
améliorer les prochaines €
iques et les suggestions qu'ils
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absurde (raisonnement par ') - 137
Al Kashi (théoreme d’) - 70
angle au centre - 8
angle inscrit - 8
angle orienté - 49
angle d'une rolation - 108
antécédent - 156
apothéme - 22
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[ axiomes (de la géométrie de 'espace) - 118
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r base - 38

- base orthonormée - 39
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‘ C
caractere d'une série statistique - 236

{ caractéristique de dispersion - 245

' caractéristique de position - 242

carré scalaire - 63
centre d'une homothétie - 98

_ centre d’une rotation - 108

| cercle trigonométrique - 53
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colinéaires (vecteurs) - 32
combinaison linéaire de vecleurs - 31
complémentaire d'un ensemble - 149
condition nécessaire - 14

condition suffisante - 14
constructible - 136

contraintes (sur l'inconnue) - 190
coordonnées d'un vecteur - 37
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_ décomposition d'une rotalion - 109

| degré d'un polynéme - 174
déterminant d'un sysiéme - 225
déterminant de deux vecteurs - 40
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droites sécantes dans |'espace - 121

o i ———
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Angles inscrits et
polygones réguliers

1
I- objet de ce chapilre est de compléter la propriété de I'angle
inscrit et de I'angle au centre associé vue en classe de 3¢, puis de
o I'exploiter dans de nombreuses situations, notamment pour réali-
AT | ser des constructions ef rechercher des lieux géoméfriques.

On établira un résultat important : le théoréme des sinus.

Enfin, une bréve étude des polygones réguliers débouchera sur
quelques applications frigonométriques.

1. Anglesinscrits.................

. 8
2. Lieu géométrique des points M

tels que mes mB e VR 11

3. Quadrilatéres inscriptibles.....................cocvevi. 13

4. Relations meétriques dans un triangle....................... 17

Eisie. : S. Polygones réguliers.....................ccoccoe 90

Angles inscrits et polygones réguliers 7 4
>
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Ce théoréme a é16 démoniré en classe de trojsidme.

+ 1. Le terme o théoréme » est communément

e e ———
—— e s B e ey S
: -

mmezmmm Angle au centre et arc de cercle infercepté

¢ Sur un cercle, une corde [AB], qui n'est pas un diamétre,
détermine deux arcs -

— celui dont la longueur est la plus petite est noté AB ;
— l'autre est noté AB. L
L'angle ADB est appelé angle au centre. On dit qu'il intercepte I'arc AB.

* Lorsque [AB] est un diamatre, I'angle AOB est plat ; . ) B
on dit qu'il intercepte 1'un ou I'autre des demi-cercles d'extrémités A et B.

mumm== Angle inscrit et angle au centre associé

Soit (€) un cercle de centre O, |AB] une corde, M un point
de (€) distinct de A et B.

* AMB est appelé angle inscrit dans le cercle (%).

* L'arc de cercle d'extrémités A et B ne contenant pas M est
appelé arc intercepté par l'angle inscrit AMB.

e L'angle @B est appelé angle au centre associé a l'angle
inscrit AMB,

Fig. 1
B emarques

* L'angle inscrit AMB intercepte :
- I'arc AB lorsqu'il est aigu (figure 1) ;
- l'arc AB lorsqu'il est obtus (figure 2).

* L'angle au centre AOB intercepte dans tous

M

les cas de figure I'arc AB.

momm== Relation entre angle i

Théoreme! RIBE T ) —
Soit AMB un angle inscrit dans un cercle de centre 0.

* Si AMB intercepte I'arc AB,

— 1 — o
alors mes AMB = - mes AOB. alors mes AMRB = 180°

M

A

utilisd pour désigner « yne Proprigts importante ,

8 Angles inscrits et polygones réguliers

e g

nscrit et angle au centre associa

E—
" ) "3 = L e '\‘:
SRt 1o | ie S AT D

e e g,

_Angles inscrits =
—1.1.. Angle inscrit défini par une corde et un point

-“
Ty

* Si AMB intercepte I'arc AB,

-—T} mes Aﬁﬁ.




i- te
—1.2.. Angle inscrit défini par une corde et une demi-tangen

smmmmm Introduction

Soit [AB] une corde d'un cercle (€) et M un point M,
variant sur AB.

(€)
rend des positions M,, M,, M,, ete. de M,
;;}icﬂf pr‘idusl.) proches de A, la ﬁ. gure ci-contre suggp-
re que la demi-droite [MA) « s'approche de plusfen
plus » de la demi-tangente [AT) en A au cercle (€). My
L'angle AMB garde une_mesure constante ot
« semble s'approcher » de TAB.

A B
é que l'angle TAB a la méme

Nous allons démontrer que I'anpgle TA

mesure que les angles AM,B, AMEB: AM,B, etc., ce

qui nous permettra d'étendre la notio

n d'angle ins-
crit & cette position limite,

Eame=m Extension de la nofion d'angle inscrit

Soit [AB] une corde d'un cercle (€), qui n'est pas

(6)
un diameétre, [AT) la demi-tangente en A 3 (6) “\T.' \
contenue dans le demi-plan de frontiére (AB) ne &
contenant pas O, [AT") I'autre demi-tangente en A.

On a: mes TAB=—1— mes AOB

— 1 —
et mes T'AB = 180° — - mes AOB.

Démonstration guidée
Soit I1e milieu de [AB).

* Démontrer que (O1) coupe (AT) en un point C.

* En utilisant les triangles AOC et AIC, démonirer que AOI ot CAB
complémentajre,

admettent un mame angle pour
* En déduire que mes

TAB = -;—mes ﬁB.

* Comparer les mesyres des angles T°AB et TAB. Conclure,

reéspectivement AR et AB, ] ‘énon-
» INous utilisergng dorénavang cette
* La propriété s'éteny au cas ot [AB] est yp diamétre.

En effet ‘MesAOB = 180° ot 5; [AT) et [AT"

) sont leg demi-tan nte
alors mes TAB = meg T'AB = gps. T ——

Angles inserits et Polygones réguliers

9




—1.3.. Conséquences

Propriétés
1, Des angles inscrits qui interceptent le méme 2. Des angles inscrits qm interceptent deyy
de méme longueur ont ﬂeme Dokt |

arc ont méme mesure. M

MI

>

T
B T
M est un poml de I'arc AB et N un point de

inscrit partage l'arc 4. Si
alnrsﬁl‘r{[B et ANB sont supplémentaire,

3. La bissectrice d'un angle
I'arc AB:

intercepté en deux arcs de méme longueur.
M

I

(1.4 Travaux dirigés

et B deux points d'un cercle (€), C et C' deux points distincts de la tangenteen A 3
Démontrer que

/ DEEmEEE Soit A
AB. (BC) et (BC'") recoupent (€) respectivement en D et D

(¢) tels que : AC = AC' =

les triangles ACD et AC'D' sont isoceles. 5.
rd (€)

Hypothéses® Conclusions /] \

(CC') est la tangente en A a (6). ACD est isocile.

AC = AB = AC. AC'D' est isocele.

B, D, D' appartiennent a (€).

B, C, D sont alignés.
B, C', D' sont alignés. . _
Ek == =

Solution guidée
On va chercher, démontrer que : mes ACD = mes CAD

Démontrons d'abord que : mes C'AD’ = mes ACD",
« Quelle égalité d' angles lhypc-these AB = AC permet -elle d'éerire ?
 Comparer les mesures des angles ABD' et C'AD'.

el mes C’AD' = mes AC'D".

« Conclure.
Démontrons que : mes ACD = mes CAD.
« Trouver un autre angle inscril dans [‘G] qu1 intercepte le méme arc que I'angle CAD.

« Comparer les mesures des angles C'AD et CAD.

o Comparer les mesures des angles ACD, CBA et ABD,

« Conclure.
.'J_ypﬂfrliﬁ.ﬂﬂs w des pl"ﬂ‘;)ﬂé.‘é‘? QL”‘. i elles sont Véﬂ'}ri'h:f’ﬁ', indhuisent de nauvelles propriftés l'ipﬂ(?-,é'“&' « conciusions 2

- ==
2. On appelle «

10 Angles inscrits €t polygones reguliers
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l.a

Soit A, B, C trois points distincts dun cercle.
A’ est le milieu de l'arc intercepté par BAC.
B' est le milieu de l'arc interceplé par ABC.
C' est le milieu de I'arc intercepté par ACB.

WE xercices WW/WM

La tangente en C & (€') coupe la langentl? en A
4 (@) en un point M et (AB) en un point N.
Démontrer que le triangle AMN est isacele.

(On pourra utiliser lu tangente en Bafe))

gcannea By Eamgcanner

Démontrer que les droites (AA"), (BB') et (CC) =
soni concourantes. @

=1 .d ) On considére la figure
1 b Un cercle (€') de centre Q' est tangenl inlérieu-
rement en A 2 un cercle (€) de centre O. Une

ci-contre :
droite passant par A coupe [€) en M et (%'} en
M'. Démontrer que la langente en M a (€) esl
paralléle & la tangente en M' & (€).

(AT) est perpendiculaire & (AA'), M est un
point quelconque de l'arc intercepté par BAA'
Comment faut-il choisir I'angle AOB pour que
mes BMA' = mes BAT ?

Quelle est alors la mesure de ces deux angles 7

l.c  Soit (%) et (€') deux cercles concenlriques de
centre O et de rayons respectils distincts R et
R’ lels que R’ < B. Soit A et B deux points dis-
tincts de (‘G) non diamétralement opposés, C
un des points d'intersection de (OB] et (€').

Lieu géométrique’ des points M
tels que mes AMB = 6° s

__92.1. Etude préliminaire

Soit A et B deux points distincts et (5) une droite passant par A
distincte de (AB). Justifier la propriété suivante : il existe un et un

seul cercle (€) passant par B admettant la droite (%) pour tangen- @
te en A, =

1°7 cas : (@) est perpendiculaire a (AB). 28 cas : (%) n'est pas perpendiculaire a (AB).
(‘6) (€)

A
N

—2.2.. Détermination du lieu géométrique des points M
tels que mes AMB = 6°

;i“'

(&)

Soit A et B deux points distincts ,  un nombre réel tel que : 0 < 0 < 180.
Le lieu géométrique des points M tels que mes AMB = g°
symétriques par rapport i (AB).

est la réunion de deux arcs de cercle

1. Ensemble de poinls vérifiant une propriété,

Angles Inscrits et polygones réguliers @i
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Démonstration quidée

Soit (P) et (P") les deux demi-plans de frontidre (AB).

Soit T un point de (P') tel que : mes TAB = 0°. .

Cherchons d'abord I'ensemble des points M de (P) tels que mes AMB = g°. _(P)

Considérons un point M de (P) tel que mes AMB = 6°.

* Démontrer que le cercle circonscrit 4 AMB admet (AT) pour tangente en A.
* Déduire du paragraphe 2.1 que M appartient & un cercle (%) fixe.

On démontre ainsi que tout point M de (P) vérifiant mes AMB = 6° appartient & (€).

Réciproquement, tout point de (P)N(€) vérifie mes AMB = 6° (propriété 1 du paragraphe 1.3),
Le lieu des points M de (P) vérifiant mes AMB = 6° est donc l'arc de cercle (P)N(%6).

On démontre de la méme fagon que le lieu des points M de (P') tels que mes AMB = 8° est un autre

arc de cercle,

* Démontrer que ces deux arcs de cercle sont symélriques par rapport (AB).

* Peut-il y avoir sur la droite (AB) des points M tels que : mes AMB = g° ?
* Conclure.

Ces deux arcs de cere)
d’extrémités A et B.

L p—

|

es sont appelés arcs capables d’un angle 6°,

Pour chercher le lieu
la fagon suivante

= on démontre que tout point M qui vérifie (p) appartient 4 un certain ensemble E ;
— réciproquement, on cherche a savoir si tout peint de E vérifie (p).
- Si c'est le cas, le lieu des points cherché est E
. Sinon le lieu cherc

géométrique des points vérifiant une propriété (

hé est I'ensemble E’ des Points de E qui vérifient (p).

—2.3.. Construction

P). on peut procéder de

12 Angles inscrits et polygones réguliers
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« Justifier cette construction.

Exemple
Pour 8 =120,ona:

120°

T o

vz xercices B A AR o T 0 A o A

2.0 Soit ABC un triangle. Construire i la régle et au 2.d Soit (6) un arc capable d'angle 6°, d'extrémités

compas le lieu géomélrique des points M du A el B.
demi-plan de fronligre (AB) contenant C tels 1. On considére un point N 2 l'intérieur de (6)
que : mes AMB = mes ACB. et n‘appartenant pas a la droite (AB). La demi-

droite [BN) recoupe (€) en un point P,

2b  Soit ABC un triangle tel que AB = 6 cm, %}_ﬁ%ﬂtﬂpu‘er les mesures des angles BAN et

BC =4 cm et mes ABC = 40°, b) En déduire que : mes ANB > mes APB.
Construire a la régle et au compas un point M 2. On considére un point N' & I'extérieur de (‘6)
tel que mes AMB = 45° et mes BMC = 60°. et n'appartenant pas 4 la droite (AB). Soit (€')
I'arc capable d’angle AN'B, d'extrémités A et B.
2.c  ABCDE est un pentago- E On admettra que () est & lintérieur de (6').
ne régulier. Démontrer que : mes AN'B < 8 (on pourra utili-
Déterminer et tracer A D ser la question précédente).
I'ensemble . des points 3. Déterminer I'ensemble des points M du plan
M tels que : g telsque: —
7} mes BMC = mes BAC. B C a) mes AMB > 8, b)mes AMB < . |

Quadrilateres inscriptibles =~ |

___3.1. Quadrilatére convexe, croisé

Le tableau ci-dessous définit trois types de quadrilatéres dont nous aurons besoin par la suite.

Convexe . Non convexe, non croisé :
- 5 A
B
e .
Pour le quadrilatére ABCD : Pour le quadrilatére ABCD : Pour le quadrilatére ABCD :
 Les sommets opposés A et C | * Les sommels opposés A et C | » Les sommets opposés A et G
n‘appartiennent pas & un méme appartiennent 4 un méme appartiennent @ un méme
demi-plan de frontigre (BD). demi-plan de frontiere (BD). demi-plan de frontigre (BD).
e Les sommets opposés B et D | ¢ Les sommets opposés B et D | * Les sommets opposés B et D
n'appartiennent pas a un meme appartiennent & un méme n'apparliennenl pas a un méme
demi-plan de frontiére (AC). demi-plan de frontiére (AC). demi-plan de frontigre (AC).

Angles inscrits et polygones réguliers 13 . I
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Remarques

* Ces trois cas s'excluent mutuellement. Un quadrilatére est donc soit convexe, soit crojsg, soit
convexe et non croisé. | %
* L'ordre dans lequel on écrit les sommets est essentiel. On peut remarquer, par exemple, que AR
est convexe si et seulement si ACBD est croisé. ¢
* La somme des mesures des angles d’un quadrilatére convexe est égale @ 360°. Pour le démonre, ilg
fit de décomposer le quadrilatére en deux triangles. 4

ABCD désigne un quadrilatére convexe. Considérons les propriétés (p), (q). (r) suivantes,
(p) : Les quatre c6tés de ABCD ont méme longueur.

(q) : Les cotés opposés de ABCD sont deux a deux paralléles.

(r) : Le quadrilatére ABCD est un parallélogramme.

* Si (p) est vérifiée, alors (q) est vérifiée : on dit que (p) implique (g).
On note : (p) = (q). . .
Pour que (q) soit vérifiée, il suffit que (p) soit vérifiée : on dit que (p) est une condition sy,
sante pour que (q) soit vérifiée. ) L
Si (q) n'est pas vérifiée, alors (p) ne peut pas élre vérifiée (puisque (p) lmPhFl]-lE (q)) : il faut
donc que (q) soit vérifiée pour que (p) le soit ; on dit que (g) est une condition nécessaire
pour que (p) soit vérifiée.

* (q) = (r) et (r) = (q) : on dit que (q) et (r) sont équivalentes ou que (q) est vérifiée si et seu.
lement si (1) est vérifiée.
On note : (q) < (). 2 .
Lorsque deux conditions sont équivalentes, chacune d'elles est une condition nécessaire et
suffisante pour que l'autre soit vérifiée.

=]

__3.2. Quadrilatere croisé inscriptible

Un quadrilatére est dit inscriptible s'il existe un cercle passant par ses quatre sommets.
Si ce cercle existe, il est unique car il n'existe qu'un seul cercle passant par trbis points non alignés.
Des points appartenant & un méme cercle sont dits cocycliques.

AT e ¢ ST T

=i . IR e =y, S { 2t
A U VR R Re= o v ik b LY =

Un quadrilatére croisé est inscriptible si et seulement si
deux de ses angles opposés ont méme mesure.

Les deux autres angles opposés ont alors méme mesure.

Démonstration guidée

Soit ABCD un quadrilaléﬂa croisé.
« Démontrer que si ABCD est inscriptible, alors mes A = mes €., Ona anssi mes B = mes D.

On suppose que mes A = mes C.
« Démontrer que C appartient & un arc du cercle circonscrit au triangle ABD.
« Conclure.

a uli
Un quadrilatére croisé ayant deux angles opposés droits
est inscriptible.

14 Angles inscrits et polygones réguliers
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__3.3. Quadrilatere convexe inscriptible

Théoréme
A
Un quadrilatére convexe est inscriptible si et seulement si deux
de ses angles opposés sont supplémentaires.
B
C

Les deux autres angles opposés sont alors supplémentaires.

Démonstration guidée

Soit ABCD un quadrilatére convexe.
. Déinntrer que si ABCD est inscriptible, alors mes A = 180° — mes C. On a aussi mes B = 180° -
mes D,

@- Démontrer que C appartient & un arc du cercle circonscrit au triangle ABD.

| On suppose que mes A = 180° — mes C.
! e Conclure.

‘ as_particulier

Un quadrilatére convexe ayant deux angles opposés droits est inscriptible.

___3.4. Travaux dirigés

@EmET 1. Soit A et B deux points d'un cercle (€) non diamétralement opposés, On choisit un

point M sur (€) n'appartenant pas 4 AB. Les tangentes en A et B au cercle (¢) se coupent en un point N.

—

Trouver la longueur de l'arc AB pour que mes AMB = mes ANB.

Hypothéses

A, B, M appartiennent a (€).
AB n'est pas un demi-cercle.
M & AB.

(NA) est la tangente en A & (“6). (6)
(NB) est la tangente en B a (€).

Solution guidée
Soit O le centre de (€).
« Exprimer mes AMB en fonction de mes AOB. R

e Exprimer mes ANB en fonction de mes AOB.
e Calculer mes AOB pour que mes AMB = mes ANB.
+ Démontrer que la longueur de AB est égale au tiers du périmétre de ().

mEmEsE 2. Soit ABC un triangle et H son orthacentre, Démontrer que les symétriques de H par
rapport aux trois cotés du triangle appartiennent a son cercle circonscrit (6).

On fera la démonstration dans le cas ot H est a I'inlérieur de ABC.

Angles inscrits et polygones réguliers 15 . i
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Aucun des cotés du triangle ne jouant un role paﬂiculier. il suffit de démontrer que le Symety
Qug K
|

H par rapport 4 l'un des ctés, par exemple (BC), appartient a (€).

Conclusion A
H' appartient & (€).

Hypothéses

A, B, C appartiennent a ().
H est 'orthocentre de ABC.
H est intérieur au triangle.
H' est le symétrique de H par rapport & (BC).

()

Solution ;
11 suffit de démontrer que le quadrilatére ABH'C est inscriptible. -

» Démontrons d'abord que ABH'C est un quadrilatére convexe.
H' étant le symétrique de H par rapport 2 (BC), H et H' n'appartiennent pas au méme demi-pla,
frontidre (BC). H étant intérieur au lriangle, A el H sont dans le méme demi-plan de frontidrg (e
Donc A et H' ne le sont pas. H étant intérieur au triangle, A appartient a [BCI, donc B et C pe sont
dans le méme demi-plan de frontiere (AH'). ABH'C esl un quadrilatére convexe. Pa

» Démontrons que ABH'C est inscriptible.
mes BH'C = mes BHC car les deux triangles BHC et BH'C sont symétriques par rapport i (BC),

mes BHC = mes B'HC’ car les angles BHC et B’HC’ sont opposés par le sommet.
D'ott : mes BH'C = mes B'HC.. o
Le quadrilatére AC'HB’ est inscriptible car les angles AC'H et AB’H sont droits.

Les angles BAC et B'HC' sont donc supplémentaires.
Les angles BAC et BH'C le sont aussi puisque mes BH'C = mes B'HC'.

Le quadrilatére ABH'C est donc inscriptible.

H' appartient donc a (€).

Vi E XETCICeS B o s r ra  ram

3.a Démontrer que les seuls parallélogrammes ins-

3.d

criptibles sont les rectangles.
Quels sonl les losanges inscriptibles ?

3.b Démontrer qu‘un frapéze est inscriptible si et
seulement si il esl isocéle.
3.c  Surla figure dessous :

A'est le symétrique de A par rapport & (OB) :
A" esl le symétrique de A par rapport a (OC) ; 3e
A" est le symétrique de A par rapport a O.

Soit ABMC un quadrila-
tére inscriptible tel que
le triangle ABC soit iso-
céle en A,

Démontrer que la droite
(MA) est la bissectrice
issue de M dans le tri-
angle BMC.

Soit (6) un cercle, A et B deux points de ()¢

F le milieu de I'arc AB.

On considére deux points G et H de I'ar¢ A :
B les cordes [GF) et [HF] coupent respectivemet
le segment [AB] en K et L.

=5 —g =

Démontrer que les angles A”AA" et ATA™A’
sont supplémentaires.

5

16 Angles inscrits et polygones réguliers
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1. Parmi les angles
des triangles AGF et
KGB, déterminer
ceux qui ont méme
mesure,

2. Démontrer que le
quadrilatére KLHG
est Inscriptible.
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Relations métriques dans un triangle
4.1, Sinus d'un angle

On a défini en classe de troisitme le sinus d'un angle aigu. Nous allons étendre celte définition A un
angle quelconque.

C Soit BAC un angle.

Soit H le projeté orthogonal de C sur (AB), K le projeté ortho-
gonal de B sur (AC), # l'aire du triangle ABC.

241 =HC x AB = KB x AC

., HC _ KB
On a donc : AC - AR

Nous admettrons que ce rapport ne dépend que de la mesure
de l'angle BAC et pas du choix des points A, B, C.

Déﬁniﬁon Ty R SR ey TNE A STEE

el v L im\

Soit BAC un angle, H le projeté orthogonal de C sur (AB), K le projeté orthogonal de B sur (AC).
On pose : sin BAC = A TS

AC AB °

E emargues

* Pour un angle aigu, cette définition correspond

* Le sinus d'un angle obtus est égal au sinus de
a celle donnée en classe de troisieme.

son supplémentaire.

£ C

H A B
sinﬁI(-f= HC

AC sinﬁﬁé=sin]m

* On peut démontrer, mais nous admeltrons, que deux angles ayant méme sinus ont méme mesure ou
sont supplémentaires.

—4.2.. Aire d'un triangle

Propriéeté

Soit ABC un triangle, ¢l son aire.
On pose: a = BC, b = AC, ¢ = AB.

. b a

0n&:-ﬂ!=%bcsinﬁ=—;-ucsinﬁ= —;— ab sin G,

Angles inscrits et polygones réguliers 17
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Démonstration

Soit H le pied de la hauteur issue de C.
On sait que : o1 = % '
D'aprés la définition précédente, que A soit aigu, obtus ou droit, on a toujours : HC = AC sin Bz

| | CN
A//HI\B Ahﬂ | . E

On en déduit que : sf = % AB x AC sin A = % be sin A.

On démontre de méme les deux autres formules, en intervertissant su ccessivement
- -~ - -
les roles de A et B, puis ceux de A et C.

Lorsque dans une démonstration, le fait d'intervertir le role de deux objets a et b conduit 3
réécrire exactement la méme chose en meltant a & la place de b et b & la place de a, on g
' contente d'écrire : on démontre de méme en intervertissant les réles de a et b que ...

n

Soit ABC un triangle, s son aire, () son cercle circonscrit, R le rayon de ().
On pose : a=BC, b= AC, ¢ = AB.
3. ool 18 abe R,

Ona: — = — = — = =
sinA sinB sinC 24

Démonstration

» Démontrons que : 8 . = P & ale

sinA sinB sinC 24
La propriété du paragraphe 4.2 peut s'écrire : 24 = be sin A = ac sin B = ab sin ©
En divisant chacun des membres par abe, on déduit de cos égalités :
24l besin A ac sin B ab sin C

albc ahc abe Fy P
Aprés simplification on obtient : sinA _sinB _sinC _ 24
o b c abc
Dot : _a,-..= bﬁ= C_ _ abc
SmMA  sinB  sinC 25
o 1l reste a démontrer, par exemple, que : —%__ — 3p
sin A

Un triangle admet toujours mn angle ﬂilgu car si ses trois angles étaje . 3
de leurs mesures dépasserait 180°. Quitte & changer les notations Unnlt);?tl:ssg;;l;z i Ohl%é. |Ell :?Bmum
! er que A es :

18 Angles inscrits et polygones réguliers
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Désignons par O le centre du cercle (6), H le projeté orthogonal de O sur (BC).

Le triangle OBH est rectangle en H.
A

Donc : BH = BO sin BOH.
i Or, BH = -%"- et BO=RHh.
Donc : @ = 2R sin BOH.
mes BOH = mes A , donc : sin BOH = sin A.
Dol : a=2Rsin A .
B\"'_/c Dot : 2 =2n.
sin A

Soita, b, c, d, ... des objets de méme nature.

Si on sait que nécessairement 'un des objets a, b, ¢, d

» +- Vérifie une propriété (p), on ne perd
rien en généralité en Supposant que c'est a qui vérifie (p). En effet, si c'était, par exemple ¢ qui
vérifiait (p), il suffit de renomm

qu'on avait appelé a pour se ra

a celui qu'on avait appelé ¢ et ¢ celui
mener au cas ol c'est a q
EEI’I‘IBI’QUE

ui vérifie (p).
On peut vérifier que chaque terme des
re de longueur. C'est ce qu’on appelle

€galités écrites re

présente des objets de méme nature : une mesu-
vérifier I'homogénéité de Iq formule. Cette vérification permet de
rectifier des erreurs éventyeljes. .
Par exemple, —%__ st de nature différente de 25 car =< repreésenle une mesure de longueur
sin A abc sin A
i 2q
mais pas b

qui est le quotient d'une qire par un volume, donc I'inverse d’une mesure de longueur,

—4.4.. Travaux dirigés

On reprend les notations des paragraphes 4.2 et 4.5,

BEEES 1. Soit ABC un triangle, [AH] la hauteur relativ

e a [BC].
Démontrer que : R = ———iﬁ——r
2 5in B sin C 4
Hypothéses Conclusion c b
[AH] est 1a hauteur relative a [BC). He AH
R est le rayon dy cercle circonscril a ARC. T2 sinBsinG
B
H a C
Solution
Dna:AH:cxainE+ Donc: : %1-! = _Cxsin B Hm
2 sin B sinC 25inB sinG 2s5inC
Drl __E_I = ER- r = AH
e Donc:p= __AH

2 sinB sinC




e -

"ME xercices A
R

4.b  Un triangle ABC est tel qus :

4.0 On garde les notations du § 4.3. Déterminer
lous les triangles ABC pour lesquelsa =R =1 BC = 5, mes ABC = mes ACB = 3p0
th=c Calculer le périmétre de ce triang]q,

le rayon de son cercle t:imansmit"g‘l;la- :
an| )

centre de ce cercle, calculer meg ﬁ

Polygones réguliers W
— N Rahpels

Definition
On appelle polygone régulier tout polygone inscriptible dans un cercle et dont les c6tés ont mame

longueur.

pmmm== Exemples

Heptagone Heplagone

Pentagone Penlagone Hexagone
non étoilé étoilé non étoilé étoilé

___5.2. Constructions

mmmmm== Historique
La construction a la régle et au compas des polygones réguliers est un sujet qui date de I'Antiquité. On

trouve déja dans les Eléments d’Euclide (I1I° siécle av. ].-C.) une construction du triangle équilatéral, du
carré, du pentagone régulier, de I'hexagone régulier ot du polygone régulier a 15 cotés et on y explique
comment on peut construire a partir d'un polygone régulier a n calés un polygone régulier a 2n colés.

Bien que beaucoup de mathématiciens se soient penchés, depuis, sur la queslion, aucune découverte
importante n'a été faite avanl la fin du 18° siécle on Karl Friedrich Gauss (1777-1855) démontra en 1796
4 I'dge de 19 ans, que l'on pouvail construire  la régle et au compas un polygone régulier a 17 cotés. Cing
ans plus tard, il découvril une condilion suflisante pour qu'un polygone régulier quelconque soit
constructible. On démeontra en 1837, grice nolammenl & Pierre Laurent Wantzel (1814-1848), que la

condition suffisante trouvée par Gauss élail aussi nécessaire.
1l serait trop complexe d'énoncer ici ce résultal. On se conlentera de retenir ce qu'on peut en Jéduire

our les polygones réguliers ayant 12 ou moins de 12 cotés :
es réguliers a 3, 4, 5, 6, 8, 10, 12 cdtés sont constructibles a la régle et au compas ;

P _
e les polygon :
e les poiygones réguliersa 7, 9, 11 cotés ne le sont pas.
I
wmmme= Construction du pentagone régulier _
dans le premier cycle, a effectuer 4 la rdgle et au compas la construction du 11111'- i
E

vez déja appris, : )
Vous a ré, de I'hexagone régulier et & en déduire, en doublant le nombre de cotés, C8

équilatéral, du car exag)
sgglf'gctggone at du dodécagone réguliers.

Nous proposons ici une construction du pentagone régulier,
0

s et polygones réquliers |
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»y




Programme de construction
1. Construire un cercle (¢) de diamatre [A'A].

2. Construire un point A" appartenant a (‘¢) et A la médiatrice de R
[A'Al

3, Construire le point d'intersection M de [DA) et du cercle
ayant pour centre le milieu I de [DA'] et passant par A",

4, Construire les points d'intersection B et E de (%¢) avec la per-
pendiculaire & (OA) passant par le milieu | de [OM].

5. Marquer C et D sur le cercle en reportant la longueur du seg-
ment [AB] & partir des points B et C,

ABCDE est un pentagone régulier. k

DPémonstration guidée

(6r

Prenons comme unité dans le plan le rayon du cercle : OA = 1.
* Expliquer pourquoi il suffit de démontrer que : mes AOB = 72,
/51
4
* Démontrer que : cos AOB = OJ.
* Calculer IA".
* En déduire la valeur de O]J.
* Conclure.

On admet que cos 72° =

..5.3. Travaux dirigés

e —— = — oy

EEETT 1. Utiliser la construction précédente pour déterminer les valeurs exactes
de cos 36° et sin 36°. <

Solution guidée

¢ Démonlrer que : cos 36° = B}‘,L et sin 36° = -]]3%— .
e Calculer JA.
* En utilisant le triangle O]B, calculer BJ.
» En déduire BA.
3+/5 /541 _ 5-/5
* Démontrer que : cos 36° = \/ 5 = 7 el sin 36° = ‘/ B

DEEEE 2. Soit un pentagone régulier non étoilé ABCDE inscrit dans un cercle de rayon R.
Calculer en fonction de R la longueur a de chacun de ses c6tés el son aire .
Utiliser les valeurs exactes de cos 36° et sin 36° calculées ci-dessus.

Solution :
Soit I le milieu de [AB]. Posons : h = OI.

e (=]
mes AODB = 360 = 72°,

Donc : mes AOI = 36°.
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Dans le triangle AOI rectangle en I, on a

h=Rcos AOI =R 3*35.

5 —
8

lal

1A=RsinEEJ'T=HJ
¢ On en déduit :a=AB=2IA =H\/5—_-z—j§.

e L'aire du triangle AOB est :

2

E emargue

qui passe par I, est tangent d
fagon en se plagant dans ch
polygone régulier, que ce cerc
L'apothéme d'un po
cercle circonscrit a ch

acun des cétés du polygone.

5.a  Construire & la régle et au compas un décagone

régulier.

Calculer l'apothéme,
hexagone régulier inscrit dans un.

rayon H.

le périmétre et Iaire d'un
«cercle de

5.b

5 ¢ Soit un pentagong régulier non étoilé inserit
dans un cercle de rayon R. Calculer l'aire de la
couronne dont les frontiéres sonl le cercle ins-
crit et le cercle circonscrit au penlagone.

Sur la figure ci-dessous, ABCDEF est un hexa-

gone régulier inscrit dans un cercle de rayon f.

Calculer l'aire de la surface coloriée.

' - T es réguliers
Scanned by CamScanner Bm—

La distance h est appelée apothéme du polygone rég
la droite (AB) car (OI) est

acun des triangles isoce
le est tangent a chacun des coles.

lygone régulier est le rayon du cercle inscrit ;

5e

" 1, Démontrer que les huit points d'inter

i 1 ,[3+)5 [5-58 _B [1g.5]5
ﬂ=— = — 2 —
- ah HV ; - -BJ10+2J5.

N me——
e L'aire du pentagone est donc : o = 54" = 5%—- \/ 10+25 .

ulier ABCDE. Le cercle de centre O et de rayon h
perpendiculaire i
Jes de sommet O

a (AB). On démontre de In méme
ayant pour base un des cétés dy

c'est aussi la distance du centre du

sl E XETCiCes B s v Ao S 7oA

ABCD est un carré de centre O et de coté a. On
trace les cercles de centres A, B, G, D et de

méme rayon OA.

section.
de ces cercles avec les cdtés du carT f‘:'”nan;i
un octogone régulier dont on calculera le cote|
et I'apothéme.

2. Méme question avec I polyg
les points d'intersection de ces cercl
prolongements des cotés du carré.

|
one formé Pui
es gvet les |

I

¥



APPRENTISSAGE

Angles inscrits

1 T étant un point de
la tangente en" B au cercle

(T # B), exprimer la mesure
de TBA en fonction de 0.

(I y a 2 cas @ envisager.)

2 Les arcs AB et AC ont mame longueur, (AM) et
(BM) sont les tangentes respectives en A et B au cercle.

Calculer les mesures des angles du quadrilatére CAMB.

3 Soit (€) un cercle de diamége [AB], C un autre
point de (€) et I le milieu de I'arc BC. La tangente en 1

au cercle coupe (AC) en D. Comparer les angles des tri-
angles AIB et AID,

*& Soit ABCD un rectangle tel que BD = 2AB et (€)
le cercle circonscrit 8 ABCD. Les tangentes en A et D au
cercle (€) ont pour point d'intersection M et coupent la
droite (BQ) respeclivement en N et P. Démontrer que le
triangle MNP est équilaléral.

< B Soit deux cercles (€) el (€') de méme centre O
et derayons r et r' tels que r < r', A un point de (€'), Une
droite (A) tangente & (%€) coupe le cercle (6) en deux
points M et N. On fait varier () de fagon i ce qu'elle
reste langente au cercle (€) et de fagon a ce que A ot O
appartiennent & un méme demi-plan de frontigro (MN),
Démontrer que MAN garde une mesure constante.

6 Soit (%) un cercle de diamétre [AB], C un autre
point de (%€). Une droite perpendiculaire 4 (AB) coupe
(AB) en C, (BC) en A' et (AC) en B'.

1. Démontrer que les trois triangles ABC, A'B'C et A'BCY
sont semblables.

2. Soit I le milieu de [A'B']. Démontrer que (CI) est tan-
gente au cercle (‘@). :

7 Soit deux cercles (‘) et (¢, de centres respec-
tifs O et O', sécants en deux points A et B. On appelle

C le symétrique de B par rapport 8 O et C' le symétrique
de B par rapport 3 O,

1. Démontrer que C, A, C' sont alignés,
2. Soil M un point de (), distinct de A et B, apparte-
nant au demi-plan de frontiere (AB) contenant C, On

T
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appelle M’ le point d'intersection de (AM) avec (¢)).
Démontrer que mes CBC' = mes MBM'.

3. S0it M un point de (€), distinct de A et B, apparte-
nant a l'arc d'extrémités A et B ne contenant pas C. On
appelle M' le point d'intersection de (AM) avec (€').
Démontrer que mes CBC' = mes MBM' .

4. Que peul-on dire des angles du triangle MBM' lorsque
M parcourt le cercle (€) privé des points A et B ?

8 Soit (€) un cercle de centre O et [AB] une corde
telle que la tangente en B a (€) coupé (OA) en un point

C. Comment faul-il choisir la corde [AB] pour que le tri-
angle ABC soil isocéle 7

On distinguera le cas ot AOB est aigu et celui oil il est
obltus,

2 Soit (¢) un cercle de centre O et de rayon R, M
et N deux points qui décrivent le cercle (€¢) de fagon a
ce que la distance MN reste toujours égale a R. On
cherche a déterminer le lieu géométrique du point d'in-
tersection P des tangentes en M et N au cercle ().
1. Paur M et N donnés sur (€), démontrer que P appar-
tient & un cercle (€') que l'on déterminera.
2. Réciproguement, P étant un point de (€¢'), démontrer
qu'on peut trouver deux points M et N de (€) tels que P
soit le point d'intersection des tangentes en M et N au

cercle (‘6). Conclure.

M
B
B

A\res capables

1@ Construire l'arc
capahle dun angle de
mesure 28, d'extrémités
A et B, inclus dans le
demi-plan de frontigre
(AB) contenant M.

11 La figure est
consliluée d'un demi-
cercle do diametre [AB)

A
re 60°, Calculer h. A

et d'un are capable d'ex-
9

rémilés A el B de mesu-

12 Soit A et B deux points distinets.

A toule demi-droite |AP), on associe, lorsque c'est
possible, la demi-droite [BT) incluse dans le méme
demi-plan de frontidre (AB) telle que ;

mes ABT = 120° — mes BAP .

1. Pour quelles positions de [AP), [BT) existe-t-elle ?
2. Soit M le peint d'intersection de [AP) st [BT).

. Déterminer et tracer le lieu géométrique de M.

13 Soit [AB] un segment et P un point tel que
l'angle BAP soit aigu. Construire 4 la régle et au compas
un point M du plan tel que :

mes AMB = mes MAB = mes BAP .
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Quadrilatéres inscriptibles

1‘! Soit A, B, C, D quatre points du plan, deux a
da':Jx distincts, tels que : mes ACB = mes ADB. Les
poinis A, B, C, D appartiennent-ils toujours & un méme
cercle ? Sinon, dans quels cas est-ce vrai 7

A
15 Les tangentes en

B et C se coupent en D,

Existe-t-il des cas de figu-
re oo ABCD est un qua-
drilatére inscriptible 7

16 On considere le quadrilatére ABCD suivant,

A D

B C

Construire un point M tel que mes AMB = mes ADB et
mes DMC = 90°,

17 Soit (€) et (€¢) deux cercles de méme rayon,
sécants en A el B. Une droite (@), passant par A, recou-
pe (€) en E et (€') en E'. La droite symétrique de (%) par
rapport a (AB) coupe (6) en F et (4') en F. Démontrer
que le quadrilatére EE'FF' est inscriptible.

On pourra envisager deux cas de figure.

18 Soit un demi-cercle de diamétre [CA], O le
milieu de [CA], B le milieu de I'arc AC, P un point de
I'arc AB et I le milieu de I'arc PB. Les droites (CP) et
(OI) se coupent en un peint M. .

1. Déterminer les mesures des angles BPC et BMC .

2. En déduire que le quadrilatére OCBM est inscriptible
dans un cercle donl on précisera un diamétre. P
3. Quel est le lieu du point M lorsque P parcourt l'arc AB 7

19 Soit (€) un cercle de centre O et [AB] une
-corde de ce cercle qui ne soil pas un diamétre. Soil I le
milieu de [AB]. On appelle respectivement A", I' et B'
les projetés orthogonaux de A, I el B sur un diamétre
de (). Comparer les mesures des angles AOB el A'ID'",

20 Soit (€) un cercle de centre O el [AB] une
corde de ce cercle. On choisit deux poinls M el N sur
(‘¢) tels que les droites (AM) et (BN) se coupent en P el
les droites (AN) et (BM) se coupent en Q. Démonlrer
que le quadrilatere MPNQ est inscriptible si et seule-
menl si [AB] est un diamétre de (‘€).

On distinguera le cas ot M et N sont dans le méme
demi-plan de frontiére [AB] et celui oil ils ne le sont

Pﬂ'.‘i‘.

21 Soit ABCD un trapéze isoctle de bases [AB] et
[DC] (AB < CD). Les droites (AC) et (BD) se coupent en
M. Les droites (AD) et BC) se coupent en N,
1. Démontrer que ABCD est inscriptihlla. .
On appelle O le centre de son cercle circonserit,
2. Démontrer que les quadrilatéres AMOD et AOCN

sont inscriptibles.

94 Angles inscrits et polygones réguliers
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Relations métriques

22 Déterminer la
longueur de chacun des
cotés du triangle ABC.

J
23 Déterminer 1la
longueur de chacun des
cités du triangle ABC
sachant que son aire est
égale & 2.

Q‘LSUit ABC un lriangle isocéle en A tel que
l'angle A mesure 30° Sachant que le rayon de sor
cercle circonscril est égal 4 1, calculer la longueur de
chacun de ses cotés et son aire.

N

25 Soit ABC un triangle.

Démontrer que ABC es! rectangle en A si et seule
ment si sin? A = sin? B + sin? C.

[Polygones réguliers

26 Un polygone ayant six cotés de méme lon-
gueur est-il nécessairement un polygone régulier 7

27 Déterminer la longueur' de chacun des cotés
d'un hexagone régulier dont l'aj;e est égale & 1. Quel est
le rayon de son cercle girconscrit ?

28 Construire 2 la régle et au compas un décage-
ne régulier inscrit dans un cercle de rayon 5 cm.
Délerminer une valeur approchée & 102 prés de son
périmétre et de son aire. :

29 Un pentagone régulier non étoilé a pm.ul' aire
10 cm?, Quel est le rayon de son cercle circonscrit ?
Quel est le rayon de son cercle inscrit ?
On utilisera les valeurs exactes du sinus et du cosinus
de 72° et 36° données dans le cours.
b
30 Soit un polygone régulier non étoilé 3 n cotés
inscrit dans un cercle de rayon R (n entier naturel supé
ricur ou égal a 3).
On appelle @ la longueur de chacun de ses cotés, h son
=l
apothéme et S son aire. On pose 6 = 188
n
1. Calculer a et h en fonction de R et 6.
2. Calculer S de deux fagons différentes et en déduire
que : 5in20 = 2 sin@ coso,

31 Calculer la longueur de chacun des cotés
I'apothéme et l'aire d'un polygone régulier & 12 cOlés
inscrit dans un cercle de rayon 1. En déduire les
valeurs exactes de cos 15° et sin 15°,

32 Construction approchée de I'heptagone régulier
Soil (O, A, A’) un repére orthonormé, (€) le cercle de
centre O passant par A, A" le symétrique de A' par rap-
port 2 0. La droite passant par A" et le milieu I de [0A



recoupe le cercle en M. La paralléle & (A"M) passant par
O coupe l'arc AA' en N. On appelle H et K les projetés

rthogonaux de M et N sur (OA) et ] le milieu de [HK).
-Ea perpendiculaire en | & (OA) coupe l'arc AA' en B.
L'objet de f'exeﬂz;oica est de démontrer que la longueur
du segment [AB] est trés proche de celle des cétés d'un
heptagone régulier inscrit dans le cercle (€] et que donc
on obtiendra une figure trés proche d'un heptagone
régulier en reportant sept fois la longueur du segment
[AB] sur le cercle.

4+/5

1, Vérifier & I'aide d'une calculatrice que T

o
est une valeur approchée de cos Eﬁ?_ﬁ_ 41,2 X 1074 prés,
2. Quel est le coefficient directeur de chacune des
droites (A"I) et (ON) 7
En déduire que KN =2 OK et HM = 2 1H.

- 3. Calculer OK.

4, En considérant le triangle OMH, calculer OH.,

5. En déduire que O] = 2515

0 . Conclure.

APPROFONDISSEMENTS

33 Un point M décrit un arc capable d'un angle
de 60° d'extrémilés A et B. Déterminer le lieu décrit par
le centre O du cercle inscrit dans le triangle AMB.

On rappelle que le centre du cercle inscrit dans un tri-
angle est le point d’intersection des bissectrices.

348 Un point M décrit un arc capable d'un angle
de 45° d'extrémités A et B. Déterminer le lieu décril par
l'orthocentre H du triangle AMB .

35 Calcul de cos 72°.
Soit ABC un triangle isocéle en A dont l'angle au som-
met mesure 36°. On appelle M le pied de la bissecirice
issue de B, H et K les projetés orthogonaux respectifs de
M sur (AB) et (BC). On pose a = BC.
1, Démontrer que les triangles ABM et BCM sont iso-
céles.

2. Calculer AB en fonction de « el cos 36, puis MG en
fonction de a et cos 72¢,

En déduire que cos36° = % + cos 72°.

3. Caleuler BK en fonction de « et cos 36°, puis KC en
fonction de a el cos 72°,

En déduire que cos 36° = 1 - 2 cos? 72°,
4. Déduire des questions 2. et 3. que cos 72° est solution

de Iéquation : X2 + - X -+ =0,

5. (Question ne pouvant élre trailée qu'apres I'étude du

chapitre sur les polynémes). En déduire la valeur exac-
te de cos 72,

36 50il ABCun triangle tel que son orthocentre H
et le centre O de son cercle circonscrit [€) soient situés
a l'intérieur de ABC. On appelle A', B', C' les pieds des
hauteurs issues respectivement de A, B, C.

1. En considérant la demi-tangente [AT) en A 4 (€)
située dans le demi-plan de fronlidre (AC) ne contenant
pas B, démontrer que i

mes BAA' = mes OAC.
En déduire le théorame de Nagel :
les angles BAC et A’AD ont méme hissectrice.
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2. On se propose de démontrer que les droites (OA) et
(B'C) sont perpendiculaires.

a) Que peut-on dire du quadrilatére BCB'C' 7

b) En déduire que (B'C') est parallle a [AT).

¢) Conclure.
3. On se propose de démontrer que I'orthocentre H du
triangle ABC est le centre du cercle inscrit dans le tri-
angle A'B'C\ e E

a) Comparer mes ABB' et mes AA'B".

b} Comparer mes AA'C' et mes ACC.

¢) Conclure,

37 Soit ABC un triangle et (€) son cercle circons-
crit, A tout point M de (6) distinct de B et C, on associe
le centre N du cercle inscrit dans le triangle MBC.
Déterminer et construire le lieu du point N lorsque M
parcourt le cercle (€) privé de B et C.

38 calcul d'une valeur approchée de r.

Soil un carré ABCD inscrit O
dans un cercle de centre O G 0
et de rayon 1.
(@]
1. On appelle ¢, la lon- Ay :L_H ¢
gueur de chacun des colés \
du carré ABCD. .
Calculer ¢, B S C
By

2. On considére les milieux respectifs A,, B, C,, D, des
arcs AB,BC,CD,DA et on appelle ¢, la longueur de cha-

cun des cOtés de l'octogone régulier AA,BB,CC,DD,.
Calculer e,. Vérifier que :

———
o= ‘./2—-21‘!1 —-%

3. On_continue en prenant les milieux respectifs des
arcs AA,, ﬂ:ﬁ. BB,, ... DD,, D,A et on appelle ¢, la

longueur de chacun des cotés du polygone régulier & 16
¢Otés obtenu. Démantrer que :

2
Cy =42~ 21| 1- T
4. En continuant ainsi de suile, on obtient les nombres
€y Cqs «ovy €, 00t € el la longueur de chacun des cotés
du n*™ polygone régulier oblenu au bout de n étapes.
a) Quel est le nombre de cotés du n#m¢ polygone 2
L) On note p, son demi-périmetre. Calculer ¢, en fonc-
tiondec, , et p, enfoncliondenet ¢,
¢) Denner des valeurs approchées de €. €
puis de p,, p,. p,. ...
Expliquer.

20 €31 +ees Cgy
-+ Pg. Que constatez-vous 7

39 Soit ABC un triangle isocéle de base [BC).
On pose a = BC, b = CA = AB.
Soil r le rayon de son cercle inscrit, B celui de son
cercle circonscrit et & son aire,

L'objet de I'exercice est de démontrer que le triangle
isocéle ABC est équilatéral si et seulement si i = 2r.

1. Démontrer que si le triangle ABC est équilatéral,
alors A = 2r,

2. On suppose le triangle ABC isocdle.

25

a) Dé t = ;
) Démaontrer que N =
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b) Démontrer que p- &

44

¢) Démontrer que cos B= _9_
2b

En déduire que  sin? B = i
4p*

puis exprimer 2 en fonction de q et b,
d) Déduire des questions a), b) et c) que si R = 2r, alors
le triangle ABC est équilatéral,

B0 D'aprés un article de Tangente
(N* 30, Jan.-Fév. 1993).
Un rayon lumineux entre dans un cercle en un point A,
el se réfléchit en un autre point A; comme s'il y avait

en A, un miroir plan positionné suivant la langenle en
A, au cercle.

(4)
Ao Ay P

D'apres la « loi de réflexion », on sait que l'angle « d'inci-
dence » A;A,0 a la méme mesure que l'angle de
« réflexion » OA M.

1. Démontrer que l'angle d'incidence est égal & (m
On appellera désormais 8 la mesure en degrés de cet
angle. Calculer en fonction de 6 la mesure o en degrés
de l'angle de déviation PA.M (cf. figure),
2. Le rayon de lumigre aprés s'étre réfléchi en Ay va
continuer a se réfléchir en un point A, puis en d'autres
points Ay, A, etc. Le rayon de lumiére va ainsi décrire
une ligne brisée.

a) Démontrer que cetle ligne brisée est constituée de

segments de méme longueur.

b) Démontrer que si 0 = 54, alors le rayon de lumidre

décrit un pentagone régulier el ressort en A,

¢) Démontrer que si 8 = 18, alors le rayon de lumigre

suit la trajectoire indiquée sur la figure ci-dessous,
Le polygone ainsi décril est appelé penlagone régulier
étoilé,
3, Dans le cas ol 6 = 54, le
rayon de lumiére a fait une
seule fois le tour du cercle
en décrivant un polygone
régulier a 5 cotés avant de
ressorlir, Calculer en fonc-
tion de n la valeur de 8

pour laquelle le rayon de Ag
Jumiére [ait une seule fois
le tour du cercle en décri-

vant un polygone régulier a

n cdtés. , ’
4. Dans le cas ot 0= 18, le rayon de lumiére a fait deux

fois le tour du cercle en décrivant un polygone régulier

26 Angles inscrits et polygones régquliers

Scanned by CamScanner

D

€toilé & 5 cdtés avant de ressortis. Démonty
que le rayon de lumiére fasse deux fois Jg =
en décrivant un polygone régulier étojl
faut que n soit impair. Calculer 1a vale
pondante.

Que
e i

68 n cgy +
Ur de 6 copg,

Mo 'aprés Le trésor de Tonton Luly,
vol 1, Editions Archiméde).
On considére un pentagone
régulier ABCDE inscrit dans
un cercle (4). La longueur ¢
de chacun de ses cotés est 1
(cf. figure).
On appelle diagonale tout
segment dont les extrémités
sont des sommets non P
conséculifs. On désigne par
d la longueur de chacune
des diagonales.
1. a) Quelle est la mesure de chacun des angles du pep
tagone ?
b) Démontrer que la diagonale [AC] est parallele a
cdté [ED],
¢) D'une maniére générale, quelle propriété concer
nant les diagonales d'un pentagone régulier non étoj
lé peut-on énoncer ?
2. a) On prolonge les c6tés [BC) et [ED]. On appelle A
le point d'intersection des droites (BC) et (ED).

Déterminer les angles du triangle CA'D. Quel est sa
nature ?
b) Démontrer que ACA'D est un parallélogramme. En
déduire que A'C=AD=d.
¢) On appelle B' le point d'intersection des droites
(AE) et (CD). Déterminer les angles du triangle A'DB',
puis ceux du triangle A'CH". Déterminer A'B' en fonc-
tion de d.
d) On prolonge tous les cotés du pentagone ABCDE.
On oblient un pentagone A'B'CD'E’. Démontrer que
A'BCDE est régulier. Quelle est la longueur de ses
cotés ? Quelle est la longueur de ses diagonales ? ;
3. a) Démontrer que A'CEB’ est un trapéze. En déduire
quod? =d+ 1,
Le nombre d est appelé nombre d'or. On le rencontre
dans de nombreux problémes. On lui accordait au
Moyen-Age un caractére divin.

La suite du probléme a pour objet de démontrer par
I"absurde que ce nombre est irrationnel. 2
On suppose donc que d peut se mettre sous la form

d'une fraction irréductible : d = % .
b) Démontrer que : pg = (p- q) (p + q).

. e
c) En raisonnant sur la parité de p et g, trouver u?
contradiction. Conclure.
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Vecteurs
et points du plan

Nous allons préciser et compléter la notion de vecteurs déja
abordée dans le premier cycle. Nous apprendrons ensvite @ ufili-
ser le calcul vectoriel pour résoudre des problémes variés de géo-

Errees
E=avrinees
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—1.1.. Définitions et premiéres propriétés

emmmmm Définitions et notations

* Soit (A,B) un couple de points, ¢ Ja translation
. N

transformant A en B.
L'ensemble des cnuples (M,N) ol N est I'image de

vecteurs du plan et on le note ¥. Les éléments de
¥ sont en géneral notés par des lettres surmontées
d'une fléche ; ;b:...,u,?;x_ﬁ,etc

* Sur la figure ci-dessus : &t = AB = MN. On dit que (A,B) et (M,N) sont des représentants du vecteur u,

* Tout vecteur a une infinité de représentants.

A

M par ¢ est le vecteur AB. .
* On appelle plan vectoriel I'ensemble de tous les /
/_'}I./

mmmmmm Conséquences immédiates

Propriété fondamentale®

Pour tout point O et tout vecteur i, 2
il existe un et un seul point M \_ ¢
— - P \/_. fN
tel que: OM = u.
o 3

Démonstration
OM = u signifie que M est l'image de O par la translation de vecteur i,

Donc, M existe et est unique.

Les énoncés suivants sont équivalents :
—_— —

*» AB=CD;

» [AD] et [BC] ont méme milieu ;
— —

*+ AC=BD.

Cette propriélé a été vue en classe de quatriéme.

mmmem== Direction, sens et norme d'un vecteur

Soit & un vecteur non nul,

Soit (M,N), (M'N'), (M",N"), etc., des représentants de i,
* Les droites (MN), (M'N'), (M"N"}, etc. sont paral- i =.,N M > ."‘"
leles ; elles définissent une direction appelée ) o
direction du vecteur . : T )
e La translation qui transforme M en N, M’ en N', : ' <i
M" en N", etc., définit sur cette d:ractmn un sens = 5 o
de parcours appelé sens du vecteur u. !
e« MN = M'N' = M"N"= ... Cette dlsta.nce ne dépend REN g,

pas du représentant du vecteur u.
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Definition

On appelle norme de i la distance AB ou (A,B) est un représentant de «. On la note : I]].

Propriétéi2
11 existe un et un seul vecteur ayant une direction donnée, un sens donné et une norme donnée.

Cetle propriété est admise.

Remarques

el@ll=0 & T=T0.
En effet, 0 a pour norme 0.

Réciproquement, si ||| = 0, alors tout représentant (M,N) de t est tel que : MN = 0.
On en déduit que M est égal a N et donc que i est le vecteur nul.

* Pour tout vecteur u': ||-|| = ||}

En effet, si (A,B) eg{ un rg,?résemunt de 1, (B,A) est un représentant de —u
BA = AB, donc ||-u|| = |Ju]l.

* Deux vecteurs de méme norme ne sont pas nécessairement égaux.

—1.2. Calcul vectoriel

pomr==m Somme de vecteurs

Soit i et v’ des vecteurs, A un point,

D'aprés la propriété fondamentale, il existe un seul point B et un seul point C tels que :
AB=1 et BC = v. .

Démontrons que le vecteur AC ne dépend pas du choix de A.

Soit A' un autre point, B' et C' tels que :

Eﬁ'=ﬁet3_'é'=6: E

— — — — ¢
Ona: AB=AB’ et BC = B'C". A

De la propriété 1 § 1.1, on déduit : AA = BB’ et BE' = CC., B~ ‘
—_— J— L
Dot : AA' =CC' et AC= AC. 2N

Ce résultat légitime la définition suivante.

Definition

Soit u et v'des vecteurs.
A, B, C étant des points tels que AB=1 et BC=7,
on pose : &l + U=AC.

Relation'de!Chasles

— —
Pour tous points A, B, C: AB + BC = AC.
Cette propriété est une conséquence immédiate de la définition.
Inégalité triangulaire

Pour tous vecteurs wet o’: [ + v || < || + [157)].

Vecteurs et points du plan 29
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D émonstration

1 Soit (A,B) un représentant de @, (B,C) un représentant de v. -
(A,C) est un représentant de u + v. :

l D’aprés l'inégalité triangulaire pour les distances, ona:
| AC = AB + BC.

| Dot : [[Z+ Bl < 121 + 171
|

| smm=m  Multiplication d'un vecteur par un nombre réel

= - P e e e
& R P ; e e

o i

* Soit & un vecteur non nul, A un nombre réel non nul. eA>0 ¥t .
& !

Le vecteur Au est le vecteur qui a : i i
3

1l — pour direction celle de i ;
| ~ pour sens celui de i si k est positif, celui de - u si A est négatif ;
I —p
. % — pour norme |A| [« ]I, ) oy
li * On pose, par ailleurs, pour tout vecteur u et tout nombre réel 1 :

= e
I 0Z=T et AT=T.

—r
i

l

| Remarque

Par définition, pour tout vecteur « : |IA || = |Al e ||.

On n’oubliera pas la valeur absolue. Pour i # 0 et A < 0, I'égalité |[Au]| = Al|u]| est fausse.

mmmm== Calcul vectoriel
Propriétés = S e e .,\-
Pour tous vecteurs u, v et w, pour tous nombres réels A et 1, on a:
(1) T+p=0+10 ; (2 W+v)+w=u+(0+w ;
(3) (A+p)wd=Au+pud (@) Au+7)=Ad+A0 ;
(5) Alped =(hxp) ; (6) 1u=ud

Ces propriétés sont admises.

Ces propriétés permettent de justifier les régles usuelles de calcul sur les vecteurs.

Notamment, les propriétés (1) et (2) permettent de justifier la régle suivante : pour calculer une somme
de plusieurs vecteurs, on peut déplacer et regrouper les différents termes.

—3 -3 _— s L ! ~1 e
Les vecteurs I:E+ v)+wetu+ (v +1w)senotent: i + v + 10,

Exemple
41— T+ 610 + 30— 2(u + 31 )
=4u -0+ 6w + 30— 2u — 2(3W) d'aprés (4)
= 41— v+ B + 30— 2U — 61 d'aprés (5)
= 410 — 10 + B + 30— 21l — 61d d'aprés (6)
= (40— 2u) + (30— 10) + (61 - 6w ) d'aprés (1) et (2)
=(4-2)d +(3-1) +(6-6)w d'aprés (3)
=20 + 20 + 00
=21 +20 d'apres la définition de Au avec A = 0
=2(d +v) d'apres (4)
30 Vecteurs et points du plan 4 A

Scanned by CamScanner



Scanned by CamScanner

En pratique, on saute les différentes étapes du calcul et on écrit directement :
—a —
AU-U+6W+30—-2(+30) =407+ 610 + 30— 21 — 6@

=2u + 20
=2(t +0)
Propriétés
(7) Mi=0 & A=00u =0 : (8) Mi#T < Az0et u#0.

La propriété (7) est une conséquence immédiate de la définition. La propriéié (8) lui est équivalente
comme nous allons le voir dans le point de logique qui suit.

Soit (p), (q), (r) des propositions, (non p), (no ] spations. P le, 1
egattinds (3 = 0) est .0, p). (non q) , (non r) leurs négations. Par exemple, la

(p) A=0 ABCD est un parallélogramme
() =0 "AC = BD
(r) A =0 ABCD est un reclangle

(r) ¢ (p) ou (q) (r) < (p) et (q)

- = ; ' : ' T A :
* (h=00u u=0) est vraie lorsqu'au moins I'une des propositions (A = 0) et (&' = 0) est véri-
fiée, les deux pouvant 1'étre simultanément. ’

* (ABCD est un parallélogramme et AC = BD) est vraie lorsque les deux propositions (ABCD
est un parallélogramme) et (AC = BD) sont vérifiées simultanément.

(non p) AzD - ABCD n’est pas un parallélogramme

(non q) Uz0 o AC #BD

(non r) AMC# O ABCD n'est pas un rectangle
(non r) <= (non p) et (non q) I "~ (nonr) t;fnt)_n_gﬁ ou (non _q)

* (A=0ou =0 ) est fausse lorsque les deux propositions (A = 0) et (i = 0 ) sont simulta-
nément fausses.

¢ (ABCD est un parallélogramme et AC = BD) est fausse lorsqu'au moins une des propositions
(ABCD est un parallélogramme) et (AC = BD) est fausse.

e D'une manigre générale, on peut retenir que :
la négation de [(p) ou (g)] est [(non p) et (non g)] ;
la négation de [(p) et (g)] est [(non p) ou (non g)l.

S

Exemples .
» La négation de (x inférieur a y ou égal & y) est (x non inférieur a y et différent de y). Dong, la négation
de (x < y) est (x > y). On démontre de méme que la négation de (v < y) est (v = y).

» La négation de (-1 =xetxr <1)est (-1 >xoux=1)

Donc, la négation de (-1 =x < 1) est (x <-1oux=1)

__1.3. Combinaisons linéaires

mmmz=1 Combinaisons linéaires
Définition

Soit i/ et v des vecteurs. Tout vecteur de la forme At/ + po, ot
A et |1 sont des nombres réels, est appelé combinaison linéai-

re des vecteurs u et v’}

‘A et p sont les coefficients respectifs de u et v. it

Vecteurs et points du plan 31
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:Juncel mlanfmre plus générale, an appelle combinaison linéaire de n vecteurs i, E; 1t i

eur de la forme A, i, + Aplly + Agtl, + ;o ob m, ety N ou
eu 1 s gt +hu ouli,l,ﬁ..j, oy A sont des no "
ficients, = $ " bres réels, appelés ¢

y

Dgf

~ BEE==m Vecteurs colinéaires

Des vecteurs i et v sont dits colinéaires
lorsque I'un d'eux au moins est g
' ou bien o

lorsqu'ils ont méme direction.

Remargue

o s o % e
0 est colinéaire & n’importe quel vecteur.

dans les deux cas suivants :

ff—

&l

Soit i et ¢’ deux vecteurs.

e ot 4 » . & 5w s
u et v sont colinéaires si et seulement si il existe un |
. [
nombre réel A tel que : 0= A ou @ = A5

*A<0 <
Cette propriété est une conséquence immédiate d une Ppropriéteé vue en classe troisiéme.

E emarque

Si u et v sont colinéaires et v#0,il existe un nombre réel 3, unique tel que : i = \.p.

Propriétée 2

qui sﬁil]

U et U sont colinéaires si et seulement si il existe une combinaison linéaire de ces vecteurs

nulle sans que ses coefficients soient tous les deux nuls. |

Cette propriété peut s'exprimer ainsi : .
u et v'sont culinéaim; si et seulement si il existe un couple (% ; ) = (0 ; 0) tel que : A + po'= 0.

7
Démonstration |
» Suppus-uns qlg?;ﬁ'et v soient colinédaires.
; D'aprés la propriété précédente, il existe un nombre réel A tel que:v'=Au ou @=iv.

On en déduit : At = 12'= 0 ou 1@-AF= T,

Ce sont bien’des combinaisons linéaires nulles de i et o’ dont les coefficients ne sont pas tous nuls.
e Supposons que : A+ uv'= T, ol A et sont des nombres réels non tous les deux nuls.
Quitte a changer les notations, on peut supposer que A # 0.

=k ;.l—p-
On en déduit que : #=— <=0,

D'ott, daprés la propriété précédente : @ et v'sont colinéaires.

39 Vecteurs et points du plan

il




Soit /et v deux vecteurs, 1 et j deux nombres réels. Les deux énoncés suivants sont équivalents.
(1) i et ¥ sont non colinéaires.

2) Mi+u0' =0 = A= p=o,
Démonstration

(2) signifie qu'il n'existe pas de combinaison linéaire nulle de /et v'dont les coefficients ne sont pas
. tous les deux nuls. La propriété 3 est donc une autre formulation de la propriété 2.

mamm=m Vecteurs directeurs d'une droite

En classe de troisiéme, on a a
soient paralleles. La directio
représentant de u, cette défi

ppelé vecteur directeur d'une droite (%) tout vecteur AB tel que (%) et (AB)

n d'un vecteur non nul « étant celle de toute droite (AB) ou (A,B) est un
nition est équivalente & la suivante.

On appelle vecteur directeur d'une droile (@) tout vecteur non nul i ayant méme direction que ().
On dira que (%) est dirigée par .

B emarques

* 5i (%) est une droite dirigée par u, les vecteurs directeurs de (%) sont les vecteurs kit oii k est un nombre
réel non nul. Une droite admet donc une infinité de vecteyrs directeurs tous colinéaires entre eux.
s . . » P - P e m - a1 =i TR
* Si A et B sont des points d’une droite (%) dirigée par u, AB et uf sont colinéaires.

pmmmm= Vecteurs unitaires

m-‘ rr—— - P ’ = i = o - = ]
.‘ Hi* 1 ) = T ' M R

——

On appelle vecteur unitaire toul vecteur de norme 1.

= o

= LAy ey

© T m-'i = .-.'-_ ot I : l' - = X= _1..;' _;--:J:."f s T-".";ﬁfl =

Pour tout vecteur « non nul, il n'existe que deux vecteurs unitaires colinéaires i ir.

Ces deux vecleurs sont opposés.

Démonstration

Tout vecteur colinéaire 4 « est de la forme Al ofi & appartient & R,
|| =1 e Ml=1

& M= =
[le |l

= é ou l:—%.

Iled |l llee ||

Il n'y a donc que deux vecieurs de norme 1 colinéaires 4 1/ que 1'on convient d'écrire

Tl u
wn = "
i u
Y
* Une droile admel deux vecleurs directeurs unitaires opposés. R
N s C . i (D)
* Choisir I'un d’eux revient a orienter la droite.
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emmmem Caractérisation vectorielle du centre de gravité d'un triangle

Soit ABC un triangle, A', B', C' les milieux respectifs A
de [BC], [CA], [AB].

On sait, depuis le premier cycle, que les médianes
i [AA'], IBB'] et [CC'] sont concourantes en un point G,
i appelé centre de gravité, qui vérifie :

l\

=2 AA';BG=2BB.CG= 2O
AG=-3 AA';BG=— BB';CG= —CC.

i Nous allons voir une autre caractérisation de G.

Démonstration guidée
Soit G le centre de gravité de ABC,

— = 2 —

* Démontrer que : AG = =-AA’,

0Endéduireque:§£+20_£'=ﬁ, puis GA+GB+GC=0."

Démontrons que le point G est unique. Soit M un point tel que ; MA + MB + MC = 0.

* En faisant apparaitre le point G & l'aide de la relation de Chasles, démontrer que : 3MG = 0,
* En déduire que M = G,

* Conclure.

] Pour démontrer qu'il existe un seul objet vérifiant une propriété, on peut considérer qu'il en’
: existe deux et démontrer qu'ils sont égaux.

- i

1.4, Travaux dirigés

EEEE= 1. Suit,ABClg_Pn_g’_uadrilalém_.*l u_11>numllr’_e réel non nul et différent de 1, M, N, P, Q les
points tels que : AM = LAB, BN = (1-A)BC, CP =ACD, DQ = (1 - A)DA.

Démontrer que MNPQ est un parallélogramme,

Solution
MN =MA +AB +BN
—r — —_—
=—-AAB +AB + (1 - A)BC
=(1-2) AB +BC)
= (1 -A)AC.

On calcule de la méme manidre Q_ﬁ :
QP =(1-AAC,
D'oil ! ﬁf;] .—-Q_ﬁ MNPQ est donc un parallélogramme.

BEO===1
Déterminer l'ensemble des points M tels que : [|[MA + MB + MC || = 12.

2. Soit A, B, C trois points non alignés,

34 Vecteurs et points du plan ﬁ
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Solution guidée

— — b .

L'expression MA + MB + MC suggére d'utiliser le centre de gravité G du triangle ABC.

» En introduisant G, a I'aide de la relation de Chasles, démontrer que : MA + MB + MC = 3MG.
— — —

« En déduire : [MA + MB + MC||=12 & CM =4,

» Conclure.

EENESEN 3. Cnnstrmre deux vecteurs i/ et v'tels que ||

1 t dre || ]| ? vll =1 et |7l =1. Quelle valeur maxi-
male peut prendre ||u

Solution
Esquisse Analyse
—r
o li-7l =Tl = 1. Dong, les points A et B sont sur le cercle de centre O
et de rayon 1.
* On constate que : u=(u—v) + .

* On peut donc construire iﬂbord ¢ el &~ v, puis faire la somme de ces
deux vecteurs pour obtenir u.

Programme de construction Construction

* Choisir arbitrairement deux points A et B distincts sur le cercle
de centre O et de myun 1

« Construire tel que : ‘5;‘1 +OB.
Enposantv-DA ona: DB—u—v
Dou: [du-7vll=[v] =1

1l semblerait geamémquemenl que la norme de u sera maximale lorsqu'on aura : @ —© = ©.
C'est-a-dire : = 2v. Dans ce cas : JJu || =

Démontrons donc que, pour tous vecteurs 'fr: et o vérifiant les hypothéses, on a : el < 2
Uu=(u-v)+v = Jullsllu-cl+I7] d'aprés l'inégalité triangulaire ;
= Jul<z car [u-v =v]l=1.

% /’E Xercices = tj'.t:-’._::.-_if A S A A IS |

- e

1.a Calculer e I, 1271l ld + ¢ 1I, e Sétanl les l.c  Soit /et v’ deux vecteurs non colinéaires, A, B,

vecteurs représentés sur la ligure ci-dessous, C lrmq points tels que :

(N AB =21 +31; :AC = 5 — 40,

(s it 1 Pour tous nombres réels Aet p. on considere le -

du quadrillage poinl M tel que : BM = Ail + po.

ont pour aire 1.) o Quelles relations doivent vérifier A et p pour

= que :
= et 1) A, B, M soient alignés 7
2) ABCM soit un parallélogramme ?

i P — eiangle; % un tiombre el won 1.d  Soit AetB deux points distincts, I le milieu da

[AB]. Déterminer I'ensemble des points M du

nul, A", B, C' tels que : plan tels que :
—

—
BA' = ABC;CR' = ACA ; AC' = 1 AB. -
Démontrer que les triangles ABC et A'B'C' ont 1) AM + Bﬂsml colinéaire 8 AM -BM ;
méme centre de gravité, 2) |AM + BM||= 1

Vecteurs et points du plan 35
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fesure algéebrique

__9.1.. Présentation

Soit A, B C trms pmnts
Ona: AB + BO = AC. Par contre, AB + BC

Nous allons définir un nouvel outil qui permettra de p i
points A et B d'une méme droite, mais aussi leur position relative.

n'est égal a AC que si B appartient a [AC].
réciser non seulement la distance entrs

Définition -
Soit (%) une droite orientée par un de ses deux vecteurs directeurs unitaires 1.
A et B étant deux points de (@), on appelle mesure ﬂlgébrlque de (A,B) 7

—

relativement a 1, l'unique nombre réel, noté AB, tel que AB=AB i A

Exemple

Soit (%) une droite et i 7 1'un de ses vecteurs directeurs unitaires.
On considére les points A, B, C, D, E suivants :
i B
A i E G D B

-
o

-1
Relahvementa: :AB=9; BC*-—E CD=2:DE=-4; AE = 2.
Relativement 3 —i :AB=~9: BC=5:CD=-2; DE=4;AE=-2 .

emar

» Ces mesures sont dites algébrigues car, contrairement aux distances, elles peuvent étre négatives.

e Soit A, B deux points d'une drmte (@) er i I'un de ses vecteurs directeurs unitaires. Les mesures alg,
briques de (A, B} re!ahvement ai E é —i sont opposées. En effet, si AB est la mesure algébrique de (A3
relativement a 1, alors : AB = ABT
_ =(~AB) (-T).

¢ AB ne peut étre définie sans que la droite (AB) ne soit orientée.

__92.2, Propriétes

Consequencesiimmediates:

Soit (%) une droite orientée par un de ses deux vecteurs direclemis unitaires - ]
Pour tous points A, B, C de (%), tout nombre réel A, on 3 :
(11 |ABI=AB; ()  BA=-AB;
(3) lorsque A et B sont distincts :

* AB = AB si et seulement si AR et 'sont de méme sens ;

E » AB = - AB si et seulement si AR et i'sont de sens contraires ;

(4) "}__B:E_Q—A:B; (5) AC=2.AB & AC = LAB; ,

(6) AB+BC=AC (relation de Chasles). |
Démonstration

Toutes ces propriétés se déduisent immédiatement de la définition, N

ous ne dé e les
propriétés (1) et (6). montrerons qu
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(1) AB=|AB| = |AB 7| = |AB| || = |AB|
(6) AC = A_ﬁ +BC

= ABT+BCT

= (AB + EE‘.]?
D'oi, par définition : AC =AB +BC.

Remarques

» La relation AB +BC = AC n'a de sens que si les points A, B, C sont alignés.

* La relation AB + BC = AC n'est vérifide que si B appartient & [AC]. Par contre, AB +BC = AC est vraie
pour tous points A, B, C d’une droite (%)

La propriété suivante permet d'effectuer

certains calculs sans préciser l'orientation choisie sur ().

Pour des points appartenant i une méme droite,

le produit et le quotient de deux mesures algé-
brigues sont indépendants de I'orientation de la droite.

Démonstration

Les mesures algébriques relativement a Tel &

signes, le produit (respectivement le quotient)
que celui relativement a —i,

~i’sont des nombres opposés. Donc, d'aprés la régle des
=y -
de deux mesures algébriques relativement a { est le méme

WE xercices 2 o o T 7 o o A

—_—

2.0 Liresurle graphique AB, AC, BC. 2.c  Est-il possible de trouver trois points A, B, C
LB C A d'une méme droite tels que :
i ; AB=BCet AC=—-217
. A
2.b  Surune droite orientée par un vecteur direc- 2d Iﬁterﬂiner_relatﬂrem_ent 8L puEA -t
teur unitaire i, placer trois points A, B, C tels AB, AC, ABx AC, 22,
que: AB=-3; AG=2, —+B AAC C
~ Calculer CB. . " :

Bases et reperes ¢ e
—3.1. Bases de V"

memmsm Coordonnées d'un vecteur
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Démonstration
. Soit @ - 0 vecteur. DémDIlIJ'DIJS que t 7 est .;gmbmazsnn lméau'a de i etj
i s Spi -
; ntants T€s aspectifs des vecteurs 1 i J, i, H le projeté g _
Ii Soit 0 O) OM 5 o OJ) par arallelement @ (O1). EMBUrE |
ara.liélemant a(0)), Kle projeté de M sur { ] 0y |
i g; M est sur (O1): alors K est en O ot OM = OH. Si M est suT (0J), alors H est en O et Gy 3
parallélogramme. Ok |
]

| Si M n'est ni sur (O) ni sur (DJ} OHMK gst un

5 tous les cas : OM DH + DK

. T, Donc il existe U0 nombre réel x tel que : OH=x0]

1 Dnadan
que : 5I+<=y5f

! Dl et DH sont colinéaires et OI

Il existe,
‘ On en déduit : OM P UI + U

+ Démontrons queé cette décom

Soit (x'; y] un couple de nomb

u= J.l-I-JJ = .l‘f+‘_1}".l:i!+_jj

o -x)T+l-yV=
- x-x'=0ety- -y'=0

un nombre réel y tel

pour la méme ralsun.

D} Cest-a-dire : u= x:+.-'ﬂ

posﬂmu est unlque
res réels telsque: ==+ T+ y _;
—
0

o r=xety=y.

Le couple (x i y) est donc unique.

La propriété précédente justifi

« Tout couple (7,7 de vecteurs non colinéaires est appelé base de V. .

« Soit (i, j ) une base de V" et 7 un vecteur.

Le seul couple de nombres réels (x ; ) vérifiant nnees dedl

& = xi+ yj est appelé couple de coordo

dans la base [i'*,f].
gl Gl = £ - =
On écrit : 1 (y) dans (i,J)

emargue
Dire « on munit V'
teur de V" sont - 2” s f 7)o S'gmf ie que, sauf mention contraire, Jes coordonnées d
exprimées dans la base (i, 7). On écrit alors simplement : i (.1)
Y

e fout VE¥

Soit (', i) une base de ¥, A un nombre réel, i et i’ deux vecteurs.

Siu et (), alors: x+x
() ) v (1) et @)} )
Démonstration
Ona:it=xi+y ot @=xT+yi
- I:_I’+ i_l"=[xr+g_,l—"]+f.r’?+ yjﬂ'} .l_’ . .
e )T @y e
= hvi + Ayj

D'ot le résultat.
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pummmm Bases orthonormées

Délinitions
+* Deux vecteurs sont orthogonaux si leurs directions sont perpendiculaires ou si 'un au moins est nul.

—
Lorsque i/ et Usont orthogonaux, on note : it | 3

+ Une base est dite orthonormée lorsqu'elle est constituée de deux vecteurs unitaires orthogonaux.

(7, J) est orthonormée si et seulement s TLj et 7= 17 = 1.
Propriétée

Soit i et ' deux vecteurs , A et & deux nombres réels.Ona:u Llv = Au L v,

Démonstration

; —* —+
Si les vecteurs Au et pr'sont tous les deux non nuls, leurs directions sont respectivement les mémes
- b,

que celles de u et v, ils sont donc orthogonaux.

Si l'un des vecteurs A ou pv’est nul, la Propriété est évidente,

Remarque

En utilisant les normes de deux vecteurs i et vde¥

pour écrire le théoréme de Pythagore et sa réci progue,
on obtient :

QLT e I+ B =+ T

mmmm=m Expression de la norme dans une base orthonormée

L AR AS
CLA LA S A B

Si Ef(‘;) dans une base orthonormée, alors || ||= v/ 12 + y2 .

Démonstration guidée
Ona:i=xi+yj
* Que peut-on dire des vecteurs xi et yj ?

* En utilisant la remarque précédente sur le théordme de Pythagore, démontrer que ;
et 17 = b2 112 + [ 1711

* Conclure,

Remarque

Cette propriété n'est pas applicable lorsque la base n'est pas orthonormée.

—3.2., Déterminant de deux vecteurs

Il a été admis en classe de Iroisizme que deux vecteurs E’(‘r) et u’ (x’) sont colinéaires si et seulement

sixy’=yx’= 0. Celte propriété nous conduit a introduire un nouvel outil mathématique : le déterminant.

Vecteurs et points du plan 39
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2
Soit (i, j"] une base de V', u (';) et u’ G ,) deux vecteurs.
o
On appelle déterminant de (i, 1) relativement a la base (i , j') le nombre réel xy’ _ o
On note : det (i, u") = xy’ - yx',

B — -
Pour calculer un déterminant, on dispose les coordonnées de u et 1’ de la fagon Suivantg . [x '

Yy'l

On effectue les produits des coefficients suivant les diagonales comme ”
l'indique la figure ci-contre, puis la différence de ces produits.

@
On écrit : det (w, W) = ;;.1= xy’ - yx', yx )

Theoreme

1 Soit (7', j') une base de .

Deux vecteurs sont colinéaires si et seulement si leur déterminant est nul.

aaa T
+

Démonstration

Soit E’(;) et w0’ (;) deux vecteurs.
* Démontrons que si u et w’ sont colinéaires, alors det (i, ") = D.

——
——

—8iu=0,alors x = y = 0. On a bien det (&, @) = 0.
Yy

— 8i &+ 0, alors il existe un nombre réel A tel que U’ = AL,

{;::ﬁ:; det (&, @) = xhy — yhx
= det(u, ) =0.

|
! * Démontrons que si det (@, u’) = 0, alors @ et @’ sont colinéaires. 1'

Lorsque @/ = 0, il est évident que & et ' sont colingaires, Supposons u # 0.

—Six#0, on pose : ?«.=%.

det (i, ¥) =0 = xy'-yx'=0

xy'—yhr=0 car x'=)x
¥=yh=0 car x =0
y =iy

vl

Dot : u’ = Ali,

—Six =0, alors y # 0. On obtient le méme résultat en posant : ), =4
N y

i et @’ sont bien colinéaires. _

—3.3.. Reperes du plan

pmmmmmm Une autre présentation

Si (0, 1, ]) est un repére du plan, alors, les points O, 1, ] n'étant
de V. _
Réciproquement, pour tout point O et toute base (i, j) de ¥
i Ol = Tt OJ = j. (0, 1, ]) est un repére du plan,

Un repéere peut donc étre aussi défini par la donnée d'yn point et d'une base de ¥, -

pas alignés, le couple [61‘. af ) est une bés

N =

J
» il existe un couple unique de points (e

40 :v'ecteurs et points du plan J
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Définitions

« On app;alle repére du plan :
- ou bien un triplet (O, , J) de points non alignés ;
— ou bien un triplet (O, _1:?] ot O est un point et [f:f] une base de V.
» Le point O est appelé origine du repére.
M (';) dans (0, T,j) signifie OM (‘;) dans (7, 7)) ;
signifie  OM = xi + uj

Remarques

. T # s )
e [n repére (O, i, j ] est orthonormé si et seulement_si la base ( i, ) lest.
» (O, i ) est un repére de I'axe des abscisses et (O, j ) un repére de I'axe des ordonnées.

mmsm=m Calculs dans un repére

. X X =* =+ — - — =
(1) SiA (y:) et B (y:) dans (O, i, j), alors AB (;§+':[1) dans (i, ).
(2) SiA (;ﬁ) et B (;z) dans (O, 7', j) et si M est le milieu de [AB], ‘
2 -
alors M Yat Ug dans (0, i,J ).
2
(3) SiA (;i), B (;I;) et C (;E) dans (O, ?,_T] et si G est le centre de gravité de ABC,
.I'A -+ IB -+ .\'C
3 1 Dy
alors G Y+ U+ g dans (O, 1, j).
3

Les propriétés (1) et (2] ont été démontrées dans le premier cycle.

Démonstration guidée de la propriété (3)

Ona:GA +GB +GC=0.

« En introduisant O 2 l'aide de la relation de Chasles dans la somme GA + GB + GC, démontrer que :
OT;:IT[(IR"' OB + OC).

* Quelles sont les coordonnées des vecteurs fﬁ;, 5*, L'T, 0G ?

¢ Conclure,

mmmmmm Caractérisations vectorielles d'un segment, d'une demi-droite

Soit A, B deux points distincts. Un point M appartient au segment [AB] (respectivement a la demi-droi-
te [AB) ) si et seulement si I'abscisse de M sur la droite (AB) munie du repére (A,B) appartient a l'inter-
valle [0 ; 1] (respectivement est positive).

A | &P B A B | AB,
u ' u 1
Vecteurs et points du plan 41 .,_
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Scanne

ME[AB] o ilexiste ¢t appartenant a [0 ; 1] tel que : AM = ¢ARB, y
—_— —
M€E[AB) & il existe ¢ appartenant a R* tel que : AM = ¢ AB.

4

Ces propriétés sont des conséquences immédiates de la définition d'un segment et gy, o
mj.,

s

Soit les vecteurs ﬁ'(‘f) iy (g)

42 Vecteurs et points du plan

e

y CamScanner

I
—3.4. Travaux dirigés
EEEETA 1. On considére la figure ci-dessous :
ABCD est un carré ; BCE et CDF sont des triangles équilatéraux. Démontrer que A, E, F ¢ ont a;
Solution guidée " "
On considére le repére (B,C,A). E
* Quelles sont les coordonnées de A, B, C, D 7
* Calculer les coordonnées de E et F. F
* Déterminer les coordonnées deAE etAF.
* Démontrer que det [A_E*,A_I:“] =0, B ¢ |
* Conclure, : t
2. Soit un triangle ABC, J le milieu de [BC).
M est un point de (A]) distinct de A et tel que J ne soit pas le milieu de [AM], A l
(CM) coupe (AB) en P et (BM) coupe (AC) en Q. .
Démontrer que les droites (PQ) et (BC) sont paralléles. p Q
Solution guidée {
Vérifier que si M est en |, alors (PQ) et (BC) sont confondues, "
On suppose que M est distinct de ] et on se place dans le repére (M, B, G).
* Quelles sont les coordonnées de M,B,Cet]? 8 d 0
* Démontrer que les coordonnées de A sont de la forme'g:‘: ,aveca#=0eta=1. i
* Déterminer les coordonnées de P, point d'intersection des droites (CM) et (AB). L
* Déterminer les coordonnées de Q, point d'intersection des droites (BM) et (AC). » :
* Calculer les coordonnées des vecteurs BC et ]3:':}1. E
* Conclure. il
Remarques A
. il‘;egﬁ.;i;i;g::t&;;:ﬂﬂ' les droites (BM) et (AC) sont parallgles, de méme que (CM) et (AB] ..;cspai'IiJI
* Si M est en A, les points P et Q sont confondus, "
. 1
WE XerciCes tzorrsrzrrmer v |
3.a Leplan vecmriel:’l"' est muni d'une base (7 . 1. Démontrer que (i, ') est une base de 4 .Is
FHit Ll guctons ui(g}' F(—zﬂ) i {::) 2: Quelles sont les coordonnées des Vect® |
Calculer : det (&, o) ; det (v, @) ; det (@, -v') ; tet jdans la base (if, ©') 7 i I
det (i, i) ; det (i, 5"~i3 ) ; det (@ + 37, 257_st 3 Soit @(3). 5(7) dans (7). Quelles et
coordonnées des vecteurs a et b dans 12
3.b Le plan vectoriel ¥ est muni d'une base i 1. (i, 7] 7




AN

Exercices

Vecteurs
1 On donne la figure suivante :
L

A. ) lc D Bl.

Compléter las:éga]i-'té.'s

sn-_ﬂ: AC= JMD BD =-/AD ; c:u__..‘é;
BCA. AB AC-—? DB

-5l

2 On donne : MP = — 4 MN . Compléter :

ﬁ\d:, ﬁ.ﬁ:[)_ﬁlz...l;]:’l.

On donne :8U = L Compléter :
—— — = 5 —* — —
TU=..TS;UT=..0U8;5T=..TU.

3 3oit ABC un triangle quelconque.
1. Construire les points D et E tels que : AD = BC
— —
et CE = ZBA.
2. Démontrer que D est le milieu du segment (CEL

& soit ABC un triangle quelconque.
Construire les points M et N tels que :

AM+AN = AB
AM - AN = AC
x 5 Soit ABCD un quadrilatére dont les cotés [AD]
et [BC] ont pour milieux respectifs [ et J.
— — —
Démontrer que : 21] =AB +DC.

5 5 Dévelapper et réduire :
@=T0—40+ 3+ 30) — 5(2w -0
B'=4(2u-2)—4(3u'—0) + 3
¢'=2u' - 3(50— 1) + 4l + 20)

- d=uw+ 2030+ &) -5(20 + 3¢)

-lﬂ On considére Lrois vecteurs w, o et « tels quo :
{ W+o—-20 = [}
-] -
u:’— U+ w =0 - N .
Démontrer que les vecteurs it et v sonl colinéaires au
vecteur i,

[}

T 7 8 Soit ABC un triangle el 1 un point de (AB).
1. La parallzle a (BC) passant par I coupe (AC) en J.
La paralléle a (AB) passant par ] coupe (BC) en K.,
La paralléle & (AC) passant par K coupe (AB) en L.
Démontrer que L = 1 si et seulement si L est le milieu de [AB].
2. La paralléle & (BC) passant par L coupe (AC) en M.
La parallsle & (AB) passant par M coupe (BC) en N.
Démontrer que les droites (IN) el (AC) sont paralléles.

9 On donne un rectangle ABCD, On considére un
point quelconque M situé a l'intérieur du rectangle,
bords compris. On trace les droites (A) el (A') passant
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par M, respectivement paralléles a (AB) et & (AD). (A)
coupe (AD) en E et (BC) en F. (A") coupe (AB) en G et
(DC) en H.
Construire le représentant d'origine A du vecteur
Méme question avec un parallélogramme.

10 Soit un triangle ABC, M et N les milieux res-
pectifs des segments [BC] et [AC].
E est le symétrique de B par rapport a A, et F est le

symétrique de A par rapport & M.
Démontrer que N est le milieu de [EF].

11 Soit ABCD un quadrilatére. [, J, K, L, M et N
sont les milieux respectifs des segments [AB], [BC],
[CDI, [DA], [AC] et [BDI.

1. Démontrer que les segments [IK], [JL] et IP"‘TN] '-'-'Ill
méme milieu G.
2. Démontrer que GA + GB + GG+ GD=T.

12 soit ABC un triangle, M un pu;n;lfﬁ appa.rte-
nant ni 4 (AB), ni a (AC), ni a (BC). '-“'

1. Construire les points A, B' et C' tels que{MABA'
MBCB' et MCAC' soient des parallélogrammes.

2. Démontrer que M est le centre de gravité du triangle
A'B'C.

13 Soit ABC un triangle, B' et C' les milieux res-
pectifs des segments [AC] et [AB]. k est un nombre réel,
D et E sont les points du plan définis par AD = k AB et
CE = kCA. T est le milieu de [DEL
Démontrer que B', C' et [ sont alignés.

14 Soit ABC un triangle.
M est le milieu de [AB] et I est le milieu de [MC],

CK = 1 CB.
2. Démontrer que les points A, [ et K sont alignés.

1. Construire le point K tel que :

15 Soit ABC un triangle.
1. Placer les points 1, | et K tels que :
B=26C ; (=1 GA et AR =L AB.
2. Démonlror nque ?r-“; points 1, ] et K sont alignés.
-'\' '

15 Soit ABC un triangle.
1. Construire les points M et N tels que :
AVt=-2 &B o AN =2 A%,
2. Démontrer que (MN) et (BC) sont paralléles.
3. Soient S et T les milieux respectifs de [BC] et [MN].
Démontrer que les points A, 5 et T sont alignés.

17 Soit ABC un triangle.
1. Construire les points M et N tels que :
AM= L AB et AN =3AC.
2. Démontrer que (BN) et (MC) sont paralléles.

18 Soit ABC un triangle, A', B, C' les milieux res-
pectils des cétés [BC], [CA], [AB], M un point intérieur
au triangle ABC el A", B", C" les symétriques respectifs
de M par rapport &4 A", B', C'.
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1. Démontrer que : PT(E“ = EE".
2. Démontrer que les droites (AA"), (BB") et (CC") sont
concourantes.

19 sur 1a figure ci-dessous, les trois cercles ont
méme rayon el pour centres A, B, C.
O est un point commun aux frois cercles,

1. Que représente le point O pour le triangle ABC ?

2. Quelle est la nature des quadrilatéres AOBF, AOCE et
BOCD ? L o

3. Démontrer que : DE = BA.

4, Démontrer que O est I'orthocentre du triangle DEF.

— 20 Sachant que ||| = 2[¢"]|, lew’| = lyv’ll et 0% D,
quelle relation peut-on écrire entre les deux nombres
réels x et y ? Les vecteurs u et v sont-ils nécessairement

colinéaires 7

21 Soit i et v"deux vecteurs tels que [i| < 3 et
[¢’]l = 2. Démeontrer que [[2¢'- 307 < 12.

¥

Bases et reperes

29 On donne le
triangle ABC el G son
centre de gravité,
Quelles sont les coor-
données des vecleurs :

— —* —

BC, AA’, CA, GE__IL .,
1. dans la base {é]j, ,}E] ?
2. dans la base {GB,GC) ?

: lélogramme. F est |
23 Soit ABCD un parallélog A
u de [AB] et DH = HG = GF.
A B

A

milie

44 Vecteurs et points du plan
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2. Construire le point E défini par : AE = AB —AD.

1, Que peut-on conjecturer sur les points A, G, Cr .

2. Calculer les cnnlilunnées des vecteurs DF, A% o

dans la base [E,Al:"}.
3. Démontrer la conjecture.

{98 soit (7", ) une base de V.
Dans chacun des cas ci-dessous, démontrer que [e o
(i, o) est une base de ¥ et déterminer les coordg
des vecteurs T, J, — 47+ J. 37+ 2] dans cette base, 1
1.@,0) =G 1); i
2. (@, 0) =1, =J13
3. [E.r 5 ~ {Z?r _jﬂ) :

4. [ﬁ.l E).] o [?n ?'I- ﬁ‘ i
<95 Soit (7, J') une base de . ]
1. Démontrer que :
@+ 37, @7, 27), @-F T+ 7V et (= ) sontg
bases de V. .
2. Soit f (E’) et o ( b:) deux vecteurs donnés par ey
coordonnées dans (7, J) . . .
a) Calculer les coordonnées de u et de v dans chacuy|
des bag?s P . i i
[?+j:.f ]- (21— ' z.f’]l {f_J v L +J'} et (} v 1 }
b) Calculer det (i, o) dans chacune de ces bases,

3. Démontrer que : si det («; ') = 0 dans l'une des base
alors det (&, v) = 0 dans les autres bases.

26 (7. 7) et (i, ©°) sont deux bases de V" telles que
J=Lw+i et =1T+2]
Déterminer les coordonnées des vecteurs ?'elj"dans!
base (i, v'), et les coordonnées des vecteurs it et o dan

la base (T, 7). l

27 Soit ABCD un parallélogramme de centre O]
Les points E, F, G et H sont les milieux respectifs d
[AD], [AB], [BC] et [CD).

Justifier que (ELﬁ EO) est une base de .
Déterminer dans cette base les coordonnées des vect
teurs E_ﬁ. fﬁ. E_(':', 1;1._.5[ PT(E, Xf} et 515
28 Soit A et B deux points distincts. ‘

1. Démtﬂlrer qu'il existe un unique point G du plan te
que:5GA-2GB=1. —
(On pourra exprimer le vecteur GA en fonction de AB)
2, Le plan est rapporté au repére (0, T’ .
Démontrer que le vecteur OG est une combinaisol
linéaire des vecteurs OA et OB.
On donne AG) Bt B(_g).
Placer le point G et calculer ses coordonnées.

929 Soit 1e parallélogramme ABCD et I le point
d'intersection de ses diagonales.

. s
1]}',]“5“[_131' que (AB, AD) est une base de ¥,
elerminer dans cette base les coordonnées du vectey!

-
—¥

L e — - — =
@'=AC +BD + 3(CB - BA) + 2( A — 5ty — 2( D - TA)

Les vecteurs CB et CE forment-ils une base de V' 7

[ .




det (2, i’ +0") = det (&0,

3. Donner les coordonnées des points B, C, ——
dans chacun des repéres (A, B, D) et (B, AB , A(Y),

ﬂo Le plan est muni du repére (O, 7, 7.

On donne le point x‘\(_g), les vecteurs &’ = 7+ 7oy
o =T-J
1, Démontrer que (', ©") est une bese de .
2, Quelles sont les coordonnées de 7et de (];ms 12 bags
@, v)?
3, Un point M a pour coordonnées [try] dans le-rephice
(0, 7 et ¥ ,_y) dans le repére (A, ', 0),
Exprimer x' et §” en fonction de x et de n

317 est muni de la base (7", 7).
Dans chacun des cas ci-dessous, les vecteurs it et 8'onl-

ils la méme direction 7 Si oui, préciser s'ils sont de

méme sens ou de sens conlraires,

(e #():
7@ #(0):
3. ﬁ'(‘g) et E'(_?D) ;

4, &(’;‘) et u"(:) (a € R).

(On discutera suivant les valeurs de a).

32 On considére un triangle ABC et les vecteurs
i’ el ' définis par :
T - —F i - - —F
@ =(@3-/2)AB+AC et 0'=7AB +(3-,2)AL.
Les vecteurs o et v sont-ils colinéaires ?

433 ° est muni de la base (7', j).
1. Calculer : det (7, 7), det (-7, 27) et det (7= 7.7+ j".
2. Soitu’ (g) et E'(:E)deux vecteurs quelconques, et k un
nombre réel.
a) Comparer det [e u ) et det (u’, @),
b) Calculer det (Ja ,v") en fonction de det (. o)
). démontrer que :

c] Soit w (
) + det (i, ¢

A 38 ¥ est muni de la base (i, ).
Dans chacun des cas ci-dessous les vecteurs u ‘ot o sont-
ils colinéaires 7 Si oui, préciser s'ils sont de méme scns

ou de sens conlraires.

1.u=37-2" el o'=—90+6]
2.0=7T+7 et v'=30-4]
3.T=(1-2)0+] et o=—i +(1+2)f
4.u=T4+ a}’ et 1?:-.',1? 4-_]_.

(On discutera suivant les valeurs du nombre réel a).

APPROFONDISSEMENT

35 Soit ABC unp triangle de centre de gravité G, |
le milieu de [BC].
1. Démontrer ' que pour tout point M du plan :

« MA +MB +MC 3 MG,

-

« 2MA - MB - MC = 2 IA.

Scarnnea Ry wdlnoacdaririel

2, Quel est’ ensemble des pmnts M tels que les vecteurs
MA + MB + MG et 2 M ~MB - MG soient colinéaires ?
3. Quel est l‘ensemhle des 65 points M tels que :

IMA +MB + MC | = || 2MA - MB - MC | ?

36 Soit ABCD un parallélogramme de centre O.

— —_— — —_— —%

1. Démontrer que : OA + OB +0C +0D = 0.

Z, Dément.rer r que pour tout peml M:

MA +MB + MC +MD = 4 MO.

3. Y a-t-il d'autres Ppoints M de @ tels que :

MA +MB +MC + MD = G.

4. Déterminer le peml M tel el que :

M € @, MA +MB + MC + MD = BD.

37 Soit ABC un triangle.
1. Demﬂnlrer qu 'l existe un unique point D tel que :

DA +DB-DC = 0.

Construire le point D,

2. Démontrer que pour tout point M du plan, ona:
i»TA +MB - MC = h«TD

3. Déterminer le peml M tel ol que :

Me®, MA +MB - MC CB

4. Determmer le peml M tel el que :

Me®, MA + MB —MC = AB.

38 Soit (%) et (9’) deux droites sécantes en O et
M un point n'appartenant ni a (2}, ni a (2°).
Construire un point N de (%) et un point P de (2') tels
EI'LIEI .Eﬁ:\d ‘+‘5I:l +[ﬁ = DJ.

39 On considére deux points A el B tels que :
|AB) =
1. Cmmtrmre un poml M tel que :
|AM| = 3 et |AB + AM]| = 2.
(On pourra introduire le point B' tel que : AB' = —.z"I.BJ
2. Peul-on consbkruire un autre point M répondant aux
mémes conditions 7
3. Peut-on construire un point M vérifiant :

IAM] = 3 et |AB + AM|| = 8 7

00 1. Soit le'pentagone ABCDE, Soit 1, ], K, L et
M les milieux respectils des catés [AB], [BC], [CDI,
[DE] et [EA].
Démontrer 1'égalité : MA = }I +LK.
2. Construire un pentagone dont on connait les milieux

des colés.

81 Soit ABCD un parallélogramme et les points
Iet ] milieux respectifs des segments [AB] et [CD].
1. Démontrer que les droites (ID) et (JB) sont paralleles.
2. Construire les pmnh M et N tels que :

AM = —A'.'_. et AN= —AC

_Démnutrer que les pmnts M et N appartiennent respec-

tivement aux droiles (ID) et (JB).

3. Démontrer que MIN] est un parallélogrammae.

4, Soit E le point d'intersection des droites (ID) et (BC).
Démontrer que B est le milien du segment [CE].

A2 soit (%,) et (B,) deux droites sécantes en O, M
et N deux points distincts.
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Construire les points A de (2,) et B de (2,) tels que :
1-0ﬁ+[_}-ﬁ=m H 2-&—@:1‘;{-’”
3.0B -0A = MN 4.AO +BO =M,

&3 soit (<)

intérieur (6) et
conlenant pas M.

Construire des points A de (2) el B de (<) tels que ;
1.0A +0B =0M ;

2.0A OB =OM,

un cercle de centre O, M un peint
(D) une droite passant par O et ne

848 Lo plan est muni dy repere (O, I, J).
K est le point de coordonnées (a,b) et S la symsétrie de
centre K,
1. Le point M de coordonnées (x,y) a pour image par §
le point M’ de coordonnées (x',y).
Exprimer x' gt ¥’ en fonction de x gt U
2. Soit fTapplication du plan dans lui-méme qui & tout

point M de coordonnges [x.y) associe le point M’ de
coordonnées (x'y') (e que :

X'==x+e et ¥V=-—y+d

Démontrer que fest une symétrie centrale dont on pré-
cisera le centre,

&5 1. Soit A, B deux points distingts.
a) Placer les points C et D tels que ;
—_ -—

AC =%ﬁ_ﬁ et AD = 2Aﬁ.

b) Comparer Ca et D4

CB DB

c] Soit I le milieu de lAB] ;
fonction AB, conclure,

d) Calculer 4B & AB :

AC AD

exprimer 1A? et IC x D en

en déduire que :

Note historique

Les anciens utilisaient beaucoup les mesures alge-
briques et notamment Jes relations suivantes.

Soit A, B, C, D quatre points alignés, distincts deux &
deux, et I le milieu de [AB].

On dit que les points A, B, C, D forment une division
harmonique ou que D est conjugué de C par rapport g

CA DA
B lorsque : =& - _ DA (1).
v Bt B opg CB DB

On dit que les points A, B, C, D vérifient la relation de

Newton lorsque : IA2=ICx D (2).
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On dit que les Points A, B, ¢ Dyis
Descartes lorsque - Yerifieny la

Pl
é‘ =-——1-—.. + 1
AB AC  ap
2. Le but de cettg (3)

question egy .
lence des relations (1), (2) et (3) *B demnnlmr 1
En reprenant les 4

onnées de la pog 1. .
a) Vérifier que ; i hm“nque;
“j = Q_—B— =l ...@
CA  Dpa
=1 "i_.l—)- = - -ﬁ—_:_-_
AC BC

b) Démontrer l'équivalence dog relationg () et fm B
(On pourra introduire le point I g1 ‘aide de? (2), :
de Chasles dans la formule de Jq division pq, . re{ﬂﬁ_
¢) Démontrer 'équivalence des Telationg h}‘:to[

pourra introduire le point A 4 | ‘aide de Jg re;m_:‘]{
Chasles dans une formule équivalente g celle d”:'n
sion harmonigue).

86 soit a, B, C trois points nop aligngs et
centre du cercle inscril dang |o triangle ABC, O 4
respectivement a, b, ¢, ples

distances BC, AC, AB o
périmetre du triangle ABC, .
1. Parmi les vecteurs Ei ]—ﬁ, Ef
colinéaires 7 i
2. Soit D le point tel que :Aﬁf b:_“:.ﬁ +cAC,
Démontrer que les vecteurs A et Al sont colingairas
(On pourra introduire Jeg points B’ et G tels que ;
AB'=bABet AL = ¢ 4D,
3. a) Démontrer qu'il existe un réel o tel que :
(0-b-¢)IA + b1B + ¢ IC=0,
b) Démontrer de méme qu'il existe un réel p tel que:|
— — —
alA+B-a—c)B+celC= 0.
¢) Démontrer que:o=f=p,
d) En déduire que :
alA + bIB+c -3

Application

peut-il y en avoir g

b d
4. Dans le plan muni dy repére orthonormé (O, 1 ¢

on donng AG), B(i). {:(i‘) et on appelle (€) le

inscrit dans e triangle ABC. de!
a) Déterminer les coordonnées du point K centre

et faire une figure, .
b) Quel est 1e rayon de (¢) 7
¢) Tracer le cercle (€.

—




Angles orientés -
Trigonométrie

Quand on dif que Bamako a pour longitude 7°55' et pour lafi-
tude 12°34', cela ne détermine pas exactement la position géo-
graphique de cette ville. Il faut compléter : 7°55' de longitude ouest
. et 12°34' de latitude nord. De méme, si on dit & une personne :
! tourne de 45°, elle ne sait pas dans quel sens il faut le faire.

N

-..\._\,_.,....

A\Y .l;\.\\._‘-, A

0N \\\\"t‘k AN

W RN 0 6
LY

Clest pour plus de précision que I'on va, dans ce chapitre, définir
un nouveau lype d'angle : les angles orientés. On va aussi appro-
fondir la trigonométrie.

i i

eI LY, Y,
y
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_1.1. Radian

ammmmm Mesure d'un angle en radian N

Dans le plan ol une unité de longueur & été choisie, on considére un
cercle de centre O et de rayon 1. .

Le périmatre de ce cercle est 2r, la longueur du demi-cercle =, celle du

quart de cercle %
On définit une nouvelle unité de mesure d'angles pour que, sur un

cercle de rayon 1, l'arc de cercle MN et 'angle au centre MON qui l'in-

tercepte soient mesurés par le méme nombre.

e

-1{:-:—"‘" :

Dfinition i

La mesure en radian d'un angle ﬁaﬁ est égale a la longueur de l'arc intercepté par cet angle su:

—

cercle de centre O et de rayon 1. On la notera mes MON.,

Dans la suite de ce cours, sauf précision contraire, les mesures des angles seront données en radian,

pEmm== Mesures en radian et mesures en degré

mesures en degré 180 | 90 60 45 30 0 X | C'est un tableau de proportionnalilf
T

i |l x|z | n Y=z,

mesures en radian T 7 3 4 3 0 Y 180

Cette relation permet de calculer x en fonction de y ou y en fonction de x, donc de convertir les degi
en radian et les radians en degré.

Exemples

La mesure y, en radian, d'un angle de 75 degrés vérifie : y = % x75 Dou:y=7

La mesure x, en degrés, d'un angle de 1,24 radian vérifie : x = j% x1,24. Dot : x =71
De méme, 1 radian vaut 57° a 1° prés par défaut.

=

2

Sur un cercle de rayon R, la longueur de l'arc

intercepté par un angle au centre de mesure o |
radian est Ro.,

Démonstration

¢
i ' ‘angle
Sur un cercle, on sait que la longueur x d'un arc est proportionnelle & la mesure en degré de 1'a06 ¥

. s . : radies
centre qui l'intercepte. On vient de voir que la mesure en degré est proportionnelle & ]a mesure 7 .
qui Pintere®”

Ainsi la longueur d'un arc est proportionnelle & la mesure en radian de I'angle au centre de proP™
tae

lorsque I'angle au centre a pour mesure r, I’arc intercepté a pour longueur rf [CUEfﬁCien
tionnalité : ). On a donc : x = Ra.
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1.2. Angle orienté de deux vecteurs
gpammmm Présentation

Soit (i, v ) un cou ple_ :ie \fcteu_rg non colinéaires, X et Y
les points tels que : OX = w'et OY = o

Désignons par M et N les points d'intersection respectifs
des demi-droites [OX] et [OY) avec un cercle de cenlzre 0.

MON et NOM désignent un méme angle. L'arc MN peut
&tre « parcouru » de M vers N ou de N vers M.

Pour rendre compte de cette situation, on définit un nou-
veau type d'angle appelé angle orienté pour lequel les
angles construits & partir des couples (u, v') et (v &) seront
considérés comme étant opposés.

Définition

Soit (¢, ') un couple de vecteurs non nuls, X et Y les points tels que OX = il et OY = 0. Soit M et
N les points d’intersection respectifs des demi-droites [0X) et [0Y) avec un cercle de centre O.

» ’ensemble des couples (i, v) de deux vecteurs non colinéaires pour lesquels 'arc MN garde la

méme mesure et est parcouru dans le méme sens de M vers N est appelé angle orienté et noté (i, v).

—r —¥ =
« L'ensemble des couples (u, v') pour lesquels les vecteurs i et 74 v
— » » - " r ——
b sont colinéaires et de méme sens, est I'angle orienté nul. . —
v Lt

« L'ensemble des couples (i, 0') pour lesquels les vecteurs i/ et

e a_ a8 . .
¥ sont colinéaires et de sens contraires, est I'angle orienté plat. _, o =5
v e v = =
oo cani (R BT) AT
174 It

!ocabulaire
—

* Le couple de vecteurs (U_I‘:'A,ON] est un représentant de l'angle (i, D).

* Les angles orientés (i, ©) et (v, u ) sont dits opposés.

1.3, Orientation du plan

pozmes Cercle orienté

Le déplacement d'un véhicule autour d'un rond-

point donne l'idée de deux sens de parcours sur loul |
cercle du plan.

Sur un cercle donné, il existe deux sens de parcours.

Sur la figure 1, les deux cercles sont orientés dans le

méme sens, Sur la figure 2, ils sont orientés en sens M3 fig. 2

contraires. Cercles orientés Cercles orientés
dans le méme sens en sens contraires

meommm Plan orienté

Orienter le plan, c'est convenir que tous les cercles
seront orientés dans le méme sens.

Ce sens est appelé sens direct (ou positif, ou trigo-
nométrique). Le sens contraire est appelé sens indi-
rect (ou négatif ou rétrograde).

On choisit en général comme Sens direct le sens
indiqué sur la figure ci-contre : le sens inverse des
aiguilles d'une montre. . Sens inverse de celui des aiguilles d'une montre

Il en serq ainsi dans la suite de ce cours.
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mmmmmm Repére orthonormé direct

Sur la figure codée ci-contre, il y a deux angles orientés droits opposés .
[ETE.EEﬁ, [CTﬁ,Eﬁ] sont des représentants de l'angle droit direct. 0 A
[53.55], (ED,EC) sont des représentants de l'angle droit indirect.

Définitions

Soit le repére orthonormé (0, 3, ).

Le repére (O, ?:}'] est direct si I'angle [?,'f] Le repére (0O, i, 7 est indireg » l'angl ['—*”‘l'
I T 3 efis
est I'angle droit direct. est l'angle droit indirecy, 1,]_’1
|
F 7
i t
o) 0 k
Exemple
Sur la figure ci-contre, ABCD est un carré inscriptible dans le cercle de A B
centre O de rayon 1. E est le symétrique de O par rapport & (BC). Y
Les reperes orthonormés (O,B,A), (O, 5]5, 5&], (E.B,C) sont directs.
Les repéres orthonormés (0, (.:J_::;, E_)_ﬁ]. (0,D,A), (C,0.E) sont indirects, ‘
Trouver deux autres reperes orthonormés directs et deux autres repéres -
orthonormés indirects sur cette figure. R c

—1.4.. Mesure principale d'un angle orienté

oEmem= Définition

' Définition

Soit [ﬁf.ﬁ] un angle orienté, : ?
Soit M et N les points d'intersection respectifs des demi-droites [0X) et [0Y) avec un cercle de centre 0:
La mesure principale en radian de I'angle orienté (O_}Z.Eﬁ"], notée Mes (OX,0Y), est définie par: |
+ 5i (OX,0Y) est I'angle nul, Mes (0X,0Y) = 0 ; | |
—— —— |

* gi [(ﬁ’{,DY] est 'angle plat, Mes (ﬁ?{,ﬁ'} =7

X i

* si (0X,0Y) n’est ni nul ni plat, N Mo

Mes [ﬁi,ﬁ'} = mes XOY lorsque le sens du déplacement ‘ *.

de M vers N sur I'arc MN est le sens direct (fig. 1) ; '
' ¥

J

Mes [[)_}E, oY ) = - mes XOY lorsque le sens du déplacement 3

de M vers N sur I'arc MN est le sens indirect (fig. 2), fig. 1 fig. 2 R



v

Remarque
Un triangle ABC E.S! dit de sens direct si, sur le cercle circonscrit parcouru dans le sens direct a partir de
A, on renconlire d’abord B puis C.

De méme un polygone convexe inscriptible ABCDE est dil de sens direct si, sur le cercle circonscrit par-
couru dans le sens direct & partir de A, on rencontre dans I'ordre B puis C, D, E.

Eqalitéid/anglesiorientes S

Des angles orientés sont égaux si et seulement si ils ont la méme mesure principale.

C'est un conséquence immédiate de la définition.

Remaraues

* La mesure principale de }'ungfe plat orienté est © (et non - ).
Par conséquent la mesure principale d’un angle orienté est un nombre réel appartenant & I'intervalle
J-=n ;7. _

« L'angle droit direct a pour mesure principale %— L’angle droit indirect a pour mesure principale — 12‘_

» Si l'angle orienté (d, V') est différent de I'angle plat, alors Mes (Eﬁ} = - Mes {;:;’,_5’}. o
« On définit de maniére analogue la mesure principale en degrés d’un angle orienté. On la note : Mes® (0, v').

Exemples
« MNP est le tfifl__n_g_le rectangle isoctle de sommet M représenté sur la figure.

T . 5 —
Ona: Mes {l‘v.".l__I‘:T_,__I'_JIP] == ; Mes® (PN, PM) =45
Mes (PN, MN) = “%--

" _
« ABC est le triangle équilatéral représenté sur la figure. %
Soit O son centre de gravité et H le pied de la hauteur issue de A.
Ona: MESL“M&} = % - Mes(ﬂ_}{. B_{f] =—% : Mes[é_é, G_E] =—% :
Mes(ﬁﬁ, AB) = --g— . Mes(HB, HA) = -% . Mes(OH, AC) = %f. ;
— —
Mes®(OB, OA) =-120. B H C

pmmmmmn Propriété fondamentale

Propriéte IR

Etant donné un nombre réel o appartenant a l'intervalle J-r ; ] et une demi-droite [0X]) , il existe une

‘seule demi-droite [OY) telle que Mes {65(,0_7:-’] = 0.

Démonstration
On trace un cercle de centre O. Soit M le point d'intersection de ce cercle
avec la demi-droite [0X). D'aprés la définition, il existe un seul point N

du cercle tel que Mes(ﬁﬂ‘f.c_)_ﬁ] = ¢ En effet :
*Sio =0 ou a =7, N est 'unique point du cercle tel que mes MON = a.

*Sia € ]0; n[, N est le point tel que J'arc MN soit parcouru de M vers N
dans le sens direct et mes MON = .
*Sic € |- ;0[N est le point tel que l'arc MN soit parcouru de M vers N dans le sens indirect

et mes MON = — o
La demi-droite cherchée est [ON).
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mEmmmm Angle orienté et applications du plan

Soit A, B, C trois points non alignés, f une application du plan dans Jyj
pectives de A, B, C par f. Nous admettrons les résultats suivants :

(D A

" Jestune franslaion | J est une syméirie orthagonale,

(A'B’, AT et (AB, AC) (AB’, AC') et (AB, AC)
sont égaux. sont opposés.

On peut retenir ces propriétés sous la forme :

B emarque

fett

1=
k'v 2

(%, 0)=(@,0) | k>0etk'>0: (ka, ko) = (i )

l.a A l'aide d'un rapporteur dessiner un angle de 1 1.d
radian.

1.b compléter le tableau de correspondance :
|Degrés | 60 | 75 | 36
‘Radizms T 18| 2

|

B

].c  On considére un triangle isoctle ABC tel que
Mes“[ﬁr:ﬁ, E&] = 100. Calculer les sommes :

——

. Mes“[ﬁ.ﬁ] + Mes"[C_ﬁ.C_ﬁ] + Mes® [ﬂ_ﬁé} :
e

« Mes®(AB, AC) + Mes®(CA, CB) + Mes® (BG, BA).

g. 52 Angles orientés — Trigonométrie
canned by CamScanner

E-_La symeétrie orthogonale transforme un angle orienté en son opposé.
* La translation et la symétrie centrale conservent les angles orientés.

WE xercices WWWMf?”WM

En particulier, pour tout nombre ree]

non nul : (ku, kv') = (?:_5’}

P

Dans le plan orienté, on
donne I'hexagone régu-
lier ABCDEF de centre
O représenlé ci-contre.

Donner les mesures en
Eg_jans des E_I‘EI_E-]ES By
ABC, AEC, DBA, BDF.

Donner les mesures principales e1 radia®®
an_ﬁ'r_!fi urian_téfi_i_ e 2T
(6, BA) ; (E€, EA) ; 8D, BA); OR.0)
AB,OD) ; (FA, ED) ; (OF, BA) i FA.FE)!
[E:;E]._[-:]:;L} ;(E'E_ﬁ_:ﬁ‘}‘

r
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2.1.. Cercle trigonométrique

péfinition

‘Le plan étant muni d'un repére orthonormé direct (0, A, B), on appelle cercle t_rigonnmétrique le
cercle de centre O de rayon 1.

A tout point M du cercle trigonométrique, on associe le nombre o mesu- B
re principale de l'angle orienté [ﬁ.ﬁlﬁ], M
Réciproquement, a tout nombre réel o de l'intervalle }- n ; nt] est associé
le point M du cercle trigonométrique tel que o soit la mesure principale A o A
— —>
de I'angle (OA,OM). O
M est appelé image de o sur le cercle trigonométrique.
- On convient généralement de nommer A' I'image de n et B' celle de - -
. Bl
Exemples
- 3n 3n
on 5 T
T
/ 3
0
) n o)
T
- ~19
3
A T Q
4y

__9.9. Utilisations du cercle trigonomeétrique

EmEE 1. Sur les figures ci-dessous, le point M est I'image du nombre réel o appartenant a

]- n ; 7l. Dans chaque cas, placer sur la figure l'image du nombre B indiqué.

B B

AI D -.-“‘

f=n+a =n-o
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B"Hf a B gt

EEEEEE 2. Pour quelles valeurs de ¢ appartenant a ]-r ; 7], le nombre B :em
*1
mesure principale d'un angle orienté ? I

Méme question lorsque f =1 - o ; B=%—m:ﬁ=-§-+ﬂiﬂ=-ﬂ--

—2.3.. Cosinus, sinus d'un angle

memmmm Cosinus et sinus d'un angle orienté

Soit M un point du cercle trigonométrique appartenant & I'arc AB. Qp M
Dans le triangle OMP rectangle en P, on a vu que ; :

AoM = OF . ~MP _0Q :
msAOM—DM et 5inAOM = OM = OM: w .

Or OM =1.
Donc: cos AOM = OP et sin AOM = 0Q.

cos AOM et sin AOM sont respectivement I'abscisse et l'ordonnée
de M dans le repere (O, A, B) .

Définition

' Un angle orienté (, v') de mesure principale o étant donné,

soit M lI'image de
o sur le cercle trigonométrique.

Soit P et Q les projetés orthogonaux de M respeclivement sur (AA") et (BB'). 4l
Le cosinus et le sinus de I'angle orienté (, v) ou de sa mesure principale o
sont définis par : cos (u, v') = cos o = OP et sin [f?:%‘] =gin o =(i!.

Dans le repire (O, A, B) ona: M (3% 9),

#

* Quel que soit le nombre réel « dans l'intervalle ]-
—1=cos=1

T, n :

" = b
; -1<sina<1 cos?a + sin’d

'-Deplussia:ﬂ:

cos (- o) = cos o } sin (- a) = - sin o,

Démonstration

» L'abscisse et l'ordonnée de tout point du cercle trigonométrique sont comprises entre =1 et 1.
Donc:—1<cosa=1let-1<sinm=<1i.
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o M (E;JIF; g)_ Donc cos?a + sina est le carré de la norme du vecteur OM.
Dlot : cos70 + sin’o = 1.

. Les images de o et —a sont symétriques par rapport a (AA").

Donc : cos (- @) =cos @ et sin (- o) = — sin o

g=m= Signe du cosinus et du sinus

gEa
B B
M(a) | Q
: o
Al Al £ \ A Al P A
P O o] o)
Qr--—-#M(a)
B' B
a€l0; 7 a€linl «a€l- 70l
coso >0 cosa<0 cosc>0
sina>0 sino>0 sina<0

smmesma Cosinus et sinus d’angles remarquables

Mesure principale 0 '3 & 5 %
: 'JIE \"E 1
cosinus 1 E -2— =7 0
. .| 2| B
smnus 0 3 Z 5 1
smmm=m Cosinus et sinus d'un angle non orienté :
A tout angle non orienté, de mesure o appartenant a [0 ; n], on peut associer un point M du
demi-cercle trigonométrique AA' contenant B. g
1% cas : AOM est aigu.
aon = QP - op = OF : inAOM = ME - 0Q =0Q. . »
cos AOM =M - OP =0F : sin AOM OM Q =0Q.
2% cas : AOM est obtus. A 5 oA
Par définition et extension, on pose :
cos AOM = 0P = - QP sin AOM = 0Q = 0Q. B
3% cas : AOM est droit. M Q
cosAOM = 0 sin AOM = 1.
Af
o A

Remarques P

* Le sinus d’un angle non orienté est toujours positif.

*cosAOM <0 <« AOM est un angle obtus.

cosAOM>0 <« AOM est un angle aigu.
cosAOM=0 « AOM est un angle droit.

e sinus et des cosinus opposes.

e e

* Deux angles suppfémentaires ont mém

* On peut démontrer que : cos AOM = cos {5&5@} et sin AOM = [sin [5?4,51‘?4)1.
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~—2.4. Lignes trigonométriques d'angles associ¢s

BEmEmE 1. Cosinus et sinus d'angles associés

@ est la mesure Principale d'un angle orienté. Dans les cas suivant i
i ' S, eXprimer ;
demandés en fonction de sin o et cos o e les sinyg et

Cl}aihu

cos (t+0o)=.., COS (T - @) =
Sin(m+ o) =... sin ((:r- g)};‘.*:.-
I B
Q+I3f.

mEmE=D 2. Construction de points images
1°) Placer sur le cercle tri
nombres suivants :

j-% ;% .2r. 2x.3%, 3n,5m. 5, T .51, 5
T3 3 1 3 ' 3° 31 g} T.—q—-,——q:_.j.____ St , fi

2°) En déduire les sinus et cosinus de ces nombres,
3°) Pour quelles valeurs de o a-t-on cos ¢ = g 7
Pour quelles valeurs de o a-t-on sin o = 0 ?

gonomeétrique les points images des

—2.5.. Tangente d'un angle orienté

Définition

Soit un angle orienté (¢, ©') non droit de mesure principale « (o ;t-% et o # -%]- |
1 S : ——— Sin ai

La tangente de cet angle orienté ou de sa mesure principale est définie par : tan (i, o) = tan 0. = cos @

mummmmm Interprétation géométrique

Soit un angle orienté non droit de mesure principale g,
Soit M I'image de o sur le cercle trigonométrique. P

La tangente en A au cercle trigonométrique et I droite (OM) sont
sécantes en un point T. On munit la droite (AT) dy repére (A,OR).

Démontrons que : tan & = AT. |
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» Tustifier que 12 tangente en A et la droite (OM) sont sécantes

« Lorsque le nombre réel o appartient & I'intervalle [0 ; &-[, d 1
. G v g b é — ].
{héoreme de Thalés dans le triangle OAT). Conclure, ? i e s el i

ue le nombre réel o n'apparti .
o Lorsq ppartient pas a l'intervalle [0 ; 1zr'[' 3 Tuidle-dps trots figures ci-dessous:

conclure.

B C B ’

.........

Quel que soit le nombre nombre réel o de }- 7 ; 7] tel que ot # - et & # _T .1 +tanfa = )
2 2 cos? o

Démonstration guidée
Calculer 1 + tan?e. en fonction de sin a et cos a.

__9.6, Travaux dirigés

smams= Tangentes d'angles associés

un angle orienté non droit.

o est la mesure principale d'
effectuer les calculs demandés en fonction de tan o.

Dans chacun des cas suivants,

agl-ni-FU-F FlUlginlitanfa)=..
uE]—-z"—:{}[U}U;l[U]%;n[:tan[%—ﬂt];n ; ﬂE[Uil[U]-g—:n]:tan[n-a]:,_ .
uE]—n;-%[U]—-%;U]:tan (n+ﬂt]=...;(IE]—E:—%[U]——JIZ—:U[UiD:%[:i&n(%+[x]=....

2 = P ol - S,
WE Xercices oo 'jf}%ﬁrffif_jg%ﬁf%h;aﬁf e
v 2.0 En saidant éventuellement du rapporleur, pla- 2.c  Compléter le tableau suivant en utilisant éven-
cer sur le cercle trigonométrique les points tuellement la calculatrice. -
associés aux angles orientés dont les n:ljmhms a —120° 759 = =
suivants sont les mesures principa es en :
radians : sin o
3 4
tan o
2b Compléter le tableau des signes suivant !
T 0 3 T 2.d Combien existe-t-il d'angles orientés dont le
o m: =8 2 cosinus est 0,6 7 Lire une valeur approchée de
signe de sin o _ lmJus_mesur.ﬂ:s_prmcq?a_]es sur le cercle tri_gnnn-
: & " métrique, Vérilier a I'aide de la calculatrice.
signe de cos o Combien existe-t-il d'angles orientés dont le
ginus est =047

signe de tan «
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A\

_Exercices

APPRENTISSAGE

Pour tous les exercices ci-dessous le plan est
orienté dans le sens direct.

Angles

_ 1 Sur un cercle de centre O et de rayon 3 cm, l'arc
AB a pour longueur nt cm,

Quelle est la mesure en radians de l'angle ADB ?

2 Sur un cercle de centre O et de rayon n cm,
I'arc AB a pour longueur 2n cm. Déterminer une valeur
approchée de la mesure en degrés de l'angle AOB.

3 On donne les figures suivantes :

o) A 0 G~ B
long. AM:R  long. AM: 2R long. AM : 3R
1. Dans chacun des trois cas, calculer mes AOM, le péri-

métre et 1'aire du domaine grisé.
2. Construire dans chacun des trois cas un rectangle

dont un des cotés a pour mesure R et ayant méme péri-
métre et méme aire que la partie grisée.

# On donne deux
cercles concentriques de
rayon I et 20,

Quelle relation doivent
vérifier les mesures en
radian o gt B des angles "
AOB et COD pour que les

aires des domaines colo- D
riés soient égales 7

Construire ces domaines lorsque les aires
nR?
sont éga]es_ A 5 .

7
B Soit ABC un triangle équilatéral direct. Donner

les mesures principales en radian des angles orientés

—

(AB, AC) et (CB,CA). |

& Soit un triangle ABC, H son orthocentre.

—> -
On pose : Mes (AB, AC)= o
Dans chacun des quatre cas de figure indiqués,
répondre aux questions suivantes :

— ¥
. Calculer Mes (HB, HC).
; Sc?itcl-l' le symétrique de H par rapport 2 la droite (BC),

I

>k f 4
Calculer Mos ('3, F'C). En déduire que A, B, C sont

cncycliques.
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A
H
B C
H
A
C B

7 Sur la figure ci-
contre, les points A, B, C,
D el D’ appartiennent & un
méme cercle de centre O.

On pose :
Mes (AB, AC)= c.

Exprimer en fonction de o :
— —— e

—

Mes [[T*.ii,f}u’h] : Mes []]Tfi,ﬁé] ; Mes [61’3,6?:}

8 ABC est un triangle équilatéral tel que :

—_— — T =
Mes (AB, AC) = — -+ Donner les mesures principali

—_—— e

— e

de (BC, BA) el [CA, CB).

X 9 On considere le
trapdze rectangle ci-contre.

Calculer les mesures prin-
cipales des angles :

fﬁfﬁ.ﬂ]: (DA,DB) ;

= = % =
(BD, BC) ; (BD, DB).

.10 On considere la A =
figure ci-contre. D G
Calculer les mesures prin-
cipales des angles :

(AB,AC) ; DA,DD): B
— — —_—

(AB,AE) ; (AE,AD); DB,BC) ; (AD;CB).

o
11 Le plan étant étant muni du repere orthol
mé direct (0, I, ]), on considére le point A ‘l)'
1. Construire le point B tel que :
== —= 7"
AB = 2 et Mes (O], AB) = —g
2. Construire le point C tel que :
o — an
CB = 2 et Mes (BA, BC) =3~

—

3. Calculer Mes (O], BC) .

-



e

12 Soit ABC un triangle.
L. Dé montrer que ce triangle est isocéle, de sommet

\prinCiPﬂl A, si et seulement si :

Mes BC, BA) = Mes (CA, CB).
que ce triangle est équilatéral si et seule-

——

2. Démontrer
— —* o —J s
]I]e[]f 51t Mes {BC. B)‘!L] = Mes [CA. CH] = Mes mB’ -”QC].

\ 43 Soit un cercle de centre O et de rayon 1. A et
B sont deux points du cercle tels que I'angle AOB sait

un angle droit.

Calculer le périmetre du A

segment de cercle* limité

par la corde [AB].

+ On appelle segment de

cercle, le domaine limité B
par la corde [AB] et 'arc

AB.

Trigonométrie

\
18 Combien existe-t-il d'angles orientés dont le

cosinus est égala17a 57
Combien existe-t-il d'angles orientés dont le sinus est

fgala1?a o7
15 Soit x un nombre de lintervalle J— m; 0f

tel que : cos .t = ‘72 Déterminer la valeur de sin x.

L
16 Pour tout nombre réel x appartenant a l'inter-

valle |——g- : [, on définit les nombres Alx) et B{x) par :

I"-r Alx) = cos (=) + sin (=x) + sin (m—x) + cos [r—x] ;

B(x) = sin x + sin [r’zl —x) + cas {-’25- —x) —cos [x --12:—}-

Mettre A(x) et B(x) sous la forme la plus simple pos-

sible.

(R 17 Démontrer que !
I In G 4n
cos®E +cos 2F 4+ cos 2= +cos o= =0
10 10 %10 10
18 .« 6tant la mesure principale d'un angle o
té, démontrer que :
(cosx +sinx)?=1 +2sinx cos.xt ;
(cosx—sinx)2=1—2sinx cOsSX ;
cos'x + sin®r =1 - 2 sinx cos®x;
cosly - sin'x = cos?x — sin’x ;
sinx - cogx + 2 cos®xr = 1.

rien-

\ 19, étant la mesure principale d'un angle orien-

lé non droit, démontrer que :
lan?r - siny = tan®x sin®x.
20 ¢ étant la mesure principale d'un angle orien-
1€, démontrer que :
l+cosi=0;
l-sint=0;
~1=3+cost—-3sint =7
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\ 87 Calculer une valeur approchée de x

\

~ 21 Calculer cos x, sachant que :

B, x

sinx=%" el —<ax<m

' 2 2
22 calculer sin -:.:- et tan % sachant que :
cos = = 541
5 4
sy s ue :
23 calculer sin i0 et tan 75 sachant q
cos Ko 1104205
10 4 A
194 Calculer cos 11[2— gt tan 152 sachant que :
sin & = -2

12 4 7
| 25 Calculer une valeur approchée de

. 4
ue : E —— o _
que: sin.x 5 gl —m<x< 3

x sachant

26 Calculer une valeur approchée de x sachant
2 i3
ue : =—— L TT.
q cosx e e
sachant

1 n
ue: tan x = -~ —-n< -
que nx=-— el —m<r<—

88 ¢ étant la mesure principale d'un angle orien-
16, résoudre le systeme d'inconnues x el Y :
{.‘L‘CDS t+ysint=1
rsint—ycost=1

¥+ 29 Soit un nombre réel ¢ tel que : 0 <0< 1;—
Soit ABC un triangle isocéle de sommet principal A tel
que : Mes [Eﬁﬁ] = 2q,

H et 1 sont les pieds des-hauteurs issues respectivement

de Ael B
On pose : a = AB.

1. Démontrer que : BC = 2a sin @.
2. Démontrer que : Bl = BC cos .
: Bl = a sin 2a.

3. Démontrer que
4. En déduire que :

30 Démontrer que : si ABC est un triangle rectangle,

2 A ENETY LR
cos® A+ COS £+nos£_1
sin? A + sin* B+sin® C=2.

YAPPROFONDISSEMENT

31 Soit un triangle ABC.
1. Quel est I'ensemble des points M tels que :

Mes [ﬁh, I‘ﬁﬁl = Mes {G_ﬁ.ﬁ} 1.
2. Quel est l'ensemble des points M. tels que :

Mes (MA, MB) = — Mes (CA, CB) ?

sin 2ct = 2 sin o cos O.

alors {

32 1. Soit A et B deux points distincts et o un

nombre réel appartenant 10 ; nl.
a) Quel est le lieu des points M du plan tels que :

Mes (MA, MB) = o ?
b) Quel est le lieu des points

e —
Mas[NA.NB]:ru—n’i’

N du plan tels que :

Angles orientés — Trigonométrie 59




2. Soit A, B, C, D quatre points distincts non alignés.
Trouver une condition nécessaire et suffisante portant

sur Mes {{:_‘.-Fu. CB) et Mes [[TJ;L. ﬁﬁ) pour que les quatre
points A, B, C et D soient cocycliques.

33 On donne un triangle ABC de sens direct.
Démontrer que :

— —

Mes [EPB Fmﬁ] + Mes (BC, BA) + Mes (E.R, Eﬁ] =T.
Que vaut cetle somme si le triangle ABC est indirect ?

N\ 34 Soit un demi-cercle de centre O et de diamétre
BC =2, A un point de ce demi-cercle tel que COA soit
aigu. On note H le projeté orthogonal de A sur (BC) et I
celui de O sur (AB).

B [ 1 c
o H

—

« est la mesure principale de l'angle BC, BA).

1. Démontrer que I est le milieu de [AB] et que
OH=cos2a

2, Exprimer AB en fonction de cos a.

3. Démontrer que : BH = 2cos?0 et OH = 2cos?o— 1.
4. En déduire que :

2 cos2a + 1
COs5*0 = e
2
sin?o = 1-cos2a _
2
; ication : calcul I cosE o sint et sin ™
5. Application : calculer cosa  Cosz ; sin 3 et 51n12+

35 Pour la figure ci-dessous, on pose :

——

Mes [5.:1,6&] = 20 et Mes (5]5,6]3] = 2p.

D

—

Calculer Mes (1D, TA) en fonction de o et .

36 La petite et la grande aiguille d'une horloge
sont exacternent superposées a midi juste.
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Trouver & quelle heure (3 la gq
aiguilles seront 4 nouveay emc':;"d& Prs) &

Combien de fois, entre midi gt mjr,c, Sup, dy,
exaclement superposées 7 B tmm?:gfiﬁ

'ﬁ #

37 Soit @ € |7 ;2L M eat qp ;

cercle trigonométrique. On appelle A J'ip, Mage Sy
le point d'intersection de (OM) et dq 1, (8¢ 980,y
au cercle trigonométrique. tangeny, aﬁ-
1. Faire une figure. _-"'

2. Calculer l'aire du triangle QAT en fonet:

3. Calculer, en fonction de ¢, l'aire del]}: ?;lqn de g
limitée par les segments [OA], [OM] et ]'mEl“—’Ldu Py
4. Démontrer que : |o| < |tan of, ANy

38 Soitx e ]—% ‘.—725-[- M est I'image g
cercle trigonométrique. On appelle A l'image
symétrique de A par rapport a 0.

1. Calculer, en fonction de «, la mesure
(A, AM).

2. Dans le triangle AA'M, calculer AM
sin |o.

3. Quelle est la longueur de l'arc AM 7
4. Démontrer que : sin |of = |sin al.

5. Démontrer que : [sin o] = [o].

2 s
de [ll &|¥

pl'iDCipa[! &

Bn fonclinfl &

39 Soit ABC un triangle isocéle de sommet Al

que : Egi a et Mes [Bﬁ. Iﬂ_é] = %ﬂ La bissectrice ¢
l'angle ABC coupe le coté [AC] en D. Faire une Figur,
1. Démontrer que : AD = BD = a,

2. Démontrer que : AB = 2a cns% et CD = 2a cos %‘E

En dédui T —— . O
n déduire que : cos 5 COsTFE =3

3. On appelle H le projeté orthogonal de A sur (B
Calculer BH en fonction de a de’deux maniéres difit

rentes et en déduire que : cos—g- cos 2?“ =%.
4. En remarquant que (r + y)? = (x - y)? + 4y, calculer;
cos% et cos %’ ;

5. Caleuler sin—g—.

B0 Une piste circulaire de centre O a un rayon de:
100 m, Un cycliste M part dun point A de la pisted
linstant ¢ = 0. Un autre cycliste N part au mémt
moment d'un point B situé 100 m en avant. On SUPP";
se que les deux cyclistes M et N roulent respectiveme®
a des vitesses v, el v, (exprimées en m/s).
1. Les deux cyclistes roulent dans le sens direct,

a] Calculer Mes [Ci{-i,cﬁl] en fonction de & o
b) Le cycliste M passe au point B 4 l'instant ¢ = 10 555'
double N a l'instant ¢ = 60 s, Quelles sont les vitess
respectives de M et N 7 il
c) Au bout de combien de temps les cyclistes =i
diamétralement opposés sur la piste 7 Stion:
2. v, et v, ont les valeurs trouvées a la premiére :!uet

M roule dans le sens indirect et N dans le sens direct
bout de combien de temps vont-ils se croiser ?



Produit scalaire

Le produit scalaire est une « opération » qui @ deux vecteurs u'r.:u
plan associe un nombre réel. Ses propriétés, simples et faciles @
utiliser, en font un instrument privilégié du calcul vectoriel, notam-
ment dans la détermination de distances ef d'angles et la résolu-
tion de problémes d'orthogonalité.
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/ : Q. Propriétés du produit scalaire ... 66
3. Relations métriques dans un triangle ................ e, 69
4., Forme analytique du produit SCalaire ...................... 72
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1. Introduction

& || /A
A =R :

o a
X

Fig. 2
L'énergie dépensée pour déplacer le wagonnet du point A au point B dépend de la longueur g [AB)

Vintensité de la force F exercée sur la corde, mais aussi de la direction dans Jaquelle s'eXerce. Ey, ok
sique, pour évaluer celte énergie, on introduit la notion de travail, A F i}

Fig. 1

B
= = I!_' __________"‘--.. :
On décompose la force Fen F¥ = f".l + F; ]

Par définition, le travail W de la force F est dans le cas de figu-

re ci-contre : W = |IF"1|| x AB = |F| x |AB|| x cos 6, :?

Le travail est proportionnel a IIF, ] (F, n'apporte aucune contribution au déplacement), C'est pourqy
dans le cas de la figure 2, pour une force de méme intensité, 'homme est plus efficace. Imag

S€ passerail si 'homme tirait dans une direction

inez ce g
perpendiculaire & (AB), parallsle 3 (AB). T
L'objet de ce chapitre est de mathématiser cette situation.

—1.2., Produit scalaire de deux vecteurs
Définition - -

L 4'5-:*:\;- : '?‘.-rﬁ‘ i _l."_-'_"'.-t e
Soit « et v'deux vecteurs. On appelle produit scalaire de & par 7'le nombre
L
*uv=_0
—
« uv= [l |7 cos (u, v')

u.v'se lit « u scalaire o' »,

Eemargues

* Dans l'introduction, on a donc : W = F AR, ,
* Dans la définition, le plan est Supposé orienté. Cependant, comme I'angle orienté (i, v ) n'intervienl
que par son cosinus dont la valeur est indépendan

réel noté u.v’ défini par
si I'un des vecteurs i/ ou v est nul :

si les deux vecteurs i/ et Tsont non nuls.

te de I'orientation du plan, on aurait pu déﬁm'rk'
produit scalaire dans un plan non orienté.
Exemples
Soit o et v’ deux vecteurs tels que: & =2 et o'l = 1.
* Si Mes (w, v) =%, alors 5= 1, * Si Mes (7, 0) = 0

¢ Si Mes [E-;.—‘v:'] =56—“, alors u.v'=— 3,

———— 3
U =+ alors w.v'= 0. :
Propriétés J
—b—p
(1)

Pour tous vecteurs u et v: .0 = v,
(2)  Pour tous vecteurs '_:l:et v i< |7 Il
(3) Pour tous vecteurs u et v non nuls ;
* u et v'sont colinéaires et de mgme sens si et

seulement si o.t'= ||/ | Wl
- — Gl
* u et v sont colinéaires et de seng Contraires

si et seulement si #.p'= - it -

: 62 Produit scalaire
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pémonstfatiﬂn

Les deux premicres propriélés sont évidentes lorsque I'un des vecteurs « ou v est nul.

— — -
éuppusﬂﬂs .uwz0et v#0.

a5 = [ 11V cos (@, v) et o'/ = || ] cos (2] ).
(1) i

— =
Or : cos(u, v) = cos(v, ).
Dot : .0 = v.U.

- = . —
(z)  Pour tous vecteurs et D, on a: [cos(@, ¥) | < 1.

oo —b( =k = = S
Dou [l o]l cos(w, ¥') < ]| ],
‘ o JEEl <1 = -
(3) « et v sont colinéaires et de méme sens si el seulement si Mes (i, ) = 0.

=5 = o
Mes (u,0)=0 & cos(u,v)=1
———
o [[@] 6] cos (@, &) = [ |[2"
e W = ][]
" ) 5 —
« i1 et © sont colinéaires et de sens contraires si et seulement si Mes (u, v) =7
gy 55
Mes (1, v)=n ©cos{u,v)=-1
— [ [=* = = —F i (1
o o] 7] cos (@, v) == [« 7]

= @7 = @117

1.3. Carré scalaire
Définition S s
i est appelé carré scalaire de u. On le note w2
I

Propriete AR D e TN B =y = YPARL

I’ . a
Pour tout vecteur 0 : u? =\iﬁ’ II2
=S

Démonstration
Si =0, la propriété est évidenle.

e - R
Si 20, alors w2=dtl= Nl || N | cos (i, ) = [l )%

1 —lads, Interpréi:ation géométrique
REH‘IBI’SUE

—_— —F —
Pour tout point A et tous points B et C distincls de A : AB.AC = AB x AC cos BAC.

Eneffet : |AB| = AB ; | AC|| = AC et cos(AB,AC)= cos BAC.

Propriété

‘Pour tous points A, B, C tels que A # B, on a:
AB.AC =AB x AH oi H est le projeté orhogonal de C sur (AB).
C

A
H H
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Démonstration  Saima

Si A = C, alors H = A = C. La propriété est vérifiée car AC = 0 et AH=0.
Supposons: A#C (A#B par hypothese).

Envisageons trois cas de figure.

* BAC est aigu ou nul,

HEAB) AB.AC =ABxAC CGSIEEE
= AB x AC cosHAC car H £ ]JAB)
5 /'L B = ABx AH o
H =ABx AH car AB et AH sont de méme sepg.
« BAC est obtus ou plat.
(H & [AB) AB.AC = ABx AC cosBAC
c =ABx AC (- cos@] car B“#I(-I et ﬁK{-I sont S“PPIémBntatm
=— AB x AC cos HAC
b .8 =-ABx AH
H A =AB x AH car AB et AH sont de sens contraires
« BAC est droit. |
(H=A) AB.AC = AB x AC cosBAC _
& =ABxACx0 car BAC est droit, donc cosBAC=0
=AB x AH car AH = 0.
H=A s
margues

Soit A, B, Ctelsque : A= Cet A#B.
— —

e Puisque AB.AC= AC. AB, on peut aussi calculer AB. A
en projetant B orthogonalement sur (AC) :

€
— T — — — — —
AB. AC= ABx AH = AKx AC, ;
oit H est le projeté orthogonal de C sur (AB] et '
K est le projeté orthogonal de B sur (AC]. A ™ :
e AB. AC a le méme signe que cosBAC et ne s'annule que si cos BAC s'annule (puisque B# A et c# Ak

On a donc :
——— - ] e — =1 ] s _.-: ‘/i
BAC est aigu_ . BAC est obtus i BAC est droit -
c c C
A /’-I ~ B b—. lj S
= L " A -
AB.AC>0 AB.AC<0 ABAC=0

Propriété |
Soit A, B, C, D quatre points tels que A # B. _ |

Eﬁ(’?ﬁ _ AB x HH' ot H et H' sont les projetés orthogonaux respectifs de C et D sur (AB). J
C‘etf& pmp;fété généralise la propriété précédente.
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g

pgmonstratlon

SoitEle point tel que : CE = AB ED
goitK le pl‘D]ElE Orthngnnﬁl de D sur (CE). ':
Ona: AB. Gb = CECD ,g: . 7
= CE x CK s :
- AB x . Py T
H H B

_1.5. Travaux dirigés

pEpE=s 1. On considére la figure ci-dessous c'est-i-dire celle de la premiére page de ce chapitre.
Calculer u.v et une valeur approchée de Mes(u.v') 4 102 prés.

§olution i
e 20=ABXAH=5x2=10. \ =
e wo= | [Pl cos (@, ©).

e uv 10
Doi cos(il, D) =———— = ——.

el el 5 [l J

T2 = AH? 2= 4+ 16 = 20.
[v']? = AH? + HC 20 P ! -y

. ||'_
Dou: )= 2/5 et cos(d, ¢) = ‘%
A T'aide d'une calculatrice ou d'une table trigonométrique, on trouve mes BAC = 1,11. Mais, il y a deux

angles orientés opposés ayant pour cosinus %

Compte tenu de la figure, on a : Mes(«, v') = 1,11.

mMENEEEI 2. Soit ABC un triangle tel que : BC = 2 et BA = 1. Le pied H de la hauteur issue de A est
tel que : BH - —%ﬁf Calculer : BA.BC; CA.CB ; AB.AC. Calculer les arrondis d’ordre 2 des mesures

en degrés des angles A, B et G

Solution guidée

- Justilier que : BA.BC =B

D:‘
ol

ml.-h

— —
« En déduire que : BA.BC =

« Démontrer de la méme maniére que : CA CB = 1—\,}?

¥ e mmm T
* Soit K le projeté orﬂmgnnal de B sur (AC). Démontrer que : AB.AC = (AC + CK) AC.
223

* Démontrer que : AB.AC = AC? - CA.CB .
* A laide du théoréme de Pythagare calculer : AH? En déduire que : AC* = 5.
* En déduire que : AB.AC = —"

* En exprimant cos A en fonctmn de AB. AC AB et AC, vérifier que : mes A
=131,81° et mes C=15,62°

= 32,67°

* Vérifier de la méme fagon que : mes B
* Vérifier les résultats sachant que la somme des mesures en degrés des angles d'un triangle est 180°,
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W.E xercices e

%
f
l.a Caleuler u.v"sachant que : ] =2 : ol =1 1d ABC est yp, triang]e « 4%
Mes [E: p|= %, Démﬂnh‘er que A—ﬁa‘f‘_ﬁ‘llaE{al d& ﬁ
le Soit un 2" b
1.b  Soit ABC un triangle isockle tel que - ralema. TCle (€), o &
AB =AC=3 et mesA = 30°. Calculer AB.AD, Ilgu‘*r”;egé]“l{ °8 de (i) edte“" Doiy,
Les drojteg adﬁ}mﬂmam Pﬂ:; }ln Foiy
l.c  Soit it un vecteur donné de norme 1. tivement ep elit %‘[B} recoupe;tﬂ[taﬁ!a
Détarmiﬂer tous les vecteurs v'de norme 1 te]s Manidres Je pro i S‘ca] . Ealﬂ'*intﬂd:&‘t
que:u.v=1, trer qu, :MAXMC=PPIB:W"'E.¢§

——r— T T

Prietes du prody it scalai

Pour tous vecteurs 7 o vona: g=g < u

Démonstration

Rappelons que i et v sont orthogonaux sj et seulement si leurs directions sont perpendiculaires gy
l'un d'eux est nyl.

Siv=0ou 7= 0, la PTopriété est évidente.
Supposons : @ % 0 et 3%

TS0 o (@7 cosE e g

——
< cos(w, v) =0

SRt car i = 0 et '] 2 0
< Mes(u, v) =—g- ou Mes(u, D)= ﬁ-%
= ii’i. D,

Conséq uences

(1) Soit (D) et (@

v
@L@) & Zp=p,
(2) Soit les points A, B,C, D, avec A#Bet Cxp :(AB) L (CD) < AB.CD =0.
(3) Soit les points A, B, M, avec A » B:

M appartient ay cercle (€) de diametre [AB] si VB

Démonstration

Les propriétés (1) et (2) sont évidentes.
(3) SiM=AouM =
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2.9 Reégles de calculs

Propriétés fondamentales

pefinir une nguvelle.«'npémunn » dans I'ensemble des vecteurs du plan ne serait pas trés utile si on ne
ouvail J'utiliser conjomtemenLa\rec celles que I'on connait déja : I'addition vectorielle et la multiplica-
on d'un vecteur par un nombre réel. Les deux premidres questions auxquelles on se doit donc de
:_‘é poudfg sont les suivantes :

; Qu'advient-il du produit scalaire lorsqu'on multiplie I'un des vecteurs par un nombre réel ¥

. Qu'advienbil du produit scalaire lorsqu'on remplace 'un des vecteurs par une somme de vecteurs 7

Dans les PrOPT iétés que nous allons 6noncer ci-dessous, il est essentiel de faire la distinction entre :
e le produit de deux nomlﬂ‘es réels a et b noté ax b ou ab :
+ |e produit d'un vecteur u par un nombre réel a noté au ;

oduit scalaire des vecteurs R AL

gng

e Je pr

; pﬁur tous vecteurs i, v, i, v et tout nombre réel A, on a :

1) wo=va ; 2) (W.2=wh) = MiEv);
@ w+ o) = v+ o’ ; (4) (B+ W) D=uo+ U0
Notation

11 . . —» —r—r
On notera simplement A0 la valeur commune des trois expressions : (Aw).v ; w(0) ; Aldv).

Démonstration guidée
« Vérifier ces propriétés lorsque l'un des vecteurs est nul ou lorsque A = 0.

— —b =, =W, ”
Supposons les vecteurs u, o, &', v et le nombre réel A non nuls.

(1) Cette propriété a déja élé démontrée au paragraphe 1.2.
(2) Soit (A,B) un représentant de i, (A,C) un représentant de v et (A,D) un représentant de Aw.
» Démontrer que :
a) (d).t'= (AAB) AH ; .
b)MiD) = M(AB x AH).
¢ Conclure. '_I ”
* Pourquoi a-t-on : w.(A0") = ()7 . D
* Pourquoi a-t-on : (Av).e = AMow)?
* Conclure que : .(AV) = Ar).
(3)  Soit (A,B) un représentant de u, (A,C) un représentant de v

=

et (C.D) un représentant de 0.
* Démontrer que : (v + ©) _AB (AH + HK).

===

— —_— =
* En déduire que : &,(0'+ v”) = AB.AC + AB.CD.

* Conclure,
(4)  « Démontrer la propriété en utilisant les propriétés (1) et (3).

Enmmmm Conséquences
A {Jartir des propriétés précédentes, il est possible de développer un
celles que I'on rencontre le plus fréquemment.

grand nombre d'expressions. Voici
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Propriétés
Pour tous vecteurs i, v, #’ et 0, on a :

1) @+2)@+P)=uu'+uv’+ou'+0o.0 ;

(20 (W+v)P=u?+2uv+0?%; ' i

(3) (@-P)P=u?2uv+v?; i :

@ (U-0)(u+v)=1u?72.

Démonstrations
() @+ 0@+ TN T@ +7) + O+ ) dgpees (3] du pevagraphe préotident
T T S S S S Y ' b 5
= + Wy +o.u + 00 d'aprés (3) du paragraphe précédent,

On démontre les autres & partir de celle-ci et des propriétés du paragraphe précédent.

Remarque

! Les « régles de calcul » du produit scalaire ressemblent a celles de la multiplication dans R,
Al Cependant cette ressemblance a ses limites,

1 \l On sait que pour tous nombres réels a eth :ab=0 = a=0oub=0.

A d Or, on a déja vu que si et v'sont des vecteurs : 4.0 = 0 n'implique pas que

o

=
= 0 ou

—
= 0 muis s
_b
ment u | v. Silg

Autre expression du

uvit!scalaire

Blgel

Pour tous vecteurs u et v, on a : u.v = -%-[||E'+ vl - [ |2 - |I23).

Démonstration

C'est une conséquence immédiate de la propriété (2) ci-dessus :

@+TR=W2+200+T2 = [@+ P = [T+ [P + 205

3 ) =k ] = — —* —¥
D'o : o =5+ 2| - &2 - 57R).

Remaraue

L’intérét de cette formule est de fournir une expression du

roduit scalai } ] ;
g normes. P re ne faisant intervenir que des

2.3, Travaux dirigés

EEEESES 1. Soit ABC un triangle rectangle en A, A
1 H le projeté orthogonal de A sur (BC). 4
' Démontrer que : BAZ = BC xBH.

Solution

«BC.BA = BC xBH car H est le projeté orthogonal de A sur (BC).
«BA. BC =BAZ car A est le projeté orthogonal de C sur (BA).

i3y B BRLE |

On a donc : BA? = BC xBH.
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ppuss= 2. Dans la figure ci-contre ;
_17:BC=12;CD =16 ; ;
. ] est le milieu de [DC]. ,

(AB) et (DC) sont Perpelmdicula'u-es 4 (BQ),

pémontrer Q1 les droites (Al) et (BD) sont perpendiculaires 12

17 B

+ AB

Solution ° am
.« BD = BC +CD fait apparaitre de y
rgoalité B = T ux
LK ’I:g e . &) vecteurs orthogonaux dont on connait la norme :
- e — Sl sl
=ALBC + AL.CD
BC3+KEE?] car les projetés orth
- ; Ojetés orthogonaux de A et I i
Utilisons le méme procédé pour calculer ALCD : b e e
ﬁ_ BD = BC? + [ﬁ? i,BC + CI).CD
_ BC?+ ABCD + BCCD + CL.CD
=122-17%x16+ 0+ %xlﬁ
=0.
Donc : Al L BD. Les droites (Al) et (BD) sont bien perpendiculaires,

. : —_— = e
M PO“{EF{ICI‘J]'BT des pmdmlls scalaires de la forme AB.CD, on a souvent intérét & décomposer AB
ou CD 2 l'aide de la relation de Chasles en somme de vecteurs connus et de développer en uti-

| lisant les régles de calculs sur le produit scalaire.

4
o

7 a E XTI CICeS TLosl i s ol

2.0 Ondenne: [ = /2. [0 = 2 et Mes (@n)="=. Retrouver la propriété suivante : le parallélo-
e 4 gramme ABCD est un losange si el seulement si
alculer : u.n. [AC] 1 [BD]

En déduire les valeurs de :
@+ (@—0)?; (20— 30)%; (@+20).(2u=7).  2.e  ABC est un triangle tel que AB =3, AC =6 et
— —>
2.[3 Trouver une condition nécessaire et suffisante AB.AL =10. —r
ireipgss: — & 1. Développer (AC — ABJ~.
pour que : [+ '] = ] + 6 L

2¢  Soit ABCD un carré, I le milieu de [BCl etJle .2 f  Soit deux vecteurs i et o' tels que & | = /2,
] =5 et wv'=7.
=* - =k =k — =k
Démontrer que (IA) L (1]). On:pose:clmdti—p, 6 J= =l
Démontrer que (i, 7)) est une base orthonormée

point tel que {Tf-:%- CD.

2.d  Soit ABCD un parallélogramme. du plan.
2 AT 2 2
Démontrer que : ACBD = AD® - AB* *

_3.1. Relations métriques caractérisant un triangle rectangle

On sait que la relation BC? = AB? + AC? est caractéristique’ d'un triangle t ectangle en A.
La propriété suivante donne deux autres relations caractéristiques d'un triangle rectangle en A.

we d'un triangle rectangle en A car o'est une condition nécessaire et suffisante pour que

{ les seuls triangles vérifiant celle relation.]

—
L. La relation BC? = AB? + AC? est dite caractéristig
letriangle ABC soit rectangle en A. (Les triangles rectongles en A son
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Soit ABC un triangle, H le projeté orthogonal de A sur (BC). A
Les énoncés suivants sont équivalents :
(1)  ABC est rectangle en A ;

(2) BC?= AB?+AC?;

(3) BAZ = BH x BC;

(@)  AHZ=-fB x HC. € |

Démonstration guidee

On a démontré dans le premier cycle que : (1) & (2).

Dans le premier exercice du paragraphe 2.3, on a démontré que : (1) = (3).
* Justifier que : (3) = HAZ + HB? =BH x BC.

* En remarquant que BH x BC = BH? + BH x HC, démontrer que : (3) = (4).
Démontrons que : (4) = (1).

* A l'aide d’un développement, justifier que : HA.(AB + AC) = — 2 HAZ,

* En remarquant que HB.HC = (HA + AB).(HA + AC), démontrer que : HB xHC = AB.AC - AHE.
* En déduire que : (4) = (1). .

On a démontré successivement que : (1) = (3) ; (3) = (4) ; (4) = (1).

Ces trois implications entrainent les trois équivalences suivantes :

MeE) ;3 Ble@E ; @WeO)

1

' Pour démontrer que trois propriétés (p), (g), (r) sont équivalentes, il suffit de démontrer les |
trois implications suivantes : -

(p) = (q) 1
R &
__3.9. Théoreme d'Al Kashi
Propriefé . |
A |
' Soit ABC un triangle quelconque. b &
0npuse:a=BC:b=AC:c=AB. |
' On a:a?=b?+ c?-2bc cos A. s : _'
a <138
Démonstration
ati= BG2
— —
= (AC - AB)?

-

_ ACZ +AB? - 2AB.AC

=b2 +C2_-2.[?C cos A.
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R résunﬂ;é;: n;l: ;'f:iugﬁ{ztngf d? théoré.m = diAI Kashi, généralise le théoréme de Pythagore @ un tri-
anglé q:E. T sz e ns le cas d'un triangle rectangle en A, le terme 2be cos A s'annule et on
rﬂwﬂ-’ i o S,

« AB.AC = be cos A.On adonc : AB.AC = (b? + ¢? - a?).

ame, on a les relations : 1= gfis of = 2ap con B

c?=a?+b?-2abcos C.

. Ces relations permettent, entre autres, de déterminer les mesures des angles d'un triangle dont on

connait les longueurs des colés.

e« De 1l

__3.3. Théoreme de la médiane
Propriété T e S Y A L
Soit ABC un triangle quelconque et [AA'] la médiane
relative a [BC].On a :

A Act=2aa%y B
@ ABAC-Aa®-BE : :

Démonstration guidée

(1)  * En utilisant 'égalité AB? +AC? = (AR’ +AB) + (AR’ +A'C)? , démontrer que :
— —_ — — — — —_— —p

AB2 +AC2 = 2AA7 + AB? + A'C2 + 2AA(A'B + A'C).

» Que peut-on dire de : AB+ AC?

» Exprimer A'B? et A'CZ en fonction de BC2.

¢ Conclure.
(2) ¢ Déduire de (1) que : -%—(AB2 + ACZ —B(?) = AA? - 3_4(_:.2

« Conclure en utilisant la deuxi@me remarque du paragraphe 3.2.

M Pour calculer AB?, on utilise souvent les égalités : AB% = Ilﬁ_ﬁIF = ABZ.
Pour développer AB?, il est souvent utile d'introduire & l'aide de la relation de Chasles un
point particulier. Un peu d'expérience permet de choisir habilement ce pOi_Iit.

lorsqu'une expression esl du type MA? + MEiﬂn a_intérdt a
De méme, lorsqu'une expressiun est du type MA + MB + MC
tre de gravité G du triangle ABC.

' On peut cependant retenir que
intI{El}uirﬂ limilieil de [AB].
ﬂ ou MAZ + MB? + MC2, on a intérét a introduire le cen

emarques

* Le triangle étant quelconque, les médianes [AA
donc qussi :

" 2pB24+ AL pa2 s pC? ; 20C% +
* Ces relations permettent de calculer les long
gueurs des colés.

', [BB'] et [CC'] jouent des réles symétriques. On a

%‘5-2:: CA? + CB?,

ueurs des médianes d'un triangle dont on connait les lon-

© 3.4, Travaux diriges

BENmIS  Soit ABCD un quadrilatére convexe tel que : AB
Calculer les arrondis d’ordre 2 de DA et DC.

=1:BC=2; mes A =80°;
Mmesg ﬁ: 120° | mes E: G0°.
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Solution guidée

La figure est constituée de « deux triangles accolés » : ABC et ADC.
Dans ABC, on connait l'angle B et ses deux cotés adjacents, on peut donc calculer AC en utilisan; le
théoréme d'Al Kashi,
* Démontrer que : AC = /7.

D Dans ADC, on connait AC. On peut aussi t:[étermmE
l'angle D opposé a [AC] car la somme des mesypeg a8
angles d'un quadrilatére convexe est 360°,

e

e Démontrer que : mes D = 100°.

Pour déterminer les autres c6tés du triangle, i faydpy,
connaitre un autre angle, par B_J::_g_l__nple ACD. Pour cely
il suffit de déterminer l'angle ACB.

On pourrait utiliser le théoréme d'Al Kashi dans le triangle ABC puisqu’on connait la longueur des
trois cotés. Comme on connaft aussi I'angle B, il est plus simple d'utiliser le théoréme des sinus.

* Démontrer que : mes ACB = 19,11°.
* En déduire que : mes ACD = 40,89°.
* En utilisant le théoréme des sinus dans le triangle ADC, vérifier que : DA = 1,76 et DC = 1,69.

2|
Pour déterminer des angles et des longueurs dans un polygone donné, il est souvent utile dele
" décomposer en triangles et d'utiliser dans chacun d'eux les relations métriques qui conviennent.

WE XC T CICOS B i iadsr s o o i s

3.0  Soit ABC un triangle tel que : 3.c  ABC est un triangle tel que : AB = AC = 2BC.
AB=AC=4etBC=3. Déterminer les mesures des angles de ce triangle.
Calculer la longueur de chacune des médianes.

3.d Soit ABC un triangle, A' le milieu de [BC], B

3.b  Soit ABC un triangle tel que : celui de [CA] et C' celui de [AB].
AB =4 ; AC =7 ; mes ﬁ = 12[]“ Calculer BC. On pose a = BG, b = CA, c = AB.
Déterminer les angles B et . Calculer la lon- Exprimer AA” + BB'2 + CC'? en fonction dea
gueur de chacune des médianes. b, e.

Forme analytique du produit scalairé

4.1.. Expression dans une base orthonormée

- - ; - e
Soit ﬁ(;) et u’ (;r ) dans une base orthonormée (i, j). On a : d.t” = xx’+ yy".

=

D émonstration

Y . o ]
doxisyj et W=xT+Y)
"y

it = (el g Ty

Q Pproduit scalaire
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ns a l'aide des propriété P 3
Dévelﬂppo prop s du produil scalaire : 1.2 = xx’'T 2 + xy'ij +yxj.i+ yy'j®
e (7. j) est une base orthonormée : 7 2=|Tr=1;] PR =1etTF=F1=0

Puisqy
] reste & U wu =X+ Yy’

Consequence |
-
.1

suilﬁ(;) dans une base orthonormée (i, j). On a : { i

y=uj.

pémonstration
0\

1
On sait que : 1 (D) etj 1
Dapres la propriéié précédenta. ona:ui=xxl+yx0=x et Wj=xx0+yxi=y.

Bﬂl‘ﬂﬂ!gUEE

« La formule w.u' = xx"+ yy’ permet de retrouver facilement I'expression de la norme d‘un vecteur dans
une base orthonormée et I'expression de la distance dans un repere orthonormé :

|

( ) dans une base orthonormée, | || = vx? +y#;

soil

soit A( ) (lﬂ) ans un repére orthonormé, AB = -.’r(_J:B —x P+ lyg —ua
» Soit u (b) dans une base orthonormée. Le vecteur v ( b)es.t orthogonal a . !
En effet : .0 = a{-b) + ba = 0.

__ 4.9, Travaux diriges

EEE- 1. Dans un repére orthonormé on considére les points ﬁ(g), B(i), C(g)
Déterminer la mesure de chacun des angles du triangle ABC.

Solution
Ir—__—_ )
AB=V(1-37 +(1-2)%=5
L s
AC=V(5-3)% + (0-2)%=2 |2

BC=V(5-1)2 + (0—1)t= {7
~ _ AB.AC

ABAC=ABx ACcos A & cusA—HBxf’sC

()5
J10

ABAC=-2 = cos A=- 30"
Il suffit d'utiliser une calculatrice ou un
* On P'-‘-llt déterminer de ]la méme fagon mes B: BA( ) BC( 1)

BA.BC = ?=>1:03B—7§55

mes B = 40,6°.
* On pourrait encore déterminer de la méme fagon mes € mais il est plus rapide d‘utiliser que la somme
des mesures en degré des angles d'un triangle est égale a 180 : mes C = 180° — 108,4° — 40,6° = 31°.

o table trigonomélrique pour déterminer mes A : mes A =108,4°,
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1°) Trouver les coordonnées d'un vactaur non nul ¢ orthogonal & . )

2°) Trouver les coordonnées du vecteur ¢ de norme 1, culmemre auetde mﬁ_:ye Sens que Trq
es coordonnées du vecteur J' de norme 1, colinéaire i v et de méme sens que o, T oy

3%) a) Smtm( ) dans (;,J] Trouver les coordonnées deis dans la base (i” 7

242 6} | 2. Dans une base orthonormée (T’j’], on considére le vecteur ":?(3)

b) Soitw (y) dans (i, j'). Trouver, en fonction de x et y, les coordonnées de @ dans la base (7 7

7).
Solution
1°) On remarque que le vecteur & ”( ) est orthogonal a u (3)
—
2“] l = |—-E’_ j.

[l ||*||
[1=151=5= 7 (2) etJ" (5

4/5 ifs )
3°) a) (7", 7 est une base orthonormée, donc :
EE"(;.')dans (?’, jr'] o= x'= B,?‘ et y': ﬁ;}” = x'= 15'—4 et y' = % .
— -r = —F =k - =¥, ¥ B . 3
b)w(';:)dans (i".J1 o x'=wi' ety=wj o x =3r-5'-;*y et y =:i%.
Eemargue

'On aurait pu choisir paur v tout vecteur colinéaire a celui choisi dans la solution ; toutefois, quel que

soit ce choix, le vecteur j " ne pouvait avoir comme coordonnées que (_';;55) ou ( 43‘355)

s E XErCiCes o rmzmmm s f"f’c'fff??':’f AP S

S

4.a Calculeri t'dans chacun des deux cas de figu- A(El)' 13(__1 ), C( 3).

e 1c1-dessous. 1 ; Démontrer que ABC est un triangle rectangle

1 en A, Déterminer les longueurs des trois cotés

1 — — el les mesures en degrés des trois angles dec2

v E : triangle.
T
” L~ % u| M : .
4.c  Soit x un nombre réel. On considére dans s

repére orthonormé (O, 7, j) les deux points:
4.b Dans le plan muni d'un repare orthonormé A( 1) at B{"-).

(0O, ?.’JT)] on considére les points :

Déterminer .x pour que : mes AOB =13‘—-
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. xercices
APPRENTlSSAGE 8 Spit [0X) et [0Y) deux demi-droites telles que
l'angle XOY soit aigu et A un point de [OX) distinct de
0. On considére :
i ogt . - - * A' le projeté orthogonal de A sur (OY);
Utlllsatlon des definitions * B le projeté orthogonal de A" sur (0X) ;
* B' le projeté orthogonal de B sur (OY) ; |
1 = - ¢ C le projeté url.lmg_anal cle_ B' sur (OX). i
g 1 Gatpntlers - P -1. Démontrer que : 0B? = OA". OB’
wa; K- =" ~2, Démontrer ue:ﬁ'ﬂ. D_&=L:JT&'6§
r.a; q
j;//‘é b 3. En déduire que OB est la moyenne géométrique de
wb; o OA et de OC.
- 7 On appelle moyenne géométrique de deux nombres
u.c. - }’] - ] réels positifs a et b le nombre Jab.
= 3 9 Soit (6) un cercle de centre O et de rayon r. Oén
0 D . considére sur (€) deux points A et B et leurs syme-
. Calculeﬂ et [P sachant que triques respectifs A’ et B' par rapport & 0.
] =170 : Mes(u, 0') = 1;— elip=2. 1. Démontrerque:  __,  _, _,
2 AA'.AB' =BB'.BA' el AA’.P.B:BEE;_BA._" -
S-Calailer : A 1 D 2._9&rr_anrer que les sommes AA'. AB' + BB'. BA et ﬁ
AB.AC ; AA’. AB + BB’ BA’ sont constantes lorsque A et B par-
FD& : courent (€).
e — 1 1
AC.BD ;
K‘BID—EI L d B - E - F -
B¢ [Jtilisation des propriétés

10 calculer AB. AC.

4 soit A, B, C _tE:is_ points tels que :
AB=2:AC=/3etAB.AC=3.

1. Calculer mesBAC. B - ¢
2. Construire C connaissant A et B. ’ " -
” > 97 Soil A(z) et E(l) dans le repeére orthonormé
¢« 5 Soitd'etv” deux vecteurs. O, 7
On pose : @ = Mes (o). ' P Démontrer que le triangle OAB est isocele. Evaluer les
1. Dans if.'cas ot [&]] = 243, o] = 3. @ =5 angles de ce triangle.
- calculer i’ 0. . . 4 b
2. Dans le cas ol 4.0 = -1—, o= %':-, ] = 2, 12 Ajp?_}esl un rectangle.
calculer [¢'[|. Donner, & l'aide de la calculatrice, une Caleuler AC.DB." 3 I
valeur approchée de [[p7| & 1072 prés. o
3. Dans le cas od w.o=3, il =2, &1 = 5 n c
déterminer lol. :
13 Que peut-on dire des points A, B, C lorsque :
6 Soit () un cercle de diamétre [ABJ, Hun point AB2+ACZ+2AB.AC=07
de [AB), (@) la perpendiculaire & (AB] en H.
Soit M un point de (6). \_q__.] ]
La droite (BM) coupe [C.:?_]Fcn N
1. Démontrer que : BM.BN = BN.BA. — e 3
%2, En déduire que le produit scalaire BM.BN reste @) :ik:iegmléis efi]l}i et
constant lorsque M décrit (€). ol Perpandien- @)
7 Soit ABC un triangle isoctle de sommet A tel 1
que : AB = 3 et BC = 4. Soil H le projeté orthogonal de o
A sur la droite (BC), K le projeté orhogonal de H sur 48 Qus peaton dice des teols vectewrs il 5ot
(AG). . lorsque : w1d = 018 7
Caleuler AH. Calculer AK. AC de deux maniéres diffé- Représenter Irois vecteurs u, v'et w vérifiant cette rela-
renles et en déduire la valeur de AK. tion.
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16 soititer s deux vecteurs lels que :

'l = 2 ; 157 = 2 et Mes (i, %) = %.

Calculer : (2u"=0") ; (- 20).(3C + o) ; (30 + 0)2

& 17 Soit i et 5’deux vecteurs tels que:
kel = 1 et [0 = 2 et Mes (@, ¥) = %

Calculer: (u'+ "2 ; @-0).(i’ + ) ; (20 +5).( - 30).

18 Soit ir'et 5'deux vecteurs tels que : i) =2
(2~ ") + 0") = 2 ; Mes (, ¥) = %
Caleuler [¢).

19 Soit et 5'deux vecteurs tels que :
Bl = 2lil| -6 et w2-52=0.
Calculer : || et &7,

20 1. Soit @ et  deux vecteurs non nuls.
Démontrer que : ]| = 0] & @=0) L@ +0).
2. Déduire de la question précédente qu'un parallélo-
gramme est un losange si et seulement si ses diagonales
sonl perpendiculaires.

D émonstration de propriétés

21 soit ABGD un carré, I le milieu de [AB] et ]
celui de [BC). Démontrer que (A]) et (DI) sont perpen-
diculaires.

22 soit ABCD un carré. _ -
On considére le point B' de [CD] ¢ (&
et le point C' de [AD] tels que : II' i
CB = £ CDet AC =1 AD. : .
1. Les lg[rnite.f; (BB') et (CC') sont-
elles perpendiculaires ? s
2. Calculer une valeur appro- YL ' "
chée a 10-% prés de mesB'BC'. - B "I" ]

93 Soit ABC un triangle équilatéral de c6té 1. Les
points A’, B’ et C' appartiennent respectivement aux
segments [AB], [BC] et [CA] el sont tels que:

AA’ = BB' = CC’ =1?.

—F  —F
1. Calculer le prm:l!.ut_sEa]ail_{e : A‘E: AE;
Que peut-on dire de BC.B'A’et CA.C'H' ?
2. Quelle est la nature du triangle AB'C’ 7

24 Soit un rectangle ABCD. On considere :
« sur la demi-droite [AD), le point B’ tel que AB'= AB;
« sur la demi-droite opposée  [AB), le point D" tel que
AD' = AD, .
1. Démontrer que (BD) L (B'D ). .
2. Que représente D pour le triangle BB'D' 7

En déduire que (DD’) L (BB’).

ns 0].'.[ dﬂﬂ]'lﬂ un Ca.l'ré ABCD el un Pﬂh'lt M ‘E‘-E la
diagonale [BDI. On désigne par ]:{:l et K les projetés
orthogonaux respeclifs de M sur (AB) et (AD).
Démontrer que : (HK) L (CM).
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26 Soit A et B deux points donnés gy pl
que AB = 3. On appelle O le milieu de [AR), am gy,

1. Pour tout point M du plan, calculer Eﬁh—_‘fﬁ
tion de la distance OM. BN fop,,
2. En déduire le lieu des points M du plan 1e)g —

—

MA. MB = 4.

27 On considére, dans le plan rapporté 3
= . I
re orthonormé (O, T, 7). les points : Teps,

A(73)-3(%) <(5)- o(3)
1, Démontrer que ABCD est un parallélogramme,

2. Déterminer les longueurs de ses cOlés et évalye, Sei

angles. ) .
3. Vérifier que la somme des carrés des diagonales b
égale & la somme des carrés des cotés.

28 Dans une base orthonormée (i) 1), on consigy,

re les vecteurs : ,
2@ 7). (1)

1, Galculer : 2
3] + 2] ; I3+ 20 ; |3 - 2¢7],
2. Calculer:
|| + 22" ; |]3e+ 20 ; |38’ - 2071
3. D'une maniére générale, quelles conditions dojven

vérifier deux vecteurs u et v pour que, quels que soient
les nombres réels positifs a el I :

lat + bo'| = alf]| + bl ?

(5éométrie analytique

29 On consideére un carré ABCD. Soit I un point

~ de [AB], ] un point de [BC], K un point de [CD], L un

point de [DA] tels que : BI = CJ = DK = AL.

Le but de I'exercice est de chercher In nature du que-
drilatére IJKL.

On pose AB = a et Bl = x.

1. Calculer IJ en fonction de a et x. Calculer de méme
JK, KL et L. Qu'en conclure en ce qui concerne la natw-
rede JKL?

2. Calculer IJ. 1L,

En déduire que IJKL est un carré.

30 On considire, dans le plan rapporté & un repé-

# e orthonormé (0, 7). les points :

A(_il)’ 3(5;2)' C(_Bz)‘ D(—%fz)_
Démontrer que ABCD est un losange.
Evaluer mes ABC et mes BAD.

3100 considére, dans le plan rapporté a un I'B'PE;
to orthonormé (O, 7, 7, le point A tel que: OA =3¢
Mes (i, OA) =&

1. Calculer les coordonnées de A. = >
2. Calculer les coordonnées du point H, projeté ﬂﬁho-
gonal de A sur la premidre bissectrice (droite d'69""
tion y = x).

3. En déduire la valeur exacte de cus% i

.. ]




Rzlations métriques

32 Soit ABC un triangle, H le projeté orthogonal

do A sur (BC-
pémontrer que st MISC est rectangle en A, alors :

AB?  AC?

33 Soit ABCD un parallélogramme.
1. Démontrer que : 2(AB? + AD?) = AC? + BD?,
Enoncer cé résultat sous forme d'un théoréme concer-
nant les parallélogrammes.
2, On donne : AB=4, AD=2, BD=5.
Calculer __3}_(_3. puis les mesures en degrés des angles
EK_D gt DAC,

34 Soit ABC un triangle, 1 le milieu de [BC], H le
projeté orthogonal de A sur (BC). _ |
1. Démontrer que : AC? — AB? =2 BC. AL
2. En déduire que : AC2-ABY=-72 BCxIH.

35 Soit ABC un triangle isocéle en A et M un
point du coté [BCl. o
Démontrer que AM? — AB* = MB xMC.

- 36 Soit ABC un triangle tel que : mes A =60°;
AC=3;AB=5. .
On appelle A le rayon de son cercle circonserit et S lai-
re de ABC. e e
Déterminer BC, B, C, Het 5.

37 Soit ABC un triangle. On appelle S son aire.
Onposu:a=BCH:_Lb=CA;c=.ﬂ.B.
On sait que: mes A =45% b =3¢l S = 3. Déterminer la
longueur de chacun des cotés et les angles de ce triangle.

38 Pour déterminer la distance entre deux
poteaux M et N, on s'est placé en deux points A et B
distants de 20 m tels que M et N soient situés dans un
méme demi-plan de frontiere (AB). A I'aide d'un ins-
trument de visée, on a déterminé les mesures en degrés
des angles suivants :
mes MAN = 50° ; mes Nhﬁ: 457
mes MBN = 40° et mes MBA = 30°
1. Construire la figure (on s'aidera d'un rapporteur).

2. Pour calculer MN, on peul procéder comme suit ;
a) calculer AM dans le triangle AMB ;

b) calculer AN dans le triangle ANDB |
¢) calculer la distance MN dans le triangle AMN,

39 Soit @ et o’ deux vecteurs non colinéaires.

1. Démontrer que si i est colinéaire & Wet & T,

alors w = 0.

2. Démontrer que si iff est orthogonal & @Wet & v,

alors & = 0. (On pourra remarquer que (i, ¢’ ) est une

base de V' el calculer?.)

3. Application

Soit ABC un triangle. Déterminer les points M tels que :
P — —>
AM.BM = 0 et AM.CM = 0.

Lorsque M # A, que représenie M pour le triangle ABC?

Scanned by CamScanner

80 On considére un triangle ABC et M un point
quelconque. %

1. Défnnnu'er que :MA. BC + MB. CA + MC.AB =0.

2. Soit H le point d'intersection de deux hauteurs.
Démontrer en ulilisant la premigre guestion que H
appartient aussi 4 la troisizme hauteur.

B1 Soit (€) un cercle de diamétre [AB], C un
point de (¢) distinct de A et B. A tout point M distinct
de A, on associe le point d'intersection N de (AM) et de
la perpendiculaire a (AB) passant par C.

1. Démontrer en utilisant plusieurs fois I'interprétation
géométrigue du produit scalaire que :

AM AN = AC2,
2. Récipraguement, soit M un point du plan distinct de
Atel que : AM AN = ACZ M appartient-il & (€) 7

B2 Soit (€) un cercle de centre O et de rayon T, M
un point quelconque du plan.
1. Soit [I]] un diamétre de (€). Démontrer que le produit
scalaire MI.MT ne dépend pas du diamétre [1]] choisi.
2. Une droite passant par M coupe (€¢) en deux points P
et Q. Soit P’ le symétrique de P par rapport & O,

—p 3 —_— =
Démontrer que : MP.MQ = MP. MP".

3. En déduire que MP.MQ reste constant lorsque P
décrit (€).

B3 Une droite (%) coupe un cercle (4) en deux
points A et B. Une autre droite perpendiculaire & (@)
coupe () en et (*¢) en deux poimts CetD.

Démontrer que la médiane issue de 1 du triangle AIC est
la hauteur issue de I du triangle BID et réciproguement.
10n pourra utiliser la 3° question de I'exercice n®42.]

A8 ABC est un triangle rectangle en A. Soit [AH])
la hauteur relative au coté [BCl, M et P, les projetés
orthogonaux de H sur (AB) et (AC) respectivement.

Démontrer que : BM? + CP? + 3AH? = BC™.

45 Dans un triangle ABC, on considere les
milieux respectifs [ et ] de [BC] et [AC]. On pose :
BC=a, AC=0b et AB=c.

Démontrer que Al L BJ & a®+Db*=5c

B& On considire un cercle (6) de centre O et de
rayon R. Soit M un point intérieur a (¢), (A) une droile
passant par M. (a) coupe le cercle (6) en deux points A
ol B. La droita (A") perpendiculaire en M & {A) coupe (<€)
en deux points C et D. On désigne par H et K les
milieux respectifs de [AB) et [CD] et on pose : d = OM.
1. Calculer en fonction de d le nombre réel ©

OH? + OK2
2. En utilisant le théoréme de la médiane dans les tri-
angles AOB et COD, calculer en fonction de d et R le
nombre réel : AB? + CD?.
3. Calculer, en fonction de R, le nombre réel :

MAZ + MB? + MC2 + MD2,
A7 Droite d’Euler

Soit ABC un triangle. On considére A’, B', C' les
milieux respectifs de [BCI, [CAl [AB].
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SoitH l't:-rlhut:entre.

1 cercle circonserit
L Démontrer que ;

=
OA + OB+ OG- 308
= OH + HA + 204"

En déduire que le vecteur 3 OG - OH est orthogonal au
vecteur BC,

2. Démnnlx_e_; que le vecteur 3 OG - OH est orthogonal
au vecteur CA,

3. Démontrer que : OH = 3 OG, En déduire que O, G et

H sont alignés (la drojte passant par O, G et H est appe-
lée droite d'EuIerJ._b

Démontrer que : AH = 2 OA'.

48 on donne
milieu du cété [BQ),
1. Démontrer que :
AB2- AC? =2AN.CR

=BC.BA - CB.CA.
2. En déduire I'équivalence des trois énoncés suivants :
a) le triangle ABC est isocéle en A ]
b) A’ est. le prgjbelé_grthugnna] de A sur (BQ) ;
c) BC.BA = CB. CA.

G le centre de gravité et O le centre
au triangle ABC,

un triangle ABC et le point A’

49 on considére un triangle ABC. On construit le
carré ABFE situé dans le demi-plan de frontidre (AB) ne
contenant pas C et le carré ACGD situé dans le demi-
plan de frontigre (AC) ne contenant pas B.

1. Comparer les angles CAE ot BAD.

2. Comparer les produits scalaires AG. AE et AD. AR,
3. Soit M le milieu de [BC]. Calculer AM. ED. En dédui-
re que la médiane [AM] du triangle ABC est hauteur du
triangle AED,

4. Démontrer que les angles DAE et BAC sont supplé-
mentaires. — i
5. Comparer les produits scalaires AD, AE et AB. AC.

6. Démontrer que les droites (CE) et (BD) sont perpen-
diculaires,

50 onse propose de démontrer que la somme des
carrés des longueurs des quatre célés d'un quadrilatére

est supérieure ou égale & la somme des carrés des Jon-
gueurs des deux diagonales,

1. Soit ABCD un quadrilatére. On considare le point E
tel que BCDE soit un parallélogramme.
— — —*

Démontrer que : (AB + CD).(AD + CB) = AEZ2,
2. Démontrer que : — Ly =
AC? + BD? = 2ZAB? + AD? + BC?* ~ 2 AB.AD - 2 BC. BA.

—= —r —
AC? + BD? = 2CD? + CB? + AD? — 2CB.CD - 2DC. DA.

78 Produit scalaire

En déduire que :

AC? + BD? = AB? + BC2 + CD? + ADI_,EEE*D
~CB.CD -DC. DA.

3. Déduire des questions précédentes queg -
BD* + AC* < AB? + BC? + CD? + ADZ, Conglyy,
4, Peul-on avoir

BD? + AC? = AB? + BC? + CD? + AD? 7
Enoncer le résultat sous forme de théorame,

—uﬁa.ﬁ-‘:l

51 On considére un triangle ABC et
te passant par le sommet A.
* B’ est le projeté orthogonal de B sur (A).
* (' est le projeté orthogonal de C sur (4),
* B" est le projeté orthogonal de B’ sur (AC).
* C” est le projeté orthogonal de C' sur (AB),
* (B'B"”) et (C'C") sonl sécantes en I,
Le but du probléme est de démontrer que (A]) o5 per.
pendiculaire & (BC). . o
1. Démontrer que :AjE.ﬂ: A_{ié_g' = __]E'..EE:".
2. Démontrer que : AC.AI = AC.AB’ = AC".AR’".
Conclure.

('&] une dl'oi.

'

52 on considére un triangle ABC tel que BG = q,
AB=cet AC= b,

1. Démontrer qu'un point M est sur la bissectrice de &
si et seulement st :

KK&.[% AB - -ﬁlb- AC) = 0.
2, [AA'] est la médiane relative a [BC].

Démontrer que A’ est sur la bissectrice de A si et seule-
ment si b =¢.

53 Formule de Héron d’Alexandrie.
Soit ABC un triangle,
Onpose:a=BC;b=CA;c=AB.
On appelle p son demi-périmétre et § son aire.
On se propose de calculer S en fonction de a, betc.
1. Démontrer que cos A = 2.+ €2 —a?_ +f;c_ a?
En déduire sin? A en fonction de a, b, c.

2. Démontrer la formule de Héron d’'Alexandrie :
S= Y plp = allp - b)p- ¢ .

3. On appelle r le rayon du cercle inserit dans ABC,
a) Démontrer que § = pr.

b) En déduire que r = \{UJ =a)lp — b)(p - ¢ _

c) On appelle R le rayon du cercle circonserit 4 ABC.
Calculer A en fonction de a, b, c.




Droites et cercles
~ dans le plan

En géoméirie plane, le cercle et lo droite jouent un réle privilé-
gié. Nous allons, dans ce chapitre, compléter levr étude. Nous
introduirons notamment deux notions utiles :

— les représentations paraméfriques de droifes ;

- les équations cartésiennes de cercles.

Droites et cercles dans le plan 79
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—1.1.. Vecteur directeur et vecteur normal

memmmm Utilisation d'un vecteur directeur d'une droite

Soit (2) et (2') deux droites ayant respectivement i et & ’ pour vecteurs directeurs.
On a les propriétés suivantes :

(1) @ /(@) e et colinaires;

(2) @)L (@) © wiu’

v et W’ ayant respectivement pour directions celles de (9) et (2°), ces propriélés sont évidentes,

Pour tout point A et tout vecteur i non nul,

il existe une et une seule droite passant par A et dirigée par u.

La démonstration de cette propriété est immédiate puisqu’on sait qu'il existe une et une seule droite
passant par un point donné et paralléle a une droite donnée.

Soit (0, 7. 7) un repére du plan.
Pour construire la droite (2) passant par A

et dirigée par ﬁ’(g). on peut :

— placer le point A ;

— construire le point B tel que AB = 7= a7+ bj.
- La droite passant par A et B est alors la droite (@), (y 7

-t
J

s R L R b

Propriéte RN T

Soit (2) une droite de vecteur directeur @ et A un point de (D).
Pour tout point M du plan, on a :
ME@) & AMet i colinéaires, |
Démonstration
Soit B l'unique point du plan tel que ; AB =z
La droite (AB) est parallele a (@) et contient A, ¢'est donc (@),
On a démontré en classe de troisiéme que pour tout point M :
M € (AB) « AM et AB colinéaires .
¢ EI\:‘.[ et u colinéaires,

D'oid le résultat, puisque (2) et (AB) désignent la mame droite,

80 Droites et cercles dans le plan
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ite el U un vecteu : ; .
une droite &0 U ; Faoi nul ; on déduit de la démonstration précédente que u dirige (B)
ment i il existe deux points A et B de () tels que AB = w.

Soit ()

siel seul

gummmm Vecteur normal

peéfinition

) S
On appelle vecteur normal a une droite (%) tout vecteur non nul f
dont la direction est perpendiculaire a celle de (%). ’

REITIBI'QI.IB

Toute droite (3) admet une infinilé de vecteurs normauX tous colinéaires entre eux. Il s
rer tous les vecteurs directeurs d'une droile perpendiculaire a (%),

uffit de considé-

rmaux.

Soit (@) et (@’) deux droites ayant respectivement et 7’ pour vecteurs no

‘Onales propriétés suivantes :
1) @) /(@) ¢« netn’ colinéaires;
@2 @1L@) < ALn.

Les directions de Tt et n” élant resp
sont évidenles.

ectivement pérﬁendfcuiaires a celles de (@) et [%-'j, ces ﬁmpn’érés

e ,-;4__._._._;tu_,;;;q-q.3ﬁ,,ﬁﬂ;;$%ﬁ.vh;_-fng- S et T T L

e s T

Pour tout point A et tout vecteur 7 non nul,

il existe une et une seule droite passant par A et de vecteur normal 7.

La démonsiration de cette propriélé est immédiate puisqu’on sait qu'il existe une et une seule droite
passant par un point donné el perpendiculaire & une droite donnée.

Bt v
b poE S ]

Soit (%) une droite, 77 un vecteur normal a (@) et A un point de ().

Pour tout point M du plan, on a:
ME (@) o AM L.

Démonstration
e SiM=A, lapropriété est évidente.

* SiM#A, AM et 7 sont orthogonaux si et seulement gil
re, si et seulement si M appartient & (@), unique droite passant par A et de direction perpendiculaire a

eurs directions sont perpendiculaires, ou enco-

celle de n.

Droites et cercles dans le plan 81
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__1.2. Equations cartésiennes d'une droite

’, Dans ce paragraphe, le plan est muni d'un repére (0, &.J)-
| mmmmmm Exemples introductifs o s
» Désignons par (@,) la droite passant par le point A 2) gt dirigée par le vecleur u ( 1),

| Soit M[*) un point du plan. Cherchons une condition nécessaire et suffisante portant sur le coyp), o ]
Yy . vl

pour que M appartienne a la droite (@,)-

Ona: MEe(®,) & m el i colinéaires

& det (AM, 0)=0

x-3 3
R y-2 1l_n
& x-3-3y-2)=0 —~ Cy 2 —

e x-3y+3 =0

— \ z y . u i =1
» Le repere (0, 7, j ) étant orthonormé, on désigne par (@,} 1a droite passant par le point B( 1) et de ve.

teur normal 7t [ ¥). Soit M{*) un point du plan, on cherche une condition nécessaire et suffisante py. |

tant sur le couple (x; y) _Eﬂ'll.'l‘ que M appartienne a la droile (%,). @)
Ona: ME(@,) « BMLn
& BMn=0 B\

o =4x+1)-(y—-1)=0

o —4r—-y—-3=0 O —
L

Cas général

Théeoreme

Le plan est muni d'un repére (O, ff]

(1) Soit (3) une droite ; il existe des nombres réels a, D et c tels que, pour tout point M(;) ;
ME(3) & av+by +c= 0.

(2) Soit a, b et ¢ des nombres réels tels que : (a, b) = (0, 0) ;

I'ensemble des points M .1:) tels que ax + by + ¢ = 0 est une droite dirigée par 1 ('f )

Démonstration guidée

(1) Soit A(;E) mlimint de (2), E(E) un vecteur directeur de () et MG) un point quelcongue.
» Calculer det (AM, ).

» En déduire une condition nécessaire et sulfisante pour que M appartienne a (D).

(2) Soit (E) I'ensemble des points M(;) tels que : ax + by + ¢ = 0,

On va démontrer que (E) n'est pas vide. -

trer que, dans le cas ol a# 0, le poi
o Démonlrer que e‘pmnl de coordonnées (~-=; 0) appartient & (E).
« Démontrer de méme que, dans le cas ol a = 0, le point de coordonnées 0 __-g_) appartiont 3 (E).
On désigne par (%, : yo) une solution de I'équation ax + by + ¢ = 0 et par A le point de coordonnées
(x, : Yo) ;
o —F = .« Aé tri 7 ' X L
o Soitu|, | démontrer que ptfnur tout lentM(y). on a : det [A_r;{, ) = ar + by + c.
« En déduire que (E) est une droite de vecteur directeur 37 (‘b)
Al 1
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Scanned by CamScanner




— e

'suit o7 7) un repére, (2) une droite.
 Toute équation de (2) du type ax + by + ¢ = g est appelée équation cartésienne! de (2) dans (0, i j)
£ BRSNS WA

Bemarg ues

« Soit (3] une droite admettant ax + by +c=
nul, kax + kby + kc = 0 est une autre équat
nité d'équations cartésiennes.

? pour égt_mtfon cartésienne. Pour tout nombre réel k non
on cartésienne de (3). Toute droite admet done une infi-

I —F =
n ! ESf O!"ﬂ'.lﬂ {Jﬂﬂf i !( - |

« Soit (@) une droite d'équation cartésienne ax + by + o - e
équation du type ax + by + d = 0 (p u;"squ?; I::s Y + ¢ = 0. Toute droite (%') paralléle a (@) admet une

€ ] ont méme vecleur directeur). On peut déterminer le
nombre réel d en substituant dans I'équation de (3') les coordonnées d'un point d.f{%'}.

Pour déterminer une équation cartésienne d'

une droit i
chercher & se ramener a | ne droite (3) dans un repére (O, 1, j), on peut

un des deux cas suivants ;
* (@) est définie par un point A et un de ses vecteurs directeurs @

Pour tout point M, on a : ME (%) & det [EI;I, u)=0.
* (&) est définie par un point A et un de ses vecteurs normaux 7,
Pour tout point M, on a : MEeE (@) o AM.T = 0.

La deuxiéme méthode ne doit étre utilisée que si le repére (O, i, j) est orthonormé puisque
c'est uniquement dans ce cas que 1'on connait l'expression analytique du produit scalaire.

epmm=m  Equation réduite

On a vu en classe de troisitme que toute droite non paralléle a I'axe des ordonnées admet une équation
cartésienne du type y = mx + p. Cette équation est appelée équation réduite de la droite.

m est le coefficient directeur el p I'ordonnée a l'origine.

Toute droite paralléle & 'axe des ordonnées a une équation réduite du type : x=g.

f iy = = =P Li== .
- - i AR PSS e B T e T A e R e A T
‘1.: 't i :'J.I.';&:""‘!':ﬁ'ﬂ“’*.'—'}:i' 2 -;_.J.-_f'f}_s- ".%t__'__'._., _ .u’ﬁ_-l-' i AL ) £ _,_‘._-_ - e

(N et =

Propriefes
Soit (%) et (3’) deux droites de coefficients directeurs respectifs m et m”. On a:

(1) @) (D) & m=m";
(2) Jorsque le repére est orthonormé : (@) L (@) & mm’ =-1.

B emarques

Soit (@) une droite d'équation réduite y = mx + p.
u :1 est un vecteur directeur de (9), A (i) appartient a (%).
On en déduit une construction’simple de (%) (cf. le point méthode qui suit).

AN
1. Du nom de Rend Descaries (1596-16850); pére de ln géométrie analytique.
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H.B plan est muni d’un reph:re [0 .
Pnur construire la droite (@) passant par A
' et de coefficient directeur m, on peut :
— placer le point A :

| — construire le point B tel que AB=i+mj i

' La droite passant par A et B est alors la droite O/ ;/

by

Propriéte

(D)
Dans un repére orthonormé direct (0, i, I ), une droite (%), non J

pamllela a I'axe des ordonnées, de vecteur directeur u tel que 5
Mes(i, _.] @, a pour coefficient directeur tan o. )

o
2

Démonstration guidée .
* Donner les coordonnées du vecteur —;:,.— en fonction de o.
La parallele (') a () passant par O a méme

vecteur unitaire .:,:,.“ que (@). L

@ (@)

. * En déduire une équation de (%').
» Ecrire I'équation réduite de (@),

Remarque

.r“—-_
Soit (3) une droite dirigée par W avec Mes(i, i) = o. D’aprés la démonstration précédente, v (cnfs a) Gl
S

mnao

}
3 * En déduire le coefficient directeur de (<D).

I

1| le vecteur directeur unitaire de (@) de méme sens que u.
|
|

—1.3.. Travaux dirigés

1 |

f . EEEEEE 1. Le plan est muni du repére (0, T, ).

! Soit A( 2) et B( ) deux points du plan, [911,] et [9&2} les droites d'équations cartésiennes respectives :
|

Sx+y—-3=10 et x-2y-1=0.

1°) Vérifier que A € (9,). ; . .»

2°) Déterminer les coordonnées de C, point d'intersection de 13 droit . o
1 par B et paralléle a (2,). te (2,) avec la droite (%,) pass
. 3°) Démontrer que (2,) est une médiane du triangle ABC,

- TSR e

Solution
1°)3x2-3-3 =D,DDHCZAE{%1}.

20) 2 .;'l. est un vecteur directeur de (Ebl].

(@,) est paralléle & (B,), donc (D;) est la droite passant par B(i) et dirigée par i
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point M(;). ona:

M E (@,) & det (BM,1) =0 @,) .
=3x+y-10=0.

Pour tout

Soit (x ) le couple de coordonnées du point C.

Ona:CE€ (D, N (D, g{ x=2y—1=0

3x+y-10=0 7 :
={3o1 o=
ponc (@) et (@,) sont sécantes en C(?) 7/\/ s
32) Soit I le milieu de [AB].
Unazl(ﬁz)J—EK—%*—l=D.Donc.IE[9ﬁ2}. A

(@,) contient le point C et le milieu I de [AB). Donc (®,) est la médiane passant par C du triangle ABC.

gEmEmmE 2. Le plan est muni d'un repére orthonormé (O, L)
On donne les points AG), B(?l) et C(:})

1°) Justifier que A, B et C sont non alignés.
2°) Déterminer les coordonnées de l'orthocentre H du triangle ABC.

Solution guidée \({J
—_— — =
1) » Calculer det (AB,AC).

» Conclure. e
2¢) » Déterminer des équations cartésiennes des hauteurs (2g)
et (2¢) du triangle ABC passant respectivement par B et C.
On trouve : (@p): —2x-3y+9=0;

_ (@g): 2x—y +1=0.
e Calculer les coordonnées du point d'intersection H de (%)
et (Tg). -

(On pourra contrdler graphiquement ce résultat.)

Bemargue

1l est souvent utile de faire une figure pour contréler ou conjecturer des résultats de calculs.

__1.4. Représentations parametriques d'une droite

spmme= Exemple introductif

Le plan est muni d'un repére (O, ?:jr

). On considere les poinls A(_za) el B(S

) et on désigne par (D) la

-5
droite (AB).
On veut déterminer les couples de coordonnées des points C et D d'abscisses
respectives — 1 et -% dans le repére (A, B) de la droite (Gp). 8
2=-1 2 =2 J 2
— -l = - — — X — 2 = =
e AC=-AB o] 'C « AD=2AB ] P77 F, o 7
Yo+3=2 Yypt+t3d=—7% b
B
Xn=1 Xn = —
e { . = { ST
Yo=-1 8 Yp=—73"
’ . cf1 " 3 13
Donc : C(P-;)' Donc: D 1 | -
3
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droite (%), ;
* Plus généralement, si M(;) est le point d'abscisse ¢ dans le repére (A, B) de la droite (%), ona ;

—» xr—=2=i x=2+t
AM =t AB =) =
y+3=-2t y=—3-2L

memmmm Cas général

Théoréme

Le plan est muni d'un repére (0, 7, ).

Soit a, b, x,, y, des nnmhres réels tels que : (a ; b) # (0 ; 0). ifant § =%t at
L'ensemhle des points M( ") pour lesquels il existe un nombre réel ¢ vérifian { y= J + bt

a
est la droite (2) passant par le point ﬁ( u ) et dirigée par le vecteur U (b)

Démonstration
Soil A(;D). w (a) et (@) la droite de repere (A,1).

Pour tout point M( J) du plan,ona:

Me(@) < AM et @ colinéaires
& il existe un nombre réel ¢ tel que AM = tid.

=t — r—x =at .L=.10+at
Or: AM=tu <f.-{ y—y:=b£ m{y=yo+bt-
x=x,+al

Donc: M € (@) ¢ il existe un nombre réel ¢ tel que : { y=y. +bt
3 i

Définition o

Le plan est muni d'un repére (0, 7, j).
Soit (@) la dreite passant par A(y ) et dirigée par le vecteur u (b)
0

On dit que le systéme { ; j I 3 : (t € R) est une représentation paramétrique de la droite (2)

dans le repére (0, T, j ).

Bemargues

e Si est un point de (%), le nombre réel t vérifiant { x=x,+al

Yy=y,+ bt
M dans le repére (A, @) de la droite (). On dit que M est ."e poinl de paramétre (.

e Une droite (2} admet plusieurs représenlations pammemques chacune étant déterminée par le choiX
d’un point A sur (%) et d'un vecteur directeur u de ().

est unique ; c'est I’abscisse du poin!

__1.5. Exemples d'utilisations des représentations paramétriques
Le plan est muni d'un repére (O, iy )

pmmmmm Démontrer qu'un point appartient ou n'oppartien\‘ pas a une droite
Spit (@) la droite de représentation paramétrique {'; ; Lt (,: € R) et deux pmnts A( ) "> B(f])'

partient a () si et seulement si le systéme { 0=1-

. 2t
Le point A ap 5 =2 413; admet une solution.
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1
{ =—
0=1-2t o Z . Donc ce systéme n'a pa '
r { ) a pas de solution et A & (@).

artient a (D) si et seulement si d=1 —2¢
ile systéme { admel une solution.

int B apP
Le poit ~1=2+3t

= 1-2L

-

Or: { _1=2+3t o t=-1.Donc ce systéme admet une solution et B € (%). i
|

ggmmmm Trouver une équation cartésienne d'une droite définie par une repré-
sentation paramétrique

On considére la droite (%) _de représgntalinn paramétrique {-l' in 1+ 5t (t ER)
On veul trouver une équation cartésienne de (9). y= 3-2¢ .

o1 méthode A
La droite (%) passe par le point a"i( 3) el est dirigée par ¥ (-:52) |

On procéde comme précédemment en ulilisant I'équivalence : M € (%) & det (AM, @) = 0.

« 7¢ méthode (élimination du paramétre)
x=—-1+5L

A - =
Soit M(y) un point de (@), il existe donc un nombre réel ( tel que : {y A
Onadonc: 2x+ 5y = 2(—1 + 5t) +5(3 — 2¢) = 13.

Done (&) a pour équation carlésienne : 2x + 5y —13 = 0.

smme=mm Trouver une représentation paraméirique d'une droite définie par une

équation cartésienne
On considere la droite (@) d'équation cartésienne 6x—5y +5=0.

On vérifie que (&) passe par E(‘-_jl) et est dirigée par (g)

Donc : {;: § g: (t € R) est une représentation paramétrique de (9).

__1.6. Travaux dirigés

l'.f:'E‘L’JE:Z.‘.EI (0, f:j"} est un repére du plan. Etudier les positions relatives des droites (2,) et (&,) de
représentations paramétriques respectives !
x=1+ 3t [t c R]

fx=3~L :
i .0 BER o @):{,-al2 (€ |
et déterminer, s'il y a lien, les coordonnées de leur point d'intersection.

Solution guidée

s (';) dirige (@,), Hz(f‘z) dirige (@,) et det (i;.i4;) = ] ol J -4
Les droites (%,) et (%,) sont sécanles car det [E;.&'Z] + 0.

On cherche les coordonnées de I

(;). point d'intersection des droites (S,) et (@,).

e 17 méthode

Ona:le(@)et 1€ (@,). 1l existe donc deux nombres réels r et s tels que :

x=d—-T x=1+3s
W {y=—1+2r Bt {y=4—23.
Le couple (r; 8) vérifie donc le systéme : s
33— r=1+3s 38+ r =2 Dot : 4
1+ 2r=4-128 {25+2r=5. r=1—-
4’ -
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S

D'ol par substitution de retsdansl'unoul

1
4

Les droites (@,) et (D,) se conpent donc au point I 9
2

* 2¢ méthode

(@,) et (3,) sont sécantes en I, donc I appartient a(2,).
_ -=1+3t
Il existe donc un nombre réel ¢ tel que : {; i ,1 j 2f
Depluis:1€(D,) & 2x+y-5=0
e 201 +31)+4-2t-5=0
e 4i+1=0

Sk,
& L= 1

1

Mlu:: -l:-»]u

x
D'oil, par substitution de ¢ dans (1) : {

y

» Si dans un exercice, plusieurs droites intervi

repéres respectifs (A1) et (ALW). 7

Les paramétres de 1 dans chacine d
tions paramétriques associées aux rep

es deux

en général distincts.

 De maniére générale,
sécantes, il est souvent pratique de trouver
droites et une équation cartésienne de l'autre.

l.a Le plan est muni dun repére orthonormé
[Ol I:jj'
Donner une équation cartésienne puis une représenla-

tion paramétrique des droites :
: 2 -1
1, passant par les points A(ﬁ) el B( 1 ] :
2. passant par le point C(_nz)
; —+f1
et dirigée par le vecteuru (2) :

3. passant par le point D(;Z) et dirigée par le vecteur 7}

i "3 | =+
4, passant par le point E( 1 ) et dirigée par le vecteur J';

5. passant par le point F{_;') et de vecteur normal ,;(g)
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autre des systémes (1) :

-

—

Vérifier que 2x + y — 5 = 0 est une équation cartésienne de (@,)-

il est en général préférable de désigner les différents par
Soit, par exemple, deux droites (%) et (2') sécantes en 1 de

ares (A,
sont les abscisses de I dans ces deux repéres el sont donc

I

(N R

(1).

3_-._1'_; L, s e St s e e

1
3

. Les droites (&,) et (&,) se coupent donc au point I

2
ennent par leurs représentations paramétriques,
ametres par des lettres distinctes.
(@)

-

représenta-
w) et (A,0)

si on cherche les coordonnées du point d'intersection de deux droites

une représentation paramétrique de l'une des

AN E X eI CICeS T o/ iams s v iz i

1 |:J Le plan est munid'un repére (O, i, j).
Soit (D) la droite de représentation paramétrique :
3

X=0+2
{ = 7o (@ € R).
Parmi les points suivants : Al(f), Az(?). Aa( ;14)'
2 = -

9 = f [
A 1 2+/3 /2
{(5) A_.,(;a_). 3 (e A?(?vﬁs ), aq('2).
trouver ceux qui appartiennent a la droite (2).
l.c  Le plan est muni d'un repére (O, T J).

Vérifier que les droiles (%) et (') de re ntgtions
parameétriques respectives : /
crx=k . t+1
@):{, 5 kER et (@) 2 i (e

s?_m sécantes et trouver les coordonnées de leur point
d'intersection,



_ e — -
T ————
T = -y

Cercles e -

9.1. Exemples introductifs

s ce pqragraphe- o:. utlllhseralessentiell'emenl les expressions analytiques de la distance et du produit
calaire. Cest pourquoi on se placera toujours dans un repére orthonormé (0,1, j) puisque ce n'est que
dans un tel repare que ces expressions sonl connues. ! ' 4

Les résultats suivants ont été établis précédemment.

—Cercle défini par un de ses diamétres | Ty
e i amétres | Cercle défini par son cenire et son rayon
Soit P::tg) e Cz;lxlfgm:l‘? lsétlncts du plan, Soit 1un point du plan,
cle de diamétre [AB]. R un nombre réel strictement positif,
Pour tout point M, on a: (¢) e cercle de centre I et de rayon R.
Me (@) & m ﬁﬁ = 0. Pour tout point M, on a:
ME (%) & IM=H
= I.Mz = _H’B_
M M
B
A 1
(6) (6)

Exemples
= Equation carlésienne du cerc

ot A(;l) et B(fz).

Pour tout point MG), ona:

le de diamétre [AB] | * Equation cartésienne du cercle de centre 1 (',:32) et
de rayon 2.

Pour tout point M(*;), ona:

M E (6) = IM* =4

o x+2P+y-37=4

M € (€) & MA. MB =0
o (x+ 1][x—3]+(y—2)[y+2]=0

o at+yt+4x—6y+9=0.

o+ yt-20-7=0

Propriétés '
Le plan est muni d'un repére orthonormé 0,5,1)-
(1) Soit () un cercle ; il existe des nombres réels a, b et ¢ tels que, pour tout point M(;) :

ME (€) &% + y?-2ax-2by +c=0.

(2) Soita,betc des nombres réels ;
I'ensemble des points MG) tels que x2 + y* - 2ax - 2by + ¢ = 0 est:
« soit 'ensemble vide,
"+ soit un point,

« soit un cercle.
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Démonstration guidée

(1) Soit (4) un cercle, I(S) son centre et R son rayon. Soil M(;) un point quelconque.
* Calculer IM2,

'Endéduireque:ME[%) & a2+ —2ax—2by + a® + b* = B2 =0.

(2) Soit (E) I'ensemble des points dont les coordonnées (x ; y) vérifient : 2% + y* — 2ax —2by 4 c <
Soit M("‘

)
L] Vériﬁer qua :xz +yz_za_r_2by+c= [I_.alz + [y_b]z_az_.bz-f-{:o
* En déduire que : M € (B) & (x—a)+(y-bP=a?+b*-c

* Trouver la nature de (E) dans les trois cas suivants : a? + b2 —¢c<0;a?+b*—c=0;a? + b -5

E emarque

Soit (€) I'ensemble des points M ;) vérifiant x? + y? - 2ax - 2by + ¢ = 0.

On sait que [€) est soit vide, soil un point, soit un cercle. Si I'on connail deux points distincts de (),
alors (€] est un cercle.

) un point quelconque.

—2.3.. Travaux dirigés

EEOETT 1. Le plan est muni d'un repere orthonormé (O,
On donne les points A(El), B(g) et C(jz).

1°) Démontrer que les points A, B et C sont non alignés.

2°) Déterminer les coordonnées du centre I du cercle (6) circonscrit au triangle ABC.
3°) Déterminer une équation cartésienne de (‘).

=T 3
I

J)

_ Solution quidée

1°) » Calculer det (AB, Ec"] et conclure.
2°) » Déterminer des équations cartésiennes des droites (@) et (9.), médiatrices respectives des seg-
ments [AC] et [AB].
 Déterminer les coordonnées du point 1,
3°) = Calculer le rayon du cercle ().
e Donner une équation cartésienne de ().
s Controler graphiquement les calculs.

pmEms== 2, Le plan est muni d'un repére orthonormé (0, 7, 7).
L3 3 —1

On donne les points A(__l), B{ 4}

Soit (6) le cercle de diamétre [AB].

1°) Donner une équation cartésienne de (€).

2°) Déterminer les points d'intersection du cercle (€) avec la droite (%) passant par C( 11)
1 =
et dirigée par "(4)'

Solution
Iﬁ 1°) Pour tout point M(;) ona:
 (€) & MA. MB =0
M € ( o k=-3x+1)+y+1)y+3)=0
o 2+ yt-2x+4y=0.
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i3 t : i
) { y; _1_‘;_ 31 (t € R-) est une représentation paramétrique de la droite ().

x int de (@) ; il existe donc un b x=1+1
Soit M(y) un poin nombre réel ¢ vérifiant { y=—1-3t (1).

ME[‘G]ﬁx2+yz-—2.l:+4y=U

o 10t2-61-4=0 it
& 512-3t-2=0 D
_3vw_(72y]-

o - P -2 ] =0 z
< 5[tr1)[t+—§-)=0 A

= !
e t=1 ou t= 5

1 . fhx= 2 - g (€)
D-umpa:substjm’uun de t dans [1]'{y=—4 ou {y_ 2
=5 ;

3
Donc (6) et (%) sont sécanls en C(_zq) etD E,_:

Remarque

5
Pour déterminer les coordonnées des points d'intersection d'un cercle (€) et d'une droite (D), il est en
général plus facile d’utiliser une représentation paramétrique de la droile (2 ) plutét qu'une de ses equa-

tions carlésiennes.

o= o

VA E XTI CICS i A i s e ST A

2.a Le plan est muni dun repére orthonormé 2.d Le plan est muni d'un repére c:-rlhaunurmé
(Q, ?.T] (O, 7. j"). On considére le point ﬂ(..z) et la
id - 2 5 droite (@) d'équation —2x +y + 4 =0.
On cansidére les polnts A(_i) & B(:i)' 1. Tracer le cercle (€) passant par A et langent
1. Trouver une équation cartésienne du cercle A (@),
de centre A el de rayon 3. 2. Trouver une équation de (%€).

2. Trouver une équation du cercle de centre B
passant par A.

?Ag‘ll'uuvor une équation du cercle de diametre 26 Lo plan est muni dun repére orthonormé
' o5 (1) o 54
On considére les points ( )Bl ( )
2b Le plan\' est muni dun repére orthonormé 1 3

©, 07 Déterminer et construire 'ensemble des points
o : X - M tels que : MA.MB =—1,
Déterminer l'ensemble des points M(D‘) véri-

fiant les équations suivanles

1.2+ —6x—4y—-3=0; 2f Le plan est muni d'un repére orthonormé
2. xt+1f—dx+By+15=0; (0, i, j).
3,42 + y? - 2x 12 + 2y Jasrs=0. On considére les points A('Zz et B(g).

1. Déterminer une équation de l'ensemble (6]

2.c Le plan est muni d'un repere orthonormé des points M tels que : MA? + MB? = 76.
(O, i j'). Tracer et trouver une équation du En déduire que (‘€) est un cercle dont on déter-
cercle (€) de centre A(g) dans chacun des cas minera le centre et le rayon,
suivants : .2. Spit I le milieu du segment [AB]. Démontrer
a) (6) est tangent & l'axe des abscisses ; que pour tout point M du plan, en a:
b (6) est tangent A l'gxe des ordonndes ; MAZ + MB® = 2 MI® + 26.
c) (€) est tangent A la droite (@) d'équation : Utiliser cette propriété pour retrouver les
2r+3y+1=0. résultats de la premidre question.
d
i
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APPRENTISSAGE

E quations cartésiennes
de droites

1 Le plan est muni d'un repére (O, T, J).
Parmi les points A(g), B(':), C(_ll), D(g). E(_;')»
F(g). G('_é). H(g), préciser ceux qui appartiennent
aux droites d'équations cartésiennes :
(@,):2x-3y+5=0; (@) :3x—2y+4=0;
(By):4x +3y+1=0; (D):i-x-2y+8=0.

2 Le plan est muni d'un repére (O, 7, j'). Dans
chacun des cas suivants, déterminer une équation car-
tésienne de la droite (%).

1. (%) passe par A(-;) et B(l).
2. (@) passe par C(—%ﬁ) et est dirigée par E’(i)
1

3. (%) passe par D(__al) et est parallile a la droite d'équa-
tion cartésienne 7x — 4y + 3 =0.
3 Le plan est muni d'un repére orthonormé

(0, 1 7). Dans chacun des cas suivants, déterminer une
équation cartésienne de la droite (@).

1 ;
1. (%) passe par ﬁ(g) et admet E'(_z?) pour vecteur

normal. T

2. () passe par B(‘:) et est perpendiculaire i la droite
d'équation 3x + 5y —8 = 0.
3. (@) est la médiatrice du segment [CD] ont C(_za)
5
et D(ﬂ)'
4 1. Soit A, B et C trois points distincts.
Démontrer que le vecteur AC AB + AB AC dirige la

bissectrice de BAC. }
2, Le plan est muni d'un repére orthonormé (0, 7, 7).

Trouver une équation cartésienne de la bissectrice de
BAG dans chacun des cas suivants :

e a(3).8(F) et (i)
. A(faﬂ)l B(g) ot C(_ﬁf) :
. AG). 3(3) etc(“;f),

5 Le plan étant muni d'un repére orthonormé

; -4 9 |
(0, 7.7, on cosidare lespoints 4(23).B(3). ()

)

=
les vecteurs U | 4
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\

1. Sur une figure soignée, jﬁp!‘ésenter la droite ( AB) |,
oint C, les vecteurs u et n.

pQuelles conjectures la figure sugg%re-[-alle "

2. Déterminer une équation‘ cartéswn.ne de ( AB),

3. Les conjectures établies a la premibre question gqq,

elles vérifiées 7

A

6 Le plan étant muni d'un repére orthongry,
(O, T. J), on considére la droite (D) : —2¢ + 3y~ 6= |
1. Déterminer une équation de la droite (2°), image de

”
(@) par la translation ¢ de vecteuru | _, ).
2. Déterminer une égquation de la droite (2"), image g,

-3
(@) par la symétrie S, de centre !‘2( s )
3. Déterminer une équation de la dmit'e (@), image 4
(@) par la symétrie orthogonale S d'axe la droite g,
repére (O, 7).

7 Le plan est muni d'un repére (O, T’j’}
ftudier les positions relatives des droites d'équationg
cartésiennes :

(@,) : 3x+6y—5=0;
(@,) i x+2y+5=0;
(@) :4x—-y+1=0;

(@) x—2y+4=0;
(B,) :—x—5y+3=0;
(@) : 7x— 14y + B=0.

8 1e plan est muni d'un repére orthonormé
(0, T, j)). Dans chacun des cas suivants, les droites (%)
et (%') sont-elles perpendiculaires 7 ;

1. (9):2x—3y—-5=0; [(@'):6x+4y—3=0.

2. (@) :-x+2y-8=0; (@):2x-y+4=0.
- L_/ - -t

3. (@):5x—6y—-2=0; ['EI"]:F—-!SL-‘I=D.

4. (@) : 7x+3y-5=0; [?11‘):-';—'—-%+2=U. .
9 Le plan est muni d'un repére orthenermé direct

(, 7. 7).

Dans chacun des cas suivants, déterminer 'équation

réduite de la droite (@) :

1. (@) est la droite passant par h(hl) et de coefficient

directeur 6 ; 3
=

2. (D) est la droite passant par B(ﬂ) et dirigée par un

vecteur u vérifiant Mes (7 i) =X

G
10 soit () la droite de coefficient directeur m
passant par A(';ﬂ)'
A

1. Démontrer que (2) admet pour équation

-y, = mlx = x,).

2. Déterminer l'équation réduite de (@) dans les cas SU°

vants : 1

m=2 et A(s) rm=-1 et A(_:f').
'.|1 Le plan est muni d'un repere (O,L])- _, 1y

1. Soit (B) : y = axr + b une droite dirigée par u (ﬂ ;

(e 0). Exprimer a en fonction de o et p. g

2. Déduire du graphique ci-dessous les équation

réduites de (@,). (@,), (@,) et (D).
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12 Le plan est muni d'un repere orthonormé
(0, 7,7 direct.
1. Calculer les coordonnées des vecteurs directeurs uni-
taires de la premiére bissectrice (droite d*équation y = ).
On appelle u celui pour lequel :_?'ﬁ': 0.
SoitIet A les points tels que : Ol = i'et OA =1l
2. Démontrer que i+ u esl un vecteur directeur de la

bissectrice de IOA.
3. En déduire la valeur exacte de tan

I
x

13 Le plan est muni d'un repere (0, 1, J).
Dans chacun des cas suivants, étudier les positions
relatives des droites (2) et (@') et déterminer, s'il y a
lieu, les coordonnées de leur point d'intersection :

1.(@):2¢-y-5=0et (@):7x+y—-4=0;

2. [@J:—E.r-l-'2y—7=b et (@'):x—-y+4=0,
3. (@) :3x-Ty—2=0 et (@')1B8x—-56y-12=0;
4.(%):5x + 7y—1=0 ¢t (@) :4x—11y-34=0.

Représentations parame-
triques de droites

14 Le plan est muni d'un repére (O, fp!
Dans chacun des cas snivants, donner une représenta-
tion paramétrique de la droite (@) :

1. () passe par .ﬂ(—;) et B(;) :

5y —f4
2. (9) passe par E(_al) et est dirigée paru (1) ¥

3. (%) passe par D(Ez) et est paralléle 2 la droite d'équa-
tion Zx —y—6=0.

15 Le plan est muni d'un repére orthonormé

(0. ).
Dans chacun des cas suivants, donner une représenta-
tion paramétrique de la droite (&) :
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4
1. (@) passe par A(1) et est perpendiculaire 4 la droite
d'équation — x + S5y-B=0;
2. (@) est la médiatrice du segment [BC) on B(_zl)

ot c(fz).

16 Le plan est muni d'un repére (0, 7 7).
Trouver une représentation paramétrique de la droite
(%) dans chacun des cas suivants :

1. la droite (@) passe par A(—f ) et a pour vecteur direc-

(3
leur u g}

2. (%) est la droite passant par A('lz) et B(_il) :

3. (@) a pour équation carlésienne : x — 2y + 5 = 0.

_’1 7 Le plan est muni d'un repére orthonormé
(O, T, J). Dans chacun des cas suivants, déterminer une
représentalion paramétrique de la droite (2)

1. (%) est la droite passant par’jﬂk(-a'l) et de coelficient
directeur -1 ;

2. (%) estla droite passant par B(i) et dirigée par un
vecteur i vérifiant Mes (T, o) = —E'ITE.

18 Le plan est muni d'un repére (0, 7. 7).
On considére la droite (%) de représentation paramétrique :

x=—2+ 3
{y= 14 LER)
1. La droite (@) passe-t-elle par A (—12) % Par B(-l‘.l) .

419
Par C (_?) /

2. Quel est le point de (2) qui a pour abscisse 0 ? Quel
est le point de (%) qui a pour ordonnée 0 7
3. Donner une équation cartésienne de la droite {ch).

419 Le plan est muni d'un repére (O, T. 7). On
considére les droites (%) et (2') de représentations para- .
métriques respectives :

x=—2+13L x=1=1
{y= 1 = 4t (tER) et {y=b+mt

ot m el b sont des nombres réels,

1. Peut-on trouver des couples (m ; b) tels que (@) et (37)
soient paralléles ?

2. Peut-on rouver (m ; b) pour que (3) = (9') 7

20 Le plan est muni d'un repére orthonormé
direct (O, 7, j ). Dans chacun des cas suivants, détermi-
ner les coordonnées du vecteur directeur unitaire u de
la droite (@) vérifiant w. T= 0, puis calculer la valeur
exacte, ou  défaut une valeur approchée en radian, de
Mes (i) :
r=1+t

(teR)

L@y, D, UER

x= 2-3t _
2.@{,2 57, (ER):
\ (x= 2-1/3 _
3'(@]'_5.:-“1 (tER):
Eitl cem

Droites et cercles dans le plan 93




21 Le i
plan est muni d'un repére (0, 7, 7).
Représenter graphiquement les droites :

cow|y

)

ﬁ?n Le plan est muni d'un repdre orthonormé
(O, T 7). Trouver un vecteur directeur puis une repré-
sentation paramétrique de la bissectrice de BAC dans
chacun des cas suivants :

1. ﬂ(i} B(‘f) et C(g) ;
2. A(lz?)' B(l‘é) 6t 8(163) ;
sl of] )

_,23 Le plan est muni d'un repére orthonormé
(O, T 7). Dans chacun des cas suivants, éludier les posi-
tions relatives des droites (@) et (9') dont on donne les
représentations paramétriques. Lorsqu'elles sont paral-
leles, préciser si elles sont disjointes ou confondues.
Lorsqu'elles sont sécantes, préciser si elles sont per-
pendiculaires ou non.

/3
1. (2) passant par A(“E’ et dirigée par ff(

xr=2
2;[9}‘} ‘ER
{y=%-“+t% e

Lfeiite tem s IRTITO tem.
2.{!;:1_':: (t € R) :{‘;:1_2: (t € R).
3. ;:;I;: (L ER) ;{;:;:a‘t (tER).
L[EIE wem s (S Gem

28 Le plan est muni d'un repére (O, ©, j'). On
considére les droites (2) et (2') de représentations para-
métriques respectives :

y=1-4t (LER) et {y=3+2i (tER).

(@) et (@') sont-elles paralleles ? Trouver les coordon-
nées de leur point d'intersection £'il y a lieu.

{_x.—_2+3|f r=1-1

25 soit (@) et (2") deux droites sécantes en O, A
un point de (2) distinct de O el @' un vecteur direcleur

de (%).

(2"

1. Soit M un point de (%'). Démontrer que M = O si et

i AM et u sont colinéaires

ment si e b

. d'un repére (O, 7, j'). Utiliser le
ultat précédent pour ca!culer les cu'urdonnée:s du

;:isint d'i]l; tersection des droites (2) et (2') de représen-

{ations paramétriques respeclives :

_ t x=1—-‘-
ik wem w [IE

seul :
2, Le plan est muni

(t eR).
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26 Le plan étant muni_d‘un repére orthogg
(O, T ), on considere les droites rmg

r=2-=30 ——.
{@T]:{y-—-‘:;i‘zt UEI'H] et (D,): Ix+2y=gq

1. le point A(—;) appartieut-il a@,)1 Appartient. )
(@,) 7 i

2, Justifier que (2,) et (2,) sont perpendiculaires,

3. Déterminer les coordonnées de leur point d'interse,,

tion.
i

’ -
E quations cartésiennes
de cercles

@7 Dans un repére orthonormé (0,770 on donpge
les points :

1+'r-E 1‘@ 1_{_3
2 _Bl _[: 2 - D 2 :
Al a |FF\a) 3 ' R
=T 2
[

1\ . B
E(u),F )

Démontrer que ABCDEF est un hexagone régulier.

28 1e plan est muni d'un repére orthonorms
o.7N -
1. Trouver une équation cartésienne du cercle (€) de
centre O et de rayon 5.
2. Trouver une équation cartésienne du cercle (€') de

centre A(lﬂ) et de rayon 3.

.29 Le plan est muni d'un repere orthonormé
@, 7).
1. Trouver une équation cartésienne du cercle (¢) de
centre A(-f) et passanl par B(IS)

2. Donner les coordonnées du point C diamétralement
opposé i B,

P30 Le plan est muni d'un repere orthonormé
(0, 7).
On considére les points B(;) et C(:Z)

Trouver une équation cartésienne du cercle de diamétre
[BC]. Préciser les coordonnées du centre de ce cercle,
ainsi que son rayon,

31 Le plan étant muni dun Tepére orthonormé
(O, T J), on considére les points A(_ﬁ). H(—al) et le
cercle (€) de diamétre [AB]. 3
1. Déterminer une équation cartésienne de [€)-

2. Les points O, C(‘f), D(g) appartiennent-ils a (€) 7

__.32 Le plan est muni d'un repére arthonorms
©, 7 1),

Dete;'miner 'ensemble des points M('r) vérifiant :
1.x+yz_q_;+ﬁy_3=0; u



éb‘dnneu Ry wdlnoacdaririel

st —4x+6y+13=0;
:: 5_5’)[“ 1)+yly—-1)=0;
& 3_‘.‘!+3yz—ﬁ.t+'l=ﬂ‘,
5,Ii+y=+3rﬂ7y+ﬁ=ﬂ'=
6 -y + P+ 2=ty + 1
7 (+y+ k)% = 2xy (ot k est un nombre réel donng);
g, 22+ y* —2ke—4ky +4k? + 1=0 (o k est un nombre
réel donné).

33 Le plan étant muni d'un repére orthonormé
(0, ©.J), on consid&re le point n(i)
Soit M{" ) un point du plan.

1. Exprimer 2M? en fonction de x et y (on préférera une
Jorme développée).

7. Déterminer le centre et le rayon du cercle (€) d’équa-
tion: a2+ y?—6x—8y=0.

3. Soit (€) l'ensemble des points M du plan dont les
coordonnées vérifient : 2% + y?* - Br—8y = 0,

g) Les points O et Q appartiennent-ils a (¥€) 7

b) Construire (&).

34 Dans un repére orthonormé (O, 7, ), on donne

les points : A(_az) ; B(‘}L) ; c(j).

1. Démontrer que l'ensemble des points M du plan tels
que MA? + MB? + MCZ = 50 est réduit & un point G qui
est le centre de gravité du triangle ABC.

2. Déterminer 'ensemble (F) des points M du plan tels
que : MA2 + MB? + MC? = 77.

Que représente G pour (F) 7

3. Déterminer l'ensemble des points M du plan tels que :
MA? + MB? + MC? = 47.

a, Déterminer l'ensemble (%) des points M du plan tels
que : 2MAZ - MBZ - MC?=1.

Que représente le vecteur 2 OA — OB -0C pour l'en-
semble (%) ?

|ntersection de droites
- et cercles

35 Le plan étant muni d'un repére orthonorme
(0, .7, on considere :
o la droite (@) : 5x+y—-6=0;
e e cercle (€) de centre A % el de rayon B
Déterminer les points d'intersection de (‘€) el (n).

36 Tangentes a un cercle paralléles & une droite

donnée. iz
Le plan est muni d'un repére orthonormé (O, i, j).

On donne le cercle (€) et la droite (%) d'équations :
2ryt-4x—2y—8=0 et 2vr-3y+1=0.
1. Faire une figure. Construire les deux tangenles au

cercle paralltles a (). _ .
2. Déterminer les coordonnées d'un point el d'un vec-

teur normal de chacune d'elles. En déduire les équa-
tions de ces deux tangentes.

37 Le plan étant muni d'un repére orthonormé
(0, 7. 7), on considare les points :

(3): 8(3):<()

;. Erimunntrar q:e A, B, C sont non alignés.
! ver une équation d i i i
iy q u cercle (‘6) circonscrit au tri-

3. Déterminer les poi i i
points d'intersections de (€) avec
l'axe des abscisses. .

APPROFONDISSEMENT

38 Le plan étant muni d'un repére orthonormé
(0, T, 1), on considére le pnintA(i) et le vecteurr?(i).
Soit M(;) un point du plan,

1. Déterminer graphiquement les coordonnées des
points B et B' images respectives du point A par les
translations de vecleurs ﬁ:et -n.

2, Exprimer le nombre AM. 7’en fonction de x et y.

3. Tracer la droite (3) : 3x+4 y—-10=10.

4. Soit (€) 'ensemble des points M du plan tels que :
3v+4y-10=0.

a) Les points O, A, B, B' appartiennent-ils a (€) ?

b) Soit H le projeté orthogonal de M sur (BB). Ou le
point H se trouve-t-il lorsque Me (€))7

¢) Hachurer (¥) en noir.

5. Soil (¢') l'ensemble des points dont les coordonnées
varifient ; 3x +4y—10 =0,

a) Les points O, A, B, B' appartiennent-ils a {77

b) Donner une condilion nécessaire et suffisante sur H
pour que M appartienne a (€').

¢) Hachurer (€') en bleu.

39 Le plan étant muni d'un repére orthonormé

(O, . 7). on considére le point A(_;) et la droite (&) :
x+y=2=20

A tout point M de (@), on associe le point N lel que :
AN = 2 AH — 3 AK o1 H et K sont les projetés orthogo-
naux respeclifs de M sur l'axe des abscisses et I'axe des
ordonnées.

1. Déterminer une représentation paramétrique de ().
2. Caleuler les coordonnées de N en fonction de celles
de M.

3, Déterminer le lieu (%') des points N lorsque M par-
court ().

B0 Le plan est muni d'un repére (O, T, j).
Soit () la droite d'équation x — y = 1 = 0 et (2) la droi-
te d'équalion 2x + 3y —7 = 0.
1, Déterminer le point d'intersection A de ces deux droites.
2, Démontrer que les équations :
(2x+3y—7) +2{x—y—-1)=0et
(2x + 3y = 7) = 8[xr —y — 1) = 0 sont celles de deux
droites passant par A,
3, Démontrer que pour tout nombre réel A V'équation
(2v +3y—7)+ Alv—y—1)=Dest celle d'une droite
passanl par A,
4, Démontrer que pour toute droite distincte de (@) et
passant par A, on peut déterminer A pour que I'équation
de cette droite soit de la forme ci-dessus.
5. On considére les droites (A,) et (4,) d'équations res-
pectives :.x —4y +1=0et 3r+ 5y — 13 = 0. Donner les
équations des droites distinctes de (4,) passant par le
point d'intersection de (A,) et (a,).
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81 Tangente 4 uy cercle
Le plan agt muni d'un re
On donne |

en un point de ce cercle.

pere orthonormé (O, 7, 7).
e cercle d'équation :

.r=+y2+2.r-ﬁy—15=0
1. Vérifier que Je point A(_z1
Faire une fi
te en A,

2. Déterminer une équation cartésienne de cette droite.
On démontrer

4 que celte équation peut se mettre sous
la forme ;

A+ YYp + (x4 xy) - Ay +y,)-15=0.
3. Généralisation.
Soit (€) le cercle d'équation :
24y 2ar by +c=0
et A(';:) un point de (%),
Démontrer que la langente & (€) en A a pour équation :
Hat Uy —alx+x,)-bly+y,)+c=0.

(On dit qu'on a obteny |’
tir de celle du cercle par

appartient au cercle.
Bure. Construire, sur cette figure, la tangen-

équation de la tangente & par-
dédoublement.)

?142 Le plan est
(0.7 7).
1. Déterminer une équation cartésienne du cercle (€) de
centre ﬂ(i‘) et de rayon 5.

muni d'un repére orthonormé

2. Soit A(g) et B(_la). Démontrer que la droite [AB) est

tangente au cercle (¢) en un point X dont on détermi-
nera les coordonnées,

3. Déterminer une équation de la droite (%) tangente
au cercle (4) en I "IS et vérifier que cette droite passe
par le point B,

4. a) Déterminer une équation de la droite (%) passant
par A el tangente au cercle (€), aulre que (AB).

b) Soit C le point d'intersection des droites (D) et (@,).
Démontrer que le triangle ABC est rectangle en C et

déterminer une équation du cercle circonscrit & ce tri-
angle.

83 Le but du probléme est de fournir une métho-
de pour obtenir facilement une équation de la tangente
commune au point de conlact de deux cercles tangents.

Le plan est muni d'un repére orthonormé (0, 7. 7).

Soit (€) et (‘€") les cercles d'équations respectives
(x—2P +(y+3P-4=0;
(t=5)2+(y—-12-9=0.

1. Démontrer que (€) et [€'] sont langenls en un point

A dont on déterminera les coordonnées.

2. Vérifier que l'équation ‘
(x=22+(y+3)2-4 -l(x-52+(y-1)2-9]=0

est une équation de droite et que cetle droite passe par A,

3, Vérifier que cette droite est une tangente commune

aux deux cercles.

B8 Le plan est muni d'un repére orthonormé

©, 77
1. Soil M(;) un point. Démontrer que :

5‘1{’,1" = 1 « Il existe un réel ¢ de l'intervalle |- 7 : 7
I xr=cost

lﬁlque:{yzsinl'
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2. Spitrun nombre réel strictement positif, Dédujyg d

la question précédente le lieu (€) des points M .t) il

lesquels il existe un réel ¢ de lintervalle |- ; x) tg) QU

x=rcost
{ y=rsint’
3. Soit a, b, r trois nombres réels tels que ; , 5
Déduire de la question précédente le lien (g

) dey

points M(‘:') pour lesquels il existe un réel ¢ de Pintey,
x=rcost+a
valle |-n; n] tel que:{y= reintah

. r=rcosi+a .
Le systéme { y=rsint+b est appelé représentatig,

paramétrique du cercle de centre ﬂ(ﬁ) et de rayon .

4, Application
On .;J;:msidére dans le plan un cercle (€) de centre 0,
point A de (€). A tout point M de (€} on associe le point

b
Ntelque:fm=2l:m[+5 0A.

En choisissant un repére d'origine O, déterminer lg Jjp,
géométrique des points N lorsque M parcourt (%),

A5 Le plan est muni d'un repére orthonormé (0, 77
On considére le cercle () et la draite (%) d'équalions
cartésiennes respectives :
(€): *+y*—ar+2y—20=0;
@): x—y+4=0,
1. Donner les éléments caractéristiques du cercle (),
2. Trouver les paints d'intersection A et B du cercle (¢)
et de la droite [9).
3. Soit & un réel quelconque. Vérifier que la courbe (€,
d'équation 42 + i — 4 + 2y - 20 — Alx - y+4)=0est
un cercle qui passe par A et B,
4. Soit E un point quelconque du plan. Existe-t-il un
cercle passant par les points A, B et E ? (On disculera
suivanl la pesition du point E),
5. Montrer que tout cercle passant par A et B a une
équation cariésienne du type :

R L. e 2y-20-Afxr-y+4)=0

6. Application

On donne E(g)

Vérifier que les points A, B et E ne sont pas alignés.
Utiliser les résultats ci-dessus pour lrouver une équa-
tion cartésienne du cercle circonscrit au triangle ABE.

_ B6 puissance d'un point par rapport 4 un cercle.
Soil un cercle (€) de centre £ ol un point M extérieur 2

ce cercle. Une droile quelconque (%) passant par M
Coupe ('€) en deux points A et B,

On se propose de démontrer que le nombre réel
MA x'MB est indépendant de (%), Ce nombre est appe-
Ié puissance du point M par rapport au cercle (6).

1. Soitrlera
par Met T le point de contact,

Démontrer que : MT2 = M2 _ e

2. Soit A et B les points d'intersection avec (6) d'noe

droite passant par M et A' le point diamétralement
Opposé & A sur (%),

a) Démontrer que : MA.MB = MA.MA' '
b) En déduire que : MA x MB = MQ? - /2,
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Homothétie -
Rotation

I-a symélrie centrale, la syméirie orthogonale et la translation
sont des applications qui conservent les distances. On va étudier
deux applications dont Fune ne conserve pas les distances ; les
configurations associées ne sont cependant pas nouvelles ; on
reconnaitra les configurations de Thalés.
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Homothstie  ~ 7 =
—1.1.. Définition

EzEmmm Introduction

Considérons les deux « lettres F » ci-contre.

Les distances n'étant pas conservées, aucune
translation, symétrie centrale ou orthogonale, ne
transforme 1'une des deux lettres en 'autre.

Sur la figure, on a joint A et A'.

* Joindre d'autres points qui se correspondent.
On les noteraBet B, Cet C ...

Que peut-on dire des droites (AA"), (BB’) et (CC') ?

—_—
* Trouver une relation entre les vecteurs AB et
The = o
A'B'; entre les vecteurs CB et OB,

* Trouver d'autres vecteurs vérifiant la méme relation.

mmmmmm Définition et exemples

Definition 7. T

"y

Soit O un point, k un nombre réel non nul.

. k>0 © M M
On appelle homothétie de centre O et de rapport —=4
k I'application hg 4 du plan dans lui-méme qui,
a tout point M, associe le point M’ tel que : k<o M 0 M

U_l;l' = k(i:{.

On note généralement g ;) I'homothétie de centre O et de rapport k.

Exemples
* On a construil, ci-contre, les images A’ et B’ des B 0 /:"; I M M
points A et B par I'homothétie de centre O et de B
rapport — % et les images M’ et N’, des points M V N
et N, par I'homothétie de centre I et de rapport 2, A N'
* Si k =1, chaque point est sa propre image. Celte
application est appelée application identique et o) M=M
est notée Id. -
e Si jc =— 1, I'homothétie de centre O et de rapport
—1 est la symétrie de centre O car : OM’ = — OM. M 6 o

_1.2. Conséquences de la définition
Propriété 1

Un point M, son image M’ par une homothétie et |e centre O de cette homothétie sont alignés
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Démonstration
o — OM’ = = kOM, les vecteurs OM’ et OM sont colinéaires. Donc,

les points O, M, M' sont alignés.

yocabulaire !Ii

Un point est dit invariant par une application fde ? dans @
diat que O est invariant par ht{},kl-

lorsqu'il est sa propre image. Il est immé- il'

Le seul pnml invariant, par une homothéne de rapport dfﬂ'érent de 1, est son centre,

Demonstratlon i
Soit h 'homothétie de centre O et de rapport k.
Mestinvariantpar h & M= h(M)

L= Cﬁ‘:‘,{ = k[i;[

e (1-k)OoM=T

e "
= OM=0 cark=z1
s M=0

Le seul point invariant par h est son centre O,

R emargue

Tout point est invariant par I'application identique.

Soit O un point, k un nombre réel non nul. Quels que soient les points M et M’, on a :
' M'=hg M) & M= ho, 1 (M).

Démonstration
Soit h et h' les homothéties de centre O et de rapports respectifs k et .

k
M'=h(M) < OM =kOM
. ﬁ[:%(ﬁ;{' car ke # 0
< M= h{M).

Tout point M’ est I'image par h d'un point unique M et l'application qui & M’ associe M est h’.

Définition - -
Toute application f du plan dans lui-méme pour laquelle tout point M’ est I'image d'

point M est appelée transformation du plan et 'application qui a M’
- mation réciproque de f.

un unique

associe M est appelée transfor-

Iy 4 est done une transformation ayant pour transformation réciproque hpp,1 ).
&

E emargue

Les translations et les symélries sont aussi des tran
sont pas des transformations du plan.

sformations du plan. Par contre, les projections ne
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—1.3. Travaux dirigés

BRomr— Soit ABCD un {

1:] Démontrer qu'il existe
2°) Démontrer qu'

Solution

rapéze de bases [AD] et [BC] tel que AD # BC.

une homothétie transformant A en B et D en (].;.
il existe une homothétie transformant A en C et D en B.

1°) Si I'homothétie existe, son centre doit Et}‘ﬂ aligné, ﬂ"ﬂ“e P‘;‘.t avec -"L‘et ;
d'autre part avec D et C. C'est donc nécessairement le point d'intersectigy, 0
de (AB) et (DC).

Utilisons la formulation vectorielle des propriétés de Thalés.
Dans le triangle OBC, puisque (AD) // (BC), il existe un nombre réel k te] g,

— — — —» OB QC
OB = IkOA et OC = kOD Duk:%ﬁ:D:D-
¢ L'homothétie de centre O et de rapport k transforme A en B et D en C,

2°) On démontre de méme que I'homothétie de centre O’, point d'intersectigp

de (AC) et (BD), et de rapport k' = 0—_'3 = E transforme A en C et Den B.
oA OD
Quand, dans une figure , on reconnait une « configuration de Thal2s » clest-a-dire deux droites

sécanles coupées par des droites paralléles, on peut introduire une homothétie qui, nous lo

verrons plus tard, permet souvent de démontrer plus simplement des propriétés.

w4 E xercices O o T A |

l.a  Construire les images des quatre sommets d'un l.c

Dans la figure ci-dessous, on a: AO = OB =BC

canned by CamScanner

parallélogramme ABCD par I'homothétie de

centre A et de rapport % puis par 'homothé-
tie de centre A et de rapport ——%

2

1.b  Soitun triangle ABC, A’ le milieu de [BC] ot G
son centre de gravilé.

Démontrer que I'homothétie h de centre G et de
rapport —]? transforme A en A'. Trouver les
images de B et C par h.

Démontrer que I'homothétie h’ de centre A ot

de rapport % transforme G en A',
Définir les homothéties réciproques de h et k',

_Q rropriétés de Ihomothstie o

2.1.. Proprieté fondamentale

=CD=DEet AO=0B =B'C' =CD =DFE.

Soil h 'homothétie de centre O et de rapport -1,
h, Thomothétie de centre O et de rapport - 2,
h, I'nomothétie de centre O et de rapport - 3,
h, I'homothétie de centre O et de rapport — 4,

Déterminer les images de A et A’ par ces homo-
théties.

e
A

Soit h une homothétie de rapport k, M’ et N’ es
i i h de deux points quel-
images respeclives par o E, q
conques M et N. On a:M'N' = kMN,
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pémonstration
Soit h ]'humothéliﬂ de centre O et de rapport k. Soit M et N deux points quelconques, M' et N' leurs
images par h. On.2:
i —r
e rtOM e —t
{0%‘ e ON’ — OM' = k(ON —OM) . don:  MN =kMN.
ON' =

9.2, Images de figures simples

gmee== Image d'une droite, d'un segment, d'une demi-droite, d'un cercle

T | o LT ey Ayt = R RS = 'y i ’ " -

Propriétésii i N e
Soit h une homothétie de rapport k, A', B’ et I’ les images respectives de A, B (A # B)etIparh:
(1)  l'image de la droite (AB) est la droite (A'B’) et (A'B’) est paralléle a (AB)

(2) limage du segment [AB] est le segment [A'B'] ;

(3) l'image de la demi-droite [AB) est la demi-droite [A'B’) ;
(4) l'image du cercle de centre I et de rayon r est le cercle de centre I' et de rayon |k

T.

Démonstration guidée

(1) 9
« Démontrer que : (AB)/(A'B).
« Démontrer que tout point M de la droite (AB) a
A M B (%)

son image M’ sur la droite (A'B’).
« Démontrer que pour tout point N' de la droite \ \\
(A’B"), il existe un point N de la droite (AB) tel § (&")
que N’ = h(N).
» Conclure.
On démontre de méme que l'image de la demi-droite [AB) est la demi-droite [A'B’) et que I'image du
segment [AB] est le segment [A'B'].
On rappelle qu'un point M du segment [AB] est défini par : AM =1t AB avec t € [0; 1.
(4) Soit un cercle (€) de centre I de rayon r.

L'homothétie de centre O et de rapport k lrans- M
formelenl'.

Soit M un point, M’ son image par A.

e Démontrerque: IM=r & I'M'= k| r.
On rappelle que : [ || = [A] [€]].

» Conclure.

Toute homothétie transforme trois points alignés en trois points alignés.

On retient cette propriété en disant que toute homothélie conserve I'alignement
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Exemple

On cong; . .

aM ;?rsidém deux cercles de centres O et O’ sécants en M et N. Soit P le point diamétralement oppq,

allons dée cercle de centre O et Q le point diamétralement opposé & M sur le cercle de centre O, Noug
montrer, en utilisant une homothétie, que les points P, N et Q sont alignés.

O et O’ étant a égale distance de M et N, (00’) est h
la médiatrice de [MN]. Elle coupe [MN] en son m
milieu I. 0

Le tableau de correspondance ci-contre donne P
les images de O, I et O’ par 'homothétie h de 3 N
centre M et de rapport 2. Q

Les points O, 1, O’ étant alignés, leurs images P,
N et Q le sont aussi.

- Pour démontrer que des points sont alignés, on peut démontrer qu'ils sont les images par une
homothétie de points alignés.

mmmm==m Conservation du parallélisme, de I'orthogonalité, du milieu

Proprietés

' Toute homothétie transforme :

(1) deux droites paralléles en deux droites paralléles ;

(2) deux droites perpendiculaires en deux droites perpendiculaires ;

(3) le milieu d'un segment en le milieu du segment image.

Or?l' lretfent ces propriétés en disant que toute homothétie c.;onserve le parallélisme, I'orthogonalité et le
milieu.

D émonstration

(1) Soit (@) et (4) deux droites paralléles. Leurs images (9') et (A’) sont respectivement parall2les
(@) et (A). Comme (@) et (A) sont paralléles, il en est de méme pour (@) et (A").

(2) On démontre de méme que deux droites perpendiculaires ont pour images deux droites per-
pendiculaires.
(3) Soit [AB] un segment, I son milieu, A’, B’ et I' leurs images respectives par une homothétie de
rapport k. D'aprés la propriété fondamentale :
A + TB' =k 1A + k B
— =
=k (IA + 1B)
=0 car, I étant le milieu de [AB], 1A + IB = 0.

I' est donc le milieu de [A'B’].

Exemple |
Soit un triangle ABC et AB'C’ son image par une homothétie h.

On se propose de démontrer que I'image de I'orthocentre de ABC est I'orthocentre de A'B'C'.

i de A est la droite passant par l'i , \ . Vil

1 maee par h de la hauteur issue : p par I'image A’ de A et perpendiculaire a I'im
LeITB'%'JP de (BC). C'est donc la hauteur issue de A’ du triangle A’B'C’. On démontre de la méme fagon
ﬁne les images des deux autres hauteurs de ABC sont les hauteurs issues de B’ et C’ du triangle A'B'C"
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-Limage du point d'inler_secﬁcm H des trois hauteurs du triangle ABC est un point H’ qui appartient donc
;‘ux lrois hauteurs du tIla_l],BlE A'B'C.

porthocentre H du triangle ABC a donc pour image 'orthocentre H' du triangle A’'B'C".

 Pour démontrer que deux droites sont perpendiculaires (resp paralléles), on peut démontrer |
 qu'elles sont les images de droites perpendiculaires (resp paralléles) par une homothétie.

Soit A, B, C trois points d'images respectives A’, B, C' par une homothétie. On a :

(C'A", C'B’) = (CA, CB).

On relient cette propriété en disant que l'homothétie conserve les angles orientés.

Démonstration B A

Daprés la propriété fondamentale : ¢

C'A' = kCA et CB' = k CB.
— e —  — o

On en déduit que : (C'A', C'B’) = (CA, CB).

Remarque A

Puisque I'homothétie conserve les angles orientés, elle conserve les mesures des angles non orientés.
Un triangle et son image par une hemothétie sont donc semblables.

Longueurs et aires

Soit h une homothétie de rapport k.

(1)  L'image d'un segment de longueur ! est un segment de longueur |k| I.
(2) L'image d'une figure d'aire 5 est une figure d'aire k3.

(1) est une conséquence immédiate de la propriété fondamentale. Nous admettrons la propriété (2)
que nous illustrerons par l'exemple qui suit,

Exemple A 3 2 B
Soit ABCD un rectangle. On a construit les images
respectives B', C’, D' de B, C, D par l'homothétie de 2 o

centre A et de rapport —+ Comparons les aires des
deux rectangles ABCD et AB'C'D'.

L'aire i de ABCD est égale & AB % BC et celle &’ de
AB'C'D’ est égale & — AB x = BC. Soit o1’ = % . D
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—2.3. Travaux dirigés

| .
HEEE st [01] un segment tel que OI = 3. Soit (6) le cercle de centre I et de rayon 1, h I'hgp,,

thétie de centre o el de rapport - 2, A un point de (6), () la tangente en A au cercle (€).

1°) Définir et construire limage (€') du cercle (¢) et l'image A’ du point A par h.
2°) Démontrer que l'imag

e par h de la droite () est la tangente en A’ au cercle (€’).

Solution

1°) On sait que (€") est o cercle de centre I', image de
1 par h, et de rayon : |- 2| x 1 = 2.

29) Désigqons par (2') 'image de (@), par h.

A appartient a (2)N(%), son image A’ appartient
(@ ]I"ll(‘:@’]. (D) étant tangente en A a (@), (IA) est per-
panda..culaire a (9). L'homothétie conservant l'ortho-
gonalité, (I'A’) est perpendiculaire & (%&").

A A
donc la tangente en A’ & (€). (1A) | (ra)

(@) | @)
Remarque

D’une maniére générale, on peut démontrer que, par une homothétie transformant A en A’ :
— une droite et un cercle tangents en A ont pour image une droite et un cercle tangents en A’ ;
~ deux cercles tangents en A ont pour image deux cercles tangents en A'.

Pour retenir ces propriétés, on dit que I'homothétie « conserve le contact »,

Ainsi, (9') est la droite passant par le point A’ de (¢') et perpendiculaire a (I'A’), C'est

s E ) CUA Y s i e |
2.a  Soit un parallélogramme ABCD, O son centre, 2.c
B’ le symétrique de A par rapport A B et D' le

symétrique de A par rapport & D. Démontrer
que les points B’, C, D’ sont alignés.

Soit ABC un triangle et E un point du segment
[AB]. La droite paralléle & (CB) passant par E
coupe le cdté [AC) en F, Déterminer la position
de E pour que laire du triangle AEF soit le

uart de celle du triangle ABC.
2.b  Un éleve a construit, au crayon, les images A’ k S

et B’ de deux points A et B par I'homothétie de 2d
centre O et de rapport — 0,5. Malheureusement,
un coup de gomme intempestif a effacé les C' est aligné avec A et ).

points O et B'. Reconstruire ces points dans les Démeontrer que les droites (BD) et (B'D") sont
deux cas de figure proposés ci-dessous, parallgles,

On considére les deux parallélogrammes
ABCD et AB'C'D" dessinés ci-dessous (le point

Premier cas:
B 8 ¢

. [ ]
A A
Deuxiéme cas :
| : . :
| A Al B
)
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3.1. Diverses caracterisations d'une homothétie

D'aprés la déﬁni&iu}gl. :llﬂellilﬂmotlihétie différente de 1'identité est caractérisée par la donnée de son centre
ot de son rapport. Nous allons dans ce paragraphe donner d'autres caratérisations d'une homothétie.

guzemm Homothétie définie par son centre, un point et son image

a* 3
- : : 4*-%:@
: == JETE B e

Soit trois points alignés O, A, A, deux a deux distincts.

1l existe une homothétie et une seule de centre O qui transforme A en A

Démonstration

s & 1 s g 2 =y
Les trois points O, A et A’ étant alignés, les vecteurs OA et Dﬁ‘ sont colinéaires. Le vecteur tﬁ élant

4 0. A" est donc l'image de A par 'homothétie de centre O et de rapport k. Remarquons que : k=28,
OA
Exemple
Dans le parallélogramme ABCD ci-contre de centre
A B

0, les trois points A, O, C sont alignés :

e C peut 8tre considéré comme l'image de A par
'homothétie de centre O et de rapport =1

* O peut étre considéré comme l'image de A par

I'homothétie de centre C et de mppurt-% ;

« D peut étre considéré comme l'image de O par
'homothétie de centre B et de rapport 2.

Construction

h étant I'homothétie de centre O transformant A en
de O et de A.

Distinguons deux cas.

1°) M n'appartient pas i la droite (OA).

e Construire la droile passant par A et paralléle a (AM). .
» Marquer le point d'intersection M’ de cetle droile avec la /
droite (OM).

(OM) et (A'M’) sont sécantes car (OM) et (AM) le sonl par
hypothése.

L'image de M appartient & (OM) (car il est aligné avec O et M).
h(M) appartient aussi a I'image de (AM) qui est la droite pas-
sant par A’ et parallgle a (AM). Donc h(M) = M'.

2°) M appartient a la droite (OA).

« Construire I'image N’ d'un point N n'appartenant pas a (OA)
en utilisant la construction précédente.

« Construire le point d'intersection M’ de (OA) avec la paral-
ltle & (MN) passant par N'.

En faisant deux fois de suite le raisonnement précédent, on
démontre que M’ est I'image de M par h.

A', on veut construire I'image d'un point M distinct
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int et son image
mammmm Homothétie définie par son rapport, Un point

Soit un nombre réel k différent de 0 et 1, deux points A €t Al

n A
Tl existe une horfiothétie et une seule de rapport k qui transforme A €
Démonstration
J! Soit O un point ,
A’ = hg lA) OA’ = kOA

L==]
= 53 +ﬁ' =— ."cﬂ_ﬁ
&  (1—k) AD =AA

— 1 —
© AO=—— AA cark#1.
-k T B n'y a donc
Pour A, A’ et I donnés (k # 0 et & # 1), il existe un seul point O tel que : AQ = 1-k '

qu'une seule homothétie de rapport k qui transforme A en A'.

mommm=m Homothétie définie par deux points et leurs images

' Soit quatre points A, B, A’, B’ tels que (AB)//(A’B’) et AB = AB.
11 existe une homothétie et une seule qui transforme A en A’ et B en B’

Démonstration

Si une telle homothétie existe, d'aprés la propriété fondamentale, son rapport ne peut étre que le
nombre réel k tel que AB' =k AB {fc # 0 et k # 1). L'homothétie recherchée ne peut étre que I'homo-
thétie h de rapport i transformant A en A', ce qui démontre l'unicité de h.

Pour démontrer que h convient, il reste & vérifier que h(B) = B'. Soit O le centre de h.
OB = 0A'+ AR

= kOA + k AB

= k OB.

b transforme bien B en B'. )

E emarques

B
* Lorsqu’on oriente les deux droites (AB) et (A'B’) par le \
i \ - |
A

méme vecteur unitaire, ona ' k = &1_3 &
AB

| » Lorsque les droites (AB) et (A'B’) sont disjointes, le centre
' de I’'homothétie est le point d'intersection des droites
Z (AA') et (Bjﬁ.

I e S ATﬁ' = AB, une homothétie transformant A en A’ et B
en B’ aurait pour rapport 1 et serail donc égale & I'appli- A "
! cation idenlique. Si A = A’, Id convient. Sinon, j] n'y a Al

| aucune homothétie répendant a la question,

| On peut remargquer que la translation de vecteur AA’ trans.
| forme A en A’ et B en B,
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Travaux dirigés
Construire |'image du point M par |'homothétie de rapport k

gems 1. %5
s qui fransforme A en A f
|
§olution ] il
On prendra par exemple k = — —=. i
premiére méthode . . Deuxiéme méthode ;. . ii.. :
int M’ tel que : AM’ = kkAM. On construit le centre O défini par: AO = '1_1—_k AA. B

On construit le poin
Puis, on construit le point M’ tel que : OM’ = k OM.

M M

MF

pgam== 2. Homothétie définie par deux points A et B, et leurs images A' et B'
On donne les quatre points A, A, B, B’ tels que (AB)/(A'B’) et AB # A'B’. Soit h 'homothétie qui trans-

forme Aen A' et B en B'.

M étant un point donné, construire l'image M’ de M par h dans les deux cas suivants :
1°) a) M n'appartient pas a la droite (AB) ;

b) M appartient a la droite (AB).

M
A B o
A B B A
Al B’
figure 1 figure 2
B M
A
A B B' AlM
A B
figure 3 figure 4

2°) Reproduire les figures ci-dessous et conslruire, pour chacune d'elles, le point M’ correspondant.

Solution guidée
1°) a) » Démontrer que : (M’A’) // (MA) et (M'B) /l (MB).
* En déduire la construction de M".
b) e Cheisir un point auxiliaire C n'appartenant pas a (AB) et construire C' 4 l'aide de la question
précédente. h est aussi I'homothétie transformant A en A’ et Cen C.

* Démontrer que M n'appartient pas a (AC).

» En déduire la construction de M".
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3.a

Construire dans les cas de figures ci-dessous

les images du point M par Thomothtie do
centre I qui transforme Aen A

M
1““’ .

2* cas

Rotation
—2.1... Définition

Introduction

Considérons la « lettre F » ci-contre et les deux
droites (9) et (2') sécantes en O.

Soit S[ﬂ!] et S, les symétries orthogonales d’axes
respectifs [Ei}i et (@),

On considére la transformation « S(a) suivie de
S{gjr] »,

Sur la figure, on a construit les points A’ et B’
images respectives de A et B par cette transforma-
tion. Construire les images d'autres points de la
figure, puis celle de la « lettre F ».

Démontrer que : OA = OA’; OB =0B' et OC = oc,
ete.

Comparer, a l'aide d'un rapporteur ou d'un com-
pas, les angles arientés (OA,0A’), (OB,0B).

meme=m Définition et exemples

Définition

Soit O un point, o un nombre réel appartenant a I'intervalle |-

3b

On donne les deux rectangles ABCD et Cg° AD
comme indiqué sur la figure ci-dessous,
Ona:AB=4,BC=2,CD'=2,CB" =1,
Démontrer qu'il existe une homothétie 4,
centre G qui transforme le rectangle ABCD g,
le rectangle A'B'CD’. On donnera le rapport de
cette homothétie.

A B

Dl

B A

n;ml. M

On appelle rotation de centre O et d'angle o l'application du plan

dans lui-méme qui, a tout point M associe le point M’ tel que :

-s5iM=0, alors M'=M;

-si M # 0, alors OM’' = OM et Mes [(}Tﬁ, U_Qs] =

On note généralement ryg ) la rotation de centre O et d ‘angle q.
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EXEmPIES
. On a construit ci-contre l'image A" du point A par la rotation de | M 44
. T x : . 8
centre O et d angle z= et I'image M’ du point M par la rotation de 3 x /A
, m ]
centre letd angle — =~ | |
e Sia= %, la rotation est aussi appelée quart de tour direct. I;"I |
Sia=- -g—, la rotation est aussi appelée quart de tour indirect. o o |L :
+Sia=0,la rotation de centre O et d'angle 0 transforme tout point M en lui-méme, c'est donc l'appli- J I
cation identique. il.' 1
« Si o = m, Ja rotation de centre O et d'angle & est la symétrie N Q N o | '
centrale de centre O. U il |
i}
T il
f
|

__4.2. Conséquences de la définition

Le seul point invariant par une rotation d'angle non nul est le centre de cette rotation. 1y

Démonstration ‘
Soit r 1a rotatien de centre O d'angle o non nul. D'aprés la définition on a : r{0)= 0. Le centre de la [\
rotation est un point invariant. |

Cherchons tous les points du plan qui sont invariants par r. Soit I un point distinct de O. i

01 =01
rfl)=1 « { - ce qui est impossible puisque l'angle est non nul.
) Mes (O], OI) = o ; 1 P puisa

Donc O est le seul point invariant.

e

b= 2o B
A Llu’l‘-“:ﬁ'-\"_s'

riete 2]

La rotation est une transformation du plan.

La transformation réciproque de 7o ¢ est 1a rolation rio, _ o).

p—

Démonstration
11 est immédiat que O est le seul point dont I'image est O.
Soit M et M’ deux points distincts de O.
OM'=OM OM=0M"__
M'= ri0,0) (M) ﬁ{ Mes [CEI?IGI'] aw = { Mos (OM’, OM) = — o

mage d'un et d'un seul point M. La rotation est donc une transformation du

= M= M0, - {M')

Donc, tout point M' est I'i
plan. L'application réciproque de r(o, o est la rotation rg, _ a)-

T

__4.3, Exemple de décompositions d'une rotation

Soit S(g) et S(g) deux symétries d'axes respectifs (2) et (2') per-

pendiculaires en O. On peut démontrer que l'application « Sg) M
suivie de S(gy » est la symétrie centrale de centre O, c'est a dire o ; @)
une rotation d'angle plat. / i

Dans l'exercice suivant, on va étudier l'application « S(g) suivie
de S(g » dans un cas ot les droiles (%) el (9') ne sont pas per-
pendiculaires. (2"

M“ MI
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ann "
I o, considére un hexagone régulier ABCDEF de sens direct, de centre 0.

1°) Soi Lo : e
) Soit (@) 1a médiatrice de [AB] et (2") 1a médiatrice de [BC]. On considére I'application « S sujyjq

de S, 3 s
% m{@, ) »- Démontrer que cette application et la rotation r de centre O d'angle 3 transforment de |,
¢ maniére les points A, B, G, D, EF

o
fﬂ]“'ll:fouver deux autres droites (A) et (A") telles que l'application « Sy suivie de S(y) » et la rotatiop .
orment de la méme manigre les points A, B,C, D, E, F.

3°) Trouver encore deux autres symétries orthogonales avec lesquelles on obtient le méme résultat,

Solution
S ) S ') r
10] En utilisant ]:'app]i. (1\ ﬁ
ggwxuﬁ d'une part ot r B |A| D B | D
au .
e part,on a: C F E C E
D E F D F
E D A E A
F C B F B
2°) Soi ; Sta) Sy : ; S5y Sig)
::)11.' (A) IE!. droite (FC) [I\ h 3°) Soit (8) la droite (EB) /J\ ([\
et .[C:- ) la droite (AD), En A E C et (8") la droite (FC). En A C C
utilisant  successive- utilisant  successive-
ment les deux symétries B D| D ment les deux symé- B B B
Sta) et S(a) d'axes (4) et C |Cc| E tries S5 et Sgz) d'axes & |&l E
(A’), on obtient les D B F (8) et (8’), on obtient les D F F
tableaux de correspon- tableaux de correspon-
dance ci-contre. E Al A dance ci-contre. E E A
F F B F D B

On dit qu'on a décomposé la rotation en deux symétries orthogonales, et cela de trois maniéres. On
démontre qu'il y a une infinité de fagons de faire cette décomposition.

—4.4. Propriétés

On admettra les propriétés suivantes :
Propriétés

» Etant donné deux droites (%) et (2') sécantes en O, l'application « S(g) suivie de Sy, » est une rota-
tion de centre O.

» Etant donné une rotation r de centre O, on peut trouver deux droites (A) et (A’), sécantes en 0, telles
que la rotation r soit I'application « S() suivie de Sy ».

Propriété tondamentale

Soit r une rotation d'angle o, A’ et B’ les images respectives Al
par r de deux points quelconques A et B.

F=Trom
Ona:
A'B' = AB

et Mes [ﬁ- AB) = c.

1 10 Homothétie — Rotation |
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Remaraue

' inl 0
On appm;{ﬂ lSﬁgf?jﬁliegf:’;s![;‘:‘“:{:’;g‘;“ﬂ”! ffi” plan d—?ﬂE lui-méme qui conserve la distance, c’est a dire
ui transjorm ment de méme longueur. La rotation est une isomé ie
! ; b : ! métrie. La transl
tion, la symétrie arthogonale sont aussi des isométries. L'homothétie n'est pas, en général, une :'somé!n‘{:.

¥

__4.5. Images de figures simples .

[} -
ponmmm= Images d'une droite, d'un segment, d'une demi-droite, d'un cercle

Toute rotation transforme ;

(1)  une droite en une droite ;
(2) unsegmentenun segment ;
(3)  une demi-droite en une demi-droite ;

(4)  un cercle en un cercle de méme rayon.

DPémonstration

On sait que loute rotation peut se décomposer sous la forme « Sg) suivie de S » ot (Z)et (2') sont
des droites sécantes. Or, une symétrie orthogonale tranforme une droite en une droite, un segment en
un segment, une demi-droite en une demi-droite, un cercle en un cercle de méme rayon. Il en est
donc de méme pour toute rotation.

smm=== Conservation du miliev d'un segment, des angles orientés, du parallé-
lisme, de |'orthogonalité

Toute rotation transforme :
(1)  le milieu d'un segment en le milieu du segment image ;

(2)  un angle orienté en un angle orienté égal ;
(3) deux droites paralléles en deux droites paralléles ;
(4)  deux droites perpendiculaires en deux droites perpendiculaires.

Démonstration :

Toute rotation r peut se décomposer sous la forme « Sig) suivie de S ».

Comme les propriétés (1), (3), (4) sont vérifiées pour Sg) el S(a, elles le sont pour .
me un angle orienté en son opposé. Done, « S(g) suivie de S »

Une symétrie orthogonale transfor
le orienté égal. La propriété (2) est donc démontrée.

transforme un angle orienté en un ang

1. Le mol isoméirie vient du grec iso qui signifie méme el melron qui signifie mesure,
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~—4.6. Travaux dirigés

Le but de I'exerci
Points.

Ce qui suit est de démontrer qu'une rotation peut &tre définie par la donnée de quairg

!HIT Soit ABC un triangle équilatéral de sens direct, M le point du segment [CA] tel que

CM = = CA et M’ le point du segment [AB] tel que AM’ = + AB.

;u] g'muver une rotation qui transforme C en A et M en M. ;
n) émontrer qu'il n'existe aucune autre rotation transformant C en A et M en M',

3°) Démontrer qu'il existe une et une seule rotation transformant C en M’ et M en A.

Solution guidée

1_"‘} Le centre d'une telle rotation est nécessairemenl le point d'intersec-
tion des médiatrices de [AC] et [MM'].

La figure permet de conjecturer que la rotation de centre O, centre de
gravité du triangle équilatéral, et d'angle %ﬂ: convient.

* Démontrer que rig 2m transforme Cen A.
3 ——

* Démontrer que 'angle orienté [{Z“_K,ﬁ_ﬁ] a pour mesure 2—“.

B
* Démontrer, en utilisant la propriété fondamentale, que : (0. 45 (M) =M.

2°) Soit r’ une rotation transformant C en A et M en M.
* Quel est son centre 7

* Quel est son angle ?
¢ Conclure.

Pl g 3
3°) * Calculer la mesure principale de 1'angle orienté (CA,BA).
* Trouver une rotation transformant C en M’ et M en A,

* Démontrer qu'il n'y a pas d'autre rotation transformant C en M' et M en A.

WE XTI CICOS Eoss o s o s s

_______ h,«ia‘ﬁ'”ff”
Ad.a Soit O et A deux points donnés. Construire 4e Surla figure ci-contre,
I'image de A par la rotation de centre O d'angle OAB est un triangle 0
209, isocgle en O et ABCD
est un parallélogram-
4.b Démontrer que l'image d'un rectangle par une ?Et:nnslm' 1 int P
rotation est un rectangle. ’ B fphgo e Dengufa
. [H . 5 li g
Que dire de I'image d'un carré par une rolation rolalion de cenlre O
_ qui transforme A en B.
4.c Construire l'image de la drﬁlts (@) par la rota- 2. Démontrer que le tri- A B
lion de centre O d'angle — T angle BCE est isocéle,
o (@)
/ AF  surla figure ci-contre, L
ABCD est un carré de
centre O D
4.d ABCDE est un pentagone répulier de centre O et Al=H]=CK=DL,

et de sens direct. . '

1. Déterminer les images respectives des po{nts

A, B,C,DetE par I’application f « S{mJ suivie
.

g'eémla est la mature et quels sont les élé-

n;ents caractéristiques de l'application f7

112 Homothétie - Rotation
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1. Déterminer une rota-
tion qui transforme (A,
L] en(B,], K).

2, En déduire que le
quadrilatére . IJKL est
Un cCarré,
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ZExercices”

APPRENTISSAGE

[Homothéties

4 Traduire par des égalités vectorielles les
hrases sulvantes :

1.« M’ est limage de M par I'homothétie de centre O et
derapport 5 » 3
3. « Le point C a pour image D par I'homothétie de
centre § et de Tapport—» ;
3. « L'homothétie de centre I et de rapporl — 3 transfor-
me A en B .

2 Interpréter, en utilisant une homothétie, les
ggalités vectorielles suivanles :

—y

AG=4BA ; 2MN=—5MP 1—3;—11%:15-5;.

3 Soit h 'homothétie de centre | et de rapport — 2,
A", B', C les images respectives de A, B, C par h.
Compléter les égalités vectorielles suivantes :

= 18 ;:Ch=.08;AB=.. AB

B Soit A, B et C trois points deux a deux distincts.
Déterminer dans chacun des cas suivants le rapport de
I'homothétie de centre A transformant B en C.

— — —F
1. AC+3AB=0.
2, .ﬁé-—df’!;\ =0.
3. BG=2BA.
5 Soil A, B et Ctrois points deux & deux distincts
tels que AC =5 BC. Déterminer le rapport de :
1. I'homothétie de centre A qui transforme CenB:

2. homothétie de centre B qui transforme A en e
3. I'homothétie de centre G qui transforme AenB.

& On considére un trapéze ABCD de bases [AB] et
[CD] et M un point du plan, Construire I'image de M par
I'homothétie qui transforme A en G et BenD.

7 On considere la figure suivanie :

A B ' ) <
1. Trouver le centre de I'homothétie de rapport 3 qui
transforme B en C.
2. Trouver le centre de 'homothétie de rapport — 2 qui
transforme A en C. i
3. Trouver le centre de 'homothétie de rapport = qui
transforme A en B.

8 soit ABC un triangle, H son orthocentre, O le
centre du cercle circonscrit, [ le centre du cercle inscrit.
Une homothétie h transforme le triangle ABC en le tri-

e

9 Le plan est muni d'un repere (O, 1, J).
Soit M(:;) Calculer les coordonnées du point M', image
de M par I'nomathétie de centre O et de rapport 3.

10 Le plan est muni d'un repere (O, )

On considére l'application h du plan dans lui-méme,
qui A tout point M de coordonnées (x ; y) associe le
point M’ de coordonnées (- 5x ; — 5y).

Démontrer que h est une homothétie de centre O dont
on précisera le rapport.

11 Le plan est muni du repere (Q, )

On considére 'application h du plan dans lui-mé&me,
qui A toul point M de coordonnées (x ; y) associe le
point M’ de coordonnées (2x—1; 2y + 3).

}. Démontrer qu'il existe un unique point 1 tel que
W) =L

2. Démontrer que h est une homothétie dont on donne-
1a le centre et le rapport.

12 Le plan est rapporté & un repére (O, )
1. Soit f la transformation du plan qui & tout point M de
coordonnées (x ; y) associe le point M' de coordonnées
(- 2% +3;— 2y~ 8)
Démontrer que f est une homothétie dont on détermi-
nera le centre I et le rapport k.
2. Déterminer, en fonction de x et y, les coordonnées du
point M, image du point M par la transformation réci-
progue de f.

[Qotations

43 Soit OAB un triangle isoctle de sommet prin-

cipal O. tel que : Mes Eﬁ:&.ﬁﬁ] = %-

1. Déterminer les points :

roxa(A) et o, - maB).

2, Construire, a la régle et an compas, les points :
o, -malB) i romm® 5 T, sueiB)
1e, - s D) 1 T, asE(0) 1 (AL - awe)O):

14 Socit ABCD un rectangle tel que :
Mes (AB, AD) = T

Construire & la régle et au compas l'image de ce rec-

tangle par la rotation de centre A et d'angle 2—;-

15 Soit (A) une droite et O un point extérieur &
cetle droite.
1. a) Construire I'image (A") de (A) par le quart de tour
direct de centre O. On écrira et justifiera le programme
de construction,
b) Soit i un vecteur directeur de (A) et @’ un vecteur
directeur de (A'). Quelles sont les mesures principales
possibles de I'angle orienté (i, ") 1
2. Méme question avec le quart de lour indirect de

angle A'B'C', Définir les images des points H, 0, 1.

h
Scanned by CamScanner
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16 soit (a)
celle droite,

:-,- a) Construi‘re I'image (A"} de (4) par la rotation de
entre O et d'angle X, On écrira et justifiera lo pro-
gramme de construction.

b) Soit @ un vecteur directeur de (A) et &' un vecteur

directeur de (A"). Quelles sont Igs mesures principales
possibles de l'angle orienté (ir, «') ? .

2: Mémeanuesliuns avec la rotation de centre O et
d B.ﬂg‘lﬁ = T-

une droite et O un point extérieur A

17 Soit ABC un triangle équilatéral tel que :
—r —»
Mes (AB, AC) = —g— G son centre de gravité et A", B, C'

Ilesqmil;'eux r:n;.peclifs des segments [BC], [AC], [ABI,
« Quels s i

- MH]{A]O’? €S POINLS 1y, ny3)(C), r(a, rra)(B),

2. Déterminer le centre et l'angle d'une rotation qui
transforme A en B, B en C el C en A,

3. Construire les points P, Q et R tels que P= ris x/3)(C),
Q = ric, 7/3)(B), R = rig, yya)(A).

Démontrer que le triangle PQR est équilatéral.

) 18 Soit A et A’ deux points distincls et r une rota-
tion d'angle ist-Lransfmmanl. Aen A

Construire & la régle et au compas le centre de cette
rotation.

19 Soit ABCD un carré tel que Mes (AB, AD) = =,
On note E, I, G et H les milieux respectifs des segmenzls
[AB], (BC], [CD] et [DA].
1. Démontrer qu'il existe une rotation gui transforme A
en D et B en A. Délerminer son centre et son angle.
2. Démontrer qu'il existe une rotation qui transforme B
en D el A en A. Délerminer son cenlre et son angle.
3. Démontrer qu'il existe une rotation qui transforme A
en D et G en F Déterminer son centre et son angle.
4, a) Démontrer qu'il existe une rotation qui transforme
A en D et G en E. Délerminer son cenlre.
b} Soit o la mesure principale de son angle. Démontrer
que tan =%_ 3. En déduire, a l'aide d'une calculatrice,
une valeur approchée de o

20 Soit (@) et (2') deux droiles perpendiculaires.
1. Déterminer qualtre rolations qui transforment (3) en
{<p').
2. Quel est l'ensemble des centres des rolations qui
transforment (%) en (2') ?

@21 Soit ABCD un lrapéze isocéle de bases [AD] et
[BC] tel que : Mes [B_ﬁ ﬁ) = % .

A D

5n

12
B C

1. Trouver une rotation transformant Aen D et Ben C,

Préciser son centre et son angle.
2. Trouver une rotation transformant A en C et B en D.

Préciser son cenire.

114 Homothétie — Rotation
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09 Soit ABCD un carré tel qua.Mes{Eﬁ,Ab] " _;_-25
Définir lo centre et l'angle des rotations :
« Sgyp) SUIVIO de Sap) *
« Sip) Suivie de S50 "
« S(pp) suivie de Sipp)

93 Soit ABC un triangle équilatéral tel que

: i s

Mes lﬁﬁ.ﬂC] = -E- G son centre de gravité et A", B',
les milieux respectifs des segments [BCI, [AC], |AB].

Déterminer trois couples de d.mite; ((A), (A7) tels que Ja
(] n r ¥ M %

rotation de centre G et d angle T soit l'application

« By suivie de 54y 7.

28 Soit ABC un triangle équilatéral direct, (%)
san cercle circonseril, M un point de ACetIle point dy
segment [MB] tel que MI = MA. o
1.3Démonu"er que le triangle AMI est équilatéral.

2. Déterminer l'image de I par la rotation de centre A

transformant B en C.
3. En déduire que : MA + MC = MB.

Q5 Soit OAB un triangle nen isocéle tel que :
Mes (OA, OB) = % Soit 0,, O, les poinis de (OB) tels

que : 0,B = 0,B = OA. ‘

1. Démontrer que s'il existe une rotation transformant
A en B et (OA) en (OB), alors :

a) son centre est sur la médiatrice de [AB] ;

b) 'image de O est soil O, soit O,. . .

¢) En déduire que son angle a pour mesure 7 ou—
2. Démontrer qu'il existe deux rotations et deux seule-

ment transformant A en B et (OA) en (OB). Construire
leurs centres et donner leurs angles.

26 Le plan est rapporté au repére orthonormé
direct (0, 1, J).

Soit r la rotation de centre O et d'angle %. M un point
de coordonnées (x ; y) et I', J, M’ les images respectives
del,],Mparr.

1. Démontrer que le repére (O, I', ') est orthonormé
direct.

2. Démontrer que le point M' a pour coordonnées (v ;y)
dans le repere (O, ', ')

3. Exprimer, en fonction de x et y, les coordonnées de
M' dans le repére (O, I, ).

APPROFONDISSEMENT

: 27 Soit (3) une droite, A un point de (%) et B un
point de la droile perpendiculaire a (@) passant par A.
On construit le point C tel que : AC = 3 AB.

1. Construire la droite (%°), image de (@) par I'homothé-
lie de centre B et de rapport — 2.

2. Trouver le lieu des centres de toutes les homothéties
de rapport — 2 qui transforment (%h) en (@").

) 28 On considére deux carrés ABCD et MNPQ de
méme sens el lels que : (AB) // (MN]) et MN # AB.
1. Peut-on trouver des homothéties qui transforment le
premier carré en le second 7 Si oui construire leurs
cenlras,

2. En est-il de méme pour deux rectangles ?



e

99 Soit A un nombre réel strictement positif et
deux points 0 et O' tels que OO = 2R. On considere les
c::des (+¢) de centre 0O et derayon R et (€') de centre O'
on 2R

el gz;f‘g;&r qu'il existe deux homothéties h, et h, qui
:;aI'J-SfD rment (€] en (€7). Déterminer les rapports de ces
pomothéties el construire leurs centres.

g, Soit A et B lﬂs_pmms COMIMUNS 8uX cercles (6) et
(@), A, et A, les images respeclives de A par h, et h,,
B, ot B, les images respeclives de B par h, et h,. Quelle
oot la nature du quadrilatére A,B,A,B, ?

30 Droite d'Euler
Spit un triangle ABG, G son centre de pravité, H son
orthocentre et O le centre du cercle circgnscrit. Soit h
Jhomothétie de centre G et de rapport ——,

1. Déterminer les images par h des hauteurs du triangle
ABC.

2. Démontrer que les points O, G, H sont alignés.
Trouver la relation qui existe entre les vecteurs GH et
GO.

_Lgﬂrsque Je trinngle ABC n'est pas équilatéral, I'unigue
droite qui contient O, G et H es! appelée draite d’Euler.

31 On considére le trapeze ABCD de bases [AR)
et [CD). Les droites (AD) et (BC) se coupent en O et les
droites [AC) el (BD) se coupent en O'. Démontrer que la
droite (00') coupe les bases du trapize en leurs milieux.

3% Soit (@) et (@) deux droites paralltles, (A) et
(A"}, deux autres droites paralléles telles que :
s (@) &l (A) sont sécantes en A ;
« (@) el (A') sont sécantes en AL
1. Trouver le centre de 'homothétie de rappert 2 qui
transforme (@) en (@) el (A) en (A').
2. Déterminer le lieu des centres des homothéties trans-
formant (%) en (@) et (A) en (4],

33 Sur la figure ci-dessous, (%] et (') sont deux
droites paralléles, M et M’ sont deux points du plan,
Démontrer qu'il existe une unique homothétie transtor-
mant M en M’ et (2] en (2').

Construire le centre de cette homothétie.

M

{@)

{g\l]

M

34 On considere un triangle ABC. Une droite (4)
parallgle & (BC) coupe les cotés [AB] et [AC] en P et Q.
Déterminer la position de la droite () pour que l'aire du
triangle APQ soit égale & celle du quadrilatére PQCB.

A

PK\Q (8)

35 Soit (AB) un segment de milieu O. On consi-
dére les cercles (%) et (€') de diam@tres respectifs [AO]
et [AB]. Une droite passant par A coupe (€) en M et (8"
en N. Démentrer que M est le milieu du segment [AN].

36 Soit ABCD un parallélogramme et 1 un point
de la diagonale [BD]. La droite (Al) coupe (BC) en J et
(DC) en K. Démontrer que : IAZ = IJ x K,

37 Soil ABCun triangle. On construit extérieure-
ment & ce triangle le carré BCDE. La droite (BC) coupe
les droites (AE) et (AD) respectivement en P et Q. Les
perpendiculaires & (BC) en P et Q coupenl respective-

ment les cotés [AB] et [AC] en § et R. Démaontrer que
PORS est un carré.

38 soit A, B, C trois points non alignés. A tout

point M du plan, on associe le point M’ défini par :
3 ANr' — 2 ANt = BC.

1. Expliquer pourquoi & tout point M correspond un
point M’ unique. On définit ainsi une application fdu
plan dans lui-méme, Délerminer les images de A, B, C
par f.
2. Trouver un point invariant par f,

3, Démontrer que f est une homothélie dont on donne-
ra le centre et le rapport.

39 Soit ABC un triangle, A' le milieu de [BC], M
un peint de [AA'] distinct de A el A Les paralléles a
[AB) et (AC) passant par M coupent (BC) respective-
ment en P et Q. Démontrer que A’ est le milieu de [PQ).

&0 Soit un triangle ABC et H son orthocentre. On
note r le quart de tour direct de centre A et 7" le quart
de tour indirect de centre A.

1. Construire B', €' el C" tels que : B' =r(B), C" = r(C),
C'=r'(C).

2, Démontrer que (BC) est perpendiculaire a (B'C")

3. Quelle est I'image de la droite (AH) par I'homothétie
e centrs C' et de rapport 2 7

4, Damontrer que (AH) estune médiane du triangle AB'C'.

31 Soit ABC un triangle isocéle de base {BC1, O le
cenlre de son cercle circonscril,

1. Déterminer la rotation de centre O transformant A en
C. Quelle est 'image de B par cetle rotation ?

2. Soit M un point du segment [BG). La paralléle a (AC)
passanl par M coupe (AB) en D et la parallzle & (AB)
passant par M coupe (AC) en E. Démontrer que E est
I'image de D par telle rotation. En déduire que la

médiairice de [DE] passe par un point fixe quand M
parcourt le segment [BC].

B2 A l'extéricur d'un triangle direct ABC, on
consiruil les carrés ACDE, ABGF, BHIC.

1. Déterminer la rotation (ransformant le triangle ACI
en le triangle DCB.

En déduire que (Al) est perpendiculaire a (BD).

2. Démontrer que les droites (CG) et (AH) sont perpen-
diculaires.

3. Construire I'image du triangle AFE par le quart de
tour direct de centre A,

4. Démontrer que I'image K' du milieu K de (EF), par ce

quart de tour, appartient a la droite parallzle & (BC) pas-
sant par A.

En déduire que (AK) est une hauteur du triangle ABC.

—
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43 Soit (¢) up cercle de ca
ce cercle, A

toul point M de
tel que AMM: soil un trian
1. Vérifier que |

ntre O et A un point de
(%) on associe le point M'
gle équilatéral de sens direct.
: © point M’ est I'image du point M par la
rotation de centre A ey d'angle L.
2. Déterminer et construire le lieu des points M lorsque
M décrit [«),

B8 ABC et ADE sop deux triangles rectangles
isockles en A et orientgs dans le méme sens,
Démontrer que los drojtes (BD) et (CE) sont perpendi-
culaires et que BD = CE.

(On pourra remarquer que les points A, G, E sont les
Images respectives des points A, B, D par une transfor-
mation simple),

A

D

85 ABCD est un parallélogramme de sens direct.
On construit, extérieure

ment  ce parallélogramme, les
carrés ABEF et CDGH, puis le triangle OAD rectangle
isocéle en O.

o

H

1. Démontrer que les images des points A, B, F, E par le
quart de tour direct de centre O sont respectivement les
points D, G, C, H.

2. En deduire la position relative des droites (OE) et
(OH).

&6 Soit (€) un cercle de centre O, M un point de
(€) et A un point du plan,
Déterminer et construire |'ensemble des images du

point A par les homothéties de centre M et de rapport
— 2 lorsque M décrit (€).

B7 soit (€,) et [‘Gi] deux cercles de méme centre

O et de rayons respectifs A et 2R. Seil A un point de
('6,) et r la rotation de centre A et d'angle i;-
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i i triangle gny,:
t exercice est de construire un 1gle équ;.
ﬁ;-f;djﬁé tel que A et B appartiennent {ng}. e
appartienne & [€,]. '
‘lp Pmterminer et construire I'image (T) de (% ] p:a: "l
d:émonlrar que (T) et (6,) sont tangents en un poiny ¢,
2. Les cercles (€,) et ([) se coupenl en A et en .
dewxidme point B. Démontrer que le triangle ABC ast
équilatéral et calculer AB en fonction de R.

i herche & détermip
A8 Dans cet exercice, on ¢ : &
toutes les applications du plan dans lu,1-méme transfop.
mant toute droite (@) en une droite (2') paralldle 3 (%),
Soil f une telle application.

ue toute droite (3) est sa Propre image
;azo}‘ %]éllggiirgr que [ esl I'application 1dentjq1ue du
plan. (Pour tout point M du plan, on pourra considérer,
les images de deux droites sécc:n!es en M}.'. '
On suppose dans la suite de lénnnce_ quil existe upg
droite (%) dont l'image (©') par f est -’:‘Ilﬂf-ﬁmﬂﬂt'pﬂallé-
le & (@). Soit A’ et B' deux points d;shnc.ts de (9" et‘,q ot
B deux poinls de (@) telles que flA) = A’ et fIB) = B,
2. Démontrer que A et B sont distincts.

3. On suppose dans celle question que (AA') et (BB
sont sécantes en un point O.

a) Démontrer que (AA) et (BB’) sont leurs propres
images par f.

b)En déduire que O est invariant par [ et que O est dis-
tinct de A at B,

¢) Soit M un point du plan n'appartenant pas a (AA).
Démontrer que l'image M' de M par f est le point d'in-
lersection de [OM) et de la droite paralléle & (AM) pas-
sant par A'.

d) Seit M un peint du plan appartenant & la droite (AA')
privée de O. Démontrer que 'image M’ de M par festlg
point d'inlersection de (OM) et de la droite paralléle 3
(BM) passant par B',

&) Déduire des questions précédentes que f est l'homo-
thétie de centre Q appliquant A sur A",

4. On suppose dans cetts question que (AA') et (BB
sont paralléles,

a) Démantrer que AR = Eﬁ'.

b} Soit M un point du plan n'appartenant pas & (AB) et
M’ son image par f. Démontrer que MM' = AA', (On
pourra considérer les images par f et par la translation
de vecteur AA’ des droites (AM) et (BM]).)

¢) Soit C un paint dy plan n'appartenant pas 2 la droite
(AB) et C' son image par /. Soit M un point du plan
SrParienant & (AB) privée de A, Démontrer que les
droites (AM) et (CM) ne sont pas confondues, En rai-
sonnant comme 3 la question précédente, démontrer
que MM' = AQ',

d) Quelle est I'application f %

3 Quelles sont les applications du plan dans lui-méme
qul transforment toute drojje en une droite qui lui est
parallgle 7




Géométrie
de I'espace

Dcms le premier cycle, on a découvert quelques propriétés de
géométrie de I'espace & l'occasion de ['étude de cerfains solides.
Cette année, nous allons adopter une présentation axiomatisée
qui compléte cette étude,

MR

SN
.. . \
-

1. Positions relatives de droites
et de plans de I'BSPACE «..ruwmumssssssissesreees

Q. Etude du parallelisme ..o
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__ 1 Positions relatives de droites

o

T

" _etde plans de I'espace
—l.1.. Introduction

s

[
C
—— e

mEmmmm Un peu d'histoire

On peut dire qu'Euclide, mathématicien grec qui a vécu vers 295 av. J.- C. et fondé I'école mathématique
d'Alexandrie, est le législateur de la géométrie. Deux philosophes grecs, & peu prés contemporains (vers
350 av. J.- C) s'étaient intéressés & la démonstration. « Savoir ¢'est connaitre par le moyen de la démons.
tration » écril Aristote (384 - 322 av. J.- C.) qui met en place les fondements de la logique. La facon dont |
doit se dérouler une démanstration est décrite par Platon (427 - 347 av. ].- C.) dans « la République » « ]

constate que la démonstration s'appuie sur des « 6léments connus » ou supposés tels, dont on déduit Jes
résultats cherchés,

Mais que doivent tre ces « éléments connus » ? Euclide dans ses « Eléments de géomeélrie », qui est son
ceuvre universellement connue, pose les fondements de sa géométrie (la géométrie E“fmdle‘?ng] En‘chm-
sissant ces paints de départ appelss axiomes. Dans le langage actuel, on dit qu'il a axiomatisé la géomé-
trie,

D'autres choix d'axiomes peuvent conduire a la géométrie euclidienne ou 2 d'autres géomeétries dites non
euclidiennes comme les géométries de Riemann (1826 - 1866) ou de Lobatchevski (1793 - 1856).

emmm=m Axiomatisation de la géométrie de I'espace

Pour les besoins de ce cours, nous avons choisi les axiomes qui suivent,

L'espace % est un ensemble infini de points admettant des sous-ensembles infinis appelés droites et
plans qui satisfont aux axiomes suivants.

: (A1) Par deux points distincts A et B de €, il passe une droite

unique notée (AB). \A\-\

(A2) Par trois points non alignés A, B et C de %, il passe un plan
unique noté (ABC).

* - B
(A3) Si A et B sont deux points distincts d'un plan (2), / “c /

alors (2) contient la droite (AB).

(A4) Tout plan (?) partage I'espace ¢ en deux demi-espaces %, Z( “A\
et €, non vides tels que : 5 B

« €,, %, et (?) sont deux a deux disjoints ;

A1
*E, U U@ =%; L
i il Ay
* si A et B sont deux points de ¢, alors €, contient [AB] : \
* si A et B sont deux points de %,, alors €, contient [AB] ; / \c
« si A et B sont des points appartenant respectivement 3 ¢ 2 1

et ¢, alors [AB] et (?) ont un unique point d'intersection G

(A5) Les théorémes de géométrie plane sont vrais dans tout plande B}/'

I'espace. By
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Remarauss

o Les deux d:;l;};?fsepsu;ez (3 5;}%&?; :;ntjrvenam dans (A4) sont appelés demi-espaces ouverts de frontiére
(@) Les :‘;‘ oim-s‘:l e 2 '@J s?nt appelés demi-espaces fermés de frontiére (@).
o Lorsque deux p ppartiennent 'un ¢ €, 1'aulref1‘£2, on dit qu'ils sont de part et d’autre du plan

(@),

1.2.. Positions relatives d'une droite et d'un plan
Propriété e o T '

Ftant donné une droite (2) et un plan (), les différentes positions relatives sont :
(1) (@) est incluse dans (P).

(2)  L'intersection de (2) et de (P) est réduite i un point,

(3) (@) et () sont disjoints,

(1) e (2) - 3)

S bRikcommuns ! 1 seul point commun ': Aucun point commun

(%)

yd

A

L}
(@) C () (@) N (@) = (A} @) N (@) =2

Démonstration
Si les cas (2) et (3) ne sont pas réalisés, alors () et () ont en commun deux points distincts A et B,
d'aprés I'axiome (A1) les droites (@) el (AB) sont conlondues et, d'aprés l'axiome (A3), (@) est incluse

dans (%),

Cetle propriélé justifie les définitions suivantes.
" 4 Harhel Bt

Définitions | e i
(1)  On dit qu'une droite () est paralléle a un plan (?) lorsque (%) est incluse dans (?) ou

lorsque (@) et (%) sont disjoints. |
(2) On dit que le plan (%) est sécant 3 la droite (@) au point I lorsque l'intersection de (@) et de

() est réduite au point L.
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~—1.3. Positions relatives de deux plans
Propriéte

Etant donné deux plans (%) et (2), les différentes positions relatives sont :
(1) (@) et (9) sont confondus.

(2)  Lintersection de (@) et (2) est une droite.

(3) () et (2) sont disjoints.

(M) - 2 | 3) BT
_3 peints communs non alignés| 2 points communs disfincts ! : Aucun point commun

Y A
A 7

@) = @) @) N (@) = @) / @N@=0

Cette propriété est admise. Elle justifie les définitions suivanies.

Définitions

(1) Deux plans confondus ou disjoints sont dits paralléles.

(2) Deux plans non paralléles sont dits sécants, leur intersection est alors une droite.

__1.4. Positions relatives de deux droites

pmzm=m Droites coplanaires, droites non coplanaires

L'axiome (A4) permet de justifier I'existence de 4 points non copla-
naires’.

Un solide a quatre sommets (non coplanaires) est appelé tétraddre.
Soit ABCD un tétragédre. Démontrons que les draites (AC) et (BD)
sont non coplanaires.

Raisonnons par l'absurde. Si un plan contenait les droites (AC) et
(BD), il contiendrait les points A, B, C et D. Ce qui est contradictoi-
re. Donc (AC) et (BD) sont non coplanaires.

Deux droites non coplanaires sont disjointes.

e
1. Coplanaire signifie « situé dans un méme plan »,
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Fik

pémonstration
) et (@) deux droites non coplanaires. On veut démontrer que (@) et (%) sont disjointes.

it (2
e ar I'absurde el supposons que (2) et (2’) ont un point commun 1.

Raisonnons P r
si (@) et (&) omt-1in S0k’ POILE GOt ], alors (@) et (B') sont confondues.

« Supposons que I est le seul point commun a (D) et (2'). Soit ] et K deux points distincts de I, appar-

{gnant respectivement a (%) et (2'). D'aprés les axiomes (A2) et (A1), 1, ] et K sont non alignés et défi-

nissent un plan. D'aprés Iaxiome (A3), (2) et (%') sont contenues dans (IJK).

Dans les deux cas, on a démontré que (D) el (B’) sont coplanaires, ce qui est contradictoire.

Donc (@) et (@') sont disjointes.

gugm=m  Résultats @ retenir

On déduit des propriétés précédentes et de I'axiome (AS5), le tableau suivant donnant les différentes posi-
tions relatives de deux droites.

‘ (@) 9*“':913'} sont ! Em—y [_E'-I:] et (&) sont coplanaires
non coplanaires (é8) et (%') sont () et (9') sont confondues ou
' sécantes dans (#) | strictement paralléles dans ()

b G @Y
. |

|

@) N (@) =B (@) N (@) = (1) (@) N (D) =D ou (D) = (D)

Les propriétés précédentes justifient les définitions suivantes.

Définitions. i ¥ e v |

(1)  Deux droites sont dites paralléles lorsqu'elles sont confondues ou bien lorsqu'elles sont
coplanaires et disjointes.

(2)  Deux droites sont dites sécantes lorsque leur intersection est réduite & un point.

Eemargue

Deux droites disjointes ne sont pas nécessairement paralléles, elles peuvent étre non coplanaires.

Géométrie de I'espace
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eammmm  Détermination d'un plan

Propriétés
(1) 1l existe un seul plan contenant trois points non alignés. ﬁ

(2) 1l existe un seul plan contenant une droite et un point g

extérieur a cette droite.

(3) Il existe un seul plan contenant deux droites sécantes. E
(4) Il existe un seul plan contenant deux droites strictement ﬁ—/
o

paralléles.

Démonstration
(1) C'est l'axiome (AZ).

(2) Deux points distincts de la droite et le point extérieur délinis
Ce plan contient bien la droite d'aprés l'axiome (A3).

(3) On se raméne au cas précédent en choisissant sur l'une

(4) Cela résulte de la définition du parallélisme de deux droites et de (2).

sent un plan unique d'apres (A2),

des droites un point extérieur a l'autre,

__1.5. Travaux dirigés. Section plane d'un solide

Considérons un pavé droit ABCDEFGH en bois (fig. 1).

On décide de scier le « coin » B suivant les chemins [I]] et [IK].

Une fois le « coin » tombé, il reste le solide de la figure 2.

Les faces rectangulaires ABCD, ABFE et BCGF ont pris les formes indiquées sur la figure 3.

Une face supplémentaire apparait sur le solide (qui n'est plus un pave) ; c'est une face triangulaire : la

face IJK.
On l'appelle section plane du pavé ABCDEFGH par le plan (IJK).

fig. 1 fig. 2

EmEEmn Soit un tétraédre SABC et trois points distincts des som-

mets du tétraédre tels que

1e[SAl;J€IBCl;KE [AC] ; (JK) est non paralléle a (AB).

1°) Justifier que les points I, J, K définissent un plan (?) sécant aux
quatre plans contenant les faces du tétraédre.

2°) Construire sur la figure en perspective ci-contre la section plane du
tétraédre par le plan (9) ; on justifiera cette construction.
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Solution

1°) L] Kh%%ﬁnif:fgéil:;eré u:ulﬁl:i S]. &En effet, s'ils étaient aligngs, 1 appartiendrait & la droite (KJ) donc
g e @ roite (AD, appartiendrait au plan (ABC), ce qui est exclu pui
SABC est un tétraddre. » € qui est exclu puisque

ost un point commun a (%) et (ABC), I appartient & (%) et
sont sécants.
On démentrerail de méme que (?) est sécant aux plans (ABS), (ACS) et (BCS)

2°) On va successivement déterminer les intersections de {?} avec cha

cammenpﬂnf Pﬂ'r JIES fﬂces sur !ﬂsque”ES on a Je F.}US CI.E' renSEignemems, Pour CEI’G. a chaque é!apg' an

i b sizgnfeuzgﬁe;létt:;ﬁ;es Pﬁgfms' 4a plan (?) appartenant & une méme face. On sait que deux
lans séca P une aroite. Donc les intersections de (#) avec les faces du tétraédre sont
qu plus, quatre segments. . . ;

n'appartient pas & (ABC). Donc, (?) et (ABC)

cune des faces du tétraédre, en

S
s (ABC) contient : A, B, C, J, K. |
(@) contient : T, ], K. 1
Donc : (ABC) N (P) = (JK).
« (SAC) contient : §, A, C, I, K. n k
(®) contient : I, ], K. 5
Donc : (SAC) N (P) = (IK). r g

« (SAB) contient : S, A, B, L.

(®) contient : 1, ], K.

1 est donc un point commun & (SAB) et (@) .

Cherchons un autre point commun & ces deux plans.

Les droites (JK) et (AB) du plan (ABC) se coupent en un point H qui est
donc commun a (%) et (SAB),

Donc : (SAB) N (%) = (IH). ;

Dans le plan (SAB), la droite (IH) coupe le segment [SB] en un point M
qui est donc commun & (%) et (SBC).

* (SBC) contient : §, B, C, ], M.
(P) contient : [, ], K, H, M.
Donc : (SBC) N (%) = (IM).

* La section plane recherchée est la région du plan () délimitée par le
quadrilatére convexe MIK].

L]
s E XCICICS B i o i o

l.a  Soit une pyramide régulidre SABCD a base car-
rée ABCD, de centre O. Soit M un point de
[SQ]. Déterminer lintersection de la droile
(AM) avec le plan (SBC).

]-b Soit ABCDEFGH un pavé', M, N, P des points
distincts des sommets appartenant respective-
ment & [AE], [BF], [CG] tels que (MN) et (NP)
ne sojent pas paralléles aux arétes. Justifier que
les plans (MNP) et (ABC) sont sécanls et
construire leur intersection,

1.
Un pavé est un solide 4 six faces dont chacune est un porallélograinme.
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|

—2.1.. Parallélisme de deux droites

Propriété ]

; D)
Par un point donné de l'espace, il passe une et une !rl!lfle droite ___[___________-—
paralléle a une droite dunné'e?. ﬂ

Démonstration

Seit A un point et () une droite de ().

* Par définition, deux droites paralléles qui ont un point commun sont confondues, donc si A appar.

tient & (%), alors (0] est 1'unique droite de (%) passant par A et parallgle a (9).

* Si A n'appartient pas a (2), il existe un plan (?) unique contenant A et (@). Toute droite
A et parallale 4 (9) sera contenue dans (2). Dans le plan (2),
la propriété suivante : il existe
ainsi démontrée,

Po riete' 2

Passant par
d'aprés I'axiome (A5), on peut appliquer
une et une seule droite passant par A et paralléle a (%). La PTOpriété gst

v - et 3 ~ . = r l
Si deux droites sont paralléles, tout plan coupant I'une coupe (%)X \{;‘5 )
l'autre.

Cette propriété est admise.
Proprieté’3d

Deux droites paralléles 4 une méme troisiéme sont paralléles
entre elles.

(%1,) < (%,)
Démonstration guidée i
Soit (,), (,) et (,) trois droites telles que (@,)//(@,) et ’
(2,)//(%,). On cherche & démontrer que (D,)//(%,). e 1 K LA
* Vérifier que la propriété est vraie lorsque deux des droites Raie ,‘ __,--"'#
(@,), (2,) et (%,) sont confondues, _/-‘K

Nous supposerons dorénavant les droites (@,), (@,) et (@

2) deux & deux distinctes,
Soit A un point quelconque de (@

») el (P) l'inique plan contenant (@,) et A,

* Démontrer en utilisant la propriéts 2 que si (P) est sécant a (@
¢ En déduire que les droites (@,) et (%,) sont coplanaires,

* A l'aide d'un raisonnement par l'absurde, démontrer que si les droites (2,) et (@
sécantes, alors la propriété 1 est contredite.

o) alors (%) est sécant & (@,) et a (B,).

;) du plan (%) sent
* Conclure.
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2.2. Parallélisme d'une droite et d'un plan

Prop riéi’é 1

Une droite (2) est paralléle & un plan (@) sj et seulement si 1] existe dans (%) une droite parallale a (2).

(D)

Démonstration guidée

» Vérifier que la propriété est vraie lorsque () est incluse dans (@),

Nous supposerons dorénavant que (%) ne contient pas la droite (). A( — /

Démontrons d'abord que si () contient une droite (a) paralléle &
(@), alors (D) est parallgle a ().

« Démontrer que le plan (2) conlenant ()
() el (2).

« Démontrer que si (2) et (?) avaient un point commun, il appartiendrail & (A).

et (4) est sécant a (#) et déterminer l'intersection des plans

* Conclure.

Réciproquement, démontrons que si () est paralléle 4 (), alors (%) contient une droite (A) parallzle a ().
Soit A un point quelconque de (2) et (2) le plan contenant (%) et A.

* Démontrer que les plans () et (2) sont sécants,

Soit (A) leur droite d'intersection. |

* Démontrer que (2} et (A) sont disjointes.

¢ Conclure.

Eemargue

Au cours de la démonstration, on a établi que si une droite (%) est paralléle @ un plan (), toute droite
paralléle a (%) et passant par un point de (P) est incluse dans (P).

Propriéte'2

- Si une droite (2) est paralléle 4 un plan (%), alors toute droite paralléle a (2) est paralléle a (2).

(2"
Démonstration i
. Sz ___—'—"‘_'——_'-_—__—_-
Soit (3') une droite paralléle a (). D'aprés la propriété précédente, le

plan (2) contient une droite (A) parallitle a (%) done & (2'). On déduit /(-—’—’{—i)‘_’/
o

de la méme propriété que (@) est paralléle a (2).

emarque

Deux drojtes paralléles ¢ un méme plan (P) ne sont pas nécessairement paralléles entre e
elles (Cf, figure ci-contre). '

Une droite parallale a deux plans sécants est paralléle a leur droite d'intersection.
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Démonstratlon

Soil (%) une droitg
(A). On veut démo

d'aprds la remarqu
sant

paralldle & deux plans (%) et (2) sécants suivant
ntrer quo (%) et (A) sont paralldles. Soit A € (A),
10 qui suit la propriété 1, la paralldle a (2) pas-
par A est incluse dans (@) et (2). Cette droite est donc (4).

—2.3.. Paraliélisme de deux plans
Proprietés]

Deux plans sont paralléles si et seulement si 'un contient deux droites paralléles a I'autre et
sécantes entre elles,

Démonstrati 5
. tion quidée /M ) /(f_\.) B
* Vérifier que la propriété est vraie lorsque (@) el (2) sont confondus. -

Nous supposerons dorénavant que () et (2) sont distincts. /
* Démontrer que si (2) et (2) sont parall@les, deux droites sécantes arbi- A(
traires () et (A) de () sont parallgles a (2).

Réciproquement, on suppose maintenant que (?) contient deux droites

sécantes (2) et (A) paralldles a (2),

* Raisonnons par I'absurde. Supposons que (?) et (2) sont sécants suivant une droite (%') ; & l'aide de
la propriété 3 § 2.2, démontrer que (2) et (4) sont paralléles a (@)

* Conclure.

Propriétei2ig

Deux plans paralléles a un méme troisiéme sont paralléles entre eux.

Démonstration / /

Soit (?,) et (?,) deux plans paralléles & un plan (%,), (@) et (A) deux
droites sécantes incluses dans (?,). Démontrons que les plans (2,) /
et (?,) sont paralléles. Raisonnons par l'absurde ; s'ils étaient

sécants, d'aprés la propriété 3 § 2.2, les droiles sécantes (%) et (A) /uj{ W

seraient paralléles 2 la droile d'intersection de ces deux plans.

Ce qui est une contradiction avec le fail qu'elles sont sécantes.

Par un point donné de I'espace, il passe un et un seul plan paralléle a un plan donné.

Démonstration | &p{
" L] L3 . - {Al]
Soit () un plan et A un point . Choisissons deux droites sécantes (%) et

..................

(A) dans (®). Soit (') et (&") les droites respectivement parallales 4 (a) o (A)
et (A) passant par A. (2') et (A') sont sécantes en A (cf. conséquence du /g >§

§ 2.1). Le plan (2) déterminé par les droites (2') et (A’) contient A et

deux droites sécantes paralléles a (%). Donc (2) est parallzle & (?) d'aprés la propriété 1.

1l reste a démontrer que (2) est unique. Soit (2°) un plan passant par A et paralléle a (®). (2) et (2") sont
paralleles d'aprés la propriété 2. Ayant A en commun, ils sont confondus. (2) est donc unique.
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§i deux plans sont paralléles : ! -

(1) tout plan sécant & l'un est sécant & Pautre et les droites //,,'—:Fi}"/
d'intersection sont paralléles ;

2 toute droite paralléle i I'un est paralléle a I'autre :

(3) toute droite sécante & l'un est sécante 3 l'autre,

2.4, Travaux dirigeés

EEEEEEE 1. Dans la figure ci-contre, ABCD est un
de A et B.

1) Démontrer qu'il existe un seul plan (?) passant par I el paralléle A

aux droites (BD) et (AC). |

2°) Construire les points d'intersection respectifs J, K et L de () avec

les droites (AD), (BC) et (CD).

3°) Démontrer que IJLK est un parallélogramme. b

tétragdre et | un point du segment [AB] distinct

Solution guidée

1°] » Démontrer que le plan (%), s'il existe, contient les droiles paral-
leles & (BD) et (AC) passant par L

* Démontrer que ces deux droites définissent le plan qui convient.

2°) » Démontrer que les plans () et (ABD) sont sécants, et que leur droite d'intersection est parallele
i (BD).

* En déduire la construction de J.

* Déterminer de méme les intersections du plan () avec les plans (ABC) et (ACD).

* En déduire la construction de K el L.

3°) # Justifier que I, ] et K sont non alignés.

* Démontrer que les droites (IK) et (JL) sont paralliles.
* Démontrer que (KL) est parallele a (BD).
* Démontrer que les droites (I ]) et (KL) sont paralltles,

* Conclure que IJLK est un parallélogramme.

A
SRS 2. Soit (@) et (9) deux plans strictement paralldles’, /x '
AetB deny points distincts de (?) et C un point de (2).

II:} Démontrer que les plans (2) et (ABC) sont sécants et détermi- E
er legy droite d'intersection (A). K C /

L8
Aetement parallale signifie paralléle et disjoint.
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:é::asjzut:sn "N point de (4) distinct de C tel que (BD) et (AC) soient
que (Hl(]m'l i H K un point de (2) non situé sur (A). Démontrer
3% Dé est sécante a (%) en un point I n'appartenant pas a (AB).

monftrer que {M] et [KC] d'une part, [KD] et (BI) d'autre part
sont paralléles

"

Solution Suidée

1°) » Démontrer que (ABC) est sécant a (%),

* En déduire que (ABC) est
léle a (AB).

2°) »

sécant & (2) suivant une droite (A) paral-

Démontrer que H n'appartient ni 4 (2) ni & ().
* En déduire que (HK) est sécante a (2) puis a (2).
* Démontrer que (HK) est sécante & (ABC) en H.

* En déduire que I n'appartient pas A (AB).
3°) »

Démontrer que (ACK) est sécant & (2) suivant une droile que
l'on déterminera.

* Démontrer que (ACK) est sécanl & (%) suivant une droite que 1'on
déterminera.

* En déduire que (Al) et (KC) sont parallgles.

* Procéder de méme pour démontrer que les droites (KD) et (BI)
sont parallgles.

BEESIT==3 3. Soit () un plan, (3) une droite sécante i (P) et
ABCD un parallélogramme dont les sommets n'appartiennent
pas a () et tel que (2) soit sécante & (ABC). Les droites paral-

leles a (%) passant respectivement par A, B, C et D coupent ()
respectivemenl en A', B’, C' et D',

On cherche a4 démaontrer que A'B’C’D’ est un parallélogramme,
1°) Démontrer que les points A’, B’, C' et I}’ ne sont pas alignés.
2°) Etudier la position relative des plans (ABA’) et (CDC') puis
celle des plans (ADA’) et (BCB').

3°) Conclure que A’B’C’D’ est un parallélogramme.

Solution guidée

1°) * Démontrer que si les points A", B’, C' étaient alignés, alors la droite () serait parallgle au plan (ABC).
* En déduire que les points A’, B, C’ sonlt non alignés.

2°) » Démontrer que les plans (ABA') el (CDC') sonl paralldles,
* Etudier de méme la position relative des plans (ADA’) et (BCB").
3°) = Démontrer que les droites (A'B') et (D'C’) sont strictement parall2les,

* Démontrer de méme que (A'D’) et (B'C’) sont strictement paralliles,

« Conclure.

Bemargue

L'application de (€) dans Iui méme qui, a tout point M de (%), associe Je point d’intersection M’ de (?)
et de la droite passant par M et paralléle a (3) est appelée projection sur le plan (@) parallélement d la
droite (%).
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4. Sur la figure ci-contre, les points A,

p appaﬂie"-“en' au plan (?) et ne sont pas ali-
H'és le point S n'appartient pas a (), et Jes points
i’] @', C' appartiennent respectivement aux droites
(5A), (5B) et (SC).

Les points A’, B, C sonl-ils alignés 7

Solution

si les points A", B', C' étaient alignés, alorg le point
$ et la droite passant par A', B', C' déterminerajen
un plan (%) qui contiendrait les points A, B.C.
Ces trois points appartiendraient & I'interse ction
des plans sécants [#) et (9] et seraient donc alj-
gnés, ce qui est faux.

ME Xercices Erosrrrr s

e
e

2.0 Soitun tétrazdre SABC, T le miliey de [BC). Par

2.b

2c

un point M de [SA], on méne la paralléle (A) 2
(A1),

1. Démontrer que la droite (A) est sécante ay
plan (SBC).

Z. Démontrer que la droite (4) est incluse dans
le plan (SAI).

3. Construire, sur une figure en perspeclive, le
point d'intersection N de (A} avec la face SBC,
On justifiera la construction.

On considére deux plans strictement paralliles
(%) et (2). Soit A et M deux Points distincts de
(2), B un point de (2), I un point du segment
[AB] distingt de A et B,

Démontrer que la droite {IM) est sécante au
plan (3). Caonstruire, sur une figure en perspec-
tive, l'intersection de la droite (IM) avec le plan
(2). On justifiera la construclion,

R‘?P_fnduire la figure ci-dessus et construire la
Section du cube ABCDEFGH par le plan pas-
"4t par le point I et paralléle au plan (PQR).

Scanned by CamScanner
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Soit un pavé ABCDEFGH.

Soit I et ] les ceritres respectifs des parallélo-
grammes ABCD el BCGF,

1. Démontrer que la droite (I]) est sécante au
plan (EFG).

2. Construire, sur une figure en perspective, le
point d'intersection de la droite (1]} et du plan
(EFG). On justificra la construction.

! i S

e

Sur la ligure ci-dessus, [1]] est un segment de la
face ADCD el |LK] un segment de la face EFCH
du pavé ABCDEFGH,

Les points 1, ], K et L sont-ils coplanaires ?

M el N sonl des points
situés respectivement
sur les faces ABFE et
DHGC du cube.

Consiruire la section
de ce cube par le plan
parallele 4 la droite
(BC) et contenant les
points M et N,

RAmmAbela d. u__
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Exercices

Perspective cavalicre

On reverra les r&

4 gles de la perspective cavalidre
presentées dans |

& premier cycle.

1 Représenter sur une feuille non quadrillée un

cube de 7 oy d'aréte en perpective cavalitre avec
a=060""gl k =—2a..

2 Représenter sur une feuille quadrillée (0,5 % 0,5)
une pyramide réguliére, & base carrée de 6 cm de cots,
et de hauteur 10 cm en perpective cavaliére avec o = 45°
eth= 22

3 La figure ci-contre Al

est le début de la repré-

sentation en perspective

cavalitre d'un prisme

droit dont une base est le

triangle ABC et dont une

aréle latérale est le seg- A

ment [AA']. Achever cette

représentation. B
Lorsque les dimensions

d'un solide ne sont pas

connues le code (o, k)

n'a pas a étre précisé, ¢

B Le parallélogramme ci-dessous est la représen-
tation en perspective cavalidre d'un carré situé dans un
plan horizontal. Déterminer, par le calcul, le code de
cette perspective cavaliére, c'est-a-dire l'angle des
fuyantes et le coefficient de réduction. [AB], vu de face,
est dessiné en vraie grandeur,

D

A 4 B

5 ABC est un triangle équilatéral de célé 6 cm.
1, La figure ci-dessous est la représentation en perspec-
tive cavaliére de ce triangle, lorqu'il est situé dans un
plan horizontal , le cété [BC] étant vu de face,

A
3

8 3 H 3 ¢
Préciser le code de celte perspeclive cavaliire.
2. Représenter ce triangle en perspective cavalidre avec
le code (o0 = 45°, k = -%- ), lorsque la hauteur [AH] est

verticale el vue de face, le support du c6té [BC) est per-
pendiculaire au plan vertical de face. -

130 Géométrie de l'espace

‘\\'

[Démonstration de proprigsg,

A\

& Soit une droite (%) et un point A n'a
pas & (@). Soit (?) le plan défini par (2) et A,
n'appartenant pas au plan (2).
Démontrer que les droites (2) et (AB) ne sont pas copla.
naires.

PPﬁﬂBnam
B un pojy

7

Sur la figure ci-dessus, SABCD est un tétraédre, L gg
un point de JSA[, M un point de ]JSC[ et N un point de
|SBI.

Les droites (MN) et (BC) se coupent au point H, les
droites (NL) et (AB) se coupent au point I, les droites
(LM)] et (AC) se coupent au point J.

Démontrer que les points H, I et ] sont alignés.

8 Soit un cube ABCDIJKL. A, D, X définissent un
plan ().

1. Démontrer que ] appartient & (@),

2. Démontrer que les centres des faces ABJI et DCKL
appartiennent a (P).

9 SABCD est une pyramide, de sommet S, de
base le parallélogramme ABCD ; O esl le centre de cetie
base. Soit J le milieu de l'aréte [SA]

1. Démontrer que les droiles (CJ) et (SO) sont sécantes.
On désignera par K leur point d'intersection.

2. Démontrer que les triangles SAG et SDB ont méme
centre de gravité,

10 Soit un prisme droit ABCDEF, 3 bases triangu-

laires ABC et DEF. 1 et ] sont les milieux respectifs de
[AC] et [DF).

1. Déterminer la nature du quadrilatére IBE].

2. Soit O le poinl d'intersection des segments [IE] et
(B Les droites (AO) et (FC) sont-elles sécantes ?

Détermination
d'intersections

Pour chaque construction demandée on donnera U7
Programme de construction justifié.

11Sur la figure ci-dessous les points A e B

appartiennent 4 (%), les points C et D 1[‘-‘3PPﬁm‘mj(]j,ﬂﬁl
Pas & (), les droites (AC) et (BD) sont sécantes en O

Py




g

ire le point d'inter-
C;l::!;l;;-f]“g: la droite [CD) et
]

du plan ().

12 ABCD est un
tétraddre. L est un peint
de la droite (BD), M un
point du segment [CD] et
N un point de la face ABC,
ces trois points n'élant pas
alignés. Construire la sec-
ion du tétragdre ABCD
par le plan (LMN].

13 On considére un tétraddre SABC, Soil E, F, G
des points distincts des sommets respectivement situgg
sur les segments [SA), [SBI, [SC]. On se place dans le
cas o les droites (EG), (EF), (FG) sonl sécantes ay plan
ABC).

{1. Démontrer que les plans {EF(G) et (ABC) sont sécants
selon une droite (A). Construire cette droite sur la figure.
2. Soit O le milieu de [EG]. Démonlrer que la droite
(SO) est sécante au plan (ABC). Construire le point K
d'intersection sur la figure.

4. Soit P le centre de gravité du triangle BFG,
Démontrer que la droite (SP) est sécante au plan (ABC)
Construire le point I d'intersection sur la figure,

18 On considére un pavé ABCDEFGH, Soit I un
point de la face ABFE, et ] un point de la face DCGH
(voir figure). On se propose de construire sur la figure
en perspective proposée, le point d'intersection P de la
droite (I]} avec le plan (BFH).

1. Les droites paralléles a (AE) menées respectivement
par | et | coupent respectivement les segments [EF] el
(GH] en I' el J' et les segments [AB] et [CD] en 1" et J”.
Démontrer que le quadrilatére 1"I']']” est un parallélo-
gramine,

2, Démontrer que les segments [HF] et [I'T') se coupent
el construire leur poinl d'intersection O sur la figure.
3. En déduire la construction de P.

@ 15.(]" considére un tétraddre SABC et un plan
Mj défini par trois points M, N, P tels que :
CISATetM# A, M«
::l Ne sont pas situés sur les aréles du tétraddre ;

Ppartient 4 |a face SBC et P 3 la face SAC ;
[MP} et

ISC] . (SC] sont sécantes en [ exlérieur au segment

(Mp

[*"'l'Z:I]rEt (AC) sont sécantes en R appartenan! au segment
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1. Démontrer
du tétraddre,

2, Construire, sur une figure en perspective, la section
plane du tétraadre par le plan (2).

APPROFONDISSEMENT

16 Soit un pris-
me droit ABCIJK & base
triangulaire. On e !
Teprésente en perspec-
tive cavaligre de sorte
que la fagce ACKI soit
de face et que la base
soit représentée par un
triangle ABC dont les
dimensions sant
AB=25¢cm; -
BC=35cm: AT T
AC = 5,5 cm. A ~c

que le plan (2) est sécant aux quatre faces

il o e o

La hauteur [Al] du prisme est de 7 cm.
Sur les arétes [Al], [B]] et [CK] , on place trois points E,
F,Gtelsque[E=1¢cm ,JF =35 cm et KG = 2 cm. Ces
trois points définissent le plan (EFG). Soit M un point
de [Al]. Déterminer T'intersection du prisme avec le
plan (?) passant par M, paralléle 4 (EFG) dans les cas
suivanls : LIM=3cm;

2, IM =5 cm.

17 1. Construire un octagdre régulier de 6 cm
daréte daprés le patron ci-dessous. Déterminer le
nombre de faces, d'arétes, de sommets de ce solide.

2. Dessiner ce solide en perspective cavaligre.

(o et k sont laissés & l'appréciation du dessinateur.)

_.\\
a————. '

18 Soit une pyramide SABCD telle que la base
ABCD est un parallélogramme de centre O,
Une droite (3) siluée dans le plan (ABC) tourne autour
du point O. Lorsqu'elle n'est pas parallzle aux cétés du
parallélogramme, elle coupe respectivement (AD) et
(BC)en M et N, (AB) el (CD) en P o1 QQ.
Déterminer la section de la pyramide par le plan défini
par les droiles sécantes (A) et (SO). On distinguera les
cas: M E JAD[ ;M= A ;M =D ; M extérieur & [AD],

19 Soit un prisme droit ABCDEFMNPQRS ayant
pour base un hexagone régulier. Soit O le centre de la
base ABCDEF,

1. Démontrer que les portions de plans définies par les
triangles SFC, DQA, REB ont pour intersection un seg-
ment [OT] donl on précisera 'extrémité T,
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2. Démontrer que les droites (QA), (RB), (SC), (MD),
(NE) et (PF) sont concourantes.

20 Une pyramide de sommet S a pour base un
parallélogramme ABCD de centre O. On désigne par et
J les milieux respectifs des arétes [SB] et [SC].

1. Quelle est la nature du quadrilatére AIJD ? Soit P le
point d'intersection des diagonales [A]] et [DI] du qua-
drilatére AIID.

2. Soit I' et J' les intersections avec le plan (ABC) des
paralléles & (SO) menées par I et J. Préciser leur posi-
tion sur le plan de base,

3. Démontrer que P appartient 2 (SO).

4. Déterminer l'intersection du plan (Al]) et de la droi-
te (SQ).

21 On considere un pavé droit ABCDOPQR. Soit
E le centre de la face PQRO et I le centre de la face
CDRQ, M le milieu de [RD] et N le milieu de [OR].

1. a) Déterminer le point d'intersection F de la droite
(BE) avec le plan (ADR).

b) Déterminer le point d'intersection ] de la droite (BI)
avec le plan (ADR).

¢) Démontrer que D, R, F sont alignés, ainsi que O, R, J.
2. On donne AO =q, AD = a.-".;., AB=h.

a) Dessiner en vraie grandeur la face AORD (on prendra
a = 4 cm pour le dessin), Placer sur la figure les points
M,N,F]J.

b) Démontrer que le triangle AMN est rectangle,

3. Soit ¥ le volume du pavé et v le volume du tétraddre
BAFJ.

a) Calculer V et v en fonction de a et h.

b) Vérifier que FV =B

22 Soit un pavé ABCDEFGH, P le centre de Ia
face ABCD.
1, Déterminer le point I, intersection de la droite (HP)
avec le plan (ADF),
(On pourra s’intéresser a I'intersection des plans (ADF)
el (DBF)].
2. a) Dessiner, en vue de face, HFBD., Placer P et .

b Calculer D

(On pourra considérer les triangles IPD el [HF,)
3. a) Déterminer le point ], intersection de (EP) avec le
plan (ADF).

b) Démontrer que : :

AD - 3-

23 Soit SABCD une pyramide régulidre & base
carrée ABCD, I le milieu de [AB], ] le milieu de [CD] et
O le centre de ABCD.

1. a) Déterminer la section X de la pyramide par le plan
() contenant (I]) et paralléle & la face SAD,
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b) Quelle est la nature de la section X ?

2. On donne AB = 2a et OS = 2. Calcyler lorg
des aires de I et de SAD. Ppg

28 soit un pavé ABCDEFGH. On gy i
faces de ce solide sont des parallélogra e ;;tl
dans des plans deux & dau.af paralléles. M egy un p;EGE
du plan (ABC) strictement intérieur au parg)) logs int
me ABCD, N est un point du plan (ADH)
intérieur au parallélogramme ADHE,

1. Démontrer que les trois points A, M, N défnisse,
plan. Démontrer que ce plan est sécant 3 chacyp d";
plans supports des faces du pavé.

2. Dans chacun des trois cas suwants., construire g,
figure en perspective proposée la sectlc?n du pavg par o
plan (AMN]. On justifiera la construction,

er
H 1 cas G
I]/‘\‘
=

S‘Iiﬂlemeni

25 Soit un pavé ABCDEFGH.
Soit M un peint de la face ABCD et N un point de la
face ADHE, comme l'indique la figure ci-dessous.

1. Démontrer que le plan (AMN) est sécant au plan
(ADG). Construire leur droite d'intersection sur Ja fig"
re reproduite & une plus grande échelle.

2. Démontrer que la drojte (MN) est sécante au plan
(ADG). Construire leyr point d'intersection sur 12
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Dans 1 3 ' Lt -
ce chapire, opres avoir précisé la notion de nombres

réel fnrd .
r":" nous Irev.rss:'r B quelques régles de calculs, quelques pro-
Prietes sur les inégalités et la notion de valeurs approchées d'un |

nombre réel,

i
|
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:
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8.  Valeurabsolie iimenmassaesaamsirmaatame 146

_

— i

Ensemble des nombres réels 135

!canhed by CamScanner



—— : osera qu'une unité d
Dans ce chapitre et pour toutes les constructions géometriques, on sUPp = ¢ fo“gl!eur

a été choisie dans le plan.

Nombres rationnels et irrationney

—1.1.. Nombres rationnels

Soit (%) une droi ie d'un repére (0.I). s .

On d(irg qu‘undrgél:;g: Tzi ::l:nsnlrjucﬁt(:-le si on peut construire, en utilisant uniquement une régle gt
compas, le point de (@) d'abscisse x. :

Dans les classes antérieures, on a vu que les nombres entiers relafjfs sont Consn}lmﬁ}%s ] 1211.11 Nombye
entier relatif n est représenté par le point obtenu en reportant é.'l'aldf: du compas rE} I ois la lst?ne? 0l
! a partir de O (sur la demi-droite [OI) si n est positif, sur la demi-droite opposée a [OI) si n est négatif),

——

o |
= (2)

e .y I.'l. .

-3 -2 -1 0o 1 2 3 4 5

* a ‘
Un nombre est rationnel lorsqu'il peut s'écrire sous la forme : 53 odla€ZetheEN*1,

Démontrons que ces nombres sont constructibles.
Soit i;— un nombre rationnel strictement positif.

* Construire sur (@), & la régle et au compas, les "
points Ay, Ay, o B d'abscisses respectives 2, 3, ..., l
a dans le repére (0,1).

* Sur une droite (@), sécante en O avec (9), placer

un point B, distinct de O ; construire ensuite, & la By

régle el au compas, les points B,, B, ..., B, d'abs- B,

cisses respectives 2, 3, ..., b dans le repére (O,B,). /(

* Construire enfin, a la régle et au compas, le point - . (@)
d'intersection M de (%) et de la droite parallele & o MI Ag Ag

(ByA,) passant par B,. Of

* Que vaut le quotient des distances —L 7

* Que vaut la distance OA, ? 1

¢ A l'aide du théoréme de Thalés, démontrer que : OM = % ;

rer qu'on peut se ramener au cas précédent en

(27

Si % est un nombre rationnel strictement négatif, démont
construisant le symétrique de M par rapport 4 Q.

En déduire que tout nombre rationnel est constructible,

—-1.2. Nombres irrationnels

Nous donnons dans ce paragraphe un exemple de nombre constructible qui n'est pas rationnel : 2.
memmm=m Construction de | 2

D'aprés le théoreme de Pythagore, la longueur de I'hypoténuse d'y
triangle rectangle isoctle de coté 1 a pour mesure /2 '

Pour construire sur (%) le point d’abscisse |2, o ;

H . y 01
triangle rectangle OIK isocéle en I. Le cercle de cei{t]r?g‘:tt 5{011(: un
I'hypoténuse de ce triangle recoupe la de €Tayon

; mi-droit §
d'abscisse /2. e [OI) au point M

M__, fg'}
1. M* désigne I'ensemble des nombres entiers natirels nt;n nuls 1 / i
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— Irrationalité de [ 2

sons que ﬁ soit un nombre rationne].

ks _g_ = fz— . On en déduit que : a2 = 2h?. er une fraction irréductible % telle

es tableaux suivants donnent le chiffre des unitgs de a2

nombres a et : et de 2b2 en fonction du chiffre des unités des

Chiffre des unitgs

0 1 2
at 0 1 4 9 6 5 : ; 3 T
Chiffre des unités
b 0 1 2 3 4 5 5 = = =

2 & i .
a® = 2b° ne peut étre vrai que lorsque a et b se terminent par 0 ou lorsque ¢ se termine par 0 et b par 5.

Dans les deux cas, a et b seraient alors tous les deux multip] - G : a
est irréductible. iples de 5, ce qui est contradictoire puisque %

ﬂ.insl,]m V2 était un nombre rationnel, on aboutirait 4 une contradiction. J2 est donc un nombre irra-
tionnel.

- La méthode de démonstration précédente est appelée raisonnement par I'absurde.

. Son pr‘il:lCipE! est le suivant : pour démontrer qu'une proposition (p)? est vraie, on prouve que
- la négation de cette proposition (non p) est fausse.

Pour cela :
— on suppose que (non p) est vraig ;
- on cherche a en déduire une proposition (q) que I'on sait fausse.

Ainsi, lorsque l'on y parvient, on aboutit 4 une contradiction et on a démontré que (non p) est
fausse, c'est-a-dire que (p) est vraie.

Exemple
Dans la démonstration précédente :
(p) : « 2 est un nombre irrationnel » ;

(non p) : « /2 est un nombre rationnel » ;
(q) : « il existe une fraction irrédugtible —%, ol a et b sont tous deux multiples de § ».

E emargue

Parmi les nombres irrationnels, il en existe qui ne sont pas constructibles, par exemple le nombre w. Ce

résultat fut laborieux a obtenir. ;

En effet, le probléme de la constructibilité de m, connu sous le nom de qr.'mdm!ure du cerc{e. préoccupa
de nombreux mathématiciens depuis I'antiquité jusqu’au Xix° siecle. C'est un df-:s pmbfeme.‘f les P{W
célébres de Ihistoire des mathématiques et un de ceux qui ont fait couler Ie plus d’encre. Ce n'est qu’en

1882 que Lindemann le résolut complétement en démontrant que T n'est pas constructible.

—1.3. Ensemble des nombres réels

L'ensemble des nombres rationnels et des nombres irrationnels est appelé I'ensemble des nombres réels

et est noté B, 11 posséde les propriétés suivantes :

~ & tout point M d'une droite (%) munie d'un repere (O,1),
¢ abscisse du point M dans le repere (O,1) ;
- réciproquement, pour tout nombre réel x,
se dans le repare (0O,1).

on peut associer un unique nombre réel appe-

il existe un unique point M de (2) admettant x pour abscis-

2. Une proposition est une phrase qui est soit vraie, soif fausse.
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Autrement dit, 'applicati i ; ' isse dan
tion de @) dallls Egi.phcanun de (@) dans R, qui A tout point associe son abscisse dans (Q,]), est une by,

0 | M @

o 1 x R
des nombres réels positifs, c'est-2-dire I'ensemble des abscisses des poings g, la

On note R+ I'ensemble
demi-droite [O1).

On note [F_E— l'ensemble des nombres réels négatifs, c'est-2-dire 'ensemble des abscisses des points dely
deml-d}-mte opposée a [OI).

On a donc : R+ UR-—=R et R+NR-={0).

De méme, on note respectivement R”, R+ et R- 'ensemble des nombres réels non nluls. I'ensemb]e deg
nombres réels strictement positifs et 'ensemble des nombres réels strictement négatifs.

Rappelons qu'on désigne par :

* N l'ensemble des nombres entiers naturels ;

* Z I'ensemble des nombres entiers relatifs :

* Q l'ensemble des nombres rationnels.

Par définition de ces ensembles, ma: NCZCQCR.

—1.4. Travaux dirigés

OHOOmETTE 1. Utiliser le raisonnement par l'absurde :
1°) pour démontrer que |3 est un nombre irrationnel ;

2°) pour démontrer que 2 + 3, J'ﬁ; 2 et #31 g sont des nombres irrationnels.

Solution guidée “

1°) S'inspirer de la méthode utilisée pour démontrer que |2 est irrationnel.
2°) On pose A = 2 + /3. Exprimer /3 en fonction de A.

A l'aide d'un raisonnement par l'absurde, démontrer que A est un nombre irrationnel.
Procéder de méme pour les deux autres nombres,

EODET 2, Démontrer que si a est un nombre réel (a > 0) constructible, \'E est constructible.
Solution guidée ’
Soit [AB] un segment de longueur a.

* Tracer a la régle et au compas le point C de la demi-droite [AB) tel que:AC=a+1.
¢ Tracer un demi-cercle de diamétre [AC],

M
La droite perpendiculaire en B a (AC) coupe ce
demi-cercle en un point M,

o

« Justifier que : mes BAM = mes BMC.

: _BM_BC
* En déduire que : BA ~BM i 1
« Conclure. A [

__1.5.. Rappel sur les calculs dans R

Les définitions et propriétés de ce pumgm;fhe ont été données dans le premier cycle pour les nombres
rationnels ; elles s'étendent aux nombres réels. Nous les rappelons sans justification.
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p— Quotients

Déﬁnition

Snit a un nombre réel, b un nombre réel non ny|.
e qunu-t de a par b est 'unique nnmbre réel x tel que : bx = q,
Remarque

% n'a de sens que si b+ 0,

On le note : -g-.

Propr Ié!és
Pour tous nombres réels a, b, ¢ et d tels que b et d ne soient pas nuls, on a : !
ad + be A ] :

@ Frg=Tr @ fxg.oge £-L cad=be ;

| side plus c#0,

6|~

(4)

ppeEm== Puissances

Définition

~* Soit @ un nombre réel, n un nombre entier naturel non nul.
'Onpose: a"=axaxax.. Xa.
1 L >

w
n facteurs

-Deplussia;to,onpuse:a‘"=ln eta’=1.
[£4

 Pour tous nombres entiers relatifs m, n et pour tous nombres réels non nuls a, b, on a :
(1) a™ q" = @Mt (2) ﬁ_’:lt =amn; (3) [@a™) = gmn :
- a" si i
(4) (ab)™ = a" pn : (5) (%) g: : (6) (~a)"= 'T est pair
: - a” si n est impair.

BEmem™ Racines carrées

Soit @ un nombre réel positif.

la est I'unique nombre réel positif dont le carré est a.

: Rernargue

Ja n’a de sens que si a est positif.

Propriétés

Pour tous nombres réels positifs a, b et pour tout nombre entier naturel n, on a :

‘fl Jab = [q : \g [sr b#0) ; (3) ()" =Jan.

!/
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Remarque

la+b est en général différent de Ja + /b ; par exemple : |9 416 # o+ 16 .
Propriéte
Pour tout nombre réel positif a et tout nombre réel x, on a :

=g & x:,E oux:-—y‘E-

ME Xercices R T o R o A

l.a  cCalculer les nombres suivants en présentant et & l'aide de puissances entidres de nombyeg

les résultats sous la forme « la plus simple pos- PETREERS 359 4\, fay’
sible » : 2°x14° ; $h (T)X(T)
131 4 .8 4 -7 §
372 6 ' 5 Jgp ° 11 132 1.d Tcrire les nombres suivants sous la forme
10-3 a + b/n , ot a et b sont des nombres rationpglg
_400, 175 ., & etn €M
05 18000 ' 107 1.3 1
24 ] II .|r i
; 1-5 3-5 1
1.b  Soit 4, b et ¢ trois nombres réels deux a deux { . o T
distinets. Simplifier les expressions suivantes :
a i b 3 ¢ ; 1.e 1, Mettre les nombres réels 4 + 2/3 et 9 - 45
la—b)la-c) (b—a)lb—-c) [(c—a)ic—h) sous la forme (a + b/c)? oll a, b et ¢ sont des
L o B 3 nur]gbrﬂs entiers.
i 2. Ecrire les nombres suivants sous la forme
la-b)la=c] (b-a)lb-¢)  (c-alc _J b) a + bc, o1 a, b et c sont des nombres entiers :
1.c  Ecrire les nombres suivants sans dénominaleur \{4 +‘2\,-"5 5 1{ 9—-45 .
1

/

OFdre g R
. 2.1. Inégalités dans R .

Nous avens utilisé dans les classes précédentes des relations du type « est in férieur ou égal & ». L'objet
de ce paragraphe est de définir ces relations et de rappeler leurs propriélés.

mommm=m Définitions et propriétés immédiates

Soit a et b deux nombres réels ;
+ a est inférieur ou égal a b signifie que b - a est un nombre réel positif ;
» a est strictement inférieur a b signifie que b — a est un nombre réel strictement positif.

REH’IEI’QUE

< et > sont les symboles d’inégalités larges ;
< et > sont les symboles d'inégalités strictes,
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’ | Prop I'lé'lés _
I . tous nombres réels a, b et ¢, on a : '

Pour
1) asda;
(2] ash et bSﬂzﬁﬂzb;

(3) a<h et b<c = ac<e.

Remﬂ rque

Seule la propriété (3) reste vraie pour les inégalités strictes.

mume==a Ordre et opérations dans R

Toutes les propriétés suivantes restent vrajes sj on
tés stricles correspondantes.

Propriétés

remplace partout les inégalités larges par les inégali-

Soit a et b deux nombres réels.
(1) Pour tout nombre réel c : ash

= a+c<b+ec
(2) Pour toul nombre réel c 20 : ash = ac<be
Pour tout nombre réel c <0 : as<h = aczbe.
(3) En particulier : a<h = —az=-b
Proprietes
(4) Pour tous nombres réels a, b, c et d : as<betc<sd = a+c<b+d.
(5) Pour tous nombres réels a, b, c et d positifs : ashetcsd = ac<bd. &
EEI‘I’IBI’QUE
1l n’existe pas de régle pour « soustraire » ou « diviser » membre @ membre deux inégalités ; I'inégalité |
obtenue peut en effet étre vraie ou fausse, comme le prouvent les exemples suivants : F
253 p 2 J 256 2 6
- = & omd » -y . e B
{155 mais 2-123 EEIIEE. {355 et 2-3<6 5&1355.

Propriétes

(6) a<h e a?<b?; (Na<h o Jasih,

: o 1 1
Pour tous nombres réels « et b strictement positifs:  (8)> a<b & Py

Pour tous nombres réels a et b posilils :

mammmm Partie entiére
On admet que, pour tout nombre réel v, il existe un unique nombre entier relatif n vérifiant n<x<n+ 1.
Cette propriété est illustrée par la figure suivante :

O I M (@)

Sp =3 =8 =1 @& 1 9 3 x4 5 TR
oil (B) est une droite munie d'un repére (O,1). Le point M de (3), d'abscisse x, est situé entre deux points

de (%), d'abscisses entigres conséculives netn + 1.
Par exemple :
8<87<9 ;:3<n<4 ;

Définition :
La partie entiére d'un nombre réel x est le nombre entier relatif n vérifiant: n<x<n + 1.

_2<—-2<-1 ;0s0<1 ; -65-57<-5 | —4s-n<-3

Elle est notée E(x).
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Exemples
E(8,7)=8: E(n)=3; E(-2)=—-2; E(0)=0; E(-57) =-6; E-m)=-4

—2.2., Travaux dirigés

mummmmn 1. Comparaison de nombres

| Comparer les nombres réels suivants :

1 o 5 .7 . 3 3 . ;.8 . 8 .. 97
1]7etiﬁ B e A 78
2°) 5/13 et18 ; L 1 _ ; 2-2[7 et2-303.

17 % 12/2 '

Solution guidée

Selon les cas, on choisira une technique de comparaison parmi celles rappelées ci-dessous :

M Pour comparer deux nombres réels, on peut :

~ les comparer 4 un nombre intermédiaire ;

— étudier le signe de leur différence ; .
— s'ils sont strictement positifs, comparer leurs carrés, leurs racines carrées ou leurs inverses, |

=k

EE!!!B[QUE

Dans la comparaison de deux nombres réels, il peut étre intéressant d'utiliser la calculatrice pour conjec-
turer ou vérifier le résultat.

mumE== 2. Encadrement d'une somme, d'une différence

Soit a et b deux nombres réels vérifiant: b<a<b+1 et 3<b<5,
Donner un encadrement de a + b et de a - 25b.

Solution guidée

Poura +b:
17 méthode 2¢ méthode
' Démontrer que : 3 < a < 6, Démontrer que : 2b <a+ b < 2b + 1.
. En déduire que: 6 <a + b < 11. Démontrer que : 6 < 2b ot 2b+1 < 11.
En déduire que: 6 <a + b < 11.
Pour a - 2b:
1" méthode 2° méthode
Démontrerque:3<a <6 el —10<—-2b< -8, Démontrer que i —~b<a—2b<1-b.
En déduire que : =7 <a—2b <0, Démontrerque: —5<—b ot 1—b <— 2. -
En déduire que : =5 < ¢ — 2b < — 2. '

e d_onnent des encadrements distincts pour a - 2b. On choisira le second qui fﬂur.m'f :
un résultat plus précis. |

Pour encadrer une somme, on peut ajouter membre 4 membre los inégalités de méme sens o
nant l'encadrement de chaque terme de la somme.

' §
Pour encadrer une différence, on peut : .
- — encadrer le premier terme ;

- —encadrer l'opposé du deuxi®me terme ; |
- —ajouter membre & membre les inégalités de méme sens ainsi obtenues. | 4
. f‘
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gemssmn 3. Encadrement d'un prodyit, ¢

un quotie
t b deux nombres réels vérifiant . q -

Soita € a+h l<a<2et-5<p< _g
Donner un encadrement de ~—p =
Solution guidée |
1" {Eémoj: ath 1 1 2° méthode
Vérifier que : HI{ la 5 Démontrer que : 2 < — (a+b)<4.
ue:=— <— <1, 5

Démontrer q 2 a . Démontrer successivement que:4 <—ab< 10
Encadrer successivement : — b, — — ot 1 . el 1 c_ 1 < 1

5 1 _a+b 4b b W "
En déduire que ; - < ah - S En déduire que : _;_ <t +bb &%

a

Pour encadrer un produit, on peut utiliser

positifs et multiplier membre 3 membre l&s

chaque facteur du produit,

Pour encadrer un

positifs et : [

—encadrer le numérateur : |
| — encadrer l'inverse du dénominateur : ' | |
| —multiplier membre & membre les inégalités de méme sens ainsi obtenues.

glef'. encadrements o ne figurent que des nombres
inégalités de méme sens donnant I'encadrement de |

quotlient, on peut utiliser des encadrements oil ne figurent que des nombres

mER=== 4. Partie entiére et encadrement, approximations décimales

1°) Soit x un nombre réel. :
a) Démontrer que : x -1 < E(x) < x. '
b) Démontrer que : - —;— <x-E(r+ %] < —;- ‘E
2°) On donne = 3,141 592 653 5... |

a) Vérifier que :

3 3 '!
Efllg:; 7) et E[“:t;? +1 sonl respectivement les approximations décimales '
d'ordre 3 par défaul et par excés de . i

b) Exprimer de méme les approximations décimales d'ordre 5 par défaut et par excés de n en fonc- '
tion de E(105x). |
3°) Soit x un nombre réel et m un nombre entier naturel. ]
I

|

E(10™x) E(10™x)+ 1
Unp°53:d=_'['i'0T elc:T

Que représentent e et d pour le nombre réel x ?

Solution guidée

1°) a) Poser n = E(x) et utiliser les inégalités : n <x<n+ 1.

- e
e ————

i Vi 1
b) Poser p = E(x + %] et utiliser les inégalités : p S x + 5 <P+ 1L

o . E(10%x) E(10%1) +1
2 - o _—
) a) Vérifier que e 3,141 el 103

= 3,142, J
3°) Démontrer que : d sx < e et e —d= 10" Conclure. ' l
!

UnNEES L'objet de ce travail dirigé est de constater que I'intervalle [0 ; 1] contient une infinité
de nombres irrationnels.

On considére I'ensemble A des nombres de la forme g,/2 o1t g est un nombre rationnel strictement com-
A /
Pris entre 0 et f.

') Démontrer que A est inclus dans [0 ; 1.
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5 A sontd
2°) D émontrer, & I'aide d'un raisonnement par I'absurde, que tous les éléments de €S Nompy,
irrationnels, i dé

3°) Sachant que I'intervalle |0 ;1[ contient une infinité de nombres rationnels, démontrer gy, y
contient une infinité d'éléments.

Solution

/2

. . = t{] < < —_ H
1°) 8i x est un élément de A, il existe un nombre rationnel g tel que : x qﬁ e <7

en multipliant les membres de cette inégalité par /2, on obtient : 0 <x < 1. . it

Ainsi, tout élément de A est 6lément de [0 ; 1] et I'ensemble A est inclus dans l'intervalle [0 ; 1].

e .
2°) Si x est un élément de A, il existe un nombre rationnel non nul g tel que x = gq/2, donc |2 = X

q
Par conséquent, si x était un nombre rationnel, /2 le serait aussi, ce qui est faux ; le nombre x est

donc irrationnel. Ainsi, tous les éléments de A sont des nombres irrationnels.

3°) L'intervalle ]0 ; —‘é—[ contient une infinité de nombres rationnels ; de plus & deux nombres ratiop-

nels distincts de cet intervalle correspondent deux éléments distincts de A. L'ensemble A contient
donc une infinité d'éléments.

Pour démontrer qu'un ensemble A est inclus dans un ensemble B, il suffit de démontrer que
tout élément de A est élément de B. En effet :

[(ACB) © xeEA=xEB)

BESESES 6. Soit p et g deux nombres rationnels tels que p < g ; nous allons construire un nombre
irrationnel compris entre p et g.

Soit k un nombre irrationnel compris entre 0 et 1.

1°) Démontrer que k(g - p) est un nombre irrationnel compris entre 0 et g - p.
2°) En déduire que p + k(g - p) est un nombre irrationnel compris entre p et g.
Solution

qu k= k(q _P]

= L]

donc si k(g = p) était un nombre rationnel, k le serait aussi, ce qui est faux ; k(g - p)
est donc un nombre irrationnel.

Deplus:0<k<1 =

0< klg—-pl< g-p carp < q.
2°) Ajoutons p a chaque membre de l'inégalité précédente, on obtient : p < p + k(g - p) < q.
De plus k(g - p) est un nombre irrationnel, donc p + Ie(q — p) 1'est aussi.
0] K | P M Q
0 ko1 p ) lq
B ] *=p+k(qg-p)
q-p

—2.3.. Majorant et minorant, maximum et minimum
d'un ensemble
Définitions
Soit A un sous-ensemble? non vide de R,
* On dit qu'un nombre réel AL est un majorant de A si Jl est ok 5 game .
B T dorable qui sdmety et maior;s superieur ou égal a tous les éléments

* On dit qu'un nombre réel m est un minorant de A si m est inférieur ou égal A tous les sléments de A
Un ensemble qui admet un minorant est dit minors,

3. Un sous-ensemble d'un ensemble E est une partie de E,
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Exeﬂ"P’Bs J kgt gt .
7 Qet R ne sont ni ma]ll?r s i minorés. N est minoré par 0, - 1, - n, mais n'est pas majoré.
: Soit @ un nombre réel, l'intervalle }- « ; a[ 4 est majoré par a mais n'est pas minors.

emargue
Un sous-ensemble mﬂ}?ﬁ' (respectivement minoré) de R admet une infinité de majorants (respectivement
[minorants). E1 effet, si Ml est un majorant (respectivement m est un minorant), tout nombre supérieur @

M (mspectil’emﬁﬂf inférieur G m) est aussi un majorant (respectivement un minorant).

pefinifi

Soit A un sous-ensemble non vide de R.

. Lorsqu'il existe, le plus grand élément de A est appelé maximum de A.
 Lorsqu'il existe, le plus petit élément de A est appelé minimum de A.

Exemples

« Toute partie finie’ de R admet un maximum et un minimum.

« Les maximum et minimum du segment [0 ; 1] sont respectivement 1 et 0.

« Soit x un nombre réel ; E(x) est le maximum de l'ensemble des nombres entiers relatifs inférieurs ou
ggaux a x.

« Soit @ un nombre réel ; l'intervalle ]- e ; a[ n'admet pas de maximum.

Démontrons-le par 'absurde. Supposons que ]- = ; a[ admette pour maximum le nombre réel Al

M appartient & - ; a[ donc : M < a. :
—“—%—ﬁi appartient  l'intervalle J4t ; al, on a : M <%"u <a. T il E ~ R
]

F—'Z,‘-ﬂ— est donc strictement supérieur a [l et appartient a J—- o ; al,
ce qui est contradictoire puisque it est le maximum de ]- = ; al.

Donc }- o= ; @] n'admet pas de maximum.

B emarques

* Lorsqu’il existe, le maximum (respectivement le minimum) d'un sous-ensemble de R est unique.
« Soit A un sous-ensemble non vide de R et M un nombre réel. M est le maximum (respectivement le

minimum) de A si et seulement si M est un majorant (respectivement un minorant) de A appartenant

aA.
espectivement minoré) de R n'admet pas nécessairement de maximum

* Un sous-ensemble majoré (T
[respectivement minimum)] ; I'intervalle ]« ; a[ ci-dessus en est un exemple.

2.4, Travaux diriges

EEEESTT Soit A I'ensemble des inverses des nombres entiers naturels non nuls,

1°) Démontrer que 1 est le maximum de A. o
2°) Démontrer que I'ensemble A est minoré, mais n'admel pas de minimum.

Solution guidée
1¢) » Démontrer que 1 appartient a A.
; 1
* Soit n un nombre entier naturel non nul. Démontrer que : —= £1.

* Conclure.

———
4. Les intervalles Jo ; af , Je— ; al, Ja ; —[ et fa ; -] seront désormais notés J—es;afl , == al Ja:+={et [a;+ =]

3. Une partie finie d'un ensemble est une partie qui contient un nombre fini d'éléments,
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2°) * Démontrer que 0 est un minorant de A,

* Supposer que A posséde un minimum m ; 1
i ; lque:m= =
~ justifier 'existence d'un nombre entier naturel non nul n tel q =
o L1 ,
justifier que : g EA: 1
— démontrer que : S |

— conclure.

ME XETCICeS Brr s s A7~ o 770

2q oAl _ : 2e Ondonne:1,414</2<1415
Cn-mgarer. 4 170.5 et 4-8/11 ; 1.732 < /3 < 1,733 et 2,236 < |5 < 2,237,
et — : 5 les meilleures approximations dge;
. 1. Donner les ) éci-
5 -2 2-3 males que l'on peut obtenir pour chacun deg
nombres :
2b  Trouver un encadrement de /17 aprés avoir cal- I 15 . J5— J3 . J2+ 3
culé (4,1)% et (4,2)% biy7? N
2. Vérifier les résultats a I'aide de la calculatrj.
2.c 1. Calculer (3 - 232 Comparer les nombres ce.
11-6{2 et 3-3.
2. Comparer les nombres 1 — /5 et \,’IE -2[5, 2f  On considére I'ensemble B des nombres réels
puis les nombres +/(x - J0)2 et - J10. pouvant s'écrire sous la forme = r-: i oil n st
un nombre entier naturel quelconque.
2.d  Ondonne: 1,732 < {3<1,733 et 1. Démontrer que B admet 0 pour minimum.
- 2,719 <a<—2,718. 2. Démontrer que B est majoré par 1 mais qu'il
@ 1. Donner un encadrement de a,/3. n‘admet pas de maximum.
2. Donner un encadrement de a®.

e T e e T e g £ o et g e g e

__Valeur absolue

La valeur absolue a été définie en troisiéme en terme de di 1
bsolue a été ¢ e distance. Cette notion est I'objet ci- ;
nouvelle définition ainsi que d’un approfondissement. objet ci-apres d'une

—3.1., Définition et propriétés
Définition

Soit a un nombre réel. Le plus grand des deux nombres réels a ot a est appelé valeur absolue de

a et est noté |a|.

Exemples ,
«|[7-2|=(7-2 car  2-J7<0<(7-2
e3—m=n-3 car J-nm<0<n-3.

E emarque

Cette définition est équivalente & celle donnée en classe de troisiém
; e.
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Prop I'iétés
tous nombres réels a, b et tout nompye

Pour réel strictement Ppositif r, on a ;
(1) a2 0; ) al=0 a=0;

@)lal= [ al; [4l]al={ asi ax0

= < awbiena=_h; -a si a0

(10) |a + b| < |a| + |b| (inégalité triangulaire) ; (1) laj<sr & -r<ac<r,

© =l ) ab] = Jo]
; L L :
(8)Sib#0, J‘EI']E[‘ (9) Sib=o, |%H§}; El

—

Démonstration

Nous démontrerons seulement les propriétés (10) et (11), les autres étant admises,
(10) Par définition de la valeur absolue, on a ; ¢ < la ;b <

Donc:a+b<lal+ b et ~(a+b) <|d| + [b).

—=

|-‘5J;—a5|a]:—bs|bj.

——= =

|a + b| étant le plus grand des deux nombres g +Det-

(@ + b), on déduit des deux inégalités précé-
dentes que : |a + b| < |a| + [b].

e

(11) L'inégalité a| < r signifie que le plus grand des deux nombres a et —

a est inférieur ou égal a r, ce )
qui équivaut a dire que les deux nombres a et —

a sont inférieurs ou égaux a r. !

asr
—asr E f
-T 0

Onadonc:|d<r c::{

@
1
T

= —-rsasr,

—3.2. Distance de deux nombres réels

mEmmmn Définition

Soit x et y deux nombres réels.

Le nombre réel |x - y| est appelé distance de x et y. = : ~ R

Remarque

Soit (3) une droite munie d'un repére (O,1). Pour tous points M et N de (%), d"abscisses respectives x et EL
4ronavu en classe de troisieme que : MN = |x - y|. Ceci justifie le terme employé. :

BEmmmm Valeurs approchées
Définition |

Soit x et y deux nombres réels et ¢ un nombre réel strictement positif,
Y est une valeur approchée de x a € prés  signifie que |x - yl<e.

Onnote : x = Yy d e prés ; le nombre ¢ est appelé incertitude de cette valeur approchée,
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Exemples 1 appartient & cet intervalle
* 1,166 < % <1,167 ) - - damplitude 0,001 —

; £ ; R
Peut étre illustré par le schéma ci-contre : 1,166 (167

donc tout nombre réel y de I'intervalle [1,166 ; 1,167) est une valeur approchée de & 81073 prag,

* 3,141 59 < 1< 3,141 60, donc tout nombre réel de 'intervalle [3,141 59 ; 3,141 60] est une valeur aPprg.
chée de n a 10-9 prés,

E emarques

* Soit x un nombre réel et m un nombre entier naturel. Les approximations décimales d’ordre m ..
défaut et par excés de x sont des valeurs approchées de x & 10°™ prés.

* Soitx et y deux nombres réels :x =y aeprés < y—-e€SxSY+E ,
La connaissance de x 4 & prés définit donc un encadrement de x d ‘amplitude 2.

De méme, la connaissance d’un encadrement

b-a
de x :a < x < b, donne 22 comme valeur g .
approchée de x g 2=¢ prés. £ ‘I 1—>R
.. 2 - a x a+b b
Ainsi, dans les deux exemples précédents : 2

1,166 5 est une valeur approchée de % G 5% 107 prés ;
3,141 595 est une valeur approchée den a 5 x 1079 prés.

mommms Résolution des inéquations du type [ x-a|<r

Soit a un nombre réel et r un nombre réel strictement positif.
Pour tout nombre réel x, on a :

< & — = ] R
k-dsr o a-r <x<a+r .5 1 i
=3 xEfla-rja+r]. e
Démonstration
On utilise la propriété (11) § 3.1.
Pour tout nombre réel x,ona: |x-a|<r PN —r<x—a<r
= a-rs<x<a+r.
Eemargues
e Sur une droite () munie d'un repére (0,]), soit A o
le point d’abscisse a et M le point d'abscisse x. \‘\
Ona: |lr—-d<r & AM<r, o | B A c
x est donc solution de I'inéquation : [x — a| < r si et L 3 > (D)
seulement si M appartient au segment [BC], inter- 0 1 a-r a .¢V+ r
section de (%) avec le disque de centre A et de % e
rayonr. Al

e On démontrerait de méme que I'ensemble des solutions de I'inéquation : x —
Ja-r;a+rl

e Soit a un nombre réel et r un nombre réel strictement positif ; les intervalles [a-r;a+r]et
Ja —r ; a + rl sont appelés intervalles, respectivement fermé et ouvert, de centre a et de rayon .

a| < rest intervalle

Exemples ' .
Considérons les inéquations : (1) pe—3[<2; (2) ’1— *% < % i |
(3) be+1)> 1 (@) fe-2/>1. |
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* Démontrer de méme que : [b] - la| < |a - bl.

, pour tout nombre réel x, on a : |y — <2 & 3
ble des solutions de (1) : ~2Sx53432, 9
['ensem est donc l'intervalle [1;5] —
we £ } . = R
I J'. |
» pour taut nombre réel x, on a : |x - _2_| ed oy B4 ; 11 3 1 5
1'ensemble des solutions de (2) est donc ]'iﬂzlervang . ;I RER A T
L] . ] : I' "[ R
5 ] 9
« Considérons l'inéquation (3') ; I-" + 1| < _1_. 1 | .
L'ensemble des solutions de (3') est 1'inter%.:aue [— 3 .1 1 5 2 ) a |I .
: ) 2 ' g % t .
Les solutions de (3) sont les nombres réelg qui ne sont pas X __g_ -1 _% Ll
solutions lded[3 ) clest-a-dlre CeUxX qui n'appartiennent pas 4 l'intervalle [- -g— e o ) H
' b tions de I'i i
L'ensemble des fo utions 3& | méi:luatmn (3) est dong |- o ; = .g_{ U - _} i + so[, Cet ensemble est appe- !
1é complémentaire de [- 5+~ ] dans R (¢f. point logique ci-aprds). |
» De méme l'ensemble des solutions de (4) est 1 L
le complémentaire de l'intervalle |1 ; 3[ dans &, _ —3 ' = R ;
c'est-a-dire l'ensemble : ]— 00 ; 1] U [3 ; + ool * 4 9 3 i"
Soit A une partie d'un ensemble E ; le complémentaire de A r
dans E est I'ensemble des éléments de E qui n'appartiennent i
pas a A, @ [
On le note CzA (ou parfois E\A). |
Onadonc: AUC;A=EetANCA=0. CeA !
.CEB=EB|'.CEE=E}. u
Ll E Irm
- I
Exemples ~L
* L'ensemble des nnmhresairratiuninels est le complémentaire de @ dans R. ";
I U O TR LI j
.CR[_?I?]—] ¥ 2[U121+ [ ‘
*Cpll;3]=]-s;1]U13;+ oo !
|
—-3.3. Travaux diriges |
EEEE= 1. a et b sont deux nombres réels. Démonirer que : ||“1 = I"’|| < Ja - bl -. ‘l
- !I
Solution guidée I
S ¥ fl
» Appliquer I'inégalité triangulaire a la somme (@ —b) + b. 11 i
* En déduire que : |r_1| - |b| <la- bl- : [ [.
il
I

* Conclure. ' (i

BEEEEE 2. q et b sont deux nombres réels vérifiant a < b ; x est un élément de l'intervalle la ; b[. i

Démontrer qu'il existe un nombre réel r u . : .

strictement positif tel que : - T = 5 it
le—-r;x+rCla;bl

R { ||

=rh

r
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Solution Juidée

':| r étant le Plus petit des deux nombres b-xetx—a:
;‘.\ * justifier que r est strictement positif ;

! * démontrer que: a<x—r<x+r<h;

['! * conclure,

:| EBEEEEE 3. Soit x un nombre réel vérifiant |4 < -;—
| 1°) a) Démontrer que : —;- S1-x.

f b) En déduire que : 1 + x est une valeur a

| 2=]a}Démuntrerqua:751-51+%+J1+.r. 2
| b) En déduire que :1 + -% est une valeur approchée de y1+ x a = pres.
||1 3°) Donner des valeurs approchées des nombres réels 1—98 et /1,00015, en précisant l'incertitude
w de chacune d'elles, 0,99
\I

pprochée :lei—l_—_1|r a 2. prés.

. i~ Solution guidée

1°) a) Utiliser, apres justification, l'inégalité : - —;— <=-x
2

u b}DémDntrerqua:_ll _~1—x:1_-.‘f_x,.
i o ; R &
Utiliser, aprs justification, les inégalités : 0 < 1——i — <222,

ﬁ 2°) a) Justifier et utiliser les inégalités : % <1+ % et % < f'l +x.

b}Démontrerque:1+-‘;——J‘1+.l:= =3

puis utiliser le résultat
AL +E w149
de la question 2°) a). %

3°) * Poser x = 2,107 et utiliser la question 1°) b).

* Poser x = 15.1075 et utiliser la question 2°) b).

—3.4.. Notation scientifique, ordre de grandeur

memes=m Notation scientifique

Le tableau suivant représente les opérations effectuées par une calculatrice et les affichages correspon-
dants :
Opérations Affichages Significations
19.100 % 11,104 209 12 2 09 x 1012
0,000 48 + 12 000 Y - 08 4 %108
(22.107%) + (7.10%) 3, 1428511 - 9 3,142 857 1 x 10°9

Les écritures 2,09 x 10" ; 4 x 107 ; 3,1428571 x 10~ sont appelées éeritures normalisées ou notations
scientifiques.

Définition
Un nombre réel A est exprimé en notation scientifique lorsqu'

il est sous la forme : A = a x 107, 0il P
est un nombre entier relatif et @ un nombre réel te] que:il< |a! < 10,
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Bemargue

En pratique, sur les calculatrices, Je nomj o
s ’ re -
ou une approximation de A, affiché a est un nombre décimal et a x 10P est le nombre A

pemmmm Ordre de grandeur

Soit x un nombre réel d'écriture normali
2 1sép ' 5T
Le nombre décimal & x 107 est un ordre gg gt:aic}gzi[ ;1-11: arrondi d'ordre 0 de a.

wrilicati :
Lutilisation des ordres de grandeur permet de controler rapidement des calculs numériques,
Exemple

1,602 x 10~1° a pour ordre de grandeur : 2 x 10-19

2,99 x 10® a pour ordre de grandeur ; 3 x 108 '

6,022 % 10% a pour ordre de grandeur : § x 1029

Comme (2 x 10719) x (3 x 108) x (§ x 10%3) = 3 6 >< 1013 on
grossiére de : (1,602 x 10719) x (2,99 x 109) x [lﬁ 022 x 1.023]
Le résultat exact est : 2,884 525 956 x 1013,

Eemarguzs

* Le produil {rESp'ectivement‘ le quotient) des ordres de grandeur de deux nombres réels n’est pas fou-
jours un arrondi du produit (respectivement du quotient] de ces deux nombres.

el ] ] -
* Un calcul a I'aide d ordres de grandeur permet d’obtenir rapidement une approximation grossiére de
la valeur d'une expression numérique.

peut dire que 4 x 10" est une approximation

-
s, E XCTCICCS e o i o o o

3.a  Ecrire sans le symbole | | les nombres suivants : 31.2x107% -17.3x107* ; 20° ;

h-f3 ; ’ Vi : (27,3 x 1077) x (=31 x 108) ;

"] 3-l10 (0,025)° % (0,02)°
(4 D00)?

3.b  Résoudre dans R les équations el inéquations

suivantes : 3.F  Sans la calculatrice, donner un ordre de gran-

le—3/=2 ; l2x—-1/=3 ; Q- <2 ; deur de A dans les cas suivants :

- —6 —7 .
je-al> g 5 berdl>5 5 ez A= TRTSR AT 5 A s X10,

: A= 9,342 5 x 1018,
3.c  Donner une valeur approchée (sans oublier son L

incertitude) de x et de y en ulilisant les enca- 5HR =
i . [ « 1351
drements suivants : 4 29 3.9 1. Vérifier que : ms Jas 280"
2,15 (I(Z,lﬁ; 3.1 <<= Calcul 1351'-2&5-
7 S 2. culer ; 780 — 153
=
3.d Traduire par un encadrement chacune des ~/ 3. En déduire que 1_?385{;1 et %-Eg. sont des

informations suivantes !

' : f3 -5
0,818 est une valeur approchée de %a 1073 valeurs approchées de 3 2 3 x 107 prés,

prés ; : 4 3.h  On donne un nombre réel positif x.
2,351 est une valeur approchée de A a4 2 x 10
5e yl14x =1 1
Pres: - 1. Démontrer que : ST ;
@ ) X H+ x +1

3.e  Sans la calculatrice, exprimer les résultats des Ade -1 4

opérations suivanles.en notation scientifique ; 2. Calculer et —

3 360 x 10° X Vi+x +1
16 000 % 350 ; 6x107 x0,0Z; _ﬂ.ﬁﬁ- i pour x =109,
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“Exercices

Calculs dans R

1 Calculer]

es nombres suivants en présentant les
résultats sous la

forme d'une fraction irréductible :

1 3 _§5 4-2
2 1 2 5 6 . 3
32 ' T3 1T T
3 33 1 3

3.2 4.8 3,2 4 3 2
25 57 ?*Tx? g '
22437 3 2 *a. 3T
55 Ty ® @ 574 3

2 Ecrire les nombres suivants 3 l'aide de puis-
sances entiéres de nombres premiers :

8% x5 %73 (382799 0,081 % 0,36 x 2560
e e T :
53 x 75 x 26 (971 x 2% ' 0,144 x 2,16 x 64

(0,6)2 x 125 x 543
9% x 53 % (0,8)3 x (0,4)

102%32  [25x3°
Bx5> 6
3 Ecrire les nombres suivants sous une forme

plus simple (radicaux seulement au numérateur, les

nombres écrits sous ces radicaux élant les plus petits
possibles) ;

72.: 675 ; 1080 ; 52~ f72 + 150 ;
ﬁ~2J125+‘ﬁh;—%:

‘,fg Jé v&_u""h—s_'v{éa
—_— —_—
B5-a [B+fs 35— /15

& Démontrer les égalités suivantes :

.(E"i- ; =\Iq,_5 2 JE+‘.I><"I.IE—1=1.

5 Comparer les nombres réels suivants : 4
a}2+‘f5 et Vo+4/5 ;
b 27 et Jo-2/1a, '
6 Démontrer que poura > b0

Jja—=b _ _"‘E+,f[_1 .
W Ve

__b) (-’/{.I-I-Jﬂz—bz +-Ja-"'n2—bz )2=2[ﬂ+b].

r

7 Soita,b,cetd quatre nombres réels

tels que :
: a c
b#ﬂ,d#ﬂeti-—d—.

Sous réserve d'existence des différents quotients,
démontrer les égalités suivantes :

a a+c . at+c _b+d
b T b+d ! =% " b-d
2a - 3c Zb-&@--:c+2& i
Sa+4c 5b%4d ' Ba+5b - dcrsd |
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c + d*

- B -~ 2
24 b2 . i = = 7
g - c T "oat+2¢? b* + 242 -

Ordre dans R

8 Comparer les nombres réels suivants

99 . 990 23 o 239
afiet fog ¢ Mgz etam ¢ g e 995 |
d)3etds : e)23et32 ; P(/5) et

" gf-Betf3i-2 ; h3+fBet1a+ 7 ;'

vy B=J5
: 1 1 . :']?_3;'5 ot —¥=
et 4' J k
T5 "5 2

9 Ranger par ordre croissant les nombres Téels
suivanls :

28 . 25 . 27 . 28. 28, 26
@37 3 ' 25 ' 36 35 5§ (
b,lh_?:+3,f§ : 4419 ; 5(/3 +2). :

10 Soient « et b deux nombres réels de Jo s 1[.
1. Quel est le signe de (1 - a)(1 - b)?

1.1 1
2. Comparer i et 1+ b

11 a, b et e sont des nombres réels strictement
positifs, . fdla
1: CDIIIPBI&!.’ "I)- et m i
2. Application

Comparer : _
a2 g Lk 2 | b) 7 -7-—7----'5 + {11
7 742 ' J5 54011

12 a, b, ¢, d sont des nombr

L a _c
positifs tels que B

es réels strictement

1. Comparer ; g) _HE et %—_‘:—:-';. ; bi‘ﬁr et H'-

2. Application
Ranger par ordre croissant 3

al =, et = b)— , *Z et ,
7'4 1 11 13 7 11+ 13

v 13 & at Yy sont deux
positifs. Démontrer les inég

Xy
—_——a 5
a}y+_1__2 :

blsix<y alorsx ¢ ey <y ;
1 1.1 Fraxreay
{-‘-‘+yq?+?f' ; d”-t'+1~‘/<\;-+v@-

c
b :“' Soient x et y deux nombres réels,
1. Développer (y — ) + xy + x2).
2. Démontrer que : Y txy +x2 = (y+ %12 +%"z-
3. Déduire des questions précéd
six<y alors x@ <yl

nombres réels strictement
alités suivantes

entes que: .

|15 Soita un nombre réel,
1. On suppose 0 < g < 1.

* Comparer:aet a?; aet g q etL
LY =
* Ranger dans 1'ordre Croissant : 1, @, Ja, a? et %'

W



2. On suppose a > 1.

Ranger dans lordre croissant : 1, a, (&, a?et L, .. Calculs approchés

46 1, Démontrer que pour tous nombres réel z =
bona:(a +b)®=a’+3a%b + 3ab? 4 J3. et 28 Soit Al = 29 - 5. Encadrer A(/2) sachant
2. On suppose de plus que a et b sont positifs : que 1,41 < /2 < 1,42,

‘ a + h\a 3 L3
démontrer qu'alors on a : (———2 b) < —ﬂ——;—L ; 25 Dans chacun des cas suivants, déterminer des

i : . PN 5. CIS: T -
17 x, y et z sont wrois nombres réels. encadrements de i x + y ;x—y ;ay ;o2 ; AT
1.Hémc-nr.rnr que : 2xy < x® + y? (1), al 2,1<x<22 et 33<y<ia .
2. En utilisant (1) et deux autres inégalités du méme bl ~15<x<-14 ot 5< g<bi. .|
type, démontrer que :xy +xz +yz < &2 4+ 2 4 22, ¢) ~4l<x<-4 o -09<y<—08. i

o
1B«’b,cetd désignent qua
Démopdter que : (ac + bd)? < (a? + b?)

26 on donne :
nombres réels. =y " et
N @ 1,732 <{3<1,733 et 2,236 < 5 < 2,237.

1. Donner le meilleur encadrement possible de ;

5 = JE! + 2,}3 : M . ™
Valeur absolue g
2, Comparer |5 — f:-i et m .

Y 4

/)\ 19 a et b sont deux 14:11911 res réels, Encadrer séparément ces deux nombres, Quelle obser-
1. On suppose que : |a+b{= |a| + [b] (1). vation faites-vous 7
En élevant 1'égalité-précédente au carré, démontrer que:

3. Trouver les nombres entiers a et b tels que :

lal bl = ab. , s
,WUGUS dire des signes de a ot b 7 a) ax10? < /15 < (a +1) x 102 ;

2. On suppose que a el b ont le méme signe ; démontrer b) bx102 < JE, < (b +1) x 102
qu'alors 1'égalité (1) est vérifice. 3
3. Résoudre dans R 'équation :

2 —3x + 1| = 2] + |-3x + 1. Dans les exercices 27 & 29 on demande, dans
y . = les deux cas, d'encadrer avec le plus de préci-
20 Réspudre dans R les éguations suivantes ; sion possible les aires ol et les volumes V des
a) lax + 3= 2; b)lx—1]=-2, *  solides donnés. On donne 3,141 < nt < 3,142,
21 Voici quatre fagons de décrire une méme pro- 27 Pavé droit de cotés a, b, ¢. On rappelle qué : !
priété : sl = 2(ab + ac + be) et V = abe. '
x £ [2; 6](en termes d'intervalle) ; 1° cas ; 3
2=x =6 (en termes d'encadrement) ; 3,15 esl une valeur approchée de @ 4 5 x 1072 prés ;
le—4|< 2 (en termes de valeur absolue) ; | 2,35 est une valeur approchée de b 3 5 x 102 prés ;
E ; 3 4,25 est une valeur approchée de ¢ & 5 x 102 pros.
c 1 2 «x 6 it Sy
(par une représentation graphique) 99<a<10 ; 56<b<57 ; 33<c<34,
Traduire de chaque fagon les propriétés suivantes : 28 Cylindre de rayon H et de hauteur h. On rap-
a) x€[2;3] ; b) x €11 ;5(; pelle que : &1 = 2nR(R + h) et V = nA2h,
c] —6sx £-12 : d)}—5<2xr<5; 1°cas: 2,5 <R<26 el 6<he<B.
el k+2/<2 ; f) B-xl<4; 2°cas: R=422x 102 préset h= 8 & 107! pres,
g —t— 4= i N _]3 T 1[ 29 Sphére de rayon R. On rappelle que :
4 x 6 = X

3
(e o = an ot v = A0
3 22 Caractériser par une inégalité du type [e—a| < r, . . " i ;
le—alzr,|c—a|l<r ou lx-al> rles nombres réels x 1%cas: 7 <R<73. 2°cas : R=62a107% prés.
appartenant aux ensembles A, B, C et D représentés

péométriquement par : . APPROFONDISSEMENT
A

E +— R E ] & 30 Soit x et y deux nombres réels strictement
-1 3 -1 3 posiltifs, tels que : x < 3.

C D Natnns:a='tty,_g=\lr.r_yeth= A .
. r R | —R 2 d i S
d v |8 = | L = +

w-—5 -2 -5 -2 1, Démontrer que : x< hetax<y * ¥

\ . P . Dé r : ;
; 23 Représenter géométriquement et écrire sous 2. Démontrer que : g < a

A e LT i . o
forme d'intervalle ou de réunion d'intervalles l'en- 3. Démontrer que : g = ah. En déduite que :h < g, e
semble des nombres réels . vérifiant : . 4. Ranger par I:;rdre croissant les nombres :
ajle-1|<3 ; b) [zx=1<2 ; oJl+2<—-2 ; * Y, @ g et h

a, g et h sont respectivement les moyennes arithmé-

d W>1 ; elle-2[2- 17 i ) 1<re-afss tique, géométrique et harmonique de x et y.
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311 Démontrer que pour tout nombre entler

na unelnunuuln:l—li = "%1 x ’%1
n
2. En déduire une expression simple du produit :

(1= D) - wia-b.a- 75200 - 500

Y 32 Soit nun nombre entier naturel, n = 2.
Onpose:8=1+ _3!_ 4 Ejf+ — .2_1“

1. Calculer § — —;—S.

2. En déduire la valeur de S en fonction de n, puis I'in-
égalité 8 < 2,

331.n étanl un nombre entier naturel, écrire sans

radical au dénominateur |'ex ression ! ——— .
P fn+1+/n

2. En déduire une expression simple de la somme :

1 1 1
===y 1_ . a1
1 2+4 B+l J100 + Jog

34 soit @y, a,, ay et a, des nombres réels positifs.
A, Q, Ret § sont les nombres réels positifs définis par :

Ao <£1'.1+c12+t13+r:|',|

&
* Q>0 et Q2= “12‘*022:“3!"'“42 ;
¢ H=(a,—A) +[ctz-A]+{ﬂ3-—)l]+[a4—-A]7
* S=(a, - AP+ (a, - A)? + lay — AP + (a, - A
1. Démontrer que la valeur de B est indépendante de
celles de a,, a,, a, et a,.
2. Exprimer S en fonction de 4 et . En déduire une
inégalité entre A et Q.
A et Q) sont respectivement appelés moyennes arithmé-
tique et quadratique de ay, a, a; et a,,

D 35 x et y sont deux nombres réels tels que [ < 1
et |y < 1.
1. Démontrer que : [xy| < 1. En déduire que : 1 + xy > 0.
2. Développer (1 —x)(1 - y) et (1 + 2)(1 + 1.

i
+ XY

3. Démontrer que :

36 1. Comparer les nombres 2 et 3.
2. Soit b un nombre réel vérifiant b > \E.
Démontrer les inégalités suivantes :

% <2 et —;— (b +%J > ,JE.
3. En utilisant les questions précédentes justifier les
encadrements de ,2 obtenus dans le tableau suivant ;

I b éﬁ- Encadrements .%, (b + % )
l.i ’ 2 1 1<2< —32- %
| T | 5| §fg | &

4. Compléter le tableau de la question précédente,
Déduire du dernier encadrement les 5 premiéres déci-

males de 2.

] 154 Ensemble des nombres réels

el e e ——

B |

37 y est un nombre réel strictement positjf
1, Démontrer que :

4 ’
si y< ﬁ,a]orsl'l'y—ﬁ”ﬁ-

4
siy>ﬁalm‘51+y—ﬁ‘ﬁ'

- i édente, justifier lpg
. En utilisant la question préc ; Ehgy.
:mm ents de |5 obtenus dans le tableau suivant .

—_—
g 42 Encadrementsg
7 y+1
—
1 3 1{{%(3
3 2 21:.;'%{3
7 2 L
2 4.3- ‘:J%‘: 3
7 22 22 2
T 10 10 <F<3

3. Compléter le tableau précédent. Déduire du dernier
encadrement les deux premiéres décimales de 5.

38 Un rectangle a une aire égale & 121 cm?,
Démontrer que sa longueur L et sa largeur [ en cm véri.
fient: <115 L

39 Les arrondis d'ordre 2 de /3 et |5 sont respec-
livement 1,73 et 2,24, ~ -~
1. Donner les meilleurs encadrements de |3 et |5 que
I'on peut obtenir & partir de ces informations.
2. En utilisant les encadrements de 3y5+3el5/34+1,
comparer ces deux nombres,

A0 Les arrondis d'ordre 1 de x et 2 sont respecti-
vement 3,1 et 1,4, .-
1. Trouver une valeur approchée de 1,2, en précisant
san incertitude.
2. En utilisant leurs valeurs approchédes, comparer 5,2

el -EE.

X 81 Un morceau de métal, d'un volume de

" 21,5 cm® & 0,1 prés, pése 300 g a 0,2 prés.
1. Donner un encadrement de sa masse volumique.
2. Donner une valeur approchée de cette masse volu-
mique en précisant l'incertitude obtenue.

A2 Deux cercles concentriques
de rayons différents R et r définis- A

sent une couronne circulaire (partie
grisée sur la figure), '
1. Calculer l'aire de 15 Couronne en

fonction de R et 1,

2, Sa-::h_&nt que les arrondis d'ordre 2 de R, r et m sont
respectivement 2,56 : 1,21 et 3,14, déterminer une
valeur approchée de I'aire de la couronne, en précisant
l'incertitude obtenue.
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L i 1 I a P .
a notion de fonction s'est progressivement précisée au cours des siécles.

Dans I*Anffqufré, les BABYLONIENS ont établi des tables de carrés, de
cr:rbes, de racines carrées & l'usage des astronomes. Les GRECS s'intéres-
sérent a des lois physiques, par exemple en acouslique.

Frorhspice des Acles du 19 Congrés Internalional de

g
THERATIEN-CONEAESS
S| Zigicn |5

4 p.|
-

Malbimaligues en Acil 1YY @ Zunch D haul en bas et de

gouche 0 dicile

Daniel Bemoulh, Jocques Bemoulli Jean

Berpoulli, léanhard Euler, Jocob Stemes

1. Généralités sur les fonctions ................

W K

e ‘Etisde graphligie: ovaaismainsmimansmi
. Variations d'une fonction ...,

Au XIVE siécle, ORESME construi-
sit et utilisa des représentations
graphiques reliant le temps @ la
vitesse. Ainsi, avec l'étude des
problémes de mouvement, l'idée
de lois d'un type fonctionnel
apparait, avec, comme variable,
le temps. .
Auv XV siécle, Frangois VIETE,
par son fraité d'algébre, contri-
bua & améliorer les techniques du
caleul littéral.

la notion de fonction fut alors
dégagée @ lo fin du XVile siécle
par LEBNIZ et les fréres BER-
NOULL.

le premier traité d'onalyse fondé
sur la notion de fonction fut écrit
en 1748 par L. EULER.

C'est & la fin du XIXe siécle et ou
XX¢ siécle que la fonction prend
sa forme actuelle avec GAUSS,
CAUCHY, ABEL, FOURIER,...

les mathématiques doivent leur
évolution récente aux nombreux
développements el généralisa-
tions de la notion de fonction et &
ses ulilisations dans des domaines
varies.
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~-1..1.. Notion de fonction

Dans des domaines aussi variés que les sciences physiques, la mécanique, la biologie, Iéconomie,... , |
grandeurs rencontrées dépendent les unes des autres. ) bl Al

Ainsi, on dit : « exprimer Je volume d'une sphére en fonction dfi son I'E'F':"ljdexp;nf];ncti - amll'zfx par.
courue en fonction du temps de parcours, exprimer le volume d'une pyramide e R
sa base et de sa hauteur,... »

L'étude d'une grandeur qui dépend d'une autre ou de plusieurs autres met en évidence la notion de fop.
tion,

A et B sont des ensembles non vides,

. On appelle fonction de A vers B toute correspondance qui,
A chaque élément de A, associe un ou zéro élément de B.

y::-cabulaire et notations

On dit que fest la fonction de A vers B qui, & x, associe flx);
A est 'ensemble de départ, B 1'ensemble d'arrivée de -
* est la variable, fix) I'image de x par A
On note f:A—B
x = flx).

= Lorsque v est 'image de u par f, on dit que u est un antécédent de p par f. On écrit : v = f(u).

— Lorsque I'ensemble d'arrivée dune fonction fest un ensemble de nombres réels, on dit que f est une
fonction numeérique.

— Lorsque I'ensemble de départ d'une fonction num

érique fest un ensemble de nombres réels, on dit que
1 est une fonction numérique d'une variable réelle,

Dans la suite de ce chapitre et sauf indication contraire, pour une fonction d'une variable réelle, I'en-
semble de départ sera R. .

R emarque

une symeétrie, une translation sont des Jonctions du plan vers Je plan; les applications affines vues en
troisiéme sont des fonctions de R vers R;en statistique, un carae i

ensemble (population) vers &,

—1.2. Exemples de fonctions

B Fonction déterminée par une table

Un calendrier perpétuel est une table de co

; . rrespondance entre d'une part un ensemble de dates et d'autre
part I'ensemble des jours de la semaine,

En voici un :
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S
ANNEES DE 1857 A 2036 & | oo AMEE

%giggz‘j%abo”

Sw 2[R R|<|4(0(2[8] | a | b |souRs
1857 | 1885 1925 1 1953 | 1981 [ 2009 [ 4 | 0 [ o 35
1858 | 1886 1996 1 1954 17989 [ 0010 |5 [ 11714 T4 oottt il oo ] ab
1850 | 1887 1927 | 1955 | 1983 [ 9011 6] 9[9[ 5 g e CISRERN —
1860 | 1888 1926 | 1956 | 1984 | 9019 [0 |3 (4 0o IR e NENE N I e
1861 | 1889 1 1901 | 1999 | 1957 | 1985 [ 9013 |5 |5 T5 3 2 (1} e e
1869 | 1890 | 1909 | 1930 | 1958 | 1986 | 0014 [3 6 [ o 0]2 ; T -
1863 | 1891 | 1903 [ 1931 | 1950 | 1087 [ wots {4 o To 3 oot L ¢ e
1864 1 1892 | 1904 | 1939 | 1960 [ 1988 | 9016 [ 5 [1 o s 513 To ottt o124 1 7 o
1865 | 1893 | 1905 | 1933 [ 1961 [ 1989 | 017 [0 [ 33T % 14 g 512 ; g § S ERE AT
1866 | 1894 | 1906 | 1934 | 1969 | 1990 | 0ot | 1[4 [4 [0 ToTE[oTS SENNCINE N A
1867 | 1895 | 1907 | 1935 | 1963 | 1997 | o019 |2 [5 (51713 61114025 g '11{1} SThe
1868 | 1896 | 1908 | 1936 | 1944 1992 | 2020 |36 (0|35 113[6|2]4|0]2 AN
1869 | 1897 | 1909 | 1937 | 1965 1993 | 9021 [5[ 1[4 61214 (0]2]5]1]3 :llg 5 i’EEU
1870 | 1898 | 1910 | 1938 | 1966 | 1994 | 090 |6 15 (915 o 3{s5]1/4[6l2[4] T4 ;g SNE:\
1871 | 1899 | 1911 | 1939 | 1967 [ 1995 | 9093 [0 [3[3 6|1 T4 613 51035153 [ om
1872 1912 1 1940 | 1968 | 1996 [ 9004 |14 [5[1 (36114 0o 5 0 16 | 37 | LUN
1873 1913 | 1941 | 1969 | 1997 | 9095 | 3 |6 [ 6 2l4l0l2[5113le (1 17 MAR
1874 1914 | 1942 | 1970 | 1998 [ 0% [4 |0 |0 315]1|3[6]|efao]e 18 MER
1875 1915 | 1943 | 1971 | 1999 [ 2097 [5 |11 4 61214 |0[315]113 19 JEU
1876 1916 [ 1944 | 1972 | 2000 [ 2008 [ 6|2 |3 161114 6l2|5]0]3]5 20 VEN
1877 | 1900 | 1917 | 1945 | 1973 | 20071 | 2099 |1 414)0fl2|s5|ofl3]|6]|1]4]6 21 SAM
1678 1918 | 1946 | 1974 | 2002 [ 2030 [2 |5 |5|113 16 114lclejfs]|o 29 DIM
18179 1919 1 1947 | 1975 | 9003 [ 9031 |3 |6 6|2 4|0 |2 5|13 6111 & LUN
1880 1920 (1948 | 1976 | 2004 [ 2032 [4 |01 |4 6|2 40 35|13 24 MAR
1881 1921 | 1949 | 1977 | 2005 [ 2033 [6 [ [@ (5|0 [3]5[114 16 9 4[5 MER
1882 1992 | 1950 | 1978 | 2006 [ 2034 [o[3|3[6 10462 5l0]3]|s5 26 JEU
1883 1993 | 1957 | 1979 | 2007 [ 9035 [1 (4|40 2|5|0]316 1 416 27 VEN
1884 1924 | 1952 | 1980 | 2008 | 2036 [2 5|62/ 4]0 [0 (5113611 28 SAM
Le mode d'emploi ci-dessous permet de trouver Je jour de la semaine correspondant a la date :
- 7 M A

Jour Mois Année

— rechercher I'année A dans I'une des colonnes de gauche,

— suivre la ligne horizontale jusqu'a la colonne du mois M,

— ajouter le nombre J et le nombre situé a l'intersection de la ligne A el de la colonne M,

— rechercher cette somme dans l'une des colonnes a ou b,

— suivre la ligne horizontale de cette somme jusqu'a la dernitre colonne, qui indique le jour de la
semaine recherché.

Par exemple, le [06 octobre 1998 J a pour image .

= Vérifier pour la date d'aujourd'hui. o
* A quel jour de la semaine correspond le 1" janvier 2000 ?

* Expliquons pourquoi ce calendrier, muni de son mode d'emploi, détermine une fonction.
E désigne l'ensemble des dates, du 1" janvier 1857 au 31 décembre 2036.
F désigne l'ensemble des jours de la semaine.

Ainsi, ce calendrier perpétuel détermine la fonction de E vers F, qui, & une date, associe son jour de la

semaine .

mmmmsm Fonctions déterminées par les touches d'une calculatrice

Les touches ci-dessous d'une calculatrice scientifique déterminent chacune une fonction.

() ™) O
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B

Cependant, l'affichage de la calculatrice donne en général une valeur approchée du nombre I'ﬂt:herchél
el non sa valeyr exacle.

; : , qui, d'un nom] i
Par exemple, 1a touche permet d'avoir accés 2 la fonction racine carrée, q ombre pog;,
tif, donne la racine carrée
. 3 ; ¥ érieurement.
Cest une fonction numeérique d'une variable réelle qui sera étudiée ultérieure

Touches Affichage

OO @ asmemans -
i -5 ochée de /28 est 5,2915,
: @ E,EEH EB EB Une valeur appr
@ @ ® EE’EEE EE&‘S * Pourquoi la calculatrice affiche-t-elle « ERRQR , 3

* Donner, & 'aide d'une calculatrice scientifique, une valeur approchée de la racine carrée de chacun des
nombres suivants : 123 ;4 501 ; 746

mmmE=m Fonctions déterminées par une formule explicite
On considére la fonction f: RoR

1
X —
-.nr 2x+ 3
. 1
f est une fonction de R vers R déterminée par la formule explicite fix) = T (1).
X+

Cette formule traduit un programme de calcul de l'image par f du nombre rée] x, La lettre « x » peut dtre
remplacée par une autre lettre, c'est un « marqueur de place ».

|
_ ou encore : flg) =
m + 3

La formule (1) et le programme de calcul de I'image d'un nombre réel
schéma de calcul.

La formule (1) peut s'écrire - u) = —_—
Jp 1 .fz_.::':r + 3
par f peuvent &tre illustrés par un

Formulede f Programme de calcul de f{] | Schéma de calcul de flx)

~ Prendre un nombre réel,
at 1 — multiplier ce nombre par 2,
flx) = ox+3 — ajouter 3,
_ — prendre la racine carrée,
— prendre l'inverse.
On obtient fix).

De méme pour la fonction g: R— R

x> (1 + 5)(3 - 4)
on obtient les résultats suivants :

[ Formuledeg Programme de calcul de gl | Schéma de calcul de gl
Prendre un nombre réel.

¢ D'une part : | « D'antre part ;

- prendre la - elever au
valeur absolue, | cube,

glx)= (] + 5)(x* — 4) - ajouter 5. - ajouter (- 4).

* Effectuer le produit de ces

résultats.

On obtient glx).
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1.3. Ensemble de définition

pmmmmm Présentation

]

On considere la fonction fde R vers R, définie par: flx) = 2 1-%

H X+1
» Quelle est I'image par f de chacun des nombyes suivants : - 325 ;-2,0;2,7:47
» Expliquer pourquoi les nombres suivants n'ont pas d'image parf:5 ;‘FZE’E ; - ll .

Le nombre — 325 a une image par f; on dit que fest définie en — 325,

Chaque nombre de (1 ; 3] a une image par f. On dit que fest définie sur [1 ; 3],

J-=;—1[U ]-1; 4] est le plus grand ensemb] sur lequel fest défini
Cest I'ensemble de définition de f e sur lequel fest définie.

Définition
J est une fonction d'un ensemble A vers un ensemble B.

On appelle ensemble de définition de f 'ensemble
des éléments de A qui ont une image par f.

On note habituellement D I'ensemble de définition de .

pmmz=m Détermination de I'ensemble de définition d'une fonction

Recherchons I'ensemble de définition D¢ de la fonction fde R vers R définie par :

f)=Jx+a 4+ 1L

x—5 "
Contraintes d'exécution du programme de calcul de Jix)
.‘EEDI & x+320 et 2x-5=z0.

Traitement des contraintes

Résolution de l'inéquation x+320 - x >2-3,

Résolution de I'équation 2x-5=0 : = —3—

Par conséquent : *x€ED, ® x2-3 et x2# -%

Ecriture et ;eprés%ntatfon graphique de Dy 5 ] 5
—[-3:2 . = 2

D"r—[ 3,2[U12 !+ I‘ -

—r

Pour déterminer I'ensemble de définition D yd'une fonction f, on peut procéder de la fagon sui-
vante :

—on écrit toutes les conditions d'exécution du programme de calcul de f(x) ;
— on précise les ensembles que délerminent les conlraintes :
—on écrit D fa l'aide d'intervalles. (On pourra représenter D rsur une droite graduée.)

—1.4. Représentation graphique

mEmmm= Définition

Le plan est muni d'un repére,
fest une fonction numérique d'une variable réelle, d'ensemble de définition D

s On appelle représentation graphique de f, ou courbe représentative de J, I'ensemble des points
M(ﬂi]) oll x est un élément de D,

Fonctinne 180
1
Scanned by CamScanner




otatio Yocabulaire

On note habituellement (6)) 1a représentation graphique de f.

Ona: M(;)E(‘Ef] o xeD; et y=flx) ' e
Quand fest une fonction déterminée par une formule explicite, on dit que y = fix) es nation gg la
courbe {‘EJ-].

Le plan est muni du repére (O, I, !J- .

La courbe ci-contre est la representation gra-
phiquer de la fonction définie sur [1 ; 1q] par
flxr)=yx-1. -

Les points A(g) et B(j%) appartiennent 3 [fg};'
car f5) =2 et fi7) = /6.

* Quel est le point de [‘ﬁf] qui a pour abscisse 3,8 7

* Les points C(_az) ; D(ﬁ?‘-’) appartiennent-ils a [rG!-} 7
On dit que la courbe (¢ a pour équation y=/x- 1.

BEmm== Reconnaissance de courbes représentatives de fonctions
Parmi les dessing ci-dessous, seuls (6,) et (6,) ne so

! nt pas des courbes représentatives d'une fonction
relativement au repere (O, 1, J) du plan. Justifier.

|

o-l A Jﬂ (J:; D 2 :

]

(€4) €9)

(€4) (€6y) (€s)
—=1.3. Fonctions égales sur yn ensemble
EEmE=mm Présentation

On considére les fonctions [t Ro>R 8l g RoR
' 2

X—=x-1 R e |

. X =
* Justifier que :

fet g sont définies sur ]- e =AU =14 o,

pour tout élément x de J— o ; — HUl-1;+ wf,x—1=X2-1

On dit que les fonctions fet g sont égales sur J- o ; _ YU -1 ':_ ;[1
Définition

Jet g sont des fonctions définies sur un ensemble E,

On dit que les fonctions f et g sont égales sur E (ou qu
pour tout élément x de E, Jx) = glx).

elles coincident syr E) lnrsque.

160 Fonctions
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Remaraues

Les représentations graphiques de fonctions
égales sur un ensemble coincident sur cet
ensemble. Ci-contre, les fonctions f et g sont
égales sur [- 3 ; 2].

pmmmmm Exemple
On considére la fonction  f: [10; 20) 5 R

A= =2k + 10.
f n'est pas une application affine car elle n'sst
pas définie sur R.
Cependant, sur [10 ; 20, elle est égale 3 l'appli-
cation affine g définie par g{x) = - 2x 4 1g,
Dans le plan muni d'un repére, marquons les

points P(_i.?n) et Q(_zgo).

Le segment [PQ)] est la représentation graphique
de f et son support, la droite (PQ), est la repré-
sentation graphique de g.

WE Xercices Bz rmrrmsms

5

l.a fest une fonction de R vers B. Le calcul de
limage d'un nombre réel x par cette fonction
peul se faire & I'aide du programme de calcul
suivant :

— prendre un nombre réel ;

— ajouter 2 ;

— élever au cube ;

— retrancher 5 ;

= prendre l'inverse.

Calculer l'image par f de chacun des nombres
suivants:1;0;-3,5; <+

Ecrire une formule explicite qui détermine
cette fonction,

1.b

[ est une fonction de R vers R. Le calcul de
l'image d'un nombre réel x par cette fonction

peut se faire 4 l'aide du programme de calcul
suivant :

prendre un nombre réel ;
d'une part :
= multiplier par 2 ;
- ajouler 3 ;
d'autre part :
— ajouter B ;
— prendre la racine carrée :
— prendre l'opposé :
Effectuer la somme des nombres obtenus.

crire une formule explicite qui détermine
celte fonction,

Scanned by CamScanner
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fest la fonction de R vers B, définie par :

g Gox
) = s aes -

Donner I'image par f de chacun des nombres

. suivants : 527 ; — 316 ; 1 092 ; —-16,358.

1d

Donner T'antécédent par f de chacun des
nombres suivants : 1997 ; —22 ; 4.

Déterminer l'ensemble de défini tion de chacu-

ne des fonctions numériques suivantes, défi-
nies par:

flx)y=1-x
P | .
glx) = T+ % :
hix) = [ 6x
vy BB _
Wee
Iv) = /36 + ax2
m{.'l.')‘ = -—"i—: i
x—1
Jx+3
Olxj= ——=
xi_1q
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- Ty
Y=

ide graphique 7
—2.1.. Image et antécédents d'un nombre

Le plan est muni du repére (0, 1, ).

Lechur dimags " Lecture d'antécédents Ty

Lf
(%) (6p &

o b ow/
M fla) () N 3
\ ik ‘
[

IR VAT v

3

L'image de a
section de la

par fest 'ordonnée du point d'inter-

Les antécédents de b sont les abscisses des points
droite (3) d’équation x = a et de [‘Ef]. d'intersection de la droite (¥£) d’équation y = b et

de {"GJ,].

Exemple

ment la courbe représentati- J
ve d'une fonction f, (‘€)
Déterminer I'image par f de chacun des nombres -
J2 . ot
~2—.c:0530 ;-—cosan".—-z—;ﬂ. 0 |

—2.2.. Image directe d'un ensemble
Définition

J est une fonction de A vers B et E une partie de A,

On appelle image directe de E par f, I'
“Par f de tous les éléments de E ,

On le note f{E).

ensemble des images E

memmmm Exemple
On considére la fonction fde R vers R définie par flx)
On veut trouver I'image directe par fde [— 5 : 3],
Comparer f (- <- ), £ (0) et f (3).
L'image de 0 est-elle comprise entre |

_13 32
e -

= 3x + 3,

image de — -g— et I'image de 3 ¢

162 Fonctions
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Le plan est munj du repére (O, 1, ]).
a courbe (€) ci-contre est la représentation graphique
de la fonction f.

Le film suivant illustre une mé!hode de détermination
graphique de l'image directe de [_ 2 ;3] par f.

Film de construction

_r’gDDDDDDDDDDDDDDDC

Ve vy

'\/3 [ N\ / ¥ '\/:’ / S / ﬁ'\/3

=

DDDDDDDDDDDDDDDDQ

L'image directe de [- —2- ; 3] par fest un intervalle [m M|, ot m semble étre égal A f{2) = — 2 et M semble
étre égal a E . On peut vérifier par le calcul que — 2 = /[2) et == fl-1).
. Determmer graphiquement 1'image directe par f de ¥ mtervalle [-2:1].

__92.3. Image réciproque d'un ensemble

Jerin on-

fest une fonction de A vers B et F une partie de B.

On appelle image réciprogue de F par f, I'ensemble F*

des antécédents par f de tous les éléments de F.

momm=s Exemple

Le plan est muni du repere (O, I, 1.
La courbe (6) ci-contre est la représentatwn graphique de
la fonction f, définie par flx) = (x - 3)2.

Le film suivant illustre une méthode de délermination gra-
phique de l'image réciproque de [4 | 9] par cetle fonction.

Film de construction

DDDDDDDDDDDDDDDDE

o o1 R i

IDGDDDDEJE]DEIE]E]E]E]DBE

L'image réciproque de [4 ; 9) semble étre [0 ; 1] U [5 ; 6].
« Déterminer graphiquement l'image réciproque par fde [1 ; 4].
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—2.4. Travaux Dirigés

BEEENEN 1. Le plan est muni du repére (O, I, J).

On considére la fonction f de représentation graphique
(6 ci-contre.

1°) Déterminer graphiquement l'ensemble de définition Dy
| de f.

1 . * : . = 2.

! 2°) Résoudre graphiquement l'équation (E) : ﬂ-f) .
' On vérifiera I'exactitude des solutions trouvées graphi
I quement, sachant que pour tout élément x de Dy

N x
ﬁ.r]--s——.tz—-3—+3.

3°) Résoudre graphiquement l'inéquation (I) : flx) < 2.

Solution
1°] Df= {— 2 } 4{.
2°) Résolution graphique de I'équation (E) : flx) = 2.

L'ensemble des solutions est I'ensemble des antécédents
par f de 2,

Les solutions de (E) sont les abscisses des points d'inter-
section de [‘G},] avec la droite (%) d'équation y = 2,

La lecture du graphiqué donne trois solutions : — 1 ; 1 ; 3.
Vérification
Dna:ﬁ—i]:ﬂi]:ﬁa):z_

L'ensemble des solutions de (E) est (~1;1; 3).

3°) Résolution graphique de l'inéquation (M: flx) < 2.

Les solutions de (I) sont les abscisses des points de (€

f] situés au dessous de 13 droite ().
La lecture du graphique donne pour ensemble des solutions : [- 2 : — HUull;3l

ENmEEEN 2 1. plan est muni du repére (0, I, ]).

On considére les fonctions f et g de représentations gra-
phiques (€ et (€,) ci-contre.

1°) Déterminer graphiquement les ensembles de défi
D,de fet D, deg.

2°) Résoudre gra phiquement I'équation (E) : JIx) = g(a).
On vérifiera l'exactitude des solutions trouvées graphi.
quement, sachant que pour tout élément x de D;ou D,,

f@ =2 -,
G S

3°) Résoudre graphiquement I'inéquation (1) . fx) > g(a), I I A N

nition

Solution
1°) D :Dg= [-2;3].
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2°) Résolution graphique de I'équation (E) : flx) = g(x).

Les solutions de léquation (E) sont les abscisses des
points d'intersection de (€ et de (€,).

La lecture de la représentation graphique donne trois solu-
ﬁons ',-'1 % 1et 2.

Vérifications

fi-1) =gl-1)=0; g(1)=fl1)=0;A2)=g(2) =1.
L'ensemble des solutions de l'équation (E) est (-1 ;1 ; 2).
3¢) Résolution graphique de l'inéquation (I) : flx) > glx).

Les solutions de (I) sont les abscisses des points de (‘6},)
situés au-dessus des points de méme abscisse de (6,).

La lecture de la représentation graphique donne pour

ensemble des solutions }-1; 1[ U ]2 ; 3].

Pour tésoudre graphiquement une équation
~du type : flx) = glx), on peut procéder de la
| maniére suivante :

« disposer des courbes [‘Ef) et (6 g] d'équations

respectives y = flx) et y = glx) ;

» 'ensemble des abscisses des points d'inter-

section de (€) et de (@) est I'ensemble des
| | solutions de l'équation. *

Remarque

En général, la résolution graphique de problémes

Pour résoudre graphiquement une inéquation

du type : flx) < glx), on peut procéder de la

maniére suivanle :

» disposer des courbes (6 et (¢ ) d'équations
: 5 .

respectives y = flx) et y = glx) ;

« L'ensemble des abscisses des points de (€]

situés au dessous de (6.) est l'ensemble des

solutions de 'inéquation. :

ne permet pas d’obtenir des résultats exacts.

Cependant, lorsque I'utilisation de graphiques précéde une résolution algébrique, elle autorise des

conjectures qui permettent de mieux organi

L]
WE Xercices bz 22z
2.0 (@) est la représentation graphique d’une fone-
tion dans le plan muni du repére (O, L.
+ Trouver deux nombres qui ont le nombre 1
i pour image.
' « Trouver le nombre qui a le nombre — 1 pour
antécédent el celui qui a le nombre 1 pour
antécédent,

k’uulllluu ”J T A I ISl LA I

ser le travail et d'éviter des calculs fastidieux.

I A A

2b

Le plan est muni du repére (O, I, J).

fest la fonction de R vers R représentée par le
graphique ci-dessous.

+ Déterminer graphiquement l'image directe
par fde chacun des intervalles suivants :
[-2;1);[-2;3]);[-2;5].

« Déterminer graphiquement l'image réciproque
par fde chacun des intervalles suivants :
[0;2);(-3:2];-2;0l

V- S .'l ........ et e s s il i T VIR 5
: ! i L : | !
H i
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—3.1.. Maximum, minimum d'une fonction.

BERmEN Présentation

i fonction de p
t muni du repére (O, I, I?. festla ‘ e R vy,
Egﬁpzi?:s?; [Tl; ; 6], de représentation graphique (%) Ci-contre

On constate (graphiquement) que :
fil-4;6])=[-3;5],

A (—52) est le point de (6) ayant la plus grande ordonng,,

B( 53) est le point de (€) ayant la plus petite ordonnée,

On dit que : )
sur l'intervalle [~ 4 ; 6], fadmet en — 2 un maxlmun} égal a5,
sur l'intervalle [- 4 ; 6], fadmet en 6 un minimum égala -3

= e o o T

:f est une fonction numérique d'une variable réelle définie sur un ensemble E ; a est un €lément de E,
Lorsque, quel que soit x de E, fla) 2 flx), on dit que fla) est le maximum de fsur E.
Lorsque, quel que soit x de E, fla) < f{), on dit que fla) est le minimum de SsurE.

BEEEm=n Recherche du minimum (ou du maximum) d'une fonction

On considére la fonctigy de R vers R définie parflr)=1+2/x—4,
émontrons que fadmet un minimym sur D

i
L'ensemble de définition de fest[4; 4 oof
Recherche d'un minorant de f(E) 1 est-il le minimum de Sfsur[q; 4 of?
XE[4; 4o Résolvans I'équation fly) =1
? :42 >0 1+2/x-3 =9
X — 20 x—a =
2lx-4 > il-. 44 - g
1+2/x—4 31 r—4 =0
Par conséquent, pour touy élément de (4 ; 4 o, ¥ 24
flx) 2 1. Par conséquent, fl4) = 1. h

La fonction fadmet en 4 un minimum égal 3 1.

—3.2.. Sens de variation d'une fonction

, fonction décroiss
On considére une fonction numérique d'une varjgh]e réelle
— Lorsque sur l'intervalle K Jeg nombres sont ranggg dans le marm

: . m@ : ;
fonction est Croissante sur K, Op illustre cette situation par unén ﬁégﬁir;qu‘: leurs Images, on dit que la
16 tableau de variation, OMtante dans un tableau appe-

— Lorsque sur l'intervalle K les nombres sont rangés dans J'g :

y : : rdre
fonction est décroissante sur K. On illustre cette situation par une ?;:}i‘zﬂdde leurs
variation, escend

ante sur yn intervalle
définie sur un intervallg K.

images, on dit que la
ante dans le tableau de

: i » 00 dit que la fopet; ur
lion par une flache horizontale dans |e tahleauc}ie varia:}gtr;m e
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fest une fonction numérique d'une variable réelle définie sur un intervalle K.

On dit que :

p
fio
flu

J 9

o

a o b

fest une fonction monotone sur K lorsqu'elle

est
- soit croissante

- soit décroissante sur K.

J est une fonction croissante sur K

(resp. strictement croissante sur K) lorsque,
pour tous éléments u et v de K,

u<v=flu) < flv).
(resp. u<v= flu) <flv)

f est une fonction décroissante sur K
(resp. strictement décroissante sur K) lorsque,
pour tous éléments u et v de K,
u < v = flu) = flv).
(resp. u<v= flu >flv))

f est une fonction constante sur K lorsque,
pour tous éléments u et v de K,

f(u] =ﬂl?].

lorsqu'elle est
sur K,

pemm== Exemple

—2],

5 9 fest strictement croissante sur [- 2 ; 2],

1]

x b
flx) / d
x b
Jix) \

x ]
flx)lo — B

JSest une fonction strictement monotone sur K

- soit strictement croissante sur K,
- soit strictement décroissante sur K.

Le plan est muni du repére (O, I, ]).

On considére la fonction fde R vers R défi-
nie sur l'intervalle [~ 4 ; 9], de représenta-
tion graphique ci-contre.

- Les nombres — 2 et 2 partagent I'ensemble
de définition de f en trois intervalles sur
lesquels f est strictement monotone :

J est strictement décroissante sur [~ 4 ;

3 f est strictement décroissante sur [2 :

/v \‘ o 9],

yocabulaire

Etudier le sens de variation d'une fonction sur un ensemble, c'est :

pmmmmma Tableau de variation et fonctions

Un méme tableau de variation peut étre associé a plusieurs fonctions.

Par exemple, les fonctions f et g, de représentations graphiques ci-
contre, admettent le tableau de variation ci-dessous :

tableau de variation.

On dit que I'on a étudié le sens de varia-

tion de la fonction f.

Les variations de f sont illustrées dans un

x -9 4]

1 2

3
) _5/

ity

%CEHI’]EU Ry Lamoscanner
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—3.3. Travaux dirigés

- - i l “ralle Kl . P
1°) f est une fonction de R vers R définie sll{:rs“ll;l [?‘sieet seulement si, pour tous nombres réels ﬂlsh_nch "
@) Démontrer que f est strictement croissan

etodeK,ona: f) - flw) >0

i v-u
|

; ‘ oissante sur K.
b) Etablir un résultat analogue pour une fonction strlf:&il]ﬂ:ﬂ_f zdfz“i 2 + 5.
2°) On considere la fonction f définie sur [- 1 ; 1] par Ll
| a) Quel est le sens de variation de f sur les intervalles [-1; - 5 2

-1 ;1] un maximum et un Miniyy,
._ b) Etablir le tableau de variation de f. Démontrer que f admet sur [-1; 1] um
\ dont on donnera les valeurs.

Solution Suidée

1°) a) Démontrer

que fest strictement croissante sur K si et seulement si, pour tous nombres rgg]g dis.
tincts u et v de

K, v—u et flv) - flu) sont de méme signe.

4 : mbres réels dj
b)Démontrer que fest strictement décroissante sur K si et seulement si, pour tous no distingg
uetvdeK,una:M <0, .

= . Jo) — i) ==2(v+u)-2.
2°) a) Pour tous nombres réels distincts uetvde[~1;1),0na:

p—u

1 . _ 3 s
Etudier le signe de cotte expression pour u et v dans [- 1 ; — ?]- puis dans [ 7! 1.

b) Utiliser le tableau de variation ci-contre pour donner un _
: C1 x| -1
encadrement de f{x) lorsque x appartient & [~ 1

Sz 11
puis a [- % ; 11. Conclure, flx) 5 / 3 \
F%E xercices WWW&WWM
3.a On considere la fonction fde R vers i définie 3.c

Citer deux intervalles disjoints sur lesquels 13
par:}{x]:-B{.r+7]“+5.

fonction f représentée ci-dessous est décrojs. .
Démontrer que f admet un maximum sur R, - sanle,
Quel est ce maximum 7

Citer deux intervalles dis

fonction fest croissante,

3b On considere 1'a Donner le tableay de varia

W sery
Démontrer que f admet up maximum et un & _'““" *
minimur sur tout intervalle [a;b). = - \-ie--- i i '

---------- bomedencdecsd
Que]ssuntlam‘:nimmnatiemaxlmumdefsur N T =
la;b]?

joints sur lesquels Ja
pplication affine f définie par

i i L] 1 L]
o
'

Mémes questions pour I'application affine O e . v e L
définie par glx) = 6 + 1.

u de I'eau pendant la

hiques ci-dessous.
h
J

i h
o1 L o | i o
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Sauf indications r.ontralres, I'ensemble de départ
des fonctions ci-apreés est .

Le plan est muni du repére (0, 1, J)

APPRENTISSAGE '

(3énéralités sur les fonctions

1 Dans chacun des cas, établir un tableau don-

nant Yarrondi d'ordre 1 de flx), pour les valeurs sui-
vantesdex:—1;0;2:3:11.

a) fle) =x2—7x + 2. el fle) = x+6.
b} f(:) E'x 5 d} f[.‘['] = _t3+ _rz —_ +1|

@ Dans chacun des cas, établir un tableau don-

nant l'arrondi d'ordre 2 de flx), pour les valeurs sui-
7 vantes de x : 18,5 ;19 ;—19 ; fp

346
a) flx) = 9x% + 3x - 17.
b) flx) = ii“-s:
c] fix) = 4x> — 52 + Gx = 8B,
d) flr) = Jx+35.

C“) 3 (%) est le cercle de centre O et de rayon 1.
[AA] est un diametre de (4), B et C sont deux points de
(6) symétriques par rapport a (AA'). Les droites [AA') et
(BC) se coupent au point H.

1. Démontrer que les triangles HAB et HBA' sont sem-
blables.

2, On pose AH =x.
Exprimer l'aire du triangle ABC en fonction de x.”

B fetg sont les fonctions définies par :
flx) = 2.1"1 3.1'3 + 4x% — 5x,
4 5

"

gl) = 55— -E
1. 'Itnuver Dj-el'. D
2, Calculer l'image par f et g, de chacun des nombres
sujvants :
1071 ; 102 ; 103 ; =107 ; =107 ; —10%

5 ABCD est un carré de centre O et de cdlé 4 cm,

M est un point de |AC]. La perpendiculaire & (AC) en M
coupe les colés du carré aux points P el Q.
On pose AM = x. Exprimer PQ en fonction de x (on dis-

tinguera deux cas : M € [AO] et M € [OC]).

6 L'unité de longueur est le cenlimdtre. ABC est
un triangle rectangle en C tel que AB =6 el AC =x.
1. Calculer BC en fonclion de x.

2. sl est la fonction qui, & x, associe l'aire du triangle
ABC.

a) Calculer sl(x).
b) Quel est I'ensemble de définition de =t 7

7 L'unité de longueur est le cm.
Un industriel fabrique des boites cylindriques, de volu-
me 850. On appelle r le rayon de la base du cylindre

A\
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formé par uge de ces boites, h sa hauteur et o 'aire
totale d'une boite.

1. Exprimer h en fonction de r.
2. Exprimer s en fonction de r.

8 soitA={-5;-2;-1;0
AR
2
D
1. Déterminer l'ensemble de définition de f.

2. Trouver les antécédents de — 4 et %
3. Représenter graphiquement .,

.2.1,@-251

et f+

9 [est la fonction définie par flx) = 3'—‘:1
(‘) est la courbe représentative de f.
1. Parmi les points suivants, indiquer ceux qui appar-

tiennent a (€) A(;). BG), C(_Ul). D(_zz).

2. Déterminer I'ordonnée du point de (%) dont 1'abscis-
se est —;— dont l'abscisse est = %.

10 Dans chacun des cas suivants, déterminer
l'ensemble de définition de la fonction f.

afle) =2 =32 +5x—-1 ; flfir)=/-x E

b) flx) = (3 - 2x)(5x + 1) g) flx) = 2 _f”: ;

c) flx) = e x J3x + 1 - h}ﬂx}m’:_L ;
VL

| = —1' o ] — |FT b

d) flx) = e —— y M fld)=1-x

e}j{x]='%z + xi—fi : i fla)= J31+? ;

11 Parmi les courbes suivantes, indiquer les
représentations graphiques de fonctions.
a) b)
J}/ }

Ol\L\\ O

i
@ Ax
7

_ 12 Dans chacun des cas suivants, dire si les fonc-
tions fet g sont égales sur R ou non.

J
L]

a) flx) = JE ; glx) = x. :
b) fix) = ; x) =l -
fix |x| glx) l}\'L 1
) .l:] — ¥ Xl = ol
L . £lx) X247
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tla rop,
Efinie po gl

h Vitegg,
Vient 3

¥ puis Tevi

e chemip g )

\
o]
D)

erm

~

, par le m

ilesse constante.

17 L'une dés courbes ci-dessous es
graphique partielle de la fonction d

JIvl. Préciser laquelle.

tion

5

18 Un randonnsur marche pendant 4
conslanle, se repose ensuite pendant 1 h

son point de départ en 3 h

nouveau a vi

elui quj b
psetd |y dis.

L

tative d'une fonc-

e b e S

indiquer ¢
d
o]

, t désignant le tem
B)

-

presen

ur I'intervalle [- 1

1)

o
Il_ll..-llhil_.llLli.—lI-llhli._
1 i ' ] [] i [] 1 i

i
e e e R,
]

est la courbe re

e i e
¥

)

[}
s T T S S,
L} ) 1] L]

)

tance du marcheur & son point de départ.

Parmi les graphiques ci-dessous,

duit son mouvement

-xt+ 4
X% -4,

2;12], glx)

2;2), glx)

b -4 ;

six g [-
six & [-

—

d) fix)
8+

/ 1
= |0

< 5]

D.aa

]

D

= :

e

E = ki
e

.8 =

.dm_. ]

|-._|.m.“ hlﬂ.“__.‘.
o =yl 1 ("
.mm % on =R
35 B 1 oo
2 X B X
-3 ...n[
mm ®m = W
wy

]

=

g™

38

S ~ = =
I .
@_ID...Zﬁ_._.
S22y klxy =

3.m.m= oy

- = — e~
e R )
s 2e 8
AEs 3 T T

e

glx) =

Etude graphique

19 ¢

[ "
B e e el ol PG O

1 i
S T

tion définie s

e T

il T ST S S T Bt [ EOSY SR [ SR

présenta-

dents par f de

;0 ;4

sont des re
mériques,

~2;3:4,

image par f ﬂe chaﬁun

ts: -3

G
=]
.. 8
w oo
o B
' 3
g ol T
=" g I
& L= =
g i 8
& TE §
= =/ &z
~ g3 B
e BgZ B
g g8 &
=) .n..,m = off
e 2 -3
= e o oM
o £o Bo |
2§ ma =l
2 EE Ty
L) — woa
—_— T~ -+
liaﬂm ]n.u.
ot o 5 e
Sx.u.m .wlm.‘h..m
s TEE g
oS8 e
=~ )=
g G-
= e o =
S

graphiquement ¥
éels suivan
graphiquement les antécé

16 Les courbes ci-dessous
tions graphiques de fonctions nu

chacun des nombres réels suivants : — 2

1. Déterminer
des nombres 1
2. Déterminer
Donner l'ensemble de définition de ces fonctions,
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1. Trouver graphiquement I'ensemble des antécédents 3. Déterminer I'heure & Dakar Jorsqu'il est 1h, 13h ou

de zéro par la fonction f. On donnera un encadrement oh & Antananarivo.

des résultats par deux nombres décimaux conséculils 4. M. Andrialala doit se rendre & un séminaire a Dakar.
d'ordre 1. _ ) ) Son avion par! d'Anlananarivo 3 19h, heure locale. La
5. Déterminer graphiquement le signe de l'image par f de durée totale prévue pour son voyage est de 18h.
“hacun des nombres : — 0,896 ; — 0,412 ; 0,612 ; 0,299 ; Trouver son heure d'arrivée 3 Dakar.

— 0,554 ; 0,681, 5. M. Andrialala désire téléphoner & son épouse, restée

4 Antananarivo, lorsqu'elle est au bureau (8-12h et 15-
18h). Mais il ne peut téléphoner qu'en dehors des
heures réservées aux travaux de son séminaire (8-12h et
14-1Bh). Déterminer, si elles existent, les plages
horaires au cours desquelles M. Andrialala pourra
appeler son épouse.

20 (6) est la courbe i :
représentative d'une fonction -t
fdéfinie sur l'intervalle [1 ; 7). o

1. Déterminer graphiquement ;|
limage directe de chacun des {1~
intervalles suivants : [1 3 5], bt tid

(3,5:6),[3:5],[1:7] of 1T = 3356

Variations d'une fonction

2. Déterminer graphiquement l'ensemble des antécé-
dents de chacun des nombres suivants:1;4;2;6.
3, Déterminer graphiquement l'image réciproque de

p : 23 Dans chaque cas, étudier les variations de la
chacun des intervalles suivants : [1; 4], [4; 6], (2 ; 4].

fonction numérique [ sur son ensemble de définition et
21 (¢, est la courbe dresser son tableau de variation.
représenlaﬁrve d’une fonc- RS : I, (N fsd
| tion fdéfinie sur [=1; 5], it
1. Déterminer graphique- .i.i-
ment l'image directe de

' chacun des intervalles sui- 737 [T
vants : [1,5;3,5], [=1:1,5), ~3-tr—
[=1;5] ;.aj‘

| 2. Déterminer graphique- i _ be b4 3

! ment lensemble des anté- - O 1: | Fv§
cédents 4:134;3;2;1.5.:_'--' / Yo B0

3. Déterminer graphiquement l'image réciproque de
chacun des intervalles suivants : [1; 2], [3; 6], {1:4].

292 La représentation graphique ci-dessous est
celle de la fonction f qui, & I'heure de Dakar, [heure
G.M.T.) assacie 'heure de Antananarivo.

1. Déterminer D
2. Déterminer ]{IGUIE A Antananarivo lorsqu'il est 7h,
21h ou minuit & Dakar.

Antananarivo

e

24 Démontrer que toute fonction numérique défi-
nie et décroissante sur [a, b] admet un minimum et un
maximum sur cet intervalle.

25 Soit a, b et ¢ trois nombres réels tels que :
a < b < ¢ et fune fonction numérique définie sur la, c).
1. a) Démontrer que si fest croissante sur [a, b] et (b, ¢l,
alors f est croissante sur [a, c].
b) Donner un exemple d'une fonction croissante sur
[0; 1] et [1; 2] qui ne le soit pas sur [0 ; 2].
2. a) Démontrer que si f est croissante sur |a, b] et
P T RS T e e UL Sy ST (O A Rt décroissante sur [b, |, alors f (b) est le maximum de f

Dakar 21 24 sur [a, cl.

(1)
DFIl‘IIIIIIllIIIIIlIiIII

|
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b) Tracer 1a re

e ——

g i

Présentation graphique d'une fonction a) Déterminer I'ensemble de définition de

% i D;etveD,:
; définie sur [o ; 2], admettant f{1) pour maximum sur cet b) Vérifier Que,_szl[t; fu]f f
H Intervalle, et qui ne soit ni croissante sur [0; 1] ni flu) - flv) = T ARe=1) \
| décroissante sur (1.2, Z o) trictement décro; '
3. Démontrer que si fest décroissante sur [a, b] et crois- c) En d?d““ e q]‘;e J:_ ESt[ SHRE Mt dEcroissant, Sty i
! sante sur [b, c], ini sur [a, c]. —eej 1l ot surit; L. i
| oyl #lors £ (b) est le minimum defeurl ]2 Soit g la fonction définie par : g(x) = 23{_1 g ] ‘
| } 26 soit la fouctjcfan définie par: S'inspirer de la méthode utﬂl?ée dans 1 Questioy I|
glx) =+ 9% + 150 — 0, pour démontrer que g est strictement Croissangg - & |
“] 1. a) Calculer g(- 5); g(- 3), g(0) et g(1). ) . 2 [ et ]_l i+ oa. B
{1 g,:iEn déduire que la fonction g n'est ni croissante, ni ]k a’ ’ |
f Croissante sur [- 5 : 1.
i : < u < v, comparer :
lll 2. Démt_mu'er que la fonction définie par flx) = %z n'est 31 Ligue Tl Sawae 1 pe 1
1 Pas croissante sur I'intervalle 10; 4 o[, a) 2u® et 202 H b) w+] ot CFS
1 ; En déduire le sens de va.riatim; de la fonction [ défing, E
| |
i APPROFONDISSEMENT sur [0 ; + o[ par fla) = 22% - ——..
i i défini
'ii ) 2{’ 'l:l‘lrl2 considére la fonction définie par : o Démonitmr priiaaaing ] - ?m
| )= (3r-6)2+ 1, glx) = est monotane sur |—e; 0 etsur(o;
}1|I & Eémontrer que fest croissante sur [2 ; + |, 1422 E
i 2. Démontrer que f est décroissante SUr = oo ; 2] : ; ;
1 " il
ﬂ‘ 3. Démontrer que Jn'est pas croissante sur [1 1 34 Dail. Eﬂ; sidere la fonction f définie sur g Vg
. par flx) = ——.
'E:Il 28 1, Dén}ontrer que les fonctions suivantes pré- 1. On supp.‘o;e 11 x4,
i z?njtr&r]t _uﬂ Fz_axnlmzum sur leur ensemble de définition. a) En utilisant les propriétés des inégalités, donner yp
u“ = 'rB“ F+a encadrement de flx).
j:' b) glx) = —. b) En admettant que fest croissante sur J=1; + oo, dop.
i 2, a) Etudier les variations de fsur - ; 1] et [1 ; + aa, narn encadren}an:_ de flz).
;F b) Etudier les variations A gs{:r J=o; 0] 6t [0 4 oof. c{ Ejomparer la qualité des-encadrements obtenys en qj Il
! oy et bJ. |
'l’ 29 1. Démonitrer que les fonctions suivantes pré- 2. Mémes uestions si —5<x<—2, (On admettra quef |
. sentent un minimum sur leur ensemble de définition, est encore croissante sur J- e ; — 1[,)
I a) flx) = e — 3|+ 1.
| blg(x) = (x21)2 43, 35 ABCestun triangle équilatéral, de cété AB = 2,
I[ ) = T =T g et M est un point du segment [BC]. On pose BM = r.
i ;

Soit fla fonction définie s

ur [0 ; 2] par flx) = AM.

2. a) Etudier les variations de fsur J-eo; 3] et [3 ; + oaf, 1. A partir de considérations géométriques, faire une

bj Etudier les variations

"i degsur oo ;1] et[1;: 4 . conjecture sur le sens de variation de la fonction fet la
'E‘| ¢) Etudier les variations de h sur [-L P+ eaf, valeur de son minimum,
IS : Z 2. a) Calculer flx) en fonction de x.

30 1. plan est muni du repsre o rthonorms (0, 1, J) b] Compléter le tableau suivant et en déduire un tracé

Soit l'application f: @ R

Point par point de la courbe représentative de la fonc-
M ~ OM. g g kon.f; L.
1. Eﬂéculer lezs images des points O ; 1 ; A( 1 ) ;B(__ 4) 3 * 10 10205081 [12 15 (18] 2
L& et E{ 7).
1 %! I 3 . ||
z' gzlemfner image directe du plan 2, 3. a] Démontrer que, pour tous nombres réels distincts |
- eterminer, si cela est possible, les antécédents deg wetv de [0 ; 2], ) réels |
nombres—2;0; 2, titene s, J) = fi) et (u — v)(u + v - 2) ont le
: 4. Soit (9) la droite d équat!on ‘y=1 b) En déduire le sens de g ——
i a) Pour le point M de (%) d'abscisse x, calculer f{M). 0;1)et[1; 9] lon de la fonction f sur
' b) Déterminer les points de (%) dont limage est 2, ¢] Dresser le tableau de variation de la fonction fet
{ 310n considére la fonetion fdéfinie sur B+ par: felrouver les résultats conjecturés dans la question 1.
flx)=x~x+ 2,
| 1. Vérifier que, si 1 € R+ et v € R+, 4 3_6 Dans chacun des cas suivants, étudier le sens
| flu) - flv) = (w— v)(t® + v + uv - 1). & variation de |3

onction f sur I'intervalle D, en utili-

2. En déduire que f est strictement décroissante syr - : fla) — fib
nt le signe du ra pigh =S fib) nt
[O: % [ et est strictement croissante sur Il_- i+ oo, PP , o-a et b so

-_

deux nombres réals distincts de D,

3
3. Dresser le tableau de variation de [ sur B+ et en

déduire le minimum de f sur cet intervalle. ) o) =~ 322 + 2 4 8 D= [% P+ oo,
N T e e
32 1. Soit fla fonction définie par: flx) =—1 - 5 : :
X1 If=xs+S o
X ! = ]0 0 v;g}
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fractions rationnelles

Les polynémes et les fractions rationnelles jouent un réle fonda-
mental dans de nombreux domaines des mathématiques. L'objet
de ce chapilre est de présenter quelques fechniques de calcul qui
leurs sont propres et dont la connaissance s'avérera essentielle par
la suite. "t

| P olynémes et

s

x4 +4 x2-2x+2
; — % + 243 — 242
2x8 — 22 + 4 X2+ 2x+ 2
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A= ~ Uy 4+ 4
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O
1
44 "
=x~+2r+2
X< -2y + 2
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—1.1. Notion de polynéme
RENEm Introduction

i , définie par
On considere la fonction numérique f de la variable réelle x .
flx) = (1 — 2x) (x% - 3) — x%(4 — x) + 5.

i issantes de x.
* Développer, réduire et ordonner flx) suivant les Pmsf:';ffs décro
* Quel est le terme de degré 2 7 Qua]dest iie tel:mi Si?;:é ? '
* Quel est le coefficient d mondme de plus hau la forme réduit !
Ul? a appris en classe de t:*laisiéma que flx) est un polynéme de degré 3 dont la ° ¢t ordop,

née est : —x3 — 3,2 bx + 2, . . laire.
Nous allons, dans Jes Paragraphes qui suivent, réviser et préciser ce vocabu

BEEEmm Définitions et théoréme fondamental

*Soita€ER*, ne N,
Toute fonction numérique fde la variable réelle x, définie par flx) = ax", est appelée mondme de
coefficient a et de degré n.

* On appelle polynéme toute somme algébrique de monémes.

Exemples
* x> 205 est up mondme de coefficient ,/2 et de degré 5.

5
* X -';-— (1-/2)x + 1 est un polynéme.

Bemar ques

* Un monéme est yp polynéme (par exemple : 25 = 25 4 22 _ 2x2),
* L’ensemble de définition d'un polynéme est .

i =2t x? n'est pas un Polynéme car son ensemble de définition est R*,

* La fonction nulle est un polynéme, appels Jg polynéme nyj (c’est, par exemple, la somme de x> 222
et de x — — 2x2),

Tout polynéme non nul P(x) peut s'écrire de fagon unique sous |, forme ;

a,xt 4 QA ax+a,
ou n est un entier naturel et Qg1 @y, Ay, .., @, sont des nombres réejs te] quea_ »g
n .

Nous admettrons ce théoréme,
Deéfi

Un polynéme écrit sous [a forme P(x) = Q" 4, -1

nitions

_ . "t ALY+ ag (a, % 0) est dit réduit of
ordonné suivant les puissances décroissantes e x.

* 1t est appelé degré de P. On Je note :d°P.
* Pour tout nombre entier naturel k compris entre 0 et p, axk pgy appelé terme ge -
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Propriété

peux polynomes sont égaux si et seulement si :
_ils ont méme degré ;

_les coefficients des termes de méme degré sont égaux.

C'est une cm?séquence d_u théoréme fondamental puisqu‘un polynéme admet une seule forme réduite et
ordonnée suivant les puissances décroissantes.

BBII'IBTQUE
Nous n'avons pas défini le degré du polynéme nul.

Dans la suite du cours, chaque fois que I'on fera référence au degré d'un polynéme, ce polynome sera
implicitement supposé non nul.

pemm=m Racines d'un polyndme

gt ——

DEfI“iTIOD?—  EFE LI LSRR YR | e

On appelle racine d'un polynéme P tout nombre réel o tel que : P(0) = 0.

BEI’I’IEI'QLIE

Déterminer les racines de P, ¢'est résoudre I'équation : P(x} = 0.

i Exemples
¢ R(x) = x? = 2x? = x%(x — 2) a pour racines : 0 et 2.
» Soit Qx) = 22 + x — 2. On vérifie aisément que : Q(1) = 0 et Q-2)=0,
— 2 et 1 sont donc des racines de Q.

pma=== Produit de polynémes

Soit P le polyname de degré 5 défini par Plx) = 3% -2 + 4x + 1.
Soit Q le polynéme de degré 3 défini par Qlx) =x? + 2% - 1.
P)Qx) = (325 —2x% + 4x + 1) (3 + 242 - 1)

=3x8 4 6x7 — 225 — 7x° 4 4x? + 11x0° + 2% —4x - 1.
On constate que PQ est un polynome de degré 8.

\Propriete N

Le produit de deux polyndmes P et Q est un polyndme, noté PQ.
On a: d°(PQ) = d°P + d°Q.

D émonstration
Soit Plx) = ax" + a, X"+ tax+a, (a,#0),
— Qx) = b x™ + bm—1-’-'m'1 + ..+ byx + b, (b, #0).

Le produit de deux monomes étant un mondme, le produit des polynémes P et Q est une somme de
mondmes, c'est-a-dire un polynéme.

Le terme de plus haut degré de PQ est le produit du terme de plus haut degré de P par le terme de plus
' haut degré de Q, c'est-a-dire : (a ") (b ™) = T e
Comme a,b,, # 0, PQ a pour degré : n + m.

| Polynémes et fractions rationnelles 175
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2te i3t semag Somme de P"IY“ﬁmes Soit Qx) = 2% + 2x% - 1.
Soit P(x) =30% - 203 4 4y 41, Soit S(x) =-32° + 22 + 4.
Soit Rlx) =5 + 2 4 4,

, On constate que :
|

6me de degré 5 ;

* Pet Qsont de degrés différents (5 et 3) et P + Q est ulzlpolel:’;e de degré 5 ;

| * PelR sont de méme degré (6gal 4 5) et P + R est un P{,]yl]l]f;me de degré 3.

{ * Pet S sont de méme degré (6gal 2 5) et P + S est TELRe t-a-dire au degré du polynsme de
-Ii Le seul cas o le degrs de la somme n'est pas égal 4 5, c'es

|

Plusp,
. tleurs termes de plus hay; deprg . Ul
| o8ré, est celui o on ajoute deux polynémes de méme degré ayan 86 o
| sés.

| La snmme-tie deux polyndmes P et Q est un polynéme, noté P + Q.

(P + Q) est infirieur ou 6gal au plus grand des nombres d°P et d°Q (égal lorsque d°P « gogy
| Démonstration
'ilf Soit P et Q des polynémes définis par Plx)=a "+ U X" 4 L+ a,x+a, (a, #0),

* Lorsque m = ", son terme de plus haut
grand des nombyes met n,

! * Lorsque m = n, Plx) + Qx) =
}5 Stlay +b,) =0, alors ae(p 4 )
Si (a, + b) =0, alors d*(P + Q)

degré est msim > n, nsi m < n. Dong, d°(P + Q) est I plus

(a, + b+ .. 4 (a, + b )x + (a, + b).
est inférieur 4 n,

est égal & n.

—T12. Factorisations
Définiton
- Un polynéme mis sou
dit factoriss,

Il'
) o1 s Factorisations élémentaires

On peut dans certaing cas, en
tions, reconnaftre un facteur

s la forme g'

observant altentivement e Polynéme et en effectuant de légtres madifica-
commun 3 plusieyrs lermes,

Exemples N

* Plx) -‘:.1‘[2-—.1:]+4.1'—8 * Qlx) =(x-3 =2 =3y2.. .5
=X(2-x) +4(x - 2) = [_:3_3_*]' L_EE_,:__ Z;‘i I:.(x _3';]
= x(2 ~X) - 4(2 - 5) =(c-3)[1-5
=(2-x) [x = 4).

(x~3) + x]
=le—3) (7).

Pour tous nombres réels a et b, on g :
(1) (a+b)2=qz, 2ab + b%; @) (a4 bP = g3 da®h + 3ap2 4 33 .
(2) (@a-bP=a?-z2qp b?; 5)  (a ~bP = q3_ 3a%h + 3qp2 _ pa ¢
(3) (a—b]{a+b]=ﬂ=-bzi (6) ‘ﬂ'-b)[ﬂ.z'i-ﬂb-l-bz]zﬂa—ba"
7 (a4 b) (a2~ qp ., b?) = g3 53..
Ces résultals sont faciles a étabir. L'initiative En est laissée g, lecteyr.
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Exemples

o Plx) =12x-3x° ”1 " *R(x) =x®—8+ [x-2) (4x + 5)
=3x (4 - x3) =
=3x(2-x) (2 +x). , (x—2) (x® + 22 + 4) + (x - 2) (4x + 5)

(x—2) [(x% + 2x + 4) + (4x + 5)]
(x=2) (x% + 6x + 9)
(x-2) [x + 3)2

e Qx) =x%+3x%+3x+1
. =23 +3x2X1+3x%x12 413
=(I+1]3.

1.3. Travaux dirigés

pmzm== 1. Polyndmes de degré 2 non factorisables
1°) Le polynome P, d_éﬁni par P(x) = 22 + 1, admet-il une racine ?
2°) Lorsqu'un polynome de degré 2 est factorisable, quel est le degré de ses facteurs ?

3°) A l'aide d'un raisonnement par l'absurde, démontrer que P n'est pas factorisable.
4°) Parmi les polynomes Q, R et S, déterminer ceux qui sont factorisables :
Q) = (x+2)*-3; Rlx) = (x-2)2+3; S(x) = (x = 2) + (x + 2)2.

Solution

1. Pour tout nombre réel x : x2 + 1 = 1. Done, pour toul nombre réel x : P(x) # 0.
Le polynéme P n'admet donc aucune racine dans R.

2. Lorsqu'un polyndme de degré 2 est factorisable, chacun de ses facteurs a un degré non nul strictement
inférieur & 2. Un tel polyndme est donc le produit de deux polynémes de degré 1.

3. Si P était factorisable, il pourrait s'exprimer sous la forme : P = P,P,, avec d°P, = d°P, = 1. En parti-
culier, P, admettrait une racine qui serait aussi racine de P, ce qui est en contradiction avec le résultat
de la question 1. P n'est donc pas factorisable.

4. Qx) = (v + 2)%2 = (/3)% = (x + 2 — /3)(x + 2 + /3). Q est donc factorisable.

Pour tout nombre réel x : R(x) = 3. R n'admet donc aucune racine et est de degré 2. Un raisonnement
identique & celui de la quesltion précédente prouve que R n'est pas factorisable.

S(x) est la somme de deux termes positifs, elle est nulle si et seulement si chacun de ses termes est nul.
Par conséquent : S(x) =0 & (x—2)*=0 et (x+2)*=0

& x=2 ot x=-2,
S est un polynome de degré 2 n'admettant aucune racine, il n'est donc pas factorisable.

EmmeE==m 2. Factoriser:

1°) Plx) = 2® - 27 ; 2°) Qx) =9 - 64 ; 3°) R{x) = 16 2* - 81 ;
°)Sx) =2 +a2 +4; 5°) T(x) =2 + 4 ; 6°) Ufx) = 2% + 1.
Solution
1°) P(x) = x3 - 33 2°) Qx) = (x*)2 82

=[x =3)x?+3x+9); = (x% = 29)(a3 + 29)

= (x=2)(x% + 2x + 4)(x + 2)(x% - 2x + 4) ;

3°) R(x) = (4x?)? - 92 4°) S(x) = (2?2 + 2xtx 2 + 22

= (4x2 — 9)(4x? + 9) = (x? +2)%;

= (2x — 3)(2x + 3)(4x? + 9) ;

5°) T(x) = 2% + 4x* + 4 — 4a? 6°) Ux) =x% + 202 + 1 — 222

=12 +2xrx2+ 22— (24)2 = ()2 + 2x2 x 1 + 12 — (x/2)2
= (x? + 2)2 - (2x)? = (22 + 1)% = (xy2)?
=(x2-2x+2)(x% + 2+ 2); =[x2-xﬁ+]][.r2+.rﬁ+]].
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B'EITIHI’QLIE

N

: nt aucune racine ; T en eg un
Certains polynsmes sont factorisables et n acfmetfent g;gretiam'ne. m[%ma'
pour tout nombre rge| x, T(x) 2 4, donc T(x) n'admet p ;
On démont

wol X€TCICeS Brr i o A A,

Te de méme que U n'a pas de racine.

%
. Rix)=x% =14 (x% +x+ 1)(q2 , :
I l.a Réduire et ordonner suivant les puissaélél;n"si‘s (x) - 2),
! écroissantes de x les polyndmes F, Q R définis
il‘ par : paiyn 1.d  Onreprend les polyndmes P, Q, § g, i
i Pa) = (a2 + 52 4 (20— g3, précédent. .
t Qlx) = (o3 4 1)8 4 (4 _ 198 1. Déterminer les racines de P g .
‘ Rlx) = (2~ 1)2(c 4 13 2. a) Démontrer que, pour tout Nombyg
\ 1 3 réEl,r.
& 2 '
\ x2+.r+1-[x+-2—;' +
1.b Soit les polynomes P, Q, R définjs par : En déduire que, pour tout nombre rgg) i
P[-'-')=[I:'+-‘—‘+1][-5I7+312—4li X 4x+1>0.
Q) = (x? — 15 i b) Déterminer les racines de R.
| Rlx) = (b — 952 , 12" — 1) (ot n est un
: nombre eptj turel | donnég).
\ Détenningrlgf'[g? uif(%ug:g 4+ E‘le{ﬁ]- l.e  Calculer mentalement : 2 0gp? — 4 9992,
E' le Factoriser leg Polynfmes P, Q, R définjs par ; 1.f Déturminsl: le polynome de degré inférieyy o
il Plej=x? 143 ~x)(2¢~3); €gal 4 2 qui s’annule ep _ o eti,
F Q[-‘:]=J-'3—G-lt_2+12xwﬁ;
1

et qui prengd I
valeur 6 n 0,

w—2.1.. Forme canonique

BEREES Introduction

son signe,
Commengons par deux ex
* Soit Plx) = x2 4 94 _ 3,

x% + 2x est le début dy développement de (x + 12
D'oit : P(x) = (c+1)2—1_3_ (e+1)2_4

* Soit Qlx) = 4x? <12 4 10 = 4pp2 _

x% ~ 3x est Je début du développament de (xa -1}2, d'of ;2 _ 3x=(r_23
Dnadunc:q[.r]=4[x—%]2+1=[2.t-3)“+1:.1 4

emples,

* 00 peut done gepipe a2

tole=(x+1)22q,
3x+~3—-].

2.8
) “y
BEEE=m Cas général
On admet que, pour tout polynéme p gy, second degrg, i) existe g

que, pour tout nombre réel x : Plx) = a([x +a)? 4 B}_ Cotte écﬁturﬂsdﬂﬂmhres Téels a, a, B avec a = 0 tels

® de Px) est appelée forme canonique.
178 Polynémes et fractions rationne|les
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M rPnurtmuver la forme ¢

a:__:mniqug__de_ P(x) = ax? + bx + c,aveca¥0:
F — on met le nombre a en facteur : P(x) = a(x2 + —2-":--7- %] ;

| — on considere que x? +'%x est le début du développement de (x + %]2 ;
! . : :
| —on cherche le numbr'? [3 gu’i_l faut ajouter a (x + 2%]2 pour obtenir x2 + %-t i -;--

o i e e e S L ST

L e e B L s

pmsmm= Factorisation d'un polynéme du second degré

Nous nous contenterons d'exposer la méthode sur des exemples.
s Soit P(x) = 2% + 2x — 3. Sa forme canonique est : P(x) = (x + 1)2 - 4.
On reconnait une différence de deux carrés :
Plx) =I[lx+1)-2][(x+1)+2]
= (x—=1) (x +3).
Plx)=0 & x=1 ou x=-3,
P admet donc deux racines : — 3 et 1,

* Soit Q(x) = 4x — 12x + 10. On a vu dans l'introduction que Q(x) pouvait se mettre sous la forme :
Qx) = (2x - 3)% + 1.

Un carré étant toujours positif, on a pour tout nombre réel x : Q(x) 2 1. Aucune valeur de x n'annule donc
Q. Q n'a pas de racine.

Q n'est pas faclorisable, sinon il serait le produit de deux polynémes de degré 1 et admettrait donc deux
racines (éventuellement égales).

* SoitRx) =22 —-2x -2

=[x—1P =3

= (x = 1)2 - ({3)? _

=x-1-y3)[x—-1+/3). _
Rx)=0 & x=1+J30ux=1-/3.
R admet donc deux racines : 1 + /3 et 1 — /3.

- Soit P(x) un polynéme du second degré mis sous forme canonique : P(x) = a((,t' + o) + B).

* Si >0, alors P n'admet pas de racine car (x + o)® + B est supérieur ou égal B, donc stric-

- tement posilif, pour toute valeur de x. P n'est pas [actorisable, sinon, il le serait par un poly-
nome de degré 1 et donc admettrait une racine.

* Si B <0, alors on factorise P en considérant (x + o}* + § comme une différence de deux car-
rés et on en déduit deux racines.

* Si B =0, alors P(x) = alx + )® et P admet une seule racine ; — a.

B emargue

On constate que, pour les polynomes du second degré, il y a équivalence entre 'existence de racines et

I'existence d'une factorisation. Nous préciserons ce résultat dans la legon 3 pour des polynémes de
degré quelconque.

pummmm Etude du signe d'un polynéme du second degré

Nous nous contenterons d'exposer la méthode sur des exemples.
* Soit Q(x) = 4x% — 12x + 10 = (2x - 3)% + 1.

Un carré étant toujours posilif, ?n a pour tout nombre réel x : Q(x) > 0.
* Soit Plx) = a2 + 2x - 3 = (x — 1)(x + 3).

On étudie dans un tableau le signe de (x - 1) et (x + 3), puis celui de leur produit :
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x - oo -3 1 w
x-1 - = {!’ *
x+3 - 'ZIJ + +
P(x) + {lll - 0 ¢

BEI’I‘IBTQLIES

* Il faut faire attention a bien disp

premiére ligne du tableau.

EoE

Solution

E Plx}] =-85(x2+ —g— xr- %]
l =—6((x+-1%]z—igfz—-
== 5[l + 2 3”)

== 5.1
= 6(x+12+12)(x+

'[ =60+ (e - 1

| = (3x + 4)(1 - 2x).
Nous pouvons conclure :

pour tout x appartenant A (- %

W/AExercices B2 ez

2.a

Soit Px) = ax + b, avec a # 0.
Pour étudier le signe de P(x),
on peut d'abord chercher sa racine o,
Puis utiliser le tableau ci-contre ;

J —2.2. Travaux dirigés

* Pour étudier Ie signe de chacun des fact

pour tout x appartenant & ]~ oo ; — %l U l—%

pour tout x appartenant a J- -g— : %[. Plx) > 0.

* Factorisons P(x) & l'aide de la forme canonique :

P(x) est donc strictement positif poy,
réel x appartenant a :
Joos =3[ U1+l

tout n

P(x) est donc strictement négatif poyy

toyt
réel x appartenant a -3 ; 1[, Nopy,

P(x) est nul pourx =1 oux=—3,

eurs, on peut utiliser le point méthode indiqué Ci~dessoys ,

x -9

ax+b signe de —a

— O —F Q

signe de ¢

Etudier le signe du polynéme P défini par P(x) = - 6x2 - 5x + 4,

* Etudions ensuite le signe de chaque facteur et
récapitulons les résultats dans un tableau de signes,

96 4 1
i?ﬁ) X e - 7 ko
3x+4 - l!) + +
5 11 -
ﬁhﬁ) 1-9y¢ + + ? -
P(x) - .
X 0 + {I}
;—}!.P(x‘hﬂ:
i+ Plx)<g:
poly- 2b

nomes P, Q, R, § définis par :

Plx)=x?-5x+4;
Rlx)=x% 4+ 2/2x + 2,
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h‘ .

Q) =x*+3x4 4.

Trouver les racines, 8'il en existe, des

Slx)=x2 —x—1,

| S e —
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Etudier le signe des

' polynémes P, Q, R, S de
l'exercice précédent,

nmhl'!

oser dans I’ordre croissant les racines des différents facteyry i}
a
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3.1.. Théoreme fondamental

Soit P un polynéme et o un nombre réel,
o est racine de P si et seulement si il existe un polynéme Q tel que :
pour tout nombre réel x, P(x) = (x - 0)Q(x).

Q(x] est appelé quotient de P(x) par x - o,
Pémonstration

* Supposons que, pour tout nombre réel x : P(x) = (x — 0)Q(x). Alars : P(a) = (@ — a)Q(c) = 0.
Donc, o est racine de P,

* Supposons que : P(a) = 0,

Posons : P(x) = ax" + @, ™' + ... + ax + a_, ol a, # 0.
Plx+a)=alx+a)"+a, (x+a)" 1+ .. + a,(x + o) + a,.

x> P(x + 0) est donc un polynéme P' de degré n.

Posons : P'(x) = bx" + b,_,x™ + ... + byx + by,

P'(0) =P(0 + o) =P(a) = 0. D'otx : b = 0.

Donc : P'(x) =x(bnf‘1 +b,_ 22+ .+ b))
Pl)=Plx-o)=(x-0a) [b(x—a)* + b, (x—c)"2+ .. +Db,).

En posant Q(x) = b (x — o)™ + b, _,(x—a}"2 + ... + b, on a bien : P(x) = (x — o)Q(x).

@ - Pour démontrer que (p) & (q), il est souvent utile de démontrer que : [(p) = (q)] et [(q) = (p)].

Exemple
Dans la démonstration précédente, on avail

(p) : il existe un polyndme Q tel que, pour tout nombre réel x, Plx) = (x = «)Q[a) ;
(q): Plo) = 0.

=g =
1 Ak

iy P 3

L=

Consequenceshi

(1) Un polynéme de degré n a au plus n racines distinctes,

(2) Deux polyndmes de degrés inférieurs ou égaux a n coincidant en (n + 1) valeurs distinctes sont
égaux.

Démonstration
(1) Raisonnons par l'absurde.
Supposons que P admette au moins (n + 1) racines distinctes : o, o

1! ﬂ-zi waay c[n.

* @, étant racine de P, il existe un polynéme non nul Q, tel que, pour tout nombre réel x :

P(x) = (x - 0)Q(x).

Polynémes et fractions rationnellec 184




N

1l existe dong un polynéme non nul Q, tel que, pour tout nombre. rétattll x:Plx) = (x~ ) (x ~ uilﬂlh)l
* @, étant racine de P mais pas de x> (x—o,)(x — @), @, est racine de [?.1-

1 existe dong un polynéme non nul Q, tel que, pour tout nombre réel x :

| PO = (= o)l - @) (e - 0,)Q, ).

T 6 ul tel
* On démontre ainsi, de proche en proche, qu'il existe un polynéme non nul Q, te que, poy, o
nombre réel x ; P(y) = (e = o) = o ) = ot,)... (e — @, )Q, (x).

Le degré du polynsme x > (2 = oty (x = f-‘h)(-‘-' =~ o) (x—, ) estn + 1.

—_——

t racine de Q..
* @, étant racine de P mais pas de .x = x - 0, @, es

Ul

} On en déduit que : d°P 2 n + 1. Ce qui est contradictoire. Donc, P admet au plus n racines,

(2) Soit P et Q deux polynomes,
tinctes. Ces valeurs annulent le p
inférieur ou 6gal a n 4
"I Dong, P = Q,

de degrés inférieurs ou égaux & n, coincidant en (n + 1
olynéme P—Q, Donc, P - Q, s'il est non nul, est un
yant plus de n racines. Clest impossible d'aprés (1). P - Q est

} Vﬂl&urs dia
polynéme de degré
donc ny],

3.2, Déterminations pratiques du quotient de P(x) par x - ¢

1 amEm=m Méthode des coefficients indéterminés

Nous allons exposer la méthode sur un exemple,
1
l Soit Plx) = 243 = 52 _ 4x + 3.
- JI P(1) =

pour tout nombre réel x, on ajt -

)= (x~ 1)Q(x).
dex—>x—1¢tde Q

+ Qest de degré 2,

4'
1 rmes de plus haut degré de (¢ — 1) et de
e de plug haut degré de Q(x) est 2.
‘ Posons : Q(x) = 242 4 py *+ ¢ ol b et ¢ sont deur nomp
h
|
|

res réels 3 déterminer,
(* = 1)(2x? + by + c).

bh—
—.1'2—4.t+3=2.\?3+(b—~2].\:’2+[ﬂ—b).1“-c = ‘[ ¢

Pour tout nombye Téel x:2x3 32 4., 3=

Pour tout nombre réel x| 243

= { bi=

Il vient : P(x) = (x—1)(2x2 + x — 3). c=
1 est une racine évidente de Q. En faisant yn raisonnement analogue ay Précédent,

{ 2.r2+x—3=(.t—-1}[2x+31.

On en déduit que : Plx) = (x - 1)¥(2x + 3).

1 On dit que 1 est une racin

BE!

R_ emarque

| Il est trés facile de se rendre comple si 0, 1 oy - 1 ggy racine d'un polyna .
i que le polynéme admet une racine évidente, Polynome. Lorsque cest fe o
I

e

on démontre que: *

e double de P et — -ZL \Ine racine simple,

on dit

f emmmmm Division euclidienne
- L'algorithme permettant d'effectuer le

duotient de deux nompyreg ang: i ly-
nomes. On dispase les calculs de la méme f entiers naturels sq généralise aur poly

$0n et, 3 chague éla : ; du
terme de plus haut degré du reste (cf. calculs Ci-apras), q Pe, on détermine ] quotient par x

182 Polynémes et fractions rationnelles




Ainsi, P(x) = (x-1)(2x*+x— 3).

e e

1__3 |

2x* 4+ x-3 De plus : 2r2+.t-3=2[.r2+—5x-3] |
T |
etx2+-2—.r-[x+4] 16 !
]
I

Donc : P(x) = (x - 1)*(2x + 3). “

|« trouver un facteur commun ;

! » reconnaitre un produit remarquable ;
* trouver une racine évidente o et diviser par.x — o ;
» dans le cas d'un polyndme de degré 2, le mettre sous forme canonique. adisd |

k . =

|
| Pour factoriser un polynéme, on peut essayer successivement les méthodes suivantes : I

_3.3. Travaux dirigés

pmmEzm Etudier le signe de P(x) = 27 - 7x - 6.

Solution
| Factorisons P(x) : — 1 est racine évidente ; on peut donc factoriser P(x) par (x + 1).
P-7x—6 =[x+ 1)xt-x-86);

e —7r -6 x4+ 1, 25
- S e =)= .
s = xt-x—6 (x 2] 2 l
5 -
z _7x - 2 - A . - [ X :
"B Y T A |
= =h =(x-3)(x+2); i
_Gx %8 B-7x-6 =(x+1Dx-3)x+2) '

0
Dressons un tableau des signes :
X i ~2 ! g "™ Pour tout nombre réel x appartenant a .
I - s - i
—em:=2[Ul-1;3] Plx)<o. iy
— - S TR ¢ | Fei-2Uk1530 Pl ;
_ 0 4l Pour tout nombre réel x appartenant a
x-3 = B -2;-1(UJ3;+[ Plx)>0. i
|
x+2 - ? o * b Pour tout nombre réel x appartenant a ,
1 . [-2;—-13;3] Plx)=0. )
- Q = 0 + ]
. P(x) s B+ 3 ]

w;f,ﬁE X T CICOS BEs o o i o o o

Q)=+ 2x2 +x+2; ¥

.a Diviser P(x) par x — o dans chacun des cas sui- 3
3 o ? Rlx)=a? -3 —x + 3.

vanls :
1, Plx)=—5x2+2x+7 el a=-1;
2.Plx) =a3x* —2r—1 el o=1; . .
3.Px)==2x*-x?+dx-4 et a=-2 3.c  Etudier le signe des polynémes P et Q définis !
par :
3.b  Factoriser les polynémes P, Q et R définis par : Plx)=—x%+3x +2;
Ple)=x+ 22 —dx—4; Q) =2+ x¥ =722 —x + 6.
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b

. 1. Généralités

meeEmm Présentation

Définition

Toute fonction numérique de la forme %
rationnelle.

Remarque

Soil P et Q deux polynémes ; la fraction rationnelle i a pour ensemble de définition Je complémep,.
taire dans R de |’

, ot P et Q sont deux polynémes, est appelée fraction

A=

ensemble des racines de Q. Q
Exemples
Soit les fonctions numériques f, get h resPEc;ivement déﬂi—lge—s :E_:I: )
ﬂx}=x3—4x2+5x—1; gx)==2x+ i—.r i h(x) = =13
* Jest le quotient des polynfmes x —» 23 — 4xZ + B 1 etx+> 1. fest donc une fraction rationnelle dag;,
nie sur R,
* L'ensemble de définition de gest R\ (1),
Pour tout nombre réel x appartenant 3 | \ (1) : glx) = — il ;_x]: e = 2'121__";_ ?
g est le quotient des polynomes x = 2x2 — ¥ — 3 ot x 1 —x. gest donc une fractinn.ratinnnella.

* h est le quotient des polynames x + x% — 3 + 1 et

X2
Pour tout nombre réel x : x2 + 3 2 0, Donc:D; =R.

+ 3. h est donc une fraction rationnelle.

mepmmm Simplification de fractions rationnelles
X2 —x-5 it 1 3 2x
. - P ol _
9 —-_['g Bix +

x—1 x4+ 1 X% -1
3 est une racine commune du dénominateur et dy numérateur de f,
On peut donc les factoriser tous deux par x - 3.

Soit f:x —>

Pour tout nombre réel x appartenant A R \ |- 3 3): M) = — (x = 3)(x + 2)

. x+2
(-‘-"3](.1.‘-{. 3} T X+3
-DB=R‘\[—I;1].
Pour tout nombre réel x appartenant A R \ (-1 ; 1)
x+1+3kx-1)-2x B 2(x—1) B 9

E emarque

Considérons les deux fractions rationnelles suivantes

x+2 . 1
f:.r-—)xz_4 et gix ——s.

Ona:D; =R\[-2;2] et D, =R\ (2.

De plus, pour tout nombre réel x appartenant a R \ (-
Les deux fractions rationnelles coincident sur R \ (-

2 ;2} :Hx}:grx}l

2 ; 2], mais ne sont pas égales puisque Dy# D,.
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__4.2. Travaux dirigés

o= 1. Soit P et Q les deux polyndmes définis par : P(x) = 2x2 - 3x + 1 et Q(x) = x - 2. | .
1°) On désigne par f1a fraction rationnelle % et par P' le polynéme défini par : P'(x) = P(x) - P(2). i
a) Effectuer la divlisiun euclidie.nne de P' par Q.

p) En déduire I'existence de trois nombres réels a, b et c tels que :

pour tout nombre l'i':!El xappartenant a D, flx) = ax + b + -5,

2°) Le plan est muni d'un repére orthonormé (0, I,]). -

Soit () la droite d'équation y = 2x + 1 et (€) la représentation graphique de la fonction £. Soit x un

nombre réel distinct de 2, M et P les points d'abscisse x appartenant respectivement a () et (2).
a) Calculer PM en fonction de x.

b) Démontrer qu'il existe un nombre réel o tel que : ) > o= PM < 3

e R
e

10"
Solution g p
1°) @) On a : P(2) = 3. Donc, pour tout nombre réel x : P'(x) = 242 — 3x — 2. '
22 -3x -2 | x-2
x-2 . 2x+1 On a, pour tout nombre réel x : P'(x) = (2x + 1)(x — 2).
0
b)D,= R\ {2}.

Pour tout nombre réel x appartenant 3 & \ (2] :

l-_ '._2 3
ﬂ.l']‘-‘Ph)+3 =(2.t+1}(1 )+3 are1s .
x—-12 x-2 x—2

2°) @) On a: PM = |fla) — (2x + 1};=~x_3__2

b}Ona:PM{%’ e lx—2|>30. Deplus: -2 < —2|

1
Donc: [¢[> 32 = [x-2[>30 = PM< . |
y 1 25 f
Emmrm==n 2. Etudier le signe de la fraction rationnelle f: xi—>-x+4 + S " ke

Solution guidée

¢ Déterminer 'ensemble de définition de f. . |
. (x*+1)(2-x) .
« Démontrer que, pour tout nombre réel x appartenant a R\ [1; -3} : flx) = A=

» Dresser le tableau de signes de flx).

WE XOTCI COS BETo o i s A o P A

4.0 Trouver, dans chaque cas, l'ensemble de défi- Qlx)=1- 5"’2_ 10, .
nition de la fraction rationnelle f : x—4
] —3x
s x—x+1l 4.c  Etudier le signe des fractions rationnelles R et
o, ox=1 T définies par :
el = Rt =1- -3 3
I=1—— +
r+1 xP+x
4b  simplifier les fractions rationnelles P et Q défi-
nies par : K T, .
P[]p " Tlx) = 3x+ 7 e
siis D-xtix-1
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APPRENTISSAGE
\ _
Polynémes

1 Parmi les fonctions numérigues suivantes,
reconnaitre celles qui sont des polyndmes et préciser

leurs degrés ;
IH[.l‘.fE-IJ(.rZ+:r] ;x> A sxis7 i
_1_--;3""3"5-_1'2"'7-'-' i pis B=81 .
J5 xt+9
t'l-—b—-l—.r‘+--+t3 ; X+ 38— [x] 4 5,

2 Déterminer Je degré et le cosfficient du terme
de plus haut degré des polyndmes F,QetR~
Plx) = (2 + 1)(3 - ) ;
Qlx) = (¥ — 242)(x5 _ 3x) —
Rix) = (x ~ 2)(1—-x7) —x(1-22) 4 (x - ?][3 - 2x).

3 On donne :
Plx) = 1023 — 52 + 7x~3,
Qlx) =x° — 552 4 3,
Rx) = 723 _ 3,2 + 25
Déterminer :
Plx) + Q) + R(x) ;

Ple) - Q(x) - R(x) ;

P(x) + Q(x) - Rx) ;
Q) - (Pl - Rx)),

i Factoriser -
P[.l:]=[21'+]Hx—3]-—{4.1'+5](3—-x};
Qlx) = 2% 4 5r_3. ’
R(x}:[.rz—ﬂlz-(x +2)2;
Sh‘]=,r3—2r2-5t+ﬁ;
T[.r]=.t'4+.r:'—-4.r-16.

5 Etudier, suivant les valeurs de x, le signe de .
Pt) = —4(x + 3)(2¢ - 5) ,
Qlx)=a2+1;
Rlx)=9-1601.
8(x) = (3 — 4)(x + 3) - 3622 4 64,

6 Etudier, suivant Jes valeurs de , o signe de :
Plx) == 4(5x - 7)(x,3 - 4),
Trouver le signe des nombres ; P(,2) ; P( %-] i P(2) ;
P(1997). '

7 1. Trouver un Polynéme admettan; pour
racines — 2 et 3,
2. Trouver un polynsme admettant pour racines -1 ; g
et 5.
3. Existe-t-il un polynéme de degré 10 admettant pour
racines —1;0et 5 7
4. Existe-1-il un polynéme de degré 10 n'admettant pour
racines que—1;0et 5 ?

8 Déterminer tous les polynémes de degré infs.
rieur ou égal A 2 qui s'annulent en — 2 et 1. Quel est
celui qui prend la valeur 6 en o ?
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9 Démontrer que, pour tout Nombrg pg
B-1=(c—- 1]([x2 +3x + 1)* = 5x(x + '1]2)
Application
Décomposer le nombro 5% — 1 1 Produit gg
facteurs. :

Bl-]_':

10 Dans chacun des cas suivants, o P e 3
polynéme de degré 2 ; '
— mettre P(x) sous la forme canonique
~ déterminer Jes racines éventuelles de p ;
- étudier le signe de P(x).
1. Plx) =% + 2xr—1.
2.Px)=-at+x-1,
3. Px)=x%-7x+ 6.
4. Px)==5x2+x+1.
5. Plx) =x2 4 2x 4+ 2,

ﬁ' P[IJ = —;—- ,l;'z + 5x— 1. f

7. Plx) = 3x% + 5 =1,
B. Plx) = 169.2 + 13x -1,

11 Démontrer que, pour tous nombres réels req .,

= (E£+ N _ fx—pe
=5~ (59
Application
Démontrer que tout produit de deux nombres entiers de

méme parité peut s'écrire comme différence de dgyy
carrés de nombres entjers,

/P 12 On donne un polynéme P et un nombre réel .
Dans chacun des cas suivants :
— Vérifier que P(x) est factorisable par x— ¢ -
~ déterminer Jo quotient de Plx) parxr— g s
— factoriser, 5 Possible, ce quotient
- étudier le signe de P(v).
LP)=x3_gq42 45, 2 eto=2
2.Px)=- 299 4 X2 —12x 4 9 et g :—3-_

3. P(x) = 269 4 302 _ 45, _ 9 et e=_3
4. Pla) =~ 343 4 9,2 +0r-6 el g= 3.

13 Dans chacun des cas suivants, déterminer a
POUT que [ soit factorisal)e Par g, factoriser f puis étu-
dier son signe.

L flv) = ae® ~ g4z =6 et g)=y_o,
2. flx) =xt 4 203, =2 et gl)=x4o
3 ) =x g2 gy ta et gx)=x2_4

14 oy considére le polyna P défini par :
Ple) = 4t 4 2t 4 9, S TF

actoriser p. ' :
On pourrg s'inspirer dy Seécond travail dirigé § 1.3.

15 On considere le polyng P défini par
p{r]=[x2_1]z+{h]2. Polyndme P défini par

L. Développer, réduire et ordonner P,
2. Factoriser p

3. Trouver deux Nombres entjers el :
q tels que :
P +q? = 1012, e !
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. ﬂt:l =Plx) +

. (On pourra s'inspirer du premier travail dirigé du § 4.2.)

Fractions rationnelles

46 Donner un exemple de fraction rationnellg :
1. sannulant en — 1 et 2 et ayant pour ensemble de
définition & ; 3
9, sannulanten - 5;0 ; 5 et ayant pour ensemble de

17 Dans chacun des cas suivants -
- déterminer l'ensemble de définition D, de la fraction
rationnelle f;
- simplifier flx) sur D;
— étudier, suivant les valeurs de x, le signe de Jlx).
PZ+x-2 -
L= e
L B 4xt-xi2
2= e s

‘1-18 On considere la fraction rationnelle f définie
 flx) = M
par : flx) = -—x+2
Trouver un polyndme P de degré 1 el un nombre réel ¢

tels que, pour tout nombre réel x différent de 2 ;
C

—x+2

- 19 On considére la fraction rationnelle g définie
+ o) = o —5x% + 10
par : glx) = x-4

Trouver un polynéme P de degré 2 et un nombre réel
tels que, pour tout nombre réel x différent de 4 :
¢
= Plx _—

glx) = Plx) i
(On pourra s'inspirer du premier travail dirigé du § 4.2.)

(‘20 Déterminer les nombres réels a et b tels que,
pour tout x élément de R \ |-2, 2], onait:

1 - b
P-4 x-2 x+2

21 1. Déterminer les nombres réels a el b tels que,

pour tout nombre réel .x, on ail :

ale? + 9) + b(x? - 9) = 67
2. Déterminer les nombres réels ¢ et d tels que, pour
tout nombre réel x, on ait :

clx +3) +dlx-3)=12 -
3. On considére la fraction rationnelle f délinie par :

63

= a5
a) Déterminer 1'ensemble de définition D! c]c,_f.

b) Déduire de la premitre question qu'il exisle deux
nombres réels o el P’ tels que, pour toul élément .x de
. Bl

22+ 9 x2-9
¢) Démontrer qu'il existe trois nombres réels a, p et y
tels que, pour toul élément x de D, on ait :
)= By B PR
:{({x T x+3 2+
29 1. Trouver des nombres réels a et b tels qu'e,
pour tout nombre réel x différent de 1, on ait :

Dy, on ait: flx) =

x—13

x b
—=a4—,

1-x 1-x
2, Démontrer que, pour tout x élément de [~ ; 2] ona:
& 2'3
1< <2
1-x

APPROFONDISSEMENT

23 Pour tout nombre entier naturel n non nul, on
considére le polyndme P, défini par : P (x) = x" + 1.
1. Démontrer que si n est impair, P, est factorisable.
2, La réciproque est-elle vraie ?

24 Déterminer deux nombres résls a et b tel que
pour tout nombre réel x, on ait :
x(x+ 1)+ 2)(x+ 3) + 1= (2% + ar + b)&
En déduire le résultat suivant : « le produit de 4
nombres entiers relatifs non nuls et consécutifs, aug-
menté de 1, est un carré parfait ».
Vérifier ce résultat sur au moins 4 exemples (nombres
posilifs ou nombres négatifs).

95 D'aprés « The Mathematics Teacher », Sept 1983.
On considére les égalités suivanles :

Lo e ollic 2 =R,
1:<2-‘1 2,2x3 2 3
—3———3‘ —--42_._4'
3:-:4-3 4,4x5 4 5
5 __5
5:-:6-5 5

1. Vérifier ces égalités.
2. Quelles pénéralisations suggérent-elles ?
3. Prouver ces généralisations.

26 Mémes questions pour les égalités :
2+2=2x2,;
3+15=3x%x1,5;
5+125=5%x1,25;
11+1,1=11x%x1,1.

8% «, b ot c sont trois nombres réels distincts. On
I;nsidérc le polynome P défini par :

[v=a)lx—b) [([x=b)lx—c)
B = —alle—1 le-Bla-d

1. Caleuler P{a), P(D) et P(c).
2. En déduire que, pour tout nombre réel x: Plx) = 1.

(x —c)fx—a)
(b—clb—a)

28 Soit @, b deux nombres réels distincts.
On définil le polynéme P par:
P(x) = a®(b — x) + D*{x —a) + x¥{a - D).
1. Démontrer qu'il existe un polynéme P, tel que, pour
lout nombre réel x !
P(x) = (v — a) (x - b) P,[x).
2. Quel esl le degré de P, 7 Déterminer P,. En déduire
une factorisation de P(x).

-{‘ 29 On considére une feuille rectangulaire de
périmatre donné p et de longueur x.

1. On prend : p = 4.

a) Exprimer l'aire de la feuille en fonction de x.

b) Pour quelle valeur de x, celte aire est-elle maximale 7
2. Mémes questions pour p = 10.

3. Cas général : p est un nombre réel strictement posi-
tif. Déterminer, en fonction de p, la valeur de x pour
laguelle l'aire de la leuille est maximale.
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30 Sur une droite (%) munie d'un repere (O.1) Dcl'f
considére des points fixes A, B, C d'abscisses respe
tives a, b, C.

Soit M un point de (@) d'abscisse . S
1. Exprimer en fonction de a, b, c et x le nombre réel :
MAZ BC + MB2 CA + MCZ AB + BC. CA. AB. :
2. Quel est le degré maximal du polynome P obtenu
la question précédente ? ) ,
3. Calculer P(a), P(b) et P(c). Qu'en déduire pour P
Conclure.

31 Soit a, b et c trois nombres réels deux a _dEUX
distincls. On désigne par Q_, Q;, Q, et P les polynémes
définis par:

Q)= (b - )~ a)(x + a)? + (b + ) ;

Q) = (e~ ate ~b)((x + B2 + (c + a)?)
Qlx) = fﬂ—'b}[x—c]((x +¢)?+ (a+ b]z) :

Plx) = Qu(x) + Qylx) + Q ().

1. Quels sont les termes de plus haut degré de Q_, Q,, et
Q. ? En déduire sans autres calculs que P est nul ou de
degré inférieur ou égal & 2.

2. Calculer P(a), P(b) et Flc).

En déduire que P est le polynsme nul.

32 soit P et q des nombres entiers relatifs (p=0),
on dit que p divise q s'il existe un nombre entier k (el
que:g=pxk
[Par exemple, - 5 divise 10 car 10 = (-5) (-2)]

1. Soit P(x) = a3 + ax?+ax+ a; un polyndme oi les
coefficients ay, @y, a5 et a, appartiennent & Z et o a,
est ion nul. On suppose qu'il existe un nombre entier
relatif m racine de P.

Justifier que m divise @, {On pourra remarquer que :
Plx] = (a? + @+ a,lr + ay,].

2. On considére le polyndme Q défini par ;

Qlx) =x% + 622 + 6x + 5,

a) Existe-t-il un nombre entier pair qui soit racine de Qr
b) Factoriser Q [On pourra chercher un nombre entier
qui soit racine de QJ.

3. En procédant de méme, factoriser les polynémes R et
S définis par :

Rl¥) =2+ 622 + 12x + 9,

Sle) = 2% + 922 + 16 + 14,

33 Soit b, ¢, d et e des nombres réels, a un
nombre réel non nul et fle polynéme défini pour toul
nombre réel x par :

Sx)=ac? + b + ex? 4+ dy 4 @,
1. On considére la propriéts (p): )
pour toul nombre rédel x non nui.ﬂl?} = -’I_E-__li '
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o) Démontrer que si f vérifie la PrPREté (p) o N
unie racine non nulle de f, alors o ot égal‘"“ﬂntu!ll
ine de f. i i
;jcl]:::émontrer que f vérifie la propriéts (p) O ey
= ;
En déduire en particulier que 0 n'est pas Hagine da

" ¢) Application

; lynéme f défini par :

Mettre f sous la forme d'un produit de qugy, bol

omes de degré 1. ) -
:2,0 On suppose désormais que f vérifie la Propriéys

a) Démontrer que, pour tout nombre réel &y, nuj,
Lo apers L)+ b+ ) +c.

b) Soit ot un nombre réel non nul. Dén;untrer que g o
une racine de [ si et seulement si o +5 estune racin
du polynéme g défini pour tout nombre rée| » par:

. g{_r]=w;2+b,r+c—2a.

¢) Application )
Soit fet g les polynémes définis pour tout nomby, 1ég)

X par:
flx) = 6% — 35x% + 6242 — 350 + 6 ;

glx) = 622 = 35x + 50.

Déterminer les racines de g, puis celles de f.

¥ 34 1, Démontrer qu'il existe un unique polynpme
de degré 3, qui s'annule en 0 et verifie, pour toyt
nombre réel .x : P(x + 1) — P(x) = 2.
2. Soit n un entier naturel su périeur ou égal 4 2.
a) Démontrer que :
124224 .4 n? = P(n + 1) - P(1).
b) En déduire que :

[

12+gz+,_,+n2=i’il_lﬁ[_2’_‘i_11
c] Vérifier ce résultal sur quelques exemples.

35 1. Démontrer que, pour tout nombre réel x :

o (-lr2 + x)z (1-3 - .r)z

2 2
2. Soit fle polynéme définj par: flx) = (

x? — x\?
)
Démontrer que : A +1) = fle) = 42,

3. En utilisant une méthode analogue A celle de l'exer-
Cice précédent, démontrer que :
z 2
V4234 4pio E_{n_:r_l]_
4



Equations |
et inéquations dans R

De nombreux problémes issus des diverses branches des
mathématiques, des différentes sciences et du domaine fechnique
conduisent & des équations & une inconnue. Vous en avez déja
rencontré beaucoup dans le premier cycle. Compte fenu des tech-
niques de calcul nouvelles sur les polynémes et les fractions ration-
nelles que nous avons apprises au chapitre précédent, nous pou-
vons aborder maintenant un plus large éventail de sitvations et
apprendre & résoudre des équations plus complexes.
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—1.1.. Equations et inéquations

Soit x un nombre réel. 4 1 4
Considérons I'égalité (E) : =

x+2 x-2 2x+1°
Suivant les valeurs de x, cette égalité peut :
— Elre vraie, par exemple pourx = -3 oux=1;
= 8tre fausse, par exemple pourx =0 oux=3; X
— n'avoir aucun sens ; c'est le cas pourx =—2,x=2zetx=——.

Nous dirons que (E) est une équation d'inconnue x.

: . i r l'inconnue :
Avant de résoudre une telle équation, il convient de préciser les contraintes su
X#E—-2 x22 th?‘-'—-:l— ;

»
— 3 et 1 sont des solutions de (E).
Cette équation a-t-elle d'autres solutions 7

Pour répondre A cette question, on recherche toutes les solutions de (E). C'est ce qu'on appelle résoygy,
I'équation (E).

Soit A et B deux ensembles. i ;
* (E): « flx) = g(x) », ol fet g sont deux fonctions de A vers B, est appelée équation dans A, d'in.
connue x.

* Tout élément ¢ de A vérifiant
* Résoudre dans A 1'é
de (E).

arques

* Le nom utilisé pour I'inconnye est sans importance, les équations Jix) = glx) et fit) = &glt) ont le méme
ensemble de solutions.
* Avant de résoudre une é

Exemples

) = gla) est appelé solution de I'équation (E).
quation (E), c'est rechercher I'ensemble des éléments de A qui sont solutions

quation, il convient, s nécessaire, de préciser les contraintes sur 'inconnue.

* Soit & résoudre dans R I'équation (E) ; =

et o
(2x—=1)(x + 3)
— contraintes sur I'inconnue e L et xx_3.

— les nombres réels 1 et 0 sont des solutions de
* Soit A et B deux points distincts du plan .
On considére les applications f1:P— V_, = o et L:®P SR
—I'équation (E)) : f,(M) = 0 a pour unique solution )g point [, miliey de [AB] ;
- I'équation E):f,M=1a pour ensemble de solutions e
On définit de méme les ing
Définitions
Soit A un ensemble,
* (D : « fl0) < g(x) »,
connue x,

* Tout élément o de A vérifiant ) < gla) est a

Ppelé solution
* Résoudre dans A I'inéquation (I), c'est rechercher |’
de (1),

=

X
%

(E) ; 6 n'est Pas solution de (E).

cercle (€) de centre A et de rayon 1.

quations :

ot f et g sont deux fonctions de A vers R,

est appelée inéquation dans A, d'in-
de l'inéquation (1).

ensemble deg éléments de A qui sont solutions

190 Equations et inéquations dans [
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Remaraue

pour les inéquations, I'ensemble d'arrivée deg ' ; ’
ftx)el alx). Jonctions f et g doit étre R, puisqu'il s'agit de comparer

Exemples

» Soit & résoudre dans R I'inéquation (1) ; (x—=1)2 .
Jx-5 ~ 7!
- contraintes sur 'inconnue : x € R \ { 9 ] s

~ le nombre réel - 1 est solution de (1) puisque - + <1
S= &,

» Soit A un point du plan @, fYapplication définie par f: @ >R et (1 I'inéquation : IM) < 1.
L'ensemble des solutions de (1) est e disque fermé de centre ﬂhgt'_’de%on 1

—1.2.. Resolution d'équations

Pour résoudre une E-quafwn_. on procede généralement par transformations d'écritures utilisant les régles
de calcul relatives aux égalités dans .

En particulier, une équation aura les mémes solutions que |'équation obtenue :
* en ajoutant un méme nombre réel aux deux membres de cette équation ;
* en multipliant les deux membres de cette équation par un méme nombre réel non nul.

De telles équations sont dites équivalentes.

D"F e L e el e e e e e e S P ot e Ty
etinthon =~ = S T e

Deux équations sont équivalentes lorsqu'elles ont le méme ensemble de solutions.

Exemple

P i i X+ 2 X —
Soit a résoudre dans R 1'équation (E) : * g B0

5x+19 10x—26

— Contraintes sur l'inconnue : x e B\ [- %, % ;

— Pour tout nombre réel x appartenant a B \ (- % ‘%L ona:
(E) & (x + 2)(10x — 26) = (x — 3)(5x + 19)
& 10x2% — 6x — 52 = 5x% + 4x = 57
¢ 5x2-10x+5=0
e 5xf-2x+1)=0

& (x-1)2%=0

=x=1

(on a multiplié les deux membres par (5x + 19)(10x — 26))

(on a ajouté = (5x? + 4x — 57) aux deux membres)

Le nombre réel 1 appartenant a R\ (- % %3}. il est I'unique solution de (E).

BG!!!&I’QUES

* On peul aussi résoudre certaines équations par implications directes ; dans ce cas, les solutions de

I'équation initiale sont solutions de I'équation finale, mais la réciproque peut étre fausse.
Considérons par exemple dans R I'équation (E) : - 2x = |¢ + 1.

Pour résoudre cetle équation, on peul raisonner par équivalences ou par implications directes.

Equations et indquations dans @ 104
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Raisonnement par équivalences
= Contraintes sur l'inconnue : x € R_; en effet, les
deux membres de (E) doivent étre positifs.
= Donc, pour tout » appartenant 4 R_on a :
(E) & (E): (- 2x)2 = (x+1)2
S 4xi=x2 4241
©3%-2xr—1=9
& (x=-1)3x+1)=0 1
(E) admet une seule solution dansR_:——

T
L'ensemble deg solutions de (E) est {— %‘-}

isonnement par implications
) = () (- 20 = (e + 17
= (x—1)Bx+1)=0

=:~x=-% ou x=1

Vérification

1]_ 2 --l 4
[-ZJX(—"E‘)—E E:t ) 3 +1--..3.,_'
donc: — % est solution de (E).

(~2)x 1=-2 et f1+1]=2.

donc : 1 n'est pas solution de (E). .
L'ensemble des solutions de (E) est ; {_ _5_}

* Dans une résolution par implications directes, certaines sofuﬂ'ons. de | 'équﬂﬂﬂfé ﬁﬂﬂ}f I:?UVEﬂg ne

étre solutions de | ‘équation a résoudre, il est donc nécessaire de '.r’én)fjer chacu{le {-}S S.Gr u ftﬂﬂs_ﬂ tenyeg
* Dans une résolution pPar équivalences, cetle vérification est théoriquement inutile ; Ou_}t;}fms, en pra.
tique, elle permet de détecter d’éventuelles erreurs de calculs, il est donc fortement conseillg de la faire

l'inconnue :

Pour résoudre une équation (E), on peut utiliser I'un des procédés suivants :

- * chercher une équation (E') immédiatement résoluble et équivalente & (E) : les solutiong de |
(E') sont alors les solutions de (E) ; cette méthode nécessite de bien préciser Jes contraintes syr !

B |

+ * chercher une équation (E') immédiatement résoluble, telle que I'on ait seulement : (E) = (B); '
toute solution de (E) est donc nécessairement une solution de (E') ; on résout ensuite (E') et op
détermine, parmi les solutions de (E"), celles qui sont solutions de (E). |

e=1.3.. Résolution d'inéquations

Pour résoudre une inéquation, on
régles de calcul relatives auy inégal

En particulier, une inéquation aura

De telles inéquations sont dites équivalentes,

Définition!

Exemple
: - . X+ 2
Soit a résoudre dans R I'équation (); X*2
5x + 19

— Contraintes sur l'inconnue ; x € g \ - 1—5? 153-]_

= Pour tout nombre rée] x appartenant A R \ |- %3. ls:i], on a:

X+ 2 x;3
bx+ 19 10x - 26

) & <0

(on a ajouté —

192 Equations et inéquations dans [
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Procéde généralement Par transformations d'écritures utilisant les
ités dans R.

. les mémes solutions que I'inéquation obtenye -
* €N ajoutant un méme nombre rée] guy deux membr

* en multipliant les deux membres de celte inéquatio

es de celte inéquation ;
"' Par un méme nombre rée strictement positif.

xX—3
10x-26 °

xX—3
10x - 25

aux deuy membres de (1))



28

(x + 2)(10x — 26) — [x - 3)(5x + 19)

< (5x + 19)(10x — 26)
512 —10x + 5 .
<
& (G + 19)(10x — 26) - -
2 X - —3— 1 ""5_ i
5(x— 1) 0 J
<
L (5x + 19)(10x — 26) 5(x-1)? ¥ + 0 + +
5(x - 1)? 5x + 19 i g : .
Xl =
posons flt) = E ) Hox — 26)°
10 - 26 - = - +
Déterminons le signe de fx), pour x dis-
tinct de — ?‘—g et 1-‘5&, 4 l'aide du tableau J(x) + _ ? _ &
ci-contre.
L'ensemble des solulions de (I) est : |- % -1[ U ; %3[_

emargques

« Pour résoudre I'équation du §1.2, on a multiplié les deux membres par (10x - 26)(5x + 19). Faire de
méme pour I'inéquation de | ‘exemple ci-dessus serail extrémement délicat, et impliquerait une discus-
sion sur le signe de (10x - 26)(5x + 19).

Dans la plupart des cas, pour résoudre I'inéquation f(x) < g(x), on écril l'inéquation flx) - glx) <0 qui Iui
est équivalente, puis on cherche & déterminer le signe de flx) - glx), souvent a 'aide de factorisations.
s Une inéquation a souvent une infinité de solutions. Il est donc impossible de procéder par implica-
tions, puis de vérifier que les solutions obtenues sont bien des solutions de I'inéquation initiale.

WE XercCICeS Frriririii B A FEER A
(1,) et (1,) dans A sont-elles équivalentes 7
1 (1): 5 -3<s5 -4

2
(1):3x-18<2r-24 A=R

l.a Résoudre successivement dans B, @ et Z
I'équation suivante :

(x — 2)(2x — 7)(x* — 9)(7x — 23) _ g,

X3 2. (1,): lx-21 <5
(L): (e—2)2<25 A=R.
1.b Démontrer que dans chacun des cas suivants N
les équations (E,) et (E,) dans A sonl équiva- 3 (I))ir+x=s4x
[12]114-,1‘254 A=R*,

lentes.
S S <
1. (B): F-3=F-14
(E,): 3x— 18 = 2x — 24 A=R

2y +1 x=1

—=

x=1 2r+1

(1) : (e +12<(x-1)2 A=R\ {1,_%4_

4. ([}

2. (B,): lx-21=5

[E,:I:{.r_2]2=25 A=R i
2 1.d On considére dans R l'inéquation (1) :
3. (E) i x+x'=4x x+1 1
(B :1+x2=4 A=R". xr—-1 [(e=12"
x+1 x-1 1. Préciser les contraintes sur l'inconnue pour
4. B)i——=s—1 ; \ 3 ;
-1 2x+1 i la résolution de cette inéquation.
(By) : (2x + 1) =[x~ 12 A=R\[L.-3) 2. Démontrer que pour tout nombre réel x = 1,
ona:(Ilesat-2<0.
1.c  Dans chacun des cas suivants, les inéquations 3. Résoudre l'inéquation (I).
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) Euations et inéquations liant

FiTdeux’polynomes .~

— T A
e Y ¥ = ¥ el
——— -

—2.1. Méthodes de résolution

Soit & résoudre dans R ;
(E) : 2 + x + 6 =2(8 = x - 3x2).

E] &0 +xr+6-2B8-x-33)=0
2% +6x%+3x-10=0.

pitre 10,

. Pour résoudre une équation du type
- P(x) = P'(x), ot P et P' sont des polyndmes,
on peut procéder comme suit :

— Se ramener a une équation du type
Qlx) = 0, o Q est un polyndme ;

| — factoriser Q ;
— déterminer les racines de Q.

2.2, Travaux dirigés

| (1) :x? +x+6<2(8—x—3x%),

btient :
* En retranchant 2(8 — x — 3x?) A chacun des membres de [{EI:]] et d::,(.gé ‘:_“x°+ 6~ 2(8 —x - 3x2) <

S+ B2+ 3x—-10<0.

* Résoudre (E) revient a chercher les racines du polynéme x — x7 + 5'-1'2 +3x—-10 e:‘ ér{%sg:—l d{;ﬁm Ievient
a étudier le signe de ce méme polyndme. Les techniques permettant d'y parvenir on udiees au chy.

Pour résoudre une inéquation du type

P(x) £ P'(x), ol P et P' sont des polyndmes,

on peut procéder comme suit :

— se ramener a une inéquation du type
Q(x) = 0, o1t Q est un polynéme ;

— factoriser Q ;

— étudier le signe de Q dans un tableau de

ESEEEST 1. Un champ ABCD, ayant la forme d'un tra-
peze rectangle, a les dimensions indiquées sur la figure ci-
conire. On veut le partager en deux champs de méme
superficie en tragant une allée rectiligne de 2 m de large
paralléle aux bases (cf. figure).

De quel point M de [AB], doit-on partir pour tracer I'allée 7

Solution

Choix de l'inconnue
Choisissons pour inconnue : x = AM,

Mise en équation

T  HN _ DH
D'aprés le théoréme de Thalas : XC = DR

v - 150x _3x . .. _ 3x
DDU.HN-——ZDU = 4.D0|1.Mt\1—150+z.
Soit M' le point du segment [AB] tel que : AM'=x+ 2,

3(x + 2)

| _-signes. | |!
A 150 m b
£ : 2m
™
B < C

X étant une longueur que l'on doil retrancher de 200, 0na:0 <y < 200.

300m

On démontre de méme que : M'N' = 150 +

R —

4
L'aire en m? du trapéze AMND est : %T_ﬂ ” M

8
M?N! C
Celle du trapéze M'BCN' est : [ +2B JBh:‘[ = 1_@%"'_3;‘;
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i 8 g (198-x).
pésolution de l'équation

pour tout ¥ appartenant a |0 ; 200[ :
€ € x% +402x-59598 =0
o (x+201)2-99999=0

- x=3,,"11111 -20loux=-3/11111 - 201

& x=3{11111 - 201  (car-3/11111 - 201 n'appartient pas a 10 ; 200]).
yérification

3/11111 — 201 = 115,23.

pour x = 115,23, l'aire en m? de AMND est ; G200 + 3% =22 264 ;
8
LI | L) 1 B
I'aire en m? de MN'BC est: ——00 * 3% (108 _ x) = 22 262.
Conclusion

Pour commencer a tracer l'allée, il faut donc se placer sur [AB] 4 115,23 m du point A

Pour résoudre un probléme conduisant & une équation, on peut suivre les cing étapes sui-
vantes :

— choix de I'inconnue : on choisil dans 1'énoncé ce qu'on prendra pour inconnue et on préci-
- se les contraintes sur cette inconnue ;

- mise en équation : on traduit l'énoncé en langage mathématique pour en tirer une équation ;
- résolution de I'équation dans A ;

~ vérification : on refait si possible les calculs en substituant  l'inconnue la ou les valeurs
trouvées ;

— conelusion : on interpréte le résultat pour répondre en langage courant a la question posée.

EEDETTE 2, Aux quatre coins d'une feuille carrée de coté 10 em, on
découpe qualtre petits carrés de méme dimension. En repliant les bords
suivant les pointillés (cf. figure ci-contre), on obtient une hoite.

Déterminer la dimension des quatre petits carrés qu'il faut découper
pour obtenir une boite dont le volume soit supérieur ou égal 4 48 cm?,

Solution
Choix de I'inconnue

Choisissons pour inconnue x la longueur en cm des c6tés des quatre petils carrés.
x étant une longueur que l'on doit retrancher deux fois de 10, ona: 0 <x < 5.
Mise en inéquation

La boite a pour base un carré de c6té (10 — 2x) cm et pour hauteur x cm,

Son volume en cm? est donc : (10 = 2x)2x.

On a donc a résoudre dans ]0 ; 5[ I'inéquation (I) : (10 — 2x)%x > 48,

Résolution de I'inéquation

() e (5-x)*x-1220.

Nous devons chercher une racine du polynéme P délini par : P(x) = (5 — x)2x - 12,
Pour cela, nous allons d'abord regarder s'il n'existe pas un nombre entier naturel x te] ue :
(5 = x)2x =112. que :
Or, 12 = 2% x 3. Les seuls carrés entiers divisant 12 sont do ; ; '
entier naturel, il ne peut étre égal qu'a 12 ou 3, 12 n'est mzﬁ:ciflsifaﬁngﬂiggrézﬁﬁii:, §1.x est un nombre
Par contre : (5 - 3)® x 3 = 12. Donc, 3 est bien racine de P, P(x) est factorisable par ,\;'_ 3.
P(x) = (5 — x)%x - 12 P ;

xd - 10x? + 258 - 12
(x=3) (x® = 7x + 4).
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2 - W]
x+4 =[x 2} 1

_ (x_ 7+Jﬁ)(x_ ?-\{3_3).
- ] 2 3

il Donc : P(x) = (x = 3)(x — a)(x = b), ou a = 32 ' 2

&1 i o T—
1 . . " -d du 0 a 3 5
| Etudions le signe de P(x) sur J0 ; 5[ & l'aide x - s
| ‘ tableau ci-contre : I : N
l P = 0 * +
!;:;'3-\ L'ensemble des solutions de l'inéquation 3 _ - 0 & Tl
il (5-x)2x-1220dans ]0; 5[ est donc : [a ; 3]. = ——

il Conclusion x-b - - =

,I' i On doit donc découper des carrés dont la longueur —

| I | des ctés est comprise entre 0,63 cm et 3 cm. P(x) -~ 'II} + g =

é IjL Remarque

14 | Pour résoudre un probléme conduisant @ une inéquation, on P_J"O_Céde comme P?f”' C“"“-’} CO{IdUiSﬂnf G

I | une équation. Mais, I'ensemble des solutions étant souvent infini, comme dans I'exemple ci-dessys, j)

i 1 n'est pas toujours possible de faire une vérification.

i

Hit | . 5

i WE XTI CICeS BBors et s iz o

()

"‘ N ! 2.0 Résoudre dans R les équations suivantes : 2.e 1. Résoudre dans R les inéquations suivantes :

. |! L(3x—1)(2x+9) + 1 -9x2 = (1 - 34) (5x - 8) ; al(x+1)(2x?—4x +2) S (x+1)(x2=-2):

i 2. (x+1)3=1-x2 b) (x + 1)(x* - 2) < 2x? (a2 - 2),

A 2. Déterminer l'ensemble des nombres réels

I 2.b  Résoudre dans R I'équation suivante ; qui vérifient :

i n:'ﬂ (2 —x+ 1){x + 5) = [x + 2)(x2 + 5) + x (5x = 11). (e +1)(26% — de + 2) £ (x + 1)(x% - 2) £ 2x0%(x2 - 2),
i 'M 2.¢c Résoudre dans B les inéquations suivantes ;

l .[! 1B Ex2x 41 3 B esdspii 2.f  Déterminer I'ensemble des nombres entiers
l | relatifs n tels que le carré de n soit supérieur
i |i|i 2.d Résoudre dans R l'inéquation suivante : ou égal & la somme des carrés den + 1 etn+ 2.
i |} l| (222 —x + 1)(x + 5) 2 (x + 2)(x? + 5) + x (5x — 11).
l !' Illll
(Hid

i

.Equations _et'inéquations liafk

| "deux fractions rationnelles 7
_'i_'f —3.1. Méthodes de résolution

e Soit & résoudre dans R, (E) : —%*— = _2_. X 2
‘{: -1 x—1' m: "72‘1£.‘r__--1'
| - JC.;es Can":laim:s 9‘1? Vinconnue, pour (E) et pour (1), sont : x € @ N=1;1)
=~ On sait, d'aprés la propriété (5) sur les quotients du § 1.5 4 ;
(E) & xfr-1)=2(x*-1)surR\ (-1 ;1). . u chapitre 8,

que :

i | On est donc ramené & résoudre une équation
{1 Pour tout x élémentde R\ (-1 ;1) :
i (E) & xfx-1)=2(x*-1)
{ = [(x=1)[x-2(x+1))=0
& (x=1)(~x-2)=0.

liant deux polynémes,
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faut faire trés attention avant de conclure : x devant ; . . )
Elar. L'équation admet une seule solution : — 2, Gppestenita R\ i) buselitlon L o A eejen

1), on ne peut pas utiliser le ma
' Pmﬂai ]nuls .‘li £ E'im I s:;- = m:dme procédé car, pour tous nombres réels a, b, ¢, d, ol b et d ne
sont P 3 i plique pas ad < bc comme le montre le contre-exemple? suivant ;

o 1. . sl . .
=2 2 — 3 mals, (— 2) x [= 2) n'est pas inférieur & 3 x 1.

3
par contre, pour tout x élément de R\ {-1:1):
X 2
& -— =<0
x 2(x+1) f
A A =P -x-92 + 0 - " -
—x—-2
i, D x+1 - - + +
=] 2 -1 <0
gl xr=1 - = - -+
= —— <0
(e 1(x + 1) Tx) + 9 - - _

0}1 es;(gouc amené a étudier le signe d'une fraction rationnelle (cf, le travail dirigé 3 du § 4.1 du cha-
pitre :

-x—2

posons T(x) = —5—— I'ensemble des solutions dans Rest: [-2;—1( U1+l

Soit une équation du type R(x) = R'(x)ouRet
" R' sont des fractions rationnelles :
_ contraintes sur l'inconnue : x n’annule

aucun des dénominaleurs ;

— on se raméne a une équation du type
P(x) = P'(x), o1 P et P’ sont des polynémes, en
utilisant la propriété : pour lous nombres réels
a, b, cetd(bz0etd=0),

Soit une inéquation du type R(x) < R'(x) o R
et R’ sont des fractions rationnelles :

— contraintes sur l'inconnue : X n'annule
aucun des dénominateurs ;

_ en retranchant R'(x) 4 chacun des membres
de l'inégalité el en réduisant R(x) — R'(x) au
méme dénominateur, on se raméne a une
inéquation du type T(x) < 0 o1 T est une frac-

 tion rationnelle ;

_ on étudie, & l'aide d'un tableau, le signe du
numeérateur et du dénominateur de T(x).

C
& & ad = bc.

b d

__3.9. Travaux diriges

EEEEE== 1. On dit gu'un rectangle est d'or lorsque le rapport de la longueur a la largeur est égal au
rapport du demi-périmétre 4 1a longueur. Trouver les dimensions de tous les rectangles d'or dont la lon-

gueur dépasse exactement la largeur de 2 cm.

Solution

Choix de I'inconnuée
Choisissans pour inconnue x la longueur en cm du rectangle. Comme elle doit dépasser la largeur de 2,
x apparlient & 12 5 + el (contraintes sur l'inconnue).

Mise en équalion

La largeur en cm est : x — Z.
X X+x—2

Le rectangle est d'or si el seulement si: =
x—2 X

1. Lorsqu’on veul démantrer qu'une propriété n'est pas vraie dans le cas général, on exhibe un exemple pour lequel elle est fousse. Un tel
exemple s'appelle conlre-exemple, ’
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On a donc  résoudre sur 12 ; + [ I'équation ; _rf - (SR T .
Résolution de l'équation

Pour tout x appartenant & ]2 ; + oof ;
X 2x-2 . _ =
-;--_-2 = ‘—T— (=] x"'—ZfJL' 2][.1' 1]
& x2-Bx+4=0
& [(x-3P-5=0
= (x-3)02=5
= x=3—J§Dux=3+Jg~ . :
S—En'apparienant Pas & ]2 ; + oof, I'équation admet sur ]2 ; + [ une seule solution : 3 + 5,
Vérification -
. ) x 3+5 (3 + /5)(1 - |5) _1'*"/5..
Pourx=3+ 5. = = - '
*=2 1+ (1+5)a-5) 2
2x-2_4+2/5 (4+2/5)3-5) _ 1+
x 3+y8  (3+5)(3-/5) 2

Conclusion

Un rectangle d'or dont la longueur dépasse la largeur de 2 cm a pour longueur (3 + /5) cm (2 pey prés
5,23 cm) et pour largeur (1 + J5) cm (a peu prés 3,23 cm).

) o x-2_ 1 1 e |

. ey i - r
EEEEE 2, Résoudre dans R les Inéquations (I) ¥=1 %2 "r-1 13
Solution guidée

* Précisez les contraintes sur l'inconnuye.

(x—2)2-1 <0
. o ) (t=1)x-2) ~
* Démontrer que, pour tout x satisfaisant 3 Ces contraintes : (I) 1—(e—1)2
=" <o.
(- 1)(x—-2)
XxX—-3

* En déduire que, pour tout x satisfaisant & ces contraintes : Med =2

* Etudier les signes de :_:g et 1-3::_ dans un méme tableay.

* En déduire que l'ensemble des solutions de (I) dans R est ]2 ; 3].

2 o
GEBESS 3. Résoudre dans R I'équation (5) kb 3
Y -a? _ar 77 '
Solution

X qui annulent Je dénominateyr (dong, de pré-

. cines duy numérateur et on fera une vérification
' pour chacune d'elles.

, On constate que 1 est racine évidente du numéraleur,

En divisanl.tzhﬁx+7parx—1. on trouve : x2 — gy 4 7

. =(r-1)(x-7). 4 et 7 sont donc les deux seules
valeurs annulant le numeérateur,

Pour savoir si ces deux nombres sont solutions de (E), i1 suffit
minaleur : =
—pourx=1,x%—4x2 - 10x - 77 = — gg i dong, 1 est solution ;
—pourk=7,x'—4x? — 10x - 77 = 0 ; dong, 7 n'est pas solution,
[ (E) admet 1 pour seule solution.

de vérifier qu'ils n’annylent pas le déno-
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. WE xercices T T A

# - 1
3.a Resm;dra danésRles équations suivantes : h)jEEa ; < Ifi;
o3 x-3 2 1 x42x-2
x+42.‘ 31 224 2x-2 c‘ll+x-1+x+1s[x_2}(x+1}'
+ = .

E=% - A J.¢  Résoudre dans R I'inéquation suivante :

oo =Bxv2 =l . 2-7 _, 5-x
' " I—-B ‘— xz-.g #

3b  Résoudre dans R les inéquations suivantes :

3 2 .
a) .'|:+3S x+2'

f Equations et inéquations 0

e L — e e

L. avec valelurs absolues. - e
4.1. Methodes de résolution

« Considérons I'équation dans R, (E) : [2x — 5| = v — 1.
On sait que deux nombres réels ont méme valeur absolue si et seulement si ils sont égaux ou opposes.
On a dong, pour tout nombre réel x :
[E) ®@2x-5=x-1ou2x-5=-x+1
Sx=4oux=2,

(E) admet donc la paire {2 ; 4) pour ensemble de solutions.

Pour résoudre une équation (E) du type 2] = lz(x)], on peut :
— utiliser l'équivalence suivante : (E] & flx) = glx) ou fla) =— glx);

— résoudre successivement les équations (E,) : flx) = gl) et (E,) : fix) = — glx).
L'ensemble des solutions de (E) est la réunion des ensembles de solutions de (E,) et (E,).

* Considérons l'inéquation dans R, (I} : it +x—3sl2xr-1|
Les deux membres de I'inégalité élant positifs, on a, pour tout nombre réel x :
() e (2+x-32<s(20-1)°
o k2 +x-3)2-(2x-1)2<0
e (2 —x—2)(x%+3x—4)<0.
—1 et 1 sont des racines évidentes respectives des polynémes x> x? —x—2 et x> x% + 3x — 4
On obtient aprds factorisation : (e (x+1)x-2)x-1)(x+4)<0.
Posons P(x) = (¢ + 1)(x = 2)(x = 1)(x + 4).

' On obtient le lableaun de signes ¥ T i =1 1 2 400
ci-contre : x+1 - - (], 4+ " "
x-2 - e . _ 0 =
x-1 - - s 0 + "
(I) admet donc pour ensemble de
solutions: [-4;-1] U [1; 2], x+4 - ? + # & E
T
P(x) ~
> ! ? ? 5 9 = -:I} +

J- Al
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. o UM S S == =2 . “'-_‘ e ],anﬂut:
r;:ur résoudre une inéquation (I) du type ﬂ?ﬂ;{f:lil] = (ﬂ-ﬂ)z B (3{"‘))2

! ~ utiliser successivement les équivalences . (ﬂx])z - ( gl _rJ)z <0 !.
t

: & (flo) - g{x})(ﬁr] +8(x) <,
E — résoudre ensuite par les méthodes habituelles I'iﬂé{il]._l_ﬂ-tioiﬂ U? : (ﬂx]t g(x]) (fE't] v ‘%&]) i"

B e :
—4.2.. Travaux dirigés

£t B, C et D les poj
ERBEEN 1. Soit (9) une droite munie d'un repére (O, I). On désigne par A, B, Points g,
() d'abscisses respectives — 7, 4, 8 et 5.

= MD.
Déterminer I'ensemble E des points M de (%) tels que : MA x MB = MC x
i Solution guidée

-

- Ty .= =
S i i e 3 %

Soit x un nombre réel et M le point de (@) d'abscisse x.

* Exprimer en fonction de x les distances MA, MB, MC et MD.

* En déduire que M appartient a E si et seulement si % + 3x — 28| = [x? — 13x + 40/,
* Résoudre dans R les équations (E):x? +3x—28 =22~ 13x + 40 ;

(E,) : 2% 4+ 3x - 28 = — x2 + 13x — 40.
* Conclure,

ESEEET 2. Le plan @ est muni d'un repére orthonormé (0, I, J).

Soit (2) la droite d'équation x -y -3 = 0. Déterminer I'

ensemble S des points de (%) qui
deux fois plus proches de (O1) que de (0J).

sont au moins

Solution guidée
~Soit M un point de (%) d'abscisse x-,

* Résoudre (I).

* Conclure.

WExercices B s

4.0  Résoudre dans R les équalions suivantes 4c Re .
a) [3x 1] = v + 5 allr fl-d|2r|E"=d;§uiszm ;lﬂs et it
b}l?—--ﬂ=2; b}h—5i=x+3+
c)l3x -2l =2,
d)be? + 3 4+ 2| = afax - q, 4d

Résoudre dans R les

alle—1 <r+3.
équations suivantes - Bk + 2|2 a2 4,

inéquationg suivantes :
4.b Résoudre dans [ les in

a) b -1 <f2x + 3;
bj‘?rx—_al' =

) e = 5x+ 10/ < [¥2 - 9x + 14,




i

Autres exemples

5.1. D'autres equations avec valeurs absolues

[

= R e e e mmn — e w

- .,.-——-—r-'-"'—“"‘ = 1
I
|
1
|

gomEEE 1. Résoudre dans R 'équation (E) : ' } =2 +3xr-4,

§olution guidée ;
« Préciser les contraintes sur I'inconnue. ﬂ
1
)
”.
J

. Btudier le signe de =

« Factoriser A% + 3x — 4,

» Démontrer que six € J=eo 5 0[ U [1; + oo : (B) & (1~ 1)(x? + 4x—1) = 0.

« Résoudre (E) sur - ; 0[ U [1; + el ;
« Résoudre de méme (E) sur 0 ; 1]. &

« En déduire, aprés vérification, que I'ensemble des solutions dans R de (E) est : [~2—+5; 1} |

pEmma 2. Résoudre dans R I'équation : l.t‘ 5 ].t - ‘l” =1,

Solution
L‘: be = 1“ =l L be — 1“2 =1 (car les deux membres sont positifs)

o X -—21.1.1—11+1 -2x+1=1

o 2x(v—1-|lk=1)=0

o r=0 ou k-1=x-1

e x=0 ou x-120
I'ensemble des solutions est donc: {0} U [1;+ oof,

(car:l=x e x20).

__5.2. Utilisation d'une inconnue auxiliaire.
A 31.2

@mpET Résoudre dans B I'équation (E) : s =x+ 2.

Solution guidée

« Précisez les contraintes sur I mcunnue
« Démontrer que pour toul x satisfaisant a ces contraintes, (E) < (B :at—4x?+3=0.

« Démontrer que v est solulion de (E) si et seulement six? est solution de (E") : X?—4X+3=0.

« Résoudre (E").
« En déduire les solutions de (E).

B

5a Soitf: R—=R

5b Résoudre en utilisant une inconnue auxiliaire

X ii?:.t + 1| - L\'— 3| +3x+ 1 les équations suivantes dans R/ :
ix il
1. Exprimer f[x) sans les symholes de valeur o) 1= ax 1,
absolue. X+ 2 xr+2 4
2. Résoudre dans R, 'équation : flx) = 0. b)x+/x-2 —-8=0.

Equations et inéquations dans i '
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Exercices

S—
Généralités

1 1. On considare les équaljgns.
(E):x3=x : [Ez]:.t =1,

(E,) et [Ezllsaml-elles équivalentes dans [R ? dans R* ?
2. Obtient-on toujours une équation équivalente a une
équation donnée en multipliant ses deux membres par
une méme expression ?
3. Obtient-on toujours une équation équivalenle & une
équation donnée en élevanl ses deux membres au carré 7
4. Deux nombres réels sont-ils toujours dans le méme
ordre que leurs inverses 7 Sinon, dans quel cas est-ce
vrai ?
5. Une équation du premier degré peut-elle avoir deux
solutions distinctes ?
6. Une équation du second degré a-t-elle toujours deux
solutions distinctes 7

2 Pour résoudre dans R l'équation « x/x + x2 =0 »,
un éléve éerit qu'elle équivaut & « x/v = — 42 », puis il
éleve les deux membres au carré et obtient « x=xty,
d'oliil tire « x%(1=2) = 0 » ot en conclut que I'ensemble

des solutions est {0,1]. Quelle faute de raisonnement
l'éleve a-1-il faite 7

3 Préciser Jes contraintes pour la résolution de
chacune des équations ou inéquations suivantes :

:'_t—5_ X : §_2 - 1.,
aj x—1_ %33  bjo-e2=21.
1 1
cl] 1-x< ) 2)-x2+4y—3,
,50-.1: Jx2 - g '

Mise en équations

OB Fofana a aujourd'hui 38 ans et son fils 4 13 ans,
Dans combien d'années Fofana aura-t-il le double de
l'dge de son fils ?

“CB Trouver Yes dimensions d'un champ rectangy-

laire d'aire 1 200 m2, sachant que sa longueur dépasse
sa largeur de 10 m.

6 Une personne a placé une somme de 45 nog
a un taux de ¢t % pendant un an, L'ensemble du capital
ainsi obtenu est ensuite placé a un taux de £+ 2)% et
produit alors un intérét pendant un an de 4 860 F.
1. Démontrer que ¢ vérifie l'équation :

t*+ 102 t - 880 = 0,

2. Mettre sous forme canonigue le polynéme P définj
par : P(t) = t% + 102 { - 880. Calculer ¢.

7 Une personne dépense dans un premier maga-
sin le quart de la somme dont ellé dispose. Dans un
second magasin, elle dépense la moitis du reste. Et
aprés avoir ensuite acheté un objet & 500 F, il lui reste
400 F. De quelle somme disposait-elle ay départ ?

202 Equations et inéquatifms dans |
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8 Un représentant qommemja] a le chojy
deux modes de rémunération : '.
mode 1 : il pergoit un fixe de 100 000 F dis
une commission de 5% sur le montant dg gq, "ﬁl'lfeaus
mode 2 : il percoit un fixe de 120 000 F Par ingjg i
une commission de 2% sur le montanpt de ggq ver, s

Par m

: tant des ventes, le moq, e,
A partir de quel mon TR st

plus avantageux ?

» 9 Un producteur de spectacle loue yp, salle
53 170 F pour organiser un spectacle. Chaque billy
d'entrée est vendu 200 F. A partir de quel; nompy, de
spectaleurs aura-t-il un bénéfice ?

10 Un automobiliste qui relie deux villes g,
tantes de 250 km a calculé que s'il_augmemait.sa Vites.
se moyenne de 10 km/h, il arriverait 1 h 15 min Plus g ¢
d deslination. Quelle est sa vitesse moyenne SUr ge frg.
jet ?

¢M1-Un motocycliste se lance 2 8 h a |5 poursujts
d'un cycliste, parti 2 heures plus tét et qui Toule 3 |
vitesse de 20 km/h. Dans quelle période de lemps rat.
trapera-t-il le cycliste, si sa vitesse est comprise entrg
50 km/h et 60 km/h ? -

12 D'aprés APMEP
Un jardin carré a été entouré d'un mur de 40 ¢m
d'épaisseur. Il en a résullé une diminution de superficie
de 84 m% Combien mesure le cote du carré restant i
l'intérieur du mur ? o

il |

3
¥ i

[=quations et inéquations
liant deux polynémes

-~
-

613 Résoudre dans § |es équations suivantes :
X+1 i

ﬂ,l 3-".'4"——2——.-:84-_1-;
-
b)_,_.+1+.1:4=.r+2+.t+3_
3 L]
C} .I.'+3_ .'I.'-—‘.!U_

d)] (x=1)z 4 (x+1)2= 20~ 2)(x + 1) + 38,

© 14 Résoudre dang R le
a) (e - q)2'< (g2,
b) (2% + 3)(3 - ay) - (4x ~ 3)2
c] 10x(e + 2) =3(3x + 7).

s équations suivantes :

=4r (4 -3)

1_5 Résoudre, Successivement dans
Ej les équations suivantes ;
A 2-—x=g_42. bl 275 . ;
c) 3.r2—5,|:—-2=l.:‘.l; ) St a1

Q puis dans

E~ 30 (3x + 2]:11x’—=34.r"+12:+32-

f
¢ ;



T

Résoudre dans R les inéquations suivantes :
17 2. b) 3x*-5x+2<0;

d =9 +6x-1<0;

fl 7x < 2x% + 8.

~x>4-%
aj'fl__lzl-"+1:
*;}Pg‘z+5x.-1au:

18 Resoudre dans R les inéqualions suivantes :
_312__,t+BSI3+Z.L‘2—5I—?;

gﬁﬂ_uihr—lsﬂ +x2+1.

F
quations et inéquations
liant deux fractions
rationnelles

@19 Résoudre dans R les équations suivantes :

2K — 2 — 12
013_:-1-:+-1—; bJ[ 1 =[.1: 3) :
5xr  2x 40 xt-1 x2-1
x4+2 _2x+1, . Xx+2 _2x+1
ey i e e

~720 Résoudre dans B les équations suivantes :
a} Xx—2 _ 2x+ 5 ‘

x+1 x
b prl+x+2  af-—x-2
S x—3

21 Résoudre dans R les équations ou inéguations
suivantes

a) Xt L=—gm | b) xlx+ 1]2—%:
q}.r-t-'l?z—%_ : d) 2_1-2-‘%.
dx-1 2
2% Résoudre dans R : — - B
P et X

%) 0% Resoudre dans R les inéquations suivantes :

x—-2 2x+5 2 (___,1__.
a}.rq-l{ ES ! b][x-i}i':2+1 "
x 6. e a2
c) ey el ) =3

28 Résoudre dans R les inéguations suivantes :
ax—1{_ 2x+3 2x-1 _x+7
x+1 x=1 x+1

a) )

x-1"
05 Résoudre dans R les inéquations suivantes :

) -, - 1 . 1,
YEZ 1" x+1 x-1"
1 1 1 1

x+1 .r-t--fl'

x-1 Xx-—4

Eq;ea-}'ons'&ﬂinéquations

ayéc valeurs absolues

<7 20 Résoudre dans B les 6quations suivantes ;
) lzx-5l=7—al: b 3x—1]=5;
¢} ¢ - 5x + 13| = [6x = 15 ;

'tscaanea py Lamoscanner

d) |4x2 —x - 9| = [2x? - 5x - 3.

27 Résoudre dans R les inéquations suivantes :

a)fze-1]<3;

b) |2x + 3| 2|7r - 12/;
¢) lex—1]<le+ 4]

&_ i 28 Résoudre dans R les inéquations suivantes :
a) 32c+ 1| <ae~2|;

b) |x? - 50— 15| < bx + 135

¢ [22% —x + 1| 2 [5x% — 3x - 22},

Autres exemples

29 Résoudre dans R les équations suivantes :
a) 2-x=x2+1; b) @—1|=1-x%;
¢) 53 — 1032 + 126~ 82| =2 — {7 ;

d) ‘.1--2‘ 1
x—1| Rk-1"

30 Résoudre dans R les équations suivantes :
a) -t +15=0;
b) (2v+ 1) —8(2xr+1)*+15=0;
o) (2e2 + 1)t =82 +1)2 +15=0.

i

31 On considére dans R l'équation (E) :
xfx? + 1) = 30
Trouver une solution de (E) qui soil un nombre entier,
puis résoudre (E} dans R.

22 On considere l'équation (E) :
(x = 2)(x—1)(x+1) (x+2)=1120. ;
1. En décomposant 1 120 en un produit de 4 nombres
entiers, Lrouver une solution de (E) qui soil un nombre
entier. .
2. Démontrer que si @ est solution de (E), alors — a est
aussi solution de (E).
3. Résoudre (E) dans R.

E‘E 5 3 b li ) . __‘1,_, L = l. l
oit 1'équation (E) =k =
Trouver une solution de l'éguation (E) qui soit une

nombre entier, puis résoudre (E) dans R.

34 Résoudre dans R I'équation :

[1 -kl
ST = A L.
25 On considére I'équation suivante ==
1+x !
1+ — )
1+1 \.
By ey, '
R AR
1-1

X
Résoudre (E) en précisant, & chaque étape de la résolu-

tion, les contraintes sur 'inconnue.
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36 Résoudre dans R l'inéquation :
2

suivantes ;

a) 1.r+2|$l.r—1]f3.r-2[:
b) |x® —5x 4 3<av-3;
c) =1+ -3 =4,

résultat,

a) Préciser les contraintes sur 'inconnue.
b} Résoudre (E) dans R.

- 4-x242=9,

A0 Résoudre dans R I'équation :
2ild+a -
Plfrz — =

81 soit l'inequation ;
(2 +2)% + (2 - x)2 :
R+xP-2-3F "5 -
1. Préciser les contraintes sur l'inconnue,
2. Résoudre (1) dans R.

(I:

universelle »

A3 D'aprés APMEP

menade 7

+ 1
37 Résoudro dans R linéquation : ]ir._ H' 1
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38 Résoudre dans R les inéquations el équalions

Donner une interprétation géométrique de ce dernier
391.0n considére I'équation (E) : 3/0 — x2 = x.

2. De la méme fagon, résoudre dans | l'équation ;

42 Pos¢ par Newton dans son « arithmélique

Un marchand posséde une certaine somme d'argent, La
premigre année, il dépense 100 livres, puis il augmen-
te ce qui lui reste d'un tiers. La deuxiéme annge, il
dépense encore 100 livres, puis il augmente ce qui lui
reste d'un tiers, La troisidme année, il dépense 4 poy-
veau 100 livres, puis il augmente ce qui lui reste d'up
tiers. I se trouve alors deux fois plus riche que la pre-
miére année. Quel était son capital initial ?

Pérelman

Une dame charitable rencontre un premier mendiant
auquel elle donne la moitig de l'argent qu'elle a dans
son portefeuille, plus 100 F. Ay deuxieme mendiant,
elle donns la moitié de ce qui lui reste plus 100 F. Elle
donne enfin la moitié de ce qui lui reste au troisidme
mendiant, plus 100 F. Il |ui reste alars une seule pipee
de 100 F. Quelle somme avait-elle au début de sa pro-

8% Un train mesurant 800 m de lﬂng o
vitesse de 50 km/h. . By
1. Quel temps met-il pour traverser emjérem&u
pont de 200 m de long ? ) t
2. Quel temps met ce train pour dépasse, ou g,
entiérement une colonne de troupe longue g, 109 ey
qui se déplace & la vitesse de 5 km):h : Mg

a) dans le méme sens que le trsgm ?

b} dans le sens contraire A celui dy traip 7

Un

85 A un certain arrét de bus, il g g4 Stablj
pendant les 30 premiéres secondes de dém ;"191
distance d (en métres) parcourue par le hys et g lBuI] h
t (en secondes) mis pour effectuer ce Parcours, son| Iig:

i {
par la relation : d = 10

1. Au moment ot le bus démarre, un Cycliste 5
derriére le bus, 2 22,5 m de larrét, 3 ], ﬁtEgE::?lE
18 km/h.

a) A quelle distance de l'arrét de bus Tattrape-t-i] I bus ¢
b] Avec les données de I'énoncé, peut-on assurer qug |,
bus redépassera le cycliste 7

2. Au moment ol démarre le bus, apparait aygsj 5
22,5 m de l'arrét un passager potentie] qui se met aug.
sitdl & poursuivre le bus 4 la vitesse constante p,

a) Si v = 9 km/h, peut-il rattraper le bus ? Singp, quel.
le est la distance minimale qui le séparera dy hys pen-
dant la poursuite ?

) Quelle est Ja valeur minimale de p Pour que ce pas.
sager puisse rattraper le bus 7

&6 Un commercant vend des P4gnes au prix mar.
qué de 6 000 F I'un. Cependant, ] est résolu 4 accorder
jusqu'a 10% au plus de Temise 4 ses clients, suivan| Jg
marchandage de chacup,

1. Quelle est la gamme des prix de vente d'un pagne 7
2. Donner un encadrement de la recette R, issue de la
vente de n pagnes.

3. A la fin d'une journée, le commercant se rend comp-
te qu'il a eu une recette de 57 000 F. Montrer que le
nombre de pagnes vendus ne peul étre gue 10,

4. Sur les 10 pagnes vendys a 57 000 F, est-il possible
qu'il all vendu g Pagnes sans remise 7

5. Trouver les nombres possibles de pagnes (sur les 10)

susceptibles d'avoir ats vendus avec exactement une
Temise de 49,

B7 Le cadran d'une montre & aiguilles est gradug
deOhiizh (Dhet12h coincident),
L. A quels instants précis I'aiguille des heures et I'ai-
guille des minutes sont-elles superposaes 7

2. A quels instants Précis sont-elles dans e prolonge-
ment F'une de I'aure 7
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Apoh'onius a vécu & Alexandrie et & Paganie de la fin du llle
siécle au début du I siécle avant J.C.

Dans son ouvrage copital, le Iraité sur les coniques, Apollonius
étudia par la technique de la géométrie algébrique les sections
planes des canes de révolution. Il est le premier & leur donner les
noms qu'elles portent jusqu'a nos jours.

Fermat et Descartes trouveront chez Apollonius les bases de la
méthode des coordonnées. En traduisant les véritables calculs géo-
métriques de leur modéle dans le calcul littéral, ils débouchérent
sur la géoméirie analytique.
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—1.1.. Exemples de fonctions affines par intervalles

mEmEm Introduction km

Dramane habite Bamako et est inscrit dans un lycée situéd
10 km de son domicile.

Le vendredi matin il a deux heures de cours et effectue de

la manisre suivante, le trajet dumicile-]ycée-domlcﬂ.?.

= Pour se rendre au lycée il emprunte le bus (1) ; é.Im*GhE'

min, il utilise le bus (2) aprés une attente de 10 minutes.

— AApreés le cours, il rentre en voiture avec sa mére qui roule

4 une vitesse constante de 40 km & I'heure.

Son trajet est traduit par la courbe () ci-contre. 5

* Quelle est la vitesse moyenne de chaque bus ?
* Déterminer par le calcul I'heure d'arrivée au domicile.

* La courbe (%) est la réunion de cing segments. (€) est la
représentation graphique d'une fonction qui coincide sur
des intervalles avec des fonctions affines.

Préciser ces intervalles et la fonction affine qui correspond 0
a chaque intervalle,

On appelle fonction affine par intervalles toute fonction numérique f d'une variable réelle dont

I'ensemble de définition est une réunion d'intervalles sur chacun desquels f coincide avec une fonc-
tion affine.

fonction en escalier.

BEI‘I‘IEII'QUE‘.’

La représentation graphique d’une fonction affine Par intervalles est une réunion de segments ou de
demi-droites.

mEmm=m Fonction définie par intervalles
Le plan est muni du repére (O, I, ]).
On considére la fonction f affine par intervalles définje par :
—pourx € [-3 ; —1], J)=—2x+3;
—powrx €[-1;3[, flx)=5;
—pour x € [3 ; 4], flx) = 3x.
* Calculons I'image par f de chacun des nombres Suivants :—3;_ 1.4 4
* Construisons la représentation graphique de la fonction /.

La fonction f est bien une fonction affine par intervalles, En effey elle coincide respectivement sur
les intervalles [- 3 ; - 1[, [< 1 3, [3 ; 4] avec les fonctions affines suivanes :

fi: RoR 3 L: RSR ; L Rop
x—=-2r+3 X5 X~ 3
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Je définition de f

s —1[U[=1;3[U3;4]=[-3;4]
Dfl'et 5 sont les valeurs pivots deD,; . | ! ¥
: qet 4 gont les extrémités de D - -3 -1 3

.

caleu! d'images .
Dna-_-BE[-3-j1[ ; donc: fl-3)=fi(-3)=-2(-3)+3=49.
On calcule de la méme manigre les autres images. On obtient ; ‘

1= f-10=5 i fB)=f8)=9 ; fl4)=F4)=12.
Représentation gr aphique (¢ de f W
glle est obtenue a partir des droites (2,), (2,), (%,) d'équations suivantes : I

[@1]:y=—2I+3 Als

| x |31
yl91s]
[@2}:9-:5 IB C
xl—'}
yl5

o | L

@,) iy = 3% E|F

(&) = (AB] L JBCL U [EF].

geEz== La fonction valeur absolue

On veut étudier la fonclion valeur absolue, f: B — ﬁ

x> ).
Ensemble de définition de b Représentation graphique
La fonction valeur absolue est une fonction affi-
ne par intervalles.

x
flx)

+ Démontrer que, le plan gtant muni du.repére
orthogonal (O, 1,]), 1a représentation graphique de —-x o
la fonction valeur absolue est symétrique par rap- : |
port a (O]).

P i it

mmme=m Fonclion dont I'expression contient des valeurs absolues

On considére la fonction f: R—= R
v+l —|5Ir2‘-

-tion aff intervalles.

+ Tustifions que f est une fonctiont affine par interval o

e kﬂculnnsc{'imgge par fde chacun des nombres suivants : 00,4 ;1.
« Construisons la représentation graphique de f.

Ensemble de définition de f

D,.r= R.

Tr :on d'écriture de f(x) ) )
N:ﬁfﬁﬁg'ﬁ;g;g?ﬂﬂ sﬂng(le symbole de la valeur absolue ; pour cela il faut connaitre le signe de

(5x — 2) sujvant les valeurs de X. _ ;
La valeur pivot de Dy est le nombre qui annule (5x=2).
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Représentation graphiqye

i L]
9 S
x -2 _5" 7
. 3
signe de 5x - 2 - ? ’
- -2
expression de [Sx - 2| | = (5x-2) 0 5t
[
expression de f{x) bx-1 .3 4x + |
fi |‘I '
! E Le tableau ci-dessus montre que f est une fonction O
ﬁ affine par intervalles car elle est égale sur chat.:un
des intervalles |- ce ; i] et [i ; + o[ & une fonction
' 5 5
affine. »

Calcul d'images _
Le calcul de I'image d'un nombre par f peut se faire
par la formule explicite : flx) = x + 1 - |52 - 2|,

| On obtient : f{0) = -1 ;f[—r;'—]=-:~ i )=-1.

——— =

I
| l " BEEE== Fonctions déterminées par max ou min

Le plan est muni du repére (O, I, J).
On considere Ia fonction ft R=R
x> max (4vr—1;x+ 2)

définie par: flx) =4x -1, §iar—1 2x+2,

fix)=x+2, six+224y—1,
* Sans transformer l'écriture de flx), construire la repré-
Sentation graphique de f.
* En se référant 3 la représentation graphique de I

! — Justifier que f est une fonction affin par intervalles ;
— écrire flx) sans le symbale « max ».

Représentation graphique () de f

(%,) est la droite d'équation : Yy=x+2,
(%,) est la droite d'équation : y = 4y — 1,

A est le point d'intersection de (@,) et (@,).
r. B estle point de (2,) d'abscisse 2.

' C est le point de (%,) d'abscisse 0.

[‘Gf} =[AC) U [AB).

La fonction f est une Jonction
représentation
droites.

j affine par intervalles car la
graphique (€) est une réunjon de demi-

Transformation d'écriture de f{x)

De la représentation Braphique (€ ), on d¢ ;
contre : 9 7 on déduit le tableay ¢j-

BEEEE Fonction partie entiére
On veut étudier la fonetion Partie entidre, f: g _, R,E

— Son ensemble de définition st R;
~ Pour tout nombre réel x gt pour tout nombye gpy

* Quelle pst l'image de chacun des nombres syjy

208 Etudes de fonctions
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o

montrer ue, le plan étant muni du repdre
' DI j), on eut obtenir la représentation gra-
0 b _ 1. 3] de la fonction partie entiere en
. & partir_de [QI des translations suc-
vecteur OI + O] ou de vecteur —O1-0J,

pan
cossives

_1.2. Travaux dirigés

On considére la fonction mantisse, m

geomms 1.

Le nombre m(x) est la mantisse du nombre réel x.

1°) Quelle est la mantisse de chacun des nombres suivants :

2°) Quel est l'ensemble des antécédents de 0 7
3°) Justifier que

4°) Représenter graphiquement cette fonction.

Solution

1°) Calcul d'images

m(-575) = m(0) = m(478)=0;

m(-13,7)=- 13,7 -(-14)=0.3;

m(12,9) =129 -12 = 0.9.

2¢) L'ensemble des antécédents de 0 est Z.

3°) La fonction mantisse est une fonction affine par
intervalles. En effet, pour tout nombre réel x et
pour tout nombre entier relatif n :
rEnin+1lemkx]=x-—n

gEEEES 2. On considére la fonctio

ﬂ_\:}:.‘l:+ 3,

_pourx € [-5;-2]
ﬂrr]=—2.t+2.

-—puur.tE]-z;EI],

On veut résoudre 1'équation (E,): fla) =m (m étant un
guivant les valeurs de m,

VEer,

e pour trou
les inlerv

lution dans
{, avec

1°) Utiliser le graphiqu
(E,,) et situer chague s0
2°) Résoudre algébriquemen

alles |-

Solution

1°) Utilisation du graphique

m est un nombre réel. Désignons par :

(6 ) la courbe d'équation 1 Y = flx) s

(9,,) la droite d'équation : Y = Nt

Ona: (@) = [AB] U JEF].

Les abscisses des points d'intersection de (‘61.] et (D,,)

sont les solutions de 1'équation (E,,):

Le graphique ci-contre donne les résultats suivants :

lorsque m < — 4, (E,) n'a pas de solution ;

lorsque —4 < m<—2, (Ep) admet une seule solu-
tion qui est dans ]-2:3);

ey, .
ocdrnrnea Ry wdlnoacdaririel

la fonction mantisse est une fonction affine par intervalles.

n affine par intervalles définie par :

I'aide du graphique,

Représentation graphique

(5

—
]
s

_Ci

=

R R
x> x - E(x).

-575;13,7; 0:12,9;4787

4°) Représentation graphique (€)

|

e e

nombre réel donné).
le nombre de solutions de I'équation
5;-2let]2;3l

chacune des équalions

(E_,) et (E_,).
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(E,,) admet deux solutions, I'une dans [~ 5 ; - 2] et l'autre dap
[Em] admet une seule solution qui est dans J- 2 ; 3] :
(E:] n'a pas de solution.

lorsque-2<m< 1,
lorsque 1 < m < B,
lorsque 6 < m,

3 ] 1 B == 3- = .
G0 0 grapiguentn g s ) it un solutonuniis Cats sl
lintervalle }- 2 ; 3] ; c'est la solution de I'équation : — 2x + 2 =-3 ;
5

-

sh2;,

lon et sihlﬁed

donc x= 5
Par conséquent, I'ensemble des solutions de (E_ 5) est {71.

Résolution de I'équation (E_,) : flx) = - 1. -
On a vu graphiquement que i'équa!.ion (E_,) admet deux solutions ;

l'une, située dans [~ 5 ; - 2], est la solution de Iautre, située dans ] - 2 ; 3], est I

i solutioy, o
I'équation : x + 3 =—1 ; 1’équat1cm:—-2x+§=—1;
donc : X =-—4, donc : X = -

3
Par conséquent, I'ensemble des solutions de (E_j)est(-4; L

WE xercices WWM%EM%

la 1. Représenter graphiquement la fonction fde l.c On considére la fonction numérique
[ vers R définie par : f:R=R
—pour—-8<y<—3, flx)=2¢+1; I"’L‘f-:a]"lz-“'lll
-pour-2<y<2, fx)=3v¢-1; 1. Justifier que f est une fonction affipe par
~pour2<x<s, flx) = x + 4. intervalles.
2. La fonction est-elle croissante sur son 2. Construire la représentation Braphigue de [
ensemble de définition 7 4
1.b Raprésent?rlgraphiquement la fonction de R 1d Construire la représentation graphique de |3
vers R définie par : fonction f: R —»m
“POUrX € |- ; — 7], flx)=-1; = min (2x-1;x4+1)
ngqf-izfl_zﬁiﬂi ﬁx}=;2: définie par ; fix)=2v -1, 2r—-1Sxr+1;
= i 5[, xX)=4; ) = : i
R o ooe f)=x+1, Six+1<2c-1,
l.e

1. Vérifier que la courbe (%) ci-contre est 1a représentation
graphique de

la fenction fdéfinie sur [-

2. Définir & l'aide d'une va
qui admettent pour représe
courbes suivantes -

it slparfiy) = | 221

Isu; absclue les trojs fonctions
Niations graphiques chacune des

i
[
¥

b i

]
|
i ¥
A== pe s amaa
i [
i
[
¥
U

I
]
i

Ll LT S
i [l
|
P

-l
]
'

[0 ey KN
i
[]

Tr
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ynctions_élémentaires

[ntroduction : - |

ohis aVODS vu, dans la legon précédente ql_l'il st pas nécessaire d'étudier le sens PR - |
fonction affine par intervalles, pour construire sa représentation graphique. : | |
ous Verron® ultérieurement que cetle remarque est valable pour toutes les fonctions dont on connait i
allure générale de la représentation graphique. i
s quil est, dans certains cas, indispensable d'établir le tableau de variation d'une fonction avant |

de construire sa représentation graphique. |

On considére la fonction f de R vers R définie par : flx) = 13213 _ %xﬂ —l I
En utilisant ]a table de valgurs 1, on obtient une représentation graphique partielle 1 qui pourrait laisser !
penser que f est une fonction croissante sur [0 ; 1]. i

Montro

Table de valeurs 1 Table de valeurs 2 Représentation graphique partielle 1 K
x flx) X Jlx)
| E 04 153333 ' |
—— T+ ea.23 042 | 153676 i
583 : :
_?_'2_5——-_1_"&_5_9- 0,44 1'531; 15 l-:
035 | 151917} [o46 |1,54065 B
045 | 1,54 0,48 | 1,54144 k
0,55 | 1,54083 0,5 |1,54167 {
|
0,65 | 154167 0,52 | 1,541 49 e .;
0,75 |1,5625 054 | 1,541 08 Al ‘B [
- 23 33 0,58 | 1,540 17 ' E
{085 (162333 e |1,54000 poa i bt gt
0,95 | 1,744 17 0,62 | 1,540 923 0.4 0,7 !
1 183333 07 | 154833 l
« Utiliser la table de valeurs 2 pour justifier que la fonction fn'est pas croissante sur (0,4 ;0,7]. i'l
* On pourrait &ventuellement construire une représentation graphique partielle 2 associée a cette table. {
Cella-ci donnerait une allure plus précise de la courbe représentative de f dans la fenétre ABCD. )
Remarque *E

f donne 'allure de la représentation graphique de cette fonction. Une

Le sens de variation d‘une fonction i
eprésentation graphique d’une fonction est une preu-

incompatibilité enire le tableau de variation etlar
ve d’erreur.

__9.9 Lafonction carré
' i

On veut étudier la fonction carre, f:l M =3 B !
o x ' |

mmmmem Variations de la fonction carré L

Ensemble de définition
D!—= ﬁ_ . ]

Sens de variation

Soit u et v deux nombres réels tels que : u < ©-
On veut comparer u? et v On sait que :
cucp<p= u?>v?;doncla fonction carré
est strictement décroissante sur ] e ; )
s0<u <= ut < v? ; donc la fonction carré
est strictement croissante sur [0+ oa. On tracera la représentation graphique sur I'intsiville

[-4 ;4]

Tableau de variation

Elle admet en 0 un minimum égal a 0.
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mmmmmm Représentation graphique de la fonction carré
Le plan est muni du repére orthogonal (O, I, ]).
Table de valeurs Représentation graphique

x |—-4|-3|-2(-1| 0| 1| 2] 3| 4
fol16[ o 4101 4]9]16

Pour tracer la courbe (%) avec plus de précision
sur [~ 1 ; 1] établir une 2° table de valeurs avec un
pas de 0,1.

On admet que la représentation graphique () de
la fonction carré est une ligne d'un seul morceau et
sans partie rectiligne,

Démontrons que (O]) est un axe de symétrie de la
courbe ().

Soit x un nombre réel et M(x ; x2) le point de (@)
d'abscisse x, Son symétrique par rapport a (0J) est
le point M'(- x ; ¥2). M' est un point de (P) car
..T.'2 = {— x]z.

= o — — = - ———

1
=

Ainsi, tout point M de (®) a pour symétrique par rapport & (O]) un point M’ de (PP).
On dit que (P) est une parabole de sommet O et d'axe (0]).

—2.3. La fonction racine carrée

On veut étudier la fonction racine carrée, f: R— R

x -
BEmm== Variations de la fonction racine carrée
Ensemble de définition Tableau de variation
D = [0; + o,

Sens de variation

Soit u et v deux nombres réels, - 0 16 i
On a vu en classe de troisizme que : 1
OSu<ve0<fu< o £ l ——
La fonction racine carrée est strictement croissan- ‘ 0"__'_‘?

te sur [0 ; + oof,

Elle admet en 0 un minimum égal a o, ?ﬂ’}j:!ﬂ;g-'s:r;? E}a représentation graphique sur I'inter

BEmmw Représentation graphique
Le plan est muni du repére orthogonal (0, 1, J).
Table de valeurs

de la fonction racine carrée

Représentation graphique
x 0 1 4 9 | 16

|l o 1 9 3 | 4
=]
Pour tracer la courbe (2) avec plus de précision sur
[0 ; 1] établir une 2° table de valeurs avec un pas
de 0,1,

On admet que la représentation graphique (9) de I3
fonction racine carrée est une ligne d'un sey] mor- o
ceau et sans partie rectiligne.

-

T o D R e
*L—————-—-————-———
o
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)J- La fonction inverse

dier la fonction inverse, f: R 5 R

|
! t étu
{)ﬂveu X l

Variations de la fonction inverse

£ S
de défintion Tableau de variati
gﬂie]m_ﬂi o[u 10 +=l. variation i

= | X |=02 —J-'-i "'I14_ 0 % ‘.‘ F o0 I
4 - ﬁon "“'h-.._:i --..___‘__-‘ ,!1_ | , ]
ot o do b éel 1 4 = 1 1l
Suituelvdeux nombres réels. £ I 4 i
Onavuen classe de troisieme que : . L l
cp<0= 1.1 pcu<omts>l, Dans le tableau de variation, les deux barres indi- i

: - - \. quent que la fonction n’est pas définie en 0. :

s fonction inverse est strictement décroissante  On fracera la représentation graphique sur les I

—oa: 0 et sur JO ; + el ;
qur ]2 01 ] intervalles [—4:--1—] et flg-:-ﬂ-

gpmmm Représentation graphique de la fonction inverse I

Le plan est muni du repere (O, L, ]). ri ".||

o .
Table de valeurs Représentation graphique |
| .
i) ~1]-1]-1 11111 *.:
| P Bl S il
T{=1]=1]-1 711 !
?_’a\i 3 -1‘-—‘2 -3 -4 ® I O S T O e |

On admet que la représentation graphique (%) de
la fonction inverse est constituée de deux
branches disjointes, chacune d'elles étanl une
ligne d'un seul morceau et sans partie rectiligne.

Démontrons que le point O est un centre de symé-
trie de la courbe ().

\ Soit x un nombre réel non nul, M(x ; -1—] Je point
de (9) d'abscisse x. Son symétrique par rapport a
0 est le point M'(—x ;: — %],

LI _ i 1
est un point de (%) car: — —= = 7%

Ainsi, tout point M de (%) a pour symétrique par rapport a O, un point M' de (3).

On dit que () est une hyperbole de centre O.
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—2.3.. La fonction cube

On veut étudier la fonction cube, f: R— R
x

! mmmmmm Variations de la fonction cube

:1 Ensemble de définition
.Ii D!= R- . "
' t ! Sens de variation Tableau de variation
| . Soit # et v deux nombres réels tels que : u < v. ; 5
B 3 gt p? X |- g 2
0 On veut comparer u? et 13, 2 3
| On sait que : u? - v? = (u—v)(u? + u v + vo). l______a__,
Or u3+uv+uz=(u+i)2+-‘—1-: 0 |
donc u? +u v + v? > 0 (somme de deux carrés). _
p ; . g A On tracera la représentation graphique gy, Finge
ar consequent : u < v = ud < vl. valle [- 2 ; 2].

La fonction cube est strictement croissante sur R.

mmmm=m Représentation graphique de la fonction cube
Le plan est muni du repére (O, 1, ]).
Table de valeurs

Représentation
graphique

X -2 | =1 0 1 2

2| -8 -1 0 1 8

On admet que la représentation graphique (€) de
la fonction cube est une ligne d'un seul morceau et
sans partie rectiligne.

Démontrer que le p

oint O est un centre de symé-
trie de la courbe (€)

ME xercices Wmfﬁﬁglﬁzwm
2.a  On considére les fonctions

valeur de q, I'équation (E) : flx) = glx) .
J: R2R et g:R-R 3. Pour quelles valeurs de a 1'équation (E) n'ad-
1 e met-elle pas de solution 7
(a étant un nombre réel non nul),
1. Dans le plan muni d'un repére, construire 2.b

& (sur le méme dessin) les représentations gra- 1501;)1: ‘onction fdéfinte e "I-I} y ,/E_.t.m san
phiques de f et de g dans chacun des cas sui- et ooy ue f sst croissante. 8

x L

! vants : ensemble de définition, s

': a=2 ;a=l;a=-2:a=-..1_._ 2. Dans le plan muni d'un repém._tfaf_z:llﬂ
| 2. Résoudrg, graphiquementzpaur chaque f;l{'rglsentauun graphique de f sur l'inte

3
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R ptilisation des fonctions élémentaires

comparaison des nombres q, a2, @?, /q, % (a>0)

iques, on veut comparer un
) 1uide :;u%ripu]; ltzzlamé. son cube, sa r:i:ine car-
”‘b':ml: inverse. @ @) (A)
te ¢ gtant muni d'un repere orthogonal, on
Le P-]da;e les courbes suivantes :
o (@) d'équation ¥ =x 2(x20);
(2) d'équation Yy = Jx(x20);
(A) d'équation Y =5; (x>0);
(90) d'équation y =— (x>0} ;

(2)

() d'équalion. Yy = x3 (x=0).

()

Les positions relatives de ces courbes permettent 5 :
de retrouver ef d’illustrer la propriété suivante.

Pour tout nombre réel a,

i
i 3 2 ,
esio<a<1, alors a’<a®<a<ja<-—;

= 3

1 2
esia>1, alors -E-:,;a{a,f.u < ad.

a
__3.9. Fonctions x — ax? et x> 3¢ (a#0)

; _ "
pmem= Etude de la fonction x — ax

a élant un nombre réel non nul, on veut studier la fonction f: R - R

x— ax?.

Ensemble de définition
DJr= H-
Sens de variation. b
Soit u et v deux nombres réels tels que = u -:, 2o
On sait que ; u < €0 = t? > v° 0sw<r '
Par conséquent : poura <0
Eo:rnr:::[;i - u<vsd= auz < auz

- i 2! =5 (IU° > ap-,
0fu<p= au? <av? PEREr
Tableaux de variation o a<0

a>
x 1 0 + 1 4 oo X |—= - 1 U +1 + oo
Sk -

ax? \\l I/ ax? a a
a\*‘-to/ - i~

—
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x 0 1 ) 3 4
a? 0 1 4 9 16
2.2 0 2 8 18 32
1 1 9 8
5 0 - ) 5

-2 0 -1 | -4 | -9 | 16
92| 0 -2 | -8 | -18 | -32
10 1] _ e
_?)o 0 - ) 2 b) 8

Représentations graphiques

Le plan est muni du repére orthogonal (O, 1, J).
On désigne par (2) la courbe d'équation y = ax?.
* Démontrer que les courbes (®) et (2,) sont
symeélriques par rapport a (OI).

* Démontrer que (O]) est un axe de symétrie pour
la courbe ().

Les courbes (%) sont des paraboles de sommet O et

d'axe (O]).
-, a a
mmmmmm Etude de la fonction x — -
a étant un nombre réel non nul, on veut étudier la fonction [RSR
xZ

Ensemble de définition ®
De=]-e;0[UJ0; + o,
Sens de variation
w et v sont deux nombres réels non nuls, tels que : u<u.
Onsaitque:u<v<0=>%>? ; ﬂ-«:ucu:&—l—}—l—.
Par conséquent : “or
poura >0 poura <0
u<v<p = £,9 u<v<d =» 4 .42

u u v

a_a
Dcu<p = el 2 OD<u<o = —Efc%.
Tableaux de variation

a=4 a<0
X |-= -1 0 +1 + 0 X |—es =1 0 +1 4 o9

\\-L \\ i
\\_'_ \‘ =l _,__—/ a

-|e

\
\
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pede——T 1 | 4
£ T
1 3 o —
f 4 3 ? 2 3 4
I ‘...-"'"-‘
el e | &) B By 21+
1l 2 7 9 4 6 B
y _'__,..-:--"-"_"_
o 1 1 (¥55)
P’j;i:. -4 =3 =& L - E - E ot l4 (yE_-” (gf_i} -0,5
|
T e 6| -4 | -2 -1 -3|-%
"X e
"'"1'—?__3__1 Al s s 3
‘o] 2 2| "4 76| "®
..--"'""'.—I—____ :
Heprésen!uﬁﬂns graphiques
Le plan est muni du repére orthogonal (O, I, J).
On désigne par (a€,) la courbe d'équation y = %,
. Démontrer que les courbes (3€,) et (3C_,) sont
symétriques par rapport a (O1).
» Démontrer que O estun centre de symétrie pour la I
i
[

cnurhe [mzﬂ]-

Les courbes (3€,) sont des hyperboles de centre O.

__3.,3. Travaux diriges
pmEE=Ea On considére la fonction f:
ftudier les variations de la fonction f.

Solution

fest définie sur R et pour toul nombre réel x, flx) = 3(x—1)% + 2.

Soit u et v deux nombres réels lels que :

R-R
x> 32 - 6x+ 5.

u<p,Ona:u-1 zp—1.

On sait que la fonction carré est strictement croissante sur [0 ; + =l it 4

et strictement décroissante sur |- 0l.

Supposons u-1 < v-1 <Q Supposons g0<u-1<v-1 il
c'est-a-dire u < vl c'est-a-dire 1 £ u<v. !
Ona: =12 > (v—1)? Ona: (=12 < (v=1)° '
3u—1)% > 3v—1)° u-1)2 < 3v-1)° b
Hu-12+2 > 3v-1°%+2 u-1P2+2 < 3v—-1)P%+2 |

dong flu) > flo). donc flu) < flo). |
fest strictement décroissante sur J— = 1. [ est strictement croissante sur [1 ; + e[, |

WE R . ey

3.0 On considdre la fonctiong: R—= R

L, 2x=1 suivantes :

L =1’ [fRoR g:R-R

1. Vérifier que pour tout nombre réel x diflé- X =20 + x4+ 18 x> 5=102+2;
I‘enldel,g(x]=2+x1_1. h:B->R k:RoR

2. Etudier le sens de variation de g X "’%31 ; x—==5/dx+1

%Eanned by CamScanner

3.b Eludier les variations de chacune des fonctions
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xerciceso 7

4

it @ Dans le plan muni du repare 0,
APPRENTISSAGE les points A(-3;1),B(-1;3), C[l{; 35' Hbuu oy,
: E(s ;-1), F(7; 2). 3 il m-?m
On désigne par fla fonction affine par iﬂtena]] A,
FOnctions afﬁnes g la représentation graphique est &8 doy

[AB[ U [BC[ U [CD[ U [DE[ U [EF],
1. Déterminer f par une formule

par intervalles

—_ B rrmm, ST T Wit
B =

explicite g, chagy
B

intervalle.
N 1 Dans chacun des cas ci-dessous, fest une fonc- 2. Calculer fl-1,5), fi-0,5) , fl2), fla)  J15,5).
Wl 1 tion de R vers R. Démontrer que f est affine par inter- 3. Déterminer I'ensemble des antécédents de chy
HRE valles. des nombres suivants : Cup
'liF a) fle) =lax—-1|; ~13~0,6:051;2;3;3,5;4et5,
|

| b) flx) = 7x +1 = |ax + 3| ;
|

4. Dresser le tableau de variation de la foncy
c) fix) = |2x + 3|+ e 5], B

il 5. Déterminer graphiquement l'image dirgcte de chagy,
1 | 2 Dans chacun des cas ci—dessl;us. festune fonc- {da‘; 1.nte;'v5&il].e[s_ Sal:;?glss]:- (3;4]; [4:86] -

| tion de R, vers R. Démontrer que f est affine par inter- o po i SR Sl 10 ) U Bl g )

; valles. - S Contréler chaque résultal par le calcul.

a) flx) = max(1;2¢-3) b) flx) = min(x ; 3x + 1) ; 6. Déterminer graphiquement 1'ima

ey = PR L e

8¢ réciprogue g,

l—l;ﬂ]:[+0.5:n.51:[1;2]:[2:3]:l1;5].
3 Construire la représentation graphique de la fone- Contréler chaque résultat par le calcul,

|
|

} ¢) flx) = max(3x~1;x-1) ; d) fix) = minfx + 3 ; - 1). chacun des intervalles suivants :
| tion affine par intervalles f dans chacun des cas suivants,

! a) pourx € ]-2;1], flx)=3xc+1, 9 Le plan est muni du repére (O, ], J).
f pourx € J1;3], flx)=4, 1, Tracer sur le méme graphique les courbes représen.
{ pourx € 13;6], fla)=-2xc+3; tatives des fonctions : x + |v + 3 et X 3x -5,
! b) pour x g }-;uu ;[1], }{Ex% =5, l.'n.'. Rési:nudra graphiquement 'équation :
B Ppour x 7 Tl x)=3, ¥+3|=3x-5.
! | Pour x € (7 ; + o, fi) =2., 3. Résoudre graphiquement les équations :
1 - 5 & 1. Construire la représentation graphique d'une dlr-1l=7 ; b [2e =1 =+ 1)
! lE fonctiorf affine par intervalles qui admet le tableay de .
| verlition thdathtas S 10 Le plan est muni du repere (O, L, J).
it “ 4 : 1. Tracer sur le méme graphique les courbes représen-
e i & -3 1 4 7 l tatives des fongtions : x v [3x — 1 et 2r+1,
i l 2 3 i 2. Résoudre graphiquement I'inéquation :
-1 | \ /" \ e - 1] < 2v + 1,
| i flx) _5 1 3. Résoudre graphiquement Jes inéquations :
I a)lzr—-3l<s blax - 3| > [2v - 3],
g 2. Définir explicitement cette fonction, - "
‘1R i i
E; . 5 Lorsqu'il est 13 h a Yaoundé, il est 7 h & New- par :}{'IIJCiﬂﬂiit{l:}i;etslf_uu‘;:lmns di " verf g c_lciﬂm]es
1 iir’ York. Construire une représentation graphique de la 1. Caleniler los oo e i _h-‘r:ss
! fonction qui & lheure de Yaoundé fait correspondre suivanls : — 2 - maf’tes .ImIfEl e clingun des nom:
!j I'heure de New-York. N R
[ 2. Conslruire la représentation graphique de f et celle
1 6 Soit la fonction numérique définie par: de g.
| | ) = axl_g : ? E‘-t?blir le tableau de variation de chacune de ces
| r . -__F?-‘ = 3‘ : onclions,
B 1. Quel est 'ensemble de définition de f7
| ; I 2. Démontrer que fest une fonction affine par intervalles, 12 [AB] est un segment de 4 cm et M un point de
L] 3. Représenter graphiquement f [AB]. Dans I'un des demi-plans délimités par (AB), 08
| trace les carrés ACDM et MEFB, On pose AM =x. 08
H 7 Soit 1a fonction définie sur 'intervalle [2 , g) désigne par fla fonction qui 3 x associe le périmatre du
L par : fix) = = 2| + v — 4| - [2x — 8], pPolygone ACDEFB.
H 1. Exprimer f{x) sans le symbole de la valeur absolue 1. Calculer flx).
|

sur C]‘li:fll]‘l des intervalles [2 ;3] : [3; 4] et [4 ; g]. 2. Représenter graphiquement f,

' 2. Donrer les variations de f sur ces }nterva]]m. 3. Déterminer et Teprésenter graphiquement la fonction
| [ ;I 3. Déterminer le maximum et le minimum de f sur I'in- £ qui 4 x associe le double du périmétre de ACDM.
I tervalle [2 ; 8]. 4, Réso

udre I'équation : glx) = flx).




s T

i

Fondi"“"' ¢lémentaires

13 pésoudre graphiquement les inéquations sui-

mﬂtesid ; bJ‘a'ilY‘il?
g 35 2<4
JEI¢‘|';12: d)-3<x=%
oy

48 Le plan est muni dg repére (O, 1, J).
ot le méme graphique, les courbes représen-

. 'l{raﬂ des fonctions = X L et x> a?

glives e graphiquement I'équation : 22 = |x].

i. E;gj‘-’*zu dre graphiquement I'équation.: P2 =3x+2
15 Le plan est muni du repére (O, 1, ).
cer sur le méme graphique les courbes représen-

atives des fonctions : x> x? et x—>-—x+2,

2. Rés oudre graphjquemcnl l'inéquation : x* + x-2<0.

46 Résoudre graphiquement le systéme d'équa-
.
tions : - { e +y=3.

17 Le plan est muni du
repere orthonormé (O, L J).
(@) est la droite d'équation M
y=- 1.

On considére un nombre réel
non nul x et on désigne par Q,

H et M les points d'abscisse x )

appartenant respectivement & . H

(@), (O1) et & la droite passant I X @
par O et perpendiculaire a —

(0Q). N

1. Démontrer que le point M appartient a la parabole
(@) d'équation y = %

3. Donner une méthade de construction point par point
de (%) utilisant |'équerre.

tilisation des fonctions
¢lémentaires

18 Le plan est muni du repere (O, L ]).
On donne la fonction f de R vers R définie par:
fix) = .
1. Exprimer f{x) sans le symbole de la valeur absolue.
2, Etablir le tableau de variation de /.
3. Construire la représentation graphique de [.

19 Le plan est muni du repére (O, 1. ).
1: Déterminer le nombre réel a pour que I'hyperbole
d'équation y = 1“- passe par le point Al5;—-0,6).
2. Démontrer que les points B(- 6:0,5) ; Cl-1,5;:2)et
D(-3; 1) appartiennent & cette hyperbole.

20 Le plan est muni du repére (O, 1, ).
1. Donner dix points du plan dont le produit des coor-
données est 2,1,
2. :T"DUVEI une fonction dont la représentation gra-
phique est une hyperbole passant par ces poinls.

N
waliiirewd U] Walliealilisd

21 1e plan est muni du repére; (0,L].
On donne la fonction f: [-3;3]-R

X
X "
E(x) étant la partie entidre de x. B
1. Quel est l'ensemble de définition de f7
2. Construire la représentation graphique de f.
3. Déterminer l'ensemble des antécédents de 1,

22 Le plan est muni du repzre (O, L J).
On donne la fonetion f: [-2;2] =R

. x— xE(x],
E(x) étant la partie entiére de x.
1. Compléter le tableau suivant :

x -2 | -1 0 1 2
fex)

2. Quelles sont les images par f de chacun des nombres
suivants :-1,9;-07;0,1;187

3, Construire la représentation graphique de f.

4. Délerminer graphiquement l'image par f de chacun
des intervalles suivants : [0;2] ; [0;1] & [=2 0l :
[=2:=1].

93 Le plan est muni du repere 0.1,
On considere les fonctions numériques f et g définies
par : flx) = x x| et glx) =3,
1. Gtudier les variations de f et tracer sa courbe repré-
sentalive.
2. Tracer sur le méme graphique la courbe représentati-
ve de g
3. a) Résoudre 'équation flx] = glx).
b) Comparer, pour tout nombre réel x, flx) et glx).

00 Le plan est muni du repere orthonormé
(0,1, ]). On considére la fonction numérique définie par :
fix) = (x+ 2 =1, '

1. Etudier les variations de f sur chacun des intervalles
]~ 03— 2] et {2 ; + oo puis tracer sa représentation gra-
phique (6). _

2, Tracer le symétrique (6,) de (€) par rapport & O et
trouver une équation de (6,).

3. Tracer le symétrique (¢,) de (6) par rapport a (O1) et
trouver une équation de (6,).

4. Tracer le symétrique (€,) de () par rapport a(0]) et
trouver une équation de (€,).

WAPPROFONDISSEMENT S

85 Soit la fonction fde B vers R définie par
3x
=57
1. Déterminer 'ensemble de définition D de f.
2. Trouver deux nombres réels a el b tels'que, pour tout

; b
L D = i sami
xappartenant 3D, flx) = a + 5— .

3. Démontrer que 1 est un minorant de f{{3 ; 7]).
4, Démontrer que 3 est un majorant de f{[- 3 ; — 1]).

26 Une banque propose des taux d'intéré
. l =
pris entre 2% et 10%. TR Ch

1. Pour obtenir un intérét de 60 000 F
) apres un -
mer en fonction du taux ¢ le capital q]_f')on doifgiiz.n
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2. Soit fla fonction qui, au taux ¢, associe le capital C.
Représenter graphiquement cette fonction.

27 La loi de Mariotte s'exprime ainsi : pour une
masse donnée de gaz et & température constante, le pm;
duit PV de la pression de ce gaz par son volume es

constant. _
Une étude expérimentale, au moyen d'un gaz ?ufermé
dans un cylindre dont le volume est variable grace a un
piston, a permis, par le biais d'un manométre, d établir
la pression en fonction du volume :

v|17,5/185| 20 |21,5(235| 26 | 27 | 28,5|315
P|112,8/103,1|102,6/ 89,9 | 84,1 | 78,9| 73,2 | 67 | 662

1. 5i la loi de Mariotte s'applique, quelle est la nature
de la fonction qui, au volume, associe la pression ?

2. Représenter l'ensemble des points M(V, F) en pre-
nant 1 cm en abscisse pour 2 unités de volume et 1 cm
en ordonnée pour 10 unités de pression, l'origine étant
placée en M,(15,60).

3. Calculer la moyenne des produits PV expérimentaux.
Donner une équation de la courbe Vi P(V).
Représenter cette courbe sur le méme graphique que
I'ensemble des points M(V, P). Conclusion ?

28 ABCD est un

rectangle tel que : 08 B
AB =6 cm et

BC=4cm. B
M, N, P, Q appartien-

nent respectivement

aux segments [AB], b P
[BC], [CD] et [DA).

De plus on a: AM = BN = CP = DQ.

Ou faut-il placer le point M pour que l'aire du quadri-
latere MNPQQ soit la plus petite possible ?

29 Lo plan est muni du repére orthonormé
(O, 1, ]). OMPN est un rectangle lel que M, N et P appar-
tiennent respectivement & [OI], [O]] et [I]].
1. On considére la fonction fqui & I'abscisse x du point
M associe le demi-périmétre du rectangle OMPN,
a) Trouver une équation de la droite (I]).
b} Calculer flx).
c) Quel est l'ensemble de définition de f7
2. On désigne par & la fonction qui a x associe I'aire du
rectangle OMPN,
a) Calculer si(x),
b) Etudier les variations de la fanction .
¢] Trouver le maximum de & sur [0 1].

30 ABCest un triangle, H le projelé orthogonal de
A sur (BC). On suppose BC =3 el AH = 2,
On considére un point M de [AH]. La droite parallgle a
(BC) passant par M coupe (AB) en P et (AC) en Q.
On pose AM = .x. On désigne par sl la fonclion qui a x
associe l'aire du triangle APQ.
1. Calculer si(x).
2. Délerminer par calcul la position de M sur [AH] pour
laquelle I'aire du triangle APQ est la moitié de celle du
triangle ABC.
3. Construire la courbe représentative (€) de 4.
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31 Le plan est mU:lli d'un repere,

magasin de location de casseltes vidéo "
::J;?enlzguOis formules de location : P DP"‘&Asau
— FORMULE 1 : 24 000 F d'abonnement annue] etq
par cassette louée ; 500
— FORMULE 2 : 12 000 F d'abonnement annue] g , :
par cassette louée ; Oy
— FORMULE 3 : pas d'abonnement et 3 000 F par ¢
louée. )
1. Quelle est Ja formule la plus économique po
location annuelle de 10 cassettes ? de 20 EMSEIIESU:
30 casseties 7 {de
2. a) Pour chaque formule, exprimer la sommg A
le & débourser en fonction du nombre x dg CaSSE[IEL
louées. B
b) Tracer, sur le méme graphique les courbes re résen.
tatives des fonctions associées & ces trois formuylgs.
c) Ayant choisi la premiére formule, un client 5 dépengg
51 000 F. A-t-il choisi la formule la plus économique 7
3. Indiquer la formule la plus économique sujyay i
nombre de cassettes que l'on prévoit de louer

358el|y

32 ABCD est un reclangle tel que AB = 3, BC=2
Soit M un point du segment [AB] distinct de A. Op pose
A_M =X
Les droites (DM) et (BC) sont sécantes en N.
1. Calculer CN en fonction de x,

2. On désigne par f la fonction qui, & x, associe CN.
a) Déterminer l'ensemble de définition de f.
b} Représenter graphiquement f

23 On considére un tectangle ABCD de dimen-
sions AB =l et BC = L (L = ]). On construil, extérieure-
ment a ce rectangle, le carré BEFC de coté L.

ABCD est dit rectangle harmonieux (ou rectangle d'or)

lorsque ses dimensions sonl proportionnelles & celles
. ' : AE

du rectangle AEFD, c'est-a-dire lorsque : -2-%: A0

1.On pose x = %‘— . Vérifier que le rectangle ABCD est

harmonieux si x =1 + l

i
2. On veut déterminer le nombre réel positif x,, solu-

tion de l'équation x = 1 + —%—

a) Sur le méme graphique, 'représenler les fonctions [t

g définies par flv) =x -1 et glx) = —1—

b) En déduire un encadrement de .r;,l par deux nombres
décimaux d'ordre 1.

e) Vérifier par le calcul les résultats obtenus.

; 34 ABCD est un carré de
coté 2 cm. K est le milieu du ses- D

B _ F
ment [AB]. Une fourmi M part du M
point K et tourne autour du carré
dans le sens de la fleche. On appel-
le x la distance parcourue par M.
1. Exprimer, en fonction de x, l'ai-
re si(x) du domaine coloré.
2. Le plan est muni d'un repére. Tracer la courbe repré-
senlative de o sur [g : 8].

3. Pour quelle valeur de x l'aire si(x) est-elle dgale auX
deux tiers de l'aire dy carré ?

A —p



Equations et
inéquations dans R x R

Dans ce chapitre nous nous proposons de conjuguer éhudes |
numérique et graphique pour résoudre des systémes d'équations
et d'inéquations du premier degré & deux inconnues réelles. On
révisera les méthodes vues en classe de troisiéme. On apprendra
& meltre en équations un probléme concret ou historique, issu de .
la géométrie ou de ['économie. '
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__1.1. Des systémes pour résoudre un probl

; : itionné en sacs de dix k;
@EEEE 1. Un camion transporte du riz et du soja ; le riz est conditionn dix kilgg 5i
B .Un

ini de riz et 160 sacs de g;
le soja en sacs de cinq kilos. On veut embarquer au minimum 150 sacs S0ja, Le

i i oins autant de g |
h t total ne doit pas excéder trois tonnes et on veut qu'il y ait au m 4cs de rj,
chargement 0

' s de soja. Ecrj
de sacs de soja. On veut trouver le nombre de sacs de riz et le nombre de sac ja. Ecrire g,
que de s .

i és par I'énoncé.
inéquations qui traduisent les renseignements donnés p

Soit x le nombre de sacs de riz et y le nombre de sacs ge so‘!z.de S5, DB 2.5
On veut qu'il y ait au moins autant de sacs de Tiz que de 5a o Done 1 > 180 ot 4 2180
On veut embarquer au minimum 150 sacs de riz et 160 sacs de snjas. g UlDU = = 160.
Le chargement total ne doit pas excéder trois tonnes. Donc ! lljl.tt;- éy'_ ,
Les renseignements donnés par 1'énoncé se traduisent par le systeme :

x2y

x 2150

y =160

10x + 5y < 3 000.

i ‘ -2 |
OERETTE 2, Dans le plan muni du repére (0, I, J), on considére les deux points A( 4 ) et B(l)'

Ecrire un systéme d'équations et d'inéquations qui représente le segment [AB],

Soit M(';) un point du plan. Il faut écrire que M appartient a la droite (AB) el que son abscisse est com-
prise entre celle de A et celle de B ;

M € [AB] « | M E (AB)

L xﬁixs:l:a

% —
e | det(AM, AB)=0
| —2<x<3

[ le+2 5 |_
B S
| —2<x<53

= 3.1'"‘53'—14:0
—25x<3,

—1.2.. Définitions

‘ I titués d'équations ou d'inéqua-
tions ; une solution d'un tel systtme est un couple (x, ; y.) d ;)

: s W : ; e nombr i véri a-
tions ou inéquations du systeme. 1 RS Houls qui vérifie toutes les équ
* Les contraintes du systéme sont celles de chacune des i :

“ - i quations ou inéquations e.
* Résoudre un systeme, c'est trouver dans R x R l'ensemble des solutiunsqcumm e Sygtémt'nns ou
inéquations qui compasent le systame, SRR e iquatl

* Deux systémes sont équivalents lorsqu'ils ont le mame ensemble de solutiong

Remarque
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enons 16 remier systéme obtenu au § 1.1,
ReP .+ drun systeme drmtbles solutions ne peuvent étre que des couples de nombres entiers naturels (x
ety IBPréseutenl des nombres de sacs). On peut démontrer qu'il est équivalent au systéme suivant :
x=y=20
{ y=16020
2x + y—600=<0,

es couples (200 170), (190 ; 180), (183 ; 177) sont des solutions de ce systzme.
On verra ultérieurement comment donner toutes les solutions d'un tel systéme.

_ Interprétation géométrique d'une inéquation du premier
degré dans R x R

Nous admettrons que toute droite (@) partage le Ak\ @) @)
plan en deux demi-plans (?,) et (P,) tels que : .

« si A et B sont deux points de (@,) (resp. de (@), o
alors tous les points du segment [AB] appartien- .
nent & (?,) (resp. (@) 3

« Si A' est un point de (%) et B' un point de (,),
alors il existe un unique point M, de (%) apparte-

Soit (0, I, J) un repére du plan et (%) la droite d'équation : ax + by + ¢ =0.

Soit [QP]) I'ensemble des points M(I'j) vérifiant : ax + by + c> 0.

Soit (?,) l'ensemble des points M(;) vérifiant : ax + by +¢ < 0.

(,) et (¥,) sont les deux demi-plans ouverts de frontiére ().

Démonstration

Posons filM) = ax + by + ¢.
Nous savons que la relation fiM) =0 caractérise les points de (@), donc flM) ne s'annule que sur ().
Soit A ’;A) et B ':jﬂ) deux points distincts n'appartenant pas & (%).
s fla) # get fiB) :D.
« Démontrons que si f{A)(B) >0, alors, pour Lout point M du segment [P:B],, ﬂhﬂﬁﬁ] >0:
pour tout point M(;) du segment [AB], existet €[0;1]tel que: AM =1 AB;
x=x, + g = Xa)
Y=y, +Up-Ua)s
fIM) = ax, + atlxy —x,)+ by, + btlyg —Ya) + €
=ax, +byy +c+ t(axy + byp +c—axy, —by,—d
- fla) + £(f18) - f1A))
=(1-0flA) + tfiB) ;
IMfIA) = (1 - OfTAY + LTBIAA)
fIM)flA) 20 car 0st <1 el fIBIIA)>0;

fIM)IA) #0 car une somme de deux termes positifs ne peut étre nulle que si chacun de ces
termes est nul ; c'est impossible ici, car :

(1-0fla)=0&t=1 et tfB)fIA)=0=t=0.
Donc, pout lout point M du segment [AB], AM)flA) > 0.

on a donc :{

F
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* Supposons maintenant que A et B soient de part et d'autre de (%), c'est-a-dire que :
A soit dans l'un des demi-plans ouverts de frontidre (®), que nous noterons (%,),
B soit dans I'autre demi-plan ouvert de frontiére (2), que nous noterons (Py)
Soit M, le point de (@) appartenant 4 [AB].
fiM;) = 0 = flA)fIB) < 0 (sinon, d'aprés ce qui précéde, on aurait fIM)fIA) > 0 et fiM,) # 0),
On peut toujours supposer que f{A) > 0 et f[B) < 0 et alors, selon le méme raisonnement :
pour tout point M € (@,), M et B sont de part et d'autre de (2), donc fIM)f(B) < 0 et fiM) > g,
pour tout point M € (@), M et A sont de part et d'autre de (@), donc fIMfIA) < 0 et fIM) <.

Exemple

X—y=0 (%3)
Soit & résoudre { y—1602=0 200
2x +y—600<0.

Dans un repére (O, 1, J), on construit les droites 3% e
@) :x-y=0; )
(@,):y-160=0;
(D) : 2 + y — 600 = 0,

: 100
Pour déterminer les demi-plans qui conviennent,

on choisit un point particulier.

Par exemple, pour O, origine du repére, l'expres-
sion 2x + y — 600 est négative.

C'est donc le demi-plan contenant ce point pour
lequel ona: 2x + y— 600 < 0.

(%4)

I
0 100 160 200290 300

On procéde de méme pour les deux autres inéquations, mais pour la premiére, il faut prendre un autre
point que l'origine, par exemple I, car x — y s'annule en O,

L'ensemble des points M vérifiant le systéme est représenté par la surface du triangle colorié sur la figu-
re (bords compris).
Les solutions étant des nombres entiers naturels, I'ensemble des solutions du systeme est 'ensemble des

couples (x ; y) de N x N pour lesquels MG) est situé a l'inlérieur de ce triangle (bords compris).

Pour résoudre une inéquation du type ax + by + ¢ < 0,

* on construit dans le plan, muni d'un repére (O, 1, J), la droite (@) d'équation ax + by + c=0;

* on choisit un point particulier A l'extérieur de (@), par exemple, O, Iou J:
— si 'expression ax + by + c est striclement négative pour les coordonnées de ce point, le
demi-plan ouvert de frontiére (%) contenant ce point représente I'ensemble des solutions ;
— sinon, I'ensemble des solutions esl représenté par l'autre demi-plan ouvert ;

* on conclut en tenant compte des contrainles.

On procéde de méme pour une inéqualion du type ax + by + ¢ =0 ; I'ensemble des solutions

est, dans ce cas, représenté par un demi-plan fermé (c'est-a-dire un demi-plan contenant la |
| frontiere (2)). 3

__1.4. Utilisation du déterminant

L'ensemble des solutions d'un systeme de deux équations a deux inconnues est représenté par l'inter
section de deux droites. Ces droites sont soit strictement paralldles, soit sécantes, soit confondues. Le
systeme a donc soit aucune soluti'un. soit une seule sgluLicm. soit une infinité de solutions.

Pour savoir dans quel cas on est, il est commode d'utiliser le déterminant du systéme.
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Définition
i ax+by +c=0
Soit le systeme () { ax+by+c’' =0’

Le nombre ab’ — a’b, noté L{:' ::;l, est appelé déterminant du systéme (S).

‘Un systeme de deux équations 4 deux inconnues admet un seul couple solution si et seulement si
son déterminant est non nul.

Démonstration

ax+ by +c=0
Soit le systeme (5) : ; d . .
ax+b'y+c’'=0
Soit (@) et (@") les droites d'équalions respectives ax + by +c=0ela’x + b'y + ¢' = 0 (dans un repere
orthonormé).
u (a) et ?(t;, sont respectivement normaux a (@) et (2'). Le systeme (S) admet une seule solution si
ot seulement si (%) et (@) sont sécantes, c'est-2-dire si et seulement si det(t, ') # 0.
det'[ff,f;]at{) = E E‘,\;t'l]
& ab'-ba'#0
P l‘“ B ‘ #0.
a" b
Exemple

ax +3y+Db=0

Soit a et b deux nombres réels. Considérons le systeme { x+29+1=0

Son déterminant est égal a 2a - 3.
*Siaz % le systeme admet une seule solution. Pour la déterminer, on utilise une des méthodes vues

en classe de Lroisiéme :

par substitution :
_ on tite de la seconde équation : x=—2y—1;
: A a-Db
— on reporte cette valeur dans la premigre équation et on lire : Rl
— acl
. . 2b-3
_ on remplace y par sa valeur dans la seconde équation et on tire : x = —
-2a

par combinaisons :
— on multiplie par @ chacun des membres de la seconde équation et on soustrait membre &8 membre
a-b
' 3-2a’
— on multiplie chacun des membres de la premidre équation par 2, chacun des membres de la secon-
de équation par 3 et on soustrait membre & membro les deux équations ; on obtient :
2b -3
3-2a

les deux équations, on oblient : 3y — Zay + h-—a=0;dolonlire:y=

2ax—3x+2b-3=0;doton lire: x=

Dans les deux méthodes, on démonire seulement que, s'il existe un couple solution, ce
2b-3 a-b ) i , ce couple est néces

3-2a  3-2a

sairementl (

On pourrait se dispenser de vérifier que ce couple est bien solution du systéme puisque, son détermi
étant non nul, l'existence d'une solution unique est assurée et cette solution ne peut étre que Ie?e;na?t
uple

trouvé, Mais, ce serait dommage de se priver d'une vérification, une e
; ' rreur de 5 =
sible. : calcul étant toujours pos-
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. infinité de solutions représentgeg
soit uné . ticuliére de I ng
i une solution partic € l'une deg équg

*Sia=2,le systéme admet soit aucune solution, i
droite. Pour savoir dans quel cas on est, il suffit de regarder

tions est solution de l'autre. _ eportant ces valeurs d :
Par exemple, (-1 ; 0) est une solution évidente de x + 2y + 1= 0. En rep a0 la pry.

: miére équation, on obtient : - = + b=10.

| Ainsi : _ i du systéme.
T —-sia=b= % tous les couples (x ; y) vérifiant : x + 2y + 1= 0, sont solutions y

—-sia= % eth# %, le systéme n'admet pas de solution.

Pour résoudre un systéme de deux élzluatiuns 4 deux inconnues, on peut calculer le détermj.
nant :
* s'il est non nul, le systtme admet une seule solution que l'on détermine par substitution gy -
combinaisons linéaires ;
* s'il est nul, on vérifie si une solution particuliére de I'une des égquations est solution de
l'autre :

— si clest le cas, le systéme admet une infinité de solutions représentées par une droite ;

— sinon, le systéme n'admet pas de solution.

v[ . e i - T
| S
! v
. Résoudre les syst@mes suivants : 5. {D.d-x —&i=15 {0’25": —3.5y=0
% > {3x+15y=21 ., [3x+‘15y=1 : 0,6x + 0,5y = 0,7 "l-15v+21y=3
"lZr+10y=14 ' lZe+10y=-1
oy [SX=y=17 ) % = .it =7 l.c Résoudre graphiquement chacune des inéqua-
: {Zr +2y=-1 L X 4 tions suivantes :
Fty=1 a x+y=0; bl x-y+4a<o0;
c)] x—-2y+8>0; d) 3x+2y<0.
1.b  Résoudre les syst@mes suivants :
5. {.::JE *=3 'IL'IE +y={3 1.d  Résoudre graphiquement les systémes suivants :
| 1 x+ylz=5 © T lexvyfa=3’ : ﬂ{.l‘—y+2£0 b{.t-—?yZl
x42=-1>0 -2 <5
E| {x-p[ﬁ—]]y:l g {I—Eg:ﬁ \ . Y y 2
(z+1)e+yfz=2""" —~0,4x+0,8y =—2 2x-yz20 ,
1 &1 x-yss5 i dlD<x+3y<2
: & X+ y E 1

Resolttions " = ooy s

L DTN S 20 (e o aln i

T N g

2.1. Systemes de plus de deux équations dans R x R

; memmmms Résolution graphique

. ISI?;_:E. I?nls:;:nuer naturel supérieur & 2. On considére le systéme de n équations du premier degré & deux
-' (E,)
i . (s):4{ &
' (5.
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Dans le plan muni d'un repére (O, 1, J), chaque équation (E,), (E,), ..., (E,) est celle d'une droite (2,), (D,),
A

Les solutions du systdme (S) sont donc les couples de coordonnées des points communs & toutes ces
droites.

Trois cas peuvent alors se présenter :

o (@,), (2;), ..., (@) sont confondues, le systtme admet alors une infinité de solutions qui sont les
couples de coordonnées de tous les points de cette droite ; ,
o (@,), (2,). ..., (3,) sont concourantes en un point A, le systéme admet alors pour solution unique le

couple de coordonnées de A ;
* dans tous les autres cas, il n'y a aucune solution.

mmmmmm  Travaux dirigés

30x + 15y = 11
1. Résoudre le systéme : { Zr+ y =4

28x + 14y = 19,
Solution quidee

Le plan est muni du repére (O, |, ).

Soit (@,), (@), (@,) les droites d'équations respectives : 30x + 15y = 11, 2x+y=4, 28x+14y= 19.
« Démontrer que (9,), {S,) et (3,) sont paralleles.

* Démontrer que le point A(;) appartient a (%,) mais n'appartient pas a (2, ).

* Conclure.
x-y=0

2. Résoudre le systéme : { 2x-3y=-2
7x + y = 16,

Solution guidée

Le plan est muni du repére (O, 1, J).

Soit (@,), (@,), (@) les droites d'équations respectives ; x —y =0, 2x-— 3y=-2, 7x+y=186.

« Construire les droites (%,), (%,) et (25). Quelle corjecture peut-on faire 7

« Démontrer que (Z,) et (2,) sont sécantes en un point A dent on donnera le couple de coordonnées.
. Démunlrer que A appartient a (%,).

¢ Conclure.

__9.9. Systémes d'équations et d'inéquations dans R x R

pmamzm Résolution graphique d'un systéme d'inéquations du premier degré &
deux inconnues

Soit n un entier naturel supérieur a 2. On considére le systtme de n inéquations du premier degré & deux
inconnues
(1)

9:{0

(1.).
Dans le plan rapporté & un repére (O, I, ]), chaque inéquation (1), (1), ...,() caractérise un demi-plan
(@), (D)), ...y (). p

Les solutions du systéme (S) sont donc les couples de coordonnées des points communs a ces demi-plans.
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BEmmmm Travaux dirigés
2e-3y+620
x-3<0

x+2y+620
5x-3y-9=0,

1. Résoudre graphiquement le systéme d'inéquations (S) :

Solution guidée

Le plan est muni du repere (O, I, J).

Soit (@,), (2,), (@), (@,) les droites d'équations respectives :
2x-3y+6=0, x-3=0, x+2y+6=0, 5x—3y—9=0.

Soit (,), (2,), @,), () les demi-plans d'inéquations respectives :
2X-3y+620, x-3<0, x+2y+620, 5x—3y—9<0.

* Construire (2,), (@,), (@) et (a,).
* Vérifier que O n'appartient & aucune des droites (D,), (D)), (B,) et (D).
* Pour chacun des demi-plans (@,), (2,), (@.) et (P,), préciser si O lui appartient ou non.

* Hachurer I'ensemble des points du plan dont les couples de coordonnées sont solutions du systame (s).

x-1=0
2. Résoudre graphiquement 1 sté i : Jy=120
graphiq e systeme suivant X424 +230
2v -5y + 20 =0.

B e P e e

Solution quidée

Le plan est muni du repére (0, 1, ).
Soit (9,), (3,), (B,), (@,) les droites d'équations respectives :
X¥=1=0, y—1=0, x+2y+2=0, 2x -5y + 20 = 0.

Sait [@1], (2,), (?,) les demi-plans d'inéquations respectives :
X-1<0, y—-1=0, X+ 2y+220,

* Construire (2,), (@,) et (2,).

* Vérifier que O n'appartient a4 aucune des droites (,), (@,) et (@,).
* Pour chacun des demi-plans @), @,), (@
* Hachurer I'ensemble (#,) N (2,) N (). h
!;' * Construire (9,).

a)» Préciser si O lui appartient ou non.

* Quelle est la nature de l'ensemble @J)N@)n@,)n @,)?
* Conclure,

—2.3.. Changement d'inconnues

Dans certains cas qui paraissent complexes, on peut
tuant un changement d'inconnue. Nous en donnons

semmmmm Travaux dirigés

§€ ramoner 4 un systéme du premier degré en effec-
ici deux exemples.

. X -y=2
1. Résoudre le systéme (S,): 17 2 +y=14.
Solution guidée
X=z0
On pose X = x? et on désigne par (S';) le systéme : {x_ y=2
[ 3X + y = 14.

| On a alors : (x, y) solution de (S,) & (X, y) solution de (s’)
* Résoudre (S',).
 En déduire les solutions de (S,).
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2. Résoudre le systéme (S,) :

1
g
+
S

=12.
Solution guidée

Yz0
x=Y=-3

_ —2x+5Y =12.
On a alors : (x, y) solution de (S;) & (x,Y) solution de (&,)
» Résoudre (S',).

* En déduire les solutions de (S,).

On pose Y = ;— et on désigne par (8’,) le systéme : {

—2.4.. Exemple de programmation linéaire |

mmze== Introduction

On a représenté ci-contre I'ensemble S des points
M du plan dont les coordonnées (x, y) vérifient le (Dp)
systeme : 2x 4 5y <13

5x—By <14 .

y—7x <10,
On veut chercher un point A de S tel que y - 2x
soit maximal.

Soit p un nombre réel et (%) la droite d'équation
y—-2x=p.

0 i 2 5 {1
(EEBP} passe par B(p) et est dirigée par u (2)
P sera donc maximal lorsque I'ordonnée du point

d'intersection de {EﬂP] avec l'axe des ordonnées
sera maximale,

4 - 13
o
On s'apergoit graphiquement que ceci est obtenu 4

lorsque (@) passe par A(_;), point d'intersection
des droites d'équations :

2x+5y=13 et y-7x=10.

Le maximum de y — 2x sur S est donc atteint au
point A.

sunmmm Exemple de probléme de programmation linéaire

Une entreprise fabrique des fauteuils et des chaises 4 I'aide de trois machines A, B et C. Pour fabriquer
un fauteuil il faut utiliser les machines A et B pendant une heure, la machine C pendant trois heures,
Pour fabriquer une chaise on utilise les machines A et C pendant une heure, 1a machine B pendant deux
heures. Mais les machines ne sont disponibles que 60 heures pour A, 90 heures pour B, 150 heures pour
C. Un fauteuil génére un bénéfice de 10 000 F et une chaise 5 000 F. Combien faut-il fabriquer de fau-
teuils et de chaises pour obtenir, dans ces conditions, un bénéfice maximum ?

Mathémalisation du probléme

Soil x et y les nombres respectifs de fauleuils et de chaises

a fabriquer ; x et y sont des nombres entiers

naturels.
Pour fabriquer v fauteuils et y chaises le temps d'utilisation de la machi i i
ne B esl x + 2y et celui de la machine C est 3x + . HOBA it adl Ba Tk mechi:
Les contraintes données dans I'énoncé se traduisent par le systéme :

X+ Yy <60

{ £+ 2y <490
e +y =150,

Le bénéfice sera : b = 10 000x + 5 000y.
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Résolution .
On résout graphiquement le systéme. Les pmntséﬁ_
coordonnées entiéres de la zone hs;churéﬂ l_'e.prl
sentent les couples solutions. 11 s'agit de chmﬁr ’
ou les solutions qui donnent le meilleur bénélice ;
on dit que l'on a un probléme d'optimisation.
Considérons la droite (@) d'équation :

10 000x + 5 000y = b.

Lorsque b varie, cette droite garde la méme direc-

— =
tion et admet pour vecteur directeur u ( 9 )

L'ordonnée & I'origine de cette droite est =5o5+

Pour avoir b maximal, il faut donc choisir x et § de
sorte que l'ordonnée a l'origine soit la plus grande
possible. Graphiquement on constate que cela est
réalisé pour le point A d'intersection des droites
d'équations 3x + y = 150 et x + y = 60, qui sont des
frontieres de la zone permise.

Les coordonnées de ce point sont (ﬁ)

Conclusion
Le bénéfice maximal est donc obtenu par la fab
45 x 10 000 + 15 x 5 000, c'est & dire 525 000 F.

]

2.0 Résoudre graphiquement les systémes suivants :
x-y=0 2x-y22
' x-3%0
1.{x—4<0 2, 2y—120
Jxe+2yz20 d-yzx

2b Résoudre les systémes suivants : .

1 8 _
" :?+E“-”
& Z_3 _4
x oy
{on posera X = -}:r etY = %] .
2_{2,&-3[:5 .,
3/c-5/y=7
(on pﬂsemX=.,|"J_r et ¥ =y
i ,f2x—3y=1_
2.c 1.Resoudre[esystéme.{m_ﬂyzz
2. En déduire la résolution des systémes sui-
vants : 3
2bf - 3lyl =1 —-=3=1
a}{ =3l ; b) g ;
5| - 8ly| = 2 -8yt =2
3 2 3
2 —_— = — =
¢) 2'r"“g,t+1 1 - d) 2 grips?
B _ 5 & =
h;+E:EF2 foE:Tﬁ-E
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e

rication de 45 fauteuils et de 15 chaises ; il est de

ME XOIClICeS B i s g s

Résoudre graphiquement les systémes suivants :
1_{ Lr-1?£1 2.{[3—‘2y|:>2

x+y=1 2x—3y=5" .
Le ﬁlan est muni du repére (O, L, J).
1. Représenter graphiqguement 'ensemble E des
points M(;_) qui vérifient le systéme :

dr+y—4=0
x+y—2<0
xz20

y=z0.

Parmi les points de E, quel est celui dont les
coordonnées rendent maximal 2x + y 7 Quelle
est la valeur de ce maximum ?

2. Représenter graphiquement l'ensemble F des

poinls M(;) qui vérifient le systeme :
Xx—y=h
xX+2y=s2
Sx+2y28,

Parmi les points de F, quel est celui dont les

-coordonnées rendent minimal 4y —x 7 Quelle

est la valeur de ce minimum ?
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APPRENTISSAGE

Gystémes d'équations
dans R x R

1 Préciser, sans les résoudre, le nombre de solu-
. tions des systémes suivants :

[sl]:{ﬂ-ﬂ‘lyﬂ [53]:{4-.1:—123;:4

Sr-2y=17 ; Tx-21y=7 ;
9 -5y =139 3x—y=4
5.): 8,)1 Y
(S4) {15x—3y=81 : (84 {x_*g.:g‘

2 Sans faire de calculs, dire si le systdme suivant
admet ou non une solution unique :
{ 122 678x — 57 332y —2 198 = 0/
19 245x + 52 954y - 753 =0,

3 Interpréter géométriquement puis résoudre les
systémes suivants :

L{Z.r-—y:B Z_{.a:+y:1
x=-2y="56 x=yg==1 ;
3_{.I+23'=2 4'{2.1:+3y=5
‘ Fx+y=2 x+1,5y=3.
{ B} Résoudre les systémes suivants :
= b 3 3 . _3
1.{5.r—~79-38 2. 15+~ 3
-3x+4y=-11 ; 36x + 18y =80 ;
%_r_ IT-“: 3 3 {?,2..1:— 5.4y =63
a1 3 : Bx—6y =9.
. ?x+-2—y=-4

+ B Préciser, suivant les valeurs du nombre réel m,
le nombre de solutions des systémes suivants :

[2e+my=2 , fmx+y=—2m
(5,): —x+3y=-1 I:52]'{.r:-z-m_t_,.'=|'i'1—ll H
QKSJ' _]2m.1:+4y=2m

¥ lizm—-3kx+(m-1)y=1

& Les systdmes suivants admettent-ils une solu-
tion unique 7

y=2x+1
[51]1{y=2.r+2 »
Jx-y+5=0.
y=2x+1
1-y
(8,447

2
1 J_ (-
—y+xi2——=0
i I7
'\‘a 7 Résoudre les systémes :

.l‘.'—_{,‘=3 2..1"—9':1
[S,]:{z.tﬂ;:ﬂ : [52]:{4.r—3y=2
x=3y=7 X+y=2

A

R

Scanned by CamScanner

“Exercices

8 Utiliser un changement d'inconnue pour
résoudre les systémes suivants :
o 2 _ =3 ==3
1. { I I2 =0 2, {\l:: If-_

i -x=14 ;

3 _1_45 afx—-Jy=19
3 .'I’.';i yl ‘Iﬁl’;,l__j;:]_ 1
2}.’“2_3—:5 [

5_{ 2522-_.:2; 11
—-yr—xt==1

@ 9 Résoudre les systémes suivants :
2?4 4x—yt-2y—4=0
{ 3+ 6r—2yt—4y—-5=0;

5 [ X2+ 2yt -2x+8y+3=0
'{3.1:2—9'2-6-'5—'411"‘12:”'

10 1. Construire un systéme de deux équations
du premier degré & deux inconnues ayant pour seule
solution le couple (1: 1). _
2, Construire un systéme de deux équations du premier
degré a deux inconnues n'ayant aucune solution.

3. Construire un systéme de deux équations du premier
degré A deux inconnues ayant une infinité de solutions.

x—3y=4

2+ 5y=-—3,

Parmi les systémes suivants, lesquels sont équivalents
au systéme donné ?

¥ 11 On donne le systéme :{

1.{.r=3y+4 2_{3r+2y=1
11y =-11 -x=-y=2 ;
5x—15y=5 2vr—y=3
3. 4,
{Bx—‘lBy:'El ; {.‘I:+y=[].

@ 1% Démontrer que si un systtme de deux équa-
tions du premier degré & deux inconnues, a coefficients
non nuls, a une infinité de solutions, les deux équa-
tions ont leurs coefficients proportionnels.

Résolution de problemes
par mise en équations

1 3_Saliuu 2575 F en pidces de 25 Fet 50 F. 11 a en
tout 16 pitces. Combien a-t-il de pieces de chaque sorte 7

14 Déterminer un nombre énti
rpeéntier de deux chiffres
dont la somme des chiHms;»l)]aﬂ et tel qu'en permutant

les deux chiffres le nombre augmente de 54.

15 Peut-on déterminer un nombre entier de deux

chiffres dont la somme des chj
chiffres est 10 et te] qy"
permutant les deux chiffres le nombre augmente cfhs:cl g; [‘:
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Systémes d'inéquations
dans R x R.

16 Résoundre graphiquement les inéquations sui-

vantes :
a) 2x-3y<s5 ; b x+ay>4; .
c)] x<2y-3 ; d} 5y-2x>1.

. L I
I3
g
suivants est représenté dans le plan muni du repére '

17 Lensemble des solutions d'un des systémes
(O,1,) par I'ensemble colorié ci-dessous. Préciser lequel ?

(Zx—y20 @) 23 Le plan est muni d’un repére (O, L.
(S):d2c+y-2<0 I Soit E l'ensemble des points M(':') tels que :
(y=1. 5y—6<3xr+3y<15-2y
(Y <2x { yz0.
[ (Sp)idy+2es2 - Représenter graphiquement E. . _
i i ly=z0,
| R | (S.): Zx + =20 | -
13 Jilysa-ax ° APPROFONDISSEMENT
¥ .~ 18 Résoudre graphiquement les systdmes d'in- 24 1. Déterminer les couples (p , g) de nombres
g équations suivants : : entiers relatifs tels que : pg = 3.
& 'i"' Ix-2y-1<0 3Ix-2y-1>0 2. En déduire tous les couples (x ; y) de nombres entiers
! 1.{-3x-3y+?1>n 2,{u3x—&y+?1>0 relatifs tels que : x2 = 42 = 3.
' || X+y>0 : x+y>0,
| ' , 25 Dans un triangle isocile, l'angle obtus forms
JJ 19 Déterminer graphiquement les solutions par les bissectrices des deux angles égaux est |e triple
1l entitres des systémes suivants : de I'angle au sommet. Calculer les mesures des angles
i X+2y—8<0 X+2y—-8<0 dg?;gu-iangle_
1.4 S¥—=y-2120 9 ] 5x—y-21<0
x—4y-8<0 x—4y-8<0 26 1. Déterminer tous les triangles rectangles de
—3x+2y-6<0 ; -3x+2y-6<0, périmétre 12 dont un des colés de l'angle droit a pour
mesure 4,
@ 20 Le plan est muni d'un repére (O, 1, J). 2. Soit a et p des nombres strictement positifs tels que
1. On considere les points A(‘ 1) : E(_2 ) ; C(a). P > 2a. Déterminer tous les triangles rectangles de péri-
ey 5 3 métre p dont un des cétés de I'angle droit a pour mesu-
Déterminer un systéme d'inéquations dont l'ensemble | 1o q

des solutions est représenté par l'intérieur du triangle
ABC (bords inclus), 27 Le plan est muni d'un repere (O, [, ]).

2. On considére les points A’ (: %) ; B (“33) i C (g) Représenter I'ensemble des points M(;) vérifiant :

etD'(_ﬁ). 2x+3y|<5
5 . lax -2y < 5.
Déterminer un systéme d'inéquations dont l'ensemble

des solutions est représenté par l'intérieur du quadrila- 28 1c plan est muni d'un repere repére (0, I, ]).

tore ABCD (bords inclus), 9 v 3 Représenter l'ensemble des points M(; vérifiant :
3. On considére les points A" (4) i (_ 2) H o (' ) ! { THy+lg 4

-7
D" (Z3) etk (7). £-p=1

r-y-2=4,
Déterminer un systéme d'inéquations dont l'ensemble

des solutions est représenté par l'intérieur du polygone 29 Le plan est muni d'un repere (O, I, J).

A'B'C'D'E" (bords exclus). 1. Représenter graphiquement les ensembles E, et E,
des points M(;) tel .

@ 21 Le plan est muni d'un repére orthonormé S que;

(0,1, ]). Déterminer un systéme d'inéquations dont I'en- E, Py >0, E,:xl—y?>0.

semble des solutions est représenté par l'intérieur du 2, En dézdmm la résolution graphique du systéme :

carré de centre O, dont un sommet a pour abscisse 4 et {-.r2 -y*>0

ordonnée 0 (bords exclus). , Ay >0,

® 29 Le plan est muni d'un repére (O, I, J). 30 Le plan est muni d'up ¢ spien repbru 0,1, T

Déterminer un systéme d'inéquations dont I'ensemble Représenter I'ens

- dont emble des points M("') vérifiant :
des solutions est représenté par lintérieur (bords { ¥ —(y+1)?<o

inclus) du polygone coloré ci-dessous. iryiooy_gog

Y
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31 Le plan est muni d'un repére (O, I, J).
Spit E l'ensemble des points M :I tels que :
e ol = ol + -
1. Justifier que E n'est pas vide.

2, Démontrer que :
el =k +lyl = kyl =xy.
3. Représenter graphiquement E.

32 Le plan est muni d'un repére orthonormé
[D| II I]' . 5
Soit E l'ensemble ies points M(;) tels que : v + [y = 1.

. Z —1 0 2
1. Les points A( 1 ) B( 1 ) C(l) et D(a)

appartiennent-ils 3 E ?
2. Déterminer les points d'intersection de E avec cha-
cune des droites (OI) et (O]).
3. Démontrer que (OI) et (O] sont des axes de symétrie

pour E,
4. Représenter graphiquement l'ensemble des poinis
r+y=1
M(x) tels que : { xzq
4 yz0.

En déduire la représentation graphique de E.

5. Représenter graphiquement I'ensemble F des points

M(;) tels que : ] + [y < 1.

33 Un imprimeur achéte auprés dun grossiste 15
bidons d'encre et 20 cartons de feuilles de papier vélin.
A la réception, une partie de la facture est illisible.
Voici ce que le comptable a.pu déchiffrer fun peint d'in-
terrogation a été mis a la place des nombres illisibles) :

Quan- | Prix unitaire | Prix
Articles tites H.T, HT.
encre noire 10 40 900 F ?
ENCTe Touge 2 63 900 F ?
encre bleue : ] 51900 F 7
encre jaune 2 72 900 F ?
carton de vélin B0g ? 24 000 F ?
carton de vélin extra 7 32 000 F 7
Total HT.: 1310500F
T.V.A. : ?
Total TTC.: 1572600 F

Pouvez-vous aider le comptable a reconstituer la facture ?
Quel est le taux de Ja taxe sur la valeur ajoulée ¢

34 Une statuetle en bronze a une masse de 1,7 kg
pour un volume de 200 cm?, Le bronze esl un alliage de
cuivre, de masse volumique 8,9 g/em® et d'élain, de
masse volumique 7,3 g/cm?,

1. Quels sont, en pourcentages de volume, les propor-
tions de cuivre et d'étain dans la statusette 7

2. Déterminer la masse de cuivre et la masse d'étain que
conlient la statuette.

35 Un laboratoire dispose de deux cuves d'acide
chlorhydrique, I'une ol il est concentré & 102 mol/] et
l'autre on il est concentré 4 10~ mol/l.

Alors qu'il n'a plus d'eau distillée, un laborantin doit
préparer un bidon de 20 1 d'acide chlorhydrique
concentré 4 3,07 x 10~ mol/l.
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Quelle quantité devra-t-il prélever dans chacune des
cuves 7

36 Doux villages A et B sont distants de 18 km et
reliés par une piste rectiligne. Quarante cinq minutes
aprés son départ de A, un marcheur se dmgqant vers B
croise un autre marcheur parti de B et se dirigeant vers
A. Ils conviennent qu'ils feront battre le tam-tam lors-
qu'ils arriveronl & destination. On entend le tam-tam du
village A une heure et quarl aprés leu.r rencontre et
celui du village B quinze minutes apres celui de A.
Calculer la vitesse moyenne de chacun des marcheurs.

37 Le plan est muni d'un repére (O, L J).
1. On considére I'application du plan dans lui-méme

qui au point M(j) associe le point M(;;) tel que :

{ x=3r+4y-"5
¥=x—-—y+3.

a) Trouver |'image de O.

b) Trouver le ou les points, s'il
image. o
¢) Démontrer que I'application est une bijection.

2. On considere l'application f du plan dans lui-méme

qui au point M(‘;_) associe le point M(;) tel que :

s existent, qui ont O pour

{ X=av+by+c
y=ar+by+c

oti @, b, c, a’, b, ¢’ sont des nombres réels tels que :
ab’'—a'b 0.

Quelle est 'image de O ? Démontrer que f est une bijec-

tion.
—

32 Le plan est muni d'un repére (0,1, ]) .~
On considére l'application du plan dans lui-méme qui

au poinl MG) associe le point M'(y:) tel que :

{ x'=0r+3y—-5

' =12Zv + 4y + 3.

1. Trouver I'image de O.

2. Le point O est-il I'image d'un point du plan ?

3. Trouver le ou les points, s'ils existent, qui ont pour

image le point A(_72),

4. Démontrer que les images de tous les points du plan

appartiennent a la droite (9) d'équation :
dx-3y+29=0,

5. Démontrer que lout point M, de (@) est l'image de

tous les points d'une droite (%) que l'on déterminera

en fonction de M,

; 39 Jai trois fois I'age que vous aviez quand javais
{age que Vcc:lus avez, et quand vous aurez I'dge que j'ai
& somme de nos iges sera 154. Quels ;
aujourd'hui ? % et

B0 soit s et d deux nombres entiers naturels, On
chgrche & déterminer un nombre entier nature] de cieux
chiffres tel que la somme de ses chiffres soit et tel qu'en
permutant Jes deux chiffres le nombre augmente d;l d
1. DanonLrer que, pour que le probleme ait une sni -
llon.llfaulque:15551Bet95d€?2 !
2. Démontrer que, pour que le probléme ait une soly-

tion, il faut que d soit un mulg
soient de méme oo, itiple de 9 et que s et o
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objet B nécessite 14 000 F dg

fabrication d'un e atj
premigres, cofite 15 000 F de main-d'euvre gt ¢ vh’ﬂt

fice de 9 000 F. Chaque jour, |, ..
tgiizlﬁz&s‘;: flflilsé d'investissement & 250 000 F Pour |
main-d'euvre et @ 112 000 F pour les matigpe, l!r:.
Bn;érj:ﬁgne par x le .nombra d'ubiels A et par -
nombre d'objets B fah‘rnqués en une journée,
1. Exprimer, en fonction dexety,la déPet}sej ‘
lidre pour la main-d'ceuvre el la dépense jourp alia,
our les matiéres premieres. .
p 2, [x ; y) représentant les coordonnées d'un Point iy
déterminer graphiquement l'ensemble des points g,
plan dont les coordonnées satisfont aux contraintes g,
‘artisan.
:ls?;:tfprimer, en fonction dexety, le béﬂ‘éﬁce' journalier .
g réalisé, puis déterminer la production journaliyr,
pour laquelle g est maximal.

3. Les quatre conditions trouvées aur questions l'sl::llj:
| sont-elles suffisantes pour que le probléme ait uné
tion ?

; B1 Pour un bon confort (et une bonne esﬂ.léliql.!e}.

on respecte généralement, dans la construction d ug
' escalier, les rogles suivantes : 2h + p = 64 et h < 25, Dl
h et p désignent, en cm, respectivement la hauteur et Ja
k profondeur d'une marche.

LT

Dans une cour, on dispose d'un espace permeltant de
construire un escalier pour accéder & 1'étage. La profon-

-

Tt

B5 Un marchand de glaces vend des glaces gy ;
cornels 3 une ou deux boules. Chague jour il dispose de
60 cornets de chaque sorte. Il vend au plus 100 cornets
par jour el il dispese d'une quantité de créme glacée luj
permettant de faire 150 boules. Le bénéfice réalisé gt

!.' |
i

.

ui‘.

deur totale (somme des profondeurs des marches) dis-
ponible est au maximum de 1,60 m.

A quelle hauteur maximale l'escalier peut-il monter en
respectant les normes fixdes ?

(On pourra préalablement déterminer le nombre maxi-
mum de marches de I'escalier projeté.

8% Au marché, Mme Koné achéte dix ananas,
deux mangues, huit bananes el paye 1 400 F ; Mme
Kouassi ach#le quatre ananas, quatre mangues, six
bananes et paye 900 F ; Mme Touré achéte deux ananas,
dix mangues et dix bananes.

1. Démontrer qu'il existe deux nombres entiers naturels

10a+4ab=2
aethtelsque:d 2a+4b=10
Ba + 61 = 10.

2. En déduire combien payera Mme Touré, sachant que
le prix unitaire de chaque type de fruit est le méme
pour les trois dames.

B3 L objectif de I'exercice est de calculer la
valeur de sin 15°
Soit A et B deux points du plan tels que AB = 4, On
construit un peint C tel que les angles BAC et ABC
mesurent respectivement 45° el 120°,
1. En utilisant le théoréme des sinus, exprimer sin 15°
en fonction de AC.
2. Soit H le projeté orthogonal de C sur (AB).
On posex = AC el y = HC.
3. Déterminer un systéme de deux équations vérifié par
le couple (x; y).
4. Calculer x. En déduire la valeur de sin 15°,

B4 Un artisan sculpteur produit des objets A et
des objets B. La confection d'un objet A nécessite
6 000 F de matigres premiéres, cofite 25 000 F de main-
d'ceuvre et sa vente géneére un bénéfice de 10 800 F. La

934 Equations et inéquations dans [ x R
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de 100 F pour un cornet & une boule et de 250 F pour
un cornet A deux boules. Déterminer le bénéfice maxj-
mum qu'il peul espérer réaliser en un jour,

86 Dans un zoo, on nourrit les animaux en leur
fournissant un minimum quotidien de 120 kg de glu-
cides, 90 kg de protides et 60 kg de lipides. Il existe
deux aliments préparés, A et B, dont les leneurs en glu-
cides, protides, lipides sont indiqués ci-dessous pour
un sac

Glucides Protides Lipides
A 3 kg ks 1 kg
B 2 kg 1kg 2 kg

Un sac du produit A coiite 5 000 F et un sac du produil
B cofte 2 500 F. Combien de sacs de chaque catégorie
faul-il utiliser chaque jour pour nourrir les animaux au
maindre coit ?

Quelle sera alors la dépense quotidienne 7

&7 Un confiseur fabrique el ensache un mélange
de b[:-f'nhuns el de caramels. Le nombre de bonbons est
supérieur ou égal A la moitié du nombre de caramels,
mais inférieur ou égal au double de ce nombre. Un
sachet contient au plus 30 friandises. Quel est le conte-
nu t_]u sachel donnant un bénéfice maximal :

1. 5i le bénéfice est de a0 F par bonbon et de 15 F par
carame] 7

2. si le bénéfice est do 15 F par bonbon et de 25 F par
caramel ?

3. 5i le bénéfice est le méme (20 F) pour un bonbon et
pour un carame] 7

Dans chaque cas, calculer le bénéfice réaliss.

(On pourra représenter la situation @ I'aide d'un systé-

me d ‘axes dans lequel 1 cm représente deux caramels
en abscisse et deux bonbons en ordonnée).
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s ,
A Forigine, la stafistique permettait de recueillir et de décrire des données numé-
riques concernant des éfats ou des sociétés humaines. Un exemple nous est donné
par I'Egypte ancienne i le Pharaon exigeait de ses sujefs la décfarc:ﬁon d;e leurs
noms, professions et moyens de subsistance ofin de mieux les contréler. D’aufres
exemples sont relatés en Chine des millénaires avant Jésus-Christ.

A La statistique était essentiellement descriptive @ cette époque. Ce-n’esf qu'a Emrhf‘
otk ~ du XVEe siécle qu'elle a évolué vers I'analyse des données, essenrref{e:lnenr gréce @
£ 'astronomie : la position d'un objet céleste s'éfablit a partir d'une sen:e-d obse-r\r‘j'
tions. On verra alors apparaitre successivement les paramétres de position, puls de
dispersion.

Organisation des données ........cviis e i,

D GIrAPNIGUES .ovverroersmeisecseesnsiens e sesssnsenssescrannns 239
3. Caractéristiques de POSItion ..............cocrvireiniiinen, 049
B, Caractéristiques de dispersion .............coceviicrnns 245
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nsiste, dans un premije
La statistique, telle qu'elle a été étudiée dans }es Giﬁfszgffsg:?:si’nngividus d'une pnl:FuJaﬁm;t Ps,
‘ueilli concernant un caractere © i eur » non nécessaj
%rne;::;l;ged:ssi?gn ; T: mise en ordre des données : 3 chaque modalité (« vl sealremeny

it ~act 4 dire le nombre d'indi:
numérique prise par le caractére), on fait correspondre son effectif, c'est a dir d indivigy,

relatif a cette modalité. On obtient ainsi une série statistique.

1.1, Exemples

smmmmm Caractére qualitafif (1) . L
La bibliothéque d'un lycée contient dans ses rayons 2 000 livres, ainsi répertoriés :

Genre manuel scolaire roman poésie document

Effectif 700 800 100 400

La population étudiée est 'ensemble des ouvrages de I.a bibliothéque. Le caractére (genre de I'ouvrage)
prend quatre modalités non numériques. 1l est dit qualitatif.

mommmm Caractére quantitatif (2)

Une enquéte portant sur le nombre d'enfants dans chacun des 50 foyers d'un village a donné :

Nombre d'enfant(s) 0 2 3 4 5 6 7 9 10
Effectif 9 3 5 4 1 11 8 4 Q

L'effectif total est 50. Les modalités sont des nombres. Ce caractere est dit quantitatif.

mememmm Caractére quantitatif & modalités regroupées en classes (3)

A l'issue des épreuves écrites d'un examen, le jury répartit, en fonction de la note (sur 20) obtenue, les
candidats en six catégories : refusés, admissibles, admis mention passable, admis mention assez bien,
admis mention bien, admis mention trés bien. Ces données sont organisées dans le tableau ci-dessous :

Note obtenue [0; 8l (8; 10 (10; 19 [12; 14
Effectif 504 518 854

(14 ; 16] [16 ; 20]
336 140 28

Le caractere étudié est la note obtenue par les candidats. Les modalité
chaque classe correspondant & une catégorie (refusés, admissible i oipcoe n Hlses

. s, elc.). Ici les classes ne son d'am-
plitudes égales : les classes [0 ; 8[, [8 ; 10[et [16 ; 20] ont pour amplitudes respectives 8, 2 et ;pas

—1.2. Notations

mpmm=m Notation indicielle

Soit un ensemble & p éléments. On peut convenir par commod
sera noté x,, le deuxiéme x,, ainsi de suite jusqu‘au dernier no
Avec celle convenlion, I'ensemble sera noté {x,, x x ), 1 i '

. . 1+ %3 ., X}, les points de sus ; '
ments non écrits. Pour tout nombre entier i compris entre 1 EtP;J. le jéme élérTennstmntr&P:g e
* Les nombres 1, 2, ... , i, ..., p sont appelés indices ; il
* x; se lit « x indice i » ou simplement « x, i ».

'i;t‘é de les numéroter de 1 4 p. Le premier
EX.
B
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Exemple

Reprenons la série slalistique ldunnant le nombre d'enfants dans les foyers d'un village (§ 1.1).
Cotte série comporte 9 modalités rangéos, selon l'usage, par ordre croissant. Notons les de x; & x,. Par
exemple, x; =0, x, = 9.

Par convenlion, leurs effectifs seront notés de
En abrégé, la série statistique ci-dessus peut &

D'une manidre générale, une série statistique dont le caractére prend p modalités sera notée
(x5 1)y g4 5 po 1y Blant Veflectif de la modalité Xp

Si N est l'effectif total de la série, la fréquence de la modalité x, est le nombre ;—t, noté f;.
La fréquence f; appartient & l'intervalle [0 : 1). En effet : 0 < n

ny ang Ainsi, n, = 2, ng=4.
tre notée (x;; n); <y <y

<Noo0< bt
= = ﬁ_ 1

pepmmm Notation %

Gardons le méme exemple. L'effectif total de la série (nombre de foyers dans le village) est :
: N=n,+n,+..+n,=50.

)
On note cetle somme 1221"" ce qui se lit : « somme des n, , pour { variant de 12 9 ».

D'une manigre générale, p nombres w,, w,, ..., w, étant donnés, on note :

P
Zn=u +ty+..+0

i=1 P

rp— -

Soit p un nombre entier naturel non nul, Uyy Ugy ooy Uy 5 Ugy Vg

. .., v, r et a des nombres réels.

P p p n j\,r:- P n
Ona: (1]i§1{ui+rj=(i§ui) +pr [2}{?.1[1;:.4- ”"]=a.z:'|ui+.-§1°" . [Eligauﬁaigui-

Démonstration

Pour démontrer la premiére égalilé, explicilons la somme du premier membre :
P

f‘;5_‘.1[:..Li +1) =+ + (g +r)+ (g +r)+ ...+ {up +r)

=(le+uz+u3+...+up]+[r+r+r+...+r)

w
p fois

p
= izzluf + pr
On démontre de fagon analogue les égalités (2) et (3).
Exemple
Soit une série statistique (x; ; n)); o, d'effectif total N,
La somme des fréquences des dilférentes modalilés de celle série est égale a 1.

iZ1N

p I P

En effel : 1—2'1".' 5 ek = T{I-{:Elnf |d’aprés la propriété (3))
e O SR '
=N N=1:

___1.3. Effectifs cumulés, fréquences cumulées

Dans ce paragraphe, on ne considere que des séries statistiques a caractére quantitatif dont les modali-
tés ne sonl pas regroupées en classes.

pammzm Introduction

Reprengns I'exemple (2) § 1.1. On peut se poser les questions suivantes :
1. Quel est le nombre de foyers ayant 5 ou moins de 5 enfants ?

- Statistiques 237
Scanned by CamScanner



Tgcanned by CamScanner

N

\)

?
2. Quel est le nombre de foyers ayant 7 ou plus de 7 enfants ¥
3. D'une manibre généra.le,ﬁ étm:t;un nombre entier naturel compris entre 0 et 10, quel est le Nomby, d

foyers ayant x ou plus de x enfants 7 x ou moins de x enfants 7 ' ’
Pour régondra a czs questions, on construit le tableau suivant appelé tableau des effectifs cumy|¢, ;

7 9
Nombre d'enfant(s) : x; 0 2 3 4 5 6 10
Effectif : n, 2 3 5 4 1" 11 8 4 9
Effectif cumulé croissant 2 5 | 10 | 14 | 25 | 36 | 44 | 48 | 50
Effectif cumulé décroissant 50 | 48 | 45 | 40 | 36 | 25 | 14 6 )

L'effectif cumulé croissant de la modalité xestny +n,+ .+ M
L'effectif cumulé décroissant de la modalité xpestng+ng,+..+ng
On peut ainsi lire directement :

* il y a 25 foyers ayant 5 ou moins de 5 enfants ;

¢ il y a 14 foyers ayant 7 ou plus de 7 enfants.

mmmmmm Effectifs cumulés, fréquences cumulées

e S T B = — - =
1 ons. .3 - : - _

Soit (x; ; n;), . ; ., une série statistique dont les modalités sont rangées par ordre croissant.

* On appelle effectif cumulé croissant (resp. décroissant) de la modalité x; la somme des effectifs
des modalités inférieures ou égales (resp. supérieures ou égales) a x;.

* On appelle fréquence cumulée croissante (resp. décroissante) de la modalité x;. le quotient de son
effectif cumulé croissant (resp. décroissant) par l'effectif total de la série.

Donc, en notant N, (resp. N}) l'effectif cumulé croissant (resp. décroissant), F, (resp. F}) la fréquence
cumulée croissante (resp. décroissante) de la modalité x;. et N l'effectif total, on a :
k

x > Ne o op M
Ne=,&n ; Np= &n Fe=qr Fe=%

E emarques

¢ ﬂu} }'f“e.sp. N} est le nombre d'individus dont la modalité est inférieure ou égale (resp. supérieure ou
égale) @ x;. .

ke P
*Fo=2f et F=X]
eN,=n, ; Ny=N ; F,=f, ; F;=1.

® Soit k un nombre entier naturel non nul strictement inférieur a p.
e+ 1

Ona:N,, =i2:]uf

=, +n,+ .. +m )+,

k
D'oir : Ni,; =N+ 1y 4.
On démontre de méme que :Ni,, =N, -n, ; F . = Ay Fro1=Fi-fi

Ces égalités sont utilisées de proche en proche pour établir les tableaux d'effectifs ou de fréquences
cumulés.
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l.a Onarelevél : )
nique : evé les salaires mensuels, exprimés en milliers de francs CFA, des ouvriers d'un atelier de méca-
65 83
81 83 33 113 94 51 75 71 102 76 105
o 75 83 . 83 90 64 100 108 68 53 .
90 92 2 95 78 01 79 74 110 77
B 88 85 64 71 -
On regroupe ces données en cin
. . q classes : [50 ; 701, [70 ; 80[, [80 ; 90[, [90 ; 100[ et [100 ; 120L.
l':]tahhr le tableau des effectifs ot dog fréquencgs_ [ I [ I o, [ [ [
#1b

Dans une classe de seconde, les notes obtenues par les éléves 4 la derniére composition de mathématiques
se répartissent ainsi :

Note 2 5 7 8 | 9 ] 10 111 12 13 ] 14 | 15 | 16 | 18
Effectif 1 9 q 4 4 7 7 9 5 2 3 9 1

1. Quel est l'effectif total de cetle série ?

2. Calculer les fréquences, les fréquences cumulées croissantes et décroissantes (les résultats seront pré-
sentés dans le méme tableau),

3. Quel est le pourcentage des éléves qui onl oblenu une note supérieure ou égale 310 7
1.c  On considere deux suites de nombres : (1), <;cq €t ()i cq

4 4 4 4 1
1. Exprimer en fonction de Xuetde Xv,: o) X2u, ; b) Z(2u+3v) i ¢ 2(2u;+ 3v; - 5).
i=1 i =1 i=1

i=1 i=1
2. Vérifier les résultats établis & la question précédente dans le cas des données suivantes :
wy=3 ; =5 5 uy=7 =9 ; v,=2 ; v,=3% ;| e v, =11,

1.d  1.Relevezla premiére lettre du nom de famille de chague éleve de votre classe. Quel type de caractére est
ainsi étudié ?
2. Regrouper les données obtenues dans un tableau ol apparaitront les madalités, leurs effectifs et leurs
fréquences.

Graphigues S - T T L T

Les informations données par une série statistique peuvent étre visualisées par une représentation gra-
phique facilitant leur compréhension.

__9.1. Diagrammes circulaires - Diagrammes semi-circulaires

Dans un diagramme circulaire ou semi-circulaire, chaque modalité est représentée par un secteur circu-
laire de mesure, donc d'aire, prnporlionnella a son eflectif ou a sa fréquence. -

Exemple

Reprenons l'exemple (1) § 1.1. Les diagrammes sonl construits a I'aide du tableau de proportionnalité :
Genre manuel scolaire roman poésie document total
Fréquence _ 35 % 40 % 5% 20 % 100 %

Mesure du secteur circulaire
(diagramme circulaire) 126° 144° 18° 72° 360°

Mesure de l'angle .
(diagramme semi-circulaire) 63 72° 9° 28° 180°
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manuels scolaires

romans

poésie

documents

BEI’I’IEI‘QUE

N'importe quelle série statisti.

ue peut étre représentée par de tels dig
de modalités n ey 5 e 5

. rammes, pourvu que Je Nom,
€ soit pas trop élevé. Toutefois, on les utilise plutét pour des séries a caractare qualitatif

—2.2. Diagrammes & bandes

Gardon§ le méme exemple. Les modalités sont Effectif
cette fois représentges par des rectangles ayant la  gog

méme « base » et des ¢ hauteurs » proportion-
nelles a leurs effectifs (oy fréquences), a0e
Une telle représentation est appelée diagramme &
bandes.

400

Genre | manuel | roman poesie |document 200
scolaire

Effectif 700 800 100

0 == (Al
400 manuel

scolaire
E emargues

. }L_es c;'fagmmmes a bandes sont plutét utilisés pour représenter des séries statisti
itatif,

. {..jes r‘r_{;cvu,crhiqu.=.-s suivants ne peuvent étre dressés que dans le cas de séries statistiques a caractére quan-
tatif. .

poésie  document

roman

ques a caractére qua-

—2.3.. Diagrammes en béatons

- Fréquence
Pour des données non regroupées en classes, on 25%
peut représenter les effectifs ou les fréquences par 90%
un diagramme en batons comme sur la figure ci-
contre (exemple (2) §1.1).

15%
On peut lire sur ce graphique que la plupart des P
foyers de ce village ont entre 5 et 7 enfants.
Gardons le méme exemple. On peut aussi utiliser 5% I - :?'::;ﬁs
les diagrammes en batons pour représenter les *

0%k |
effectifs ou les fréquences cumulés : Q192 3¢ 58 7 8 9 10
Effectif cumulé croissant
50

ngnzctif cumulé décroissant

40
T

30

20

- | , i B | |l
¥ v 0 Nombre 01 9
01234:56&‘3?3”1 d'enfants s
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On suppose que le nombre moyen d'enfants par foyer dans ce pays est 6,3

On lit sur le premier graphique
que 36 fo i
le second que 14 foyers sont au dessus dg?:?tt:u V[:;}:Ei :ont en dessous de la moyenne nationale et sur

2.4, Diagrammes cumulatifs

On peut représent i 4
o E représpenlél::i?:]ele: effectifs (ou }ES fréquences) cumulés croissants par un diagramme cumulatif.
ssous les effectifs cumulés relatifs a l'exemple précédent :

Nombre d'enfant(s) 0 9 3 4 5 6 7 9 10

Effectif
. ' e | 3 [ 5| 4 | 11|11 8[| 4|2
Effectif cumulé croissant | ¢ | 5 | 10 | 14 | 25 [ 36 | 44 | 48 | 50 '

Effectif cumulé croissant

50 I g i
— ——
o £} | —
40 :
30 —
— E‘ =
20 = ——
10 = -
—
b = T N ! Nombre
5 : 5 ™ A 5 p ; 8 9 10 11 19 d'enfants

Bemargue '

Le diagramme dE:‘S fréquences cumulées croissantes sera le méme que celui des effectifs cumulés crois-
sants, seule I'unité sur I'axe des ordonnées change. Sur cet exemple, a I'effectif total (50), on fera cor-

respondre la fréquence 1.

2.5, Histogrammes

Dans le cas d'un caractére quantita-
tif regroupé en classes, on peul 359 %
représenter la série par un ensemble
de rectangles appelé histogramme.
Chaque rectangle a pour « base »
l'amplitude d'une classe et une aire
prupurtjonnelle 5 son effectif (ou & 21,8 % ]
sa fréquence). !
Si les classes sonl d'amplitudes :
ggales, la « hauteur « de chaque rec- |
tangle est donc proportionnelle & i :
l'effectif de la classe correspondan- |

te : sinon, la présence d'un axe des 919 %

ordonnées est dépourvue de sens. e L I 5,8 %

On a construit ici l'histogramme |_ i | i 1 i

relatif aux données de 'exemple (3) 0 é : i | TRk
§1.1. 10 16 00
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jame cl
; rectangle représentant la i asse pt
si on note i, la « hauteur » du (aires des rectangles) et des Eﬁeﬂtif?

amplitude, 1'écriture de la pmpnrtinnnaIité des produits afy s choisie I'une d'entre elles.

. foi
respondants permet de déterminer toutes les hauteurs, une
£ P ﬂh_1 th 2h3 2h4 _ Zhﬁ _ rqitﬁ

Dans notre exemple, il vient : 5—-u4=m=ﬁﬁ=ﬁ_ﬁ'ﬁ5— 28°

Bljn

D'un point de vue pratique, e
r“l

Pour l'histogramme ci-dessus, on a choisi hg = 1 mm.

WE XCTCICeS B s AT 77> 77

t les données de l'exerci
i ine, exprimée en 2.c  En reprenant if 3 o 14,
K 2a Umﬂ!'l 1?;2'];;;&?1&]:;;0;:?:; pays, I;mur l'an- construire I'histogramme relatif a cette sério,

née 1996 (d'aprés ATLASECO 1997).

Pays |Cameroun| Mall Niger | Tchad 2.d  Un test proposé 4 une classe de 40 élu}»ves Com-
Bovins | 5000 | 5500 | 4750 | 4750 prenail 4 quei“ﬂl?s-] Ei ];ﬂbleau ci-dessous
indique le nombre (n,) d'éléves ayant répondy
1. Dresser le tableau des fréquences de cette correctement a .x, questions.
série statistique.
2, Construire le diagramme circulaire relatif a *i 0 g ¥ 3 4 ’
cette série. n; 3 8 16 7 aJ
) Sur le méme graphique, en utilisant deux cou-
2b oOn reprend les données de I'exercice 1.b. leurs différentes, tracer les diagrammes en
1}5““*““““‘3 le diagramme en bitons des effec- bétons des fréquences cumulées croissantes et
tits. décroissantes.
2. Construire le diagramme cumulatif des
effectifs.

R e S ——

Caractéristiques de position

Il arrive que l'on veuille résumer une série statistique par un seul nombre appelé caractéristique de posi-
tion qui donne une idée sur les valeurs prises par le caractére. Les trois caractéristiques de position les
plus utilisées sont le mode, la moyenne et la médiane, ces deux dernigres ne concernant que des séries
a caractére quantitatif, dont nous supposerons ici les modalités non regroupées en classes.

3.1, Mode

'Définition
On appelle mode d'une série statistique toute modalité d'effectif maximal.

Exemple
Une enquéte effectuée & la demande d'un fabriquant de chaussures et portant sur les pointures d'une

population masculine a donné les résultats suivants ;
Pointure 39 | 40 | 41 42 | 43 44 45 46
Fréequence | 5% | 10% | 13% | 17% | 20% | 17% | 13% | 5%

Le mode de la série statistique ci-dessus est 43, ce que l'on peut exprimer en langage courant en disant
que la pointure la plus courante dans cette population est le 43.

B emarques

e Certaines séries statistiques, comme celle de I'exemple (2) §1.1,, admettent plusieurs modes.
e Cette caractéristique de position prend toute sa signification si une modalité domine nettement les

aulres.
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3.2. Moyenne

gemmmmm Définition

Reprenons la série statistique de l'exercice 1.b. Pour calculer la moyenne m des notes obtenues par les
gléves, on peut additionner toutes les notes et diviser le total par le nombre d'éléves, soit 50.

Mais il semble plus judicieux d'utiliser le fait que les données ont été organisées : plutot que d'avoir a
additionner, par exemple, neul nombres 12, il est plus rapide d'effectuer 12 x 9.

Ona:m= (1%2) +(2X5)+(3x7)+(4%8) + (4 x9)+(7x10) + (7 x 11)
50
(9%12) +(5x13) + (2 x 14) + (3 x 15) + (2 x 16) + (1 x 18)
. 544 %
~ 50
= 10,88,

) =ik Y N Y 1 o) By i _
§ wlj = . : - a e S g

Pour une série statistique (x; ; n), _; . p» 1a moyenne est le nombre, noté x, défini par :

%

nax; i

= ;—1{"'1‘ _ X, + NX, + ..o + 1K,
P Ny+My+.tn,
D,
1=1

B emarque

La moyenne peut s'exprimer aussi en fonction des modalités et de leur fréquence.

mmme=== Disposition pratfique

Pour calculer la moyenne, on peut dresser le tableau suivant :

xX; 2 5 7 8 L) 10 11 12 13 14 15 16 18 | Total

1

n. 1 2 3 4 4 7 7 9 5 2 3 2 1 50

nx;| 2 10 21 32 36 70 77 | 108 | 65 28 45 32 18 | 544

. - _ H44
La moyenne se calcule alors facilement : X ==5== 10,88,

__3.3. Mediane

pmm=== |niroduction
« On reléve les Ages d'un groupe de 15 personnes et on les range par ordre croissant :

12, 12, 13, 13, 13, 15, 16, @ 17, 17, 17, 18, 18, 18, 19.

16 est le 8¢ élément de cette série statistique.

a 7 éléments placés avant et 7 éléments placés aprés_

Le nombre réel M = 16 est la valeur médiane (ou la médiane) de la série statistique.

e Une personne, dgée de 18 ans, vient se joindre au groupe précédent. La série, ordonnée, devient :

12, 12, 13, 13, 13, 15, 16, [16] [17], 17, 17, 18, 18, 18, 18, 19.

Maintenant, il y a 7 éléments placés avant et 7 éléments placés aprés |17!.
On conviendra d'appeler médiane de cette série statistique tout nombre rée
L'intervalle [16 ; 17] est appelé intervalle médian de la série statistique,

‘ ‘ Statistiques 243 ‘
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mmmmmm Définition et détermination pratique
Définition .

‘On appelle médiane d'une série statistique d'effectif total N tout nombre réel M tel que le nomy,
d'individus de modalité supérieure ou égale @ M et le nombre d'individus de modalité inférieyy, oy

€gale & M soient tous deux au moins égaux a L

2
Eemargues

* Il existe d'autres définitions, plus restrictives, de lo médiane. Toutes mettent en évidence lq Notion
. intuitive de partage d'une population en deux groupes de méme effectif.
] * Une médiane n’est pas toujours une modalité de la série. )
1 * Une médiane peut étre un nombre réel unique ou tout nombre d'un intervalle (fermé) de R.

Exemples

Pour la détermination pratique de la médiane (ou de I'intervalle médian), on peut utiliser les diagrammes
en bétons des effectifs cumulés croissants et décroissants.
Reprenons les données des deux exemples de l'introduction.

=

* 1% exemple : | AS¢ 12 | 13 | 15 | 16 | 17 | 18 | 19
Effectif 2 3 1 9 3 3 1
Effectif cumulé croissant 2 B 6 8 11 14 15
Effectif cumulé décroissant 15 13 10 9 7 4 1
Effectif cumulé
15
Bl Effectif cumulé croissant
EE Effectif cumulé décroissant
7,5 Dans ce cas, seule la modalité 16 a un effectif
cumulé croissant et un effectif cumulé décroissant
o tous deux supérieurs ou égaux a —I;i =7,5.
12 13 15 16 17 18 19 Age Doncla médiane est 16.
* 2¢ exemple : | Age 121 3151617 181 19
Effectif 9 3 1| 2 3 4 1
Effectif cumulé croissant b 5 6 8 11 15 16
Effectif cumulé décroissant 16 | 14 | 11 | 10 8 5 1
1Eﬂecﬁf cumulé Bl Effectif cumulé croissant

BN Effectif cumuylé décroissant

Dans ce cas, les modalités 16 gt 17 ont un effectif
cumulé croissant et un effectif cumulé décroissant
tous deux supérieurs ou égaux a &N =

Donc tout nombre réel M de l'intervalle [16 ; 17]
12 13 15 16 17 18 19 Age est une médiane de la série.

244 statistiques

_ / i
%‘r- v Wy wali e et R - s I




e R —

WE XCTCICeS BZrr L o i s o 7

3.a On considere la série suivante de notes obtenues lors d'un devoir dans une classe de 50 éléves :

Now 4 6 7 8 9
Effectif 1 9 2 4 5

10 11 12 13 14 15 16 18
7 7 9 5 2 3 2 1

1. Quel est le mode de cette série statistique ?

2. Construire le tableau des effectifs cumulés croissants et décroissants.
3. Déterminer la moyenne de cette série.

4, Repre§enter les Eaffeclifs cumulés croissants et décroissants par un diagramme en batons.
En déduire la médiane de cette série.

3b Les pointures d'un stock de 500 chaussures sont ainsi réparties :

Pointure 40 41 49 43 44 45 46 47
Effectif 30 10 10 o200 | 20 200 | 20 10

1. Quels sont les modes de cette série statistique ?

2. Construire le tableau des effectifs cumulés croissants et décroissants. En déduire une médiane de cette
série.

3. Déterminer la moyenne de celte série.

e p—— T ——T]

 Caractéristiques de dispersion =

Dans ce paragraphe, on ne considére que des séries statistiques & caractére quantitatif dont les modali-
tés ne sont pas regroupées en classes.

La moyenne est une caractéristique de position ; elle n'apporte aucune information sur la répartition des
individus autour d'elle : on ne sait pas s'ils sont plutdt proches ou plutét éloignés d'elle. Une caractéris-
tique de dispersion est un nombre qui permet de rendre compte de cette situation, ce nombre peut étre
considéré en un certain sens comme « I'éloignement moyen » des individus de la moyenne. En attribuant
Jdifférents sens mathématiques au terme « éloignement moyen » on obtiendra différentes caractéristiques
de dispersion. Nous ne définirons ici que trois caractéristiques de dispersion : I'écart moyen, la varian-

ce et |'écart type.

__4.1. Ecart moyen

Les notes en mathématiques de deux éléves A et B sont consignées dans les tableaux suivants :

Eléve A Eléve B
Effectif o | 3| 2 | 1 Effectif ol il &l 7 | 3

Ces deux éleves ont la méme moyenne 10, Mais un examen de la distribution des notes montre des dif-

férences sur leur régularité. F
Pour faire ressortir cet aspect, on peut calculer la distance moyenne entre les notes et la moyenne .
2|6 — 10| + 3]9 — 10| + 2|12 - 10 + |13 - 10|

s Pour 'élave A ey = = = 1,75,

|8 — 10| + |9 — 10| + 4[10 - 10] + [11 — 10|+ [12 — 10|
Ainsi ey < e,. Les notes de l'¢élave B sont moins dispersées que celles de 1'é1zve A : I'éldve B est plus régu-

lier que l'éleve A.
Les nombres réels e, et eg sont appelés écarts moyens.
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38 ' i - t le nombre réel e, définj p,,. .
Soit une série statistique (x; ; n), ., . p de moyenne x. L ECREtMayon 98 £ Pars

p
L . : Zon b - |
2. b =% [+ mle, — ¥ |+ ..+ n e, ~%| B i=1n;|'t’ .
Ry+m,+ ..+ n, Zn,

=1

—4.2 Variance - Ecart type

memm=m Définitions

On peut également calculer la moyenne des carrés des écarts a la moyenne. On obtient :

—10)% + 3(9 - 10)? + 2(12 — 10)? + (13 — 10)?
s Pour I'éleve A :VA = 28 10} + 3 10) . ( =3.8.
8 — 10)? —10)% + 4(10 - 10)% + (11 - 10)* + (12 — 10)?
* Pour 'éléve B : Va= (8 -10)% + (910 + ( = ) =1,25.
Le nombre réel V; (resp. V) est appelé variance de la série des notes de I'éleve A (resp. B).

On utilise hﬁaucoup la racine carrée de la variance, appelée écart type.
Dans notre exemple,

les écarts types sont les nombres o, et op définis par : .
Ox=VV, =187 et o5= V=12

Soit une série statistique (x; 5 )y < sp de moyenne x. '

* La variance est le nombre réel V défin; par:

P
=2 2 2 . - 1)2
Lo 111(1:1 x) + n,(x, - %) +...+np[xp—.i] i |'.=Elnl{ll x)
n4+n,+..+n 4
[} 2 ¢ P -an
=1

- * L'écart type est le nombre réel positif ¢ défini par:o =V,

]

Formule de Kénig

- Soit une série statistique (x; ; n), _; < p de moyenne ¥, d’effectif N et de variance V. .

1 p ]
Ona: V= |-~ En-x-g)—.f? Z
N i :

=1 i
Démonstration
(e, =X + (e, —X)% + ... + n,lx, — %) -
Vv =
N
Ayl — 220.% + ) + nylxf - 26,8+ %) + ... + n(x2 - 20, + ¥2)

N

2 i Z
Bely RS o T RA P e Sl o BGRRLT i+ +..+n

y |
N N + = X2
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Rgmargue

On peut retenir cette formule en se rappelant la phrase suivante :

« la variance esl la différence entre la moyenne des carrés et le carré de la moyenne ».

Exemple

On utilise cette formule pour calculer
tableau de la fagon suivante :

la variance et I'écart type d'une série statistique en disposant un

x, 8 9 12 13 | Total
n; 9 3 2 1 8
nx | 16 27 24 13 80
nx2| 128 | 243 | 288 | 169 | 8e8

Par conséquent, la variance est :

(%)

828 _
B

=103,5-100 = 3,5.

Les calculatrices possédent en général un mode statistique 1 et un mode statistique 2. En

seconde, on n'aura a utiliser que le premier,

Il donne la possibilité de rentrer les données rapidement en tapant chaque valeur du caracte-
re avec son effectif. On utilise pour cela une touche nommée, en général,[DATA]. Pour plus de
details sur la fagon de procéder, se reporter au mode d'emploi spécifique & chaque calculatri-
ce, sans oublier de regarder par la méme occasion comment on peut corriger une donnée lors-
qu'on s'est trompé. Les erreurs sont fréquentes surtout lorsque le nombre de données est
important. El il serail alors particulidrement ennuveux d'avoir a tout recommencer.

UI.IB fois les données rentrées, éventuellement corrigées, vous disposerez, en général, d'un cer-
tain nombre de touches vous donnant ;

I
— l'effectif total : N = iz:ini ;

—la moyenne : X =

X
N

r
~1'écart- co= 4L —32 -
~—l'écart-type : 0 = JN [Eﬂib‘-‘; x)¢

P
—la somme des carrés des modalilés : if‘:;" (XE

Exemple

X | 155 1,60 | 163 | 1,65| 1,68 | 1,70 | 1,74 | 1,81 | 184 | 168
! [
— P !
N=100;%=1,7054;06=0,0847; ilﬁinijz = 291,556 4,
0 drifii a fonnile s at =t & >
n peul vérifier la formule: g2 = — 2 _¥2 -
P "= N Sms —x° =2,915 564 — (1,705 4)2 = 0,007 174 g
CHabimal . _

.
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4.3, Travaux dirigés

d'un méme groupe industriel produisent des ampoules dp 80
ux usines A et B d'un

ines. Les résultats obtenus sop¢
R Tt de qualité sont menés dans chacune des usines = | Tepor.
de 75 W . Des tests L —
tés dans les tableaux suivants : = ﬁfs = A B ‘—E‘w\
A B s -
i 000 | 3000 ampoules testées 6000 |11 00g :
ampoules testées = = ampoules défectueuses 40 70 e
; s =
ampoules défectueuse T
taux de fiabilité S |

19) g:: gnmp] b, ]f:]:?:;i“fa;i;:ﬁﬂ:; deux usines semble avoir la production de meilleure qua);4 ;
'aprés ces '

é i i A - I
2°) a) On garde les mémes données mais on ne dis- |

tingue plus les ampoules suivant leurs puis- ampotles testées 13 000
sances. Compléter le tableau ci-contre. ) '
b) D'aprés ce tableau, laguelle des deux usines ampoules défectueuses

| ——

‘-_-'-'--
semble avoir la production de meilleure qualité ? —— E
3°) Conclure.

Solution

1°) a)
60 W A B Total I5W A B Total
ampoules testées 7000 | 3000 |10000 ampoules testées 6000 |11 000 |17 000
ampoules défectueuses 30 10 40 ampoules défectueuses 40 70 110
taux de fiabilité 99,57% [99,67% qq,aﬂ taux de fiabilité 99,33% |99,36% W'BSE

b) Sur chaque type d'ampoule, l'usine B obtient un meilleur taux de fiabilité que l'usine A. Il semble
qu'elle ait une production de meilleure qualité que I'usine A,

2°) g} b) Sur la totalité des ampoules testées, l'usine A
= - e obtient un meilleur tauy deo fiabilité que I'usine B,
ota Il semble qu'elle ait une production de meilleure
ampoules testées 13000 [14 000 | 27 000 qualité que l'usine B,
ampoules défectueuses 70 80 150
| taux de fiavilité 99,46% [99,49% |99 44%

3°) En analysant de deux fa
sions contradictoires.

ERIEE 2. 1°) Suite d une enquéte Portant sur y

I caractére quantitatif 41 i i
total N, on a obtenu une série statistique (x; ; n) dony |, mO}'&nng ;'['Tﬂ::'f (E_“l‘le population d'effectif
ajoute un nouvel individu dont Jo caractére pr, .

end la modalijg N+ A cette population, on

mo .
statistique d'effectif total N + 1, dont on note | alité x}. On obtient
N '_rl:T t X

4 moyenne ¥ —
1),
N+1 ()

N+1
Application : Le professeur de mathématiques de la

ey clas & .
par 44 éléves de la classe lors dy dernier devojr dans e f:hf:aie?nnde C1 a réparti les notes obtenues

ainsi une nouvelle série

Démontrer que : T ™

Note 3 5 :
18
|_El‘l’m'.:tif 3 4
EAERE 2
Il a calculé la moyenne de 1a série : 10,5,

Orilyaen fait 45

a rendu sa copie en retard. 1l obtient finalemeny Jg o €léves dang la classe, mais l'un d'entre eux

- Calculer )4 Moyenne des notes des 45 éléves.
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2°) On effectue maintenant deux enquétes étudiant le méme caractére quantitatif sur deux populations

disiointes d'effectifs totaux I‘esl]ec{ifs N. et N.. |
Onlobl_iﬂnl ainsi deux séries slatisliquesl de mzlltlyennes respecti\res \:_1 et Fz . On regroupe les deux séries
en une seule d'effectif total N = N, + N, et de moyenne T,
- N;E +N, ¥,
Démontrer que | Xy = 1N1 - Nz X2 @.

W
Application : le professeur de la classe de seconde C1 (question 1° b) est également en charge de la clas-

se de seconde C3 qui comporte 40 éléves. Au méme devoir, les notes obtenues par ces derniers sont
réparties dans le tableau :

Note 4 [ 7 8 9 10 11 192 14 16 18
Effectif 2 2 i 3

3 8 4 5 5 4 3

La moyenne des notes de cette classe est 11,25. Calculer directement la moyenne de I'ensemble des deux

classes (y compris le retardataire de la seconde C1), puis vérifier le résultat obtenu en regroupant les
deux séries en une seule.

Solution guidée

Les égalités (1) et (2) se démontrent de la méme manibre, en remarquant que, pour une série statis-

4
tique (x;; n));¢; o, d'effectif total N, si on note S la somme 2 n, x,, S est la somme des valeurs du
i=1

caractere prises par tous les individus, et on a : ¥ = %- et donc S =Nx.

1°) Etablir que la somme des valeurs du caractére prises par les N + 1 individus est égale a Nig + x;.
Conclure.
Application : la moyenne des 45 éleves est i‘iz?_ﬁ =10,4.

2°) Etablir que la somme des valeurs du caractére prises par les N, + N, individus est égale a
N, X + N, &, . Conclure.

Application : la moyenne des nates des deux classes est SER 304+ 4 1hab

85
Bemargues

* L'égalité (1) est un cas particulier de I'égalité (2). Elle correspond au cas ot I'une des deux séries ini-
tiales de la question 2. a un effectif total égal d 1.

* L'utilisation de la notation X serail ici délicate car certaines modalités
deux séries ou seulement dans I'une des deux.

= 10,8,

peuvent apparaitre dans les

WE xercices i

—

4.a Onrelave les figes d'un groupe de 15 personnes (exemple d'introduction du §3.3).
1. Calculer la moyenne de la série et compléter le lableau ci-dessous.
2, Déterminer |'écart moyen et I'dcart lype de cette série,

Age (x)) 12 | 13 | 15 | 16 | 17 | 18 | 19 | Total
Effectif (n,) 2 3 1 2 3 3 1
L"-'[ - 'ﬂ
n e, - o
.IfiE
my X
4b on reprend les données de I'exemple (2) §1.1.

Déterminer de deux manidres différentes l'écart type de cette sérig
Nombre d'enfant(s) 0 2 3 4 :

L 5 6 -
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APPRENTISSAGE

Notation =

1 On considare le tableau suivant :

i 1 2 3 “
u; 9

LF =1 4 -2 -7
u?

Total

L
w
o

z
v

i vy

(g + u,]z

1. Compléter le tableau.

4 2 4 4 2 4
o () St s (i
2. Comparer fgu{ etiglu, . Puis igﬁﬂf ‘“Ef’f

4 4 4
3. a) Exprimer ?ﬁ[u" + ;)% en fonction de, Eluf. de, Elvf

i
et de Eu[. X v,

=1
b) Vérifier la formule obtenue l'aide du tableau.

2 Reprendre, sans expliciter les sommes notéos a
I'aide du symbole Z, la rédaction de la démonstration
de la formule de Keenig (§4.2) en partant de la défini-
tion de 'écart type :

P
— 55
52:'..5___1% A
N

Représentations graphiques

3 « Que j'aime a faire apprendre un nombre utile
aux sages !
Immortel Archiméde, artiste ingénieur,
Qui de ton jugement peut priser la valeur ?
Pour moi ton probléme eut de pareils avantages. »
Ce « poéme » a eté utilisé par des générations de
lycéens pour retrouver les trente premiéres décimales
du nombre n en comptant les lettres des mots qui le
composent. On s'intéressera ici a la population des
voyelles de ce texte. _ N
1. Déterminer les effectifs des cing modalités ; « a »,
cew, ein,conelcnn ) .
2. Représenter la série slatistique obtenue par un dia-
gramme circulaire.

B On a relevé la taille (en métre) de 50 individus.
Les résultats obtenus sont les suivants :

250 statistiques
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1,82

1,75

1,71 172 178
1,96 1,67 1863 172 1,67 ..
1,77 1,69 178 171 182 g,
1,74 1,69 1,7 179 165 g5
1,7 184 164 173 168 1,
1,78 1,68 1,79 1,74 16 173
1,72 1,79 1,74 175 168 19,
1,69 1,73 1,64 174 167 159
1,63 175

1. Regrouper les données dans un ftableau sujvgpy les
classes [1,5 ; 1,6[ ; [1,6 5 1,65[ ; [1,65; 1,7[ ; 1,7 . 1,75( .
(1,75;1.8[;[1,8;1,9(;[19; 2].
2, Construire I'histogramme correspondant (une classe
d'amplitude 0,1 sera représentée par un rectangle dg
base 3 cm et le rectangle représentant la classe 1,65 ;
1,7[ aura une hauteur de 2 cm),

~g

(bovins et ovins) dans huit pays :

.~ 5 Le tableau ci-dessous recense les tétes de hétai]

Bovins |Fréquence| Ovins Fréquence

(x 1 000) (x1000) | (%)
Bénin 1250 3,35
Burkina 4 950 19,85
Cameroun| 5 000 13,7
Guinée 1 750 1,6
Mali 5500 18,6
Niger 4750 18,75
Sénégal 2 750 16,6
Tchad 4 750 7,55
TOTAL 28 000

1. Compléter

1073 prés),

le tableau (on arrondira les fréquences a

2. Dessiner un diagramme circulaire représentant la
répartition de la population de bovins de ces huit pays.
3. Représenter par un diagramme 3 bandes les effectifs

de la populatio

n ovine de ces huit pays.

; 6 Une série de tests sur la durée de vie (en années)
de composanls électroniques a donns les résultats sui-

vanls :
Durée 0; 1,50 |11,5;250| (25;3 | (3;35
Effectif 13 37 37 54
Durée 3541 | 14;450 | (45;5 | 5; -‘-,5j
Effectif 80 ? 53 42
Durée [55;6] | 16;65 |165;75 [?,Sf' ‘H
Effectif 3¢ 23 33 26

1, La fréquence de la classe [4; 4,5] est 0,14, Quel est
I'effectif total de cette série statistique 7
Z. Construire un histogramme de cette série.

—
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7 Soit une série statistique représentée par le dia-
gramme cumulatif suivant :

a) par une voyelle ;
b) par une des cinq premiares lettres de 1'alphabet ;

QO [ e e e c) par une des cing dernidres lettres de I'alphabet.
38 foommummmm e —y
E ‘ 11 Pendant un mois (30 jours), un client poin-
o4 - : : &) tilleux a pesé chaque jour, 2 un demi-gramme
B ! _? | prés, les quatre bagusttes de pain que lui livre
ek \ i ' son boulanger.
g I i ; | 11 a inscrit les résultats dans le tableau suivant :
1000 2000 4000 5000 o e Effectif Effectif
N , sse E cumu cumul
1. Quelle est 13 nature du caractére étudié et quelles croissant décroissant
sont ses modalités ? 7 5
2. Dresser le tableau des effectifs et des fréque
nces de
cette série. 1 140,5 20
141 16
F Un enquéteur a rele\fé les superficies des 60 141,5 14
exploitations agricoles d'un vﬂl_age, puis a regroupé ces 149 13
données en quatre classes : moins de 4 ha, de 4 4 6 ha, T45.5 10
de 6 3 8 ha et de & & 14 ha. Il a représenté la série sta- 49,
tistique ainsi obtenue par 'histogramme ci-dessous : 143 9
143,5 7
144 3
144,5 2
145 2

ha

0 4 6 8 14

Dresser le tableau des effectifs et des fréquences de
cette série.

Caractéristiques
de position

9 Relaverll'ﬁge et la taille de chaque éléve de la

classe,

1. Dresser le tableau des effectifs et des fréquences pour
le caractere « Age ». Déterminer le mode et calculer
I"dge moyen des éleves, ¥ .

2, Aprés avoir regroupé les tailles en classes d"amplilu-
de 5 cm, dresser le tableau des effectifs corrrespondant
& ces classes et construire 'histogramme de celle série
statistique.

10 0On a relevs, dans le tableau suivant, la premié-
re lettre du nom de famille d’un groupe d'individus :

Ale lc|p|e| Flaea]|H ]|
10| 27| 18 | 14| 3 [ 7 |17 ]| 8 | 0
Ikl t[m[n]o]lrp|al|Rr
3 | 4 |17 6 2]11] o]
s |t Ju|lv | w]|x|vy]|z

g8 | o | 8| 3]o] o]

1, Quel est le mode de la série T

2. Calculer la fréquence de l'ensemble des individus
dont le nom commence :

Scanned by CamScanner

1. Compléter le tableau,

2. Calculer la moyenne de cette série statistique. En
déduire la quantité moyenne de pain (en grammes)
achetée chaque jour par ce client.

3. Représenter les effectifs cumulés croissants et
décroissants par un diagramme en batons et en déduire
la médiane (ou un intervalle médian) de celte série.

12 Dans le but d’équiper le laboratoire de son éta-
blissement, 'intendant achéte des calculatrices dont
les prix varient de 1 D00 & 4 500 Francs .

1. Compléter le tableau suivant :

Prix Effectif Effectif | Frequence | Fréq. cum.
(enF) cumulé croissante
1000 1
1500 6
2 000 93
2 500 g
3 000 49
3 500 57
4 000 6%

4 500 64
Total 1

Z lU_ueE le est la fréquence des calculatrices achetées au
prix de 3 500 F ? Quelle est la fréquence des calcula-

trices dont le prix est supérieur ou égal 3 2 000 F 7
23000 F ? ’ "

3. Calculer le coiit total de ce

t achat et le pri
d'une calculatrice. Prix moyen

. 13 La moyenne des notes de Frangais d'un élave
a I'issue des neuf premiers devoirs est 11 75 sur 20
Quelle meilleure moyenne peut- : I
un dixiéme el dernier devoir ?

Sa moyenne peut-elle
dernier devair 7

il espérer obtenir apras

étre inférieure 4 10 & I'issue de ce
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18 1a moyenne des notes d'un éléve en
Mathématiques est actuellement de 12,5 sur 20. Avec
une note de 16 sur 20 au prochain contrfle, cette
Inoyenne passerait a 13.

Quel est le nombre de contréles effectués a ce jour ?

Caractéristiques
de dispersion

15 On lance deux dés 60 fois de suite et on note,
pour chaque lancer, la somme des points obtenus.
On obtient le tableau suivant :

Points | ¢ | 3 (4|5 6|7 |8]9[10[11]12
Effectif| 2 | 3 | 3 |5 /8 (11|9|/8|5]|3 |3

1. Calculer la moyenne, I'écart moyen et I'écart type de
cetle série statistique.

2. Construire les diagrammes en batons des effectifs
cumulés croissants et décroissants.

En déduire la valeur de la médiane.

16 Lors du contréle d'un lot de 400 pointes, on a
relevé la taille (en mm) de chacune d'elles, st

regroupé les résultats dans le tableau suivant :

Taille (en mm) Effectif
28,5 2
28,8 9
29,1 5
29,4 15
29,7 60

30 165
30,3 95
30,6 21
30,9 15
31,2
31,5 4

1. Calculer la moyenne m et 1'écart type o de cetts série.
2. Quel est le pourcentage du'nombre de pointes dont
Ia taille est comprise entre m-cetm + o ?

17 Un professeur de Frangais recense le nombre
&) de livres lus par chacun de ses 180 éléves au
cours du dernier mois.
Il obtient le résultat suivant :
18 éléves n’ont lu aucun livre,
72 élaves onl lu 1 livre,
45 éléves onl lu 2 livres,
36 éleéves ont lu 3 livres,
9 éléves ont lu 4 livres.

1. Recopier el compléter le tableau suivant :

Nombre de livres 0 1 2 3 4
Effectif

Fréguence

Fréquence (en %)

Effectif cumulé croissant
Effectif cumulé décroissant

252 statistiques
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2. Combien d'éléves ont lu au moins 2 livres ? moing N

jvres 7 it -
2 livr e mode de cette série statistique ? C“lﬂu]e-r

I
3. Quel est |'écart moyen et I'écart type.

la moyenne,
4. Représenter le résultat de cette enquéte par dia.

gramme circulaire.
. - de machy
8 Une usine utilise deux types fing,
:t M,, pour produire la méme pléce La directigh
a rEl:évé la production journaliére de chacuy d

ses ouvriers : chi
_ Jes ouvriers travaillant sur une machine M, progy;.

: il
cent entre 35 et 39 pieces par Jo -
_ les ouvriers travaillant sur une machine M, Produ;.

sent entre 40 et 44 piéces par jour. .
On regroupe ces donneées dans le diagramme en bétong

suivant :

Nombre d'ouvriers
95

20

15

10

40 41 42 43 44
Nombre de pieces par jour

1. Organiser les données dans un tableau faisant appa-
raitre les effectifs (nombre d'ouvriers) n, correspondant
a chaque modalité (nombre de pitces) x;, ainsi que les
produits n, x; et n, x 2.

2. Calculer la production journaliére moyenne :

a) des ouvriers travaillant sur la machine M, ;

b) des ouvriers travaillant sur la machine M, ;

¢} de 'ensemble des ouvriers.

3. Déterminer le mode, la médiane et calculer I'écart
type de cette série.

35 36 37 38 39

/APPROFONDISSEMENT:

19 On relave les tailles, en cm, des él2ves d'une

classe de seconde el on les regroupe en classes selon le
tableau suivant :

Taille Effectif
[154 ; 158 2
(158 ; 169 5
[162 ; 164] 5
[164 ; 166] 7
[166 ; 168] 8
(168 ; 170 10
[170; 179 8
[172; 174 7
(174 ; 178 &
[178; 189 g

l'- I?I'ESSE[‘ l'histograMe des BfIECtifS de cette série sta-
tistique.
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2. Combien y a-t-il d’éléves dont la taille est supérieure 2
1,70m ? dont la taille est strictement inférieure 4 1,66 m ?
3, On procéde & un nouveau regroupement de cette
série en classes de méme amplitude, égale 2 4 cm.
Dresser 1'histogramme correspondant.

20 Un statisticien a regroupé les résultats d'une
enquéte portant sur une population de 1 100 individus
en une série statistique qu'il a présentée sous forme
d'un tableau. En jouant, son fils a malencontreusement

effacé une grande partie du tableau qui se présente
maintenant comme ceci :

1. Compléter le tableau.

2. Représenter les effectifs des populations de ces pays
par un diagramme 2 bandes. )

3. Calculer le pourcentage des superficies de. chaque
pays, par rapport a la superficie totale des huit pays ;
dessiner le diagramme circulaire cﬂrrespundi:nt-

4. Calculer la densité de la population pour I'ensemble
des huit pays. Cette densité est-elle la « moyenne des
densités » 7

23 Construire une série de onze notes (sur 20)
dont la médiane est 9 et la moyenne est 12.

1. Reconstituer le tableau ci-dessus, sachant que la
moyenne de la série est 2,25,

2. Tracer le diagramme cumulatif de cette série.

21 Ce tableau indique V'effectif féminin des séries

A (Littéraire), C (Sciences Mathématiques), D

(Sciences Expérimentales) des classes Terminales
en Cate d'Ivoire, de 89/90 & 93/94 :

20/91 91/92 99/93 93/94
TA 3726 5187 5 468 6 450
TC 83 26 89 94
0 2 168 3083 3 047 3453
Total

1. Compléter le tableau.

2. Construire un diagramme & bandes des effectifs par
année scolaire :

a) des éléves de la série littéraire (TA),

b} des éleves des séries scientifiques (TC + TD),

c] de I'ensemble des éléves.

3. Dresser, pour chaque année scolaire, un tableau des
fréquences de chaque série et construire les dia-
grammes circulaires correspondants.

4. Calculer, pour chaque année scolaire, le pourcentage
des éléves de la série C par rapport au lotal des élaves
des séries scientifiques.

22 Dans le tableau ci-dessous, on a relevé le

nombre d'habilants, en 1995, el la superficie de

huit pays. On appelle densilé de la population, le
nombre d'habitants au km?.

Habitants Superficie Densité
(x 1 000) (en km?)
Bénin 5 400 112 620
Burkina-Faso 10 140 274 200
Cameroun 13 500 475 440
Congo 2 600 342 000
Cote d'lvoire 13 800 399 460
Gabon 1100 267 670
Guinée 6 560 248 B&6O
Mall 10 600 1 240 000
[ ToTAL
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ité Effecti % = = B .
e e s Eﬁﬂsﬁﬂfle 28 Un médecin a noté le nombre d mter\re’nmms
0 35 qu'il a da effectuer de nuit au cours d'une année. Ila
1 regroupé ces données dans le tableau suivant :
2 671 Nombre
3 d'interventions 0 1 2 3 4 5 6
i 21 3
4 16 % Nombre de nuits | 70 | 115 82 | 58 | 25 | 1

Fréquence

1. Quel peut étre le nombre maximum de sorties en une
semaine 7

2. Compléter le tableau ci-dessus. )
3. Quel est le nombre total de sorties de nuit effectuées
par ce médecin pendant I'année 7

4. Quelle est la médiane de cette série statistique "‘

5. Calculer la moyenne des interventions par nuit. En
déduire le nombre moyen de sorties par semaine.

25 On répartit en classes d'amplitude 5 ans les
ages de la population masculine et féminine d'un villa-
ge. On a représenté ci-dessous la pyramide de ces dges

(par exemple, il y a 28 hommes de 30 & 35 ans et 20
femmes de 15 & 20 ans) :

Femmes Ages
60

l 55

‘ 50
45

Hommes

| 40
3s
30

25
=" |

=] 15

5
T ' |
L B e
iﬁihﬂzrggsdgﬂcpﬂllﬂt‘P}'ramidg. dresser le tableau des
5 ations masculine et féminj
village et en déduj 5 eminine de ce
2, Construir uire la population totale du village.

€ une nouvelle : L
nant des classes d'ﬂmplitudgﬁ&ﬁge des dges en pre-

26 Les 412
> ves de trois sectj
R, i . Ctions de second
i nrgzmeodevo}lr de Math_émaliques. Le tableaﬁ S?.lr;':
» POUr chaque section, |eg notes obtenyes :
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Note 2¢Cq ¢ Co 2e (3 TOTAL
7 1 5 14
8 2 3 1
9 3 5 4
10 7 5 9
11 11 4 2
12 8 5 1]
13 & [ 1
14 5° 5 1
15 4 5 10
16 3 7 13

TOTAL

1. Pour chacune des sections, dresser un tableau des
effectifs, des effectifs cumulés croissants et des effectifs
cumulés décroissants.

2. Calculer la moyenne, le mode, I'écart moyen et
Iécart type de chaque série,

Vérifier que chaque groupe a la méme moyenne.

En est-il de méme pour les écarts types ot les écarts
meyens ?

3. Calculer la moyenne, I’écart moyen et 1'écarl type
. pour I'ensemble des éléves des trois sections. '

- 27 Les masses des 100 éléves d'une classe de
seconde sont données ci-dessous (en kg) :

60 ; 69 ; 61 ;54:81:54;55;55:58;?5:58;30;75;
51:66:84;59;53:57:80:58:56:63;53:?3:61;
5?:6?:64;51:66;73;73;58;69:55:?0:58;58;
54 ; 75 ;69:63:?0;5?:54;?2;??:51:55;65;55;
68 ; 64 ;64;55;60:?7‘;54:64;31;51:69;53:75:
?5:?5;EIZ;SB:?D:B?;?2:64;63;50:59:62;7];
65 ;70 ; 65 ;65 ;51 165 ; 60;66;67;53;67;59:69:
B7 ;81 ;69;60;64;68;66;60;60.

1. Construire le tableau des fréquences cumulées crois-
sanles et décroissantes. En déduire la médiane (ou I'in-
tervalle médian). »

2. Caleuler la masse moyenne m des élaves.

3. Calculer l'écart type o de cette série statistique,

4. Déterminer le pourcentage des éléves ayant une
masse comprise entre m—getm + a.

28 un journaliste a constaté que, dans son pays,
24% des étudiants inscrits dans un établissement d‘en-
seignement supérieur sont issus d'une famille d'agri-
culteurs et 13% sont issus d'une famille d'ouvriers.
Dans son journal, il écrit : « A 'Université, les enfants
d'ouvriers sonl désavantagés par rapport aux enfants

d'agriculteurs ». y
1. Les données recueillies par le journaliste sont-elles

suffisantes pour justifier cette affirmation ?
2. Sinon, & quelles conditions cette affirmation est-elle

vraie ? A quelles conditions est-elle fausse 7
(On pourra noter x et y les pourcentages respectifs
d'agriculteurs el d’ouvriers dans la population totale

de ce pays). -

29 La .moyenne des salaires mens_uels dans une
usine est 125 000 F et I'écart type est 20 000 F.

9254 statistiques

_‘

t le nouve] ¢,

. Quelle sera la nouvelle moyenne e i
:ypg si on augmente chaque salaire de 2 500 F ?

3. Mémes questions, si on augmente chaque salajrg de

2%.

30 On donne ci-dessous le d.iagr?.mme en bitap
des fréquences cumulées croissantes d'une série statjs.
tique dont |'effectif total est N = 640.

Fréquences cumulées

00
95

88

0,70

0,50

0,30
0,25

0,10
0,00

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1. Dresser, & partir de ce diagramme, le lableau desg
effectifs, des effectifs cumulés croissants et des effectifs
cumulés décroissants de cette série statistique,

2. Calculer la moyenne, I'écart moyen et 1'écart type.
3. Reproduire le diagramme ci-dessus et construire,
dans le méme repére, le diagramme en batons des fré
quences cumulées décroissantes. '
En déduire les valeurs de la médiane.

31 Les résultats d'une enquéte portant sur les
salaires dans une entreprise sont résumés dans le
tableau ci-dessous.

Décile 1

Déciie 2 29600
Déciie 3 50,900
bimcg— 11006
Décile 5 89 800
Décle s 102 200
T 193 600
Décile B 150 300
Décile 9 194 500
Decie o — 269 300

La population des employés a 616 répartie en « déciles »,
un décile regroupant 10% des salariés. Le tableau se lit
ainsi : 10% des salariés gagnent moins de 29 800 F, 10%
gagnent enlre 29 800 et 50 900 F et ainsi de suite, jus-
qu'aux 10% qui gagnent plus de 269 300 F.

1. Quel est le salaire médian dans I'entreprise ?

2. Quel est le pourcentage des employés dont le salaire
est compris entre 71 000 et 150 300 F?

3. Donner un encadrement du salajre moyen des 90%
des employés les moins bien payés.

4. Est-il possible que 1a moyenne générale des salaires

soit égale & 100 0o F 7




