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PREFACE

Dans un monde qui évolue rapidement, la maitrise et 'approfondissement des mathématiques
apparaissent comme une condition indispensable au développement des nations, plongées
qu'elles sont dans I'ére de la haute technologie et de la mondialisation des marchés.

Voila pourquoi les mathématiciens africains ont commencé, dés 1983, A organiser des
réunions de concertation sur les problémes posés par I'enseignement des mathématiques qui
jouent un role essentiel dans la préparation des jeunes aux défis de I"avenir.

La Collection Inter-Africaine de Mathématiques que nous proposons aujourd’hui aux éléeves
de I'Enseignement Secondaire des pays francophones d'Afrique et de I'Océan Indien est le fruit de
cette collaboration franche et fraternelle qui a abouti, au mois de juin 1992, a I'élaboration et a
I’adoption par tous ces pays des programmes des premier et second cycles de 'Enseignement

Secondaire.
Elle a pour objectifs majeurs :

— I'harmonisation de la pédagogie des mathématiques et la mise & la disposition des éléves
et des enseignants africains de manuels de qualité tenant compte du milieu socioculturel
africain en tant que support et véhicule privilégiés des concepts mathématiques ;

— V'acquisition par les éléves des bases d'une formation mathématique solide qui leur per-
mettent d’analyser une situation, de conjecturer des hypotheses et de les valider ou non a
I'épreuve des faits ou du raisonnement, de recourir aux modéles mathématiques qu'ils

connaissent et de dégager une conclusion ;

— la diminution du cofit du manuel pour permsttre la réalisation d'un vieux réve : un éléve,
un livre.

Les ouvrages de la Collection Inter-Africaine de Mathématiques, rédigés par des équipes
d’enseignants, de chercheurs et de responsables pédagogiques africains, belges et frangais, s’ap-
puient sur I'environnement des éléves pour les motiver, les faire agir, les amener a comprendre et
a agir de nouveau, de maniére autonome et créatrice. Les contenus adoptés et les méthodes péda-
gogiques préconisées ont été systématiquement expérimentés dans plusieurs pays avant que ne
soient entreprises les rédactions définitives,

Conformément a notre conception de l'enseignement des mathématiques, nous n'avons pas
voulu présenter les legons sous forme d'exposés théoriques, mais comme des séances de travail au
cours desquelles des activités de calcul, de dessin, de lecture de documents (le plus souvent
empruntés au milieu africain) sont mises en ceuvre pour solliciter et provoquer constamment la

participation active des éleves.

Insérés dans les legons, des exercices d'application immédiate permettent I’assimilation des
notions étudiées. Placés a la fin des chapitres, des exercices d'entrainement et d’approfondisse-
ment permettent aux éléves d’éprouver leur compétence et aux professeurs d’évaluer leur ensei-

gnement.

Nous exprimons notre gratitude aux différents Ministres chargés de 1'Education dans les
pays francophones d’Afrique et de 'océan Indien, ainsi qu'aux responsables de la Coopération
Francaise et de la Coopération Belge qui, par leur compréhension, leurs encouragements et leur
soutien constant tant moral que matériel, nous ont permis de réaliser ces ouvrages dans les
meilleures conditions possibles.

Enfin, nous espérons que ce manuel répondra au mieux a I'attente et aux besoins des utilisa-
teurs (professeurs et éléves). Afin d'en améliorer les prochaines éditions, nous accueillerons avec
reconnaissance les remarques, les critiques et les suggestions qu'ils voudront bien nous faire et,
par avance, nous les en remercions.

Saliou Touré
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B ARYCENTRE

Introduction

Nous disposons de plusieurs outils pour aborder les problémes
de géométrie : les configurations, le calcul vectoriel, I'outil analy-
lique et les transformations. L'outil barycentre vient s‘ajouter & ce
riche répertoire. Il permet de résoudre certains problémes de
réduction d’une somme de vecteurs, d’alignement de points, de
concours de droites et de recherche de lieux géométriques.

7 ni=i e el
S e L L

P{l systéme en équilibre

_, ou 36_5.+§E+QG_E=T)T

— —p g

{3|-:A+|<B=o.
— —

4GK+2GC =0,

e e e e e e e e i i
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1. Barycentre de deux points pondérés................ B 6
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Barycentre 5
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—1.1.. Premieres notions

mummmm Introduction

==

Soit le systéme constitué par une tige AB de masse négligeable portant A
a ses extrémités deux masses m, et my. Comment doit-on poser la tige

sur un pointeau pour qu'elle reste en équilibre :

* lorsque m, = my 7

* lorsque m, = 2my 7 mg
¢ lorsque myg=3m, 7

g ln]

En faisa_nt varier les masses m, et m,, on constate, dans chaque cas,
que la tige reste en équilibre lorsque le pointeau se trouve en un point
G, situé entre A et B, tel que : my X GA = mp x GB ;

] 2 T+
c'est-a-dire : m,GA+ myGB = 0.

En physique, on dit que G est le centre de gravité du systtme. En mathématiques, on dit que G est le
barycentre des points A et B affectés respectivement des coefficients m, et my.

meemmmm Théoréme et définitions

Soit A, B deux points du plan et a, b deux nombres réels.
Si a + b = 0, alors il existe un seul point G tel que :a@i+ .‘.:G_ﬁ=_d':

Démonstration

aﬁ-&bﬁ;:—ﬂ* = [a+b](§:‘:+b§§=?
o AG=_P_iB
. b ™ a+b
On pose : u=—- AB.

e !
On sait que, étant donnés un point A et un vecteur u, il existe un point G unique tel que : AG=u.

E emarque
—

Si a + b est nul, alors a et b sont opposés et : aGA +bGB = 0 = a{;‘ﬁ_ﬂ(ﬁ__. o
& aBA=0.

On distingue deux cas : .- e
e si a = 0 ou A = B, alors tout point G du plan vérifie I'égalité : aGA + bGB =BP;
e 5i a # 0 et A # B, alors aucun point du plan ne vérifie cette égalité.

Définitions | |
"+ On appelle point pondéré tout couple (A,a) oul A est un point et a un nombre réel ; a est appelé

coefficient du point A, _

« Soit (A,a) et (B,b) deux points pondérés tels que: a + b # 0.

On appelle barycentre ﬂef pﬂiﬂFS_Pﬂndél_'és {A»l_ﬂ et (B,b) 'unique point G tel que : aGA + bGB = 0.
A[B _
al|b|’

On note : G= hﬂf{{A.ﬂ}t [B,bn ou G= ba]-

6 Barycentre
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Remargues
« On retiendra également de la démonstration du théoréme précédent que G est'le barycentre de (A,a) et
A_ﬁ  cette égalité permet en particulier la construction du point G.

ik b
(B,b) si et seulement si AG = —F
« Si A et B sont distincts, alors G appartient a la droite (AB).

eSiA=DB alors G=A.

Exemples ’ .
e Le barycentra des points pondérés (A,2) et (B,3) est le point G tel que : ;
G = ?AE
» Le barycentre ] des points pondérés (C,2) et (D,-1) est le symétrique de D J C D
par rapport & C. En effet, 2JC-JD= 0 & C]=-CD. : | h
: Pl e

s Le barycentre de (E,1) et (F,1) est le milieu I du segment [EF]
—_— = —
En effet, [E+IF = 0.

1.2, Propriétés

mommmm Homogénéité
Le barycentre de deux points pondérés est inchangé lorsqu'on multiplie tous les coefficients par un

' méme nombre réel non nul.
e — —
= kaGA + kbGB = 0.

En effet, pour tout nombre réel k non nul : aGA +bGE=0

memm=m Ensemble des barycentres de deux points distincts
Un point G est barycentre de deux points A et B 5'il existe un couple (a,b) de nombres réels tel que G

soit le barycentre des points pondérés (A,a) et (B,D).
Théoréme

l. Soit A et B deux points distincts du plan.
LI,’ensemhIe des barycentres des points A et B est la droite (AB).

Démonstration
* On a vu que si G est barycentre de deux points distincts A et B, alors G appartient a la droite (AB)

* Réciproquement, soit G un point de la droite (AB).
Il existe un nombre réel k tel que : AG = kAB, ou encore : AG = ﬁ_—t}_+i AB

G est donc le barycentre de (A,1 - k) et (B,k).

[ ' Pour démontrer |'égalité de deux ensembles E et F, on peut procéder par double inclusion
(E=F) = (EcFetFcE).

Exemple
Dans la démonstration précédente :
E est 'ensemble des barycentres des points A et B ;

F est la droite (AB).

culi
A est le barycentre des points pondeérés (A,1) et (B,0). B est le barycentre des points pondérés (A,0) et (B, 1).

Barycentre 7
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P e
mmmmmm Réduction de la somme aMA + bMB

Soit (A,a) et (B,b) des points pondérés. Pour tout point M du plan:
‘*si a+b=0,alors uhﬁ+bhﬁ=(ﬂ+b]hﬁr"ﬁﬁﬁ”°bmcmm
* si a+ b =0, alors le vecteur aMA +b MB est indépendant du l?oin_t-M. .

des points pondérés (A,a) et (B,b) ;

Démonstration

. Sia+b;tD,alursaI‘z’A+b1;I+B=u[ﬁé+G_A’]+b(]§[ﬁ+GB]
— e —
=(a+b) MG + (aGA + bGB)

—
= (a + b) MG.
s Sia+b=0,alorsa=-b
— — — —
et aMA + b MB  =-bMA + bMB
= bAB.

Le vecteur aMA + bMB est indépendant du point M.

mmmemmn  Coordonnées du barycentre

Le plan est muni du repére (O, i, 7 ).

On considére les points A(_EI ) et B(i). On désigne par G le barycentre des points pondérés (A~ 2) et (B,5).

—> — —_
» Exprimer OG en fonction de OA et OB.
e Calculer les coordonnées du point G.

' Le plan est muni du repére (O, L) jaxy+bxy
i A[*a), B(™8) etsiGestleb tre de (A a+bh
Si (yﬂ) ( yﬂ)e si G est le barycen e (A,a) et (B,b), alors G ay, + byg

a+b

D émonstration guidée

« En appliquant la propriété précédente au point O, vérifier que : 0G = - ib (@OA + bOB).

* Conclure.

mmgmmm Conservation du barycentre par projection

On sait que la projection conserve le milieu ; le théoréme suivant généralise cette propriété

Le projeté du barycentre de deux points pondérés est le barycentre des projetés de ces deux points
affectés des mémes coefficients.

On dit que la projection conserve le barycentre,

8 Barycentre




Démonstration guidée i
Soit G le barycentre des points pondérés (A,a), (B,b) et G', (a)
A', B’ les images respectives de G, A, B par la projection sur S

une droile (2) parallélement a une droite (A).
On munit le plan d"un repére (O, 1, ]) tel que :

(01 = (@) et (O]) = (). 2

Soit (x,, ys) et (xy, yg) les coordonnées respectives des

points A et B dans le repére (O, 1, J).

* Déterminer les coordonnées de G, A', B’ et G’ en fonction J

dexy, Ya, Xp el Yg.

* Vérifier que G’ est le barycentre des points pondérés ) ()
of I /A [

(A',a) et (B',b).

—1.3. Travaux dirigés

1. Une construction vectorielle du barycentre de deux points pondérés

Soit A, B deux points distincts du plan et a, b deux nombres réels non nuls.
M étant un | point El,,'.’ plan n'appartenant pas a la droite (AB), on considére le point M' tel que :

MM’ = a MA + b MB.
—_—
1°) Démontrer que M et M' sont deux points distincts et exprimer le vecteur MM en fonction des vecteurs

MA et AB.

2°) On suppose a + b # 0.
a) Démontrer que les droites (AB) et (MM') sont sécantes en un point G, barycentre des points pondérés

(A,a) et (B,D).

b) Application 3
Conslruire le point G,, barycentre de (A,-2) et (B,5), puis le point G,, barycentre de (A, > ) et (B,1).

Solution
1°) M n'appartenant pas & la droite (AB) et les nombres réels a, b étant non nuls, les vecteurs aMA et
Sy —

bMB ne sont pas colinéaires. Le vecteur MM’ n'est donc pas nul et M # M.
P‘IM" = aﬁfk + bﬁ

= (a + b)MA + bAB.
2°) On suppose a + b # 0.

—r e =
a) On a: (a + b) MA = MM' — bAB. _ R
— — A ' A
Les vecteurs MM’ et AB ne sont pas colinéaires, sinon le vecteur non nul (a + b)MA serait colinéaire & AB,

ce qui est impossible car M n’appartient pas & la droite (AB) ; les droites (AB) et (MM’) sont donc sécantes.
Désignons par G le barycentrcjes poi_nrls pandérés_iﬂ.a] et (B,b).

On sait que :G e (AB) et aMA + DMB = (a + b)MG.

Dot : MM = (a + b)MG et Ge (MM,

Les droites (AB) et (MM’) sont sécantes en G.

b) Les figures ci-dessous indiquent la construction des points G, et G, :

Barycentre 9 K
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* On construit le point M' tel que :
—_ —r —_—
MM' = - 2MA + 5MB,

* G, est le point d'intersection de (AB) et (MM').

Solution guidée

» Déduire de (1) que :

» Vérifier que I'on obtient les résultats suivants :

EEEEEE 2. Soit G le barycentre des points pondérés (
coefficients a et b, la position de G par rappo

e On cunst_ru.lt le pﬂlﬂt
MM” = — MA + MB.

. G, est le point d'inte

e En utilisant l'égalité aGA + bGB =0 (1), justifier que : ja GA

— si ab > 0, alors G appartient au segment [AB] privé des poin
—sia=0,alorsG=B;sib=0,alorsG=4;
_ si ab < 0, alors G appartient au complémentaire du segment

« Déduire de (2) que G est plus proche du point qui a le plus

Aa)et
rt aux points A et B.

34

M" tel que :

rsection de (AB) et (MM"),

(B,b). Discuter, suivant les valeurs des

= b GB (2).
ts AetB;

[AB] dans la droite (AB).

grand coefficient en valeur absolue.

1.0 Soit deux points A et B. On considére le point
G, barycentre des points pondérés (A,2222) et
(B,3333). Ex_;':niimer le vecteur AG en fonction

du vecteur AB.

1.b A, B et G sont des points tels que : AG = 7AB,
Déterminer un couple (a,b) de nombres réels tels
que G soit le barycentre des points pondérés

(A,a) et (B,b).

l.c Leplanest munid'un repére. On considére les

points Al 4). B 4) G le barycentre des points

pondérés (A,2) et (B,1). Déterminer les coor-
données de G.

1.d Soit deux points AetB.

10 Barycentre
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A B A B A B A B
ab < 0 et |a] > [b] ab >0 et |a] > [b] ab > 0 et |a < |b| ab < 0 et |a| < |bl

b xercices morrissmmmmms s nnmm

Construire le point G, barycentre des points
pondérés (A,2] et (B,3).

Construire le point G’, barycentre des points

pondérés (A~ 1) et (B,3).

Ecrire chaque point comme le barycentre s
deux autres dans les deux cas suivants :

- S s B
L.k L

L ]
S“_I la figure ci-dessous, placer le barycentre e
points pondérés (A,3) et (B,2). et celui des points
(A~ 3) et (B,13).

A
|—i—hl:::lr:.||-gul_L_'__|—-|




L

_Barycentre de‘_plﬁide dEleEél’ﬁEf:

I ————

e

i ponderes T T e s
—2.1.. Théoreme et définition

Soit (A,a), (B,b) et (C,c) trois points pondérés.
- — — —_— —
Sia+ b+ c#0, alors il existe un seul point G tel que : aGA + bGB + cGC = 0.

Démonstration
—= — —
aGA +bGB +¢cGC=0 & (a+b+c)AG=bAB +cAC
M0  Ba—C
S T a+b+c TEEhte

Cette derniére égalité justifie 1'existence et I'unicité du point G.

Définition

Soit (A,a), (B,b) et (C,c) trois points pondérés tels que 1@+ b+ ¢ = 0.

. On appelle harycentre des points pondérés {A,a], (B,b) et (C,c) I'unique point G tel que :
'aGA+bGB+cGC D :

Al|B|C
5Tel’

a

bar

]

On note : G = bar{(A,a), (B.b), (C,c)) ou G

Egma rques

* Si I'un des coefficients est nul, par exemple a, alors G est le barycentre de (B,b) et [C.c).
e Cette définition et la remarque précédente se généralisent a 4 points (et plus).

]

Exemple B
Soit ABC un triangle. Construire le barycentre G des points
pondérés (A,3), (B.~2) et (C,1).
Le point G cherché est tel que : EGA ZGB +G GG = ﬂ (1).
(1) = HCA Z[GA - AB] +GA + AC =

& ZGA - ZAB + AC 0

= AG = *-AB + ?AC.

On en déduit la construction ci-contre.
2.2, Propriétés

mmmmmm Homogénéité
Propriété

Le barycentre de trois (ou plus) points pondérés est inchangé lorsqu'on multiplie tous les coefficients
par un méme nombre réel non nul. ®

La démonstration est identique & celle qui a été faite pour deux points.

Barycentre 11
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Remarque
ts égaux est appelé isobarycentre de ces poings .

Le barycentre de points pondérés affectés de cogfficien AB] ;
» I'isobarycentre de deux points A et B est le milieu du segment [ Je pravité du triangle ABC ;
* I'isobarycentre de trois points A, B et C non alignés est ]e centre db’ gra " lidlngrainme. ’
= I'isobarycentre des sommets d'un parallélogramme ast le centre de cé p

— ¥ "E
mmmmmm Réduction de la somme aMA + bMB + cM
Propriété
Soit (A,a), (B,b) et (C,c) des points pondérés. Pour tout puint_lli du plan:
‘esi a+b+c#0,alors aMA + bMB + cMC = (a + b + MG,

oil G est le barycentre des points pondérés (A,a), (B,b) et (Cc) ;
f o si a+b+c=0, alors le vecteur aMA + bMB + cMC est indépendant du point M.

l Démonstration
= — —_— e — == =
e Sia+b+c#0,alors aMA + bMB +cMC=[a+b+c]I\£('_}+aGA+bGB +¢GC
= [ﬂ +b+ C]MG

s Sia+hb+c=0,alors a=—-b~-c i i
et aMA+bMB+cMC=[-_b:c]MA+bMB+aMC
=hAB + ¢AC.

Dong, le vecteur aMA + bMB + cMC est indépendant du point M.

Comme pour deux points, on déduit de cette propriété les coordonnées du barycentre de trois points.

| mmemmm Coordonnées du barycentre

Prop I'iéfé

'Le plan est muni du repére (O, 7).

si AG:. )’ B(;:): (:(;E) et si G est le barycentre de (A,a), (B,b) et (C,c),
i ax, + bxg + cxg
f a+b+c
‘alors G ay, + byg + cyc
a+b+c

pmmemmm Barycentres partiels

ABC est un triangle. Soit G le point défini par I'égalité GA - 3GB + 4G =g
On désigne par K le barycentre des points (B,-3) et (C,4). '
« Fcrire G comme barycentre des points A et K.

« En déduire une construction du point G.

12 Barycentre

S‘E:anned by CamScanner



Soit (A,a), (B,b) et (C,c) trois points pondérés tels que :a + b+ c+0eta+ b+0.
Si H est le barycentre de (A,a) et (B,b), alors bar {(A,a), (B,b), (C,c)) = bar {(H,a + b), (C,c)).

H est appelé baryecentre partiel.

Démonstration - _— -

Soit G le barycentre des points pondérés (A,a), (B,b) et (C,e).

On a : aGA + bGB + ¢GC = 0. \/ |
— — —>

Or : aGA + bGB = (a + b)GH. (Ha +b) (C,c)

D'oi : (a + b]G_ﬁ + CG_(E =H \ /
Dong, G est le barycentre de (H,a + b) et (C,c).

Cette méthode de détermination du barycentre peut étre illustrée (Ga+b+ec)
par le schéma ci-contre.

Exemple
B

Reprenons l'exemple du § 2.1.
Soit ABC un triangle. Construire le barycentre G des points
pondérés (A,3), (B,~2) et (C,1), en utilisant le théoréme des A C
barycentres partiels.

— —
Si H est le barycentre de (A,3) et (B,—-2), alors AH = -2AB

G

et G est le barycentre de (C,1) et (H,1), c’est-2-dire le milieu de
[CH].
On en déduit une construction du point H, puis du point G. H

Le théoréme précédent se généralise & un nombre quelconque de points et permet d’établir le point
méthode suivant.

| Pour déterminer le barycentre de plusieurs points pondérés, on peut remplacer certains
. d'entre eux par leur barycentre partiel, affecté de la somme de leurs coefficients, & condition

] | que cette somme soit différente de zéro. \

emarque
Soit un triangle ABC et G le barycentre de (A,a), (B,b) et (C.c]. Lorsque a + b # 0, H est barycentre de (A,a)
et (B,b) si et seulement si H est le point d'intersection des droites (AB) et (CG).

__9.3, Travaux dirigées

gmmmmm 1. Ensemble des barycentres de trois points non alignés

Soit A, B et C trois points non alignés du plan.
1°) Ftant donné un point G, démontrer qu'il existe un triplet unique (a,b,c) de nombres réels tels que G

soit le barycentre de (A,a), (B,b), (Cc)eta+b+c=1,

2°) Application . )
Déterminer les coefficients @, b et ¢ (a + b + ¢ = 1) pour que G soit le barycentre des points pondérés

(A,a), (B,b) et (C,c) dans les cas suivants :
a) C' est le milieu de [A_BI_] et Gest le miligll‘_ de [EE.'] -
b) K est tel que KB = 3KC et G est lel que AK =4AG.

Barycentre 13
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Solution

1°) Soit a, b et ¢ trois nombres réels tels que: @ + b+ €= 1.

—_— [ —h

PR A, " 5

thB'“'a+b|+o::
(cara+b+c=1]

G =bar [(A,a), (B,b), (Cc)) < AG = a+b+c

= P-;_{E = bﬁ ¥ CE&
= G(b) dans le repére (A, B, C).

& ¥ ¥ .
Tout point G du plan admet un couple unique de coordonnées dans Je repere (A, B, C), d'ol lexistence

et I'unicité des nombres réels b et ¢, comme du nombre el afa=1-b-¢
2°) Application
a)Ona: GA +GB =2GC
=-2GC,

=T =i — —»
D'od:GA +GB +2GC = 0.
Donc a, b, ¢ sont proportionnels & 1, 1, Z.
A.insi:a=b=% et c==-

b}—fﬂ+a}?ﬁ =_[_}tdunc:ﬂ_i‘(='—;—l—ﬁ+a§é].
Or E=%ﬁ C
Donc . AG =% {—A_ﬁ + :-IEE).
Le point G a pour coordonnées (- % ; % ) dans le repére G
a3 po_ L 3 A B
[A.B,C].DOHC.&—T.I}- 5 et c= .

smmmmmm 2. Centre du cercle inscrit dans un triangle

Soit ABC un triangle. On pose : BC=a,AC=betAB=c.

On désigne par I le barycentre de (A,a), (B,b) et (C,c). ey W

1°) Soit P le point de_(’AB} i{} le point de (AC) tels que : AI=AF + AQ.

a) Démontrer que : |AP|| = A Q.

b) Quelle est la nature du quadrilatére APIQ ? En déduire que le point I appartient a la bissectrice de
'angle A du triangle ABC.

2°) Démontrer que le point I est le centre du cercle inscrit dans le triangle ABC.

Soluton » . ik
19) @)Ona:Al= oo A8 Y g™

—r b —= =3 c —
DrOﬁ:AP=ﬂ+b+CAB BiﬁQ—a——*’+b+c C.

T L be
Onadanc=||AP|!="'a‘QJ|=a+b+c'

b) Le quadri]atére APIQ est un losange car ¢'est un
parallélogramme ayant deux cotés consécutifs égaux.

—~ A
I appartient donc a la bissectrice de I'angle A.

C

2¢) On démontre de méme que I appartient aux bissectrices des angles B et C ; I est donc le centr® du
cercle inscrit dans le triangle ABC.

4 Barycentre
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mmmm=m 3. Centre d’inertie d’une plaque homogeéne

On admet les résultats suivants, utilisés en Physique, concernant les plaques homogénes :

- le centre d'inertie d'une plaque triangulaire est | ‘isobarycentre de ses sommets ;

- si une plaque admet un centre de symétrie I, ce point est le centre d’inertie de la plagque ;

- si une plaque admet un axe de symétrie, le centre d'inertie de la plague est un point de cet axe ;

- si une plaque P est Ja Juxtapesition de deux plaques P, et P,, de centres d'inertie respectifs I ,etl, et de
masses respectives my et m,, le centre d'inertie de la plaque P est le barycentre de (1,,m,) et (I,,m,).

Soit ABC un triangle, M et N les milieux respectifs des segments [AB] et [AC].

1°) Vérifier que le quadrilatére MNCB est un trapéze et déterminer le centre d'inertie G de ce trapéze,
considéré comme une plaque homogeéne.

2°) Déterminer l'isabarycentre I des points M, N, C, B. Les points I et G sont-ils confondus ?

3°) Application

Le plan est muni du repére (0, 7, 7). On considére les points A(g), B(‘ﬂﬁ) et C(g).

Calculer les coordonnées des points G et 1.

Solution A

1°) Dans le triangle ABC, (MN) est la droite passant par les
milieux des cétés [AB] et [AC], elle est donc paralléle & la
droite (BC). Ainsi, le quadrilatére MNCB est un trapize.

Le triangle ABC peut &tre considéré comme la juxtaposition
de deux plaques homogeénes : le triangle AMN et le trapéze
MNCB.

On désigne par ] et X les centres d’inertie respectifs des tri-
angles AMN et ABC, c'est-a-dire leurs centres de gravité, et
par G le centre d’inertie du trapéze MNGCB, B C

Le triangle AMN est I'image du triangle ABC par 'homothétie h
de centre A et de rapport — .
T aire ([AMN) : 1 ; e&ire (AMN) _ _1_
aire (ABC) 4 aire (MNCB) 3
Les plagues AMN, MNCB et ABC sont homogénes, donc leurs masses sont proportionnelles & leurs aires
respectives.
Donc, K est le barycentre des points pondérés (],1) et (G,3).
Dna:ﬁ+3ﬁ=ﬁ (1).
Soit A’ le milieu de [BC] :EI}C =

Q=

—r 1 —=

M'=THB+E&]etEj'=% K-

m||.~:-

En remplagant dans (1), on ohtient :
—_ 4 —

MG = o AB +A0) - =+ AB+A0) o AG= L BB+AD) (),
2°) L'isabarycentre I des points M, N, C, B est tel que SR e (AM + AN + AB +E(E]

h—

[-;—A_ET +%—J’Tﬁ +AB + EE)
(AB +AC) (3).
Le centre d'inertie G du trapéze MNCB et I'isobarycentre I de ses sommets sont donc distincts.

3°) Application
Y 1 h e B
Ona: A(g), B( x ) ot c(o).
—

\ ; — 7, = — 9 7 —» — 2
De I'égalité (2), on déduit :0G =OA + Z-(AB +AC) = 2- OA + Z.(08 + 60 : done :G(g )

= S

De méme, de I'égalité (3), on déduit : Of = OA + %—[A_ﬁ +AC) = % A+ % [ﬁ_ﬁ +6+C} ; dong : 1(

o o

)

Barycentre 15
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W,E XTI CICOS B i s o AP P,

Y

==

2.a Soit A, B, C, D quatre poinis tels que D soit 2.e Soit ABC un triangle, B et C' Jes Milieux p,
l'isobarycentre des points A, B et C. pectifs des cotés [AC] et [AB]. 5
Ecrire A comme barycentre des points B, C et D. On désigne par G le point d'intersection deg

diagonales du trapéze BCB'C".

2b Ecrire G comme barycentre des points A, B et . QUE_’ représente G pour le triangle ARG 2
C dans les trois cas de figure ci-dessous. 2. Ecrire G comme barycentre des points B

BetC'.
A G G A A
% /}—-I\ 2 f  soit ABC un triangle, B’ et C' les milipux Tes.
pectifs des cotés [AC] et [AB).
B e B ¢ 4 " 1. Construire l'isobarycentre I des points B, C,
B’ et G
2. Ecrire | comme barycentre des points A, BetC.

2.c  Soit ABC un triangle. 2.g Soit ABCD un parallélogramme.

1. En utilisant la définition du barycentre, 1. En utilisant le théoréme des barycentres pa;-

construire le barycentre des points pondérés tiels, construire les points G et G' définis par:

(A,1), (B,~1) et (C,2). G = bar ((A-1), (B,4), (C,2), (D,2)},

2. En utilisant le théoréme des barycentres par- G’ = bar [(A,1), (8,2), (C,3), (D.4)).

tiels, construire le barycentre des points (A1), 2. Le plan étant muni du repére (A, B, C), cal-

(B.2) et (C,3). culer les coordonnées des points G et G".
2.d  Soit ABC un triangle et G son centre de gravité. 2.h  On considére un triangle ABC.

On munit le plan du repére (A, B, C).

1. Déterminer les coordonnées de G.

2, Déterminer une équation de chacune des
médianes du lriangle ABC.

3. Vérifier que le point G appartient & chacune
d'elle,

1. Construire le barycentre G des points pon-
dérés (A, 1), (B, 1) et (C, 2).

2, Exprimer le point C comme barycentre des
peints A, B et G.

3,1.. Problemes d’alignement et de concours

ut utiliser les barycentres pour démontrer l'alignement de trois points ou le concours de trois droites:

On pe
Dans ¢

quelques exemples.

ertains cas, cet outil permet de conclure rapidement. Nous allons en observer I'usage 3

travers

smmemsm Alignement de points
ABD un triangle et M le milieu du segment [AD].

== —

IelCtelsqne:A_f= g—fﬁ et DC = %m,
points B, C, M sont alignés.

Soit
placer les points
pémontrer que les

16 Barycentré
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Solution AT:EZ AB : donc:1 = barf2E]
X +1 1=
s 7 —» D[I
DC= — ; L=
C T [ ; donc:C bar.la
1 B _,_[DTA[B
; =bargaTs
—barMB
=barzg)-

Les points B, C, M sont donc alignés.

| deux autres:;

mmmm== Concours de droites

Soit ABC un triangle. On désigne par I, J et K les points tels que :

— .

- LA5,G7= L cheri= 2 A
Démontrer que les droites (A]), (BK) et (CI) sont concourantes.

Solution
a:—l-xﬁ ; donc : I= bar
2+1 ! T

--1)-_ 1 —_— . ..
CI——3+1 CB ; donc:J=bar

i Pour démontrer que trois points sont alignés, il suffit de démontrer que I'un est barycentre des

On pent résumer |'argumentation a
I’aide du schéma ci-dessous !

(C,4)
—--""'_'_h""-u-.
(D,1) (1,3)
| s
(D,1) (A1) (B2)
S~ |
(M,2) {(B,2)
v
(C4)

ST RS
LY | O | =] b

EI’C:'SLE% ; done : K = bar

+2
A|B|C
Posons : G = bar ABTELL

En appliquant trois fois le théoréme des barycentres partiels a cette derniére égalité, on obtient :

= B LS| _har B[] . [BIK
G = bar 53]’ G = bar 2Tl G = bar 1151

Par conséquent, les droites (IC), (A]) et (BK) sont concourantes en G.

On peut résumer ’argumentation & 1'aide des trois schémas suivants :

(A2) (B1) (C3) (A2) (1) (C3)
| | ~_
(,3) (G,3) (A2) (44}
(G,6) (G,6)
G € (Cl) G €(A))

3.2, Lignes de niveau

pmmmemm Introduction

cﬂin A2 (C3)
(B,1) (K,5)

(G,6)
G € (BK)

Dans les manuels de géographie ou dans les atlas, certaines cartes contiennent des courbes telles que des

isothermes ou des courbes de niveau :

— l'ensemble des points ot la température moyenne est égale a 28° s'appelle isotherme de 28° ;
- I'ensemble des points de méme altitude s’appelle courbe de niveau ou ligne isocline.
On fait ainsi correspondre & chaque point d’une région du globe terrestre un nombre réel.
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Définition ) _ i
+ ' Soit k un nombre réel et fune application du plan @ dans R.
On appelle ligne de niveau k de f; l'ensemble (E;) des pﬂlﬂfﬂ _M_t'ﬂﬂ que U@'Q =k

mpmmmm Lignes de niveau de M — aMA? + bMB?

Soit A et B deux points distincts du plan @, a et b deux nombres réels non tous nuls et f l'applicaunn
de P dans R définie par : (M) = aMAZ + bMB2. '
Pour tout nombre réel k, on se propose de déterminer I'ensemble (E,) des points M du plan 1), que

SM) = k.

* Sia + b+ 0, désignons par G le barycentre des points pondérés (A,a) et (B,b).

Ona:aMA? + bMB? = aMA? + BMB? "
=a(MG + GAY + b(MG + GB?
= (@ + b)MG? + aGA2? + bGB? + 2MG.(aGA + bGB)

= (a + b)MG? + aGA? + bGB?,
Onadonc:fM)=k <« (a+bMG?+ aGA? + bGB* =k
, _ k—aGA? - bGB? :
& MGE= ‘ A
a+b
On pose : = aGAZ—bGBZ _
Poke:t a+b .
—-sia <0, (E.) est I'ensemble vide ;
—si a=0, (Ey) se réduit au point G ; _ Ensemble des points M tels que :
=i 00> 0, (E,) est le cercle de centre G et de rayon Jc. MA? — 9MBZ = 9

. Sia+b=0.alorsaMA2+bh183=a[MA2—MBz].

On pose : k' = %  le probleme revient 4 déterminer 'ensemble des points M du plan tels que :
MAZ — MBZ = k', _
Soit I le milieu du segment [AB].
Ona :MA2 - MB? = (MA + MB).(MA — MB) M
= 2M].BA
= ZEEIT\:I
Désigncm_f par H le projeté orthogonal de M sur la droite (AB).
Ona: AB.IM = AB x IH.
Donc:f(M)=k & 2ABxIH=Fk
i wl> H

& H= ——. | L = g
: N I H
On en déduit que le point H est indépendant de M. Ensemble des points M tels que |
(E,) est la droite perpendiculaire a (AB) passant par H, MA2 — MB2 = 16

Propriété
Soit A et B deux points distincts du plan @, q et b deux nombres réels non- tous nuls et f 1'application de?
dans R définie par : £(M) = aMAZ + bMB2.

* Si a+b#0,on désigne par G le barycentre de (A,a) et (B,b) ; Ia ligne de nivean k de 'application fest:
ou bien I'ensemble vide, ou bien le point G, ou bien un cercle de centre G

. Si a+ b =0, la ligne de niveau k de l‘applicatiunfest une droite perpendiculaire a (AB).

18 Barycentre

y




mmmmm Lignes de niveau de M — =

* a et bsont tous nuls signifieque :a=0 et b=0;

* a el b sont non tous nuls signifieque:a#0 ou b#0;
* a et b sont tous non nuls signifie que:a# 0 et b= 0.

MB

Soit A, B deux points distincts du plan et k un nombre réel strictement positif. On se propose de déterminer

l'ensemble (E,) des points M du plan tels que

* Sik=

* Sik ‘r-ﬂ—ﬁ:
i vt‘l.alnrs.MB k

MB
1, alors (E,) est la médiatrice de [AB].

=]

:M——&=fc.

— k*MB? = D.

On se raméne au probleme précédent : déterminer la ligne de niveau 0 de I'application
M aMA? + bMBZ, avec a =1 et b = — |2,

Soit G le barycentre de (A,1) et (B,—K2).

GA-k2CB=0 o = J2GB.,
Me (E,) o Mgz GAZ-KGB?
1E-1
/ 22 2
s g2~ K#—=1)CB
-1
= MG = IGB.

(E,) est le cercle de centre G et de rayon kGB.

Eemargues

* (; est extérieur au segment MB]

* MG? =

k2 GB x GB
= GA x GB.

Donc : MG? = GA GB.

(d'apres le paragraphe précédent)

Ensemble des points M tels que : %

WExercices B A T o o A o

3.a

3.b

Soit ABCD un quadrilatére. On désigne par [, J,
K, L, M et N les milieux respectils des segments
[AB], [BC], [CD], [DA], [AC] et [BD].

En utilisant les barycentres partiels, démontrer
que les segments [IK], [JL] et [MN] ont méme
milien.

Spit ABC un triangle. On considére les points
D, E. F barycentres respectifs de (A,1) et (B,1),
de (A,3) et (C~1), de (B,3) et (C.1).

Démontrer que E est barycentre des points

pondérés (D,3) et (F.-2).
En déduire que les points D, E et F sont alignés.

d.c

3d

Je

3.f

Soit A et B deux points distincts. Déterminer I'en-
semble des points M tels que : MA? + MB? = AB%

Soit A et B deux points distincts, Construire
'ensemble (E) des points M tels que :

MA? — MB? = ABZ,

Soit A et B deux points distincts. Conslruire
I'ensemble (E) des points M tels que :

MA? - MB? = 2AB?,

Soit A et B deux points distintts. Construire l'en-
semble () des points M tels que : MA,/2 = MB.

Barycentre 19
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~ Exercices

Barycentre de deux points
pondérés

1 On considére un segment [AB]. .
Placer, sans calcul, le barycentre des points pondérés
(A, a) et (B, b) dans chacun des cas suivants :

ala=1 et b=2 . bla=2 et b=-5;
cla=-5 et hb=-1 d)a=10 et b=10.

- A B m o= =

3 L L M | L L
v p— T T T T T T T T T T

2 Pour chaque cas de figure, écrire chacun des
trois points comme barycentre des deux auvlres.

A B C

D E F

3 Déterminer deux nombres réels a et b tels que C
soit le barycentre des points (A, a) et (B, b) dans chacun
des cas suivants ;
a}AB+2BC=T} i bJ%_E=2ﬁ:

— — — —b — —
¢/ AB+2CA=3CB ; d] AB - 2BC = 3 AC.

4 Le plan est muni du repére (O, 1, J).

On donne les points A| % ) BG ; on désigne par G le

barycentre des points pondéras (A, —1) et (B, 4),

1. Exprimer OG en fonction de OA et de OB.
2. Calculer les coordonnées de G.

5 Sur une droite de repére (O, 1), on donne les
points A et B d'abscisses respectives - 3 et 3,
1. Construire les points C et D tels que :
C est barycentre des points (A,1) et (B, 2) ;
D est barycentre des points (A,1) et (B, -2).
2. Déterminer deux nombres entiers positifs ¢ et d (els
que :
A est barycentre des points (C, c) et (D, - d):
B est barycentre des points (C, ¢) et (D, d).
3. Soit ] le milieu du segment [CD]. Vérifier que :

OA?=0B?=0Cx OD et JC?=JD?= JA x JB,

-

Barycentre de plus de deux
points pondérés

6 Soit A, B, C trois points non alignés et G o
barycentre de (A, =3), (B, 1), (C, 1).

20 Barycentre
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A

1. Démontrer que A est le centre de gravité de GBG.
2. En déduire une construction de G.

7 Les notes sur 20 d'un éléve sont 14 en magpg
matiques, 8 en physique et 5 en frangais. Les coeff;.
clents affectés & ces disciplines sont respectivement 4.9

et 1. i
1. Calculer la moyenne m sur 20 de cet élave,

2. a) Sur une droite de repére (O, 1), placer les points 4.
B, C et G d’abscisses respectives 14, 8, 5 et m.

b) Démontrer que G est le barycentre de (A, 4), (B, 2) et
(C, 1).

8 Soit ABC et A'B'C’ deux triangles de centres de

gravité respectifs G et G'. :
— — — =

1. Démontrer que : AA' + BB’ + CC' = 3GG".
2 En déduire une condition nécessaire el suffisante
pour que ABC et A'B'C’ aient le méme centre de gravité,
Application
Soit ABC un triangle et k un nombre réel. On désigne
par A, B' et C' les points tels que :
— — — — —
BA' = kBC, CB'= kCA el AC'= kAB.
Démontrer que les triangles ABC et A'B'C’ ont le méme
centre de gravité.

9 Soit ABCD un parallélogramme. On désigne par

C’ le milieu de [AB] et par G le point d'intersection de
(BD) et (CC").

1. Démontrer que G est le centre de gravité de ABC.

2. Ecrire C comme barycentre des points A, B et D.

r —_— e —_— —
3. Démontrer que : 3AG - 2AB — AD = 0.

10 Soit ABC un triangle, I et K les milieux res-
pectifs des segments [AB] et [IC].

Ecrire K comme barycentre des points A, B et C.

11 On considere un triangle ABC. Soit 1 le milieu
de [BC] et G le point de [Al] tel que : AG = -2—:"&1-
1. Ecrire G comme barycentre des points A, B et C et
déterminer les coordonnées de G dans le repere (B, C. A)
2. On désigne par K le point d'intersection des droites
(AB) et (GC). Ecrire K comme barycentre de G et C.

12 Soit ABC un triangle équilatéral, 1 le milieu du
segment [BC] et H 1¢ projeté orthogonal de I sur (AB):

1. Ecrire H comme b i
B.
2. Soit K arycentre des points A et

est le barycentre de (A, 1), (B, 5) et (C, 2).
13 Soit ABC un, triangle.

1. Constryj !
" (E‘;‘lia;t;mre le point G, barycentre de (A, 2), (B -1)

2. Construire Jes
GP = 4(_;3. G_ﬁ
Démnntrer que
angle PQR;

Points P, Q et R tels que :
=-2GB et GR =3GC.

le milieu du segment [1H]. Démontrer que K

le point G est e centre de gravité du br

L



- r_)- [’1 ah‘?

Ultilisations du barycentre

14 Soit ABCD un quadrilatére. On désigne par I,
J, K, L, M, N les milieux respectifs des segments [AB],
[BC], [CD], [DA], [AC], [BD] et par G I'isobarycentre des
peoints A, B, Cet D. =
1. Démontrer que les droites (IK), L) et (MN) sont
concourantes en G.
2. Soit H le centre de gravité du triangle BCD,
Démontrer que les points A, G et H sont alignés.
Enoncer trois autres alignements de méme type.

15 Soit ABC un triangle. On désigne par D le
symétrique de B par rapport a A, | le milieu de [AC] et
I le point tel que : B] = 2 BE,

Démontrer que les points D, 1 et ] sont alignés.

1? Soit ABCD un quadrilatére, L et J les milieux
respeclifs des_spegmenls [AD] et [BC], I et K les points
définis par: Al = 2 AB a DK = £p¢,

Démontrer que l¢ milieu du segrnen'? [IK] appartient & la
droite (JL).

17 Soit ABC un triangle.
1. Construire les points P, Q et R tels que :
- 2CA AQ=LAB ot BR= 5 BE
- i = T Ht HR. e I BC-
2. Démontrer que les droites (AR), (BP) et (CQ) sont
concourantes.

18 Mémes questions que dans V'exercice précé-
dent avec : CP = —;—C_){. Eﬁ= %—;"Tﬁ et BR = -‘;:—EE:‘

19 Soit ABCun triangle. On désigne par A', B', C’
les milieux respectifs des segments [BC], [AC], [AB] et
— —
par P le point défini par : AP = 1 a8,
Démontrer que les droites (AA’), (B'C') et (CP) sont
concourantes.

20 Soit A et B deux points du plan tels que AB=6
et f'application numérique définie dans le plan par :
S (M) = MA? + MBZ, ‘

1. Déterminer les lignes de niveau 50, 36, 26, 20 de [
2. Pour quelles valeurs de k la ligne de niveau kdef:
— est-elle réduite & un point 7

— passe-t-elle par A ?

— passe-t-elle par le symétrique de B par rapporl a A 7
3. Déterminer I'ensemble des points M du plan tels que ;

2 2
26 < MA* + MB* < 68. % 2

21 On donne un segment [AB]. )
Déterminer et construire 'ensemble (E) des points M

du plan tels que : MA = 2MB.

22 On considére un triangle ABC et 1 le milieu du

e
coté [AB]. Déterminer et tracer la ligne de niveau (_3:%@

de I'application définie dans le plan par IM) =MA.MB.

23 On donne un segment [AB].
1, Construire le barycentre G des points pondérés (A, 1)
et (B, -2).
2, Soit M un point du plan. G
a) Démontrer que le vecteur 2MA — 2MB est indépen-

dant de M,

b) Déterminer el con.sLmi_r_.e l'ensimble des points M tels
que : | MA — 2MB| = |2MA - 2MB|.

24 1a figure ci-contre représente
une plaque homogéne d’épaisseur E
constante, formée d'un carré ABCD et 8
de deux triangles rectangles isocéles A F
ABE et BCF.
Déterminer la position du centre de
gravité de cette plaque.

APPROFONDISSEMENT !

25 Soit ABC un triangle, B' et C' les milieux respec-
tifs des cttés [AC] el [AB]. On désigne par D le symétrique
da A par rapport & B, E le symétrique de C par rapport & A et
F le milieu de [DE].

Démontrer, en utilisant le théoréme des barycentres par-
tiels, que les points F, B' el C’ sont alignés, Préciser leurs
positions relatives.

26 Soit ABC un triangle, p el g deux nombres réels
positifs non nuls. On désigne par G le barycentre de {A, p),
(B, q) et [C, q). Les droites (AG), (BG) el (CG) coupent res-
pectivement (BC), (CA) el (AB)enl Jet K.

En utilisant le théoréme des barycentres partiels, démon-
trer que :

a1 est le milieu de [BC] ;

b) les droites {JK) et (BC) sont paralléles.

27 Scit ABC un triangle. On pose : AB = ¢, BC = a
et AC = b. On désigne par I le point d'intersection de (BC)
avec la bissectrice de I'angle A. La droite parallgle a (Al
passant par C coupe (AB) en D. B
1. Démantrer que ACD est isocéle et gue ok %
2. En déduire les barycentres respectifs de (B, b) et (C, ),
de [A, a) et (B, D), de (A, a) et (C, c).

3. Démontrer que le centrs du cercle inscrit dans le tri-
angle ABC est le barycentre de (A, ), (B, b) et (C, ¢).

28 Soit ABC un triangle. La bissectrice extérieure
de l'angle A (droite perpendiculaire a la bissectrice de
I'angle A ) coupe la droile (BC) en K. La parallzle a (AK)
passant par C coupe (AB) en C'.

1. Démontrer que le triangle ACC' est isocéle.
2.0npose: AB=c el AC=h.
Démontrer que K est le barycentre de (B, b et (C, —).

29 soit ABC un tﬂnngla non isocéle en A. Les bis-
sectrices des angles B el C coupent respectivement les cotés
[AC] et [AB] en | &t ]. Les droites (1]) et (BC) se coupent en K,
1. Berire K comme barycentre des points I et J, comme
barycentre des points B et C.
2.En déduire que (AK) est la bissectrice extérieure de
l'angle A du triangle ABC,

(On utilisera les propriétés des bissectrices démontrées
dans les exercices 27 et 28.)

30 Soit A et B deux points d'une droite (A), a et b
deux nombres réels tels que : 0 <a < b.
1. Démontrer qu'il existe deux points C et D tels que C est
le barycentre des points (A, a) et (B, b), D est le barycentre
des points (A, a) et (B, ).

Barycentre 21

Scanned by CamScanner




Préciser la position de ces points par rapport aux points At B
2. La droite (A) est munie du repére (A, B). .
Calculer, en fonction de a et b, les abscisses des points C
et D el vérifier que: 2 =- 2

CB D
3. Démontrer que :

a) A est le barycentre des points (C, a + b) et (D, a—b);
b) B est le barycentre des points (C, a + b) et D, b -a).

31 Soit ABC un triangle et M un point strictement
intérieur & co triangle. Les droites (AM), (BM) et (CM) cou-
pent respectivement les cétés [BC, [CA] et [AB] du ftri-
angleen A', B' et C'.

1. a) Démontrer que : Lﬂe—{ﬂ = EE
e e (MAC) ~ AC "

b) En déduire que A’ est le barycentre des points pondérés
(B, aire(MAC)) el (C, aire(MAB)).

2, Soit G le barycentre des points pondérés (A, aire(MBC)),
(B, aire(MAC])) et (C, aire(MAB)).

Démontrer que les points G et M sont confondus.
Application

Soit I le centre du cercle inscrit dans le triangle ABC. On
pose:BC=a,CA=betAB=c

En utilisant les résultats précédents, démontrer que I estle
barycentre des points (A, a), (B, b) et (C, ).

32 On considére une droite (2), un point P exté-
rieur & cette droite et H Je projeté orthogonal de P sur ().
A tout point M de la droite (@), on associe le point N bary-
centre des points pnndéﬁ}és (M, HF?) et [P.H]ﬂf_]. e
1, Exprimer le vecteur HN en fonction de HM et HP.
2. En déduire que les vecteurs HN et MP sont orthogonaux.
3. Déduire de la question précédente le lieu des points N
lorsque M décrit la droite ().

33 ABC est un triangle rectangle en A, tel que
BC =Z2aet Gestle haryl:ﬂnll‘ﬂ de {Ar 4]! [Bl _1}1 [c1 _1)'
1. Démontrer que G et le milieu de [BC] sont symétriques
par rapport au point A.
2. Démontrer que pour tout peint M du plan, on a:
4MAZ — MB2 — MC2? = 2MG? + 4GA? — GB2 - GC2.
3. Soit (E) I'ensemble des points M du plan tels que
4MA? — MBZ? — MC? = —4a?.
Vérifier que A appartient & (E) puis déterminer (E),

34 Soit ABCun triangle. Sur la droite (BC), on choisit
un point M distinct de B et de C.
On Iui associe le point N de la droite (AB) tel que ;
AN==MC_AB
BC + MC.
et le point P de la droite (AC) tel que :
D - BM_ ,&E
BC + BM.
1. Vérifier que : . .
a) M est le barycentre de (B, MC) et (C, BM) ;
. b) N est le barycentre de [A,_]}E:) et (B, MC) ;
| ¢) P est le barycentre de (A,BC) et (C, BM).
2. Démontrer que les droites (AM), (BP) el (CN) concou-
l rent en un point G que l'on déterminera.
3. Déterminer le lieu des points G lorsque le point M
décrit la droite (BC).
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25 ABC est un triangle. -
se:ﬂ=B_,§rb=Ac'£= Ba=acoF,. =~
Di 1]:?:05 Acos G, y= Ecus Aﬂcos B. s C,
admettra que : o+ p+7# U
?.DSnil Hle harycenb'ﬂ__:iﬂ (A, a), (B, B) Et_{F' 1.
rimer le vecteur AH en fonction de AB et AC
2. Déduire de la question précédente que les veoteurs i

—
t BC sont orthogonaux.
;. Démontrer que H est I'orthocentre du triangle ARG,

36 Soit ABC un triangle, G son centre de graviyg

le centre de son ceEIe circonscrit et H le point tel que';
OH =0A + 0B + OC.

1, a) Vérifier que les vecteurs AH et BC sont orthogonayy
b) Démontrer que H est l'orthocentre du triangle ABC.
2. Démontrer que O est le barycentre de (G, 3) et (H, ),
3. On reprend dans cette question les données et les rég,|.
tals établis dans I'exercice précédent.
a) Vérifierque : B+ y=acos A.
b) Déduire des questions précédentes que O est le bary
centre de (A, a cos A), (B, bcos B et [C, ¢ cos C).

37 Le croissant d'or
Le plan est muni du repére (O, I, 1.
On considére une plaque homogéne d'épaisseur constan-
te, formée du disque de centre O et de rayon 1, auquel on
a enlevé un disque, de rayon r, tangent intérieurement en
[ au précédent.
1, Déterminer, en fonction de r, la position du point G,
centre de gravité de cette plague.
2, Calculer r pour que le point G soit exactement sur la
«frontitre» entre les deux disques.

(On remarquera que la valeur de r trouvée est égale a I'in-

verse du « nombre d'or ».)

38 Théoréme de Céva?
Soit ABC un triangle, A, B' et C' des points appartena?!
Tespectivement aux droites (BC), (CA) et (AB), disin®
des sommets A, B et C.
1.0n suppose que les droites (AAY), (BB') et (CC) st
toncouranles en un peint G,
a) Démontrer qu'il existe trois nombres réels a, bet ¢ €13 5
G soit e barycentre des points pondérés (A, a), B, b
b) En appliquant le théoréme des barycentres 1:"”'“.8is -
polnts A" B' et €, démontrer la relation de Céva
I
2&'1;.‘. BA CB \C
- Réciproquement, on su oints A' B 7
vgn,ﬁent la relation Précégzgf: ;uc:ul:sleps droites (AN )
(BB') sont s¢cantes en un point K.

e i 4 ' o nCDU'
rante?mr que les draites (AA"), (BB') et (CC') son!

-1.

e
1, Céva Giovanni - 1648-1734




Angles orienteés et
Trigonomeétrie

Introduction

Nous avons rencontré les angles orientés en classe de seconde.
L'objet de ce chapitre est d'approfondir cefte notion et celles qui
s'y rattachent : formules de trigonométrie et équations trigonomé-

7 triques.
e
F
g
o
F. e b ]I
| f
i. B
| ik
|
&)
' |
| |
-: |
3 1 Astrolabe arabe du XIVE sigcle.
! (Instrument servant & mesurer la position des astres et leur hauteur au-dessus de 'horizon.)
i AT OIEEES oo s 24
2. Propriétés des angles orientés ............coviveriviiiarennas 27
3. THYONOMETIC covvovveveerceerreerereseiseree e 32
. Equations trigONOMEHIQUES ......cvierricrimniiniariainn . 37
5. Inéquations trigoNOMELHIQUES .....v.euvevrvicireiniiairian, 41

Angles orientés et trigonométrie 23
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B

(0, 1, ]). (C) est Ie cercle trigonométrigye, I

Le plan orienté est muni du repére orthonormé direct (¢ y I et J. (T) est la tangente 4 oy
sont les points de (C) diumétnf]ement opposés respectivement @ g 8 (@) e I
L’unité de mesure d'angle est le radian.

—1.1.. Mesures d'un angle oriente

epmmmm Présentation

t et B étant deux vecteurs non nuls, on a défini en classe de seconde

I'angle orienté (u,v ) et sa mesure principale o (o € J-n ; wl). .

Onavu égh]emenl qu'il existe un unique point M du cercle trigonométrique
=, =

tel que : (u,v ) = (OI, OM).

Toutefois, on remarque que la somme des mesures principales del datx

angles orientés n’est pas tuujmérs la mesure principale d'un angle

n_b5n

lexité : . 31 SR o 5% o )y ;).
orienté ; par exemple : % + 7= 2% et S ¢ ln; 7]

On est donc amené 2 étendre la notion de mesure d’angle orienté.

On munit la tangente (T) du repére (I, OJ). Soit A et A’ les ]_:mint_s de (T)
d’abscisses respectives 1 et —1. [maginons maintenant que (T) soit un fil
inextensible que I'on enroule autour de (C) ;

* dans le sens trigonométrique pour les points de la demi-droite [IA) ;

* dans le sens contraire pour les points de la demiimite [1A7).

A tout point de (T) d'abscisse x dans le repére (I, OJ) on associe ainsi un
point Mi(x) de (C).

On définit alors une application de R dans (C).

Soit a € |-n ; n] et M(a) son image sur (C).

a est la mesure principale de 1'angle orienté {Ei, Uﬁa)}.

De plus, les points de (T) qui viennent se placer sur M(c) ont pour abscisses
a, o+ 27, o+ 47, .., 00— 27, 0. — 47, ...

Les points de (T) dont I'image est M(o) sont donc les points dont I'abscisse
est de la forme o + k2, ol ke Z.

Cette étude justifie la définition suivante, Mm

| Définition LLTS
5 Soit [E,E'] un angle orienté et o sa mesure principale.
' On appelle mesure de I'angle orienté (u,

R emarques

* A tout nombre réel x correspond un unj 1 ; . et o dont
vt liine dovnmonn T que point M de (C), donc un unique angle orienté (OI,OM) don

* Si x est une mesure d'un angle orienté, les mesures s me
x + k2m, ol k appartient a Z, de cet angle sont les nombres réels de lo Jo

* Tous les nombres réels, mesures d’'un méme angle opi 3
; b ! e orienté, oy le tr1
gonométrique. Ce point sera noté, selon les besé'ns, Mx) fvﬂ'zt jt‘én}éﬁe point image sur le cerc
* Deux angles orientés sont égaux si et seulement \ ™ Mlx -~ 2n), etc.

Sl une mesure de 'un est une mesure de l'autre.
tations
——

! . e =
* L'angle orienté (u, v ) de mesure o sera noté a.
* L'angle orienté nul et I'angle orienté plat seront n -~
ST o 2 otés respecti g
* Le fait qu'il existe une infinité de nombres réels, mesmef d,;’;‘ﬁemﬂg 0 etl T ormet 28 de
donner une notation satisfaisante  ces mesures. On écrirg - soit [;’_."h) ang Blurlenté, nZP qure &
: %V ) un angle orienté de me

=
v) tout nombre réel de la forme ; o + k2r, ot k & Z.

24 Angles orientés et trigonométrie

]

Scanned Dy Lamoscanner



mmmmmm  Congruence modulo 2r

Deux mesures quelconques d'un méme angle orienté différent d'un multiple entier de 2z ; on dit qu'elles
sont cengrues modulo 2.

Deux nombres réels x et y sont congrus modulo 2x s'ils différent d'un multiple entier de 2.
'On note : x =y [21] et on lit : « x est congru 4 y modulo 2 ».

Ona:x=yl2n] © 3ke Z x=y+k2nl

Leés propriétés suivantes s'établissent sans difficulté. Elles serviront 4 résoudre des équations trigono-
métriques.

Propriétés ]

Pour tous nombres réels x, y, zet a, on a :

(1) x=ylznl & x+a=y+alzn; x=y [2n]
2 (3) x=z[2n].

(2) x=yl2n] & -—x=-yl2n]; y=z[2n]

mumemm Recherche de la mesure principale d’un angle orienté

37

3 et placer sur le cercle trigono-

1°) Déterminer la megure prmmpale o de I'angle orienté de mesure ==
métrigque le point M[

71 o _ 1191

2°) Mémes questions pour les angles orientés de mesures - 5 2
Solution
1°) Nous remarquons gue : 333 = 36“; T o6x (2m) + % Donc : ﬁaﬂ = —:— [2m].
De plus € ln:nl; dDHC'CI--gL
i (=72 + 1}11'.' 37t _ W
29) D = = —-6x(2 —.D —_—=— 2
) De méme 5 5 (2m) + 6 one : —¢ 5 [2m]

Deplus,%—e l-n;n);donc:a==
Trouvons, par une méthode générale, la mesure principale « de I'angle orienté de mesure —

119m
.

o vérifie les deux conditions suivantes :
(1) —n<as<T;

(20 dkeZa=-1ikon
Déterminons tout d'abord k.

De (1) et (2), on déduit que : —m < - 1149“+h2n£1t; "
1 “ng .. 1.

en divisant par 2n, on obtient : — 5 < -~ S
parsuit@n:M <k<l? pd'olt s k=15,
119n (<119 + 120t _ =«
Done : a:—T+15x2n_ y i, 7

. e - ————— = = me— _ - ——— - S

M | Déterminer la mesure principale o d'un angle orienté, dont une mesure a est connue, consiste
ihécr'm: a=a+k2m,o0 -n<asn et ke Z ;
| = Cotte écriture peut étre immédiate, :
[. » Sinon, on détermine tout d'abord k & l'aide des inégalités : -t <a + k 2n < m.
I' . PLL'IE l'on détermine o en utilisant 1'égalité o = a + I 2m. ,

i e A e Ml a ot B w bt a Tl iR s AP e d g e R P B e Sl gy o

!, Le symbole 3 signifie : « il existe ». Ainsi, « Jke B x=y+k2n » signifie : « il existe un nombre entier relatif k tel que ; x =y + k2x ».
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R emarques

* Six est une mesure en radian d’un angle orienté, une mesure Y

par I'égalité : % = i%ﬁ

» Sauf indication contraire, I’unité d'angle utilisée par o
; ’ ¥ " - e poin

* Si o est la mesure principale (en radian) d’un angle orienté et Mlep

nométrique, la longueur de I'arc IM est [o

en degré de cet angle orienté es} obteny,

suite, sera le radian.
Ia t image de a. sur le cercle trigo.

—1.2. Somme de deux angles orientés

Soit @ et ﬁdeux angles orientés de mesures o et B, o et p’ deux mesures quelconques de o et B,
Ona: o =a[2n] & o +p =o+p [2n]

B’ =P [2n] e a+P=o+p [2nl
Donc: o +P'=0+p[2n);0 +p eto+fsont des mesures d'un méme angle orienté.

Cette étude justifie la définition suivante.
Soit o et P deux angles orientés de mesures respectives o et p. On appelle somme des angles orientés
_aet B, et on note o+ P, l'angle orienté dont l'une des mesures est 0.+ B.

BEH‘IBI’QUQS

« Deux gngles prientés sont opposés lorsque leur somme est I'angle orienté nul ; 'opposé de "o est noté - 0.
Ona:oa+(-0o]J=0.

« La différence de deux angles orientés est la somme du premier et de l'opposé de I'autre :
oa-B=a+(- B

* Les propriétés de I'addition des angles orientés sont celles de I'addition des nombres réels ; en particulier,
o+p=p+

Exemples

—

ABCD est un carré inscrit dans (C) tel que (OA, OB) soit I'angle droit direct
et % une mesure de (C_}I: ﬁ.zs). Ona:

Angle ©I0A) | ©LO) | ©Lok | @00
Mesure %— %— % _§3£ I

l:;-+%=%;dnnc:[ﬁfﬁ)+[ﬁ,ﬁﬁ:(ﬁﬁﬁ);
3.
2

— ——
SN

+ TE-HEEE [2n] ; donc :(61’,5]")+[6"1,Eﬂ’3] ={ﬁflg_{’:).

i i 5 B71
la On téli?ts:dﬁra un angle orienté dont une mesure blx=- T Y= 3_11* d)x=- 3%51 y=77
est =~ . Donner quatre autres mesures de cet
angle orienté, dont la mesure principale lc o . 3
; . n co ' — re
Placer snge cercle trigonométrique le point Mve:;ﬁ:m I'angle orienté de me:;lan_e:l.
image de —4——“. mesures en degré de cet ang
1d Le s direct
¥ : é
1.b  ‘Vérifier que, dans chaque cas, ona : x = y [2x], © 1;1‘;1; ;31;' m'lm'l du repére orﬂjun{;rr]ﬂ 162 gur
n an 2n 14w ¢ 3ol A bintige i mimba 1L el
alx= s 4=—7 clx= 3 Y= le cercle trigﬂnuméuique+ Quelle est la long¥
de I'arc 1A 7
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—2.1.. Relation de Chasles

momm=m Introduction 1A%
* Sur le cercle trigonométrique, placer les %uints A,BetC, 3(5—
images respectives des nombres réels -“3- 5? ot — % ®

* Déterminer les mesures principales des angles orientés 6 |
(A, 0B), (0B, 0C) et (OA, OC). j

* Vérifier que : [5:&. 5]3] + [5]5,0-_6] = [5?&..56].
Cette relation se généralise & des angles orientés quelconques r_'(_’é)
et conduit & la propriété suivante que nous admettons.

Propriéeté

E - - -—— - — - P

i _. — . e r ———
' Pour tous vecteurs non nuls U vet w: (W, v) + (v, 0) = (v, w).

Cette pmpﬁété est upﬁefée relation de Chasles.

Exemples
* Soit Ai?"g_%‘ C le_s__h_p_ﬂ%ts de ((_31__3__1% que -, — - et — '%“ soient les mesures principales respectives des
angles (OI, OA), (OB, OA) et (QC, OB).
On se propose de calculer les mesures principales respectives « et 8 A
des angles (t_ﬁ, 5&] et [E_]f, E_}EJ]. E,A
—Ona: lﬁtaﬁh{ﬁ:ﬁah[ﬁ,ﬁﬁ]. @‘ |
[ﬁﬁﬁ}aﬁmesme:% %:j;;d'nﬁ:a=%- )
~On a: (O,0C) = (O1,0B) + (0B,00). c
(Eﬁﬁ_é]apourmesu:e:{—g +%i%=2n;§£;d1=—%ﬁ. i
¢ Soit MNP un triangle ; on a: [Ivih_ﬁ\l) + (W} + (@] =T
En effet : (VP MN) + (NM,NF) + (PR, PR) = (MP.VN) + (N, R0) + (5 ot

=(MPPM) =70 " -

emmmmm Conséquences
Propriéte 1

E-Snitl 1‘ v, u’ et v’ quatre vecteurs non nuls. On a : [ﬁ} = (E”,TE"'] o (ﬁ'] = [ﬁ,}_

a‘é‘n effet, {ﬁ'ﬁ) = ﬁ?ﬂ") = ﬁ_ﬁ"} + ﬁ? = ﬁtﬁ? + {Bﬁ'},
Propriétés 2

3 Sﬁit u et o deux vecteurs non nuls et k un nombre réel non nul. On a :

) @d)=-@0v) . — kv
(2) si k>0,alors (ku,v) =i, kv) = (E,j] :

8) si k<0, alors (ki ») = (@ k7) = (i, 7) + 73

(4)  (kut, kV') = (d, D). k>0

¥
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Démonstration

Ces propriétés se démontrent aisément ; a titre indicatif, démontrons la propriété (3).
Sik< D_._!fit"_ecteu:s U et ku sont de sens contraires.

Donc : (ku, v]_m +{ﬁ]— n+[u. U) — S

On démontre de méme que: m [u’ v) + (@ kv) =(@ o)+ =

‘ as particulier

—

Pour k = - 1, la propriété (3) devient : (4, v)= W,~v)= T+ {4 o).

 Pour tous Tombiros réels et hd imagu respectitrns A et B sur {C]r b-a “t une mesure de l'ang),
orienté [DA OB]

Demonstratlon

D'apres la relation de Chasles, on a : [63. OB) = (DA ol + {UI 0B)

=t ] = [Ol DB}— [UI DA)
(01, C_):“L] et [61’. 613] admettent pour mesures respectives a et b.

Dong, b — a est une mesure de 1'angle orienté (OA, OB).

—2.2. Double d’'un angle orienté

De nombreuses configurations géométriques font appel au double d'un angle géométrique, par exemple un
angle inscrit et 'angle au centre correspondant. Dans le §1.2, nous avons défini la somme de deux angles
arientés. 11 est donc utile de définir également le double d'un angle orienté.

| Soit ﬁ} un angle orienté. ;
- On appelle double de (i, ), et on note 2(i, v), 'angle orienté défini par : 2(%, v') = (@, v) + (& 0 ).
emad es

s Le double d'un angle orienté de mesure o a pour mesure 2q.
- P . -y —_ - _—
e Soit o et P deux angles orienlés jona:2 a+2 f=2(a+ ).

Soit o et Fdeux angles orientés e 173 l'a angle orienté droit direct. On a :
‘1) 2a=0 & <a=0 oua=m;
(2) 2a= 2ﬁ' (= '&h:'ﬁ‘ ou o= ﬁ'+ :
@ 20=T1 &  a=10 ou x=-0,
Démonstration
(1) 2a=0 & Z2a=k2rt(keZ) (MOna:25 - o
= E‘-= Jf"-n (& EE] -~ 2‘[;':-; = ZE——. Zg
= =0 ou =1, o E;Jguuazﬁ*‘ﬂ
(2]23=2ﬁ = Eia;ﬂ]:t} ~ o & W=3 ou a=-0
=3 oo-f=0o0u a-PB=n
o a=pBon =P+ 1

08 Angles orientés et trigonométrie
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Exemple
Trois points A, B et C distincts du plan sont alignés si et seulement si : 2(AB, AC) = 0.
Eneffet: 2(AB,AC)=0 & (AB,AC)=0 ou (aB,AD) =T
-—
< AB et AC colinéaires
< A, B, Calignés.

R o ————

m  Pour démontrer que trois points A, B et C sont ﬁﬁgné,s‘. on peut établir que : 2(AB, AC)=T. i

== =3 A T R~ =5 e R — s e s s m e m e e Smem

—2.3.. Angles orientés et cercle

mmmmems Caractérisation d’un cercle

Propriete
Soit () un cercle de centre O, A et B deux points distincts de ce cercle.
| Pour tout point M distinct de A et B,ona: Me (€) 2(MA, MB) = (OA, OB).
Démonstration

Si la carde [AB] est un diamatre, alors la propriété est immédiate.
Eneffet:Me (€) & MA LMB

& 2(MA,MB)=T.
Nous supposerons désormais que la corde [AB] n'est pas un diamatre de (6).

* Démontrons que : si M € (), alors 2 (MA, MB) = (OA, OB).
L'angle AMB intercepte I'arc AB ou I'arc AB.
— 81 AMB intercepte l'arc AB, alors 1,'_33’___ triangles MAB et OAB sont
orientés dans le méme sens et mes AMB = — mes AOB ;

—p—— == k4
done : 2 (MA, MB) = (0A, OB).
—SiAMB intercepte 1'arc AB, alors}giniangles MAB eﬁﬂﬂ sont
orientés en sens contraires et mes AMB = — % mes AOB ;

—_ — o~ — —
donc : 2 (MA,MB) =— (2 & - (OA, OB))

= (OA, OB).

— = ==
* Réciproquement, démontrons que : si 2 (MA,MB) = (0OA, OB), alors M & ().
Si2 (hTA, ﬁﬁ] =( _D_;L, CTﬁ}, les points A,B, M ne sont pas alignés, sinon on aurait C—}Tﬂ., ﬁ_ﬁ] =0, ce qui
est contradictoire avec l'énoncé. .
Soit O’ le centre du cercle circonscrit au triangle ABM ; on a : 2 (MA, MB) = (O'A,0"B).
Donc : (@iﬁ.(ﬁ} =(6;s.6ﬁ]. -
Les triangles isocéles OAB et O'AB ont une base commune [AB] et les angles AOB et AO’B ont méme

mesure. Ces deux triangles sont donc confondus ou symétriques par rapport a la droite (AB).
De plus, ils sont orientés dans le méme sens ; ils sont donc confondus,

Ainsi: 0=0"et M e (€).

memmmm Points cocycliques

Des points situés sur un méme cercle sont dits cocycliques.
Par deux points distincts A et B, il passe une infinité de cercles.
Par trois points distincts et non alignés A, B et C, il passe un seul cercle : le cercle circonscrit 4 ABC.
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Pro . riéfé e .

« —ee———— : uagd-eniremnnesuntpasaligné

: ints distin lan tels que trois que!g%m__ D 7
Soit A, B, C, D quatre points cts du p ss 'ﬁ] =y

Les points A, B, C et D sont cocycliques si et seule

Démonstration

* Si A, B, C et D appartiennent a un méme cercle (6
alors, d’aprés la propriété précédente,

ona: 2{@:[5&@_&3} E{ﬁ?ﬁ,ﬁ-ﬁ] =[5:&6ﬁ]-

Donc: 2 [C_E,Eﬁ] =2 [ﬁ,ﬁ-ﬁ]. [

* Réciproquement, si Z{ﬁ] - 2 (DA, DB), désignons par (€] e
cercle circonscrit au triangle ABC et par O le centre __{19_0_6 cercle.
Ona:?2 [ﬁ] o] [(ﬁ] . donc : 2 [];i'_];):ﬁ) =({_JT§,C_J§] et le point D appartient au cercle ().

Les points A, B, C et D sont donc cocycliques.

) de centre 0,

—2.4. Travaux dirigés

mmmmmm 1, Caractérisation d'une tangente & un cercle
Soit (¢) un cercle de centre O, A et B deux points distincts de ce cercle, (2) la tangente a (€) en A.
Démontrer que pour tout point T du plan, distinct de A, on a:

Te (@) < 2(AT,AB)= (OA,OB).

Solution e
Le triangle OAB est isocgle en O et (OA,OB) + (BO,BA) + (AB,AQ) = =;
donc : (63.6]3] =T-2 I:Kﬁ,gb].
Soit T un point du plan, distinctde A ;ona:

e /7 i
Te (@ <« ATLAO

= 2(AT,AQ)=nm
— —_— — -~
< 2(AT,AB) +2(AB,AQ)= =
— —% = —
&  2(AT, AB) =(0A, OB).

gmmmmm 2. Droite de Simson

ABC est un triangle, (€) le cercle circonscrit a ce triangle et M un point du plan. Soit E, F, G les ijgtés
orthogonaux respectifs du point M sur les droites (AB), (AC), (BQ).

Démontrer que les points E, F, G sont alignés si et seulement si M appartient au cercle ().

La droite passant par les points E, F et G est appelée droite de Simson du triangle ABC relative aM

Solution

Deux des points E, F, G sont confondus si et seulement
propriété est alors immédiate.

Nous supposerons désormais que M est distinct des points A, B, C
—  =—] ; : ;
M e (€) & 2(AC,AM) = 2 (BC,BM), car A, B, C et M sont

si le point M est un sommet du triangle: Ls

cocycliques.
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= —=F =
Or: 2(AC,AM) = 2(AF,AM) (a condition que F # A)

e
= 2(EF,EM), car A, E, F et M sont cocycliques ;

—p — —

et: 2(BC,BM) =2 (BG,BM) (a condition que G # B)

|

= 2(EG,EM), car B, E, C et M sont cocycliques.

- — — — —
Si les angles (AF,AM) et (BG,BM) sont définis , on a donc :
— — =
Me (€) e 2 (EF,EM) = 2 (EG,EM)
=) E, F, G alignés.

‘ as particuliers

* Si I'angle (AF, A_I::Ij n’est pas défini, c'est-d-dire si F est en A, alors
M et C sont diamétralement opposés, G est en B, les droites (FG) et

(AB) sont confondues et les points E, F, G sont alignés.

* Si I'angle ( H_G', BM) n'est pas défini, c'est-a-dire si G est en B, alors
M et C sont diamétralement opposés, F est en A, les droites (FG) et

(AB) sont confondues, et les points E, F, G sont alignés.

WE XETCICeS Boss  am s o oo o s

2.0 Surle cercle trigonométrique, on considére les

points A el B, images respectives des nombres

1899 at an
s

1. Placer les points A et B.
2. Quelle est la mesure principale de I'angle

e
orienté (OA, OB) ?

Téels —

2.b  Soit ABC un triangle : on désigne par o une
mesure de l'angle orienté [Kﬁ. Eé).
Donner, en fonction de o, une mesure des angles

a = — P —> —> —] =
(BA, AC), (AC, AB), (CA, AB), (CA, BA).

u et v sont deux vecteurs non nuls, k et k' sont
deux nombres réels non nuls. Exprimer (ke k0)
en fonction de (4, v').

(On distinguera deux cas : kk' > 0 et kk' < 0.)

2.c

2.d

2.e

2f

A, B, G, D sont quatre points distincts du plan.

Démontrer que :
) — — ok oy e 3 G R

(AD, AB) + (BA, BO) + (CB, CD) + (DG, DA) = 0.

[AB] est une corde d'un cercle (€) de centre O.
M et N sont deux points de (€) n'appartenant
pas au méme demi-plan de frontiére (AB). On
désigne par o une mesure de I'angle orienté
(MA, MB).

1, Déterminer, en fonction de «, une mesure
des angles (NA, NB) et (BM, MA).

2. Exprimer I:C_lﬁ; ﬂ_ﬁl en fonction de (A-’B, m],

ABCD est losange de sens indirect tel que :
mes BAD = % Déterminer une mesure des angles

e
— —

(BA, BC) et (CD, CA).
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—3.1. Lignes trigonométriques d'un angle oriente

memmmm Cosinus et sinus d’un angle orienté
_Définitions

' Soit (i, v') un angle orienté de mesure o et M l'image de o sur (C).
* Le cosinus de (u, v ) ou de o est 'abscisse de M.
~* Le sinus de (¢, v') ou de o est 'ordonnée de M.

Remg;g es

* 5i P et Q sont les projetés orthogonaux respectifs de M sur (I') et i,
ona : cos {u, v)=coso=0F et sin (i, v)=sinca=00Q.

sin o/
* Pour tout nombre réel a et pour tout nombre entier relatif k, on a :

cosa +sinfa=1;
—1<coso<sl et
cos(a+k2n)=coso et

-1ssinos1;
sin (o + k 2n) = sin .

mmmmmm Tangente d’un angle orienté
Définition

Soit (2, v') un angle orienté non droit de mesure .

‘tan (@, V) =tan ¢ = 22 &

cos o’
Rgmargues

e tan o. n'est pas défini pour les nombres réels associés aux points [ et J',
¢'est-a-dire les nombres réels « de la forme : o = -’25 +kn, ke Z.

» Soit T le point d’intersection de (OM) et (T), h I'homothétie de centre O

J
/G =N
* Dans le pl COB Y, v 5
plan muni du repére (O, 1, ), ona: M I

La tangente de (i, v) ou de « est le nombre réel, noté tan (Eﬁ'] ou tan q, défini par:

qui applique P sur I. Le rapport de h est —= et h(M)=T. I

=2 1 ;% 8Ine Tr
DDHC'IT:EOSG.PM 05 O .fxdl dﬂﬁ IT_ﬁ]_nu_

* Pour tout nombre réel o. et pour tout nombre entier relatif k, on a :
tan (e + k)= tan o el

Vocabulaire

1+ tano =

cos? '

mmmmmm Lignes frigonométriques des angles remarquables

Le tableau ci-dessous indique les lignes trigonométriques remarquables 4 retenir
T [x
*1%165]3]|3
cosa| 1 [ 48 | 42| 1
g |2 13
sina| 0 | 3 JTE Lzﬂ_
tanoa| O -}5 1 Ja
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cos @, sin @ el tan o sont appelés « lignes trigonométriques » de I'angle [ﬁi (ﬁ’}n ou du nombre réel &

n
.2 T
a1 3
7,2 dx
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memmmm Lignes trigonométriques d’angles associés

—
Soit o un angle orienté de mesure o. Les angles orientés de mesures —a, t— 0, 7 + @, -721 — o ou % +o

sont habituellement appelés angles associés & o, .
L
J('E_) E(—E——u)

B(m - a)
1) f——m

Ala)
— 1(0) I'tm)

=~/D(- o)

Cn+a)

Les deux configurations géométriques ci-dessus, ainsi que les définitions des fonctions sinus, cosinus et
tangente, justifient les propriétés suivantes.

Proprietes
' Pour tout nombre réel o, on a :

;cos[f-u.]=|:uscc : cos(n-a)=-coso ; cos(n+a)=-coso ms(%—a]:sinoc .
;sin(-a]=—sina_ y sin(r—o)=sina ; sin(m+o)=-sino sin[%-u]:cosc:.

BEH‘IBI’QUES

I =
s ta=m

(% - tx). donc on a également les relations suivantes :
cos(-g—+a)=—51'na;
sin (-’2‘— + u) = cos .

» Les tangentes des angles associés se déduisent des formules précédentes ;

sin (m-o) sin o
insi : —0)= = =— lan .
ainsi : tan (1~ @) = — o e

Exemples
Les lignes trigonométriques des angles remarquables et les formules relatives aux

angles associés permettent de calculer les lignes trigonométriques des nombres
réels de l'intervalle ]- & ; 7] représentés sur la figure ci-contre. On a ainsi :

cos5—n=cos(n—%)=—ms%=—?:

b
sm%zsin(n—g—)=sin -g—=%:
v cus(—%ﬂ)=cos2—3F—=cos(n—3£)=-cos%=--%—j_
51‘11(-%‘):-5inzT“=—sin(ﬂ—~££)=-sin %=—%‘

__3.9. Formules de trigonométrie

smmmmm Formules d’addition

Les formules d'addition permettent de calculer les lignes trigonométriques de la somme (ou de la diffé-
rence) de deux nombres réels, connaissant les lignes trigonométriques de ces deux nombres.
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Pour tous nombres réelsaetbon a:

(2) sin (a—D)

(1) cus[a—b]=uusacosb+sinasinb c (4) sin{ﬂ"'t_’]

(3) cos (a +b) = cos acos b-sin asin b

Démonstration

Considérons les point M et N, images respectives des
a et b sur le cercle trigonométrique.

Ona: M(S22) ot N(E55)

| a et b sont des mesures respectives de (DI OM) et {DI DN)
| Donc : b — a est une mesure de 1'angle (OM- DN)-

— —F
e Calculons de deux maniéres différentes le produit scalaire OM.ON.
OM.ON = [[OM] || ON]| cos (OM,0N) = cos (b - ) = cos (@ =B} ;

—  —

OM.ON = x,, Xy, + Uy Yy = C0S a cos b + sin a sin b.
| D'oil : cos (ea—b) =cos acos b +sinasinb  (1).

e

‘ * En remplagant b par - b dans la formule (1), on obtient la formule (2).

* Etablissons maintenant la formule (3) :

Or : cos (%+b)=-—sinb et sin(-%-+b)=cusb.

D'ol :sin (a~b)=sinacosb-cosasinb (3).

* En remplagant b par — b dans la formule (3), on obtient la formule (4).

mesmmm Formules de duplication et de linéarisation

Proprietés

Pnur tnut nombre réel a,on a:
| formules de duplication

| cos 2a = cos?a - sina - i .

! formules de linéarisation

] (Dhcos’c = 1 + cos 2a : (0 i = ok 2t
2 as= .—'_-_‘E'-—-— ‘
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Exemples 5
5n _2x_m 5n on 5T
En remarquant que 75 = =3 4.onca]cu]ecus 17 8in 17 ©t tan 3¢
51 2n _n 2 e T n . 1 V2
cesﬁ—cos(a 4)—12:05 3c054+5m~575m-4— -?x-?+‘€
OBM _ . (2 m\_ o2 om 2. g 3
sin 5 =sin (5 - ) =sin 5 cos £~ cos % sin T=‘z‘x—§“{“§—
. BTl
sin =
Bm _ 2 [asd .. p
( tan 13 = ——gx =Jg_p = 2+{%
| CGS;E

Mla}

—sinacosb-cosasinb;

- sin @ cos b + cos a sin b,

LS

N(b)

" sin (a — b) = cos (%—(a—b]):cus ((%+b)-a)=cus (%+b) cos @ + sin (—

+ b) sin a.



Démonstration
* En prenant b = a dans les formules (2) et (4), on obtient :

cos 2a = cos?a — sinZa (8) sin 2a =2sinacosa (B).
¢ En utilisant la relation cos®a + sinZa = 1, on en déduit :
cos 2a = 2cos’a - 1 et  cos Za = 1- Zsin’a.

* 1 + cos 2Za -
D'oll : cos®a = ey = (7] et sina =% (8).
Exemples
En utilisant les formules de linéarisation, calculons cos — 12 et sin 1’;

{3

1+cos & 1+ 44203 ([3+1)?
cos? — = 2 2
12~ = g = ;
2 2 ] 8
s & 113
g 1-cos ¢ _ _T-.g_z‘@ _(‘E’-—llz_
= 2 8 8
De plus, l'image de 13 sur (C) nous indique que cos 11't et sin 3% I sont des nombres réels positifs.

3+1 _Ja-1
Done : cus—-— ‘{_ et sin =— )
127 3]z 12° 3]z °

. . : o
mmmmmm Expressions de cos o, sin o et tan o en fonction de tan 5

Propriétes

Pour tout nombre réel o tel que tan %—- soit défini, en posant { = tan g— ,ona:

1-¢2 ; 2t
'19) coso = : 10) sino = 7
) 1+t% (10) 142
 si, de plus, tan o est défini : (11) tan ax = = 2
Démonstration
1 1
: . 2 E - = 5
On sait que : cos® — T

1+[ﬂ]12—2—

On en déduit que :
q ging &

o 2 1—t2
VR e O« Sy 38 € O 2 "
- — 51N - cos »
COs O = CO5 7 ] 2( Csz 1 tz

o sl 2t

: 2 O e O 22 |2 = .

sin @ = 2cos 2 sin ) cos 2 ( cos 0:) 1+£2;
Z

sin o 2t

si, de plus, tan & est défini, tan o = ton e 1%

__13.3. Travaux diriges

EEEEEEE  1°) Démontrer que pour tous nombres réelsa et b ; on a : 2 sin « cos b =sin (a + b) + sin (a - b).

; . T T 3 5n 6n
2°) En déduire que : 2 sin - (cusT + €08 - + Cos T) = sin EX
2n In

T 1
3°) Démontrer que : €O —- - €08 = + COS 7 = .
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Solution
1°) D'aprés les formules
sin (a + b) + sin (a=b)

d'addition ona:
=sinacusb+sinbmsa+ sin a cos b = sin b g &

—2gsinacosbh.

in 5m
i L 28 +cos =)
2°}Posuns:A=25m%(cus-?—+cua 7+ 7)

A:zsin-g-ms-’-;—+23inl?‘-c033—;,-71+251ﬂ%003 7

En appliquant le résultat précédent, on obtient :

A =sm§;+smu+sin%—sin%ﬁ+sin E%—Siﬂ%:sin f_:};
39) Ona  sin & = sin (n - 57) = sin J-

Donc : cos %+ cos 3—?E+cns E?E = %

Or: cos F;-“: - c0s (n.. 5.?“) =—(os i_’,:,E

D'od : cos %—cos 2?“ +cos 3%‘: %

r/ L]
zﬁzExerclces L e

ﬁ' 7
Tt et 2 . T gy
h:u er le sinus, le cosinus et la tangente de 3.e 4
chiiin . . X est
. des nombres réels suivants . o un nombre rée] nop multiple sty 4.1
3 - Lz ; 199 29x ; émﬂntmrqu‘?i——-——s;?a’thﬂs_ﬁll ]
6 i . : 0X  posp
4 2. E’fPflmer en fonction de cos zrl.
BE SIN 3x  cos 3x '
. Démontrer YV Snr t e
14€, pour tout nombre rge] o on g - sin x cosx ’
ajcoSu+mg(u+g1_;)+ms p.: 0na: h) SnSx €os Sx
- 3 (a+-§)=g._ sinx — cosx
SI0 O + sin (g + Zr ;
( 3)+5m(ﬂ+ﬂ)=gl 3.f X est ;5
; 3 un nombre réel. Démontrer que:
€ One costy = 1 1 3
onsidére un nomppe réel o tel que ; Dl el
2 SU<n g “”3(-3--a)=2 ' Sin'l-f:—é-cusq.t——l-cas?.r-bi.
Calculer gog o c L i B
+ CO8 20{, tan zm 3
3d ‘9 xest un nombre réel tel que : cos x#0

xet
¥ sont deyy nomh 1. Dg s
que:eosy -3 ros réels do [[;. . _I_] montrer que : 1+ tan®x=—7¢
5 el cosyo %‘ | tels 2. Falcu]er sin x et cos x dans chacs®
(2x—y). suivants :
a)tan x = _%]_ et xe ]n; .’%{,

Bltanx=1+13 o rel-%00}
1_\]33 r ] ]

fat

Calcular sin



La résolution d'équations trigonométriques se ramane le plus souvent & la résolution d’équations de types :
cosxr=a, sinx=a, tanx=aq.

~—4.1.. Equations de types : cosx = a, sinx=q, tanx=a

memmmm  Equation du type:cosx=a

Soit a résoudre dans R I'équation : cos x = a, ol x est 'inconnue
et @ un nombre réel donné.

* Sia<~1 ou a> 1, cette équation n'a pas de solution puisque,
pour tout nombre réel x, ona:—1<cosx < 1.

* Siae [-1;1],il existe un nombre réel u tel que cos o0 = a.
cosx=a & €08 X = cos o

& x=0[2x] ou x=-a[2n].
Les solutions de I'équation dans R sont les nombres réels x de la forme :
x=o+k2n, keZ ou x=-a+k2n kel

4R

Proprieté

[ = 2"
| Pour tous nombres réels x et o, on a :

cosx=coso. & x=a+k2r,keZ ou x=-a+k2n ke Z

Exemple 5m
L T CgrtE W

f3

Résolution dans R de I'équation (E) : cos 2xr=- 5

(E) & cosz.x::cos%'

o gx=5_ﬂ+k2n_kez ou sz—%t+k2ﬂ:.kez

6 0
Les solutions de (E) sont les nombres réels x de la forme : @
_5m __5m
x_ﬁ+kn,ke Z ou x= 17 +km ke Z.
on 5n

Les images des solutions sont les sommets d'un rectangle inscrit

dans le cercle trigonométrique. e =78
smmmsm Equation du fype : sinx=a

Soit & résoudre dans R I'équation : sin x = a, ol x est I'inconnue et ﬂ—u/‘x 5
a un nombre réel donné. /\
* Si @ < -1 ou a > 1, cette équation n’a pas de solution puisque, 0

pour tout nombre réel x, -1 <sinx<1.
* Siae [-1;1],il existe un nombre réel o tel que : sina = a.
sinx=a = sin x = sin o
= x=o[2r] ou x=n-0ol2n].
Les solutions de ’équation dans R sont les nombres réels x de la forme :
x=a+k2tkeZ ouw x=n-a+k2n kel

Propriété

1. Pour tous nombres réels xet o, on a :
sinx=sina & x=a+k2mnkeZ ou x=n-o+k2n ke Z
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Exemple

) , - =
Résolution dans R de 1'équation (E) : sin (x ﬂ) 2

i X\ ain
[E] = sm( 4)"5]'“6 kznk&-z
= x—f’:—=?+k2n ke Z ou x-T—ﬁ'E*"' :
_5n _13n ke Z 13rn
= x—-ﬁ+k211: keZ on x=733 + ke 2m, 1

Les solutions de (E) sont les nombres réels x de la forme :

X= $z+k2n keZ ou x-—l,f;+k21:.kEz

mammmm Equation du fype i tan x=a

Soit a résoudre dans R 'équation : tan x = a, ol x est I'inconnue i
a un nombre réel donné.

La fonction tangente prend ses valeurs dans R ; donc, pour tout
nombre réel a, il existe un nombre réel o tel que tan o = a.

5z

tanx=a = fan x = tan o

& x=of2n] ou x=n+a [2n]
Les solutions de 1'équation dans R sont les nombres réels x de la forme : T+
x=o+k2n,keZ ou x=xn+o+k2n kel
c'est-a-dire:x=a+kn, ke Z

Pro . rlele

 Pour tous nnmhres reelsxet utels que tan.x et tan o sont déﬁms ona:
tan x = tan o & x=a+kmkeZ
Exemple

Résolution dans R de I'équation (E) : tan 3x = - 3

9
= 31:—3-+kl‘t,fcez

o]
=
>\¢|U'

ol
<3
=

dans le cercle trigonométrique.

—4.2. Equations dutype : a cos x + b sin x + ¢ = 0

Exemples

Soit & résoudre dans R les équations (E) ; —— CoSs X — J-_— sinx="2 g (H) : ﬁ; (cos x
« Dans I'équation (E), on remarque que T et - - sont respectivement
égaux a cos (- —] et sin (- T]‘
Donc: (E) & cos (- %} cos x + sin (- 13':-) sinx = ‘(_E_
o cos[—l—x]-—.cns% .

= x———[Zni ou x—-._iz,ﬂ

Les solutions de (E) sont les nombres réels x de la forme -
x_-;;’.i+k2u.ke Z ou x=-T+kinkez,

..-l-..;
!DL'-I
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¢ o gor 2T ’ '
2n L)
' 0
Les solutions de (E) sont les nombres réels x de 1a forme : %@
=24k E kel
= 3" ;

Les images des solutions sont les sommets d'un hexagone régulier inscrit JE3

i 9

+sinx)=""

3

/
/




* Pour résoudre de fagon analogue 'équation (H), il suffit de diviser les deux membres de 1'équation par 2.

Ona:(H) < -%ﬂcnsx+ Jisinx=--1-

2 2
= cos%cnsx+sm%—smx“cnsz~?ﬂ 11n
ke
= cos(aa-— )-cusz—;:- O 0-

& -t=-—[2u] ou _t_llz:: [2n].

Les solutions de (H) sont les nombras réels x de la forme :

or
.r-——+k2n: keZ ou I—ﬁ‘bkzﬂ ke Z. S5m

12

R R R R R RN e S R S ———

Soit & résoudre dans R une équation du type: acosx+bsinx+c= 0.
*Sia=0o0ub=0, on se raméne & une équation du type : cos x = a ousinx = a.

*Sia#0eth+0,alorsa? + b2 #0etona:

b ; |
acosx+bsinx=a?+b* | ———— cos x + — sm.x) i
& ( Ja*+ b? ya’+b? i
a 2 b arok ; .
Lor- ( + = 1, donc il existe un nombre réel ¢ tel que :
' Ja?+ b? ) ( Ja?+ b? )
| a R Y M D :
casq)_a—-sz et sing= ;

Ja?+ b?

on en déduit que : @ cos x + b sin x = J/a?+ b? (cos ¢ cos x + sin ¢ SiﬂI)

= Ja%+ b2 cos [x—¢) ;

.
|
|
|
|
|
¥
|
|
|
{
!
|
i

' on est ainsi ramené a résoudre 1’ équatmn cos [x

| I , M—W'

—4.3. Autres exemples d’équations trigonométriques

EMEEET 1. Résoudre dans R I'équation (E) : cos x = sin I,

7

51

Solution 14

; < 5T om
On sait que : sin 2~ = cos 77 , oar E’i:%-ﬁ-. .
T
Onadonc:(E) cns.r €o8 77 0
= ,t‘-14 [2n] ou x= L2 T [2n].

Les soluunns de (E) sont les nombres réels x de la forme : “5n

14

5T
Xi= ﬁ+k2n keZ ou x=-— HH’cZn ke Z

mEEES 2. 1°) Résoudre dans R I'équation (E) : cos 2x + /3 sin 2x = —1.

Représenter ses solutions sur le cercle trigonométrique, -
2°) Donner les solutions de (E) appartenant a l'intervalle ]—- =5 2;:]

Solution P
1) cos 2x + /3 sin 2x = J1+3 (-%— cos 2r + - sm?.x)
= 2 cos (?.r— -;L)
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e 1

I
7]
Donc : _E)=s3
(E} & cos (Z.r 3) 7 5 2% (g 5
2n IXx-7=""73 6
[—3 -—%5—3-[2511 ou 3
T
& 2x=nl2n] ou ?-I'E'"g_[z’ﬂ el . 0
__T_l,. I, € "
& 2x=n+k2nkeZ ou 2-‘-""':':'I""!':2
Les solutions de (E) sont les nombres réels x de la forme : i 361:_
-t=—121-+kn,kez ou x=—%—+kﬂ.kez° *
3 _ R, gm<In: 5
2°) » Cherchons les entiers relatifs k tels que : =3~ <7 ¥ A X
D kmcon o —2<ksd Trols valeurs de k conviennent =1; 03 15 11 leur correspond Jes
2 "2 ) -
- ; ._m,m 3%
solutions suivantes iy iy

3“ T < 4
* Cherchons les entiers relatifs k tels que : = - <~ *+ K # <27

| '32_E <-Ftknsim o _4 ;<13 Quatre valeurs de k conviennent:—1;031;2; Il leur correspong
' = 3
' 11m
les quatre solutions suivantes : — ZGE P -’6‘- ; 57?- =5 e
|' * Les solutions de I'équation (E) appartenant a I'intervalle ]— 7 21:] sont donc :
_mt._=x n.¢m. 5%, 3n. 1ix

626 T 6 2 6

an
EEEEEEN 3. Résoudre dans R I'équation (E) : tan 2x + tan (x = T) =0.

Solution
* Détermination des contraintes sur l'inconnue
I . n T 5
2x # > +kr et x i*3 +kn = I*T"'kf et x :t-;--:-k b1

I I
i:.t;f:4+k2.

Les images de ces nombres sur le cercle trigonométrique sont les sommets d*un carré PQRS, dont le
cotés sont paralléles aux axes du repere (0, I, J).

* Aésolution de (E
= lan2x=tan(§‘~;£—x). P/ 5F
1
Dunc:2x=i—“-x+kn,kez; B(lﬁ!)
c'est-a-dire : x = % +ka ke Z ;
Les-images sur le cercle trigonométrique des nombres réels ginei O
trouvés sont les sommets d'un hexagone régulier ABCDE; i]l:ﬁ: P]
deux des sommets (C et F) sont sur la premisre bj ! Bl
repere (0, 1, ]). Asaohvice:
Q R
» Vérification des contraintes g
Les nombres réels solutions de (E) sont ceux dont Jas ; T en
(C) sont les points A, B, D et E, sommets de 1'h3xagzsnﬁagﬂs.sm D(w )
sommets du carré. ans étre
Les solutions de (E) sont donc les nombres rgels » de la form
7T _ T e:
x=17+ kn, ke Z ou x=-m+kmke Z
Les images des solutions sont les sommets ¢'up ey
rectangle inscrit dans le cercle trigonométrique:
40 Angles orientés et trigonométrie
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EEEEES 4. On considére I'équation (E): 2cos x -3 sinx +1 = 0.

1°) Vérifier que les nombres réels x de la forme : x = n + k 2x, k € Z ne sont pas solutions de (E).
2°) Résoudre dans R I'équation (E), en utilisant le changement d’inconnue : t = tan %

On donnera les solutions & 10~* prés.

Solution
1°) Soit x un nombre réel de la forme ;x=n+ k 2n, ke Z.
Ona:cosx=—1 et sinx=0;donc:2cosx—3sinx+1#0.
2°) Pour toute solution x de (E), d'apres la question précédente, tan % est défini,
1 =12 2t
Ona:cosx= i =
112 et sinx s
1-—t¢2 2t
Donc:(E) & 2 -3 (— =
B & 2(55) -8 (3ra) =0

& —ti—6t+3=0.
Les solutions de cette dernire équation sont : l,=—3+2 /3 et by =—3—-2 J3.
En utilisant une calculatrice, on trouve que les solutions de (E) sont les nombres réels x de la [orme :

$=~043+kmkeZ ou F=-142+kmn ke Z,

c'est-a-dire : x =086+ k2n, ke Z ou x=-284+k2n ke Z.

WE XETCICRS BZr s o i o g o i

(dans chaque cas, on représentera les images
des solutions sur le cercle trigonométrique)
l.xe [-n;3n], sinx= %— ;

4.0 Résoudre, dans I'ensemble indiqué, les égua-
tions suivantes :
(dans chaque cas, on représentera les images

des solutions sur le cercle trigonométrique) 2.xc R, sin2x =% .

Lxe[-2n;2m), 2cosx=2; 3.xe R, sin(-g-— 2.1:) = cus(.’c- %}

2.xe R, cos 3.\.':—'% j

3.xe R, cos2x=cos (% -.r). 4.c  Résoudre l'équation : x € R, tan 2x=- 3.

4.b Résoudre, dans 1'ensemble indiqué, les équa- 4.d Résoudre Téquation:x e R, cosx+ J8sinx=/2.

tions suivantes :

B

l

) inéquations trigonométriques

Les résolutions d'inéquations seront traitées sous forme d'exercices.
On se limitera aux inéquations simples de type : cos x<b ou cos ax < b (ou sin ou tan).

EEEEEEE 1. Résoudre l'inéquation (T) : sin x> - -
sur les intervalles suivants: a)l-n;nl, b} [0;2x[, ¢ R.

Solution
Considérons les points M et M' du cercle trigonométrique ayant pour ordonnée — IT
Les points du cercle Lrigonométrique ayant une ordonnée strictement

supérieure & — % sont les points de I'arc MM'’, M et M’ étant exclus.
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I
= gt B

‘3) Daﬂf I-7; 1], M et M’ sont les images respectives de =
onc 'ensemble des solutions de (1) est :

B )
b)D ; n 1in
) ans [0; 2r[, M et M’ sont les images respectives de 7 et =5
donc I'ensemble des solutions de (I) est :
[G:T_E[U]HTK:ZIE[. o
c) Dans R, I'ensemble des solutions de (I) est la réunion des intervalles

delafc-rme:]—%‘-+k2n;7—g—+k2u[.k2 Z.

! ble d
HEmEIE 2. Résoudre dans R l'inéquation (I) : cos 2x 2 ‘%’ On représentera Vensemble des solutions

appartenant a I'intervalle ]- 1 ; 1] sur e cercle trigonométrique.

Solution
I Posons ;: X = 2x. L'inéquation cos X = 1 admet comme ensemble de
solutions dans R la réunion des intervalles de la forme :

I
3

-

3
1
'
1
i
L
g
i
1

L

1
i
i
b
1
1

i

1

'

n i I
[—T+2kn,3+2kn].ke.{. —10
. Dnadnnc:--%‘—+2k1t£2xs-’3‘—+2fcn. "2
y 14
| D'oir : —-g—+kn£x£—g—+kn. %

L’ensemble des solutions de (I) est donc la réunion des intervalles
| delaforme:[-%+kn;%+kn].keZ.

EE@EEES=] 3. Résoudre dans |- 7 ; 7l I'inéquation (I) : tan x < 1.
On représentera l'ensemble des solutions sur le cercle trigonométrique.

Solution
Contraintes sur 'inconnue : x # - .‘12‘; et x# —g—-

3n
Dans]-m; @l tanx=1 & x=-> ou =

i . 3n
Désignons par N et N' les images respectives sur (C)de—-7 et 3

oints M du cercle trigonométrique tels que (OM) coupe (T) en

Les p
d’abscisse strictement inférieure a 1 sont les points des arcs

un point
JN et FN',J, N, J' et N’ étant exclus.

Dans ]~ ; , 'ensemble des solutions de (I) est dongc :

Fri- [0} 3£ u]gin)

| V/AE xercices WMW/M

5.a Résoudre, dans R, I'inéquation : S.c  Résoudre, dans R, I'inéquation :
zcas(x—{—)+ﬁ<ﬂ- ] Jatanx+1<o0.
(On représentera I'ensemble des solutions sur (On représentera I'ensemble des solutions suf
le cercle trigonométrique.] le cercle trigonométrique.)

5b Résoudre, dans -7 n], I'inéquation 5d Résoudre, dans R, I'inéquation :
2 sinc - 3 sinx 2 0. bt e 1 g0,
(On représentera l'ensemble des solutions sur {On représentera I'ensemble des solutions sut
le cercle trigonométrique.] Ie cercle trigonométrique.)

49 Angles orientés et trigonométrie
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APPRENTISSAGE

Angles orientés

1 A et B sont deux points distincts du plan.
Représenter I'ensemble des points M du plan dans cha-
cun des cas suivants :

= —=%
a,l 5 T st une mesure de (AB, AM) ;

b}(-‘lB AM) a Pour mesure principale — -5-
c}{AM AB] est I'angle nul ;

-___ﬁ
dJ(MA, MB) est I'angle plat.

2 A, B, Csont des points tels que :

(AB, AD) et{BA BC) ont respectivement pour mesures
principales T- et — I,
Déterminer une mesure des angles :
= = = —= =¥ =

(BA, AC) ; (CA,CB) ; (BA,CA).

—

3 PQOR est un triangle tel que les angles {aﬁ C_lf?}

et (PR, QP) ont respectivement pour mesures — %E et zgx

Démonltrer que le triangle PQR est isocéle,
I ABC est un triangle équilatéral de centre S tel

= . L. T
que (AB, AC) ait pour mesure principale T
Déterminer, en radian et en degré, les mesures princi-
pales des angles orientés :

(BC,BA) ; (SA, SB) ;(SA,BC); (SA,CA); (SA, AB).

5 ABCDE est un pentagone régulier de sens direct
et de centre §. Déterminer, en radian et en degré, les
mesures principales des angles orientés :

—_—— = =S = ., S =
(SA, $B) ; (AB, AE) ; (BE, BA) ; (CD, BA) ; (BC, DA).

6 ABC est un triangle non rectangle inscrit dans
un cercle (T). D est le point d'intersection des tangentes

; = —
4 () en B et C. Soil & une mesure de 1'angle (AB, AC).

Déterminer, en fonction de o, une mesure de l'angle
—

=Serm
(DB, DC).

7 Le plan est muni du repére orthonormé direct
(0, I, ]). Déterminer les coordonnées des points A et B
tels que :
*0A=3 el OB=5;
* I ot — X soient respectivement des mesures en radian
des angles {51', C_)}'n] et [C_JE U—ﬁ].

Trigonométrie

Scanned by CamScanner

“ ExercicesZ—~

8 f, Calculer cos x et tan x, sachant que :
. ] T
sinx = = Bl xe ]-ﬁ*,n[.
2, Caleculer cos x, sin x et tan x, sachant que :
cos{ﬁrh-xl:% et xelo;nl;
3. Calculer sin x, cos x et tan x, sachant que :

sin{—.t]:—lf% at.re]—%:ﬁ[.

9 Démontrer que pour tout nombre réel x, on a :
» [cosr+sinx)?—(cosx—sinx):=4cosx sinx;
o (1+cosx+sinx)®=2(1+sinx)(1+cosx];
s sinfx+costx=1—2sin"xcos®x
* 5in%x + cosfx =1 - 3 sin x cos? x.
(On pourra remarquer que, pour tous nombres réels a
eth:la+b)p =a’+3a°b+ Jab® + b))

10 1. Pour tout nombre réel x, démontrer que :
(cosx + sin x)® + (cosx —sin )¢ = 2
2. Calculer cos x et sin x, dans chacun des cas suivants :

alcos x—sinx=-1;
b)cos x —sin x = %

A\ngles associés

11 Calculer, en fonction de cos x et sin x, les
expressions suivantes ;
A=cos [+ x)+cos (n—x) +cos (—x) ;
B=sin({n+x)+sin(x-x)+sin[-x);
C=sin le —.1::)+ cos (%“—x)+ms(x—£)+ms .t—T“) :
D=sin(-g—+.':)+25in(.t+§2’-[-) +sin{x+5Tn.

12 Démontrer que, pour tout nombre réel x :
A s o N o TN,
s5i0 x = sin ( 3 + .'L) s ( 3 -1) ¥

cosx=cns(%+x} +cns(%—~x] :

[Formules de trigonométrie

13 En remarquant que =2x-%, démontrer que:

8
el -
cos%z% et sin 5= pheif.,
Enrmnaxquanlque%=%— - caleuler nos% Ettsm:]a

18 1. Ecrire cos 3x en fonction de cos x, sin 3x en
fonction de sin x.

A
2. En déduire que : tan 3x = tan x st it

1-3tan®x’

15 1 Calculer :

e 5
A=cos+ 12 c:ns%2 + sin M12 Smfl,z '
= I
B =cos — 12 €os 55 = sin “'12 sm12

P S n Sr_ 1
LEndéduireque.smusmu-c:usl—z-cusﬁ T
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16 Démontrer que pour tout élément x de [0 "2&]'
ona:vl + sin 4 = |sin 2x + cos 2x|.

17 Calculer cos x et sin x dans chacun des cas :

a}cos?..r:—-zl- et xe [0;L];

b}cusk:% et xe [3:nl;

— e 54 |
c]cos 2x = g etxel-n; 2].

d}cus?.t="% et xe [—%:0].

18 Calculer sin 2x et cos 2x dans chacun des cas :
a}'si.n.r=-;- et xe [—-g—;ll:
b}cnsx:—% et xe [“:Eg_x]:
cltanx=-3 gt xe[-%:ﬂ].

19 calculer :
A =cos? K 4 gps2 3% 2 51 2 7,
. c0933+u05 g+ Cos% o=

m

B =sin? %-+ sin? 2= 45in? %+ sin? 5;—“

i
(On pourra d’abord calculer A + Bet A-B.)

7r .. 11

20 Démontrer que : 16 sin 5= si LN =

ﬁﬂm ESLﬂﬁS 1.

E quations trigonométriques

21 Résoudre dans R les équations suivantes et
représenter les images de leurs solutions sur le cercle
trigonométrique :

a) sin (3.r+ %) =sin(2—“ ) ;

L
b) sin 3x = cos (x—%) :
c)sin(—x-i-‘%‘) +sln(2r+%) =0;

d) cos (-.r % %‘-) +00s 3x =0,

22 Résoudre dans R, & l'aide d'un changement
d'inconnue, les équations suivantes et représenter les
images de leurs solutions sur le cercle trigonométrique :
al-2cos*r+cosx+6=0;

b}sinz?_t—,,@sin?_r+-g—=l],

23 Résoudre dans R les équations suivantes et
représenter les images de leurs solutions sur le cercle
trigonométrique :

2 - I) _ cos? 15 QY
a)j cos {2.1‘ 3) cos (.r+ 4) =0;
b)4cos’x+3sin?2x=0;
c]2cos 2x+4cosx—1=0;

. . j': e
d) sin 2x — 2 sin x cos (.'c+ 3—)— 0.

24 Résoudre dans R les équations suivantes et
représenter les images de leurs solutions sur le cercle
trigonométrique :
a}:ilcnsx—f?i sinx+/6=0;

b) cos 2x —sin Zx =—1.

44 Angles orientés et trigonométrie
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25 Résoudre dans D les équations suivangeg .
g,ltau(.r+—g—)-—tm(2.t+—g-)=n,D=H; '
b)3tan®’x—-1=0,
¢)tan?x + (1 + [3)tanx+/3=0, D=1g ; 2n].

D=fmsnf,

[néquations trigonométrigyes

26 Résoudre dans D les inéquations suivanje ot
représenter les images de leurs solutions sur g cercle
trigonométrique :

aj'cusxt:--%-. D=R;
bjﬁsin(z.r-c--’i‘-)—‘lsﬂ. D=[0;2n[;
¢)sinx-cosx <0, D=R.

27 Résoudre dans D les systémes d'inéquations
suivants et représenter les images de leurs solutions syy
le cercle trigonométrigue :

' 2
ik 3 ,D=[0;2n[;

2sinx+120

.

51N X < —

b) 2 ,D=R;

o
cosx 2~

; fa
o) sm?.rq‘T D-R.

1
o —
cos Zr = 7

28 Résoudre dans D les inéquations suivantes et

représenter les images de leurs solutions sur le cercle
trigonométrique :

aj

1-2cosx
e
2sinx -3
b) Z2gos2r—1
1+ 2 cos 2x

20, D=}-n;n];
<0, D=[0;2n]

29 Résoudre dans D les inéquations suivantes €l

T‘E.Présenler les images de leurs solutions sur le cercl
trigonométrique ;

a)sin*x -1 <, D=]-n;:nl
blcosx (2 sinx-1) <, D=)mal:
€)2 cos®x + /3 cos x 2 1, D=[0;2sl

d}4sintx+2(/2—1)sinx— 250, D=I0; 20

30 Résoudre dans D les inéquations suivant®s g

Teprésenter les images de leurs solutions sur le cerc?
tl‘lgunomélrique .
T
ﬂJtﬂ]'l.(.t—-.E_)zﬂ. D=R;
b) Itan x| > 1,

D=R
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APPROFONDISSEMENT

31 On considére deux parallél
_+E ol é ugimmes ABCD
et AECF. Démontrer que : (EA,EB) = (FC, FD),

32 1. A, B, C, D et E sont des points tels que :
AB=AC=1,AD=2 AE=3;
25t 119n _ 85:
17 ' —3 '~ g sont des mesures respectives des
angles (AB, AC), (AC, AD), (AB, AL).
Démontrer que les points A, D, E sont alignés ; calculer DE.

2. a, b, ¢ sont trois nombres réels et A, B, C, D, E des
points tels que :

AB=AC=1,AD=2,AE=13;
a, b, ¢ sont des mesures respectives des angles
— s e o T,
(AB, AC), (AC, AD), (AB, AE).
Déterminer une relation entre a, b et ¢ pour que les
points A, D et E soient alignés.
Calculer DE. (On distinguera deux cas.)

33 Soit [AB] et [CD] deux cordes a supports paral-
léles d'un cercle (6) de centre 0.
1. Démontrer que :

(OA.OC) = (OD. OB) et (DA, OD) = (05, OH).

2. 0n suppose que le triangle OAC est équilatéral.
Préciser la nature du triangle OBD,

34 ABC est un triangle tel que (AB,AC)a pour

mesure principale .
Déterminer les points D tels que :

_(AB,AC) = 4 (AB, AD) et AB = AD.

35 ABC est un triangle équilatéral de sens direct
inscrit dans un cercle (€) de centre O.
P, Q, R sont trois points distincts de (6).
Démontrer que le triangle PQR est équilatéral de sens
direct si et seulement si :

—*

(OA, OP) = (OB, 0Q) =(OC, OR). -

36 Propriétés d’un angle de mesure 2 radians
Soit (¢) un cercle de centre O et de rayon A.
1. Déterminer la mesure en radian, de l'angle au centre
d'un secteur de [€) dont l'aire est égale a celle d'un
carré de coté I.
2. Soit A et B deux points de (€). On considére le secteur de
(), dont I'angle au centre AOB a pour mesure ¢, en radian.
M et N sont deux points tels que :
Me [OA], N € [OB] et OM = ON.

oD
W A

On considére deux trajets pour se rendre du point A au
point B : =
T, : en suivant l'arc AB du cercle (€) ;

T, : en passant par M et N et en suivant l'arc MN du
cercle de centre O et de rayon OM,

Déterminer @ pour que ces deux trajets aient méme lon-
gueur, quels que soient les positions des points M et N
sur les segments [OA] et [OB].

37 1. En remarquant que sin 5x = sin (4x + x),
démontrer que : sin 5x = 16 sin®x — 20 sin?x + 5 sin x,
2. Résoudre dans R l'équation : sin 5x = 0 ; vérifier que
2n

% et sont des solutions de cette équation.

3. Résoudre dans R I'équation : 16X° - 20X° + 5X = 0.

4. Déduire des questions précédentes les valeurs de
X « 2E
sin = et sin 5
38 1. x étant un nombre réel, démontrer que :
cos 5.x = cos x (16 cos® x — 20 cos®x + 5) ;
{1—cosx) (4 cos?x+2cosx—1)2 =1-—cos 5x.
2. a) Résoudre dans B |'équation : cos 5x = 1.
b) Déduire des questions précédentes les valeurs de

in 4 fid
Cos 5 cos 5 et cos B

39 On considére trois carrés disposés comme dans

la figure ci-dessous.

i B o

Caleuler cos (B +7) ; en déduire que : = + 1.

A0 a et b sont deux nombres réels donnés non
tous nuls et ¢ un nombre réel variable.
1. Justifier 'existence de deux nombres réels r et @, tels
que:a=rcosq¢ e b=rsing.
2, a} Résoudre le systéme d’équations :
xcost+ysint=a
[x;y)e Rx H,{
—xsint+ycost=>b
b) Démontrer que les solutions du systéme sont ;
_I.l:=rms(|‘.+tp]
y=rsin [t +¢).
¢] Soit [x ; y) une solution de 1'équation précédente et
M le point de coordonnées lt] dans un repére orthonorms,

Démantrer que lorsque t décrit R, le lieu du point M est

inclus dans un cercle que I'on déterminera. Préciser ce
cercle pour a® + b% = 4,

81 .« et y étant deux nombres réels de l'intervalle
[0 ; x], on consid@re le systéme d'équations (S) :

COS X COS §j = 3"}" 1
{
sinxsiny="3‘;1.

1. Démontrer que le systéme (S) est équivalent au sys-
teme suivant :

cos [x+y) = —%-
{ :
cos [x—-y) = %—

2, Résoudre (5).

B2 1. o) Vérifier que : \{34- 2/2=1+ ]2
b) Résoudre dans R 1'équation ;
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5';'

2X2 ., [I—E)X—J-%=U+

¢) Résoudre dans Uj_l'inéqualion :

2X%+ (1-{2)X -2 > 0

2. Déduire de la question 1.b la résolution dans [t de

I'équation : 2 cos?x + (1 - J2) cos x - % =0
Représenter sur le cercle trigonométrique les images
des solutions de cette équation. .

3. Déduire de la question 1-c) la résolution dans l'inter-
valle |- n; n] de l'inéquati?n :

2 costx+(1-2)cosx— -%—-} 0.

Représenter sur le cercle trigonométrique les images
des solutions de cette inéqualion.

83 o est un nombre réel appar-
tenant & I'intervalle [0 ; J- [ et M son
image sur le cercle trigonométrique.
1. Démontrer que : sin . < o £ tan a.
(On pourra remarquer que [aire du
secteur circulaire délimité par les
segments [Ol], [OM] et I'arc de cercle
IM est comprise entre les aires des tri-
angles OIM et OIT.)

2. En déduire que, pour tout x élément de ]D : -%[

sinx tan x sin
e S — £ _—
ona: <1< el cos.x

an Pentagone régulier

Voici un programme de construction du pentagone
régulier.

(@) _——A
B I)
v
#d
e o JF !
C
> D

« (@) est le cercle trigonométrique ; on considére les points

A % 0
Q( 04) et M(l)
2
o Le cercle (I de centre £ et passant par M coupe le
egment [I'l] en P et Q.
i lg.es tangentes & () en P et Q coupent (6)en A,DetB,C.
On se propose de démontrer que IABCD est un penta-

one régulier. —
',gt. Soil o une mesure de I'angle (OI, OA).

Calculer cos o, puis cos 20
2. Soit p une mesure de I'angle (OL 0B).

Calculer cos P et en déduire que p=2a.

e
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3, Soit y une mesure de I'angle (OB, OQ]F :
Calculer cos v Pujﬂ 2v

En déduire que [C—)ﬁ,f}E) = (OI, DA).
Conclure.

#5 Un couloir, de largeur .’_3 métres, tourng )
angle droit et sa largeur n'est plus alors que de 1 Mg |

r T Can o

l

Sur la figure, une droite passe par 0, fait avec I'un des
le o et coupe deux autres murs en A et B,

murs un ang
1. Exprimer, en fonction de a, les longueurs OA, OB et AB,
2. On pose : AB = f(a). %

4 cos (o — 15_)

Démontrer que : f(a) = ST O

3. a) Déterminer « pour que : AB = 4.
b) Déterminer & pour que : OA = OB.

86 Une chaine de vélo s’enroule autour d'un
pignon (P) de centre O et de rayon r et d'un pédalier (P')
de centre O’ et de rayon r'. On pose : 00" =d.

Soit « la mesure en radian de 1'angle que fait (0O’) avec
(AA’), tangente commune extérieure 3 (P) et (P').

1. Calculer sin o, puis cos 2a, en fonction de d, T &t r-
2. On se propose de calculer la longueur L de la chainé
Soit A et B (respectivement A’ et B') les points de
contact de la chaine avec (P) (respectivement (P))
a) Calculer AA' en fonction de d et a.

b Calculer, en fonction de o, ret 7', la longueur des a'rﬂi
AB et A'B’ 0d la chaine est en contact avec (P) o1 ®)
c) En déduire, en fonction de a, d, r et ', la longuew
de la chaine.

3. Application
Qnﬂ:r=5nm,r':1[]cme[d=450mi

Calculer une valeur approchée a 10-2 prés de o€t del




G eométrie analytique
du plan

Introduction

e 5 Dans les classes précédentes, nous avons étudié les équations car-
S A AT _ tésiennes de droites du plan et de cercles. L'objeciif de ce chapitre est
A A ! de compléter ces nofions & l'aide de l'orthogendlité, du produit sca-

laire et de la trigonomélrie. Nous étudierons en particulier les équa-
tions normales d'une droite, la distance d'un point & une droite, les
représentations paramélriques d'un cercle et les tangentes & un cercle.

René Descartes (1596 - 1650), mathématicien, physicien et philosophe francais
(Peinture de Frans Hals.)
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—r =k
; ; -mé (O, i, J ).
Dans tout ce chapitre, le plan est muni du repére orthonor

halite et droites du plan

oint et un vecteur normal

| __1.1.. Droite définie par unp
| On sait que, pour tout Pmnt A et tout vecteur non nul n, il existe une et une seule droite Passan - |
et de vecteur normal n. —IJI i3 i
Cette droite est 'ensemble des points M du plan tels que : A mn. ‘

| smmm=m Equation cartésienne d’une droite |
i Propriétés
| Smt a et b deux nombres réels tels que (a,b) # (0,0). :
« Pour tout nombre réel ¢, la droite d’équation cartésienne ax + by +c=0 admet n ( b) pour vectey i

i|: | nur‘mal - ”
{ + Réciproguement, toute droite de vecteur normal n (b) admet une équation cartésienne de la forme;

|
I ar+by+c=0,o0uce R

! Démonstration 2

“ * La droite d’équation ax + by + ¢ = 0 admet E( a) pour vecteur

|‘, directeur. Q i 7

| On a: w.n = 0. Donc n est un vecteur normal  cette droite. ~ .

| » Soit M( ] un point du plan et (%) une droite de vecteur normal n. A ;2

. On désigne par (x, ; y,) les coordonnées d'un point A de (%). J ,/ ||
A =+

‘ Ona: Me (@) & AM.ni=0 CE;

| & ale—x,) +bly-y,) =0. (D) L1

.l! (@) admet donc une équation cartésienne de la forme : ax + by + ¢ = 0, jp" BB

| oll ¢ = - (ax, + byp). ny

I Exemples

|J ¢ La droite d'équation y=mx + p admet n ( 1] pour vecteur normal.

e Soit (@) la droite d'équation cartésienne 2x -3y + 4 = 0. On se propose de déterminer une équatio?

'/ cartésienne de la droite (A) perpendiculaire & () et passant par le point A(-—zl).

u (g) vecteur directeur de (%), est un vecteur normal a la droite (A).

Soit M )Ona Me (A) & AM.u=0
e 3x+1)+2y-2)=
© dr+2y-1=0.

. . -3 1 —
* On considére les points A( 4) et B( 2). On se propose de déterminer une équation cartésienn®

médiatrice du segment [AB]. i
La médiatrice de [AB] est une droite de vecteur normal AB| 2 ; elle admet donc une équation de la fo®

42— 2y + = 0. Elle pasti pac 1(3)’““119“ de [AB] ; donc: 4 x(-1) =2 x3 + ¢ = 0.

Une équation cartésienne de celte droite est : 4x — 2y + 10 = @,

48 Géométrie analytique du plan p
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smmmm=n Parallélisme et orthogonalité de droites

Propriéetes

Soit (2) et (") deux droites d'équations cartésiennes respectives ax + by + c = 0 et a’x + b’y + ¢’ = 0,
1) @7(@) & ab'-ab=0 ; (2) @)L(@)  aa'+bb'=0.

Démonstration
Les droites () et (2') admettent n (g) et n’ (3’,) pour vecteurs normaux respectifs.
(1) (@)4(2") < netn’ colindaires (2) @) L(@) & nln'

& det(n,n)=0 & nn=0

< ab' —-ab=0. < ad +bb' =0,

B emarqgues

* Les propriétés (1) et (2] peuvent s'établir & I'aide des vecteurs directeurs respectifs u (_2) el ' (_é’, )
de (%) et (%B°).

* La propriété (1] est vraie dans un repére quelconque.
Par contre, la propriété (2) n'est vraie que dans un repére orthonormé.

—1.2. Equation normale d’'une droite

pmmmmen  |ntroduction
Soit (%) une droite, EI._}_I‘._]_H vecteur normal & (%) el 8 une mesure {&_;5
de 1'angle orienté (i, 1 ). i H P

- . By
On considare le vecteur o tel que : D= ﬁ /": : ;q'(\ o

n J- T /

v est cteur unitaire colinéaire a 7, donc o (€% 2 = ° ] <
v est un vecteur normal a (%), donc (@) admet une équation \h L/

de la forme : x cos 8 + y 8in 6 + k= 0.

Propriété '

—

Soit (%) une droite, 7 un vecteur normal & (@) et 6 une mesure de I'angle orienté (i m).

(@) admet une équation cartésienne de la forme : x cos 6 + y sin 6 + k = 0.

Cette équation est appelée équation normale de (%),

B emarque

Toute droite () admet deux équalions normales. En effet, il existe deux vecteurs unitaires opposés, normaux
a (@), qui font avec i des angles de mesures respectives Bet B+

Les équations normales correspondanles a ces deux valeurs sont :

xecosO+ysin@+k=0 et xcos(@+m)+ysin(@+n)-k=0

Exemples

it (@) la droite passanlt par le point A —2) et de vecteur directeur ¢ [ - ).
. Su}l_ (%) la droite p p 3 /3
3(*;5) est un vecteur unitaire normal a celte droite.

2

Géométrie analytique du plan 49

Scanned by CamScanner



= - -

/3 1 2/3+3
(%) admet pour équation normale : - ‘% (x+2) +-12-(y =18) ml) P R ==,
* Soit (2') la droite d'équation 3x — 4y + 10 = 0. 3 i
Les équations normales de (9') sont : %x - %‘ y+2=08t ~p I+ FY-2=0,

... g

Pour obtenir une équation normale d'une droite ayant pour équation cartésienne ax 4, ,
il suffit de diviser les deux membres de cette équation par la norme du vecteur normg) ;;(

On obtient : =0.

| a R
— (o o

i

=t =]

)

il
| mmmemmm Distance d’un point a une droite A
I Soit (%) une droite, A un point du plan et H le projeté orthogonal
de A sur (). M
Pour tout point M de (%), on a : AH € AM. U
AH est appelée distance de A 2 (@) et notée d(A,). @)

Propriete 1

Soit A(;U) un point du plan et (3) une droite d'équation normale xcos 6 + ysin 0+ k=0,
2 .
it Ona: d(A,9)=|x,cos0+y,sin8+k|

I Démonstration AR

il Soit H le projeté orthogonal de A sur la droite (2) et M 't) % (@)
1 un point quelconque de ().

l? v (2?; g) est un vecteur unitaire normal 2 (9) ;

‘l donc: AH = IAT\dF.a =| [x—x,)cos 6 + (y - Yplsin B . M &

<4

i Or:Me (2) < xcosB+ysinf+k=0,
i Donc:d[A.ﬁ]=|.1-ucosﬁ+y°sin9+k[.

E emargue

Cette propriété permel de donner une interprétation géométrique du nombre réel k :) k| = d(O, D).

Propriété 2

§ X, . " o f
r Soit A(I}g) un point du plan et (%) une droite d'équation cartésienne ax + by + ¢ = 0.
|axy + by, + |

%ﬂ:d[ﬂ,@]':—“,‘w.

Démonstration
La droite (9) admet pour équation normale :

2

b
T VT =
a*+b Ja%+ b?

En appliquant le résultat de la propriété précédente, on a : d(A, @) = | ax, + by, + ¢ | |

Jat+ b?
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Exemple

-3
On considére les points A(_zl), B( g ) et C(B) £
- — D l
On se propose de calculer la distance d i : ’, \
b e du ;:;omt Aala ,I . N
La droite (BC) a pour vecteur direcleurliﬁ(?). l, ; N
2 o7 L1
Une équation cartésienne de (BC) est donc : f! \ |
3 (x-3)- 9_;—{1 & x=35-3=0. =&
Donc : d(A,(BC)) = 1= fi0, °

—1.3. Travaux dirigés

mmmm=m 1. Expression trigonométrique du déterminant de deux vecteurs
Le plan est muni du repére orthonormé direct (0,7 7). On se propose de démontrer que, pour tout
couple (¢, v)de vecteurs non nuls, on a : det (u, v)=|[ull x [[o]] X sin [u. v).

Soit u (y) et v (; ) deux vecteurs non nuls et 8 une mesure de l'angle (i, u).

1°) Exprimer les coordonnées de u en fonction de 6 et de || ull.

2°) Soit u” le vecteur défini par : ||t = |ull et (i, u") est I'angle droit direct.
Exprimer les coordonnées de z’ en fonction de 8 et de Il puis en fonction de x et y.
3°) Vérifier que : det [It:. I;] = u'v.

4°) Démontrer que : w'o = llull % |oll x sin [E, ff]. Conclure.

———

Solution

1°) [?_? ) est une base orthonormée, par conséquent :

x= = |7l x|l x cos (i,u) = l|ull x cos 8 ;

y=J.t = I[7Il x I[all x cos (7,u) = Ilall x cos (8 = F-) = Ilull xsin 6.

2°) Les coordonnées de « sont : (Il u]l X cos (EI + —-) ]|u|| % sin (B + 72‘ ))
ou encore + (=lI2l x sin 6, [Jull % cos B).

On en déduit que : (—-y)

39) W' p=—yx' +xy =xy —yx' = det (u, E’]
4°) D’aprés la relation de Chasles, ona: (v, d') = [E: T [u, 7).

_,..-:—-..,,

On en déduit que : cos(v, ') = sm[u v).

Ainsi : 2= (121 x 119l x cos(@, @) = [l x |l>< sin(if, 0).
Par conséquent : det [u. v] = i|H|| X ”U“ x sin(d, ©').

B emarques

* Cette expression du déterminant de deux vecteurs établit qu'il est indépendant de la base orthonormée

dans laquelle il est expnmé R 3
LU ri 2 o . 5 detfu v)
* On sait que : cos [u, v)= . L'étude précédente permet d'écrire : sin (u, v) =—5——~
[FRE] Il x el
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- ; et déterminant
mmmm=m 2. Aire d’un triangle, d'un paralle!ogrumme

logramm
Le plan est muni du repére orthonormé direct (0, ©,7)- Soit AB CD un parallélogramme et H le proje,g

orthogonal de D sur la droite (AB). -

1°) Démontrer que : DH = AD X | sin (AB, AD) !

2°) En utilisant le résultat du travail dirigé précédent, €0 oalilie g
a) aire (ABCD) = | det [353, ﬁ] |5

b) aire (ABD) = 1- | det (AB, AD) .

Application

: i 11é
On considére les points ""(_11)’ BG), C(_az) et le point E tel que ABEC soit un parallélogramme,

Calculer les aires du parallélogramme ABEC et du triangle ABC.

50|Ut10n s e e ¢
1) On a : DH = AD sin DAB. De plus, sin DAB = | sin (AB, AD) |
On en déduit que : DH = AD | sin lﬁ. f"i—ﬁ} |

2°) a) aire (ABCD) = AB x DH
-ABxADxism[AB AD)| A

- | AB x AD x sin (AB, AD]| e
Or, d’apres le travail dirigé precédem det (AB,AD) = AB x AD x sin (AB, AD);

H B

= B
donc : aire {ABCD} | det (AB, AD][ = PN
b) aire (ABD) = - ABx DH = 1| det (AB, AD) | —<W <

J >~
Appficauon 9] T
Ona: AB( )etﬂ'c’("é) 3 £

C

Donc : aire (ABEC) -|det[AB AC) | =10 et aire (ABC) =

gmme=zm 3. Coordonnées du projeté orthogonal d'un point sur une droite

Soit (@) une droite, B un point de (@) et v un vecteur unitaire normal i (D).
On considére un point A et on désigne par H son projeté orthogonal sur (2).
On oriente la droite (AH) dans le sens de .

1°) Démontrer que : AH - D AB.
2°) En déduire que : AH = (u ﬁB] v
Application

Soit (@) la droite passant par le point B( ) et de vecteur normal n (i)
Déterminer les coordonnées du point H, projeté orthogonal de A(Z) sur (@)
5

Solution
1°) Soit A’ I'image de A par la translation de vecteur v,
Ona: uﬁB = AA X AH
- AH.
2°) Par définition de la mesurer algébnqua AH = A
on en déduit que : . AH = (. AB)Y.
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App.'r'cutfon
Le vecteur v de coordonnées ( 3

= é ] est unitaire et nurmal a la droite (9).
Le vecteur AB a pour coordonnées (1 ; -7) ; donc : B.AB = — 5.

Le vecteur AH a donc pour coordonnées (-3 ;-4);donc: H( )

WE XCTCICOS Brrrs s o i

l.a  Soit (@) la droite d'équation 2x -3y + 4 =0,

Citer trois vecteurs normaux et trois vecteurs
directeurs de (@).

1.b Déti.arminer une équation cartésienne de la
droite (@) passant par A g ) et admettant 5}(2 )
pour vecteur normal,

l.c Soit (%) et (@) les droites d'équations respec-
tives4x + 6y +2=0el 9x -6y + 2 = 0.
1. Ces droites sont-elles parallales, perpendi-
culaires, ou ni paralléles ni perpendiculaires ?
2. Déterminer les deux équations normales de
chacune de ces droites.

1.d  On considére les points A * B Vet 1)
4 2 ~1

le

1.f

Déterminer des équations des trois hauteurs du
triangle ABC et en déduire les coordonnées de
I'arthocentre de ce triangle.

On considere le point AG) et la droite (%)
d'équation 7x—y+6=0.
Déterminer la distance du point A 2 la droite (%).

1. Détermioner une équation normale de la droite

(%) passant par le point A(E) et de vecteur direc-
=12

teur v 5]

2. Déterminer la distance du point B(g)éladroite
().

Nous avons vu dans les classes précédentes que l'équation cartésienne (x — a)? + (y - b)? = r2 caractérise le
cercle de centre Q(ﬁ et de rayon r. Nous allons découvrir une autre caractérisation d'un cercle dans un

repére orthonormé : la représentation paramétrique.

—92.1. Représentation paramétrique d’'un cercle

mmmmmsm Cercle centré a lorigine

Soit (€) un cercle de centre O et de rayon r.
Pour tout point M(;), ona:
Me (€) & OM=r
= 2ryt=r
& (%}3 + [‘%]2 =1
& 30e R, $=cosf et +=sin0
&

d8e R, x=rcosB et y=rsin 0.
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Soit () un cercle de centre 0 et de rayon I+

‘

!
|

= i amétrique de (€) dans |
x = r.c08 0 (0 € R) est appelé représentation par q e e repére (q), oy

Lesystéme{y=rsina

x=cos0
(8 e R).

F"'.;"

Exemples ‘ N {
e Le cercle trigonométrique (C) a pour représentation parametrique -

. 2 _ g est le cercle de centre O et de rayon 25,
/ ts M(';) tels que X? +¥
« L'ensemble des poin q v 302 cas el
' Une représentation paramétrique de ce cercle est : {y —2/2sin8

y=sinb

smmmsm Cercle de centre quelconque

Soit (€) un cercle de centrs Q(E) et de rayon r.
Pour tout pointrvl;t ,ona:
Me (€) & QM=r

& (k-a)f+y-bPE=r

x—ay  (y-by_

& (ERP () =1 ;
o J0eR, x;a=msﬂ el—u-:—=sinﬁ
b | e J0cR x=a+rcosh et y=b+rsinb.

il |
i |

Soit (€) un cercle de centre ﬂ(g) et de rayon r.

et e ® (0 c R est appelé représentation paramétrique de () dans le repére (0. /)

Le systéme {

Exemples
| » Le cercle de centre A f) et de rayon 2 a pour représentation paramétrigue :

5|= {x=—3+2.r.'.059 e R).
i y=4+2sin8
Ll « Soit (E) I'ensemble des points dont les coordonnées (x ; y) vérifient 1'équation : x* + y* = 2x +y =1 =3 0
| I :' Cette équation peut s'écrire : (x—1)* + (y + é_]z = % Donc (E) est le cercle de centre AL 1_1*) et de rayon -
1 y 2
L . . x=1+3cos@
: Ce cercle a pour représentation paramétrique : { 2 (6 e R).
Y 3 .
Yy=-—5+-5sinb
x=3cosB

I ¢ Le systéme {y . (6 € R) est une représentation paramétrique du cercle

| de centre A(_ul) et de rayon 3.

| 2.2, Travaux dirigés

gmemmm 1. Tangente en un point d'un cercle
Soit (%) le cercle d'équation x* + y* - 2ax-2by +c=0 et A(;'U) un point de (€).
0
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1¢) Déterminer une équation cartésienne de la tangente a (€) en A.
2°) Démontrer que cette équation peut se mettre sous la forme :
%K + Yy, — alx + x;) - bly +Yg)+c=0,

Application

Soit (€) le cercle d'équation 2 + y? - dy-1=0 et A le point de coordonnées (1 ; 3).
Vérifier que A appartient a (€).

Déterminer une équation cartésienne de la tangente a (‘¢) en A.

Solution M
1°) On dé;igne par Q le centre de (€). Soit (T) la tangente & (6) en (©)
A et M(y) un puin_l+ du_;ilan. : ”
Ona:Me (T) ® AMQA =0
& (x~xg)leg —a) + (y - y )y, - b) = 0 (1),
(1) est une équation cartésienne de (T).
2°)Ona:(1) & XXq + Yy — ax — by — (x§ + y& — ax, — by,) = 0.
Or:Ae(€) o xf+ys-2ar,-2by,+c=0 2
& .t§+y§—a.rn—byu=a.rﬂ+byu-cl —T 1A
Donc : (1) € XXy + Yy, — ax — by —ax, - by, + c=0 g
& g +yyy—alx +x) - bly + y,) + e=0. a )
Application I ™~

fes ] ITH]

Les coordonnées du point A vérifient I'équation de (%), donc A \
appartient a (‘).

En utilisant le résultat de la question 2°), on obtient : ,

T
a1

x+3y—%(y+3]—1=0; “gr" 1
c’est-d-dire : 2x + 3y - 11 = 0.

B emargue

Soit () un cercle d'éguation x? + y? - 2ax - 2by + c = 0 et A(;:ﬂ) un point de ().

On obtient une équation de la tangente @ (6) en A en rempla;:anfdans I'équation de (€) :
x% et y? respectivement par xx, et yy,;

2ax et 2by respectivement par alx +x,) et b{y + y,).

emzmmm 2. Tangentes @ un cercle passant par un point donné extérieur a ce cercle
Soit (€) le cercle d'équation x* + y*-10x+ 15 =0 et P le point de coordonnées (0 ; 5).

On se propose de déterminer une équation cartésienne des tangentes au cercle (€) passant par le point P
1" méthode
Soit Mn(lfﬂ) un point de ().
0
a) Ecrire une équation de la tangente a (6) en M,
b) Déterminer x, et y, pour que cette tangente passe par P.
¢) En déduire une équation des tangentes a (‘€) passant par le point P
2¢ méthode
a) Ecrire une équalion cartésienne de la droite (A ) passant par P et de coefficient directeur m (m e R).

b) Déterminer, suivant les valeurs de m, le nombre de points communs i cette droite et au cercle ().
¢) En déduire une équation des langentes a (€) passant par le point P.
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|
| Solution
' l 1™ méthode
| @) D'apras le travail dirigé précédent, une équation de 1a tangente (Tg) 2 (6) en M, est :
| o +YYy =5l +x) +15 = 0. B ]2‘7
b)Ona: P(g) - il B -—~—-“_-
\ ~L_ M, ]
Donc:Pe (T,) & 5y,—55,+15=0 — ] T
& Yp=Xxg— 3 (1). / 1‘:-.?
Deplus:Mge (€) & x2+y2-10x,+15=0 (2). T \ —
Des égalités (1) et (2), on déduit : o7 { = o 1
g + (%9 — 3)2 — 100, + 15 = 0 (3). W 1%
B) & xf-8Bx,+12=0 \\ @“‘"“
S xp=2 ou x;=6. \| i
Si-r‘]:z,nna:yr’:‘—l;si x,=6,ona: y;=3. i

c) Les tangentes a (6) passant par P sont donc les tangentes 2 (@) aux points M, (_21) ot Mz(g)-
Elles admettent pour équations respectives 3x +y—5=0 et x+3y—15=0.
2° méthode

a) Une équation de (A, ) est : y = mx + 5.

b) Les abscisses des points communs & (6) et & (A,,) vérifient I'équation :

(m? + 1)x* 4+ 10(m - 1)x + 40 = 0.

Cette équation, du second degré et d’inconnue x, a pour discriminant réduit :

A’ =-=5(m + 3)(3m + 1), donc :

ssime l—e;-3lU]- % i + o[, (€) et (A, ) n'ont aucun point commun ;
ssime]-3;— -%—[. la droite (4,,) coupe (€) en deux points distincts ;
ssim=—3o0um=-— -%.— la droite (A,) est tangente & (€).

c¢) Les tangentes a () passant par P admettent donc pour équations respectives :
3x+y-5=0 et x+3y—-15=0.

mep=== 3. Equation du cercle inscrit dans un triangle

- . 4 -12 13
On considére les points A(?). B( 5 ) et C )

1°) Déterminer une équation des droites (AB), (AC) et (BC).
2°) Déterminer une équation des bissectrices intérieures du triangle ABC,

3°) Vérifier que ces trois droites sont concourantes et en déduire une équation du cercle inscrit dans
le triangle ABC.

Solution

1°) Les droites (AB), (AC) et (BC) ont pour équations respectives :
I 3x—4y+16=0, 4x+3y—37=0 et y+5=0.

2°) Soit MG) un point de la bissectrice de I'angle K

On a: d(M, (AB)) = d(M, (AC)) & |f“_:155ﬁ| _lx+3y-ag)
5

S 7x-y-21=0 (1) ou X+7y—53=0 (2).

On vérifie graphiquement que 'équation (1) est celle de 1y bissectrice cherchée, I'équation (2) étant cel
il | de la bissectrice extérieure (cf. exercice n° 28 - chapitre 1), .
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Par une méthode analogue, on trouve des équations respectives des bissectrices des angles Bet C:
x-3y-3=0et x+2y-3=0.

3°) Ces trois bissectrices concourent au point Q(g), centre du cercle inscrit dans le triangle ABC.

Le rayon r de ce cercle est tel que : r=d(Q, (BQ)) = 5.
Dong, une équation du cercle est : (x — 3)2 + 42 = 25 ;
c'est-d-dire: a% + y? —6xr— 16 = 0.

WE XTI CICOS Brors s s o o

2.0 Préciser la nature et les éléments caractéris- 2.e Onconsidére le cercle (€) de représentation

i ! i - x=—2+3cos@

It:l-'ittlz::l: I ensemble de représentation para praIgE g { P81 © e B).
r=345cosa Déterminer une équation cartésienne de {6).
{y=2+551nu (e R).
2.F On considere le cercle (6) d'équation carté-
2.b  Préciser la nature et les éléments caractéris- sienne 2% + 2y° —x + 3y =0,

tiques de I'ensemble de représentation para- Déterminer une représentation paramérique
mélrique : de (€).
{.r:?—ﬂsmcf. (e R). B ,

y=5cosa 2.9 On considere les points A(l ) el ]3(2 )
(On pourra poser 8 =o. + %"i Déterminer une représentation paramérique

. du cercle de centre A et passant par B.
2.c On considére le cercle (€) de representalion

xr=2cos0 ; i —1 :
paramérique { y=2sin0 (6 e R). 2.h  On considere les points A(—z) et E(%)
Déterminer une équation cartésienne de (€). Délerminer une représentation paramérigue

du cercle de diamétre [AB].

2.d On considére le cercle (€) d’équation carté-

sienne x?+y* -5=0.
Déterminer une représentation paramérique

de ().
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Exercices

Dans tous les exercices, le plan est muni du repére
— —¥
orthonormé (O, i, j ).

APPRENTISSAGE

Orthogonalité et droites

1 Dans chacun des cas suivants, déterminer une
équation cartésienne de la droite passant par le point A
et admettant n pour vecteur normal :

() o a(ﬁ);

bJA( _"1) ot Ruals
c) A(g) ot n=27.

2 Déterminer un vecteur normal 4 la droite (A)
dans chacun des cas suivants :

al(A):7x-5y+2=0;

b)(A):x=2:

cl (&) :y:—%.r+? ;

dla)iy=—4;

e)(A):=5x+3y—-1=0;

f8):7x=3;

g) (4) est la droite passant par le point O et de vectsur
directeur u -32 i

h} (&) est la droite passant par le point A(_;) et de vecteur

directeur q;)

3 Pour chacune des droites (2,), (,), @,) et (2,),
déterminer un vecteur normal, »

%) ) =

& Déterminer une ¢quation cartésienne de la droite
: e
[ﬁ:].passanl par le point A(_z) et perpendiculaire a |
droite (4) d'équation x—pg+3=0,
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1. Déterminer une équation cartésienne de
passant par A et de vecteur normal 7,

2. Déterminer une €quation garlésienng de 13 gy
(@,) passant par A et perpendiculaire 3 [9311 drojg,

6 Soit (&) la droite d'équation 2x + gy ,
’ =0
Déterminer les vecteurs normaux a (2) de normg égal j“

7 Soit (@) la droite d’équation 3x — 4y , 5 o
1. Déterminer les vecteurs unitaires normauyy 3 @),
2. Déterminer les équations normales de (), .

8 Dans chacun des cas suivants, caleu],
tance du point A 2 la droite (A) :

a)r‘s(_f)- (4):2x+y—3=0;

b) A(‘f). (A):2x=5;

o a(2)
9 Dans chacun des cas suivants, calculer Iy dis.

tance du point A & la droite (S) et les coordonnées du
point A', projeté orthogonal de A sur (@) :

a) A(g) ;
o)
c) A@) ;

10 Avec les données de la figure, déterminer une

equation de la médiatrice de [BC] et de la hauteur issue
de A dans le triangle ABC.

er la dis.

(A):y=2x+3.

() :3x+5y—2=0:
(D) :x=1;

vy 10
(B) 1y =,

\l/

e

11 On donne les droites (@) et (@) d'équatiol
respectives y = 3x ot y=—ax. >
Déterminer et construire I'ensemble (I') des points M(y
tels que : d(M, @) 4 q (M, D) = 4.

-2
12 On donne les points A(g). BG) etC —1)'

Vérifier que A, B et C ne sont pas alignés.
' pﬂs lgnE G‘
Déterminer les coordonnées de I'orthocentre dé AB



13 On donne les points A(g) B(‘;) et (:(“f]‘
Vérifier que A, B et C ne sonl pas alignés,

Déterminer les coordonnées du centre du cercle cir-
conscrit au triangle ABC,

14 On considére les points A ‘04 B ‘é) ol C(g)

Soit A I'abscisse d'un point M dy segment [AB].
Exprimer, en fonction de &, les distances dy point M
aux droites (AC) et (BC).

Démontrer que la somme de ces distances est constante.

15 Le point B a pour ordonnée -2—.

/47‘{:ﬂ

€l B/
'
e P’—i'
/

La droite (AB) est-glle bissectrice de l"angle DTC %

16 On donne les points A(;). B(_El) et C(_?:‘;)
Calculer l'aire du triangle ABC.

17 On considere les points A :3 et B a A

Déterminer_&l tracer le lieu des points M du plan tels
que : | det (AB, AM) | = 8.

Cercles

2
Déterminer une représentation paramétrique du cercle
de diamétre [AB] et une équation de chacune des tan-
gentes & ce cercle en A el en B,

18 On considere les points A(_a) et B(_zl).

19 On considére le point A(_El) et la droite (&)
d'équation xr —2y —2=0,
Délerminer une représentation paramétrique du cercle
de cenlre A, tangent a la droite (2).

20 On considére le point A(?)et la droite (%)
d'équation Zxr—y+3=0.
1. Déterminer une équation cartésienne du cercle ('6) de
centre A, langent a la droite (%).
2, Calculer les coordonnées du point de contacl entre
(€) et ().

21 Démontrer que la droite (%) d’équation
X -y +1=0est tangente au cercle (€) d'équation
2yt _ge+2y-3=0.
Calculer les coordonnées de leur point de contact.

29 Déterminer les valeurs du nombre réel m telles

écannea By Eamgcanner

que le cercle (€) d'équation +2 + y? + 2x — By — 5 -9
soit tangent & la droite (@) d'équation x — y + m = 0,
Pour chacune des valeurs obtenues, calculer les coor-
données du point de contact entre (*6) et ().

23 m est un nombre réel, On considére la draite
() d'équation x-my+ 1+ mz=0.
Démontrer que (A, ) est langente & un cercle de centre O
dont on précisera le rayon.

APPROFONDISSEMENT! )

24 Soit (%) la droite d’'équation 3x+y+2=0el
A le point de (@) d'abscisse —1.
Déterminer une équation cartésienne du cercle passant
par l'vrigine el tangent & la droite (%] en A.

B 5 Soit ['6) le cercle de centre Q ? et de rayon 3.

1. Délerminer les points de ce cercle ot la tangente

—» \-'3
admet pour vecteur normal o .

2. icrire une équation de chacune de ces tangentes.

26 Soil (%) et (2') les droites d'équations respectives :
dx—4y+6=0 et —Bxr+8By+9=0
1. Démontrer que ces droites sont parallgles,
2. Déterminer une représentation paramétrique du cercle
tangent & ces deux droites et dont le centre a une ordon-
née nulle.

B7 Soit (€) 1o cercle de centre Q g et de rayon 2,

m un nombre réel, (D,,) la droite passant par O et de
pente m.

1. Déterminer une représentation paramétrique de (‘€).
2. Démontrer qu'il existe deux valeurs de m pour les-
quelles (2,) est tangente A ().

28 On considére les points A 2) H(-Da) et C(g)

Déterminer une représentation paramétrique du cercle
inscrit dans le triangle ABC,

29 On considere les points A(!), B :) c@) at

culer

D _[;;) Utiliser les résultats établis au §1.3. pour ca

I'aire des triangles ABC, ABD, ACD et BCD.

30 On considére les points AG ! B("‘i) at C(ﬁg).

0
1. Déterminer les points I et | de I'axe des abscisses,
équidistants des droites (AB) et (AC).
2. Ecrire une équation cartésienne du cercle de dia-
métre [1J] et vérifier que ce cercle passe par A.

3. Déterminer une équation de la tangente & ce cercle en A.

31 Soit (€) le cercle de centre O el de rayon 3, (4")
le cercle de centre Cl‘gg et de rayon 1.

1. Démontrer que les deux cercles sont sécants en deux
points, dont on déterminera les coordonnées.

2. Démontrer qu'en ces deux points, les tangentes a (€)
et (¢) sont perpendiculaires.

3. Déterminer une équation normale, de chacune des
langentes communes a (6) at (‘€').
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A .32 Soit r, r’ et d trois nombres réels strictement
Positifs tels que: r+ r* < d.

On considare le cercle {€) de centre O et de rayon r et
le cercle (€") de centre 0’ g el de rayon r’.

On se propose de déterminer une équalion cartésienne
es tangentes communes extérieures et intérieures aux

cercles (€) et (¢").

Une droite (@), tangente a deux cercles (6] et (€'}, est

dite tangente « extérieure » & ces cercles si ('¢) et [€")

sont dans le méme demi-plan de frontiére (%) ; sinon,

elle est dite tangente « intérieure ».

(@)

(‘6")

(ORI

Dans la figure ci-dessus, (@) est une tangente extérieu-
re a (€) et (€'), et (B') est une tangente intérieure a (G)
et (4’).

1. Déterminer une représentation paramétrique de cha-
cun des cercles (€) et ('),

2. Soit a et B deux nombres réels. On considére le point
M de (%€) et le point M’ de (¢') tels que :

(,OM) = et (1,0M)=p.

a) Déterminer, en fonction de r, r', d, ct et B, une équation
de la tangente A (6) en M et une équation de la tangente
a(€')en M.

b} Démontrer que cesﬁdeu;g_ﬁ tangentes sonl cl,:mfundues
siet seulementsi:| « = P el coso ="1?-"-) ou

(u =B+ mn et cosu=%—£).

¢) En déduire qu'il existe quatre tangentes communes &
(€) et & (€'). Déterminer, en fonction de r, r* et d, une
équation de chacune d'elles.

Application numérique :

r=4,r'=1 et d=5.

33 soit A, B, C trois points de coordonnées res-
pectives (0 ; a), (b; 0), (c; 0) ot a, b, ¢ sont trois nombres
réels non nuls tels que : | b | 2| ¢ |.

1. Démontrer que l'ensemble des points du plan 6qui-
distants des droites (AB) et (AC) est la réunion de deux
droites perpendiculaires (A) et (A").

2. Soit Tet ] les points d'intersection respectifs de (A) et
{A') avec la droite (BC).

Déduire de la question 1. une équation du second degré
dont les solutions sont les abscisses des points I et J.
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_AB
1c =JC TAC”

. vérifient I'équalion :

3. En utilisant 'équation trouvée 2 1a questioy, 5
sans résoudre cette équation, démontrep que; Ml
B _JB

34 On a vu dans le manuel de secq
n° 46 - page 96] une définition de la p
point par rapport d un cercle, lorsque ce
rieur au cercle.
L'objectif de cet exercice est d'élendre cette notion
les points du plan et d’en donner un aspect angjyy;
Soit M un point du plan et (6) un cerc 1
de rayon r.
On appelle puissance de M par rapport 3 (¢
réel, noté P(M), défini par :

P(M) = MQ? - 2.

1. a) Déterminer, en fonction du signe de @(Mm), 1, posi
tion de M par rapport & ('€). ’
b) On suppose que (€) admet pour équation ¢
ﬂaﬂ+y’-2ar—2by+c=ﬂ.
Démontrer que, si M a pour coordonnées (x, ; 73 Lo
P(M) = xp? + Yo? — 2ax; — 2by, + c. z
Application % 5
On considére les points A(?)' B(l) et le cercle (%€)
d'équation cartésienne : &% + y* + 5xr— 7y—12 =0,
Démontrer que A est intérieur et B extérieur 3 («€).
2. a) Une droite passant par M coupe () en deux points
A et B, Démontrer que : (M) = MA x MB.
b) En déduire que EFGH, quadrilatére tel que les drojtes
(EF) et (GH] se coupent en un point P, est inscriptible si
et seulement si : PE x PF = PG x PH.

Ade (oxgpmn
point e

le de Centrg n

] le nﬁmbrg

artésiey.

35 Sait (6) et (€) les cercles d'équations respectives:
Pty rr—4y+1=0et 2+’ —3c+2y—13=-0.
1. Démontrer que (€) et (€’) sont sécants en deux Ppoints
A et B dont on déterminera les coordonnées.

2. Pour tout nombre réel k, on désigne par (Eg) Ven-
semble des points du plan dont les coordonnées (x, y)

.r1+yz+.r—-4y+1+k[.r'z+y3—3.r+ 2y—13)=0.

a) Démontrer que :

* sile=-1, (E,) est la droite (AB) ;

* si ke#—1, (E) est un cercle passant par A et B.

b) On suppose que : k #— 1. Déterminer en fonction de k
les coordonnées du centre du cercle (Ep).

Quel est I'ensemble des centres des cercles (Ey) quand k
varie dans B\[-1] 7

3. a) Démontrer que tout cercle passant par A et B admel
une équation cartésienne de la forme :

Mat+ i +x—4y 4+ 1)+ p? + g2 —3x + 2y - 13) = 0,00
A ety sont des nomhres réels. i
b) En déduire une équation cartésienne du cercle ci
conscrit au triangle OAB,




Isométries du plan

Introduction

Dans les classes précédentes, ont été définies et étudiées séparé-
ment certaines des isoméfries du plan. L'objectif de ce chapilre est de
T : réperforier, composer et utiliser (lieux géoméfriques, problémes de
o | construction, démonstration de propriéiés) ces fransformations. qui
' | conservent les distances.
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—1.1.. Translations

mEmE==2 |ntroduction
que : MM’ = u.

e T
® si u# 0, aucun point n’est invariant ;

mmmm=m Propriété caractéristique d'v

Proprietée

Soit f une application du plan dans lui-méme.

—r R
on a: MN =M'N".
Pémonstration

-_Izéc:ip_r_?quement, on suppose que, pour tous po
MN = M'N". :

Démontrons que f est une translation.
Soit A un point et A’ son image par f

—

Propriété
Soit u et » deux vecteurs.
La composée t; 0ty

Ona:tz0lg =ty

Démonstration

Soit M un point du plan, M;
— — —r

Ona: MM'=NH\‘I1 +M1M =+ U.

son image par t; el
—+ =+

Ainsi, 13 P
M tel que: MM’ =1+ & 3
t.ot; est donc la translation de vecteur u + .
b i

62 |sométries du plan
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_Translations ..éf'“siin"féﬁfrl”égfb'rthbgo nal

Dans les _?lassea précédentes, on a vu que toute translation est définie P
vecteur u, noﬂt’ée t., est Papplication du plan dans lui-m

I
* si u=0,t: estl'application identique ; tous les

* si A’ et B’ désignent les images respectives de A et B par une translation t;, alor

Nous allons démontrer que cetle derniére propriété est une propriété caractéristi

f est une translation si et seulement si, pour tous points M et N d'

. g =
des translations de vecteurs respectifs i et ¥ est la translation de vecteur u +

oty est I'application qui a tout point M associe le point
— —

ar un vecteur. La translation de

ame qui a tout point M associe le point M’ te]

On a également démontré ou admis les propriétés suivantes :

points du plan sont invariants ;

—= —r
s :AB = A'B.

que de la translation.

ne translation

images respectives M’ et N,

e Si f est une translation, pour tous points M et N d'images respectives M' et N, on a : MN = WN’.

ints M et N d'images respectives M' et N', on a:

Pour tout point M du plan on a: AM = AT ; donc : MM’ = AR’ et f est la translation de vecteur AR.

smmemm Composée de deux translations

oy

M’ I'image de M, par t.,.




Remarques

e Pour tous vecteurs u et T; ona:
donc: 13 O fi; =tyo 'tﬂ"

On djf que-_:*a compq.:)sumn des translations est commutative.
eSiv=-u,on obue-n?:t;; 0ty = t,0 ta = Id,

Cette relation caractérise les bijections réciproques,

+ Toute translation est une fransformation du plan :
la transformation réciproque de th est t . :

- =3 _
U+ u u+-,;.

Exemples

Soit ABCD un parallélogramme. On a :
Gh O R = tag >

GEOtag = the 0 ta s c
(L) =t

mmmm=m Expression analytique d’une translation
Le plan est muni du repére (O, f:f).

- : = 1 . f
Soit t une translation de+vecteur u (b) M(;) un point du plan et M‘(;.) son image par L.
On se propose de déterminer I'expression analytique de t, c'est-a-dire d’exprimer .’ et y' en fonction de x et y.

Ona:MM' =4 & {x,-'r=a.
y-y=b

?L'Expmssion analytique de la translation de vecteur u (g) est : {;: :; I g ;

—1.2. Symétries orthogonales

meme=== Introduction

Dans les classes précédentes, on a vu que toute symétrie orthogonale est définie par une droite appelée
axe de la symétrie orthogonale. La symétrie orthogonale d'axe (4), nolée s, est I'application du plan dans
lui-méme qui 4 tout point M associe le point M’ tel que :

*si Me (A),alors M' = M ;

*si Mg (A), alors M’ est le point tel que (A) est Ja médiatrice de [MM’],

On admettra les propriétés suivantes :

* 'ensemble des points invariants par une symétrie orthogonale d'axe (A) est la droite (A) ;

* s0it O un point, ¥ un vecteur non nul, (4) la droite passant par O et de vecteur directeur u ;
, OM = OM’

pour tous points M et M’, distincts de O,ona:s,(M)=M" & {(O_h'-i. ) = (0. 0M)

mmmmmm Composée de deux symétries orthogonales d’axes paralléles

Propriété
Soit (A) et (A’) deux droites paralléles, O un point de (A) et O son projeté orthogonal sur (A").

La composée s A 0 8, des symétries orthogonales d'axes respectifs (4) et (4”)
est la translation de vecteur 2 00..
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[ D‘iﬂ'lt:!nstr.atican

rl ! ighi M un point, M, son symétrique par rapport a (&),
! e ?}’méirique de M, par rapport & (A'), Het H' les
1| Projetés orthogonaux respectifs de M sur () et (4").
; DHE:MM' :@14_ MTIL{;

= 2HM, + 2M,H

= 2HH’

= 200",
Dong ; 80 0.8, =t;5

zﬂol -
il Remarques
* Lorsque les axes (A) et (A’) sont confondus, on obtient : 5, 0 55 = Id.

g * Toute symeétrie orthogonale est une transformation ; la transformation réci proque de s ﬁ est 53 y
: *Ona:s,0s,=t,qGy ; les transformations 5,0 Sy €t §,,0 5, sont donc réciproques I'une de I'autr,

Décomposition d’une translation

D'aprés I'étude précédente, toute translation peut s'éerire d'une infinité de fagons comme composée de
L deux symétries orthogonales d'axes paralléles.

o Proprieté
Soit t;; une translation de vecteur non nul u.
' Pour toute droite (A) de vecteur normal 1, il existe une droite (A’) et une seule telle que : 5,, 0 5, = tz.

== = =]

e -
e =

A Démonstration
u Existence » &)
{ il | Soit (A’) I'image de (A) par la translation de vecteur %u. (A)
' :: | D'aprés l'étude précédente, la droite (A') vérifie : s, 0 5, = t;.
i Unicité ig
il | Soit (A”) une droite telle que : s, 0 54 =15. -
[ | Démontrons que les droites (A') et (A”) sont confondues. /
101 | Ona:s,08,=5008 = (5408)0s,=(s08)0s,
|]| = 5,0(s,05,)=5,.0(s,08,)
5 | = Sﬁ' - sdw,
1; ! Les droites (A") et (A”) sont donc confondues.
|
il
i Exemples
i |l , de centre O et I, ], K, L les B
i it ABCD un losange de i
| ‘ gﬁlieu}( respEGﬂffr de [AB], [AD], ICD], [CB]. On a: | /\ L
.-' \ . /‘",-" D c
I tho = S@o) @ 2un’ A ] ~>
'.'s] ‘E&lzslﬂlosmm: J \“\/'K
if tan = Sk @ San 5
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qusmmm Expressions analytiques de symétries orthogonales particuliéres

Le plan est muni du repére orthonormé (O, f}}).
goit s une symétrie orthogonale d’axe (A), M(:) un point du plan et M.G:) I —

On se propose de déterminer I'expression analytique de s dans trois cas particuliers.

1. (4) est paralléle a I'axe des abscisses

soit (A) la droite d'équation y=>b et H le point d'intersection des droites

(MM’) et (A).

Les points M et M" ont méme abscisse et H est le milieu de [MM’].

Donc:x =x et y+y =2b.

Lexpression analytique de la symétrie orthogonale par rapport a la droite

X' =x

2. (A) est paralléle a 'axe des ordonnées

Soit (A) la droite d'équation x=a et H le point d'intersection des droites

(MM et (A).

Les points M et M’ ont méme ordonnée et H est le milieu de [MM'].

Donc:x+x'=2a et y'=y.

L'expression analytique de la symétrie orthogonale par rapport 4 la droite

d’équation x =a est:{

xX==x+2a
¥y=y

3. (A) est la premiére bissectrice du repére

(A) est la droite d’équation y = x.
Soit P, Q et P’, Q' les projetés orthogonaux respectifs des points Met M Qp--9 (A)

sur les axes du repére.

X
o m(y)
b (4A) Hp
)
ﬁ
i
o 7
-r A
MG) ol #G)
.J---':f.:]- ----- [ ]
7 (A)
o 7 a

Les images respectives par s des points P et Q sont les points Q" et P". 7 . G.
Donc:x'=y et y' =x - b o) ':* )
Lexpression analytique de la symétrie orthogonale par rapport & la premiére 5 P - p .

L8

bissectrice est : {

x'=y
y=x

WE X@I CICOS Eos i/ o o Z a7 o

l.a

1.b

l.c

1.d

!cannea By Camgcanner

A, B et C sont trois poinis non alignés.
Démontrer qu'il existe un et un seul point O tel

que : tg 0 tgh 0 toe =1d.

ABCD est un parallélogramme.
Démontrer que : {37 0 g5 = 4ap © lge:

Soit ABC un triangle et G son centre de gravi-

té, Démontrer que :
loh 0 g (A) = tgg 0 g (B) = tg; 0 tg5 (C)=C-

Soit ABC un triangle équilatéral et A", B', C' les
milieux respectifs de [BC], [CAl. [ABI.

l.e

1.f

1. Quelle est la nature de la transformation

Siac) © Sy !
2. Déterminer la droite (A) telle que :

S{M] 05, = IB_C"

Le plan est muni du repére orthonormé (O, 7, ).
Soit s la symétrie orthogonale d'axe (A) d'équation
x=-13 et t latranslation de vecteur u _12 i

Déterminer les expressions analytiques des
transformations s, t, puis tos et sot.

ABCD est un parallélogramme. Citer une transla-
tion transformant (AB) en (CD) et (AD) en [BC).
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_—-n-’_""wrf'-"w =L
B e s [ e

EM) Rotations L s y

__9.1. Composée de symétries orthogonales d'axes Sécang,

pmmm== Introduction

Dans les classes précédentes, on a vu queé toute rotation est définie par un point appels e
angle. La rotation de centre O et d'angle o est I'application du plan dans Ini-méme, notge 1O, o) ety
A tout point M associe le point M’ tel que : g

esi M=0,alors M =0; =
= —
esi M=0,alors OM=0M'" et (OM,0OM’) = 0.

On a également admis ou démontré les propriélés suivantes :

* si g: E alors T est I'application identique ; tous les points du plan sont invariants ;
osiaz E seul le point O est invariant ;

.si = .‘:r:. alors 1 est la symétrie de centre O ;

» Toute rotation est une transformation du plan ;

la transformation réciproque de r(O, o) est la rotation (O, = o).

B emarque

Par abus de langage, on écrit souvent « rotation d’angle o. » au lieu de « rotation d'angle «».
mmmmms Propriété

Soit (A) et (A') deux droites sécantes en un pumt 0, de vecteurs directeurs raspecnfs u et '
La compo ___Q_D s, des symétries orthogonales d'axes respectifs (4) et (A’) est la rotation de nentreﬂ
et d'angle 2(d, ).

Démonstration

Le point O est invariant par s, 0 s,. Soit M un point distinct de O, M, son symétrique par rapport iy
et M’ le symétrique de M, par rapport a (A").

OM = OM'

(OM,OM) = 2(&, @)

Ona: DMM1 et Dl\_v‘.l_.liC_}-M' ; donc: OM = OM’ ;
(OM,0M) = (OM,ON,) + (OM,, OM)

2(d, 0*11’.11] ot z(cﬁﬁﬁ"]

2[_' u’).

Démontrons que : {

(A)

n

"
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Remargues
. s
» 5, 0 8 est la rotation de centre O et d'gngle 2(u', 1) ; '
donc réciproques I'une de I'autre, #0200 W les transformations %08y Ot 808y sonf

(A) et (A’) sont perpendiculaj, I >,
i aires, > A
* 51 alors 2(u, W) = e 5o+ 0 8, est la symétrie de centre O.

pummmm  Décomposition d’une rotation

D'aprés I'6tude précéder}te. toute rotation d'angle non nul g e ; ,
composée de deux symétries orthogonales d'afes sécant: s aetu <5

Propriéte
Soit {0, @) une rotation de centre O et d’angle q,
Pour toute droite (4) passant par 0, il existe une droite (A’) et une seule telle que : sy 05, =1(0, a).

Démonstration

Existence
Soit & un vecteur directeur de (A) et u” un vecteur tel que (ﬁ"] a pour mesure -‘%—
D'aprés I'étude précédente, la droite (A") passant par O et de vecteur directeur ” est telle que :
sy 05, =1(0, a).
Unicité
Soit (A") une droite telle que : s A 0 84 =1(0, ).
Démontrons que les droites (A’) et (A”) sont confondues.
Ona:sy08,=84n05, = (8,05,)05,=(s,.0 Sx) 0 5,
= 8, 0(5,05,)=5,.0(s,0 54)
=5 8= 8
Les droites (A') et (A") sont donc confondues,

emarque
On déduit du théoréme précédent que les rotations conservent les distances et les angles orientés,

Exemples A

ABC est un triangle équilatéral de sens direct et de centre O.
Soit A, B', C' les milieux respectifs de [BC], [CA], [AB].

21y .
Ty,
SICB] (4] S[CC'} = I‘(C. ‘T) M
I‘[O. 2—31':) = S{CC'] (8] S[M'] = SmB-] o Sl‘mx] H
1(B, - 3) = Spg) © S(ap) = S(po) © S(eRYy

—-2.2. Propriété caractéristique

Propriété

Soit f une application du plan dans lui-méme et a un angle non nul.
Fest une rotation d'angle « si et seulement si, pour tous points M et N distincts d'images respectives

M'etN', ona; MN = M'N’ el [Bﬁ,ﬁ') =a.
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Démonstration guidée

On suppose que f est une rotation d'angle o. x .
Démontrons que pour tous points M et N distincts d'images respectives
M'etN', ona: [IV?N M_'I:I'] = 0.

* Soit O le centre de la rotation f. — ——
Vérifier que : M_ﬁ, I\E'"EI’} = [I\:fl.\.h O_ﬁ‘-l] + [O_hrl. OoM’) + (OM', M'N’).

— = _|’ ] 5
* Justifier que les angles (MN, OM) et (OM’,M'N’) sont R
(On pourra utiliser la propriété de conservation des angles orientés par une rotation, )
* Conclure.

Réciproquement, on suppose que f une application telle que, pour tous points M et N distinets, dimg
respectives M’ et N', ona: MN = M'N’ et (MN, M'N') = a.
Démontrons que f est une rotation d'angle a.
* Vérifier que si f admet un point invariant O, alors f est la rotation de centre O et d'angle o
Démontrons maintenant que f admet un point invariant.
Soit M un point (non invariant), M’ son image par f, O le g::uiut
tel que le triangle OMM'’ soit isocéle en O et (D-fi.)d, OM) = o
Soit O' I'image de O par f.

—  — s
* Démontrer que : O'M’ = OM’ et (O'M’, OM’) = 0. M
(On pourra introduire le vecteur OM @& I'aide de la relation de Chasles
sur les angles orientés.)
* Conclure.

Ml

Exemple

Sur la figure ci-contre, les images des points A, BetC
par la rotation (1, %] sont respectivement A’, B’ et C.

Si & est I'angle orienté de mesure 12:~. on a donc :
— e

(AB, AB’) = (BC, B'C') = (CA, CA) = 5,

—2.3. COmposée de rotations

mEmm=s Composée de deux rotations de méme centre
Propriété ' el

Soit r et r' deux rotations de centre O et d'

angles respectifs o et o,
r' o r est la rotation de centre O et d'angle o + o,

Démonstration

My
Soit M un point du plan, M, son image parr et M’

l'image de M. parr'. M'
OM = OM, t {UM,=OM' LF M

| Ona: { — — — 5 -
: J (OM, OM,) = a ['UMI, OM') = o

OM = OM' '
: | Donc:{ = —

(OM,OM’) = @ + «. o

J li Cas particuliers

| - -~ -

*Si a+ o= 0,alors r'or est'application identique,
i | .= =

_ | *Si o+ o' = m, alors r'or est la symétrie de centre 0.
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Remaraues

» Pour tout couple (@, «’) de nombres réels, op 4 - oo .
On dit que la composition des rotations de méme centre ;si: +a'; donf: iror=ror
o Sia’= -0, on obtient : 1O, —a) o r(Q, o) = 10, a) o 1[0 t;;mn;;ra!we.

Nous retrouvons la relation caractérisant Jes bijections réciproques 1(0, - a) et (O, «)
, =0 el n , O,

gemmmm  Composée de deux rotations de centres distincts

Soit r et r' deux rotations de centres distincts et d’angles respectifs o et o’

—~ e

esi a+ o'# 0,alors r' or estune rotation d'angle ot + o’ ;

T

+si o+ o'= 0, alors r' or estune translation,

Démonstration

Soit M et N deux points distincts.

Posons (M) = M,, r(N) = N, r'(M,) = M, r'(N,) = N'.
D'aprés la propriété caractéristique des rotations, on a : [I\II:J,M?I:IIJ =: et (M:I:J]. M_"I:I‘] =
Ainsi : (MN,M'N") = (MN, Mtlr‘h] +[M7ﬁ1,M:ﬁ'] - a+ o |
De plus : M'N’ = M;N, = MN.

Donc, d'aprés les propriétés caractéristiques des rotations et des translations :

P
"

P e -
esi o+ o' # 0, alors r' 0 r est une rotation d'angle o + o' ; i

—~—

*si a+ o' = 0, alors r’ 0 r est une translation,
Cette démonstration ne donne aucune indication sur le centre de la rotation (ou le vecteur de la trans-

lation) r' o r. 1
Construction du centre de la rotation r’ o r (a+ o # 0) |
Soit O et O’ les centres respectifs des rotations r et r'. !
* Construire la droite (A’) telle que : 1" = s, 0 S0

(A’) est la droite passant par O’ et de vecteur directeur u

A o
tel que (OO’, u’) a pour mesure 5

* Construire la droite (A) telle que : r = 5gg) O 8-
(4) est la droite passant par O et de vecteur directeur u

tel que (%, OO’) a pour mesure %.

Ona:r'or= (s, 0 SIDO'J} o (5¢001) © S4) =84 08y
De plus : (@, @) = (&, 00") + 0, &) ;
g o+ o
|

done, (u, #") a pour mesure o
a4+ e ‘a‘ donc 'angle orients (i, ') n'est ni nul, ni plat ; les droites (4) et (") sont donc sécantes en I

un point €. 3 ! '
Q est un point invariant par ' 0T ; ' or est donc la rotation de centre Q et d'angle o + o', .

s e T
Construction du vecteur de la translation r’ o r (a+ a'=0) ¢ «\
que :

_+
Le vecteur de la translation r' o T est le vecteur u = O£, tel
Q=r'or(0) =r(0).

(0]
OI
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! as particulier

*Si o= = 7, alors (0, o) = s, et r'(0), &')=sg-

De plus : G+o=0 ; dong, r’ o r est une translation. =
Soit 0" = sp.(0) ;ona:5,05,(0)=0"et 00" = 200,
Donc :r'or=t,5.

La composée de deux symétries centrales est une translation.

Bemargue

i ' —r
Dans le cas particulier précédent, ona : 1’0 r= tm E.:! ror'= top
La composition de deux rotations de centres distincts n’est pas commutative.

Exemples

Soit ABC un triangle équilatéral de centre O et de sens direct.
On considére les rotations r et 1’ de centres respectifs A et C,
d'angle %,

* r’ or est une rotation d’angle ZT“

De plus: 1" or(A) =B etr' o1(B) = C; dong, le centre de cette

rotation est le point d'intersection des médiatrices des seg-
ments [AB] et [BC], c'est-a-dire le point O .

e 7' o 17! est une translation.
De plus : v’ 0 r"}(A) = B ; donc : 1’ o 17! = t.

WE xercices o o R o o R T o A A

2.a ABCestun triangle équilatéral de centre O et 2.d  ABCD est un carié de centre O et de sens
de sens direct. direct. On considére les rotations :
1. Démontrer que : 5,4 0 Siop) = Sigp) 0 Sy i r(B. _'{r_): _— r(A. 1) ., = ‘(0' ” l)_
2, Déterminer la nature et les éléments caracté- i By ’ .
ristiques de la transformation s, 0 545, 0§

1. Déterminer 1'image de C par r, o r, : €8

facy i ’ téristique
3. Déterminer la nature el les éléments caracté- 3édun-a la nature et I'élément carac il
er,or,.

ristiques des transformations s, 0 5, et

2, Déterminer 1'image de C par r, 0 1y ; &0
Ssc) © Si0a) i sl

déduire la nature et 1'4lément caractéristiqué
deryo Iy [

3. Déterminer la nature et I'élément caractén |
tiqueder, or,.

2b  ABCD est un carré. Soit (A] et (A’) les média-
trices respectives de [AB] et [BC].
Déterminer les images des points A, B, Cel D
par la transformation s, 0 s,

Quelle est la nature de celte transformation 7 Ze ABCestun triangle équilatéral de sers I I
On pose ; f = I(A, %) 0 r(B. -g—) o T(C' ”:T)'_ |
2.c  ABCD est un rectangle direct tel que Déterminer la nature et 1'6lément caractér® (
AB =2 AD et O est le milieu du segment [CD). tique de f,
Déterminer la nature et les éléments caractéris-
tiques des transformations suivantes : 2F ABCD est un carié de sens direct:
* 50a) ©%0B) ¢ " S0A)° 30D Démontrer que : 4
* Soa) © Siom) @ S(oc) © S(op) My BVorl, x\o. *}oH, X)=1d
( (i’-- ?) '[H. T) o (G. ?} 1'(]}‘ 2]
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3.1.. Définition et propriétés fondamentales

gezemm Introduction

Détinition
On appelle isométrie plane toute application du Plan dans lui-méme qui cnnenre la diste

pour tous points M et N du plan d’images Tespectives M’ et N', on a : M'N’ = MN.

Exemples

Les translations, les symétries centrales, les symétries orthogonales et les rotations sont des isométries.

LM | M N
u N {.ﬂ.:l

N N
MI
translation t;;. symétrie s, symétrie s, rotation r(0,a).
Contre-exemple !
Une homothétie de rapport 2 n'est pas N
une isométrie, car elle ne conserve pas
les distances. v
O M
M'N' = 2MN

mmmmmm  Conservation du produit scalaire
Soit f une isométrie, A, B, C trois points et A’, B’, C' leurs C c
images respectives par f.
* Exprimer AB.AC i 2, AC? et BCZ

Exprimer AB.AC en fonction de AB?, AC* et BC%,
(On pourra utiliser I'expression du produit scalaire :
P g -+ — — —» B
=2 (1 7+ 07 - [ @2 - 1| 2112).
* Exprimer AR’ AC’ en fonction de A'B'2, AC'? et B'C'%, A ; ¥

> — A

En déduire que : AB'A'C’ = AB.AC .
Cette propriété se généralise de la fagon suivante.

Propriété

Soit f une isométrie,

R
Pour toug points A, B, C, D d’images respectives A, B, C', D’ parf, on a: AB.CD = A'B'. C'D".

On dit que les isométries conservent le pmdu:f scalaire,

Isométries du plan 71
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Démonstration guidée
* Justifier que : AB . (AD - AC)= AB' . (AD' - AC).
* Conclure.

mmme=== Conservation du barycentre

ABC est un triangle. On désigne par I le milieu de [BC] et par G le centre de gravité de
C', T et G’ les images respectives des points A, B, C, I et G par une isométrie,

ABC. 5oj¢

B
* Démontrer que 1 est le milieu de [BG).

* Démontrer que : A'G' = —%- A'T'. En déduire que G’ est le centre de gravité de A’'B'C’,

Cette propriété se généralise de la fagon suivante.

Soit f une isométrie, (A,a), (B,b), (C,c) des points pondérés et A’, B’
points A, B, C par f, G un point et G' son image par f.

G est le barycentre des points pondérés (A,qa), (B,b), (C.c) si et seulement si G’
points pondérés (A',a), (B,b), (C',c).

» C' les images resllﬂcﬁve;d;

est le barymntm d.&l

On dit que les isométries conservent le barycentre.

Démonstration guidée

* Vérifier que G est le barycentre des points pondérés (A,a), (B,b), (C.c) si et seulement si :
[a(ﬁ +bGB + caé)z =0.

« A l'aide d'un développement, démontrer que : (aﬂ +bGB + c(fé]g =(@GA +bCB + c G_‘E.']z.
» Conclure.

Exemples

A B
* Les triangles ABC et CDA sont symétriques par G
rapport au point I, milien de [AC], donc leurs bary- | L
centres G, et G, sont symétriques par rapport a I, -
* Le triangle BCE est I'image du triangle ADC par la & \/ i
D C E

translation t de vecteur AB, donc G,, image de G,
par t, est le barycentre du triangle BCE,

AESEE |sométries réciproques
Propriéte

Toute isométrie plane est une transformation et sa réciproque est une isométrie plane. | : ’—]

i

Démonstration quidée

Soit f une isométrie plane.
* Démontrer que f est injective.

Démontrons que [ est surjective.

Soit (O, I, J) un repére orthonormé et O’, I’, J’ les images res

pectives des points O, I, ] par f.
* Vérifier que (O’, I', I') est un repére orthonormé,
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Goit M D point du plan et (x’'y') ses coordonnées relativement ay r
, yérifier que M est le barycentre des points pondérés (I

soit M le barycentre des points pondérés (1, ), (1, y) ey (
» Vérifier que M a pour image M’ par f ; en cong]
» Démontrer que f est une transformation

» Démontrer que f~! conserve les distances.

_.3.2. Isometries et configurations

gusmmm Images de figures usuelles

epere (O, I', J).
X Ty et (00— — g,
01-x- y).

ure que f est surjective,

Soit f une isométrie, A et B deux poinls distincts, d'images

‘respectives A’ et B’ par f. //A’,/E’/
* L'image par f de la droite (AB) est la droite (A’B").
» L'image par [ du segment [AB] est le segment [A'B']. : '
0 L'imagﬂ par fdela dem.i‘dIDiIE {AB] est la demi'dfﬂiil} IA'BII] A B

Démonstration

Soit M un point du plan et M’ son image par f,

* Démontrons que |'image d'une droite est une droite,

Me (AB) &  3ke R AM=k AB
= JkeR M=barl(A;1-k), (B:K)
& dkeR M =barl(A"; 1-k), (B; k)
= M e ([AB).

* On démontre de méme les deux autres résultats en rem
puis par R+,

Remargue

On déduit de la propriété 1 que I'image d'un ensemble de points alignés par une isométrie est un
ensemble de points alignés.

On dit que les isométries conservent I'alignement.

plagant, dans cette démonstration, R par [0 ; 1]

Propriéte 2

Soit f une isométrie, (€) un cercle de centre O et de rayon r et O’ I'image de O par f.
Limage par f du cercle () est le cercle de centre O' et de rayon r.

Démonstration

Soit (€") le cercle de centre O' et de rayon r, M un point du plan.
Me(®) o OM=r
= O:Ml =r {{ﬂl}
s Me (@)

Yocabulaire

Une figure est dite globalement invariante par une transformation si ?ll!a est sa propre image par cette
transformation. Ainsi, toute droite perpendiculaire & l'axe d'une symétrie orthogonale est globalement
‘Mvariante par cette symétrie orthogonale.

(6)

Isométries du plan 73

Mﬂ———_



Scanned by CamScanner

L] ' ]
mmmmmm Conservation des mesures d angles | V

Propriété .
Soit f une isométrie, ABC un triangle et A',B', C' les images respectives des points A, B, C par N
On a : BAC = B'A'C".

On dit que les isométries conservent Jes angles non orientés.

Démonstration quidée C -
* Démontrer que : cos BAC = cos B'A'C’ - _ ’
(on pourra remarquer que : AB.AC = AB x AC x cos BAC). B p:j
. B j
Conclure. A 5 e
Remarques ﬂg
On déduit de cette propriété que par une isométrie : . _ _ 1
» les images de deux droites perpendiculaires sont deux droites perpendiculaires ; il
* les images de deux droites paralléles sont deux droites paralléles. ol

On dit que les isométries conservent le parallélisme et I'orthogonalité.

mmme==m Conservation du contact
Propriéte

- Soit f une isométrie, (3) une droite, A un point de (2), (¢) un cercle tangent a (2) en A et (2), A, [‘G’]?
les images respectives de (9), A, (€) par f.

La droite (2°) est tangente au cercle (€') en A" 1
On dit que les isométries conservent le contact entre un cercle et une droite.

Démonstration & G
Le point A appartient au cercle (€) et a la droite (%), donc le

point A’ appartient au cercle (¢'Jet a la droite (%), Seit O le A

centre du cercle (€) et O' son image par [. O’ est le centre du A'C

cercle (%€') ; les isométries conservent l'orthogonalité, done :

(O'A) L (D).

La droite (9’) est donc tangente au cercle (€') en A’ @ (97

Bemargue r

On déduit de cetle propriélé que deux cercles tangents' ont pour images deux cercles tangents. On di
que les isométries conservent le contact entre deux cercles.

Plus généralement, on admetltra que les isométries conservent le contact.

Conservation des aires

BEBEED
Propriéte

Soit f une isométrie, ABC un triangle et A' B', C’ les

images respectives d ints A, B, C par £ I
Les triangles ABC et A'B'C’ ont méme aire. = pectyes tes puints 2o Sls E

On dil que les isométries conservent I'aire des triangles,
Démonstration
Liaire du triangle ABC est : - (AB x AC x sin FAC),

Les isométries conservent les distances et les angles non orientés, elles conservent donc aussi laire des triangles

1, On dil que deux cercles sont fangents en un point A §'ils passent tous Jes deux par A ef si leurs iangenisd an ca pal! sont mnfandw-‘-
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3.3. Utilisations des isométries

gemmmmm Isométries et recherche de fieyx géométriques

Soit (€) un ce::c]e de centre O, A et B deux points de (€), I le miliey du segment [AB].

::f:f (:ﬁlll?rf i’-:liﬁ'lﬁﬁfffd[f 1;:?;151;:':;«1?; e I on désigne par N'le point diamétralement opposé a
1°) Quelle est la nature du quadrilatére AHBN 7

2°) Comparer les vecteurs OT et M.

3°) Quel est le lieu des points H lorsque M décrit (<) privé des points A et B 7

4°) Quel est le lieu des points J, milieu de [MH], lorsque M décrit (€) privé des points A et B 7

Solution
1°) Les droites (AH) et (BN) sont parallgles, car elles sont
toutes deux perpendiculaires a (BM),

De méme, les droites (AN) et (BH) sont paralléles,

Le quadrilatére AHBN est donc un parallélogramme.

2°) Ses diagonales [HN] et [AB] se coupent en leur milieu
I. D'aprés la propriété de la droite des milieux appliquée
au triangle MHN, on a : MH = 2 OI.

3°) On désigne par (%) le cercle (€) privé des points A et B.
H est I'image de M par la translation t,or donc H décrit
tor (8).

On remarque que H peut également étre défini comme le
symétrique de N par rapport a I. Lorsque M déerit [€), N
décrit également (€), donc H décrit s, (€).

Les deux ensembles trouvés sont égaux,

4°) ] est milieu de [MH], donc : h_!ﬁ = Ol et J = to; (M).
Par conséquent, J décrit ;] (4).

\ Pour résoudre un probléme de lieu géométrique & 1'aide des transformations, on se ramene a ,
' la situation suivante ; le point P’, dont on cherche le lieu, est 1'image par une transformation

~d'un point P, décrivant un ensemble connu.

La résolution se fait en deux étapes :
' * reconnaitre une transformation f qui, au point P, associe le point P’ ;

 * déterminer l'image par f de l'ensemble (%) décrit par le point P.

BEmmmm [sométries et problémes de construction

1. Soit (¢) un cercle de centre 0, A et B deux points tels que O n'appartienne pas i la droite (AB).
Cﬂ'DStruirB. au compas, les points d’intersection de la droite (AB) et du cercle (€).
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Solution

Si on considére le cercle (€’), image de (€) par la symétrie
orthogonale d'axe (AB), les points communs aux cercles (€)
et (6’) appartiennent a la droile (AB).

D'oui la construction suivanle :

e construire le point O', image de O par la symétrie ortho-
gonale d'axe (AB) ;

« tracer le cercle (€') de centre O' et de méme rayon que (€);
» | et ], points d'intersection des cercles (€) et (€’), sont les
points d'intersection de la droite (AB) et du cercle (€).

2. Soit (2,), (B,) et (D,) trais droites distinctes paralléles.
Construire un triangle équilatéral ABC tel que : A € (2,), B e (2,) et Ce ().

Solution

Analyse d’une figure répondant a la question.

Soit ABC un triangle équilatéral, de sens direct, tel que :
A€ (9,),Be (D,) et Ce (Dy)

La configuration « triangle équilatéral » conduit & considérer
la rotation r de centre A et d'angle -, par laquelle le point B
a pour image le point C.

Le point C appartient & (%,) et 2 'image de (%,) parr; le point
B est 'antécédent de C par 1.

Synthése : construction d’un triangle ABC.

D'aprés ce qui précéde, pour construire un triangle ABC de sens direct répondant 2 la question, il suffi
de suivre les étapes suivantes :

« choisir un point A quelconque de (2,) ;

» construire I'image (%',) de (@,) par la rotation r de centre A et d'angle % :

cette droite coupe la droite (%9,) en C ;

e construire le point B, antécédent de C par r.

Discussion : le probléme a-t-il plusieurs solutions ?

Deux choix se sont présentés au cours de la construction :

» le choix du point A sur la droite (%,) ;

* le choix du sens du triangle ABC, donc de |'angle de la rotation r.

iy =¥ § . i LA
Soit 1’ un vecteur directeur des droites (2, ), (Z,) et (D,), et (4) une droite orthogonale & ces trois dIﬂitl
rmettent de COI.IE

Connaissant un triangle ABC solution, les translations de vecteur k i (k # 0) pe tous
onstrulré

tous les triangles solutions de méme sens et les symétries orthogonales s, permettent dec
les triangles solutions de sens contraire.

étapes ¢

Pour résoudre un probléme de construction, on procéde généralement en deux
et synthése.

o L'analyse consiste & supposer le probléme résolu et & étudier une figure Tép
tion pour en dégager les propriétés permettant sa construction.
» La synthése consiste & construire la figure en utilisant les propriétés dégage!

4 justifier que la figure construite répond & la question et, éventuellement, 8 80
de solutions au problame.




r"

g
:D“ ABCD un quad:ilatére convexe de sens direct, On
construit, @ |'extérieur de ce quadrilatére, les triangles
rectallgl'-"s isoceles IAB, JBC, KCD, LDA de sommets
.-espf-":ﬁfs 1, J, K, L. On désigne par O le milieu de [AC].
1) Soit ry et Ty les quarts de tour directs de centres
respectifs T et J. Etudier la transformation ry 0 rj. En
Jéduire que le triangle OI] est rectangle isocéle en O.
»¢) Démontrer de méme que le triangle OKL est rec-
tangle isocéle en.O.
3¢) Démontrer que IK = JL et que les droites (IK) et (JL)
sont Perpendiculﬂires.

Solution

1%) La composée de deux quarts de tour est une symétrie
centrale.

De plus, 1 0 1y (C) = A. Dong, le centre de cette symétrie
est le milieu O de [AC].

Ona:nofy (J) = sg (J) =J', avec O milieu de [J)'] ;
donc:x; (J)=8g (J) =] le triangle JI]' est rectangle iso-
cele en I et O est milieu de [JJ'].

Donc, le triangle OIJ est rectangle isocéle en O.

2°) On démontrerait de méme que, si 1y et r; sont les

quarts de tour directs de centres respectifs K et L, alors :

T 0Ty, = g et le triangle OKL est rectangle isocéle en O.

3°) Soit r le quart de tour direct de centre O.
L'image par r du segment [IK] est le segment [JL].

Donc, IK = JL et les droites (IK) et (JL) sont perpendiculaires.

Configurations géométriques et transformations

| guration géométrique existante ou a construire :

* triangle isocéle

* triangle rectangle isocéle
e triangle équilatéral

* parallélogramme

* rectangle, losange

* carreé

Tealll s Uy Wwallivealilisd

gmm |sométries et démonstrations de propriétés

* configuration de Thales : homothétie.

Pour résoudre un probléme de géométrie (lieu, construction, démonstration d'une propriété, ...),
une transformation peut s'avérer utile. Le choix de cette transformation est suggéré par la confi-

» points alignés, droites concourantes : loules isométries et homothétie ;

« orthogonalité, parallélisme : toutes isométries et homothétie ;

: syméirie orthogonale ;

. symétrie orthogonale, quart de tour ;

. symétrie orthogonale, rotations d'angle -’:;:'— ou
: symétrie centrale, translation ;

: symétrie centrale, symétrie orthogonale ;

: syméirie centrale, symétrie orthogonale, quart de tour ;

2r .
3 r
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WE XETCICeS Poss A oo it s

s,
3.0 Onconsidere 'homothétie h(O,k). Pour quelles 2. Comparer I'girg g, 5 oz
' valeurs de k h est-elle une isométrie 7 et celle du triang]e ﬂBg rallﬂl“gra%._

3.b On considére un parallélogramme ABCD.
. Déterminer les images des segments [AB], [AC]
Pl et [BC] par la projection p sur la droite (DC),
A | | paralleélement a la droite (AD). La projection p

i1 est-elle une isométrie 7
{ B

3.c BCDEestun parallélogramme, I est le milieu du 3.d

segment [DE] et A est le point d'intersection des Trouver les isométries lﬂissant

| droites (CI) et (BE). ivariants les polygones syjyay, > e
1. Démontrer que les triangles CID et AIE sont g} un triangle isacele, un triangle Equi)

| symétriques par rapport au point L. ) un parallélogramme, un Tectangly un;:ém:

H T

| —24.1. Reconnaissance des isométries

mmmmmmm Composée d'isométries

;

il |
;jf
I

g

|

‘ * La composée de deux isomélries est une isométrie. T
* La réciproque d'une isométrie est une isométrie. '

Démonstration

Soit f et g deux isométries. On sait que f ! est une isométrie ; démontrons que f o g est une isomélric.
_ f et g sont des transformations, f 0 g est donc une transformations.
| " De plus, f et g conservent les distances, il en est donc de méme pourfog.

Ainsi, f o g est une isométrie.

-. ? | Vocabulaire

Un groupe de transformations du plan est un ensemble (E) de transformations tel que :
~ la composée de deux éléments de (E) est un élément de (E) ;
— la réciproque d'un élément de (E) est un élément de (E).

Exemples

; ; o a0
* La composée de deux translations est une translation et la réciproque d'une translation estU*

lation. L'ensemble des translations est un eroupe de i . ‘
group transformations du plan cont dos g;oulﬁ

[ * De méme, l'ensemble des rotations de centre O et I'ensemble des isométries planes
J de transformations du plan.
|
)
|

IR Conire-exemple

|

. L'ensemble des symétries orthogonales n'est pas un groupe de transformations.

| En effet la composée de deux symétries d'axes paralléles est une translation et non uné
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a Déplacements et antidéplacements

+ Un déplacement est une isométrie qui conserve Jes angles orientés

 Un antidéplacement est une isométrie qui transforme tout angle orienté en son opposé

gxemples
Les translations, les symétries centrales,

les rotations sont des déplacements. Hon Tynititeive orthogonales sont des
antidéplacements.
C ¢!
B B'
A (A) A
Les triangles ABC et A'B'C’ sont orientés Les triangles ABC et A'B'C’ sont orientés
dans le méme sens. en sens contraire.

On en déduit les propriétés suivantes.

Soit f et g deux isométries planes.

» Si f et g sont des déplacements, alors g o f est un déplacement.

* Sifet g sont des antidéplacements, alors g o f est un déplacement.

» 8i f est un déplacement et g un antidéplacement, alors g o f et f 0 g sont des antidéplacements.
* 5i f est un déplacement, alors f! est un déplacement.

+ Si f est un antidéplacement, alors f! est un antidéplacement.

emarques

* L'ensemble des déplacements est un groupe de {ransformations du pfgn. )
* L'ensemble des antidéplacements n’est pas un groupe de transformations du plan car la composée de
deux antidéplacements est un déplacement.

Exemples . -

* Sur la figure ci-contre, les segments [AB] et [A’B‘]. sont isomélriques ; le
couple (A’, B') est I'image du couple (A, B) par les isomélries suivantes :
)ty or(A, &) = (A", E) oty =1(0, -g—] {déplacement) ;

blt; o S(AC) (antidéplacement].

* Sur la figure ci-contre,

= — —_— s 1 1
ona:AB = A, AC = AC” et (AB,AC) = (AB’,AC"), donc le triplet (A", B,
C") est I'image du triplet (A, B, C) par le déplacement :
ora, &) =r(a, )otyz =10, )

on a: AB = A'B'- AC = ArCI et @A_ﬁ:’j =_|:_ATBP"P:'_C"}' dﬂnﬂ IB ll‘ipl&l (All
B, C) est l'image du triplet (A, B, C) par l'antidéplacement :
0 Stac) = S © t:.

Isométries du plan 79

STannea by Camscanner -

e ————— — . D T e



~—4.2, Triangles isométriques

BEnmmm Définition et

théoréme

* On dit que des triangles ABC et A’

B'C’ sont isométriques, ou superposables,
£ telle que les Ppoints A, B et C on

Sl existe 1y, o 8
t respectivement pour images A’, B’ et (, Ung jg,

* Si festun déplacement, on dit que les triangles ABC et A’'B'C’ sont directemen T

A Perpogap, .
| * Si festun antidéplacement, on dit que les triangles ABC et A'B'C’ sont Superposal, i
| r nement,

les aprgy -
| |

| On sait qu'une isométrie conserve les lon
| . Propriété caractérise de

gueurs des cdtés d'un

triangle. Nous allopg démﬂnlre: '“—-J
ux triangles isométriques.

Que Cefg

Soit ABC et A'B'C’ deux triangles,

S1A'B' = AB, B'C’ = BC, C’A' = CA, alors les triangles ABC et AB'C’ sont isométriques, |

il Démonstration
Supposons que : A'B’ = AB, B'C = BC, C'A’ = CA.

: Démontrons qu'il existe alors une isométrie f qui transforme le triangle ABC en A'B'C,
' Soit t la translation de vecteur AA', B, et C, les images respectives de B et C part,

Le théordme d’'Al Kashi nous permet de déduire des égalités précédentes que les angles des deux triangles
1l sont égaux deux 4 deux A

——

|

g
;,n:- * i (AB, AC) = (A", AC"), alors : (&B,,AC,) - (AR, AT,
' t | Done : [Fm_'_ﬁ'} =[m'] 2 B
| l De plus, A'B’ = A'B, et AC = A'C,.

| | Dong, AB'C’ est I'image de A'B,C, par la rotation r de centre A’
i et d'angle (A'B,, A'B").

| Enfin, A'B,C, est I'image de ABC par t.

Donc, le triangle A'B'C’ est I'image du triangle ABC par le

déplacement r o t,

|

1‘ « Si (AB, AC) = - (AR, ATY),

H alors : {A_'EI,ATéi) =—[Eﬁ'.ﬂ_'_é').
{

Soit (A) la bissectrice de I'angle C,A'C’ ot v I'un de ses
i- | vecteurs directeurs ; on a : {E{E’, v) = (v ‘;*?61]
|

On a de plus : A'C’ = A'C, ; done, C’ est I’

image de G,
par la symétrie orthogonale s,

— = ==
On a également : (A'B", 7) =[ﬁ'B'.A_'E’] +[E&', v)

=~(AB,,AC) - (AT, 7)
il | =—(A'B,, 7).

j | De plus, A'B’ = A'B, ; donc, B’ est I'image de B, par 5, et A'B'C’ pgt I'image de A'B,C, par Sy o
Enfin, A'B,C, est I'image de ABC part ; done, A'B'CY est I'image de ABC par I'antidéplacement % |

——
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y

— Critéres d’isométrie
g

yu dans le théoreme Pfé?gdem que si deu:_c triangles ont leurs cétés égaux deux a deux, ils sont iso-
Cette condition suffisante d'isométrie est appelée « critére » d'isométrie de deux triangles.

lir ci-dessous deux aultres criteres d'isométrie.

Ond

ptriques: >
Nous allons tab
our que deux triangles soient isométriques, il suffit que 1'un des trois critéres suivants soit vérifié.

P -
(1) Les deux triangles ont leurs c6lés deux a deux de mémes longueurs.

(2) Les deux triangles ont un angle (non orienté) de méme mesure, compris entre deux cdtés deux a
deux de mémes longueurs. |

(3) Les deux triangles ont un c6té de méme longueur, compris entre deux angles (non orientés) deux
3 deux de mémes mesures.

Démonstration

goit ABC et AB'C’ deux triangles.

» Le critére (1) n'est autre que le théoréme précédent.

. On suppose que : AB = AB’, AC= A'C’ et mes A = mes A",

Daprés le théoreme d'Al Kashi, on en déduit que : BC* = B'C'?, c'est a dire BC = B'C.
D'aprés le critere (1), les deux triangles sont isométriques.

» On suppose que : BC = B'C’, mes B = mes B el mes C = mes C',

Les triangles ayant deux angles deux a deux de mémes mesures, on en déduit que : mes A = mes A'.
D'aprés le théoreme des sinus, on a également : AB = A'B’ et AC = A'C’,
Diapres le critére (1), les deux triangles sont isométriques.

__4.3, Travaux dirigés

EEEEEE 1. Soit ABCD un rectangle non carré, (E) I'ensemble des isométries laissant globalement inva-
riant ce rectangle, (A) et (A") les médiatrices respectives des segments [AB] et [BC], O le centre du rectangle.
1°) Vérifier que les transformations Id, sg, s, et s,, appartiennent a I'ensemble (E).

On admet désormais que : (E) = {Id, s5q, 54, syl

2°) Dresser le tableau des composées des éléments de (E).

3%) Déduire de ce tableau que (E) est un groupe de transformations.

Solution T B

1°) Les images du quadruplet de points (A, B, C, D) par les transfor-

mations Id, s, s, et s, sont respectivement (A, B, C, D). (C,D, A, B), o (4%

(B,A,D, C)et (D, C, B, A).

Le rectangle ABCD est donc globalement invariant par ces isométries. D (A) C

::}ES;lu‘i;o.mpnse deux a deux ces isométries et on oblient le tableau AT % T T 5

%) On remar : S T T o
que dans ce tableau que : o | Sg d | sy | S

~la composée de deux éléments de (E) est un ¢lement de (E) ; 2 5 2 ]

~laréciproque de tout élément de (E) est un glément de (E). 4 s | oW o "0

Sy S Sp So Id

E) est donc un groupe de transformations.

summmm 2, Application des isométries & un probléme d’optimisation!

Soit ABC un triangle équilatéral de centre O.
Déterminer Jes points M, N, P situés respectivement sur les segments [AB], [BC], [CA] M

(@ Fexclusion des extrémilés) et tels que le quadrilatére OMNP ait un périmétre minimal. '\ "

Calculer, ep fonction du coté a du triangle ABC, ce périmeétre minimal.
s B N C

i =
* Opitim, . ;
Iser c'est rechercher la valeur minimale ou maximale.
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| Solution | ‘
Par trois symétri sécutives, O a:
MN = MN";

NP =NP'= NP":
po=P0'= p"O”
OM+MN+NP+PO=O
Le trajet OMN'P"€2 sera minimu
ligne droite.

Donc, pour déterminer le
'. » tracer la droite (0S) qui coupe les

I‘BSPBGliVBment en M, N, P73 -
P, antécédents respecllfs es

« construire les points Net _
points N' et p" par les symétries successives.

Par symétrie, on a:

« N' milieu de (A'B], donc N milieu de [BCI ; :

: « ]a droite (AQ) est un axe de symétrie pour le quadnlat&:;a OMNP.
-l Soit p le périmetre minimal. Ona:pP= 2(OM + MN) = 20°'N.

' — 0O'B2 -.g'_z- gi_ﬁ!i rp =
Oo'N:=0'B +BNE= 5+ = 12 : donc : P T

trajet minimum : .
: droites (AB). {ﬁ'B}. (A'B )

aj7
3

| WE xercices WWIW//M

atéral de sens dir:n_lil
lation de vectsur QcC,

A.c ABCD estunrectangle de sens direct et de centre
0, tel que : AD=2 AB. Les points 1, |, K, L sanl

|
i Ad.a ABCestun triangle équil
tifs des cotés [AB, [BCL col,

ot de centre 0. L est la trans

} - la rotation de centre O et d'angle 2-3'5 s la syme- les milieux respec
| trie d'axe (OA]. [DA]. Déterminer les isométries telles que :
sformations suivantes, a) (A, 1, O] a pour image (0., €l

. Reconnaitre, parmi les Tan
Jes déplacements et les antidéplacements :
rosor’, soros, tosot? sotos.

b) (A, 1, O) a pour image (D, K, 0);
¢) (A, 1, O) a pour image (C, K. 0).

Ad  ABC est un triangle équilatéral de S direct et

.' 4b OAB est un triangle B
rectangle et non isocele o de centre O. Les points L J, X sont les milieux

‘ D ; _D'. A, B 5|;|‘n|_ A respectifs des cotés (AB, [BC], [CA. Détero!
| les milieux respectifs ] o les isométries telles que :
| des segments [ABI, B a) (A, O, K) a pour image (G, O K)i {
‘ [[?B], [DA]. Citer tous les triangles isomé- b) (A, O, K) a pour image (B 0,1;

:?mquras au triangle AQ'B’ apparaissant sur la ) (A, O, K) a pour jmage (B, O: D

figure et, pour chacun d'eux (sauf pour le tri-

angle OA'0"), préciser l'isométrie qui le trans-

| forme en AOQ'B’.
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“Exercices/ —

APPRENTISSAGE

Gymétries orthogonales et
translations

1 ABCD est un losange de 5

sans direct tel que mes A = % /\
1, Déterminer la nature et les élé- A\/C

ments caractéristiques des transfor-

mations suivantes : %
f=$ac) @ Stap) + 8 = Sicp) © S(apy

2. Démontrer que :gof=fopg=1,z

2 On considére une droite (A) de vecteur normal .
Déterminer la nature et I'élément caractéristique de la

transformation t» 0 s,

3 Soit (4) et (A') deux droites perpendiculaires et
0 leur point d’intersection. On considére 'ensemble E
de transformations du plan: E = (Id, 55, s,, 54 |.
Démontrer que la composée de deux éléments de E est
un élément de E et que la réciproque d'un élément de E
est un élément de E,

4 Le plan est muni du repére orthonormé (O, 1, ]).

On considere le vecteur u G) et la droite (%) d'équation
Zv — 3y + 4 = 0,

1. Quelle est l'expression analytique de t; 7

2. Soit (@') I'image de (@) par t; Déterminer une équa-
tion cartésienne de ('),

Rotations

5 On considere deux points distincts M et N.
1. Déterminer la nature et 1'élément caractérislique de
la transformation §y; 0 sy
2. En déduire que toule translation est la composée de
deux symétries centrales dont 'une est arbitrairement
choisie.
1. Application
ABC est un triangle, I et | sont les milieux respectifs de
[AB] et [AC]. Déterminer la nature et les éléments carac-
téristiques des transformations t 3z 0 s, et s; 0 tge.

6 ABCO est un parallélogramme.
1. Démontrer que : sy 05, = 5.0 S,
2. Déterminer la nature et 1'élément caractéristique de

la transformation 08508,
3. Construire l'image de ABGO par cette transformation.

7 Soit ABC un triangle équilatéral de sens direct
et H le pied de la hauteur issue du sommet A.
Déterminer la nature et les éléments caractéristiques

Scanned by CamScanner

des transformations suivantes :
S(aB) © Stam) ¢ Sipo) © S(an) + LA © Sa-

8 Le plan est muni du repére orthonormé (0, T, 7).
(A) désigne la premiére hissectrice et r le quart de tour

direct de centre O.
1. Quelles sont les expressions analytiques de s et s, 7
2. En déduire l'expression analytique de r.

9 ABCD est un rectangle.
1. Déterminer la nature et 1'élément caractéristique de

la transformation s, 0 Siepy) 0 S(pey O Sjapy
2. Construire 1'i lmage de Aﬁ B] par cette transfarmatlon

10 ABCD est un parallélogramme tel que les
droites (AB) et (BD) soient perpendiculaires.
1. Faire une figure.
2. Démontrer que : Si4p) © Sy = Sg 0 Spr

11 ABCD est un rectangle de sens direct.
Déterminer la nature et les éléments caractéristiques

des transformations suivantes :
al S(ap) 0 S5 0 S(ap) ¢
b) s(cp; 0 55 0 S(ap
c) 5(AD) © S¢ O S(Ap)-
12 ABCD est un parallélogramme de sens direct
tel que les droites (CB) et (BD) sont perpendiculaires et

AC=2BD.

1. Faire une figure.
2. Déterminer la nature et les éléments i:ﬂ.rac!ensuques

des transformations suivantes :
f=3(5c)0 84D} i 8= 5@D) © Sjac) 8O £
13 A et B sont deux points distincts.
1, Déterminer et construire la droite (A) telle que :
2n\ _
r A, — -ﬂ_) = S{ﬂB] 0 5[.’1]'
2. Déterminer el construire la droite (4”) telle que :

(c T3 ) TS © Bia)
3. En déduire la nature et les éléments caractéristiques
de la transformation 1’ o r.

14 A et B sont deux points distincts.
1. Déterminer et construire la droite (4) telle que :

any _
2. Déterminer el construire la droite (A") telle que :
(] T =
: (so ‘a‘) = S(a) © St )
3. En déduire la nature et les éléments caractéristiques
de la transformation ror',

15 ABCD est un trapéze
isocele de bases [AB] et [CD],
inscrit dans un cercle de centre

O et tel que:
mes COD = 2 mes ADB = T

Démontrer que : 5410 Siom) 0 S0 © Siop) = 1d-
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| sométries

i e d'un carré T
16 Quelle est limage par un® }somilt;e :aurr;pans&
d'un rectangle ? d'un losange 7 Justifier q

47 1. Déterminer les symétrie
i cercle (€
Jaissent globalement invariant u:: b

: ; i
2. Déterminer les rotations q
invariant un cercle (€) de centre Q.

i 0
18 ABCDE est un pentagone régulier dfe Ee:su:eg'
et A", B, C, D, E' sont Jes milieux respectiis

Saents (CDJ, DEI, (BA], (ABL IBCl. 0\ G,

GHIJK est un hexagone régulier de G :
E' I}ﬂ? K' sont les milieux respectifs des segmenis

(FG], (GH], [H1), (7], UK, [KF).

s orthogonales qui
) de centre O-
balement

Trouver les isométries laissant globalement invariants

les polygones suivants :
a) le pentagone régulier ABCDE ;
b) 'hexagone régulier FGHIJK.

19 On considére une droite (4) et un point M de
cette droite. Soit A et B deux points distincts n'appar-
tenant pas a (4.

1, Construire le point N tel que NABM soit un parallé-
logramme.

2. Quel est le lieu du point N lorsque le point M décrit
la droite (A) 7

20 On considére un cercle (I) de centre O et un
point M de ce cercle. Soit A et B deux points distinets tels
que la droite (AB) n'ait aucun point commun avec ().

1. Construire le point N lel que NBMA soit un parallé-
logramme.
2. Quel est le lieu du point N lorsque le point M décrit

le cercle (I) 7

21 A est un point et (@)
est une droite ne passanl pas
par A, M étant un point de (),
les cercles de centres A et M,
de rayon AM, se coupent en
M' et M" (les triangles AMM'
et AM"M sont de sens direct).
Quels sont les lieux respectifs des points M’ et M”
larsque le point M décrit 1a droite (@) 7

| 22 soit (%) et (2') deux droites sécantes et Aun
point n'appartenant ni & (2), ni a (®")
Construire un segment [BC] tel que :
* le point A est le milieu du segment [BC) ;
* le point B appartient 3 la droite (@) '
* lo point C appartient 2 la droite (2").
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23 soit (2) et (D7) dgux
ites, A et B deux points dis-
g;c::]::iels que la droite (AB) ne
soil pas parallzle a un axe c.le
symétrie des droites (@) et (2').
Construire le point M de (@) et
le point M' de (2') tels que :
AM = AM' et EM = BM'".
24 soit (2) et (") deux droites, A et G dey,
Construire le point B de (@) et le point C do ( @)
G soit l'isobarycentre des points A, B et C,
(On pourra d'abord déterminer le miliey dy el

[BCl)

25 ABC et AB'C’ sont deux triangles
A et de sens direct. Clanglgg
B’ = CC' et EBB'] 1 EC’C’],

mﬁ'ﬁ

jsocitles en

Démontrer que : B
96 ABC et AB'C’ sont deux triangles Equilatéray,

de sens direct. ) )

Démontrer que BB' = CC’ et délerminer une mesurg g,

|'angle [E_E'. cc').

27 ABCD est un carré de sens D B
direct, I est le milien de [ADI.
On construit le rectangle BEFC, |
extérieur au carré ABCD, tel que :

AB = 2 BE. A I~

Quelle est la nature du triangle ICE ? Justifier,
(On pourra utiliser une rotation.]

28 ABCD et AEFG sont
deux carrés de sens direct.
On note r le quart de tour A\ D

G

direct de centre A,
Démontrer que BE =DG et g
déterminer une mesure de

— —
l'angle (BE, DG).

29 sur 1a figure ci-
contre, ABC est un triangle
équilatéral de sens direct
et AA'=BB' = CC".
Démontrer que A'B'C' est
un triangle équilatéral de
sens direct.

30 AOB est un triangle de sens direct- Soitr le

quart de tour direct de centre O. (),
On note C, D et A’ les points tels que : et
D=1(B) et A'=ror(A)
Démontrer que : AB = CD et (A'B) L (CD)
31 sur I figure ci-
contre, on a : AB = AB’ et B
AC = AC,
Démontrer que : BC = B'C’ c
et (BC) L (B'C"). B A
=St
32 Surla figure ci-apres, ona: PQ= e Pf:rﬂ'le X

1. Préciser I'angle de la rotation r qu!



triangle SRT en PQR et construire son

centre 1. Q
2. Soit V l'image du point R par Ia
s).méll'le de centre [, Qua“a est l.ima- p R

ge parrt du triangle VSQ) 7

APPROFONDISSEMENT

33 Sur la figure ci-dessous, A et B sont deux
points situés dans un méme demi-plan ouvert délimits
par ().

A

\ -

M

Comment faut-il choisir le point M sur la droite (4) pour
que le trajet AM + MB soit de longueur minimale 7

34 Sur la figure ci-dessous, A est un point donné,
alintérieur de la région colorée délimitée par les demi-
droites [O1) et [O]).

Soit M un point de la demi-droite [OI) et N son projeté
orthogonal sur la demi-droite [O]).

J

9 M |

Comment faut-il choisir le point M pour que la somme
AM + MN soit minimale 7

35 Pour relier les villages A et B, on doit construire
deux ponts (perpendiculairement aux bras de la riviére).

A/\__J\B

O faut-il construire les ponts pour que le chemin
reliant Jes villages A et B soit de longueur minimale ?

36 A, B, C, D sont guatre points distincts du plan
tel que : AB = CD. _
Déterminer dans chacun des cas suivants une isométrie f
(ou une com posée d'isométries) qui transforme le point
AenCetle point Ben D :

1. (AB) et (CD) sont deux droites paralléles ;
2. [AB] et [CD] ont méme milieu I ; )
3. (AB) et (CD) sont deux droiles sécantes en un point P.
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37' ABCD est un carré de sens direct,
onsidere la transformation :

f=r(D.— -“T)nr’[c.'r}or" B,-Z)os,.

)
I dé uire,

es éléments caractéristiques de f.

Onc

) 38 ABCestun triangle A

équilatéral de sens direct, (€)

inscrit dans le cercle (6) de

diamétre [AD].

1. Démontrer que la transfor-

malion f définie par : B C

f = 518p) 0 S(4c est une rota-

tion, donl on précisera le D

centre I et 'angle.

2. Démontrer que la transformation g définie par

8 = S(cp) 0 8 ﬁal esl une rotation, dont on précisera le
centre ] el l'angle.

3. Démpnlrer que le Iriangle AIJ est équilatéral.
Déterminer la nature et les éléments caractéristiques
des transformationsgo fet f o E

39 ABC est un triangle. «, P et y désignent des
mesures respectives des angles 2(AB, AC), 2(BC, BA) et
2(CA, CB).
Démontrer que : r{A, o) o (B, ) o r"(C, ) = Id.

B0 ABCD est un quadrilatére convexe inscrit
dans un cercle (€) de centre O,
E, F, G, H désignent les milieux respectifs des cotés
[AB], [BC], [CDI, [DA]
1. a) Démontrer que EFGH est un parallélogramme.
b) En déduire que : s; 0 sp 0 55 0 5 = 1d.
2. a) Démontrer que les médiatrices des cdtés du qua-
drilatere ABCD sont concourantes en O,
b} En déduire que : 5,95 0 Sigp) 0 Sigg) © S0 = Id.

81 ABCD et OEFG sont des

carrés de coté 2a. O est le centre A 2
du carré ABCD, :,L
Exprimer l'aire de la partie colo- B C G
riée en fonction de a. Ed

F

B2 ABCD est un quadrilatére convexe.
On construit les points F et E, images respectives des
points B et D par la translation t de vecteur AC.
Démontrer que l'aire de BDEF est le double de 'aire de
ABCD.

B3 ABC esl un triangle équilatéral de centre O et
de sens direct,
1. Démontrer que les seules symétries orthogonales
laissant globalement invariant le triangle ABC sont :
Siaa) Siop) ©! Socy i
2. Soit r la rotation de centre O et d'angle £, Démaontrer
que les seules rotations laissant globalement invariant
le triangle ABC sont : Id, r et r™%,
3. On considére 1'ensemble (E) d'isométries :
(E) = [Id, . ©™%, si0a) S0y Sioc)
Dresser le tableau des composées des éléments de (E) et
en déduire que (E) est un groupe de transformations du
plan.
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B8 ABCD est un carré de centre O et de sens
direct, (A) et (A") sont les médiatrices respectives des
segments [AB] et [AD].

1. Démontrer que les seules symétries orthogonales
laissant globalement invariant le carré ABCD sont : sy,
San S(ac) et Sp)y:

2. Soit r le quart de tour direct de centre O. Démontrer
que les seules rotations laissant globalement invariant
le carré ABCD sont : Id, r, r~! et Sy

3. On considére 'ensemble (E) d'isomaétries :

(E)={ld, r, 11, S Sar San S(acy Smm!‘-

Dresser le tableau des composées des éléments de (E) et
en déduire que (E) est un groupe de transformations du
plan.

&5 ABC est un triangle équilatéral de sens direct.
On note A', B et C’ les poinls tels que :
A =r1(B, Z-)(A). B =r'(C, -;-?(B} et ¢’ =1" A, %){C] .
Quelle est la nature du triangle A'B'C’ 7 Justifier.

86 On considere trois dvites parallzles (4), (47 et (4"),
Construire un triangle ABC isoctle reclangle en A, tel
que:Ae (A}, Be (A)elCe (A")

47 (%6) et (€'} sont deux cercles concentriques de
rayons respectifs 3 cm et 4 cm, A est un point de (€).
1. Construire un triangle équilatéral ABC tel que le
point B appartienne & () et le point C & (€’).

2. Construire un triangle équilatéral ABC tel que les
points B et C appartiennent & (%€').
(Dans chacun des cas, on précisera le nombre de solutions.)

48 0On considere trois cercles concentrigues (I,
(T"), ('), de centre O et de rayons 3 cm, 4 cm, 5 cm.
Construire un triangle équilatéral ABC tel que :
Ae(l),Be(MetCe ().

B9 ABC est un triangle équi-

latéral de sens direct, inscrit dans () )
un cercle (I').

M est un point du petit arc BG, dis-

tinct de B et de C. 8

Démontrer que : MA = MB + MC. M ¢

(On pourra utiliser une rotation de
centre A).

50 I, ] et K sont trois points non alignés.
Construire un triangle ABC isocdle rectangle en A ot de
sens direct, tel que : Ae (I]), Be (JK) et Ce (KI).

(Il conviendra de distinguer le cas ol le triangle IJK est
rectangle en K, du cas ot il ne 'est pas,)

51 ABC est un triangle inscrit dans un cercle ()
de centre O, H est son orthocentre, 1 est le milien du
segment [BC].

86 Isométries du plan
i
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1. On considére le point M du
plan tel que :

— — =
OM=0A +0B + D(i.’ "
) Démontrer que : AM =20I;
en déduire que le point M appar-
tient 4 la hauteur issue de A.

b) Démontrer que les points M
et H sont confondus,

2. Soit P le symétrique du point
H par rapport  la droite (BC).
a) Déterminer I'image du point P par 13 trap
définie par : f =t g3 0 Sy

b) Déterminer la droite (4] telle que :

t fa = 84 O S(po)

¢) En déduire que le point P est sur lg ceye
Enoncer le théoréme ainsi démontré,

Efﬁnnm_

le (),

52 ABC est un ti-
angle de sens direct, ABED
gl ACGF sont les carrés
construits extérieurement
2 ABC sur les colés [AB] et
[AC].

On désigne par H le proje-
té orthogonal de A sur
(BC), K le milieu de [DF], 1
le centre du carré ABED et
] le centre du carré ACGF.
1.0n considére les quarts de tour directs r et ¢, go
centres respectifs I et ],

Démontrer que :ror' =1t or? =5,

2, Déterminer 1'image de la droite (AH) par sy. En déduire
que les points K, A et H sont alignés.

3. Soit A’ I'image du point A par sg.

a) Démontrer que : 1(C) = A

En déduire que : (EC) L (A'B).

b) Démontrer de méme que : (BG) L (A'C).

4. Déduire des questions précédentes que les droites
(EC), (BG) et (AH) sont concourantes.

53 Soit ABCD un quadrilatére. On construit vers
I'extérieur du quadrilatére les triangles équilatéraux
ABM et CDP, vers I'intérieur on construit les triangles
équilatéraux BCN et ADQ.

Quelle est la nature du quadrilatére MNPQ ?




= omothéties

Introduction

Une homothétie est une transformation du plon qui agrandit ou
réduit les dimensions des figures planes.

la phofo ci-dessous représente un panmgraphe de précision. Cef ins-
trument servait, avant I'invention des photocopieuses, & reproduire,
réduire ou agrandir des dessins, des carfes, des plons.

Un pantographe.
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_‘l Les homothéties e
—1.1.. Déterminations et propriétés

memmmsm Introduction

En classe de seconde, nous avons vu que toute homothétie est définie par un point, appels centre
nombre réel non nul, appelé rapport. Lhomothétie de centre O et de rapport k (k # 0), notée } 5
est l'application du plan dans lui-méme qui & tout point M associe le point M tel que : Onp =‘E'%§uh

On a également démontré ou admis les propriétés suivantes :
*s5i k=1,h estl'application identique et tous les points sont invariants ;

esi k#1,0 estleseul point invariant ; g

*si k=-1,h estlasymétrie de centre O ; \0 l
* toute homothétie hg ) est une transformation et sa A A

réciproque est I'homothétie h(g . %) ; ﬂ

* si A’ et B' désignent les imaﬁs respectives des points 8

Aetha.rh,a]urs:A_’ﬁ’=kAB.
mmmmmm Déterminations d’une homothétie
1. Homothétie déterminée par son centre, un point et son image

A, B et C sont trois points alignés, deux &
deux distincts.

Construire les images des points M et N par
I'homothétie de centre A, transformant B en C.

2, Homothétie déterminée par deux points et leurs images

ABCD est un trapéze tel que : CD = 2 AB. i 8

Déterminer le centre et le rapport de I'homothélie h
dans les deux cas suivants :

a) A et B ont pour images respectives D et C par h ;
C

b) A et B ont pour images respectives C et D par h.

3. Homothétie déterminée par son rapport, un point et son image

; . int B
Construire, dans chaque cas, le centre de I'homothétie de rapport k qui transforme le point A en point

ak=-% bk=3.

88 Homothéties

canned by CamScanner



| pmmmmm Propriété caractéristique d’une homothétie
Propriéte

Soit f une application du plan dans lui-méme, k un nombre réel différent de 0 et de 1.

fest une homothétie de rappnrt k si et seulement si, pour tous points M et N d'images respectives M’
etN',ona: M'N’ = k MN.

Démonstration M

» Si f est une homothétie de rapport k, on sait que, _pour mu_Pomts N /\
M et N d'images respectives M’ et N’ par f, on a : M'N’ = k MN. 0 N
+ Réciproquement, on suppose que pour lous pmnts MetN
d'images respectives M' et N, on a : M’'N’ = &t MN.

Soit AetB deux pmnts distincts, A’ et B' leurs images respectives
parf;ona: A'B' = k AB,

On sait qu'il existe une homothétie h, de rapport k, telle que :
h(A)=A" et h(B)=B
Soit M un point du plan, M’ son image par f et M, son image par h.

M’ = (M), donc : AN’ =k AM ;
M, = h(M), donc : AM, =k AM.
Les points M' et M, sont confondus et f = h.

mommmms  Expression analytique d’une homothétie

Le plan est muni du repére (O, i)
Soit k un nombre réel non nul et Q le point de coordonnées (x, ; y,).
* On considére I'homothétie h de centre Q et de rapport k.
Soit M( ) un point du plan et M'(y ) son image par h.
Ona:M'=h(M) < QM =kOM

{.r' -x,=k(x—x,)

Y =yo=kly—y,)
x'=kx+(1-k)x,

y=ky+1-k)y,
* Soit f'application du plan dans lui-méme, qui 4 lout point M(;) associe le point M’(’:) tel que :

L'expression analytique de h est : {

{x R , oil p el ¢ sont des nombres réels.
y=ky+
Si k=1, f estlatranslation de vecteur (f;)

Si I # 1, considérons deux points A( ) B(y ) et leurs images respectives .A’( ,). B’(';z',) par f.
b4
Ona:AR = () -x)) i+ -y J
e (o, =) T+ ke =y T
=k AB.
Cette égalité caractérise une homothétie de rapport k.
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D
x=kx +p Ona d & T:“E-
x ; B
S ) __dimg(y)telquE-{ =ky+q. |
Son centre est le point invariant, c’est-4 y y _1__%?
. i »‘,[
Le plan est muni du repére (0, 7, j ). B ‘ ] |
E'pk ombre réel non nul et f I'application du plan dans lui-méme qu1 & tout pojpg M(y) s
- x! ol bp ou p et g sont des nombres réels, |
le point M(y') tel que : { kg ) !
—’
*Si k=1,f estla translation de vecteur u g |
*Si k#1,f est une homothétie de rapport k, | |
Exemples 3 :
* Soit h 'homothétie de centre Q( g ) et de rapport — 5 - -
L'image par h d'un point M(;) est le point M(';) tel que : OM’' =~ = OM.
' 1 g
x'+3=--1§-[.1:+3] {I=—‘—2—x—-§-
Mg o1 :
na {y'__2=--—1f-w—2} y:——z-yq.a. |
& . X . 5 ;
* Soit [ l'application du plan dans lui-méme qui  tout point M(y) associe le point M G ) tel que
X'=—2r+3
{ Y ==2-s.

Fest une homothétie de fapport - 2. Son centre est le point invariant Q, de Coordonnées (1 ; - .%_],
~—1.2. Homothéties et configurations

SEnm= Images de figures simples

h est I'homothétie de centre

O et de rapport .
Soit A, B, I des points et A',

B', I leurs images Tespectives par h.
Les propriétés suivantes on| ¢tg démontrées en classe de seconde,
* L'image d'une droite (4) passant par A est Ja
droite (A"), parallgle 3 (A) et passant par A',

* L'image de ]a de
[A'B"), de sSupport

* L'image du cercle (6) de centre I et de rayon r

est le cercle (€’) de centre I’ et de rayon |k| .

* Limage du cercle () ge diamatre [AB] est le
cercle (€') de diamatre [A'B').

mi-droite [AB) est 15 demi-dmita

paralléle ay Support de [AB),
* L'image dy segment [AB] egt |
de support

€ segment (A,
Paralléle gy Support de [AB],
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Remarques

e Les homuthétfe:s conservent I'ulignement, le milieu, le parallélisme, l'orthogonalité et les angles orientés.
» Une homothétie de rapport k multiplie les distances par |k|.

* Une homothétie de rapport Il multiplie les aires par I?.

RREEES

Conservation du barycentre
On sait que les homothéties conservent le milieu. La propriété suivante est une généralisation de ce résultat.
Propriete

Soit h une homothétie, (A,a), (B,b), (C,c) des points pondérés, A, B', C’ les images respectives des .
points A, B, C par h, G un point et G’ son image par h.

G est le barycentre des points pondérés (A,a), (B,b) et (C,c) si et senlement si G’ est le barycentre des '
points pondérés (A',a), (B',b) et (C’ ). |

|
On dit que les homothéties conservent le barycentre.

Démonstration

Soit k le rapport de I'homothétie h.
G = bar {(A,a), (B,b), (C,¢)]

aﬁ+bl‘5_§+c(ﬁ}=ﬁ
kaGA+kb_E§B+kc(§C=U (car k # 0)
aG'A +bGB +cGC' =0

G’ = bar ((A',a), (B",b), (C',c)l.

0 1

mammmmm Conservation du contact

Soit h une homothétie, (%) une droite, A un point de (2), (€) un cercle tangent a (%) en A, (@), A’ et
(€6’) les images respectives de (D), A et (€) par h.
La droite (2’) est tangente au cercle (4') en A'.

On dit que les homothéties conservent le contact entre un cercle et une droite.

Démonstration

Le point A appartient au cercle (€) et & la droite (2], le
point A’ appartient donc au cercle (€’) et a la droite (@').
Si O et O’ sont les centres respectils des cercles (€) et
(¢’), h{0) = O".

De plus, comme (OA) L (%) et les homothéties conser-
vent I'orthogonalité, on a : (0'A) L (@)

La droite (%') est donc tangente au cercle (€’) en A’

EQ!!BTQI.IE 2

On déduit immédiatement de cette propriété que deux A
cercles tangents ont pour images deux cercles tangents.
On dit que les homothéties conservent le contact entre
deux cercles.

Plus généralement, on admettra que les homothéties
conservent le contact.
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__1.3. Utilisations des homothéties

recherche de lieux géométriques

mozmmmm Homothéties et

un point tel que le triangle ABM soit rectangle en M, g,

i isti M est
1. A et B sont deux points distincts, M ©
entre de gravité du triangle ABM.

désigne par G le ¢ : ”
Déterminer et construire le lieu géomélrique de G lo

que M varie.

Solution

Soit I le milieu de [AB]. ' -
Ona: IG= ';li_lﬁ donc G est 1'image de M par 'homothe€

! h de centre I et de rapport -%—

Le point M décrit lo cercle (6) de diamétre [AB], privé des
points A et B.

I L'image de () par h est le cercle (') de centre letde ra?-fon
% IA. Dong, le lieu de G est le cercle (€'), privé des points
A'etB' tels que : A’ =h(A) et B'= h(B).

2. (€) est un cercle de centre O, A est un point extérieur a(4).
On désigne par B et D les points d'intersection de (¢) avec la

droite (AO) (B £ [AQ]). ’ M
| Soit M un point de (%), distinct de B et D, et N le pied de
la bissectrice issue de O dans le triangle AOM.
D

1°) Quel est le lieu géométrique de N lorsque M décrit (€) A B o
privé de B etD ?
2°) Construire ce lieu. @)

Solution guidée

1°) » Démontrer que les droites (ON) et (DM) sont paralléles.
Soit h I'homothétie de centre A qui transforme D en O,

* Démontrer que : h(M) = N.

* Conclure.

2°) » Choisir un point M et construire le point N corres-
pondant.

* En déduire une construction du point 0’, image de O par h.
¢ Construire le lieu de N.

| memzmm Homothéties et problémes de construction

1. (€) est un cercle de centre O, A est un
Construire une droite passant
segment [AB].

|
i' Discuter, suivant la position de A par rapport a ()

92 Homothéties
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point extérieur i ().
par A et coupant (6) en deux points B et C tels que C soit le miliet du

le nombre de solutions.
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Solution
Analyse
——l —
Ona:AB=2AC; donc B est I'image de C par I'homothéti

Le point C appartient & (%), done B appartient a I'image (') de (€) par h
Le point B appartient également 3 () .

Synthése
On construit le cercle (€’), image de (‘@) par h.
Soit B un point commun a (€) et (¢'), C le deuxisme

e h de centre A et de rapport 2.

; il appartient donc a I'intersection de (6) et (4").

point d'intersection de la droite (AB) avec (),
Ona: AB =2AC ; donc C est le milieu de [AB].

Discussion

1 y a autant de solutions que de points communs & (€) et ().

On pose : d = AO = 00’ ;

* si r<d < 3r les cercles (€) et (€') sont sécants et il y a deux solutions ;

*si d=r ou d=3r, les cercles (6) et (€’) sont tangents et il y a une solution ;

*si d<r ou d> 3r, les cercles (€) et (¢') n'ont pas de point commun et il n'y a pas de solution.

n}ﬁ

r<d<3r d=r

2. Sur la figure ci-contre, [OX) et [0Y) sont deux demi-droites
distinctes, A est un point situé dans la partie coloriée du plan,
limitée par ces demi-droites.

Construire un cercle passant par A et tangent a [OX) et [0Y).
Discuter, suivant la position du point 4, le nombre de solutions.

Solution

Analyse

Le cercle () est tangent aux demi-droites [OX) et [0Y) json
centre ] appartient donc 2 la bissectrice [OZ) de I'angle XOY.
Soit Q un point de cette bissectrice et (") le cercle de centre Q,
tangent aux deux demi-droites.

1l existe une homothétie h de centre O, transformant (T) en (6).
A a pour antécédent par h l'un des points d'intersection, M ou
N, de la demi-droite [OA) avec le cercle (I).

oLdlilnieu Ry wdilioidllliel
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Synthése .

* Construire la bissectrice [0Z) de I'angle XOY.

e Choisir arbitrairement un point  ( # O) de cette bissectrice.
* Construire le cercle (I') de centre £, tangent aux demi-droites
[OX) et [OY).

« Tracer la demi-droite [OA) ; soit M et N les points d'inter-
section de [OA) avec le cercle (T).

Les droites paralltles a (QM) et (QN), passant par A, coupent
(OZ) en deux points I et I".

Les cercles (€) et (€7), passant par A et de centres respectifs I
et I', sont les deux cercles solutions du probléme.

Discussion o
1l y a autant de solutions que de points d'intersection de (T) avec la demi-droite [OA). )
» Si A n'appartient 4 aucune des demi-droites [OX) et [OY), il y a deux solutions (figure 1), W
En particulier si A appartient a la bissectrice [0Z), les points 1 et I' seront construits en prenant un pojy "
intermédiaire, par exemple le point de contact S de (I') avec [OX) ; les droites (AT) et (AT") sont paralla)e b
respectivement a (MS) et (NS) (figure 2). Mo
« Si A appartient  I'une des demi-droites [OX) ou [0Y), il y a une seule solution (figure 3). st
"

pemmmm Homothéties et démonstrations de propriétés

1. Soit ABCD et AEFG deux parallélogrammes tels que les
points A, B et E sont alignés, les points A, D et G sont alignés,
les droites (BD) et (EG) sont paralléles.

Démontrer que les points A, C et F sont alignés.

Solution

Soit h I'homothétie de centre A, qui transforme B en E.

Les droites (EG) et (BD) sont paralléles, donc : h(D) = G.
Les droites (EF) et (BC) sont parallzles, donc I'image de C par h appartient 2 la droite (EF).

| Les droites (GF) et (DC) sont paralléles, donc I'image de C par h appartient & la droite (GF).

Donc, h(C) = F et les points A, C, F sont alignés.

94 Homothéties '
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_ABCD est un trapéze de bases [AB] e [CDY. So;
:e (aB], J le milieu de [CD], O le poin d'] .
dmitgs [AD] et [BCL Q' le Pﬂil'l.t d'm
(AC) el (BD).
pémontrer que les points O, I, O et ] sont alignés,

Solution

i I lE mn_ieu
ntersection deg
tersection deg droites

Considérons I'homothétie h de centre O qui transforme A en

image par h de la droite (AB) est 1a drg
passant par D, c'est-a-dire (DC).

Limage de B par h appartient donc 4 Ja droite (DC
Par conséquent : h(B) = C.

Toute homothétie conserve les milieux, dong - h(l) =
Ainsi, les points O, 1, ] sont alignés.

Considérons maintenant I'homothétie ' de centre 0’
On démontre de méme que: h'(B) =) et k') =7.
Par conséquent, les points O, 1, ] d'une partet O', 1,
Les points O, 1, O' et J sont dong alignés,

J.

ite parallale & (AB)

) elle appartient aussi, par construction,  1a droite (OB).

qui transforme A en C.

J d'autre part, sont alignés.

i a E xercices Wf%ﬁfﬁmffm/fm

l.a  ABCestun triangle, A, B' et C' sont les milieux
respectifs des cétés [BC], [AC] et [AB] .
1. Déterminer le centre et le rapport de I'ho-
mothétie qui transforme respectivement A, B
etCen A", B et C',

2. En déduire que les triangles ABC et A'B'C’
ont méme centre de gravité.

1.b  On donne quatre points deux a deux distincts
A, A" B et B' tels que : AB' = 3AB.
1. Déterminer le rapport de I"homothétie h qui
transforme A en A' et B en B'. Construire son
centre dans les deux cas suivanls :
a) les droites (AB) et (A'B') sont distincles |
b) les droites [AB) et (A'B') sont confondues.
2. Mémes questions pour I'homothétie h' telle
que: h'(A) =B' et h'(B) = A"

lc Pet Q sont deux points, G est le barycentre des
points (P, — 3) et (Q, 1). Seit f l'application t.l'u
plan dans lui-méme, qﬂ a tout. point M associe
le point M’ tel que : PM'= PQ + 3PM.
Démontrer que [ est une homothétie dont on
déterminera les éléments caractéristiques.

1.d (@) et (€) sont deux cercles de centres respec-
tifs O et O, de rayons respectifs r et 2r.
1. Quels sont les rapports des homothéties qui
transforment (€) en (€') 7
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2. Seil £2 et ' les centres de ces homothéties.
a) Exprimer O et OQ' en fonction de 00"
b) En déduire une construction de Q et Q' dans
chacun des cas suivants :

00'=1r ;00 =r ;00 =2r ;00" =3r.

Le plan est muni du repere (O, I, ]). Soit h 'ho-
mothétie de centre ﬂ(_lz) et de rapport — -%
1. Déterminer l'expression analytique de h
dans le repére (0,1, ).

2. En déduire les coordonnées du point A dont
l'image par h est le point A'(_.;).

Soit un cercle () de diamétre [AB] et I le point
el que : A= J.z-ﬁ-ﬁ A tout point M de (%), on
associe le point P, tel que [MP] soit un diamétre
de (€), et le point d'intersection Q des droites
(IM) et (AP),

1. Démontrer que les droites (BM) et (PQ) sont
paralléles,

2. En déduire le lieu (I') de Q lorsque M décrit
() privé de A et B, Construire (T).

ABCD et E‘_EFG sont deux carrés de sens direct
tels que: AE= -—-g— AB. Démontrer que les droites
(AC), (BG) et (DE) sont concouranies.
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2 1. Homothéties et translations

omothéties de méme centre

mapmmm Composée de deux h

Propriété
Soit h et h’ deux homothéties de centre O et de rapports respectifs k et K’ ‘
k' o h est 'homothétie de centre O et de rapport k’k. _ ;

Démonstration

Soit M un point du plan, M, son mage parh h et M’ I'image de M, par b’
Ona:OM =k'OM, e  OM;=kOM

Donc : OM’ = k'k OM.

e Si k'k = 1, alors h’o h est I'application identique.
e Si k'lc=—1, alors h’o h est la symétrie de centre 0.

Remaraue

Pour tout couple (k, k'] de nombres réels, on a : k'k =kk’ ;donc : ho h'=h'oh.
On dit que, pour tout point O, la composition des homothéttes de centre O est commutative.

pmmmsmm Composée de deux homothéties de centres distincts

Soit hyg 5y et b, k) deux homothéties de centres distincts O et O'.
+ si K'k#1,alors h' oh est une homothétie de rapport k'k ;
« si K'k=1,alors h' o h est une translation. :

Démonstration

Soit M et N deux points distincts.

On pose : h(M) =M,, h(N) =N,, h'(M;)=M’, h'(N,) = N".

D'aprés la propnele caractenshque des homothéties, on a : MN' = ke’ ML} N, et M N: k ]\T{'fhl

Donc : M’ N = k'k M_N

D'aprés les propriétés caractéristiques des homothéties et des translations, on a :

e si k'lc#1,alors h'oh est une homothétie de rapport k'k ; '

e si k’kc=1,alors h’oh estune translation, 4
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Re!;!argue

La droite (OO') est globalement invariante par les homothéties h et h’ ; elle est donc globalement inva-
riante par la transformation h' o h, Ainsi :

»si h'o h est une homothétie de centre Q, alors Q appartient @ la droite (00') ;

*si h'o h est une translation de vecteur u, alors u est colinéaire au vecteur OO,

fﬁg ifemﬂf que ne suffit pas pour déterminer le centre de I'homothétie (ou le vecteur de la translation)

Construction du centre Q de 'homothétie h’ o h (k'k # 1)

* Choisir un point M n'appartenant pas  la droite (00’) et construire le point M,
image de M par h, le point M’ image de M, parh’.

* M’ est I'image de M par I'homothétic h' o h, donc le centre Q de cette homothétie
appartient a (MM’).

De plus, 2 € (0O'). Donc, Q est le point d'intersection des droites (00") et (MM’).

" —
Construction du vecteur u de la translation b’ o h (Il = 1)
Pour déterminer le vecteur u de la transl_artiun h' o h, il suffit de construire I'image
M'd'un point M parh’ o h ; on a: u = MM".

B emarque

Généralement, la composition de deux homothéties de centres distincts n’est pas commutative.

Exemple
ABC est un triangle équilatéral, G son centre de gravité, A, B' et C' les milieux respectifs des cotés [BC],

[CA] et [AB].
Soit h 'homothétie de centre A et de rapport %, h’ I'homothétie de centre B et de rapport %

Etudions les transformations h'oh et hoh' A
*h’oh et hoh’ sont des homothéties de rapport %

et dont les centres appartiennent a la droite (AB).
» Pour déterminer le centre de h’ o h, déterminons
'image de A’ par h' o h.

h(A') =G et h’'(G) = G, tel que G’ est milieu de [BG] ; c B'
les droites (AB) et (A’G’) sont sécantes en I, milieu de
[BC'] et centre de h' o h. | S
e Pour déterminer le centre de h o h’, déterminons :
I'image de C par hoh". G
B T C

h'(C) = A’ et h(A’) = G ; les droites (AB) et (CG) sont

sécantes en C', centre de h o h'.
e Les homothéties h' oh et h o h’ onl méme rapport el des centres distincts, donc :h’oh2hoh".

pommmm Composée d’une homothétie et d’une translation

Propriéte
Soit h une homothétie de rapport k différent de 1 et t une translation.
hot et toh sont des homothéties de rapport k.
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Démonstration

Pour démontrer que les transformations h ot et toh sont des homothéties de rapport £, ;) SUffit gres s 8
qu'elles en vérifient la propriété caractéristique. g Gtabljy

Soit M et N deux points distincts, M, et N, leurs images respectives par t, M’ et N' les images g,
de M, et N, par h. Pectivgy
Ona:MN, = MN, car t est une translation ;
— —
M'N’ = kk M;N, , car h est une homothétie de rapport k.

Donc: M'N' = k MN et hot est une homothétie de rapport k.
On démontre de méme que to h est une homothétie de rapport k.

Remarque

La droite (%) passant par le centre de I'homothétie h et dirigée par le vecteur de la translation
teur n'est pas nul), est globalement invariante par les transformations hett. Par conséquent,
des homothéties hot et Lo h appartiennent a ().

Cette remarque ne suffit pas pour déterminer les centres des homothéties ho tetto h.

t {31 Ce Veg.
les centpe,

Construction du centre de 'homothétie t o h

* Choisir un point M n'appartenant pas a la droite (%)
et construire le point M, image de M par h, le point M’
image de M, par t.

* M’ est I'image de M par 'homothétie t o h, donc le
centre Q de cette homothétie appartient 4 (MM’).

De plus : Q € (2). Donc, Q est le point d'intersection
des droites (%) et (MM').

La construction du centre de I"homothétie h ot est analogue a la construction précédente.

2.9, Homothéties et isométries

La composée d'une homothétie et d'une translation est une homothétie.
Nous allons étudier, & partir d'exemples, la composée d'une homothétie et d'une isométrie connue : rotation
ou symétrie orthogonale.

memmmm Exemples de composées d’homothéties et d’isométries

1. Composées d'une homothétie et d'une rotation

Soit ABC un triangle équilatéral de sens direct, I le milieu de [BC], H le projeté orthogonal de I sur (AB)
et G le centre de gravité de ABC,

» Soit r la rotation de centre H et d'angle 7-, h 'homothétie A '
de centre H et de rapport |3, |

Les triangles THB et AHI sont semblables, de méme sens et
Al = 1B/3.

On vérifie que l'image de [HB par la transformation h o r est
AHIL

L'image de IHB par la transformation r o h est également Y G ,-I
AHI, C '

* Soit r' la rotation de centre [ et d'angle — % h’ I'homo-
thétie de centre G et de rapport — 2.

Les triangles IHB et AIC sont semblables, de méme sens et AC = 2 IB.
L'image de IHB par la transformation h’ or' est AIC,

g cé sont def

hor roh, h'or' sonl des composées d'une homothétie et d'un déplacement ; on dit qu
similitudes directes.
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2. Composée d'une homothétie et d'une symétrie orthogonale

On reprend la figure précédente. Soit K le milieu de [AC].

Soit h” I'homothétie de centre B et de rapport 2, s la symétrie orthogonale par rapport 4 (AI).
Les triangles IHB et BKC sont semblables, de sens contraires et BC = 2 IB.

On vérifie que I'image de IHB par la transformation s o h” est BKC.

soh” est la composée d'une homothétie et d'un antidéplacement ; on dit que c’est une similitude indirecte.

pommem Similitudes

Nous allons procéder ici a une premiére étude de la composée d'une homothétie et d'une isométrie.
Une étude plus approfondie de ces transformations sera faite en classe de terminale.

Définitions
« On appelle similitude toute transformation composée d'une homothétie et d'une isométrie.
+ §i I'isométrie est un déplacement, on dit que la similitude est directe.

ke Si I'isométrie est un antidéplacement, on dit que la similitude est indirecte.

‘ as particuliers

Lapplication identique est a la fois une homothétie et une isométrie. On en déduit que :
* Jes déplacements et les homothéties sont des simililudes directes ;
» Jes antidéplacements sont des similitudes indirectes.

Propriéete 1

Soit h une homothétie de rapport k et i une isométrie.
Les similitudes hoi et ioh multiplient les distances par |k|.

|lc| est appelé rapport des similitudes hoi et ioh.

Démonstration
Les isométries conservent les distances et les homothéties de rapport k les multiplient par |k|.
Donc, une similitude, composée de ces deux transformations, multiplie les distances par |k].

Propriété 2
' » Les similitudes directes conservent les angles orientés.
« Les similitudes indirectes transforment tout angle orienté en son opposé.

En effet, les homothéties et les déplacements conservent les angles orientés, et les antidéplacements
transforment les angles orientés en leurs opposeés.

Propriété 3

Soit s une similitude directe, composée d'une homothétie et d'une rotation d’angle a.

-

— —r
Pour tous points M et N distincts, d’images respectives M’ et N’, on a : (MN,M'N’) = a.

a est appelé angle de la similitude directe s.
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Démonstration

Soit h une homothétie et r une rotation d’angle o.

Nous allons faire la démonstration de la propriété dans le cas ol s =hor.
On pose : r(M) = M,, r(N)=N,, h(M,)=M’, h(N,)=N".

Ona:(MN,MN,) = a et (MN, MN)=0.

Donc : (MN, M'N') =( MN, M,N,) + (M;N,, MN') = o
La propriété se démontre de fagon analogue dans lecas ol s=r0 h.

Remarque

Les similitudes étant des composées d'homothéties et d'isométries,
munes a ces deux transformations :
* les similitudes conservent I'alignement ;

* les similitudes conservent le milieu ;
* les similitudes conservent le parallélisme et 'orthogonalité ;

* les similitudes conservent le contact.

elles vérifient les proprigre com

SRS

—im

—

memmmm Triangles semblables
En classe de troisiéme, nous avons appris a reconnaitre deux triangles semblables.
Nous allons maintenant en donner une définition, 4 I'aide des similitudes.

Définition : =
On dit que deux triangles ABC et A'B'C’ sont semblables s'il existe une similitude s telle que les 1’

points A, B et C ont respectivement pour images A’, B’ et C’ par s. | f

Les propriétés des similitudes vont nous permettre de déterminer deux conditions suffisantes pour que
deux triangles soient semblables. Ces conditions sont appelées critéres de similitude.

Propriété 1 |
Si deux triangles ont leurs cdtés deux a deux proportionnels, alors ils sont semblables. | |
Démonstration ;:
' ABC et A'B'C' sont deux triangles tels que : AB'_AC _CB
AB' AB AC CB
’ On pose : k = A5 Soit h une homothétie de rapport k,
1 A,, B, et C, les images respectives de A, B et C par h, p
CF |
'J Ona:A,;B,=kAB et AB'=k AB. ! ‘i
| Donc : A,B, = AB". - 1
i On démontre de méme que : A,C, = A'C’ et B,C, = B'C, C :
:L Donc, les triangles A;B,C, et A'B'C’ sont isométriques ; il existe A A\ |
: une isométrie i qui transforme A,B,C; en A'B'C". 1 a By -
A B ;!
Aﬂ

A'B'C’ est I'image de ABC par la similitude io h. §
I Donc, ABC et A'B’C’ sont semblables, i :
| L]
Y
ol
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Si deux triangles ont leurs angles deux 4 deux de méme mesure, alors ils sont semblables.

Démonstration

ABC et AB'C’ sont deux triangles tels que : mes A=mes A, mes B=mes B et mes C=mes C.

On a donc : sin A =sin A, sin B =sin B' et sin C=sin C,

a b c
tque: ——== = = _ _ B .
On sait q A _RsmB __xsin(] ,ou a=BC, b=CA, c=AB;
ﬂ" — b' _ c' H e Y el 5 - , .
sin A’ Sinﬁ‘; sincs’uua_BC:b——CA,C=AB_
On en déduit que : 5 :.f}l,=:'2

Donc, d'apreés la propriété 1, ABC et A'B'C’ sont semblables.

2.3, Travaux dirigés

L'objet de ce travail dirigé est de démontrer le théoréme de Ménélails.
Trois points M, N, F, appartenant respectivement aux cétés (AB), (BC), (AC) d’un triangle ABC et distincts
des sommets de ce triangle, sont alignés si et seulement si : MB ., NC , PA _;
MA NB PC
EE@EEEE M, N, P sont trois points appartenant respectivement aux cétés (AB), (BC), (AC) d'un triangle

ABC, distincts des points A, B, C.
Soit h I'homothétie de centre M et de rapport k tel que : k =

MB

Soit h’ 'homothétie de centre N et de rapport k’ tel que : k' = i;_g

1°) Déterminer 'image de A par la transformation h' 0 h.

2°) On suppose que les points M, N et P sont alignés.

a) Démontrer que h’ o h est une homothétie et calculer son rapport.

b) Démontrer que P est le centre de 'homothétie b’ o h et en déduire que :

MB, NC, PA _,

MA  NB  PC =

o M.’B NC PA

3° t, — =—

) Réciproquement, on suppose que : MA NB oo

Démontrer que les points M, N et P sont alignés.

=1

Solution guidée

1°) Vérifier que : h' o h(A) =

2°) a) » Calculer k'k.

* Démontrer que : si k'k =1, alors (MN]) et (AC) sont paralléles.

* Conclure.
b) * Justifier que le centre de I'homothétie h' o h appartient aux
droites (MN] et (AC) et est donc le point P.

* Vérifier que: k'k = —C— s

_PA_

dédui :=B><I“—I_gxp—_ﬁ.-=1.
En uire que MA NH _IJC
PC

3°) » Démontrer que : k'k = =
* En déduire que h'o h est 'homothétie de centre P et de rapport k'k.
¢ Démontrer que P appartient a la droite (MN).

* Conclure.
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2.a

2b

2.¢

2d

ABC est un triangle.

Soit h et V' les homothéties de centres respec-
tifs B et C, de rapports respectifs 2 et — %

1. Démontrer que h’ o b est une homothétie et
préciser son rapport.

2. Construire I'image de A par h’ 0 h et en déduire
une détermination du centre de cette homothétie.

ABC est un triangle.

Soit h et b’ les homothélies de centres respectifs
B et C, de rapports respectifs -2 et %

1. Démontrer que i’ o h est une translation.

2. Construire l'image de A par h' o h et en

déduire une détermination du vecteur de cette
translation.

-
Exprimer ce vecteur en fonction de BC.

ABC est un triangle.

Soit h 'homothétie de centre B et de rapport %
el t la translation de vecteur 2 BC.

1. Justifier que toh est une homathétie et pré-
ciser son rapport,

2. Construire I'image de A par toh et en déduire
une détermination du centre de cette homothétie.

Soit h I'homothétie de centre O et de rapport — 2,
b’ I'homothétie de centre O’ ot de rapport —%—

1. Démontrer que h' o h est la symétrie de
centre [ tel que ; Ol= 711» 00,

2. Déterminer la transformation h o b,
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2.e

2.t

“Za
O et O' sont deux points distingys du

un nombre réel non ny gy différen, {f::-n.
Soit h I'homothétie de centre S
b’ 'homothétie de centre Q' g de fﬂppsrl:ur}k
1. Démontrer que h' o h egt 1, translaq, k;
vecteur £=1 ¢y, o1 de

ke g5y

2. Déterminer la nature et ]gg Cléments ¢,
ristiques de la transformation 1, o i

Le plan est muni du repre orthonopmg (0,1 I
Soil h et h' les homothéties dont ]es Bxill'es-
sions analytiques sont respectivement , -

{x':—z.r ot {.t':-%h'r g
y=-2y

=3
¥'= 2 4

1. Démontrer que les transformations ' ohet
h o h’ sont des homothéties et détermine, leurs
expressions analytiques dans le repére (0,1,)),
2. Déterminer les coordonnées deg

centres dg
ces homothéties.

Le plan est muni du repére orthonormé (0,1 ]).

Soit h I'homothétie de centre ﬂ(“{) et de rap-

port -3, t la translation de vecteur 5 (:1,] etola
symétrie orthogonale d'axe (OI).

1. Déterminer les expressions analytiques des
homothéties toh et hot.

2. Déterminer les expressions analytiques des
similitudes coh et hoao.



o
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“Exercices’ ~

APPRENTISSAGE

Licux géométriques

1 ABCD est un quadrilatére et O un point du plan.
A tout point P de ABCD on associe le point Q, milieu
de [OF].
pDéterminer le lieu géométrique des points Q lorsque P
décrit ABCD.

2 Soit (€) un cercle et A, B deux points distincts de (€).
Délerminer le lieu géométrique du centre de gravité G
du triangle ABM, lorsque M décrit le cercle (6) privé
des points A el B.

3 Soit ABCD un carré, M un point de [AC], P et Q
les projetés orthogonaux respectifs de M sur les cotés
[AB] et [BC].

Déterminer le lieu géométrique du point I, milieu de
[PQ], lorsque M décrit [AC].

B ABC est un triangle et M un point de [BC]. Soit
G et G’ les centres de gravité respectifs des triangles
ABM et ACM.
1, Déterminer les lieux géométriques respectifs (I') et
("), des point G et G' lorsque M décrit le segment [BC].
2. Préciser la position du point commun & () et (T*).

5 On considére un cercle (6), de centre O et de
rayon r, et un point A distinct de O.
Soit M un point du cercle (€) et G le centre de gravité
du triangle AOM,
Déterminer le lieu géométrique du point G lorsque M
décrit le cercle (€).

Problémes de construction

6 Soit deux cercles (€), (6') de centres respectifs
0,0' (O # O) et de rayons respectifs r, r' (r>r').
1, Démontrer qu’il existe deux homothéties h et h'
transformant (6) en (%') et déterminer les rapports res-
pectifs de h et b’
2. Construire les centres de ces homothéties dans cha-
cun des cas suivants :
a) (€) el (¢') sont extérieurs l'un & I'autre ;
bj (€) et (¢') sont tangents extérieurement ;
o] (‘€) et (¢') sont sécants ;
d) [€) el (¢') sont tangents intérieurement ;
e} (‘€") est intérieur & [€).

7 Soit (€) et (4') deux cercles de centres et de

rayons distincts, A un point du plan.
Construire le point A', image de A par une homothétie

transformant [€) en [‘@").
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B Soit () et (A") deux droites sécantes en un point
I, A un point n'appartenant & aucune de ces droites.
Construire deux points M et N appartenant respective-

ment & (A) et (A"), tels que : AM + 2 AN =E:

9 Soit (€) et (") deux cercles sécants, A un de
leurs points d'intersection,
Construire une droite (A) passant par A, coupant les
cercles (‘€) et (€’) respectivement aux points M et N
—

—n
tels que : AM =—2 AN,

10 (4,). (4,) et (A,) sont trois droites sécantes
deux a deux, Construire un carré ABCD tel que :
Ae(a)Be(4a,)Ce (A;) et De (A

11 Soit (€) un demi-cercle de centre O et de dia-
métre [AB]. Construire un carré PQRS tel que :
Pe [AB], Qe [AB],R & (€) ot Se [€).

12 Soit (A) et (A) deux droites strictement paral-
léles, A un point situé entre les droites (A) et [A'].
Construire un triangle AMM' rectangle et isocéle en M,
de sens direct, tel que les points M et M’ soient situés
respectivement sur (A) et (A).

D émonstrations de propriétés

13 Soit (%) et (¥') deux cercles de rayons dis-
tincts, [AB] un diameétre de [€).
On désigne par h et h’ les homothéties qui transforment
(%) en [€").
Démontrer que : h(A) = h’(B) et h'(A) = h(B).

18 ABC et A'B'C’ sont deux triangles non isomé-
triques tels que :
(AB) // (A'B"), (BC) // (B'C’) et (AC)// (AT
1. Démontrer qu'il existe une homothétie qui transfor-
me ABC en A'B'C".
2. En déduire que les droites (AA'), (BB’) et (CC') sont
concourantes.

15 ABC est un triangle, 1, ] et K sont les milieux
respectifs des ctés [BC], [CA] et [AB],
Soit P le point d'intersection de la droite paralléle & (B])
passant par K et de la droite paralldle 4 (CK) passant par J.
Démontrer que les points A, P et I sont alignés.

16 ABCD est un quadrilatére convexe. Soit E un
point de [AB] et F un point de [AD] tels que :% = g—g
La droite (A), paralléle & (BC) passant par E, et la droite
(A"), paralléle & (CD) passant par F, se coupent en un
point O,

Démontrer que les points A, O et C sont alignés.

17 On considére les cercles (‘€), de centre O et de
rayon r, et (€'), de centre O' et de rayon r’, tangents en
un point T. Soit | un point intérieur au cercle (6).

Homothéties 103




|

1

A tout point M de (€) on associe les points : .

* N, segnnd point d'intersection de (IM] et ltfhi';1 ':"Ei!@-_] '

« M', second poinl d'intersection de (TM) et de ) ;

« N, second point d'intersection de (TN) ?l de ( ) e
Démontrer que, lorsque le point M décrit (€), toutes

droites (M'N") passent par un poinl fixe.

18 Soit [AB] et [A'B'] deux segments tels que :
(AB) // (AB’) et AB=# AB" —— |
On construit des carrés ABCD et A'B'C'D’ tels que -

= = =3 —»
(AB, AC) = (A'B', AT). ‘ ! '
Démontrer que les droites (AA"), (BB'), (CC') et (DD")
sont concourantes.

19 Soit ABCD un parallélogramme de centre O et
E un point de la diagonale [BD], distinct de O.
La droite passant par E et parallele 3 (AD) coupe (AB)
en F el (CD) en G. La droite passant par E et paralléle &
(AB) coupe (AD) en H et (BC) en L.
Démontrer que les droites (FH), (BD) el (IG) sont
concourantes.

Similitudes

20 Soit O un point du plan et u un vecteur.
On désigne par h I'homothétie de centre O et de rapport
2, par t la translation de vecteur u.
1. a) Soit M I'image d'un point M par la U'ar_tffnrmatinn
h o t. Exprimer OM' en fonction de OM et u. -
b) Soit £ le centre de I'homothétie h o t. Exprimer O
en fonction de u,
2, Mémes questions pour la transformation t o h.

21 On considére deux triangles équilatéraux
OAP et OBQ de sens direct et tels que B esl le projeté
orthogonal de O sur [AP).

Déterminer une similitude s telle que les points O, A et
F ont pour images respectives par s les points O, B et Q.

22 0AB est un triangle isocile en 0. Soit h I'ho-
mothétie de centre O et de rapport k, r la rotation de
centre O et d'angle o.

On désigne par D et E les images respectives de A et B
par la transformation h o r, C le point tel que ABCD soit
un parallélogramme .

Quelle est la nature du triangle BCE 7

23 Le plan est muni du repére arthonorms (0, 1, ),
Soit h I'homothétie de centre O et de rapport -2,
s, la symétrie de centre A(—I:?'

1. Ecrire les expressions analytiques de h et 8,0 puis
celle de la transformation s a0 b,

2. Déterminer la nature et les éléments caractéristiques
de la transformation s, o h.

APPROFONDISSEMENT

24 Le plan est muni du re%aére orthonormé (0, 1, J).
h est I'homothélie de centre ﬂ(_z) et de rapport _%._ ()
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est Je cercle de centre A(g) et de rayon 2,

Déterminer une équation du cercle (¢"), ima

(¢) par I'homothétie h. 88 du ey,
25 La figure ci-dessous représente ung g,

papier sur laquelle on a I:racé. deux drojtes (EEJB;IH: do |

coupant en un point O extérieur a la feuillp, 4 tha

point de la feuille de papier. st uy

()

(4)

Tracer, sans sorlir de la feuille, la portion de la drojt,
(0A) incluse dans la feuille.

26 Soit (A) une droite, () un cercle, A un point
de (6).
Construire un cercle (') tangent & (€) en A et tangent 2 (4),

27 Soit (€) un cercle, (A) une droite et [ un point
de (A).
Construire un cercle tangent au cercle (€) et tangent 4
la droite (A) en L
Discuter le nombre de solutions suivant les positions
relatives de (€), (a) et L.

28 ARC est un triangle.
Construire un point P de [AB] et un point QQ de [AC] tels
que : BP = PQ = QC.
(On pourra utiliser une homothétie de centre B ou C.J

29 Soit (€) un cercle de centre O et A un point
distinct de O.
A tout point M de () on associe les points P et Q
milieux respectifs de [AM] et [OP].
1. Déterminer les lieux (I') et (") des points P el Q
lorsque M déerit le cercle (€).
2. Déterminer la nature et les éléments caractéristigues
de la transformation qui a (%) associe ().

30 ABC est un triangle. Soit A", B' et C' les milienx
respectifs des cétés [BCI, (CA] et [AB), G le centre de
gravité de ABC. On désigne par H I'orthocentre dé
et par O le centre du cercle circonscrit a ce triangle.
1. Trouver une homothétie qui transforme les droutes
(OA), (OB') et (OC) respectivement en (AH), (BH) et (€1}
2. En déduire que les points O, G et H 'appm1"ri|31'!1'l€'1ta
une méme droite (A),

() est appelée la droite d'Euler du triangle ABC.

31 ABCestun triangle, A", B' et C' sont les m.lheﬁ
respectifs des cotés [BC], [CA] et [AB], P est un point
plan distinct des points A, B et C. le
On trace les droites (A,) passant par A el P aralljsanl
(AP), (4,) passant par B’ et parallle 2 (BP), (8;) P8
par C' et parallale a (CP).

Démontrer que les droites (A,), (8,) et (4
rantes.

) sont conEO”

A



32 Le quadrilatére complet
Sur la figure ci-dessous A, B, C, D, E et F sont les sommets
d'un quadrilatére complet.
(On appelle quadrilatére complet la figure composée de
quatre droites sécantes deux a deux et de leurs six
points d'intersection.)

C

F

Soit I, ] et K les milieux respectifs des diagonales [AF],
[BD] et [EC] de ce quadrilatére complet,

On se propose de démontrer que I, ] el K sont alignés.
On désigne par h et h' les homothéties de centre A et
telles que : h(B)=C et h'(D) =E,

1. Soit I' et ' les points lels que EFCI' et BFD]' sont des
parallélogrammes.

a) Déterminer l'image de la droite (BJ') par h' o h, puis
I'image de la droite [D]') par hoh'.

b) En déduire que A, I' et | sont alignés,

2. Démontrer que I, ] et K sont les images respectives de
A, 1" et ]' par une homothétie que 1'on précisera.
Conclure.

33 Soit A, I et B trois points distincts alignés dans
cet ordre, (€) et (€’) les cercles de diamétres respectifs
[Al] et [IB], (A) une tangente commune extérieure a () et
(‘6"), M et N les points de contact respectifs de (A) avec (4)
el (€"), P le point d'intersection des droites (AM) et (BN).
1. Déterminer, suivant la position du point I sur le seg-
ment [AB], la transformation f qui au cercle (%) associe le
cercle (6°) et laisse la droite (A) globalement invariante.
2. En utilisant la transformation f précédente, détermi-
ner la nature du quadrilatére PMIN,

3. Soit Q 'image de P par f et R I'antécédent de P par |,
Démontrer que les droites (RA) et (QB) sont tangentes
respectivement & (%€) et [*¢').

34 ABC est un triangle rectangle en A. Soit H le
pied de la hauteur issue de A, I et ] les projetés ortho-
gonaux de H respectivement sur (AB) et (AC).
Onpose: AC=D0b et AB=c.

1. Démontrer que les triangles ABC et AJl sont sem-
blables et calculer, en fonction de b et ¢, le rapport de
similitude ﬁl{—:-

2, Déterminer une homothétie h de cenlre A et une
symétrie orthogonale s, dont l'axe passe par A, telles que
limage du triangle ABC par s o h soit le triangle AJL

35 Sur la figure ci-dessous, les cercles (€) et (€')
ont pour centres respectifs O el O, pour rayons respec-
tifs r et r (r 2r).
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1. Démontrer que les triangles IAO et IA'O’ sont sem-
blables. Déterminer les éléments d'une similitude qui
transforme les points I, A, O respectivement en I, A', 0",
2. Soit h et h' les deux homothéties qui transforment
(‘6) en (6'), h étant celle dont le rapport est positif, h-
et h™! leurs réciproques.

Déterminer la nature et les éléments caractéristiques
des transformations h™'oh et h' o h-1,

3. Soit B le symétrique de A par rapport a4 (00') et B’ le
symétrique de A’ par rapport 4 O

Démontrer que : B' = h'(B).

36 ABCD et GCEF sont deux rectangles directs
tels que : GC =2 AB et CE=2BC.

B =1 A

F iz

1. Démontrer que les triangles ABC et GCE, ainsi que
les triangles ABC et EFG, sont semblables.

En déduire qu'il existe deux similitudes directes s et s’
qui, au rectangle ABCD, associent le rectangle GCEF.
Préciser, pour chacune de ces similitudes, les images
respectives des points A, B, C, D, I'angle et le rapporl.
(On notera s la similitude d'angle kL

2, Soit Q le projeté orthogonal de C sur (GD).

a) Démontrer que ) est invariant par s.

b) En déduire qu'il existe une homothétie h et une rota-
tion r, toutes deux de centre £, telles que :
s=hor=roh.

Le point § est appelé centre de la similitude s.

3. Déterminer de méme le centre Q' de la similitude s’,
puis une homothétie h' et une rotation r', toutes deux
de centre ', tellesque:s’=h'or' =1'0h'".

37 Les rectangles d'or
On considére un rectangle ABCD tel que :
AB _1+5 _
AD =72 ¢
1. A l'intérieur de ce rectangle on construit un carré
ADEF.

A D G
F TE

@)
B L H

Démontrer qu'il existe une similitude telle que les
points B, C, E, F ont pour images respectives A, B, C,D
et donner le rapport de cette similitude.

2. On construit maintenant, & l'extérieur du rectangle
ABCD, un carré CDGH,

Démontrer qu'il existe une similitude telle que les
points A, B, C, D ont pour images respectives G, A, B,
H et ayanl le méme rapport que précédemment.
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3. a) Démontrer que les droites (BE), (AC) et (GB) sont
concourantes en un point £2.

b) Déterminer le rapport d'une homothétie h de centre
Q et I'angle d'une rotation r de centre £, telles que :

*» (B,C,E, F) apourimage (A, B,C,D) par roh,

* (A, B,C, D) a pour image (G, A, B, H] par roh.
Les rectangles EFBC, ABCD, BHGA sont appelés « rec-
tangles d'or »,

38 Les triangles d'or
Soit ABC un triangle isoctle en A, tel que:
AB _1+ /5 _
BC- @ ¥
1. Soit D le point de [AB], tel que : AD = BC.
a) Démontrer que ABC et CDB sont semblables.
b) En déduire que le triangle ADC est isoctle en D et
calculer les mesures, en radian, des angles des triangles
ABC et ADC.

A

E

2, Soit E le point de la droile (BC), extérieur au segment
[BCI, tel que : BE = BA,

Démontrer que les triangles ABC et ECA sont sem-
blables, ainsi que les triangles ADC et EBA. !
Ces deux fumilles de triangles sont appelés des « tri-
angles d’or ».

3. Soit I, ] et K les milieux respectifs de [BC], [CA] et [AE].
a) Démontrer que les droites (DI), (B]) et (CK) sont
concourantes en un point Q.

b) Déterminer le rapport d'une homothétie h de centre
Q et I'angle d'une rotation r de centre Q, telles que :

« (C,D, B) apourimage (A,B,C) par roh;

* (A, B, C) a pour image (E,C, A) par roh.

c) Quelle est I'image de (A, D,C)par roh ?

39 Le nombre ,E
ABCD est un rectangle tel que AB < AD. On pose : -';%) =k.

Soit I et | les milieux respectifs de [AD] el [BC).
A | D
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1. Démontrer que les droites (A]) el (i) sony
culaires a la diagonale (BD) si et seulemen Perpeng;.
une similitude, de rapport k, transformany 5y, .+ eXislg
Calculer k. Jen Dag
2. Démontrer que le rectangle ABCD agt l'ima

tangle BJIA par la similitude précédentg, 58 dy Teg.
Calculer le rapport des aires de ces rectang|pg

B0 La spirale logarithmique
Le plan est muni du repére orthonormé (8] }-"71]
i données (1;0); = "
A, est le point de coordonnées (1 ; 0) ;

r est la rotation de centre O et d’angle Z. .
h est 'homothétie de centre O et de rapport 2_

3
On considére la similitude s telle que : 5 = f‘(;h

1. Construire le point A, = s(A;]) et démontre;
angle OA A, est reclangle en A,

2. Construire les poinls A,, A, ..., A, définis par:
Az = S[Ailf Aa = S{Azll L | ‘ﬂl-l:' = SIAIEJ
3. Pour lout entier naturgl n, on pose ;
—= —
u,=0A, et v,=(0A, OA,).

que le .

a) Démontrer que (u,), _ , st une suite géDﬂlétﬁqua
de raison —2— el que (vp)p o BSt une suite arithye.
: i I
tique de raison & .
— g

bj) Calculer OA, et (OA, OA,) en fonction de n,

c) On note s" la transformation qui, au point A, asso-
cie le point A,

Déterminer les valeurs de n pour que s” soit une homo-

thétie ; préciser le rapport de cette homothétie en fone-
tion de n.

La ligne brisée A A A,... A ... est voisine d'une courbe
appelée spirale logarithmique.




Orthogonalité
dans I'espace

Introduction

En classe de seconde, nous avons étudié le parallélisme et les pro-
priétés d'incidence dans l'espace. L'objectif de ce chapitre est de metfire

en évidence, en utilisant comme support visuel les solides connus
7 (cubes, pavés droifs, téiraédre, ...) ou l'environnement habituel
1_"? 1 (immeubles, salles de classes, ...), la notion d'orthogonalifé de droites
1 2 ou de plans, puis de ['viliser dans la résolution de problémes.
E il
'; |

el

| |
’ 4 Une vue d'Abidjan (Céte d'lvoire).
|

1. Droites et plans OrthogonaUX . ........v.eereeersiririnnriiens 108
Q. Plans perpendiCulaires ...........ocoeivivienceriiseneseniene 115

Orthogonalité dans I'espace 107
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seconde) que nous utiliserons trés souvent :

€ désigne I'espace. Rappelons ici un axiome de géométrie dans I'espace (noté (A5) dang j, mng

« les théorémes de géométrie plane sont vrais dans tout plan de | ‘espace

~-1..1.. Droites orthogonales

EEmm=m [ntroduction
Soit ABCDEFGH un cube,

Perpendiculaires,
droites (MN) et (MP) sont perpendiculaires.

orthogonales.

Définition

| « (@) est orthogonale & (2) » se note : (@) 1 (a)

|
r Remarque

mEmmmm Propriétés

! paralléle a I'une est orthogonale a I'autre,

{ (@) L (2)

)/ @) = (A) L (%),

108 Orthogonalité dans I'espace
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Considérons les droites (AE] et (FG). Les paralltles & ces droites
Passant par un méme sommet du cube sont perpendiculaires ; par
exemple, les droites (BF) et (BC), sont perpendiculaires. M
De méme, les droites (CG) et (CB), (HD) et (HE), (DH) et (DA) sont

On admettra que les paralléles aux droites (AE) et (FG) passant par
un méme point M de € sont également perpendiculaires : les

On dit que les droites (AE) et (FG) sont orthogonales.
De méme, les droites (EH) et (AB), (AC) et (HF), (BG) et (ED) sont

Deux droites de @ sont orthogonales lorsque, un point de % étant choisi, 'V
les paralléles a ces droites Passant par ce point sont perpendiculaires, /‘\.\w ,-

Nyg} 4

-

e

Deux droites de ¥ sont perpendiculaires lorsqu'elles sont orthogonales et sécantes,

! On déduit directement de la définjtion les propriétés suivantes,

| * Si deux droites sont orthogonales, toute drojte * Si deux droites B pa_rélléies: toute _ﬂi'hil_lé_

orthogonale a I'une est orthogonale a l'ﬁ“'l:ﬁ'-' -

{[@] ol JE——

(4) L (@)



Exemples

Soit ABCDEFGH un cube, I et ] les milie

: AT UxX respectifs des segments [AF]
igﬁ?agﬁd&iﬁngle équilatéral AFC, (CI) est une médiane et (IJ) une
(CI) L (AF )
i {{AF] /1 (DG) = (CI) L (D).
(1)) /1 (AC)
' { (AG) L (BD) = () L(BD).

Remarque

Deux droites peuvent étre orthogonales & une méme troisiéme sans étre paralléles.
Dﬂns”xfé Iexempfe ci-dessus, (AB) et (FG) sont toutes deux orthogonales & (DH), mais elles ne sont pas
paralléles.

—1.2. Droite et plan orthogonaux

memez=s Introduction

Soit ABCDEFGH un cube.

* La droite (EA) est perpendiculaire aux droites sécantes (AD) H G
et (AB) du plan (ABC) ; on dit que la droite (EA) et le plan :

(ABC) sont orthogonaux. :
La droite (EA) est aussi orthogonale aux droites (AC), (BD), E
(CD) et (BC) du plan (ABC). On démontrera plus loin que (EA)

est orthogonale & toutes les droites du plan (ABC).

* De méme, la droite (AC) est orthogonale aux droites sécantes ;
(BD) et (DH), donc au plan (BDH). D et
* Par contre, la droite (AC) est orthogonale aux droites paralliles P --Lﬁ"*-‘*:"{,.'\'_.'_' ;
(CG) et (BF) du plan (BCG), mais elle n'est pas orthogonale & la A — L.B
droite (BC) de ce méme plan ; la droite (AC) n'est pas orthogo-

nale au plan (BCG).

-

mammmm Définition et propriétés

Définition .
Une droite (%) et un plan (%) sont orthogonaux lorsque la droite (2)
est orthogonale & deux droites sécantes du plan (2).

On note : (@) L () ou (P) L (D).

Remarques

* On dit également que (@) est orthogonale & () ou que (P) est orthogonal a (D).

* Si une droite est orthogonale a un plan, alors elle est sécante & ce plan en un point ; elle est dite ortho-
onale au plan en ce point. .

% Une dmife peut étrg orthogonale & deux droites paralléles d'un plan sans étre orthogonale a ce plan.

Orthogonalité dans I'espace 109
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* Etant donné un point A et un plan (@), il existe | * Etant donné un point A et une drojte (5
:‘Eﬂ ]““il]ue droite passant par A et orthogonale 21}9}‘;11“1“3 plan passant par A o or
P). i : i

A

Ces propriétés sont admises.

Propriété fondamentale R—
il . Si une droite est urlhugnnalu“& un plan,-_alqrs elle est orthogonale  toute droite de ce plan,
| | St M S et e g o ALY |
s Démonstration

| Soit (%) une droite orthogonale 4 un plan (%) en un point 0, (@)
i I est donc orthogonale & deux droites sécantes (4,) et (4,) de ().
|

On suppose que ces droites passent par O ; en effet, si elles sont
sécantes en un point autre que O, les paralldles a ces droites
il | | passant par O sont également orthogonales a (9).

Pour démontrer que () est orthogonale a toute droite de (@), il
suffit de démontrer que (@) est perpendiculaire 2 toute droite
| (A) de (P) passant par O.

' (@) est perpendiculaire aux droites (4,) et (A,).

Soit (A) une droite de () passant par O, distincte de (4,) et (4,), et M un point de (A) distinct de O.

On désigne par A un point de (@) distinct de O, par B et C les points respectifs de (A,) et (A,) tels que
‘ | OBMC soit un parallélogramme. On désigne par I le centre de ce parallélogramme.

On applique le théoréme de la médiane au triangle ABC : AB% + AC2 = 2 AIZ + -13- BC* (1)
Les triangles OAB et OAC sont rectangles, donc : AB = 0A? + OB? et ACZ = OAZ + OCZ.

I i'] Dou: (1) &  (0A®+0B%+(0A%+0C?) =2 AP+ 1 B2
| = 2 OA? + (OB? + 0C?) =2AIR + % BC2.
| On applique le théoréme de la médiane au triangle OBC : OB2 + OC2 = 2 OI2 + % BCZ.
Ona: (1) 20A3+[20F+%—BCE}=2A]2+_%Bcz

: ‘ - = 0A? + 012 = AI%,

‘ Dong, le triangle OAM est rectangle en O et la droite (@) est perpendiculaire & (A).

-~
BESESE

o e d'elles e ]

[ s i e s AL o e =y . - SR o .

| Pour démontrer que deux droites sont orthogonales, il suffit de démontrer qu
 orthogonale & un plan contenant l'autre. ]
ST | =l e = T By d 1) L L5 NE] Tyl SR Tt -

Exemple

ABCD est un tétragdre régulier’. On se propose de démontrer que les
droites (AB) et (CD) sont orthogonales.

On désigne par I le milieu de [CD] ; les droites (AI) et (BI) sont per-
pendiculaires a (CD).

La droite (CD) est orthogonale au plan (ABI), donc a toutes les droites
de ce plan, en particulier & la droite (AB),

' ?.'Jn rélr:agre esl régulier lorsque ses fuces sont des triangles équilaléraux.

il 110 Orthogonalité dans I'espace |
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gummmm Avtres propriétés

Nous étudierons ici quelques propriétés de I’
qui se déduisent de celles-ci et seront renco

Prop rietés 1

 Si deux droites (2) et (2') sont paralldles, tout
plan (#) orthogonal & (2) est orthogonal a (@),

(@) Il (2"
{[@] e @) L @),
(€]
| @

Démonstration

(%) est orthogonale & (%), donc orthogonale a deux
droites sécantes (A) et (A') de ().

(') est paralléle a (9), donc orthogonale a (A) et 3
(a').

(@") est donc orthogonale a (P).

Proprietés 2

orthogonalité d'une droite et d'un plan. Il en existe d'autres
ntrées en exercices,

* Si deux plans (2) et (#') sont paralléles, toute
droite (%) orthogonale a () est orthogonale & (#').
{[@} (@)

(@) L (@)

(%)
@\ =
A : <

Démonstration

() est orthogonale & (%), donc orthogonale & deux
droites sécantes (4,) et (4,) de (P).

(') est parallele & (), donc contient deux droites
(A',) et (A’,) respectivement paralléles a (4,) et (A,).
(%) est orthogonale & (A',) et & (A',), donc & (P').

= (@) L(P)

+ Si deux droites () et (2') -s_unt orthogonales a
un méme plan (%), alors elles sont paralléles.

(@) L ()
@) /f (ED').
{[@']l(i‘i’) RS
jwif’” ic@w/
|
Démonstration

Soit A un point de (@) et (2") la droite passant par
A et parallele a (%').

D'aprés les propriétés 1, (2") est orthogonale a ().
Or, il existe une seule droite passant par A et ortho-
gonale a ().

Donc, (%) et (&) sont confondues et (D) est paral-
lele & ().

Scanned by CamScanner

= Si daui.plans (P) et (') sont nﬂhnguhaux il
une méme droite (2), alors ils sont paralléles.

{{Eb] 1 (@)

@ L@ = @O

(=)

Démonstration

Soit A un point de (?) et (") le plan passant par A
et paralltle a (9').

D'aprés les propriétés 1, (%”) est orthogonal & (D).
Or, il existe un seul plan passant par A et orthogo-
nal a (@).

Donc, (P) et (?"') sont confondus et (P) est paralléle
A (@),
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Pour démontrer que deux droite '
paralléles, il suffit de démontrer que

sont orthogonales 2 un méme plan.

La propriété suivante est admise.

Propriéte 3
Soit (@) une droite orthogonale a un plan

Toute droite (2') orthogonale ﬁ () est par
{@] L@ @@,
(@) L (@)

g sont
lles || ils

R |
alléle a (). ST ' sy |

Pour démontrer qué deux plans sont parg|jy _
| suffit de démontrer qu'ils sont orthogg : > -__:_J;;

. une méme droite.

(D)

mmme== Distance d'un point & un plan, & une droite

Soit (%) un plan et A un point de €.

Il existe une droite unique (A,) passant par A et
orthogonale & (?). Cette droite coupe le plan (?) en
un point H, appelé projeté orthogonal de A sur (%),

Wi

&7

Pour tout point M de (?), ona: AH < AM.
H est donc le point de () le plus proche de A.

AH est la distance du point A au plan (P),

eed3.. Travaux dirigés

Soit (@) une droite et A un point de €.

Il existe un plan unique (IT,) passant par A ef
orthogonal & (2). Ce plan coupe la droite (2) en un
point H, appelé projeté orthogonal de A sur (9).

(@)
M

'

Pour tout point M de (%), on a : AH < AM.

H est donc le point de (@) le plus proche de A.
AH est la distance du point A a la droite (@).

[l

emmEz=m 1. Projection orthogonale d'un angle droit

Soit (?) un plan, A, B, C trois points de € tels que I'
projetés orthogonaux respectifs des points A, B,C s

angle BAC soit droit. On désigne par A, B, C' I¢s
ur (%),

On suppose que les droites (AB) et (AC) ne sont pas orthogonales 3 (@)

Démontrer que B’A’'C’

Solution

Soit (4,) la droite orthogonale au plan (?) et passant
contenant la droite (A,) et, respectivement, les point

112 Orthogonalité dans l'espace
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est un angle droit si et seulement sj I'une des droites (AB) ou (AC) est paralléle 3 (@)

par le poi : lans
e {met A. On désigne par (I1,) et (T1,) les P



=

» Supposons que la droite (AB) est paralléle a (%),

(AB) est orthogonale aux droites sécantes (AC) et
donc au plan (I1,) qui les contient. - et (4y), (A4)

(AB) est paralléle & (%) et & (IT,), donc a la droite (A'B) "
intersection de ces deux plans. '

(A'B’) est donc orthogonale au plan (I1,), donc perpen-

diculaire & (A'C’), et I'angle B’'A'C’ est droit,

On démontre de m:a:n__iﬁre analogue que, si (AC) est paral-

lale & (?), I'angle B'A'C’ est droit, L
» Réciproquement, supposons 'angle B"_EE:’ droit.

Si les droites (AB) et (A’'B') sont paralldles, 1a propriété
est démontrée. Supposons qu'elles sont sécantes.

(A'C') est orthogonale aux droites sécantes (A'B') et (4), don au plan (I1,)
On démontre de méme que (A'B’) est orthogonale au plan (I1,), donc a la droite {AC].

(AC) est orthogonale aux droites sécantes (AB) et (A'B’), done au plan (11,).

(A'C’) est également orthogonale 2 ce plan, dong paralléle & (AC). La propriété est encore démontrée.

——

Donc, B’A’C’ est un angle droit si et seulement si I'une des droites (AB) ou (AC) est paralléle a (P).

@

gmsmmm 2. Plan médiateur - Sphére circonscrite & un tétraédre

1°) Soit A et B deux points distincts de €. Démontrer que I'ensemble des points équidistants des points
A et B est le plan orthogonal a la droite (AB) passant par le milieu du segment [AB].

Ce plan est appelé plan médiateur du segment [AB].
2°) Soit A, B et C trois points non alignés, O le centre du cercle (‘) circonscrit au triangle ABC,

Démontrer que I'ensemble des points équidistants des points A, B et C est la droite passant par O et

orthogonale au plan (ABC).

Cefte droite est appelée axe du cercle ().
3°) Soit ABCD un tétraédre. Démontrer que le plan médiateur de [AD] et 'axe du cercle circonscrit au

triangle ABC sont sécants.
En déduire qu'il existe un seul point de I'espace équidistant des points A, B, C et D.
Ce point est le centre de la sphére circonscrite au tétraédre ABCD.

Solution
1°) On désigne par I le milieu de [AB], par (?) le plan orthogonal
a (AB) passant par I et par (4,) I'ensemble des points équidistants
de A et B.
I appartient a (%, ). Soit M un point de l'espace, distinct de L.
Ona:Me (§,) « MA = MB

& (MID) L (AB)

& Me (D).
2°) On désigne par (?,) (respectivement (2,)) le plan médiateur
du segment [AB] (respectivement [ACI) et par (€,) l'ensemble
des points équidistants de A, B et C.
Ona:Me (¢) < MA=MB = MC

& Me (@,)etMe (@,).
Or, (2,) et (#,) ne sont pas parall2les, ‘sim:m. (AB) e.t (AC)
seraient confondues. (€,) est donc la droite d'intersection de
(,) et (). Cette droite passe par O car OA =0B = e

(&y)
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1 (AC).
De plus:{’EZJC[@’l]:(‘SZ]J_[hB] et (8,)c(P)= (€,)

Donc (€,) est orthogonale au plan (ABC). 1
'aXe
3°) On désigne par (I1) le plan médiateur de [AD] et par (%)

du cercle circonscrit au triangle ABC. ) .

Si (I1) et (@) étaient paralldles, (2) serait orthogonale a fﬁg;gﬂﬂ
serait contenue dans le plan (ABC), ce qui serait en Cﬂ? -
avec le fait que les points A, B, C et D ne sont pas coplanalres.
(1) et (%) sont donc sécants.

Pour tout point M de l'espace, on a :

MA =MB =MC=MD e Me (@) et Me ().

Le seul point de l'espace équidistant des points A, B, Cet D est
donc Q, point d'intersection de (1) et (7). '
La sphére de centre Q et de rayon QA passe par A, B, CetD.
On l'appelle sphare circonscrite au tétraédre ABCD.

ME XTI CICES T i i A 7077 7 A

l.a

1.b

l.c

1.d

Soit ABCDEFGH un cube, I et ] les milieux res-
pectifs de [EF] et [BF]. Démontrer que :
a) (ED) L (BG) ¢) (1) L (DG) ;
bj(JG) L(DC)  ; d) (ID) L (AH).

Soit ABCDEFGH un pavé droil,

a) Nommer les droites contenant une aréte de
ce cube et orthogonales 4 la droite (AE).

) Nommer les plans contenant deux arétes de
ce cube et orthogonaux & la droite (AE).

¢) Nommer deux droites orthogonales 4 (AE) et
non coplanaires.

Soit ABCDEFGH un cube. On désigne par [, J et
K les milieux respectifs des segments [BF],
[FG] et [AE].

Démontrer que :

a) la droite (IK) est orthogonale au plan (ADE) :
b} la droite (BE) est orthogonale au plan (ADG) :
c] la droite (DE) est orthogonale au plan ([JK) ;
d) les droites (AC) et (BF) sont orthogonales ;
e les droites (IK) et (CF) sonl orthogonales
f1les droites (1]) et (ED) sont orthogonales,

Soit ABC un triangle rectangle en A et (2] la
droite orthogonale en A au plan (ABC).
Démontrer que pour tout point M de (%), dis-
tinct de A, on a:
a) (MA] L (BC)
¢} (AC) L [MB),

b) (AB) 1 (MC) ;
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l.e

1.f

1.h

Soit (?) un plan, A un point de ce plan, (@) la
droite orthogonale & () en A et (A) une droite
de () ne passant pas par A. On désigne par A'
le projeté orthogonal de A sur la droite (4),
Démontrer que pour toul point M de (3),ona:
(MA") L ().

Soit ABCDEFGH un cube, dont la mesure
d'une aréte est a. Calculer, en fonction dea:
a] la distance de G au plan (ABC) ;

b) la distance de A au plan (DBF) ;

c) la distance AG.

Soit ABCDEFGH un cube, On désigne par ], €l
K les milieux respectifs des segments [AE],
[CG] et [BC].

1. Démontrer que le plan (DBF) est le plan
médiateur du segment [1]].

2. Démontrer que 1, ] et K appartiennent au
plan médiateur du segment [DF]. .
3. Quel est le plan médiateur du segment (D61

- les
Soit ABCD un tétraddre régulier, T €]

milieux respectifs de [AB] et (CD].
1. Démontrer que le plan (ICD) €
médiateur de [AB].

2. Démontrer que le plan (JAB) ost Jo P27
médiateur de [CD].

3. En déduire que la draoite (]
laire aux droites (AB) et (CD).

t le plen

) est pefpendi':u-

\



2.1. Definition

« Pour vérifier qu'un mur est « droit », le magon utilise un fil & plomb.
gi ce fil, plf{cé contre le mur, est paralléle & celui-ci, le mur est vertical.
En géométrie, on peut modéliser cetle situation de la fagon suivante :

— le fil est représenté par une droite verticale, done orthogonale au
plan horizontal qui représente le sal,

—le mur est représenté par un plan.
On dit que ce plan est perpendiculaire au plan du sol.

» Soit (?) et (?') deux plans tels que (?) contienne une droite (@)
orthogonale & (') en un point O.

On se propose de démontrer que le plan (#’) contient une droite
(@") orthogonale au plan ().

- Justifier que (%) et (P’) sont sécants suivant une droite (A) pas- K )

samtparO. Sy A )

Soit (@) la droite de (2’) perpendiculaire a (A) en O. ¢
- Justifier que (2°) est orthogonale a (P). |

Cette étude justifie la définition suivante. ®/

Deux i]lans sont perpendiculaires lorsque l'un d'entre eux contient une droite orthogonale a l'autre. !

« (P) est perpendiculaire a (?') » se note : (?) L (#').

Remarque

Si deux plans sont perpendiculaires, ils sont sécants.

Exemples

Soit ABCDEFGH un cube.
*» Le plan (ABE) contient la droite (AE), qui est orthogonale au plan
(ABC) ; les plans (ABE) et (ABC) sont donc perpendiculaires.

* Le plan (ABG) contient la droite (AB), qui est orthogonale au plan
(ADE) ; les plans (ABG) et (ADE) sont donc perpendiculaires.

* Les plans (ABG) et (ABE) ne sont pas perpendiculaires ; en effet, toute
droite orthogonale & (ABE) est paralléle a (AD), donc sécante & (ABG).

On déduit directement de la définition les propriétés suivantes.
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Conséquences

* Si une droite (%) est orthogonale a un plan (%), tout plan paralldle a (2) est Perpendicy,

* Si deux plans sont perpendiculaires, toute droite orthogonale i I'un est paralla]p 3 l'ﬂu&?:-n

P—— =

@ L)

% ¥
{(Ju@] @ 1L@) . {(9}]“@] = (@)@

(D) /1 (")

| | ' Remargue

Si deux plans sont perpendiculaires, une droite paralléle @ I'un n’est pas nécessairement oy o
I'autre (il suffit de considérer par exemple leur droite d'intersection). 8onale 4

—2.2., Propriétés
! Propriété 1 |
‘ - Si deux plans sont perpendiculaires, tout plan p'arallé!e a l'un est perpendiculaire a l'autre.

j | { @) 1 (@)
(@) v ()

= (@)L (m). |

Démonstration

Soit (?) et (#') deux plans perpendiculaires, (IT) un plan paralléle a (%). e
() contient une droite (3) orthogonale a (#). /< "

Le plan (I1), paralléle & (9), est done parallele a (@), A =t
D'aprés les conséquences du § 2.1., (IT) est perpendiculaire & (@). A P (&)

E emargues I@/

1R * La propriété précédente peut également s'énoncer de la fagon suivante : !
si deux plans sont paralléles, tout plan perpendiculaire a I'un est perpendiculaire a I'autre. .
* Deux plans perpendiculaires & un méme plan ne sont pas forcément paralléles entre eux.

- Pour démontrer que deux plans sont perpendiculaires, on peut utiliser un des procédés suivants |

* trouver une droite de l'un qui est orthogonale a l'autre ; W |
* trouver une droite paralléle & I'un et orthogonale & l'autre ; :
| * trouver un plan paralléle & l'un et pﬂrpe_ndicula:ire, a l'autre. .'

Exemples

Soit ABCDEF un prisme droit dont la base est un triangle ABC, E F
* La droite (AD) est perpendiculaire aux droites (AB) st (AC), donc ortho- V
gonale au plan (ABC). Le plan (ABD) contient (AD), donc est perpendicu-
laire au plan (ABC).

e La droite (AD) est parallele a la droite (BE), dong au plan (BCE). De plus,
(AD) est orthogonale au plan (ABC), Par suite, les plans (BCE) et (ABC) sont

perpendiculaires. B
* Le plan (ABC) est paralléle au plan (DEF) et perpendiculaire au plan N
(ABD). Donc les plans (DEF) et (ABD) sont perpendiculaires. A
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Un pln_ﬂ est perpendiculaire & deux plans sécants si et seulement si il esl orthogonal a leur droite d'in-
tersection. - '

Démonstration

Soit {.9"] et (?) deux plans sécants, (A) leur droite d'intersection.
+ Soit (T1) un plan orthogonal & (4). (?) contient la droite (A)
orthogonale a (I}, donc il est perpendiculaire a (I1).

De méme, (@) est perpendiculairea . A L
« Réciproquement, si (I1) est un plan perpendiculaire A () et /< i
(@), alors toute droite orthogonale a (IT) est paralldle & (P) et & I :

(@"), donc a (4). i
(A) est donc orthogonale & (I1). 7

__92.3. Travaux dirigés

memm==m 1. Le tétraédre orthocentrique

Soit ABCD un tétraédre tel que les droites (AB) et (AC) sont respectivement orthogonales aux droites
(CD) et (BD). On désigne par H l'orthocentre du triangle BCD.

1°) Démontrer que les plans (ABH) et (ACH) sont perpendiculaires au plan (BCD),

2°) En déduire que la droite (AD) est orthogonale a la droite (BC).

Un tel tétraédre, dont les arétes opposées sont deux & deux orthogenales, est dit orthocentrigue.

Solution

1°) La droite (BH) est une hauteur du triangle BCD,
donc elle est perpendiculaire a la droite (CD).

(CD) est orthogonale aux droites sécantes (AB) et
(BH), donc au plan (ABH).

Le plan (BCD) contient la droite (CD), donc les plans
(BCD) et (ABH) sont perpendiculaires.

On démontre par un raisonnement analogue que les
plans (BCD) et (ACH) sont perpendiculaires.

2°) Le plan (BCD) est perpendiculaire aux plans
sécants (ABH) et (ACH), donc orthogonal a leur
droite d'intersection (AH). Les droites (AH) et (BC)
sont donc orthogonales.

La droite (BC) est orthogonale aux droites sécantes
(AH) et (DH), donc au plan (ADH) qui contient la
droite (AD).

Les droites (BC) et (AD) sont donc orthogonales.
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mmmmmm . Perpendiculaire commune @ deux droites non coplanaires
Soit (2) et (') deux droites non coplanaires. o P
On se propose de déterminer toutes les droites perpendiculaires a [Ef?[zt;g:}:;]

1°) Démontrer qu'il existe un unique plan (%) contenant () :-?t paralle d'culai.re -
2°) a) Démontrer qu'il existe un unique plan (I1) contenant (@) et Pﬂ:Pf:Izr . R
b) Démontrer que (I1) et (2) sont sécants ; on désigne par A leur point d'in g .5
3°) Démontrer que la droite passant par A et orthogonale & [9]’ est perpendiculaire a (2) et 3 (@),
On désigne par B le point d'intersection de cette droite avef: (@'). ‘ -

4°) Démontrer que la droite (AB) est l'unique perpendiculaire commune & () et & (D°).

5°) Démontrer que, pour tout point M de (2) et tout point N de (2’), on a: MN 2 AB.

Solution guidée
1°) Existence

Soit M un point de (@) et (2,") la droite passant par M et paralléle a (2").
* Démontrer que (2) et (3,’) déterminent un plan ().

* Vérifier que (%) satisfait les conditions de la question.

Unicite

Soit (2) un plan contenant (2) et paralléle a (%°).

* Démontrer que (2) est parallile a ().

* Conclure.

2°) a) Existence

Soit N un point de (2') et (A) la droite passant par N et orthogonale a ().
* Démontrer que (2') et (A) déterminent un plan (I1).

* Vérifier que (1) est perpendiculaire a ().

Unicité

* Vérifier que tout plan contenant la droite (') et perpen-
diculaire au plan (2) est paralléle au plan ().

* Conclure,

b) Soit (@,') la droite d'intersection des plans (I1) et (®).

* Démontrer que (2) et (2,") sont sécantes.

* Conclure.

3°) » Démontrer que la droite passant par A et orthogonale
au plan () est incluse dans (I7).

* Conclure.

4°) Vérifier que toute droite perpendiculaire a (@) et (%)
est incluse dans (I1).

* En déduire que toute droite perpendiculaire (@) et (©)
passe par A.

* Conclure.

5°) Soit N’ le point d'intersection de (A) et de (®).
* Démontrer que : NN’ = AB.

e Vérifier que : MN > NN',

e Conclure.
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yle

2.b

2¢

2.d

2.e

Soit () et (2') deux plans per iculai
pendiculair

(@) leur droite d'intersection, el

Démontrer que toute droite de (%) perpendicu-

laire & (2) est orthogonale a (2.

Soit ABCDEFGH un cube, Démontrer que les
plans suivants sont perpendiculaires -

a) (ABC) et (EAC) ;

b) (EAC) et (HDB) ;

c) (FCH) et (AGE).

Soit (%) un plan et (%) une droite non orthogo-
nale a (%).

Démontrer qu'il existe un plan unique contenant
(<) et perpendiculaire & (),

Soit ABC un triangle rectangle en A et (@) la
droite orthogonale en B au plan (ABC).
Démontrer que, pour tout point M de (%) dis-
tinct de B, les plans (MAB) et (MAC) sont per-
pendiculaires.

Soit (?) un plan, A un point de ce plan, (2) la
droite orthogonale a (%) en A et (A) une droite
de () ne passant pas par A. On désigne par A'
le projeté orthogonal de A sur (A).

%'U-‘ﬂ'luluu ”J T LA I IS LA N B

2.h

Démontrer que, pour tout point M de (@), le
plan défini par M et (A) est perpendiculaire au
plan défini par A’ et (@).

Soit ABCD un tétraddre régulier. On désigne
par I et | les milieux respectifs de [AB] et [CD].
1. Démeontrer que le plan (AB]) est perpendicu-
laire aux plans (ACD) et (BCD).

2. Déterminer les faces du tétraddre dont les
plans sont perpendiculaires au plan (CDI).

3. Démontrer que les plans (ABJ) et (CDI) sont
perpendiculaires.

Soit (?) et (?') deux plans distincts sécants
suivant une droite (A) et M un point de € n'ap-
partenant pas aux plans (%) et (#’). On désigne
par H et H' les projetés orthogonaux de M res-
pectivement sur () et (P’).

Démontrer que le plan (MHH') est perpendicu-
laire & (P) et & (2").

Soit ABCD un tétragdre tel que :

— ACD et BCD sont des triangles équilatéraux ;
— les faces ABC et ABD sont des triangles rec-
tangles isoctles de sommets respectifs C et D.
Démontrer que les plans (ABC) et (ABD) sont
perpendiculaires.
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Exercices

APPRENTISSAGE

Droites et plans orthogonaux

1 Soit (&,) et (D,) deux droites.
Démontrer que si les drojtes (%,) et (2,) sont orthogo-
nales alors il existe un plan contenant (2,) et orthogo-
nal & (@,),

2 soit () et (2,) deux droites d'un plan (P) et
(A) une droite orthogonale 2 (2,) et (@,). On suppose
que la droite (A) n'est pas orthogonale au plan ($).
Démontrer que les droites (2,) et [Ef.-z] sont parall2les,

3 Soit ABCD un tétraddre (el que le triangle BCD
soit rectangle en B et la droite (AC) orthogonale an plan
(BCD).

Démontrer que les triangles ABD et ACD sont des tri-
angles rectangles.

4 Soit (%) une droite, A un point n'appartenant
Pas & (@) et H le projeté orthogonal de A sur (@),
On désigne par () le plan délerminé par () et A, par
H’ le projeté orthogonal, dans 1e plan (%), de A sur (@),
Démontrer que H et H' sont confondus,

5 Soit (@,) et (2;) deux droites d'un plan (@)
sécantes en un point O, On construit deux plans (P,) et
(%,) respectivernent orthogonaux & (3,) eta (D,).

1. Démontrer que les plans (#,) et (2,) sont sécants.
2. Démontrer que leur droite d'intersection (A) est
orthogonale au plan ().

6 Soit ABCDEFGH un
cube de centre Q et J, LKL
les milieux respectifs des
aréles [BCJ, [CG), [EF), [AE].
1. Démontrer que la  droite
(OI) est orthogonale aux ¢ R
droites (AD) et (KL). N | O
2. Démontrer que la droite :
(BG) est orthogonale au plan
(EFC).

3. En déduire que les drojtes (N et (EC) sont orthogonales,
4. Construire le projeté orthogonal dy point L sur |g
plan (EFC), N

5. Construire le projeté orthogonal du point L gyr la
droite (BG).

7 Soit (%) un plan, O un point de ¢, H lg projeté
orthogonal de O sur (?) et (%) yne sphére de centre O g
de rayon r. On désigne par d la distance dy point O ay
plan ().

1. Démontrer qu'un point M de (%) appartient & (Z) siet
seulement si : HM? =2 _ 2.

2. Déterminer l'intersection de (%) et de (P) dans les
trois cas suivants :
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8 Soil (#) un plan, ABGD un tetraddre, 1 gy
milieux respectifs des segments [AC] et [BD].
On désigne par A, B', C', I, I, J' les projetés orthogg.
naux respectifs des points A,B,C,D, 1, Jsurle plan (3)
1. Démontrer que I' est le milien dy segment [ACY),
2. a) Etablir que les points A’, B',C', ' ne sont pas aligns,
b) Démontrer que le quadrilatére A'B'C'D’ est un parg).
lélogramme si et seulement si la droite (I]) est orthogp-
nale au plan (@),

9 Soit 0OABCD une pyramide de sommet Q, p, Q
et R des points tels que les droites (OP), (0Q) et (OR)
soient respectivement orthogonales aux plans (AOC),
(BOD) et (POQ).

On désigne par 1 le point d'intersection des droites (AC)
et (BD). Démontrer que les points O, I et R sont alignés.

10 soit ABCDEFGH
un cube, I le centre du caré
BCGF et | le milieu du seg-
ment [GH], A
1. Démontrer que la droite
(FC) est orthogonale ay plan
(ABG),
En déduire que les droites
(BH) et (FC) sont orthogo- 3
nales. £
2. Démontrer que la droite (BH) est orthogonale au pla;i
(ACF). En déduire que les droites (BH) et (AI) sont pe
pendiculaires, I
3. Démontrer que le triangle AIJ est rectangle enl.

C
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11 Soit (P) un plan, (%) une droite de (@]':;tﬁl;ag
deux points distincts tels que la droite [":‘B] . rojetés
orthogonale 3 (®). On désigne par A' et B les pro)
orthogonaux respectifs de A et B sur (#). tincts.

1. Démantrer que les points A’ et B’ sont d;s;‘;']'
2. Démontrer que : (@) 1 (AB) = (@) L (

12 soit ABCD un tétraidre tel que :

AC=BC et AD = BD. rthog?”

0
1. Démontrer que les droites (AB) et (CD) sont
nales,

k



s
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2. Scit 1 le milieu du segment [AB] et (&) 1a droj
a droit
plan {ICD) passant par | el perpendiculaire a (CTS; s
Démontrer que la droite (@,) passant par A et orit
; orthogo-
nale au plan (BCD), la droite (@) passant par B ot nrnufg-
gonale au plan (ACD), et la droite (2) sont concourantes,

13 Soit ABCD un tétraddre -
CAD et BAC sont droits, clesangles BAD,

1. Dans le plan (ACD), le point A se
lement en I sur la droite (CD),
Démontrer que la droite (BI) est une hauteur de BCD.

2. Dans le plan (ABI), le point A se pro; :
) tt .
lement en H sur la droite (BJ). projette orthogona

Démontrer que la droite (AH) est orthogonale ay plan (BCD).

projette orthogona-

| 14 soit Af}cn un tétraddre et I, J, K, L, M, N les
milieux respectifs des segments [AB], [BC D],

TAC], (D) 1, [BC), [CD], [DA],
On suppose que : AB = CD et AC = BD.

1. Démontrer que les quadrilatéres I[JKI, ot MLN] sont
des losanges.

2, Démontrer que la droite (JL) est orthogonale au plan
(IKM). i

3. Démontrer que la droite (JL) est ortho 1
droites (BC) et (AD). g

Plans perpendiculaires

15 Soit (@) et (2) deux plans sécants.
Démontrer qu'il existe un plan et un seul, perpendicu-
laire & (%) et & (2), passant par un point A donné,

16 soit (?), (9] deux plans sécants, (A) leur droi-
te d'intersection et (1) un plan orthogonal & (A). On
désigne par (%) et (9°) les droites d'intersection de (I])
avec (P) et (') respectivement.

Démontrer que (@) et (') sont perpendiculaires si et
seulement si (2] et (2') sont orthogonales.

17 soit (@) et (@) deux droites respectivement
orthogonales & deux plans (&) et (2').
Démontrer que (') et (%) sont perpendiculaires si et seu-
lement si (%) et (9") sont orthogonales.

18 soit (@) et (er,) deux plans sécanls suivanl une
droite (A). Pour tout point M de %, on désigne par H, et H,
les projetés orthogonaux respectifs de M sur (2,) et ().
Démontrer que, si M n'appartient ni a [E"P.l]‘ ni a (@)
alors les points M, H, et H, ne sont pas alignés et le
plan (MH,H,) est perpendiculaire 8 (@) et [2,).

19 Soit ABCD un tétragdre régulier, I et ] les
milieux respectifs des segments [AB] et [CD].
1. Démontrer que les plans (ICD) et (JAB) sont perpen-
diculaires.
2. Démontrer que le plan (ICD) est perpendiculaire aux
plans (ABC) et (ABD) et que le plan (JAB) est perpendi-
culaire aux plans (ACD) et (BCD).

20 Soit (#,), (#,) deux plans sécants suivant une
droite (A) et (1) un plan orthogonal & (4).
On désigne par (¥F) 'ensemble des points M de € situés
a égale distance de (2,) et de (2,).
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1. Démontrer que l'intersection de (¥)-etde (1) est un
ensemble (), réunion de deux droites perpendicu-
laires,

2. Pour tout point M de %, on désigne par M’ le projeté
arthogonal de M sur (1),

Démontrer que ;: M € (F) & M’ e (§).

3. En déduire que (%) est la réunion de deux plans per-
pendiculaires, sécants suivant la droite (4).

APPROFONDISSEMENT

21 Soit O un point, (#] un plan ne passant pas
par O et A un point de (?). On désigne par (A) une droi-
te de (%) contenant A et par H le projeté orthogonal de
0O sur (A).

Déterminer le lieu du point H quand (A) pivote autour
de A.

22 Soit O un point et (A) une droite ne passant pas
par 0. On désigne par (?) un plan contenant (A) et par
H le projeté orthogonal de O sur (%).

Déterminer le lieu du point H quand (%) pivote autour
de (A).

23 Soit (#) un plan, A et B deux poinlts distincts
de (%), (€) le cercle de diamétre [AB] inclus dans (), C
un point de (%) distinct de A et B, (%) la droite ortho-
gonale & (?) en A, D un point de (2) distinet de A.

(@)
Dy

W\ (@)

1. Démontrer que les droites (BC) et (CD) sont perpen-
diculaires.

2. Démontrer que les plans (DAC) et (DBC) sont per-
pendiculaires.

3. a) Dans le plan (ADC), soit I le projeté orthogonal de
A sur la droite (DC),

Démontrer que la droite (Al) est orthogonale au plan
(BCD).

b) Dans le plan (ADB), soit ] le projets orthogonal de A
sur la droite (DB).

Démontrer que le triangle Al est rectangle.

c¢) Démontrer que les points B, C, 1 et ] sont cocycliques.

28 soit (%) un plan, A, B deux points de (@) tels
que AB =1, I le milieu du segment [ABI, (3) la droite
de () passant par A et perpendiculaire 4 la droite (AB),
et (4) la droite orthogonale a (%) en B,

Pour tout point M de (@) et tout point N de (A), on
désigne par ] le milieu du segment [MN].

1.0n pose: AM=a et BN=).

Calculer MN en fonction de a et b.

2. On désigne par K le milieu du segment [AN],
Démaontrer que le triangle IK] est rectangle en K.
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| SRy /
' : A
I||! q: : (gﬁ}

(a)]
f 3. Calculer Ij en fonction de a et b,
|

maniére a ce
| Déterminer le liey dy point J.

a, b, ¢ trois nombres réels

1.On suppose : a + b = 0.

centre des points pondérés (A', a), (B, b).

I
|
". pectifs de A, B, C sur {@).
‘ z.Onsuppose:a+b+c¢(].

. 26 Soit SABC un
;I SAB, SAC et SBC sont

| orthogonal du point S sur Je plan (ABC).
1. Démontrer que H est

2. Démontrer que les angles du triang

6. Démontrer que : —L_ =

|
|
r fagons différentes.)

I| 27 Tétraedre orthocentrique

sur les plans (BCD, (ACD), (ABD), (ABC),

orthogonales.
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| . 4. On suppose que M varie sur (2) et N varie sur (A) de
1l | que MN soit constant et égal a 2.

25 soit (%) un plan, A, B, C trois points de & et

On désigne par A', B, €’ les projetés orthogonaux res-

. Démontrer que Je projeté orthogonal sur () du bary-
| centre des points pondérés (A, a), (B, b) est le bary-

. Démontrer que le projeté orthogonal sur (?) du bary-
| centre des points pondérés (A, a), (B, b), (C, ¢) est le
| barycentre des points pondérés (A", a), (B', b), (C', ¢).

tétraddre tel que les triangles
rectangles en S, H le projeté

l'orthocentre du triangle ABC,

le ABC sont aigus
(on pourra utiliser Je théoréme d'Al Kashi),

|
|
ﬂ' 3. Dans le triangle ABC, A, B’ et C’ désignent respective-
‘ ment les pieds des hauteurs issues des sommets A, B et C,
? Quelle est la nature des triangles ASA’, BSB' et CSC 7
4. Démontrer que ; aire(BHC) = %E % aire(BSC).

5. Ecrire des égalités analogues relatives aux aires des tri-
angles AHB et ASB d'une part, AHC et ASC d'autre part,
1 1

1
SH® ~ 5A% ' 5 3¢z
| (On pourra exprimer le volume du tétraédre de deuy
|

Soit ABCD un tétraédre. On désigne par A', B, C', D’ les
1 projetés orthogonaux respectifs des points A,

. On suppose que A’ est I'orthocentre du lriangle BCD.
| 1. Démontrer que le plan (ABA') est orthogonal 2 1a
! droite (DC). En déduire que les droites (AB) et (DC) sont

2. Démontrer que les droites (AC) o (BD

nales, ainsi que les droites (AD) g (BQ). ) sony Orth
3, Démontrer que B, C', D' sopy les orth a
pectifs des triangles ACD, ABD, ABC,  Cehtrgg
4. Démontrer que les droites (AAY), (BB, () o
sont concourantes en un point 4. &t (D |
H est appelé orthocentre du tétrasdpe, Seuls |, k.
orthocentriques ont un orthocentre. .- m“!éd@,

28 soit AOB un triangle rectang]p ;
I le milieu de [OB]. : angle isocalg en Qg
On désigne par (@) la droite ortho onale
(AOB), g:r (?) le plan déterming i&r B ;n(g_]_aip]ﬂn
point M de la droite (%), on associe |5 droite (8,) mhinu
se dans () et perpendiculaire en M (). Clu-
1. Soit A’ et B' les projetés orthogonaux Tespectifs g, A
et B sur (4,,).
Démontrer que les droites (BB'), (
paralléles et que M est le milieu dy
2. Démontrer que : AA’ = BR’,

M) et (0ay i
Segment [A'g),

29 Soit (#) un plan, O un point D'appartenap pa
4 (), H le projeté orthogenal de O syr (P) et Ay Point
de (?) distinct de H.
Soit (2,), (2,) deux droites distinctes de () passant par
A et ne passant pas par H. Les droites orthogonalag e
O aux plans définis par O et (%,) d’une part, O gt @,),
d’autre part, coupent respectivement le plan (#) en M,
et M,,.
1, Dézmnntrer que les points M, et M, sont distinets,
2. Démontrer que la droite {DA} est orthogonale ag plan
(OM,M,].

3. Démontrer que la droite (AH) est perpendiculaire 3 la
droite (M,M,).
4. On désigne par A’ |e point d'intersection des droites
(AH) et (M,M,).

Quelle est la nature du triangle AQA’ 7

Trouver une relation liant OH, AH et A'H,

5. La droite (M, H) coupe (2,) en B et la droite (M, H) coupe
(9,) en C. Démontrer que H est l'orthocentre du triangle
ABC et que les droites (BC) et (M,M,) sont parallgles.

6. Sur quel ensemble se déplacent les points M, et M,
lorsque les droites (2,) et (%,) varient dans (?) 7

30 Soit OABC un tétraddre et P, Q, R des points
tels que les droites (OP), (0Q), (OR) soient respective-
ment orthogonales aux plans (AOB), (POC), (POQ).

L. Démontrer que les droites (0A), (OB), (OQ) et (OR)
sont coplanaires.

2. Démontrer que les plans (ADB) et (POC) sont sécants
suivant la droite (OR)
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Vecteurs de I'espace

Introduction

Nousamns;:uapprécr'eren géométrie plane lo puissance et lo
maniabilité de l'outil vectoriel, du produit scalaire et du barycentre.
L'objectif de ce chapitre est d'éfendre & I'espace ['usage de ces outils, en
particulier pour déferminer des droifes et des plans. r

1. Extension & 'espace de la notion de vecteur .......... 124

|
Q. DasEs Ot FERBIRE ity 130 ‘
B, Procuit scalaire. imiinsimiiarisiadsenspass . 136 i
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1.1 Définitions et propriéteés

» Un couple (A, B) de points distincts de % détermin

_.’- a . .
e un vecteur noté AB, caracterise par :

_ une direction, celle de la droite (AB) ;
— un sens, le sens de parcours de A vers B sur (AB):

— une longueur, celle du segment [AB]. C

D
Un couple (C, D) de points de & détermine le méme /
B

vecteur que (A, B) si et seulement si CD a _n;éme
direction, méme sens et méme longueur que AB.

On dit que (A, B) et (C, D) sont des représentants du
méme vecteur.

» Pour tout point A de %, le couple (A, ﬂLdélerminE
un vecteur appelé vecteur nul et noté 0. Il n'a ni
direction, ni sens.

* L'ensemble des vecteurs de I'espace est noté W,

— - . -
e Soit un vecteur u de représentant (A, B) ; on _gppelle norme de u la distance AB. On la note : ||u|.

Comme dans le plan, ona: lul=0 e _};: 0. N
On appelle vecteur unitaire tout vecteur u tel que : Hull = 1.

e Deux vecteurs sont colinéaires si l'un des deux est nul ou s'ils ont méme direction,

» Deux vecteurs u et v sont orthogonaux si 'un des deux est nul ou si leurs directions sont orthogonales.
- =
On écrit : u L v.

Les propriétés suivantes, établies dans le plan, sont encore vérifiées dans I'espace.

Propriété 1
' Les trois énoncés suivants sont équivalents :
- —w
|» AB=CD;
.« [AD] et [BC] ont méme milieu ;
- AC = BD.

Pour tout point O et tout vecteur u, il existe un et un seul point M tel que 61& s ol _"'—]

1.9, Calcul vectoriel

smmmmm Opérations sur les vecteurs
La somme de deux vecteurs et le produit d'un vecteur par un nombre rée] se définissent dans 1'espace de

la méme fagon que dans le plan.
Les régles de calcul sur les vecteurs de I'espace sont analogues 2 celles établies dans le plan

124 Vecteurs de I'espace
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—r —
A, B, Cde ¢,ona:AB+ BC= AC (relation de Chasles).

prr g points
: WT::Eecl T o, w de W et tous nombres réels A, 1, on a:
\ pour . A o
E-r--rg'l-;* u._+ " H {2] [:‘I’ U)]-I-],E:I[’-f[?.'.l—u’];
] iﬂ 1*p]'&=},u+}lu H (4] ll::-l-;}j:l_[:.'.l?;
— —
o '_"]s.ll)(',l]u ; 6) 1u=1u;

?."1 i = J 1 . y -,
(5: “ e <[l + 171l (inégalité triangulaire) ; 8 Il Aull=1n] Il

Démonstratlon
era seulement la propriété (2).

t C quatre points de € tels que :

ﬂdémontr
sit O, ABett
dil=ﬁ!6_ﬁ= o Etoc=w.
guc:msidére Jes points D, E, F et G définis par :

— - — i il
,qn:D‘E_!'et iE:EF'E,G'EC-
Ona:(}F= OD + DF = GF + oG ;

= == =t A I

Jooc: (OA + OB) + OC = OA + (OB + ac).

on en déduit la propriété (2).

rques
+ De méme que le parallé¢logramme est la configuration géométrique associée @ la somme de deux vec-
a configuration associée d la somme de trois vecteurs de I'espace.

teurs du plan, le pave est il
t o sont colinéaires si et seulement si il existe un nombre réel ) tel que :

W,
» Deux vecteurs u €

-+ = —¥ —

p=Au ou u=Av.

e R R i ! —* —r —
+Soit 1. © et w trois vecteurs de l'espace ; tout vecteur de la forme Au + v +Wvib, OU A, | et v sont des
— —F

w.

nombres réels, est appelé combinaison linéaire des vecteurs u, v,

mommm Barycentre

pondérés du plan se généralisent a l'espace.

La définition et les propriélés du barycentre de points
[ des nombres réels tels que a+b+c+ d=0,

Ainsi, étant donnés A, B, C et D des points de &, & b, cetd de
il existe un et un seul point G de % tel que : aGA + bGB + ¢GC + dGD = 0.
C, ¢ et (D, d).

Lepoint G est appelé barycentre des points pondérés (A, a), (B, b), (

Exemple

et J les milieux respec-
ycentre des points A,
le BCD.

;:‘E%D est un étraddre. On désigne par 1
C :ts ardtes (AB] et [CD], par G l'isobar
D, par A' le centre de gravité du triang

*Eeire G comme barycentre des points A et Al
:En déduire que : AG = %_ h.
. E‘::Zifﬁﬂmme barycentre des points I et].
oy G1re que G est le milieu du segment (.
est appelé centre de gravité du tétraédre ABCD.

ol

——




—1.3. Repéres de droites et de plans de I'espace

mEnmmm Repére d’une droite de I'espace

Soit A un point de % et u un vecteur nmlyul ; 1'8ﬂ59mb13
des points M de % tels que les vecteurs AM et u sont coli-
néaires est une droite de l‘espace appelée droite passant
par A et de vecteur directeur u, ou droite de repére (A, u).

On la note : %[A.u].

Soit A un point de % el  un vecteur norglul de W. ) %
Lensemble des points M de € tels que AM = Au, A € R, est la droite de repére (A,u).

argues

Soit A et B deux points distincts de €.

* L'ensemble des points M de % tels que AM =\ AB, A e R, est la droite (AB).

» L'ensemble des points M tels que AM =)\ AB,\ € [0 ; +e], est la demi-droite [AB).
* L'ensemble des points M tels que AM =2 AB,\c [0; 1], est le segment [AB].

mmmmmm Repére d'un plan de I'espace

Soit A un point de % et i, v deux vecteurs non colinéaires

de w. On démgne par B et C les points de % tels que : AL,

AB =1 ot AC=7 Les points A, B, C définissent un plan (%). A M
oD apres les résultats établis en géométrie plane, le triplet B 3

(A, AB AC] est un repére de (2) et, pour tout point M de P Ro g <

(™, il E.‘XJStB un cuuple unique (A, p) de nombres réels tel
gue : AM AAB + #AC

* Récipraquement, soit (4, u) un couple de nombres réels et M le point de % tel que : AM = AAB + pAC.
On admet que M appartient a (%).

Propriéte : :
' Soit A un point de €, U et © deux vecleurs non cu]inémms de W,

L‘ensemhle des points M de ¥ tels que AM =27 + w, (O, W € RZ, est un plan de I'espace.

Ce pIan est appelé plan passant par A, de vecteurs directeurs u et o, oy plan de repére (A, u, v).
On le note : P(A, u, v),

1.4, Vecteurs coplanaires
pommmm  Définition

Soit I, et w trois vecteurs de W, O et O’ deux points de €,
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On suppose que les points O, A, B, C appartiennent & un
méme plan (?) de repare (O, T, 7).

A
B
1l existe deux nombres réels A et p tels que : OA=AT4+ H _,t T =
Donc: O'A’ = AT+ 7\ © J C

A’ appartient au plan (%) de repére (0, i, j).

Al '
On démontre de méme que les points B’ et C' appartiennent au plan (). g
Ainsi, les points O', A/, E et c ' sont coplanaires. T’K
On dit que les vecteurs wu, v et w sont coplanaires. P\ © ¢

On peut généraliser I'étude précédente & un nombre quelconque de vecteurs.

Detinition

Les vecteurs u;. uz, w et u de l'espace sunl dits cnplanalres si, étnm donnés un pmnt Ode%etles
points A, A,, ..., A, définis par OA = ul, UA = Uy, ey DA = u_, les points O, A, A,, ... et An
' sont coplanaires.

“Cette définition est indépendante du choix du point O.

BEIT‘IEFQUES

* Deux vecteurs u et v Sont toujours coplanaires, puisque, étant donné un point O et les points A, B tels
que OA =1, OB = v, il existe au moins un plan contenant O, A, B.

* Trois vecteurs peuvent étre non coplanaires ; les vecteurs Dﬂ OB et OC sont non coplanaires si et seu-
.’ement SJ les points O, A, B et C sont les sommets d’un tétraédre.

* Si u et vsont colinéaires, alors, pour tout vecteur w, les trois vecteurs u, v et w sont coplanaires.

mmmzm=n Propriétés

Proprieté 1

' Soit Tf, T et 1 trois vecteurs de W tels que 1t et v sont non colinéaires.

u, v et w sont cnplanau'es si et seulemnnt si w estune cumbi.naison lmémre de u et v.

Démonstration

—
Soit O un point de ¢, A, B, C les points de % tels que : OA=1u0B=1 OC=
et (‘EP] le plan de repére (O, u:, v]* c’est-a-dire le plan (OAB).

u, v, w coplanaires < O, A, B, C coplanaires A B
= C e (%) A\ O é ¢

e 3 peRLw=Au+p v

Proprietée 2

Soit u, v et w trois vecteurs de W.

i
2 o
l -

ﬁ’. v et w sont coplanaires si et seulement si il existe une combinaison linéaire de ces vecteurs égale
au vecteur nul sans que ses coefficients soient tous nuls,
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-+ =
Cette propriété peut s'écrire : _ e, > BT
u, vetw coplanaires & E[ TR RS e, (A, g V) # (0 0,0) e
Démonstration

— — ' :
O dinie dfabord Io cangll ot Tsot 50 B % 20 d'autre part, il existe deux nombres réels A et y o,

D'une part, les vecteurs u, vet 1_1;501'_15 coplanaires ; dautr o et s, V00 3
tous deux nuls tels que A U+ Tl o = 0, donc tels que : Au+i

aires. y P "

]s A et p tels que:w=Au+p v

On étudie maintenant le cas ol i et o ne sont pas coliné
» Si U, et w sont coplanaires, il existe deux
Onadonc: At +p o+ (<1) @ = 0,avec (A, , ~1) # (0. 0, 0
« Réciproquement, soit A, pL et v, trois nombres réels, non t

- -
Le nombre v est non nul, sinon on aurait : A u+ L 0= 0, e
seraient alors colinéaires, ce qui est en contradiction avec

On a donc : w = — % U - Jv'—l- v; d'aprés la propriété 1, les vecteurs

nombres rée

o — —
ous nuls, tels que : Au+ v+ vie = 0.
—r
avec (A, p)# (0, 0); les vecteurs uet o
these.
ype — = —F )
u, v et w sont coplanaires,

Propriété 3
_r:Ii‘;is vecteurs -J, VetwdeW sont non coplan
 réels tels que AU+ u?+ Vb = 0 est le triplet (0, IJ__, 0).

aires si et seulement si le seul triplet (A, p, v) de nombres

Cette propriété est un autre énoncé de la propriété 2, Elle peut s'écrire :

—* — B =3
u.?etﬁnancuplanaires & Au+po+vw=0 = A=p=v=0)

Exemples

ABCDEFGH est un cube ; on pose : AB = i, AD = J, AE=T.
Ces vecteurs sont non coplanaires, car A, B, D et E sont non
coplanaires.

e e .
* Les vecteurs i + k, i + j+ k, i — j + k sont coplanaires.
—j - -
En effet : 2(i + k) — (i +j+ ) = (- j+ K) = 0.
i T T
* Les vecteurs i, i +j, i +j + k sont non coplanaires.

En effet , soit trois nombres réels A, p, v tels que :
A+ p(T+ ] +v(@+ T+ B = 0.

Una:(?‘.+u+v]?+{p+v),;_"+vfc’=_li

Les vecteurs 1, Jj, ¥ étant non coplanaires, on en déduit que:

A+p+v=0
{ L+v=_0
v=0

Doi: A=p=v=0.

—1.5.. Travaux dirigés

mEEEEES  ABCD est un tétraédre et I, J, K, L sont les

—F —p i

points définis par :

=
]
|
=
Will—l
8l
B
B
-
B
=
G
a8
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On se propose de démontrer que les points , |, K et L sont coplanaires et de déterminer les points
d'intersection des droites (I]) et (KL) et des droites (IK) et (JL).

1°) a) Exprimer chacun des vecteurs I_]t IK et IT[Ten fonction des vecteurs w, v et w.

b} Calculer le vecteur 9_1:[,— BIK — 41L.

En déduire que les points I, ], K et L sont coplanaires.

2°) Démontrer que le point P, barycentre des points pondérés (A, 2), (B, 1), (C, 3) et (D, 6), appartient
aux droites (IJ) et (KL).

Exprimer AP en fonction de u, v et w,

3°) a) Démontrer que les droites (IK) et (JL) sont sécantes en un point Q de la droite (BD).

b) Démontrer que : 3 6f— 8 af{ =6]§ -6(35 =0

En déduire I'expression de ﬂ:_li en fonction de u, et

Solution
e i e

1°)a)On a; ﬁ:ﬁ_ H=J’Tﬁ+ﬁf—ﬁ;dnnc: I_I’=——3—u+?u'+ %—fv’
On démontre de maniére analogue que : K=- %Eﬁ -3—1,_:; st == 11—2?1’+ -i—

b) ol 81K - 4Tl = (- 3+ &+ )i+ 0-3)¥'+ (6-0) 6= 3.

A,

e — I
Les vecteurs I, IK et IL sont coplanaires ;
donc les points 1, ], K el L sont coplanaires.

2°) On a : P =har ((A, 2), (B, 1), (C, 3), (D, 6)}.

De plus : ﬂ: lfﬁ = I=bhar|(A,2), (B, 1)) ;
Dj = —2-1:7{’: = ] =bar {(C,3).(D.6)).

Donc : P = bar (I, 3), (], 9)] et P e (I]).

On démontre de méme que P appartient & (KL),

Ona: AP = i%[ﬁ+3‘ﬁ3+ﬁﬂ_]5]

_.1-—0 4 =¥,
= 12[u+3u+ﬁw).

3°) a) Les droites (IK) et (JL) sont coplanaires.
De plus, (IK) et (JL) appartiennent respectivement aux plans (ABD) et (CBD), sécants suivant la droite (BD).
(IK) et []L] ne peumant étre pa.ralléles sinon elles seraient paralléles a (BD), ce qui est impossible.

Eneffet:BD=— w+w et IK=— %u + % w ; ces deux vecleurs ne sont pas colinéaires.
Donc les droites (IK) et (JL) se coupent en Q, point d'intersection du plan (IJK) et de la droite (BD).
— —_
b)Ona:I=bar((A, 2), (B, 1)) = 3Ql=2QA+QB.
e . — -
De plus : AK = %AD = K =bar (A, 2), (D, 6)), donc : 8QK=2QA +6QD.
On en déduit que : 3 ﬁi- ECEIT( =6El - 6GQD.
Ce vecteur est nul, sinon il serait simultanément vecteur directeur de chacune des droites (IK) et (BD) qui

sont sécantes.
S = i
On a ; Q = bar {(B, 1), (D, —6)| ; on en déduit que : AQ=- = (u—5B6uw).
On démontre de méme que les droites (IL) et (JK) sont sécantes en un point R de la droite (AC), tel que :

- —
AR =3,
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V/E xercices %

. s

ﬂ

|

1.e Soit i _,' Ik trois vecteurs non cgp]

l.a ABCD est un tétraédre. p anaigg,
L Construire I les points E el F tels que : ?jﬂ;:;:::squ'ﬂ les vecteurs suivanys Sont ney,
Ali= AB+CD et AF = AC + BD. ajl:+ },&,  Ba T
2. Démontrer que D est Ie milieu de [EF] et b g+ }, R i
= —(1-: b}Zi j, 2.}-' B_. u ;
EF = 2 BC. SrFTR BT

1.b ABCDEFGH est un cuhe de centre 0.
On pose : AB=1 AD=vet A= 1.f  Soit ABCD un tétraddre et I, |, K, 1. les mj Milieyy
1. Exprimer ]es '.ra[:teurs BG,{'I_E*-I. C_JE FD et CE respectifs de IAB} lBC| |'3D] [DA}
en fonction de u, T et w, On pose : HB s H AG v et AD
2. Construire les pmms I, ] et K tels que : 1. Donner deux [[;mmls d? chacune dea dmm

= o E"!)(Iu-w} G,(J, u+v EIE'D“-L'+;;..
=L t w'i
i. 1[u iy “, M [u . 2, a) Déterminer, en fonction de u, ¢ ef 0, u
AK= 5 (+w)+u couple de vecteurs directeurs de chacun des
plans (AJK), (BKL), (CIK] et (DJL.
1.c  ABCD est un tétragdre. Soit1, ], K et L les centres Sy DRkt Giis 168 BRIEN L T, 6 Topp

de gravité respectifs des triangles BCD, CDA,

coplanaires el déterminer un repére du plan

DAB et ABC.

e oy ol age qui les contient.
Démontrer que : Al + B] + CK + DL = 0.

].g Soit ABCD un tétragdre, G le barycentra des
points pondérés (A, <1), (B, 2), (C, 1), (D, 2) al
I le milien du segment [BD].
Démontrer que les points A, C, G et I sont copla-

1.d Soit ABCDEFGH un pavé. Préciser, dans cha-
cun des cas suivants, si les vecteurs sont copla-
naires ou non :

— —+ —+ — — — —%
alAB, DB, EG ; bJDH, CF,AD - AB; ;
— = = = — o —  — naires.
c]AE,AG, FE-FG ; dJAC, DF, FE -HE
"’-‘:" H"ﬁw_‘"-""‘ﬂw*‘r At S e —— -

Dpases e
2.1, Bases de W

freperes e T

mpmmmm Introduction

Soit ABCDEFGH un cube. On demgne par [, ] et K les milieux respectifs des segments [AB], [BC] et [BF}
On pose : z—BI _,1 BI ot k = BK

* Justifier que les vecteurs i, j et k ne sont pas coplanaires,

. Exprm:ler en fonr:tmn de LJjetk chacun de
s vecteurs
AD,CG, IC, DB, FC, BH, DF, rovaa i, =

| * On considére le point O tel que : BO = T+ j'q. %
Justifier que O est le centre du cube. '

* Construire les points P, QatR tels que : DP = — ai, GQ = =J et FR=1+2]
Exprimer en fonction de 7, et & chacun des vecteurs suivants : AP, PQ, RP.
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mammmm Coordonnées d’un vecteur

Propriété tondamentale .

Soit 7, j et & trois vecteurs non coplanaires.

Puur tout vecteur u de W, il existe un et un seul triplet (x, y, z) de nombres réels tel que :
U= xi+y;+zk

Cette pmpnéla mgmﬁe que tout vecteur de I'espace peut se décomposer de fagon umqua comme combinaison
linéaire de 7, jet K pourvu que ceux-ci ne soient pas coplanaires.

Démonstration
Existence

Soit « un vecteur, (O, 1), (O, ), (O, K) et (O, M) des représentants respectifs des vecteurs 1 I et .
On désigne par P le point d'intersection du plan (OI) et de la droite de repére (M, k), par Q le point
tel que :6{1= PM.

P appartient au plan de repére (0,7, j ), donc il

exlste un cuuple (x, y) de nombres réels tel que :
OP = x7+ y 5

DQ et & sont co].méalrea donc il existe un
nombre réel z tel que : OQ zk.

DQ PM o OM 0P + DQ
On en déduit qua OM = x7+ yj + zk.

Clest-d-dire : u = x:)+yj+zk

Unicité
Soit (x', y', ') un triplet de nombres réels tel que : u=x71+ yi+ 2k
Ona:xi+ y?+ h=x1+ y’__:"+ 7k = (e-x)i+ (y- y’]_'f+ (z —z'ﬁc' s _[5

x—x'=0
= {y—y'=0

z—-z'=0

X=x
= {y=y'

=9

Le triplet (x, y, z) est donc unique.

Détinitions :

= Tout mplet (7, j, %) de vecIEurs non coplanaires est appelé base de W, |
* Soit [1, J, %) une base de W et  un vecteur.

L'unique triplet (v, y, z) de nombres réels tel que U=xi+yj+zk est appelé triplet de coordonnées
de © dans la base (7, I 7).

x — —r =,
On note : u( ) dans (i, j, k).
z

Remarque

Dire « on munit ‘W de la base (i, j, k) » signifie que les coordonnées (x, y, z) de tout vecteur u de W sont
X

exprimées dans la base (7, . k). On écrit alors simplement : u| y
Nz
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ST ; =F= -_.";_ cte.urs.
 Soit (i, 7. k) une base de W, A un nombre réel, uet ¥ deux ve

Ax
X x' x+x A .
Si Il,’(.':0‘) et E’(y‘), alors (u + H’J(y + y:) et [?uul(_;:g)
: Y T 2/ Nz 2/ SIS ISR
La démonstration de cette propriété est laissée & l'initiative du lecteur. |

mmmmmm Base orthogonale, base orthonormee

Détinitions

ﬁ.tué-e de trois vecteurs deux a deux orthogonauy,

« Une base est orthogonale lorsqu'elle est cons i '
e de trois vecteurs unitaires,

+ Une base est orthonormée lorsqu'elle est orthogonale et constitue
— ) - I _-.-p-;} —p = =F
(7.7 7 est une base orthogonale si et seulementsi: i1 J, JLk kL& I

- e - A "N = T —
[_i: i %) est une base orthonormée si et seulement s : iLj jLhk kLi et [[Ell=11I=lkll=1.
Exemples 5
ABCDEFGH est un cube d'aréte 1. ‘
« (BC, EA,HG) est une base orthonormée de W’ E F
« AC=AB +BC=BC +HG ;
—_

donc AC a pour coordonnées (1; 0 ; 1) dans cette base.

— — — —F —_, —
¢« HB =HE +EA + AB =-BC +EA +HG;;
donc HB a pour coordonnées (-1;1; 1) dans cette base. A B

9.9 Reperes de €

pmmmmmm Définitions
« Pour tout point O de & et toute base (7. j, k) de W, il existe un unique triplet (I, J, K) de points tel gue:
Ol=1i0]=4 OK=k

e Si 0, 1, ] et K sont quatre points non coplanaires de % ; alors le triplet (ﬁ, EI ﬁ_ﬁ] gst une base de W.
« Soit (7, J. k) une base de W et O un point de €.

Pour tout point M de %, il existe un et un seul triplet (x, y, z) de nombres réels tel que :

OM = xi +yj +zk ;en effet, il existe un seul vecteur OM de ‘W, donc un seul triplet de coordonné

OM dans la base [?_T k).

ps de

Détinitions
» On appelle repére de l'espace % :
— ou bien un quadruplet (O, 1, ], K) de points non coplanaires ;
—ou higz,l un quadruplet (0,7, 7. K), ot O est un point de ¢ et (7, j, k) une base de W.
» Soit (0, i, j, k) un repére et M un point de l'espace .
Lrunique tl'iplel (.lf. iTH z) de llﬂl.'i'lhbl‘ﬂﬂ réels tel que ; D_!:l = .t'?-]- yj’q. xvjc"' est appglé lﬂpIEl de Gﬂurdﬂ
du point M dans le repére (0,7, j, k).
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X = = = x o
Dna:M(y) dans (0,i, j, k) & D_ﬁ(y)dans (i, J, k).
z z

Yocabulaire
* Le point O est appelé origine du repére,

* Les nombres réels x, y et z sont appelés respectivement abscisse, ordonnée et cote du point M.
* les droites de reperes (0,7), (0, J) et (O, %) sont appelées axes de coordonnées du repére.

* Le repare (0,7, 3 K) est dit orthogonal lorsque la base (7 3: K) est orthogonale.

* Le repere (0,7, j, k) est dit orthonormé lorsque la base (7. 7. &) est orthonormée.

Exemples

Soit ABCD un tétragdre : {A,;B,PTE,A_E) est un repere de €.

* Soit A’ le centre de gravité du triangle BCD.

Dna:ﬂ':% {Eﬁ +RE+ID];

— — —
donc A’ a pour coordonnées [%; %—; %—] dans le repére (A, AB, AC, AD).

* Soit G le centre de gravité du tétraddre.
Ona:AG =%1‘TA' :

— —

donc G a pour coordonnées {%: -i—; %—] dans le repére [ﬂ,gﬁ, AC, AD).

mmzmmm Représentation d’un point dans un repére

% est muni du repére (0,7, :r: ). ;
Soit M le point de coordonnés (x ; y ; ). z1-f:3
Pour placer le point M, on peut utiliser la construction suivante. R .

* On place sur la droite de repére 0,0 1e point P, tel que : | Loy 9
ab, = 7.

« On place sur la droite de repére (0,7) le point P, tel que : 24
61‘-32 2 ""J’ ] — I : —t

« On place sur la droite de repere (O,k] le point P, tel que : i Py
ob, - ok,

+ On construit le point P tel que : op =6]51 + 5]52.

¢

...................

« On construit le point M tel que : OM = OF +5153.
Ona:OM = 6131 +Cd}*152 :OPS

Sur la figure on a :M(
o = xi+yj+zk
4

).

raf~a e Lo

Le dernier point construit est bien le point cherché.

/
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mmmmmm Calculs dans un repéere
|

Soit A(;ﬁ) n(;") c(;g) dans (U.?: ]*: 7) et a,bc trois nombres réels tels que : a + b 4 . #0,
Al B I
| Zp Zy Zc

Xg—X, .
.-Ona:A_ﬁ(y: )dans [_l:}:k].
33‘3.&

X, + Xg
2

>N
- le milieu de [AB] est I H_A‘_;iq dans (0,i, J, k)3

Iyt g
2

ax, + bxg + cX¢
a +bb +c
aiy, + byg + ¢y Wl
+ le barycentre de (A, a), (B, b) et (C, c) est G '%Tb_ﬁ-'c_—c dans (0,i, j, k).
az, + bzg + ¢z¢
_a+b+c

Démonstration guidée
s Déterminer les coordonnées des vecteurs 6;& 5]5 (14 CT(E

AB=0B-0A : m_—(omom UG-_lT-(aﬁ+bcﬁ+cﬁ:).

e Justifier que : AB
a+b+ec

o Conclure.

__92.3, Travaux dirigés

Ill- Soit ABCDEFGH un pavé, I le milieu du segmenl [EH] ] et K les points tels que :
] = -—AE et BK = —- BC. On munit € du repére (A, AB AD AE}
1°) Détermmer les conrdunnaes des points I, |, K et G, puis celles des vecteurs I] et GK.
En déduire que les points L, ], K et G sont coplanaires.

2°) a) Déterminer les coordonnées de L, point d'intersection du plan (IJK) et de la droite (AB).
b) Déterminer les coordonnées de M, point d'intersection du plan (IJK) et de la droite (DF).

1 ;
Solution
0 0 1 1 0 .
1°)Ona: 1(%) ](U).K(%).G(l);dnnc:I](._%)Etaf((__a_ .
1 - 0 1 2 5
3 -% 1

¥ 3
On a :GK = 2-1], les droites (I]) et (GK) sont parallales ;
donc les pmnts I, ], K et G sont coplanaires.
90) @) L appartient a l'axe des abscisses ;
donc son triplet de coordonnées est de la forme : (x ; 0 ; 0),
Le plan (IJK) coupe les plans paralléles (EFG) et (ABC) suivant les
droites paralléles (IG) et (KL).
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1 X= 1
Les vecteurs IG ( T ) et KL( ) sont colinéaires ;
0

q
0
_donc il existe un nombre réel A tel que ; KL A E
1
x=1=4 : q 2
1 " ¢:>?.=—-2- et x-_-i-.Donc:L(U).
i T Y 0
4 2

b) Soit (x ; y ; z) le triplet de coordonnées du point M.

Onpose:u=6]J1 et v=6JL;ona:ul3 Jetv| 0 |
q -2

. - x—1=3u x=1+3u
Me (IIK) & 3\ pe HZ.GM=lﬁ+uﬁtDﬂnc:{y—1=Sl & {y=1+3?\.

z-1=4L-24 z=1+4A-2)
0 1 . 1
Ona:D(l)etF(ﬂ):donc: DF (—1).
0 1 1

x=v x=v
Me (DF) & EIvERDM—vDFD{mc {y 1=—v & Jy=1-v
£E=V Z=V

1+8u=v l:—% %

Onen déduit: 4 1+3A=1-v & ;1=—24—?.Dna M %
- . 2

1+4h-2p=v V=g 5

WE XETCICOS BB i iaass o s

LN, 0 0y -1\ /1 -3
2.0  Soit les vecteurs ?t'( 3 ). u(-‘l) et ﬁ( 1 ) dans 2.d  Soitles points A(]). B( [}). G(4) et D( 2 )
la base (T, j, k). =4 3 K 0 1 0 -5

— —F =
1 Calculer les coordonnées des vecteurs : dans le repére (O, i, j, k). = %
=5 = =k 1. Calculer les coordonnées des vecteurs AB,

u 2v+w. 2u+n w.u-v+2w = i ikl
2. Démontrer que «, v et w sont coplanaires AC et AD dans la base (1, j, k).
2. Calculer les coordonnées du vecteur

{on pourra exprimer w comme combinaison e = vl
5 AB + 2 AC dans la base (i, j, k). En déduire

linéaire de 1 et IJ'].
que les points A, B, C et D sont coplanaires,
-2 2y /0
2.b  Soit les vecteurs u([lj ).3(01) etw 12) dans 2 s % _1) % 0 5 —1 P
-+ = ot - - € oitles points Al 2 ), Bl 2 |etC| 1 | dansle
la base (i, j, k). P (_3 (_1) (0)
repére orthonormé (O, 1, J, k).

1. Placer les points A, B et C sur une f:gu:e
2, Calculer les courdunnees des vecteurs AB,

1, Démontrer que (%, B, w) est une base de W.
2. Calculer les coordonnées des vecteurs T, J el
% dans cette base.

7
) 2 -1 Z ) BC et CA dans la base (7, J, k)
2c  Soit "ﬂ‘(_il)' B( 13) e C( _02 ) dans le repére 3. Calculer les coordonnées des points 1, J et K,
B milieux respectifs de [BC, [CA]| et [AB].

(O, i, Jj, k).

Lﬂalculer les cum’_&lu_r&n_éys des vecteurs AB et
AC dans la hase (i, j, k). En déduire que les
points A, B el C sont alignés,

2, Déterminer les coordonnées du point D tel
que : D,P\ == 3DE

4, Calculer les coordonnées du point G, centre
de gravité du triangle ABC.
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scalaire
—3.1.. Définition et propriétés

mmmmmm Extension du produit scalaire & I'espace

—F - - '} = -
Soit u, v deux vecteurs non nuls de W et A un point de %. On désigne par B, C les points tels que AB=7;
AC=1 et parHle projeté orthogonal de C sur la droite (AB).

1l existe au moins un plan contenant A, B, C et H. Dans ce plan, on a: /
U.v = AB.AC = AB x AH = AB x AC x cos BAC, e
Ce nombre est indépendant du choix du point A. ,Z

. -)-_.l' —hia _"2_ = 2 . -
En effet, on a aussi: . 3 = 1 (J* + [0~ I - 2I1); i -
or la norme d'un vecteur est indépendante du représentant choisi.

H
AB et AC étant les normes respectives des vecteurs u et v, on en déduit que /
cos BAC, donc aussi langle BAC, sont indépendants du choix du point A.

Détinition
'Soit u, v deux vecteurs et A, B, C des pnmts tels que : AB =1 et :fé I&’
. On appelle produit scalaire des vecteurs u et o le nombre réel, noté u . v, défini par :

su,v=0, ml'u.ndesvecteu:s uouv estnu]
s u. o=zl IIvJI cos BAC si les vecteurs u et v suni non nuls,

rques

¢ Le pma'u:r scalaire de u par Jui-méme est appelé carré scalaire de &, On le note :
Ona: u= II ull? ; d’ ou ||u|] =Vu2
«Ona:u. T=0 & ulv

Propriétés
Puur tous vecteurs u, v, w de W pour tout nombre réel k, on a :

— —+ — - - =
(1) “';=i’,'"-. Be i ; @ (ku).v=ukv)=k(n.0);
(3) u.v+w)=u.v+u.w : (@) (L+v)w=2.B+7.0

Démonstration guidée

Les propriétés (1) et (2) ne font intervenir qu'un ou deux vecteurs, donc des vecteurs coplanaires ;
elles ont été démontrées dans le plan.

Les propriétés (1) et (3) impliquent la propriété (4),
11 suffit donc de démontrer la propriété (3).

Soit A un pumt de¥etB,C D, E les points tels que :

_,-—s-_.._,.

AB—u.AC—u,AD w, AE = v + w. <
On désigne par I le milieu de [CD]. A .
» Justifier que :

D

AB.AC =-12- (AB? + AC? - BC?) et AB.AD = % (AB? + AD? - BD?),

136 Vecteurs de l'espace

canned by CamScanner




il

e Utiliser le thénréﬂe de la médiane pour transformer les sommes AC? + AD? et BC? + BD?,
e« Démontrer que : u. v + u.w= AB? + AIZ - BIZ,
e Conclure.

margue

Légalité u . v= '}_— (etll + [I]|2 - ||t = DII2) et les propriétés précédentes permettent d'établir, comme
dans le plan, les égalités suivantes :

-t —& ] o -
. =3 ([ + ol = a2 - 0] ;

iz = )2 = (4 + 3).(2 = B).
Exemp]'es

Soit ABCDEFGH un cube d'aréte a.

Calculons les produits scalaires : A_ﬁﬁ, EB. BG, AB.DG, EA.CH, AB.CG
. ﬁ.;ﬁ:axaﬁxcus %:az:

. ETﬁ.ETfi:a,,Exa,@xcos%:—az

(EB = BG = EG, donc EBG est un triangle équilatéral) ;

* AB.DG = DC.DG = DC x DC = a? E
(C est le projeté orthogonal de G sur la droite (DC)) ;

e Eﬁi.ﬁtl:—éﬁ.é-ﬁ:—(:(}z:—az Q.. ...... el &
(G est le projeté orthogonal de H sur la droite (CG) ;

e AB.CG = AB.AE=0 (vecteurs orthogonaux) ; A B
. E.ﬁﬁ:[fﬁ+(ﬁ}.ﬁﬁ=ﬁ.ﬁ]+ﬁ.ﬁﬁ=ﬂ+ﬂ=ﬁ.

23

&l
==
O

x
o

mmmmzzm Expressions du produit scalaire et de la norme dans une base orthonormée

Propriete

x A 3 '
Soit u (y) et u' (y') dans une base orthonormée (7, j, k). On a :
z 7"
UL W = Yy e

o flull =/[2yre

D émonstration guidée
—F - g i —*, o g e
Ona:;u=xi+yj+zic el w'=x'i+y'j+zk
o Développer : (xi + yj+zk ). (¢'{+ y'j+ 2k ). En déduire le premier résultat.
« Envisager le cas : u’ = u. Conclure.

emargue

Celte propriélé n'est pas applicable lorsque la base n’est pas orthonormée,

Conséequence

Xy Xp 2 — = =,

Soit Al y, | et Bf yp ) dans un repére orthonormé (0,7, j, k).
Za .EB

Ona:AB-= J[.I.'B-IA]2+ [_UB- yﬂlz + [zn &, EAF-
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—3.2. Travaux dirigés

mmmmmmm 1. Equation cartésienne d’une sphére

L'espace est muni du repére orthonormé (0,7, 1, K.

. a
17) Soit (¥) la sphére de centre Q| b | et de rayon r.

Z
2°) Sait (Z) I'ensemble des points M(;) tels que: X2+ y?+72-200x-2py—-2yz+56=0 (1),

ou a, B, v, 8 sont des nombres réels. ¥

C
Démontrer que le point M(;) appartient a (¥) si et seulement si : (x~ a)® + (y = bF* + (s - c}* = 2,

a) Vérifier que (1) peut s'écrire : (x— )2 + (y - P)? + (-1 = 02 + 2+ 7* - 5.
b) En déduire, suivant le signe de o? + % + y2 - §, la nature et les éléments caractéristiques de (),
3°) Application

3 1
a) Déterminer une équation de la sphére de diamétre [AB], ol A(-l) et B(g )
0

b) Déterminer, dans chacun des cas suivants, la nature et les éléments caractéristiques de 'ensemble
X

(Z) des points M(y) tels que :
z

X+ yt+f_2x4+4y-5=0;

X+ Y+ 22 +4x-2Yy+22+6=0;
XY+ -B6x+22+12=0.

Solution

1°)Ona:Me (¥) = OMZ=72
@ -al+y-DbP+(z-c)=r.

2°)a)Ona:x®-20x=(r—on)0-—o? W -2Bx=(e-PRE-p2 x2-2yx= e—v)2 -y
Donc: (1) e [.t—Ot]2+{y'-ﬂ]z"'[?-—'}']z:'lz"‘ﬂz""}'z*a-
b) Soit Q' le point de coordonnées (o ; B : 4).

p

() est l'ensemble des points M(y) tels que : Q'M? = a2 + B2 + v2-3.
7'

Si o+ p?+y% -5 <0, aucun point n'appartient & (I) ; (%) = @.
Si o®+p?+y2-8=0, seul Q' appartient a (%) ; (L) = ().

Si 0%+ P2 +y%-8>0, (Z) est la sphre de centre O’ et de rayon Yo+ |33+y‘-‘-_-3.

2
3°) a) Le segment [AB] a pour milieu I (i) et AB= J('] - 32 + (5 + 1) +Ez =7

2
La sphere de diamétre [AB] est la sphére de centre I et de rayon Z S
(x—20%+(y-202+(z- 212 = (L) 2t yon 5. Elle admet pour équation :
s g hgh O EFERE=Ar <y - Epegad,

b)ex?+y?+22-2x +4y-5=0 & (e=12 4+ (y+202+22=1g
1 i
donc, (E) est la sphére de centre Q‘(T)z) et de rayon J10.

sl ylrzl4dx -2y +22z+6=0 & [x+2]2+[y_1]z+(z+”2_0_
) =0;
donc : (£) = {Q,}, ol Qz( 11).

cxP 2 -bx 42241220 & =3P +y?+(2+1)2=-2,donc:(5) = @
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mmmmmmn 2. Surfaces de niveau

I3

Soit A et B deux points de € tels que AB = 6, a et b deux nombres réels non tous nuls.

On se propose de déterminer, pour tout nombre réel k, I'ensemble (I';) des points M de € tels que :
a MA? + b MB? = k.

(T') est appelé surface de niveau k de I'application f: M — a MA? + b MBZ,

1°) On suppose que : @ + b 0.

Soit G le barycentre des points pondérés (A, a) et (B, b).

a) Démontrer que : a MAZ + b MB? = (a + b) MG? + a GA? + b GB?

b) Déterminer (I',) suivant les valeurs de k.

c) Application

* Déterminer la surface de niveau 28 de I'application : M — MAZ + MB2,

* Déterminer la surface de niveau 2 de I'application : M — -hﬁ%- ’

2°) On suppose que : a + b = 0.

a) Démontrer que (I',) est 'ensemble des points M tels que : MA* - MB? = %- i
b} 1 étant le milieu de [AB], démontrer que : MAZ - MB? = 2 IM . AB.

¢) En déduire la nature de (I'}).

Solution

1°) a) Cette égalité a déja été établie dans le plan ; le calcul dans € est identique.
am2+bMB3=a{m+ﬁ]Z+b[hﬁ+ﬁ]z " .
=(a+b)MGZ + a GA? + b GB? + [a GA + b GB)
' = (a + b) MG? + a GA? + b GBZ,
L z_ 2
BOLE Mk o MeEe2oSBA=REE

a+b
* Si k <a GA? + b GB?, il n'y a pas de point solution.

e Silc = a GA? + b GB?, G est le seul point solution.
- 2 _ 2
* Si k> a GAZ + b GB?, (I',) est la sphére de centre G et de rayon \/ ke~ aGA® - b GB?

a+b

c) Application

e a = b =1, le barycentre introduit précédemment
est'le milieu I de [AB] et IA=1B =3.
MA? + MB?=28 & MIE=5.

La surface de niveau 28 de 'application M — MA? + MB?
est la sphire de centre 1 et de rayon /5.

lM_A— 2 _ i
MB—E = MA=—-4 MB==0.

Le barycentre introduil précédemment
est le point G tel que :

—F 4 —»

AG= 3 AB et GA=8,GB =2

MA _ o GA*—4GB? _
MB"Z = MEe=""T""—o —— =

16.
3
La surface de niveau 2 de l'application M ~ M_M%
est la sphére de cenire G et de rayon 4.
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2°) a) f(M) = a MA? — a MBZ,
Donc:fM)=k MAZ - MB2=k

a
b) MA? — MB? = (MA + MB) . (MA — MB)
=2MI.BA
=2ﬁ.f‘_;§.

cfM=k < 2M.AB=E.
On choisit un repére pour la droite (AB).

Soit H le point de (AB) tel que : TH = R

2a AB
() est le plan perpendiculaire en H 4 la droite (AB).

/M\
I"H B

y

A

WE XTI CICOS BEor s o i o A A 7 7

3.0 ABCD est un tétraddre régulier de cété a.

1. Calculer en fonction de a :

et e e e e i

AB.AC, AB.AD, AB.BC, AB.CD.

2. En déduire que deux arétes opposées quel-
conques de ABCD sont orthogonales.

3b

SABCD est une pyramide de sommet S dont la
base ABCD est un carré de coté a et les faces
des triangles équilatéraux.
- Calculer en fonction de a :

— —» —» —&

SA.SB, SA.SC, SA.AB, SA.BC, SA.BD.
3.C  ABCD est un tétragdre tel que les faces ABC,
DBC sont des triangles rectangles isoceles
d'hypoténuse commune (BC) et les deux autres
faces des triangles équilaléraux de cété a.
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3d

3.e

1, Calculer, en f_oilctiun dea:
—
AD.BC et AB.CD. =
2, Soit I le milieu de [BC]. Calculer cos (1A, ID).

SABCD est une pyramide de sommet S dont la
base ABCD est un carré de coté a et les faces
SAB, SAD des triangles rectangles isocéles de
sommet commun A.
1. Calculer, en fonction de a :
— —3 —j e
SA.BC et SA.BD.

= —= —r — — —
2. Calculer cos (SA, SC), puis SA.5C et AC.SC.
3. Calculer en fonclion de a :
—3 b e —
SB.BD, SB.AC et SB.BC.

(7. . %) est une base orthonormée de W.
Démontrer que pour tout vecteur u de W, ona:
- —— = - —k—+ —

u=(u.i)i+ (. )]+ (u. KK
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APPRENTISSAGE

Calculs vectoriels

1 Soit A, B et C trois points non alignés. Pour tout
point M de l'espace, on pose : & = MA + MB — 2MC.
1. Démontrer que le vecteur Hest mdépendam du point M.

2, Soit D le point tel que : CD =ui. Démontrer que ACBD
est un parallélogramme.

2 Soit ABCD un parallélogramme. A tout point M
de I'espace, on associe le point N tel que BMDN soit un
parallélogramme.

Démontrer que : AM = NC.

3 Soit ABCDEFGH un pavé, On désigne parl, J, K et
L les milieux respectifs des arétes [AB], [BC], [GH] et [EH],
Démontrer que IJKL est un parallélogramme.

& Soit ABCD un tétraddre.
Dnsu.‘lére les pmntsl I, K L tels  que:

1 -
3 ,A]—BAC.DK--ETDC,DL_

1. Démontrer que [JKL est un parallélogramme.
2. Soit M et N les points tels que :

DM =2 B ot DN =2 DB.
Démontrer que IJMN est un trapéze.

Elo

5 Soit ABCD un tetraed:e
1. Démontrer que : AB + CD ."LD + CB

2. Soit S le point tel que : CS = AB + CD.

a) Vérifier que [AS] et [BD] ont méme milieu.

b) On désigne par I et | les milieux respectifs de [BD] et
—

[AC], Démontrer que : ."Tﬁ +C.‘_E) =2 ]JL

6 G désigne le barycentre des points pondérés
(A, 3), (B, —4), (C, 2) et (D, -=2). Exprimer le vecteur

— —r — =
AG en fonction des vecteurs AB, AC et AD.

7 Soit ABCD un tétraédre. On désigne par G le
barycentre des points pondérés (A, 2), (B, -3), (C, 1) et
[D 4). A tout pDL[l.l M de I 'espace, on assncm le vecteur
u tel que: u—zM.A 3MB+MC+4MD
Démontrer que : % = 4MG.

Repéres de droites et de plans

8 Soit A, B C etD quatre pmnls non coplanaires.

On pose : u=AB+AC el v=DB +DC.
Démnntmr que les droites de repéres respectifs (A, u ) et
(D,v) sont sécantes en un point I que I'on déterminera.

“ExerciceszzZzZZzZz—

9 SoitOABCun tétraddre, On considere les points
A, B',C el O tels que ; OA' = 03+6|5 0B'= OC + OA,
OC' = OA + OB et 00’ = OA +OB + DC
1. Exprimer chacun des vecteurs AB', AC' et AD" en
fonction des vecteurs OB etOC,
2. En déduire que A, 0", B' et C' sont coplanaires et que
le plan qui contient ces quatre points est paralléle au
plan (OBC).
3. Démontrer que OAB’CBC'O’A’ est un pavé.,

10 Soit OABC un tétraddre, k un nombre réel et I,
J. K les points tels que :

Di-=1 0A,0]=2 OB,0K = kOC
=704, 0] =08, 0K = k0OC.

1. Démontrer que les droites (I]) et (AB) sont sécantes.
On désigne par E leur point d'intersection.

2. Pour quelles valeurs de k les droites (IK) et (AC) sont-
elles sécantes ?

On désigne alors par F leur point d'intersection.

3. Pour quelles valeurs de k les droites (EF) et (BC)
sont-elles sécantes ?

Déterminer alors leur point d'intersection G.

11 SABCD est une pyramide dont la base ABCD
est un paraﬂslogramme
Onpose: AB=u et AD=1p; on désigne par 1, . K, L,
M et N les centres de gravité respectifs des triangles
SAB, SBC, 5CD, SDA, SAC et SBD.
Exprlmer les vecleurs I] IK lL M et ]Nen fonction de

U et v;en déduire que les points [, ], K, L, M et N sont
cc':planairas‘

12 Soit ABCD un tétraddre. On désigne par 1, J, K,
L, M, N les milieux respectifs des arétes [AB], [CD],
[AC], [BD], [AD], [BC], par A", B’, C', D' les centres de
gravité respectils des triangles BCD, ACD, ABD, ABC ot
par G l'isobarycentre des points A, B, C, D.
1. Démontrer que les droites (If), (KL) et (MN) sont
concourantes,
2. Démontrer que les droites (AA’), (BB'), (CC') et (DD")
sonl concourantes,

13 Soit ABCDEFGH un pavé.
1. Démontrer que les plans (BDE) et (CFH) sont paralléles.
2. On considére les points G, et G,, centres de gravité
respeclifs des lnangles BDE et CFH.

a) Démontrer que : AG, =1-AG et AG, =% AG.

b} Démontrer que la droite (AG) est sécante aux plans
(BDE) et (CFH) respectivement en G, et G,.

14 Soit ABCDEFGH un cube.
1. On considére le plan (%) de repére (A, BC HF]
aj Définir (P) par trois de ses points.
b} Déterminer un vecteur directeur d'une droite ortho-

gonale & (9).
2. Mémes questions si (P) a pour repére :
a) (A,EF,BG) ; b) (A, AH,BD).
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15 Soit ABCD un tétraddre et k un nnﬂhre réel.
On désigne par I le point tel que Al = k AC, par (?)
le plan de repére (1, AB,CD) et par J, K, L les points d'in-
tersection du plan (%) avec les droites (BC), (AD), (BD).
Exprimer chacun des vecteurs ﬁ: I_]E el rfcnmme
combinaison linéaire des vecteurs AB et CD.

16 Soit A, B deux points de € et i, 7, @ trois vec-
teurs de W tels que v, w ne sont pas colinéaires et u est
orthogonal & v et & w.

On désigne par (?) et (#') deux plans de repéres respec-
tifs (A, u, ©) el (B, 7, 10).
Démontrer que (P) et (?') sont perpendiculaires.

Bases et repéres

17 L'espace est muni du repere (0,1, J, 0.
1. Représenter les points A, B et C de coordonnées res-
pectives (2:1;3), (-1;2;1)et(0;1;:-3)
2. Construire les points , ] et X, milieux respectifs des
segments [BC), [AC] et [AB).
Déterminer les coordonnées de [, J et K,

18 Soit ABCDEFGH un pavé. On désigne par [, J,
K, L, M, N les centres respectifs des parallélogrammes
ABCD, EFCH, ABFG, DCEH, ADHE, BCGF et par O
l'isobarycentre des sommets du pavé,

1. Démontrer que les droites (IJ), (KL) et (MN) sont
concourantes en O.

2. Démontrer que O est le centre de chacun des parallé-
logrammes ACGE et BDHF.

3. Déterminer les coordonnées de O ¢

a) dans le repére [A.Kﬁ.h_ﬁl, AF);
— i —

b} dans le repére (A, AB, AC, AG).

19 Soit ABEQEFGH un cube.
1. On pose : W =BH, v=EG.
a) Déterminer les coordonnées des vecteurs u et o dans
la base Dﬁ.gﬁ.ﬁ_ﬁ] 4
b) Détﬂrgliner _]_gs coordonnées d'un vecteur @ ortho-
gonal & ueta o
2, Mémes questions dans chacun des cas suivanits -

a) u=DF, v=BE ; b)u=BH, v=CE
20 Déterminer les coordonnées du point G, centre
de gravité d'un tétraédre ABCD :
a} dans le repére [B.Bc,ﬁlﬂ] .
b) dans le repére (B, BC,EJK.A_E)] :

c) dans le repére (C, Eﬁ CA,CA"), on A’ est le centre'de
gravité du triangle BCD.

Produit scalaire

21 Soit ABCDEFGH un cube,
1. a} Déterminer les _c}onﬂunaées des vecleurs Eﬁ, ]ﬁ BD
dans le l'E[.I_é,EE L{i, A.E_.’Mg.’ AE), puis calculer les produits
scalaires AG.BE et AG. BD,
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b) En déduire que la droile (AG) est orthoganale g, i
BDE). -

(2. Démontrer de maniére analogue que la droje
est orthogonale au plan (FCH).

(AQ)

Q9 Soit ABCD un tétraddre régulier d'argy
] les milieux respectifs des arétes Lﬂﬂ], [CD].
annse:ﬁ =H. AC= v, AD=w,
1. Calculer en fonction de a :

— —

izl 12l fwl, v, o.w, wo

Z_.‘Cﬂuul_eE, en fonction de a, les produits scalaireg
AB.CD, AB. IJ et CD. I]. Que peut-on en déduire pour
les droites (AB), (CD) et (If) ? '

3. Calculer, en fonction de g, la distance ],

Eael]

23 Soit ABCD un tétraédre régulier. On désign,
par I le milieu de l'aréte [BCI.__
1. Calculer cos IAD el cos AID.
2. A l'aide de la calculatrice, déterminer des valey;s
apprachées & un degré prés des mesures des angles [AD
el AID.

24 Soit SABCD une pyramide dont la base ABCD

est un carré de co1é 1 et les faces sonl des triangles équi-
— - — - =

latéraux. On pose :_ﬂB = u,Al_) =p, AS =,
1, Caleuler : [[2ll, IV, lwll, u.o, v.w, w.u.
2, Exprimer chacun des vecteurs SA, 5B, 5C et SD en
fonction de u, v et 1.
Etablir que les droites (SA) et (SB) sont respectivement
perpendiculaires aux droiles (SC) et [SD),
3. Déterminer un point I du plan (ABC) tel que a droite
(SI) soit orthogonale au plan (SAB).

{On pourra exprimer Al en fonction de u et v.)

25 Soit A et B deux points de % tels que : AB =8,
Déterminer l'ensemble des points M de € tels que :
AM. AB=-12,

_26 Soit ABCDEFGH un cube, 1 et | les centres res-
pectifs des faces BCGF et CDHG. Calculer une valeur
approchée de chacun des angles du triangle AlJ.

_ 27 Soit ABCD un tétraddre tel que : AB = CD. On
désigne par 1, ], K et L les milieux respectifs des arétes
[BCI, [BD], [CA] et [DA]. Démontrer que : IL.JK=0.

_ 28 soit (@) un plan de l'espace, A et B deux
Eﬂlfﬂs de (?), O un point n'appartenant pas 4 (#). On
ésigne par O' le projeté orthogonal de O sur ().
1. Vérifier O R AT B W
que: OA.OB = 0'A.O'B + DO,
2. Démontrer que :
—

aj si -I’_\_Q_'_]} est droit gy aigu, alors AOB est aigu ;
b) si AOB est droit ou obtus, alors AO'B est obtus.

29 soit ABCD un tétraddre.
—_ oy o
;Ig:mf'n"?er que: AB.CD + AC. DB +AD.BC =0
I_i.Ve. déduire que si (AB) et (AC) sont orthagonales TESPEC_
ment & (CD) et (BD), alors (AD) est orthogonale 8 (B4

. 30 soiy ABCD un tétraddre.
- @) Démontrer que ;

AB'—BC? 4 DY~ DAY= 3 AL T



b) En déduire que les droites (AC) et (DB) sont orthogo-
nales si et seulement si : AB2 + CD® = AD? + BC2,

2. Utiliser le résultat précédent pour démontrer que si
(AB) et (AC) sont orthogonales respectivement 4 (CD) et
(BD), alors (AD) et (BC) sont orthogonales.

31 Soit ﬂBCDEFGH lunc cube
On pose : Ab= l. AD = _l. AE =k
On désigne par I, ] et K les points tels que :
—_ — — -l
Al=11 Aj=1je Ak-= ik
1. Délarmmer un triplet (o, B, 'y] de nombres réels tel que
ol + B J + Tk soit un vecteur directeur d'une droite
orthogonale au plan (IJK).
2, Déterminer et construire le point d'intersection M du

plan (CDG) avec la droite passant par A et orthogonale
au plan (IJK).

32 Soit ABCD un tétraddre régulier d'aréte 1. On
désigne par G l'isobarycentre des points A, B, C, D et
par A", B', C', D’ les centres de gravité respectifs des tri-
angles BCD, ACD, ABD, ABC.

1. a) Démontrer qu'il existe une sphére (£) de centre G,
passant par les points A, B, C el D.

b} Déterminer le nombre réel k pour que (E) soit l'en-
semble des points M tels que:

MA? + MB2 + MC? 4+ MD? = L.

(E) est appelée sphére circonscrite au tétraédre ABCD.
2, a) Démontrer qu'il existe une sphére (£') de centre G,
passant par les points A', B', C' et D",

b) Déterminer les intersections de [Z') avec chacun des
plans (BCD), (ACD), (ABD) et (ABC).

c¢) Déterminer le nombre réel k' pour que (') soit I'en-
semble des points M tels que :

MA? + MB? + MC? + MD* = k'.

(L") est appelée sphére inscrite dans le tétraédre ABCD.

APPROFONDISSEMENT

33 1. Soit (@) et (%") deux droites de repires res-
pectifs (A, u] et (B, _‘] Determmer Ies conditions gque doi-
vent vérifier les vecteurs i, © et AB pour que les droites
(<h) et (50") soient :
a)confondues  ; b) strictement parall2les ;
b) sécantes i d) non coplanaires.

2. ABCD est un tétraddre. Déterminer les positions rela-
tives des droites (@) et (3') dans chacun des cas suivants,

a)® (AAB+AC) ; @ [D.[Eé+l§(:3}. ~
bj% (A,AB+AC) ; @ (C. AB + AT - AD).
¢)® (B,AC+2AD) ; @' (D.2AB+AC).

34 Section d'un cube par un plan perpendiculaire
a une diagonale
Soit ABCDEFGH un cube d'aréte 1. On désigne par1, ],
K, L, M, N les milieux respectifs des arétes [BC], [CD],
[DH], [HE], [EF], [FB] et par O le milieu de [AG].

— i g

¢ est muni du repére (A, AB.ﬂD,AE]._-
1. a) Déterminer les coordonnées de AG, ﬁf] et BE.
b) Démontrer que la droite (AG) est perpendiculaire au
plan (BDE).
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¢} On désigne par Q le point d'intersection de la droite
(AG) et du plan (BDE). Démontrer que le triangle BDE
est équilatéral el que £ Q est son centre de gravité.

d) Démontrer que : AQ = 1 AG.

2. a) Exprimer les cnurdun.nees des vecteurs GI et DJ
b) Démontrer que le triangle OI] est équilatéral et que le
plan (OI]) est perpendiculaire a (AG).

¢) Démontrer que les points 1, J, K, L, M et N sont copla-
naires et que ITKLMN est un hexagone régulier.

35 Soit u(a) et 5’( ) dans la base (7, J, k).

Démontrer que les vecteurs u et ¥ sont colinéaires si et

seulement si les trois déterminants ';g, L a_ 21’
sont nuls, ee €
Application

Déterminer les triplets (¢, B, y) de nombres réels pour que

204+2f ¥

les vecteurs u( 20 ) et I_J(-]TE;) soient colinéaires,

36 Soit ABCD un tétraddreet 1], K, L, M les milieux
respectifs des segments [AB], [AC], [AD], [BC], [BD].
A étant un nombre réel, on considére les points P et Q
tels que : AP =LAB et CQ lCD
1. a) Démontrer que : PQ (1-4) AE+ 'A.BD
b) En déduire que (PQ) est paralléle a (IKL).
2. On désigne par O le milieu de [PQJ.
a) Démontrer que : AB +CD = 2 ]M
b) Etablir la relation ; ]O 2 IM
Quel est I'ensemble des points O quand A décrit R ?
¢) En déduire que pour tout point O du segment [JM], il
existe un point P de [AB] et un point () de [CD] tels que
O soit le milien de [PQ).

37 Soit ABCDEFGH un cube d'aréte 10.
On pose : AB=T AD= J, AE=T
Soit I, ] et K les points tels que :
— s T lord =r g =
A_[:-j-l. AI:E-J et AK:TJC-
On désigne par (?) le plan passant par le point B et
paralléle au plan (IJK).
1. Représenter en perspective cavalitre l'intersection
du plan (?) avec le cube.
2. On désigne par M, N, P, Q les points d'intersection
respectifs de (%) avec les droites (CD), (DH), (EH), (EF).

—h—p = e
Exprimer en fonction de i, jet k les vecteurs DM,DN,
EP et ﬁi

3. Représenter en vraie grandeur l'intersection du plan
(@) avec le cube.
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38 Soit ABCD un tétrabdre régulier
— -
annsa:ﬁ:i..ﬁ:j,fﬂ:k. ‘ ‘
On désigne par I, ] et K les points définis par

=¥
=17 W-2Fet AK=-1E
1. Détorminer, en fonction de 7, j et ¥ un couple de vec-
teurs directeurs du plan (IJK).
2, Démontrer que l: droite (CD) et le plan (K] 5011:
sécants en un point E, que I'on déterminera en expriman
= ==t
AE en fonction de 1, j, k.
3. Soit F le barycentre de (B, 1) et (D, 2).
Démontrer que le point F appartient au plan (7K).
4. Soit G le barycentre de (1, -1) et (J, 2). _
Démontrer que G est le point d'intersection des droites

(BC) et (EF).

39 Soit ABCD un tétraddre tel que la droite (AB)
est perpendiculaire au plan (BCD) et le triangle _BCD
n'est pas rectangle. On désigne par E et F les projetés
orthoganaux respectifs de D sur les droites (BC) et (AC).

— = —* —=F .
1. Démontrer que ; AC.DE = AC.DF = 0 ; en déduire que
la droile (AC) est orthogonale au plan (DEF).
2. Soit I et ] les orthocentres respectifs des triangles BCD
et ACD. Démontrer que :AC. 1 =AD.T = 0; en déduire
que la droite (I]) est orthogonale au plan (ACD).

B0 Soit ABCD un tétraddre régulier d'aréte 1. On
désigne par H le centre de gravité du triangle BCD et
par G le barycentre des points pondérés (A, 3), (B, 1),
(C, 1) et (D, 1).

1. Démontrer que G est le milieu de [AH].

2. On désigne par (Z) I'ensemble des points M tels que :
IMA® + MB? + MC? + MD* = 3.

Démontrer que (L) est une sphitre passanl par A,

3. Déterminer l'intersection de (E) et du plan (BCD).

4, On désigne par ([1) l'ensemble des points M tels que :
MB? + MC? + MD? — 3 MA? = 1.

Démantrer que (I1) est un plan qui coupe les arétes [AB],
[AC] et [AD] en leurs milieux.

5. Déterminer l'intersection de (Z) et de ().

&1 Soit SABC un tétragdre dont la face ABC est
un triangle équilatéral de cdté 1 et dont les faces SAB et
SAC sont des triangles reclangles el isociles en A,

1. Calculer une valeur approchée des angles du trianglo SBC,
2. Soit Hle projeté orthogonal du point A sur le plan (SBC),
a) Démontrer qu'il existe un nombre réel A tel que :
A =A8 + 2. (5B +50).

b} Exprimer 7 en fonction du produil scalaire AH.SB.
¢J Calculer le produit scalaire SE.ETI\‘i.

Le point H est-il I'orthocentre du wiangle SBC 7

3. Démontrer que H est le centre du cercle circonserit
au trianple SBC.
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492 Soit ABCD un tétraédre.
1. a) Déterminer l'ensemble (I1) des points M te] -

i NG, + MD).(MA — MD) = 0.
b) Déterminer l'ensemble (Z) des points M telg que -

[]Cfé+ [\,J-I'E+L_ﬁ:]].[hﬁ+ﬁb!= 0.
2. L'espace est muni d'un repére orthonormg ,

3).5(¢ ) c(% D(”
H 3 ..B 0| . 11.
On donne : A(*l) (‘_‘I et
Déterminer une équation cartésienne de (M) ¢ e
gquation cartésienne de (Z).

43 Soit SABCD une pyramide dont la base ARy
est un carré de coté 1 et telle que les triangles 5ac ol
SBD soient équilatéraux. .
On désigne par G le barycentre des points pondérés (5, ¢)
(A, B), (B, B), (C, B), (D, ), on ot et p sont deux nombreg
réels tels que : & + 4p# 0.
1. Démontrer que G est le centre d'une sphére passan
par S, A, B, Cet Dsiet seulement si o = 2p.
2. Déterminer le nombre réel k pour que celte sphere
soit 'ensemble des points M tels que :
2MS? + MA? + MB? + MC? + MD? = k.

B8 soit SABCD une pyramide dont la base ABCD
est un carré de centre I et telle que ;

AB=1 et SA=SB=SC=SD=%.

On désigne par G le barycentre des points pondérés (S, a),
(A, B), (B, P). (C, B), (D, B), ot « et P sont deux nombres
réels tels que : ¢+ 4f = 0.

1. a) Démontrer que G est équidistant des plans (SAB),
(SBC), (SCD) et (SDA).

b) Déterminer un couple (e, p) tel que G est équidistant
des plans (SAB), (SBC), (SCD), (SDA) et [ABC).

2. On désigne par (Z) I'ensemble des points M tels que:
o MS? + B(MA? + MB? + MC2 + MD?) = k, o1 k est un
nombre réel,

a) Déterminer l'ensemble des triplets (o, p. k) tels que
(£) soit la sphére de centre G passant par I,

L) Déterminer alors les intersections de (E) avec les
plans (SAB), (SBC), (SCD) et (SDA).

() est alors la sphére inscrite dans la pyramide SABCD.

85 Soit ABCD un tétraddre régulier d'aréte 1,11
milieu de [AB] et | le projeté orthogonal de 1 sur le plan
(BCD).

1. Démontrer que l'ensemble des points M du pla

(BCD) tels que MAZ + MB2 = 1 st le cercle de centre]

passant par B

l2.. Détem;liner. suivant le nombre réel k, la naturé d:
ensemble des points M du plan (BCD) tels 91

Mﬂa + MB? = . § b P (

3. Démontrer que la fonction qui, & tout point M dt

plan (BCD), associe le nombre réel MA? + MB? pré?

sa valeur minimale au point J.




G eométrie analytique
de l'espace

Introduction

Dans le plan muni d'un repére, nous savons caractériser les droifes
par des équations cartésiennes ou des représentations paroméfriques.
On peut faire de méme, non seulement avec les droifes, mais aussi avec
les plans de l'espace. Lobjectif de ce chapitre est d'éfablir ces caractéri-
sations et de les ufiliser pour étudier les positions relatives de droifes et de
plans

. T R
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(ABC):dx+ 2y +2z-4=0
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: 5 i
qee @ est muni du repére orthonormé (0,1, j &y

St

L g i ‘es
Dans ce chapitre, sauf indication contraire, I'éSP

__1.1. Vecteur normal a un plan

Définition =
| Shil @) un_ plan de %, de vecteurs directeurs u
' On appelle vecteur normal & (#) tout vecteur n
 orthogonal & Ueta o

- —r
et v. n

_’
onnul n

=]
=i

P

Cette définition est indépendante du choix des vecteurs directeurs de ().

Remargues Tn (D)
|

* 7 est un vecteur normal & un plan (#) si et seulement si il

est vecteur directeur d'une droite () orthogonale a (2). i
- Sinestun vecteur normal a (%) et M, N sont deux points /A
de (@), alors n est orthogonal @ MN, '
Py M
|

e Un plan posséde une infinité de vecteurs normaux, tous
colinéaires.

Propriete 1
Soit A un point de € et 7 un vecteur non nul de W.
1l existe un plan et un seul passant par A et de vecteur normal 7.

En effet, il existe un plan et un seul passant par un point donné et orthogonal a une droite donnée.

; Soit (%) un plan, 7 un vecteur normal & (?) et A un point de (%).
‘Pour tout pointMde %,0na: Me (?) o AM L 7.

Démonstration

Soit [@]_lf Plin passant par A et orthogonal & la droite (@) de repére (A, n)
Ona:AMln & M=A ou (AM)L (D) s
o M=A ou (AM) // (@)

&= Me ().

Remargues

Soit () et (') deux plans de vecteurs normaux respectifs n et o’ 0
u . n. .
* (#) et (P’ sont paralléles si et seulement si n e 7’ PN i s na:
. . i n
* (#) et (#°) sont perpendiculaires si et seulement si 71 o =, sﬂ}:ﬂu::
orthogonaux.
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—1.2. Equations cartésiennes d'un plan

pmmmmmm Propriété

X x Lfa
Soit (%) le plan de € passant par A(y‘;) et de vecteur normal n(b).
C
x

z A
Pour tout point M(y) de %€, ona:
% M
Me [P) & Aﬁ.ﬁ):D L/
=) a[.t—-.r[,]+b[y—y0]+c[z—zo]=ﬂ j A

[+]
& ax+by+cz+d=0
(avec d =—ax, - by, - cz,).

Réciproquement, soit (I1) un ensemble de points M dont les coordonnées (x ; y ; z) vérifient une équation
de la forme: ax+by+cz+d=0 (1).

Si @, b et ¢ ne sont pas tous nuls, il existe un point A dont les coordonnées (x,, ; y, ; z,) vérifient ;
ax, +by +cz,+d=0 (2).
De (1) et (2), on déduit : alx — x,) + bly - y,) + clz —z,) = 0.

(1) est donc I'ensemble des points M tel que ‘AM .7t = 0, avec H(E) §
c

-k

c'est-a-dire Tl est le plan passant par le point A et de vecteur normal n.

Propriéte

Soit a, b et ¢ des nombres réels tels que : (@ ; b ; ¢) = (0;0;0).
* Tout plan de vecteur normal H(E) a une équation cartésienne de la forme : ax + by + cz + d = 0.
C

* Toute équation de la forme : ax + by + ¢z + d = 0 est 'équation cartésienne d'un plan de vecteur

normal n[ b).
c

emarques

* Dans n’'importe quel repére, méme non orthonormé, tout plan admet une équation cartésienne de la
forme ax + by + cz + d = 0 et toute équation de cette forme est I'équation cartésienne d'un plan,

lorsque a, b et ¢ ne sont pas tous nuls. Mais, lorsque le repére n'est pas orthonormé, le vecteur n| b
n’est généralement pas un vecteur normal au plan, c

* Si ax+ by + cz + d = 0 est une équation cartésienne de (), pour tout nombre réel k non nul,
I(ax + by + cz + d) = 0 est aussi une équation cartésienne de (P).

Exemples 5 5
* 2x—y +z—3 =0 estune équation du plan passant par le point A a) et de vecteur normal ?{(—1).
1

1
e Le plan passant par 'origine du repére et de vecteur normal ?1’(—2 , & pour équation cartésienne :
x—-2y—-3z=0. -3

mmmmmm Distance d’un point a un plan

=]
——
— 2>

X,
Soit (?) le plan d'équation ax + by + cz+d =0 et A(y:). d(A, P) = AH
F4

o

On se propose de calculer la distance de A a (2).
On sait que cette distance est égale & AH, ol H est le projeté
orthogonal de A sur (). H

Géométrie analytique de I'espace 147

‘Scanned by CamScanner

- e ——



<. - T

— 't—rﬂ
Soit (x; y ; z) les coordonnées du point H. On a :AH( y- yo)‘
Z—12,
— a
AH, vecteur normal a (), est colinéaire & 'ﬁ(b) ; donc : |ﬁ_¥1-ﬁ| = AH |7l
— ¢
|AH. n|
. I
Or: AH.n =alx-x ) + bly-y,) + clz-z,)
= ax + by + cz — (ax_ + by, + cz,) _
=~ (ax, + by, + cz, + d) (H appartient a (?), donc : ax + by + cz + d = ),
|AFL7 _lax, + by, + cz, + d|

Il Va? + B 4+ ¢2

D'U'ﬁ, AH =

Donc ; AH=

Propriété

i = X
' Soit A(};ﬂ) un point de % et (?) le plan d'équation cartésienne ax + by + cz + d = 0.

& lax, + by, + ¢z, + d

Ja? + b + &

La distance du point A au plan (®) est: d(A, @) =

Exemples

. 1
* Soit () le plan d'équation cartésienne 2x—2y +z—5=0 et A(-—Z).
1

d(A, @) = |2x1-2x(=2)+1x1-5]|
22 4 924 12
_ 2\ (0 0
* Soit OABC un tétragdre tel que : A(U), B(S) et C(U). C
0 0 1

On vérifie que le plan (ABC) a pour équation cartésienne H
3x + 2y + 62— 6 =0,

La distance du point O au plan (ABGC) est OH tel que :
|- 6]

V3% + 22 + 82

=2
3 L

= _ &
OH = ==

—1.3. Systeme d'équations cartésiennes d'une droite

mesmmm Infroduction
Soit (%) et (?') deux plans de € d'équations cartésiennes res-
pectives x+ 2y +2z2-4=0 et x~-y+2z-1=0,

. -' —’I
« Déterminer deux vecteurs n et n' normaux respectivement
aux plans (@) et (2).

« Vérifier que ces vecteurs ne sont pas colinéaires ; en déduire
la position relative des plans (%) et (#").

0
 Vérifier que le point ﬂ(‘.]l) appartient a (?) et () et que

of 2
u( 0 ) est un vecteur directeur de leur droite d'intersection (@),
-1

] 148 Géométrie analytique de I'espace
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« En déduire que [A.H} est un repére de (20).

La droite (@) est I'ensemble des points M dont les coordonnées (x ; y ; z) vérifient le systéme des équa-
tions cartésiennes des plans (%) et ().

x+2y+2z-4=0

On dit que : { est un systéme d'équations cartésiennes de la droite (2).

x—-y+2z=1=0

pemmmm Propriété

Plus généralement, toute droite (@) de l'espace peut dtre considérée comme étant l'intersection de deux

plans sécants (P) et (8.
Chacun de ces plans admet une équation cartésienne ; le systéme formé par ces deux équations est appe-

1é systtme d’équations cartésiennes de la droite (D).

Pour qu'un systéme de deux équations soit un systeme d'équations cartésiennes d'une droite, il faut que
les deux équations qui le composent soient celles de deux plans sécants , c'est-a-dire que leurs vecteurs
normaux soient non colinéaires.

Propriétée

« Toute droite de I'espace est caractérisée par un systéeme de deux équations cartésiennes de plans
dola ax+by+cz+d=0

R Dme.{ ax+by+cz+d =0
vSi ax+by+cz+d=0 et ax+by+cz+ d' = 0 sont les équations cartésiennes respectives de deux
ax+by+cz+d=0
ax+by+cz+d =0
d’intersection de ces deux plans.

\ E emargues

» Cette propriété reste valable lorsque le repére n'est pas orthonormé.
« Le choix des deux plans dont I'intersection est une droite donnée n’étant pas unique, ainsi que le choix
des équations caractérisant ces deux plans, une droite admet plusieurs systémes d'équations cartésiennes.

| plans sécants, alors{ est un systéme d’équations cartésiennes de la droite

‘ Exemples

« Soit A et B les points de coordonnées respectives (1;1;0) et (0;1;1)
: x-2y+z+1=0 )
, Vérifier que {x i g est un systéme d'équations cartésiennes de la droite (AB).

x-y-22+1=0 . . ,
. { n’est pas un systéme d'équations cartésiennes de droite ; en effet, les deux équations

Ixr-2y—4z+1=0 1
qui le composent sont celles de deux plans paralleles admettant un méme vecteur normal ?:(—1).
-2

x-y=0 .
. {x - est un systéme d’équations cartésiennes de la droite passant par O et de vecteur directeur

()
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1. Déterminer une équalion cartésienne des
plans de repéres (O, i, J], (0,7 ) et ©,7 ).
2. Déterminer une équation cartésienne des pl?ns

de repres (A, T, 1), (A, T, B el (A, ], K) avec A z)

1 l.a

|i "y

1
Soit le point A 2). Déterminer un systéme 1.f
3

d'équations cartésiennes des droites de reperes
respectifs (A, ), (A, J) el (A, B).

~2 0 0
Soit les points A 0 .B(S etC|oO}.
0 4
Déterminer une équation cartésienne du plan
(ABC).

- 2 -3
Soil .ﬁ( 3 ) (—5). ?( ) et (?) le plan de
=5 2 2

repére (A, U _']
1. Déterminer un vecteur n urthugonal Adet,
2. En déduire une équation cartésienne de ().

lg

1.d

—— e e —

/J/EXEFCICBS W/MWW,WW/JJ“]

2v+z—5=0
Démontrer que { Ir+y+z—4=0
tsme d'équations cartésiennes de la droife

2 1
de repere(A, u), o0 A -1‘1) et E(—ﬂz)*

est un S}l‘s_

Déterminer un repere de la droite (3] quj o

pour systéme d’équations cartésiennes
x—-2z+3=0

{x+y—2=&

Soit ABCDEFGH un cube, I, | et K les mileux
respectifs des aréles E."!nB] [AD] et [AE]

On pose : AB = AD= v, AE = .

1. Déterminer une équalion cartésienne du
plan (IJK) dans le repére (A, u, U, w),

2. Déterminer un systéme d'équations carté-
siennes des droites (IJ), JK) et (KI) dans ce repére,

o c
X i -
Pour tout point M(‘f) de%,ona: AM(y—yo)_
5—Z,

(@) est l'ensemble des points M tels que : AM = Auw, ou )\ e R

r=x,+ M
AM=%u & {y:yn+M[1EH].

Z=2_ + At

o

Détinition

! I'espace est muni du repére (0,7, 7, 1.
a

x=x,+Aa

z:zn—i-lc
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X, fa i E
Soit le point A(yg). le vecteur u(b) et la droite' (%) de repére (A, u).
z

X
Soit (%) la droite passant par A(yz) et de vecteur directeur 'ﬁ(g)

eprésentations parametriques

_92.1.. Représentations paramétriques d'une droite

(4

On dit que le systéme .{ y=y,+Ab (A€ R) estune représentation paramétrique de (5).




E'EIHBI'QUES

* Dans cette représentation paramétrique, A est I'abscisse de M dans le repére (A, u) de ().
* Le choix de A et de u n'étant pas unique, une droite admet plusieurs représentations paramétriques.

Exemples )
* La droite (3,) passant par le point A(E) et de vecteur .
—1 0 e (D
directeur u(—-l) a pour représentation paramétrique /"‘f e
1 a/:/ '
x=2-A ik
fy=3-2 aem, :
z=) ; 2
x=2-2\ E 0]
* Le systéme {y =% (A e R) est une représentation { o §

=23 2 ! [ e
paramétrique de la droite (%,) passant par le point B(g) o D it
9 :

vecteur directeur E( 1
]

—2.2.. Représentations paramétriques d’'un plan

x, @ (@
Soit le point A(yz). les vecteurs u(g) u'(b: ) et le plan (?)
zZ C C

de repére (A, u, u’), g M
3 X=X,
Pour tout pnint M@) de€ona: AM( y— JD) %
z-1,
AT
P

() est I'ensemble des points M tels que : AM = A1 + ',
oihe Retpe R,

S 3 x=x +Mka+ua
AM=Au+pu & {y=y0+lb+ub' (A pn) e RE),
Z=2Z + M+ pc’

Dé lnlhon

L'espace est muni du repére (O, 7 7.7

fa _ fa
Soit (?) le plan passant par A(yu) et de vecteurs directeurs J(b) et u (b' )
o c (o

+ Aa + pa’

On dit que le systéme { _!P +Ab +pb" ((A, p) € R?) est une représentation paramétrique de (%).
z=1z,+he+ puc'

B emarques

e Dans cette representanon paramétrique, et u sont les coordonnées de M dans le repére (A,u,u’) de ().
« Le choix de A, U et u' n'étant pas unique, un plan admet plusieurs représentations parameétrigues.

’

Exemples
0 1 1 s o —f1 1

e Spil A(l), B(D) et G(%i). Le plan (ABC) admet pour repére (A, AB, AC), avec ﬁB(—[;l) et AC( 0 )
1 1 -1
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Le systeme { ; i ?; ti (A, p) € R?) est donc uné représentation paramétrique de ce pla,
g=1—-1

x=1+42A—-p
-Lesysiéme{ys—3+zl

i z=2+ 3l 2 1
le point E(—E!), de vecteurs directeurs ﬁ'(%) el Tf(g )
2

| __9.3. Lien avec les équations cartésiennes

(A, ) € R2) est une représentation paramétrique du plan Passan ;
J ar

Nous venons d’apprendre 4 déterminer des équations cartésiennes et des représentations Paramtriq o

de droites et de plans de %.
Notre objectif est maintenant de passer d'un mode de détermination a I"autre.
1

4 L] * - - L I s
Déterminer une représentation paramétrique d’un plan défini par yne
équation carfésienne

-4
-

| Soit (?) le plan d'équation cartésienne Zx + y + 2z -4 = 0.
| Déterminer une représentation paramétrique de (%).

Solution
' 1™ méthode
On pose: x =LA et z=p. On en déduitque : y =4 -2k -2,

x=A
Done une représentation paramétrique de () est { y=4-2"-2p ((A, p) e R?).
z=
2¢ méthode
On détermine un repére (Q, u, v) de (P) ; Q est un point de (?), © et v sont deux vecteurs non colinéaires

2
et orthogonaux au vecteur ;:'(1), normal a (%),
2

1\ (0 i
On a, par exemple : R(lit) u( 2 ) et v(-—4).
-1 1

+ 1
A= 4y (%, 1) € R2).
-A+

X
Donc une représentation paramétrique de (%) est: 4 y
% H

L (1}
=Ry

3¢ méthode

On détermine trois points non alignés de (?), par exemple les points d'intersection A, B, C de (%) avec
les axes du repére.

! Le point A de la droite de repére (0,i) est tel que :
y=z=0;don:x=2

De méme, on aura pour B:x=z=0,y=4
pourC:x=y=0,z=2,

| 2 0 0\ —/-2 =2
; On a donc : A({]). B(4). C(D), AB( 4 ) et AC( 0 )
| 0 0 2 0 2

| (A, A_ﬁ, AC) est un repére du plan ().
Une représentation paramétrique de (%) est donc ;

xr=2-20L-2n
' {3:41 ((A, u) € R?),
z=2U
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smmmmm Déterminer une équation cartésienne d’un plan défini par une
représentation paramétrique

3+A-3n
gl +fp ((A, p) € R3).

hgn

X
Soit (?) le plan de représentation paramétrique { ]
z

Déterminer une équation cartésienne de (2).

Solution

1" méthode

Pour trouver une équation cartésienne du plan (%), il suffit
d’éliminer A et p dans le systéme d’équations paramétriques.
On obtient : x+ y=3+ 3k et z=2-2A

On en déduit que : 2(x + y) + 3z = 2(3 + 34) + 3(2 - 2A) = 12.
Donc, une équation cartésienne de () est :
2x+2y+3z2—-12=0.

2° méthode
On détermine un point et un vecteur normal de (%).

3 L1 -3
A(ﬂ) e (P); u( 2 ) et 5'( 3 ) sont des vecteurs
2 -2 0

directeurs de (%).

a — s
;1*(1}) est un vecteur normal a (?) s'il est orthogonal & ueta v.
c

un=0 a+2b—-2c=0
Ona: {_, = = { "
v.n=0 —3a+3b=0
Ce systéme admet une infinité de solutions, par exemple :
a=2,b= 2etec= 3.
On en déduit que : 2(x-3) + 2y + 3(z-2) =
Donc, une équation cartésienne de (%) est :
2x+ 2y +3z-12=10.

i

“ae o

mommmm Déterminer un systéme d’équations cartésiennes d’une droite définie
par une représentation paramétrique

xr=1+21
Soit (2) la droite de représentation paramélrique { y=1=2% g (A e R).
Z=-1+2

Déterminer un systéme d’équations cartésiennes de ().

Solution
1" méthode

De la représentation paramétrique de (%), on déduit, par élimination du paramétre A, trois relations entre
les coordonnées x, y et z d'un point M de (D) :
2y+z-1=0 H 2x—-z-3=10 : x+y—-2=0
Ces relations sont des équations cartésiennes de trois plans sécants deux a deux suivant ().
On en déduit trois systémes d'équations cartésiennes de la droite (D) :
2Zy+z2z—-1=0 2y+z-1=0 2x—-z—-3=0
{ 2x—z-3=0 { {

X+y-2=0 x+y—2=0.
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2° méthode
—», 1 —F 1
(2) a pour repére (A, u), ol ﬂ( 1 ) et u(—l).

¥l 1 —+ 4 -1 2 .
"1(_%) el “z( 2 ) sont deux vecteurs non colinéaires et orthogonaux a .
i = -
Soit (&) et (%) les plans passant par le point A, de vecteurs normaux respectifs n, et n,.
X
Pour tout point M(y) de®,ona:
z
\M 1 —> 3
Me (@) & AM.n, =0 Me @) ARR, =0
® bk-1--1)=-(z+1)=0 e 4k-1+20y-1-(z+1) =9
I e o 4x+2y—-z-7=0
Une équation cartésienne de (%,) est donc : Une équation cartésienne de (%,) est donc ;
B e ax+2y-2-7=0.

x—-y—-z-1=0

Un syste g i i ' '
ystéme d’équations cartésiennes de (@) est donc : { 4x+2y—z-7=0

memm=m Déterminer une représentation paramétrique d’une droite définie par
un systéme d’équations cartésiennes

X+y-z-3=0

1. Démontrer que { est un systéme d’équations cartésiennes d'une droite (2).

X-y+3z+3=0
2. Déterminer une représentation paramétrique de (<).

Solution

L1 i1
1. Le systéme est composé des équations de deux plans, de vecteurs normaux : n( 1 ) et n’(—i).
-1 3
Ces vecteurs ne sont pas colinéaires, donc les plans sont sécants suivant une droite ().
2. 1" méthode
On pose : z =) et on exprime x et y en fonction de A.

X+y=A+3 x==A
Dnubtient:{x—y:—Sl—S = {y=3+21
Z=A z=)
xr=-=X
Une représentation paramétrique de (3) est donc : { L =:;.i +2A (A e R).
: E=

2¢ méthode 1 9
On détermine deux points de (%), par exemple : A( 11) el B(—l).
- -2

- O g |
On en déduit que (A, Aﬁ]. ol AB(—Z). esl un repére de ().
. r=1+A4
Une représentation paramétrique de (@) est donc { y=1-2A (A e R).
z=—-1-}
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W//,,E XerCices Bzzrs rommmmr s o ommss s o

2.a ; :
1. Déterminer une représentation paramétrique  2.d 1. Déterminer une représentation paramétrique

;Ie chaqut_a axe du repére. des plans d'équations cartésiennes :
li- Déterminer une rpr\f's_entat.ion paramétrique alx—z+2=0 i bl2x—y+32z+41=0;
es plans de repéres (0, 77), (0, 7 K )et (0, %, 7). c)x—-3y+2z2-2=0; d)2x+3y+8=0.
2. Déterminer une représentation paramsétrique
2 b S N [ 1 — —F —+ z N 3
. oit le point A{-3 | et les vecteurs &, v et @ de la droite qui a pour systéme d’équations car-
tel =+ = __2, B b e e s i tésiennes :
elsque u=i-j+2k v=i-jetw=j+2k x—y—2z+3=0
1. Déterminer une représentation paramétrique { X+y+z-2=0

de la droite de repére (A, u).
2. Délerminer une représentation paramétrique 2.6 Déerminer un systdme d’équations carté-

du plan de repere (A, v, w).
s B siennes de la droite de représentation paramé-
: trique: (x=—-2+2A
2.¢c  1.Déterminer un repére de la droite de repré- . {y: +3% (AeR).
sentation paramétrique z=3-2L
x=3+ 2\
. s 3 . (A e R). 2F  Déterminer une représentation paramétrique
e o -1
2. Déterminer un repére du plan de représenta- du plan (%) passant par A 21 et orthogonal &
tion paramétrique la droite () qui a pour systéme d'équations
x=2-A+3u . R i
y=1+X1-20 (@A p)e R2) cartésiennes: {x—2y+z=0
Z=—2k-p Zx—-y+z=-1=0.

relatives de droites et plans

Sur des exemples, nous allons étudier des cas de parallélisme, d'orthogonalité, ou des intersections de
droites et de plans, ceux-ci étant déterminés tantét par des équations cartésiennes, tantét par des représen-
tations paramétriques. L'objectif de la legon n'est pas de dresser un catalogue exhaustif de toutes les situa-
tions qui peuvent se présenter, mais d’acquérir une maitrise de I'outil analytique en géométrie de I'espace.

__3.1.. Positions relatives de deux droites

pmme=mm Introduction

Soit (@) et (2') deux droites de ¥, de repéres respectifs (A,u) et (B,1).
et v non colinéaires
AB, U et v coplanaires AB, U et b non coplanaires

(@')\__
&}
A . B
u
M s @) e
fi
(%) et (9') sont paralléles

[(2) = (@') lorsque, de plus, (@) et (2') sont sécantes () et (2') sont non coplanaires

— — e ah
u et v colinéaires

AB colinéaire a et v |
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Remarque

Siu.v =0 alors (B) et (b’) sont erthogonales.

mmmmmm Exemples

Soit (@), (2", (") les droites de représentations paramétriques respectives :
x=3 x=2u x=1
{y=1+l (A e R), y=2-4u (ne R), {y:I-E‘V (ve R).
z==2) z=2-2 z==-1+4v
1°) Démontrer que les droites () et (2”) sont strictement paralléles.
2°) Démontrer que les droites (3’) et (2") sont sécantes en un point A dont on calculera les coordonnées.
3°) a) Démontrer que les droites (2) et (2') sont non coplanaires.
b) Démontrer que les droites (%) et (3') sont orthogonales.

Solution

0y _ [0
1°) Les droites (@) et (2") ont pour vecteurs directeurs respectifs ﬁ'( 1 ) et w(—éz).

Ces vecteurs sont colinéaires, donc (@) et (9”) sont paralléles.
De plus, tout point de (%) a pour abscisse 3 et
tout point de (%”) a pour abscisse 1.

Donc, les droites (D) et (9”) sont strictement (D) N
parall@les. %
2°) Les droites (') et (") ont pour vecteurs direc- %
teurs respectifs v —2%) et E(-jz).

Ces vecteurs sont non colinéaires, donc (%) et
(") sont sécantes ou non coplanaires.

(")

g'il existe deux nombres réels p et v tels que :

pe=1 e AR A e
{2-4p=1-2v
2-21=—1+4w.

L
(2') et (2"') ont un point commun si et seulernent S

1
Ce systéme admet un couple solution : [% ;1?] ; donc (9%') et (9") sont sécantes en A(D).
1

i 0 o2

3. a) Les droites (@) et (') ont pour vecteurs directeurs respectifs H(1 ) et u’(_4)_
=2 )

Ces vecteurs sont non colinéaires, donc (2) et (9’) sont sécantes ou non coplanaires.

(@) et (3’) ont un point commun si et seulement s'il existe deux nombres réels A et p tels que :
3= 2p

{ 1+Ah=2-4y
—2A=2-2p.

Ce systéme n'a pas de solution, donc (@) et (2') sont non coplanaires.

b)Ona: wu.v=0:donc, (D) el (2') sont orthogonales.
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—3.2.. Positions relatives d'une droite et d'un plan

mmmemm [ntroduction

Soit () une droite de repere (A, u) et (%) un plan passant par B, de vecteur normal 7.

i —, —F
u.n#0

un=0
ABR#0 AB.R=0

A - _ (D) .
(B) W I
{ T n A

(D) et (@)
sont strictement paralléles

Remargue

Si u et n sont colinéaires, alors (%) et (?) sont orthogonaux.

() est incluse dans (P) (%) et () sont sécants

Soit (@) une droite de repare (A, ) et (#) un plan de repére (B, v, w).

——  —F L —+—p = ;
u,v et w coplanaires u,v et w non coplanaires
—_— =% o T =¥ s
AB, v et w non coplanaires AB, v et w coplanaires

(D)

A— 2
() "
w
0 f " @) z \
B J B/”Z/‘_‘r, B S
Y
)

(D) et (P
sont strictement paralléles

Eernargue

Si w.v = w.w = 0, alors (@) et (#) sont orthogonaux.

(%) est incluse dans (P) () et (%) sont sécants

pemmmm Exemples

Soit (%) et (2') les droites de représentations paramétriques respectives :

x=2-2A r=1-
{y:zl (AeR) et {y=2-2p. (ne R).
z=2-3A z=1+2

Soit (?) le plan d'équation cartésienne 2x + y + 2z-4 = 0.
1°) Démontrer que la droite (2) et le plan (?) sont sécants en un point A dont on déterminera les coor-

données.
2°) Démontrer que la droite (2') et le plan (?) sont strictement paralléles.

3°) Déterminer une représentation paramétrique de la droite (A) passant par A et orthogonale a (9).
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Solution
1°) u( 2 ) est un vecteur directeur de la droite (@) et n(%) est un vecteur normal au plan (@)

—_—

Ona:un#0 ; dong, (D) et (P) sont sécants.
Les coordonnées de leur point d'intersection vérifient les équations de (@) et de (P).
Ona:2(2-20)+(2A) +2(2-30)-4=0 & 1512..

1 (@'
Dongc, (@) et () sont sécants en A( % ) L
Y & 1\ (-1 (4)
2°) La droite (2") a pour repére (B, u’), avec B(g) et H’(-Ez)-
Ona:u.n=0 ; dong (@) et (P) sont parallgles.
De plus, les coordonnées du point B ne vérifient pas
I'équation de (%) ; donc, B ¢ (P).
(2°) et (?) sont donc strictement paralléles.
3°) (A, ) est un repére de la droite (A).
Cette droite a donc pour représentation paramétrique

x=1+ 2\
{y=1+l (Ae R).
Z=?+23L

—3.3.. Positions relatives de deux plans

mmemmm Infroduction

Soit (%) un plan passant par A, de vecteur normal net (@) un plan passant par B, de vecteur normal n'.

— = i , Ak ST P
n et n' colinéaires n et n’ non colinéaires
—

AB.n#0 (etAB.n' #0) ABT=AB.n' =0
L | | P e
ﬁ -
n
B
i
>I;< /6{ : B;’j
5 A

() et (P°)
sont strictement paralléles

~l

(?) et (?) sont confondus (P) et (?') sont sécants

Remarque

Sin.n'=0alors (?) et (P’) sont orthogonaux.
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mEmmmm Exemples

Soit {7) et (2) les plans d'équations cartésiennes respectives 2x+ iy + 2z~ 6=0 et 2v—2y-z+3 =0,

1°) a) Démontrer que les plans () et (P') sont sécants et déterminer une représentation paramétrique
de leur droite d’intersection (A).

b) Démontrer que les plans () et (2’) sont perpendiculaires.

o) Ty . 0
211 D?;)nnmer une représentation paramétrique du plan (I1) passant par le point A(z) et paralléle au
plan (%), 1

Solution -
o 2 g —2
1°) a) Les plans (?) et (#’) ont pour vecteurs normaux respectifs n(l) et “'('"2)'
2 1

Ces vecteurs ne sont pas colinéaires ; done, les plans (?) et (") sont sécants.

Leur droite d'intersection (A) a pour systéme d’équations
2x+y+2z2—-6=0
2x—2y-z+3=0.
Pour déterminer une représentation paramétrique de

cette droite, on peut poser z =1 dans le systdme précé-
dent et exprimer x et y en fonction de A

cartésiennes {

2x+y=6-2AL x=3 _1,
. 3 3.2
Dnuhl1&nt:{2.1-2y=—3+l = { y=3-2X
z=) z=A
Donc, une représentation paramétrique de (A) est :
x= 2ol
2 2
{ y=3-4 (A e R).
z=X\
b)Ona: n.n' =0;donc, les plans (%) et (2') sont per-
pendiculaires.

2°) Pour &tre paralléles, les plans (I1) et (?) doivent avoir
2

le méme vecteur normal 71 % .
On en déduit une équation cartésienne du plan (IT) :

2x+(y-2)+2(z-1)=0;

c'est-a-dire : 2r+y+2z—-4=0.

Pour déterminer une représentation paramétrique de
(1), on peut poser :x=Aetz= .

On en déduit que : y = 4 = 24— 2}

Donc, une représentation paramétrique de (IT) est :

=\
{y=4-—21—2u (A, p) € R?)
=N
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3.a

3b

Soit (@) la droite de représentation paramé-

trique (x=1-2k
{ y=s2+ A

z==1-=3A
et (2') la droite qui a pour systéme d'équations
carlésiennes
x+y—-z—-6=0

{ x—y—-z+1=0,

Démaontrer que ces droites sont sécantes en un

point dont on déterminera les coordonnées,

he R)

Soit (@) et (') les droites qui ont pour sys-

tdmes d'équations carlésiennes respectils :
X+y—z+3=0 2r+y=12

{.t-t-z =1 o {y-Zz:CL

1. Démontrer que ces droites sont striclement

paralléles.

2, Déterminer une équation cartésienne du

plan déterminé par ces deux droites.

Soit (2) la droite qui a pour systéme d'équa-
tions cartésiennes
x+y—22+1=0
{x -2y+z+1=0
et () le plan de représentation paramétrique
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r= ',:\, + )

{y=g_i (A, 1) € RY).
z=—-1-2

Démontrer que (@) et (P) sont sécants en

point dont on déterminera les coordonnées,

Soit (?) et (?') les plans de représentationg
paramétriques respectives :

r=—1+2A+p
{y=1+a-u ((h 1) € R2),
z=1—2}l.+|-|-
x=2-A-21
at{y=1+7\.—u ((A, 1) € R2).,
z=2L-1

1. Déterminer une équation cartésienne de
chacun des plans (?) et (?') et démontrer qu'ils
sont sécants.

2. Déterminer une représentation paramétrique
de leur droite d’intersection.

Soit (?) le plan d’équation cartésienne
x=2y+2z=06

1. Déterminer une représentation paramétrique
de la droite d'intersection (A) de ce plan avec
le plan de repére (0,1, j'].

2, Déterminer une équation cartésienne du plan
(@) perpendiculaire & (%) el contenant (A).
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2 _
“Exercices”

pans les exercices qui suivent, sauf indication contraire
Irespﬂcgts est muni du repére orthonormé © -f-:-jr uk.] f

APPRENTISSAGE  * =

quations cartésiennes de
droites et plans

. 5 ! 1 =
Déterminer une equation cartésienne du plan passgm

par le point C et orthogonal & la droite (AB).

-1
2 Onconsidere les points A[ 1 |,B _11 at C(})
1 T

1. Déterminer une équation cartésienne dujplm (ABC)
2. Déterminer une équation cartésienne du plan pas-
sant par O et paralldle au plan (ABC).

5
1 On considére les points A z), B(fz) el C E
3 .

31 Dll&tenniner_le nombre réel k pour que le plan
(@,) d'équation cartésienne 2x — y + z — k = 0 passe par
le point A de coordonnées (-2 ; 0 ; —4).
2. Démontrer que les plans (?;) sont paralléles entre eux.

§ Soit (#) le plan d'équalion cartésienne
x—y+32—-6=0.
1. Déterminer trois points de (%) dont les coordonnées
(x;y; z) sont des nombres entiers relatifs.
2. Placer ces points sur une figure.

5 Déterminer un systéme d'équations cartésiennes

-2 1
de Ja droite passant par les points A(‘zl) et B( 2 )

1 2
6 On considére les points A{ 1| et B 3 -
1

1. Déterminer un systéme d’équations cartesiennes de
la droite (AB).

2. Déterminer les coordonnées des poinits d'intersection de
[ABLav_‘]er: chacun des plans de repéres (O, i, ), (O, 7 k),
O,k i)

Représentations
paramétriques

1. Déterminer une représentation paramétrique de cha-
cune des droites (OA), (OB) et (AB).

2. Déterminer une représentation paramétrique du plan
(OAB).

8 Dsterminer I'ensemble des points M@ tels que :

x==3+ 20
ﬂj{y=1+l (he R);
Z==2
x==3+2\
b) {y:‘l-l»l (A e B
Z=—h

9 Soit (#) le plan de représentation paramétrique
x=-—1-3L
{ y=—1-27+2y
z=1+6p
1. Déterminer les coordonnées des points d'intersection

de (P) avec les axes du repére.
2. Déterminer une équation cartésienne de (%).

() e B2).

10 Soit (@) la droite de représentation paramétrique

x=-=5+3L
{yzsﬁql (A e R).
z=-15+12L

g 1
1. Vérifier que les points A( 1 ) et H(—ﬂ) appartiennent
a la droite (@). - - 9
2. Déterminer les coordonnées des points M, et M, de
la droite (@) tels que : AM; = AM, = 13.

[

11 Soit () le plan de représentation paramétrique

x==1+2k-p
{y=-?~+u (. n) € RB2).
z=2+A=21

0 2 -3
1. Démontrer que les points A(O). B(—sz) et C( ‘11[) ap-

partiennent au plan ().
3. Déterminer A et jt pour que le point de paramétres A .
et  soit le centre gravité du triangle ABC.

Distance d'un point a un plan

-4
12 soit A( 2 ) et (?) le plan d'équation cartésienne
=1

Jx—4y+6=0.
Calculer la distance du point A au plan (%).
-1

13 On considare les points A| 1 | et B o).

Déterminer une équation cartésienne de l'ensemble des
points M{ ) tels que : MA = MB.

Quelle est la nature de cet ensemble ?

14 soit (?) le plan d'équation x+4y—z—-4=0
et (@) la droite qui a pour systéme d'équations
x—y=0
y—z=0.
Déterminer un point M de (%) tel que : d(M, %) = 2.
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2 0 0
15 0n considere les points A{ 0, ng et C(ﬂ)-
0 1
)

Calculer la distance du point O au pll:lan (

Positions relatives de droites
et de plans

16 soit (@, et (2,) les plans d'équations respectives
T+y+z=0 et x+y—-2z+1=0.
Démontrer que (P,) et (?,) sont sécants et déterminer

une représentation paramétrique de leur droite d'inter-
section.

17 _Suil: (D,) et (D,) les droites de représentations
paramétriques respectives

X==X x=2-2n
{y=l AeR) et {y:l—p (Le R).
z=) zZ==—|

1, Démontrer que (@,) et (@,) sont non coplanaires.

2. Déterminer une équation cartésienne du plan (%)
contenant (2,) et parallzle a (S,):

18 Soit () et () les droites de représentations
paramétriques respectives :
x=2-=3) x=2+u
{y=5—-l (Le R) et {y=1 +L (pe R).
z=—3+ 2L z=—=1-p
Démontrer que (@) et (@') sont sécantes et déterminer

une équation cartésienne du plan déterminé par ces
deux droites.

19 soit (%) le plan d'équation cartésienne
X+ y+2z=0
1. Déterminer une équation cartésienne du plan passant

par le point A[—1) et parallgle a (%).

2. a) Déterminer une représentation paramétrique de la
droite (%) passant par A et orthogonale 3 (2).
b) Déterminer le point d'intersection de (3) et (2).

20 soit () e plan d'équation x—y+3=0 et (@)
la droite qui a pour systame d'équations
x—-z-—2=0
{2x+y—33+‘.l =0
1. Démontrer que (D) est parallale a ().
2. Déterminer une équation cartésienne du plan (1)
contenant (9) et perpendiculaire a (%).
3. Déterminer une représentation paramétrique de la
droite (A), intersection de (9] et ().

21 soit (®) la droite de représentation paramétrique

x==1+A1

{ y=3-24L (ke R)et(@')ladroite qui a pour systéme
z2=—1+ 3k

m_— x—y+22-3=0
équations P

1. Démontrer que ces droites ne sont pas coplanaires,
2. Déterminer une équation cartésienne du plan (%)
contenant (%) et parall2le A ().

22 soit (%) la droite qui a pour systdme d’équa-

tions: { x—y+z=0
X+y—-z=0.
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1. Déterminer un systeme d'n.éque-tic;ns Cartésiennes g,
la droite (%) passant par le point A _23 et parallele 3 (g
2. Déterminer une équation cartésienne du play, (@)
contenant (%) et (D).
= 2
23 soit (?) le plan de repére (A, © ), o A5 .

1 .o 0
U _13 U -1) et (@) la droite qui a pour systéme d'équa.
2 3 x—2y+z+1=0

tions cartésiennes : EAR D,
Déterminer l'intersection de (%) et (2).

24 soit (@) la droite admettant pour systame
d'équations cartésiennes : { x+y+z=3
x+2y+3z=6.
1. Déterminer s équation cartésienne du plan (%) passant

par le point A(z et arthogonal a (D).

2. Déterminer l'intersection de (%) et (D).

25 Déterminer un systéme d'équationls cartésiennes
de la droite () passant par le point A(EI) et orthogo-
nale au plan () d'équation 2e—y—2z+1=0.

26 soit (?) le plan d'équation 2x+ 3y +z+ 1 =0
et (?') le plan de représentation paramétrique

xr=1+2L+
{y=2—l+u (A, p) e R?).
Z=—A—5l

Démontrer.que ces plans sont parallgles,

27 soit (@) et (@) les droites qui ont respective-
ment pour systémes d'équations cartésiennes
dr—y—-z+2=0 xX+y+1=0
{y—z—2=u " {x—21=l}.
Démontrer que ces droites sont orthogonales. Sont-elles
sécantes ? Si oui, déterminer leur point d'intersection.

APPROFONDISSEMENT

28 (%) et (%") sont les plans d'équations respectives
X+Yy-z=0 et 2xr—y+z-3=0,
1. Démontrer que ces plans sont perpendiculaires.l

2. Calculer les distances respectives du point A 1) a
(P) et a (). i

3.En déduire la distance du point A a la droite (4),
intersection des plans (?) et ().

29 soit (P) et (') les plans d'équations respectives
2r—4y+2z43=0 et r=2y+z-3=0.
1. Justifier que ces plans sont parallgles.
2. Soit (9) une droite orthogonale aux plans (@) et (?),

s
M %)etM‘ g, les points d'intersection de () respecti-

vement avec () et (3').

a) Démontrer qu'il existe un nombre réel k tel que :
X=x+k

{ y' =y-2k
E=z+k

b) Calculer MM,

Déterminer k.



30 Soit a et b deux nombres réels,
1. On considére le systame :
x+Yy+z=10

{a.r+y+ z+b=0,
Pour quelles valeurs de a ce systéme est-i] un systéme
d'équations cartésiennes d'une droite 7
2. Cette condition étant réalisée, on dési

_ : ; gne par (%) une
telle droite et on considere la droite (') de rap]i'ésenta'lion

X=
pmmétrique:{y:—3+bh
i =—14+A

Pour quelles valeurs de a et b les droites (@) et (@'
sont-elles paralldles ? sécantes ? non cqpianai.rls ? o

(A e R).

31 Projection orthogonale d'un angle droit
() est le plan d'équation x + y+z=0.
Etant donné un point M, on désigne par M' le projeté
orthogonal de M sur (@),

1. Soit M@) et M'(;' i
z1I

L] 1
X =-§(2,1—y—3)
Dé H ':l - -
montrer que U 3{ X+ 2y-1)
z'=1?{-x—y+ 2z).
a -1 2
2. On donne les points A(—l B —-2) et C(ﬁ )
—1

= -3

On désigne par A', B' et C' les projetés orthogonaux res-
pectifs de A, B et C sur (2).

a) Démontrer que la droite (AB) est parallgle au plan ().
b) Calculer les coordonnées des points A', B' et C’ et
démontrer que BAC et B'A'C' sont des angles droits,

32 ABCDEF est un prisme a base triangulaire. On
désigne par G le centre de gravité du triangle ABC et par
G’ celui du triangle DEF.

1. Déterminer une représentation paramétrique des droites
(AG") et (DG) dans le repére (A, AB, AC, AD).

2. Démontrer que les droites (AG’) et (DG) sont sécantes
en un point dont on déterminera les coordonnées dans
le repére précédent,

33 Soit ABCDEFGH un pavé.
H J

. A\} ; ',"

On désigne par I, J, K et L les points définis par :
e e e —
Al=1 AB, Hj=1HC EK =1 EF et DL=0aDC(ae R).
1. Déterminer une représentation param@que des droites
P |

(I) et (KL) dans le repére (A, AB, AD, AE). )

2. Déterminer le nombre réel o pour que les droites (IJ)
et (KL) soient sécantes.

34 Soit ABCDEFGH un cubg, _, _,
1. Déterminer, dans le repére (A, AB, AD, AE), une éq_ua-
tion cartésienne du plan (BDE) et une représentation

paramétrique de la droite (AG).

D:::: ‘::Ir:‘ij“"- c
a-""' "..“
A B
2. Démontrer que la droite (AG) est orthogonale au plan
—r —

(BDE) et le coupe en un point I tel que : Al = -%- AG.

35 Soil ABCDEFGH un pavé.
On pDSE :AB = E, AD=n, AE'-:_.LD_.'
1. Déterminer, en fonction de u, v, w un couple de vec-
teurs directeurs des plans (GDB) et (CFA), ainsi qu'un
vecteur directeur de l'intersection de ces deux plans.
2. Déterminer une représentation paramétrique de
(GDB) et (CFA), ainsi que de la droite d'intersection de
ces deux plans.

36 Faisceaux de plans
(@) est le plan d'équation cartésienne :
x—2y—2z+3=0.
Soit A et B deux points distincts de €.
1. On suppose que la droite (AB) et le plan () ne sont
pas orthogonaux.
Démonirer qu’il existe un unique plan (1) passant par
A, B et perpendiculaire & ().
Appficaqtian 5
Saoit A -% et B(—DE). Déterminer une équation cartésienne

de (I1).

2. On suppose que la droite (AB) et le plan (%) sont
orthogonaux.

a) Démontrer que tout plan (1) passant par A et B est
perpendiculaire i (2).

4 5
b} Soit A(q) et B(z). Démontrer que tout plan (I1) a
2 0 -

une équation cartésienne de la forme :

Al2Zx + y—-12) + p(2r + 2 —10) = 0, oh (A, p) € B2,
L'ensemble des plans (T1), contenant une méme droite
[AB), est appelé faisceau de plans,

37 Perpendiculaire commune & deux droites
(%) et (@') sont les droites de r%péres respectifs (A,u) et

=i 1 2\ 2
(B, v)avec: .ﬂ.(—]). H(D). u(l), F(l)
—2 4 1 2

1. Délerminer une représentation paramétrigue de (2) et
(2') et démontrer que ces droites sont non coplanaires.
2. Démontrer qu'il existe un unique point I de (%) et un
unique point | de (%) tels que la droite (I]) soit perpen-
diculaire aux droites (&) et (S').

Déterminer les coordonnées de ces deux points.

3. Soit M ELN deux pn@’ts respectifs de (@) et (3").

On pose: IM=a uet [N=p v.

a) Calculer MN? en fonction de a et P.

b) En déduire que la valeur minimale de la distance MN
est obtenue lorsque M est en I et N en J.

I] est appelée distance entre les droites (5h) ef (%),
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33. Hauteurs d'un tétraddre orthocentrique
On considere les points

2 0 i
a(- ) B(s). c(_l) ot D(E).

0 0 0 4
1. Vérifier que les arétes opposées du tétraddre ABCD
sont orthogonales deux a deux. i
2. Calculer les coordonnées des vecteurs DA, DB et DG ;
en déduire les coordonnées de vecteurs n,, m, et 7, nor-
maux respectivemnent aux plans (DBC), (DCA) et (DAB).
3. Déterminer une représentation paramétrique des
hauteurs (AA"), (BB') et (CC") du tétraddre ABCD,
4. Démontrer que les droites (AA"), (BB') et (CC) passent
FUMTEI;D point H situé appartenant 2 la droite de repére

En déduire que les hauteurs de ce tétraddre sont
concourantes.

_ 39 Sphére circonscrite 4 un tétraddre
Soit ABCD un tétraddre tel que ;

6 )

1. Soit 1, ], K les milieux respectifs des arétes [AB],

[AC], [AD] et @), @,), (%,) les plans médiateurs res-
pectifs de ces arétes.

aj Calculg}leﬁ_;:acg.dunnées des points I, ], K, puis des
vecteurs AB, AC, AD et déterminer une équation carté-
sienne de (?,), (%P,) et ().

b) Démontrer que ces plans ont un seul point commun
Q, dont on calculera les coordonnées.

2. Démontrer que £ est le centre d'une sphére dont on

calculera le rayon et qui passe par les sommets A, B, C
et D du tétraddre.

2 1
80 On considere le point Al-1] et le vecteur | 2 |.

3
Déterminer une équation cartésienne de I'ensemble des
points M vérifiant : AM.7 =3,
Quelle est la nature de cet ensemble 7
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2 3
A1 On consid@re les points A(E‘l) et Bf1].
2
Déterminer une équation cartésienne de ’ensemp|, de
points M vérifiant : MA? - MBZ? = 8, 5
Quelle est la nature de cet ensemble ?

2\ _(3
A2 on considere les points ﬁ(-él).B(% etcf3)

. . 3
Déterminer une équation cartésienne de I'ensemble dpg

points M vérifiant : MA? + MB? — 2 MC? = 12,
Quelle est la nature de cet ensemble 7

43 soit OABC un tétraddre dont les ardtes issyes
de O sont deux & deux perpendiculaires (on dit que
OABC est un tétragdre trirectangle en O),

L'espace est muni d'un repére orthonormé (0,7, J, k).
Les points A, B et C ont pour coordonnées respectives
(a:0;0),(0:b:0)et(0;:0:c), avec abe # 0.

1. Démontrer que le plan (ABC) admet pour équation :
£+ i + _Z_ =15

a b ¢

2. Soit H le projeté orthogonal de O sur le plan (ABC),
Déterminer les coordonnées de H et vérifier que H est
I'orthocentre du triangle ABC.

iy iy OO )
3. Démontrer que : om- ozt opt + ocE
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—1.1.. Fonctions et applications

memmmm Introduction

(6) est un cercle de centre O et (@) une droite ne passant pas par O.
tout point M de (%), on associe, lorsqu'il existe, le point M’ de (2)
tel que O, M et M’ sont alignés,

On désigne par A et B les points d'intersection de (4) avec la droite
paralléle & (%) passant par O.

* Soit f: (6) — (D) ; fest une fonction dont l'ensemble de définition
M~ M’

D'est pas l'ensemble de départ.

* Soit g: (€)\{A, B] - (@) ; g est une fonction dont I'ensemble de
M— M’
définition est I'ensemble de départ.

On dit que g est une application de (€)\(A, B] vers (@).

Remarque

Deux fonctions f et g sont égales si et seulement si :

- elles ont méme ensemble de départ et méme ensemble d’arrivée 2
— elles ont méme ensemble de définition D ;

- pour tout a, élément de D, on a : fla) = g(a).

mummmn Restriction, prolongement d’une fonction
Soitf: RS R et g: R, =R
x— Jlx] -2 x> Jx -2
Ona :Df = J—00;—2] WU [2; 409 et Dg=[2;+oo[;
Donc : D, = Dy; de plus, pour tout x élément de D, on a: g(x) = fix).
On dit que g est la restriction de fa R,. On dit aussi que fest un prolongement de g a R.

Détinitions
Soit fune fonction de E vers F et E’ une partie de E.

* On appelle restriction de fd E' la fonctiong: E' 5 F

ar f(a).
+ fest alors appelé prolongement de g a E.

Remarque

Si I'ensemble de définition de fest Dy, alors celui de g est Dy E
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—1.2.. Composition des fonctions

mmmmmmm  Définition
Soit[;: R—=>R et g:RoRE
x—=xi_1 xHZ.r-rll

On se propose de calculer g[f{x)].

Ce calcul est possible si et seulement si fTx ;
Ona:fleD, o x_120 JUx) appartient & D,

= xe B\{-1;1).
Pour tout x élément de R\[-1 : 1), on a 1 glflx)] = 2a?-1) +1 = -1 L
-1 xi-1
appelée composée de f par g
et notée g o [, telle que : g o flx) = sz_l.

x% -1 f g
Son ensemble de définition est - D, or=R\I-1;1). %} @ glflx)]

On peut illustrer la composition des deux fonctions
par le schéma ci-contre,

On définit ainsi une fonction,

On détermine de manigre analogue /0 g.

gxz_l)z 1-4_‘7"‘2_&1

Drgy= R* et, pour tout . élément de R*, on a: f o g(x) = flg(x)] =(
On remarqueque:g o f# [0 g.

Détinition ) VA S .
Soit E, F, G trois ensembles, f une fonction de E vers F et g une fonction de F vers G.

On appelle composée de f par g la fonction de E vers G, notée g o f et définie, pour tout élément a de E
telque a € Dy et fla) e D, par: g o fla) = g[fall.

E emarque

Soit f une fonction de E vers F, Idg, et Idy, les applications identiques’ respectives des ensembles E et F.
Ona:foldy=Idzof=/

memme= Propriété

Soit /, g et h les fonctions de R vers R défjn_ies par : flx) = sin x, glx) = x24+2 et hix)=—3x—-1.
« Déterminer la fonction ¢ o /; puis la fonction h o (g 0 J).

« Déterminer la fonction h o g, puis la fonction (ho gl o f.

« En déduire que : ho (go ) =(hoglof

Plus généralement, nous admettons la propriélé suivante.

Soit f'une fonction de E vers F, g une fonction de F vers G et h une fonction de G vers H.
Ona:ho(gofi=(hog)of

On dit que la composition des fonctions est associative.
Onnote:ho(goﬂ:[hog}of=hogo)‘2

1L ﬂﬁp_hﬁon identique fou identité] d'un ensemble E est I'application de E vers E qui, & tout élément de E ossocie ce méme élément.

On la note généralement ldp
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l.a Soit f'1a fonction de & vers R définie par :
Ax) = |x=2|.
Parmi les fonctions de R vers R suivantes,
déterminer celles qui sont égales /.

_ lex—12] (-2P
a) glx) = 5 i blhlx)= |-1'_-2T :
o) ki) = ":;:;ﬁ| ;A= J2=ax+a.

1.b  Parmi les fonctions suivantes, préciser celles
qui sont des applications.

a iR R i blg:R-oR ;
x> x| X x=Jx
clhil2;+e] R ;5 dik:[0;+w]— R
x> Jx—2 Kbp——

-1

l.c  Soit fla fonction de R vers R définie par :
Jix) = |x = 1] + 2|3 - &),
Déterminer I'application affine g qui a méme
restriction que [sur l'intervalle 1 ; 3.

1.d

l.e

1.f

On considére les fonctions fet g de R vers p

x+1 ——
définies par : flx) = 7 . et gla] = foﬁ

1. Déterminer les ensembles de définition des
fonctions fet g.

2. Déterminer la plus grande partie E de B sy,
laquelle f et g ont la méme restriction,

Soit a et b deux nombres réels. On considére les
fonctions fet g de R vers R définies par :
Slx)=—2x+3 et glx) = ax + b,

1. Pour toul nombre réel x, calculer g o fix) et
Sfo glx).

2. Délerminer un couple (a, b) de nombres réels
tel que : g o f=Jog.

Soit f: B? = R%

(x, y) = (- x + 3y, 3x—4yY)
Pour tout couple (x, ¥) de nombres réels, déter-
miner fo flx, y).

—2.1... Injections, surjections

pezmmm Introduction
Soit (‘€) la courbe d'équation : y =x% -1,

Dans chacun des cas suivants, fest 'application de E vers F définie par : flx) = 2 - 1.
On se propose de déterminer, graphiquement et selon les ensembles E et F, le nombre d'antécédents par

Jd'un nombre réel m.
1'cas : E=R_,F=R

vl
\J /E

L/

-1

* Si m < -1, m n'a pas d'antécédent dans R,.

* Sim>-1, m aun antécédent dans B_.

Tout élément de R a donc au plus un antécédent
dans [,.

On dit que l'application f'est une injection.

168 Fonctions
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EBCGSZE_':R.F:[—-I;-l-m[
(6) |F

—

-1

. S@ m=-1, ma un antécédent dans R.

*Sim ?— 1, m a deux antécédents dans R.

Tout §lement de [~ 1 ; + e[ a donc au moins un
antécédent dans [,

On dit que I'application fest une surjection.



3 cas:E=R,,F=[-1; 4o gtcas:E=R,F=R

(‘6) |F Rﬂg} E /

'l [ \ 1 fe
N o/
-1 g

Tout élément de [-
dans R,.

On dit que I'application fest une bijection.

1i+ e[ a un antécédent unique | « Si m < — 1, m n'a pas d'antécédent dans R, donc
Jn'est pas une surjection.

¢ Sim=-1, maun antécédent dans R.

e Si m >— 1, m a deux antécédents dans R, donc [
n'est pas une injection.

mmazmen Définitions et propriété

Détinitions. =

Soit fune application de E vers F.
* On dit que fest une injection (ou fest injective) si tout élément de F a au plus un antécédent par f.
* On dit que fest une surjection (ou fest surjective) si tout élément de F a au moins un antécédent par f.

B emarque

Une application f de E vers F est surjective si et seulement si flE) = F.

Exemples
¢ Soit l'application f: R*— R.
X I—}l
X
0 n'a pas d'antécédent par f'; donc [ n'est pas surjective,
Pour tout nombre réel y non nul, L st l'unique antécédent de y par f.

Donc tout élément y de R a au plus un antécédent par f; fest injective.

* La projection orthogonale est une application surjective mais non M
injective.

MI
(2)

Propriéte

Soit fune application de E vers I,
fest injective si et seulement si, pour tous éléments aetb de E,ona: fla)=fb) = a=b.

Cette propriété est une conséquence directe de la définition.

Bemargue

Celle propriété peut également s'énoncer de la fagon suivante.
« [ est injective si et seulement si, pour tous élémentsaetbde E,ona:a#b = fla) = [lb). »
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S S e

L [ Soit (p) et (g) deux propositions. ; 313 (S :
| Les implications [(p) = (q)] et [(non g) = (non p)] sont équivalentes.
{L On dit que I'une est la contraposée de l'autre. d :

e e iy i i g S 2 B et e el L

b

Exemple
Dans la propriété précédente :
(p): «fla) =fib) » at (q): «a=b»;
(non p) : « fla) = flb) » et (nong): « a#b».
Donc : [fla) = fib) = a = b] équivauta [a = b= fla) #fb).

—2.2.. Bijections

mmmmem Propriété
Soit O un point du plan, k un nombre réel non nul et h I'homothétie de centre O et de rapport k.
Tout point M’ du plan a pour antécédent le point M tel que : OM = % OM' ; h est donc surjective.

De plus, pour tous points M et N, d'images respectives M’ et N’, on a :
M#N =MN# 0
— — —_— —
=MN =20 (car M'N' = k& MN)
= M'#N"
h est donc injective.

Par ailleurs, on sait que h est une bijection.

Propriéete

Soit fune application de E vers F.
fest une bijection (ou est bijective) si et seulement si elle est injective et surjective.

En effet, fest bijective si et seulement si tout élément de F a un unique antécédent par [ dans E, c'est-a-dire
si et seulement si tout élément de F a au plus et au moins un antécédent par f.

memmmm Bijection réciproque d’une bijection
Soit une bijection f: E — F.
xey
On a : —d'une part, tout élément x de E a une image unique y par f'dans F :
— d'autre part, tout élément y de F a un antécédent unique x par fdans E.
Donc, la correspondance F — E est une application bijective.
==X

Cette application, notée £, est appelée bijection réciproque de /.

E emarques

e Pour tout x élément de E et tout y élément de F,on a : y =flx) & x = F(y).
» Si f1 est la bijection réciproque de f, alors fest la bijection réciproque de f-*,
*Ona:flof=1Idy et fof'!=Idp.
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Exemples

» La Lrafnslation de vecteur U est une bijection du plan dans lui-méme ; sa bijection réciprogue est la
translation de vecteur — u,

* Soit l'application f: R, — R,.
x> x2
Pour tous x et y éléments de R,.ona:y=x* o x= JLt_,'
Donc, fest une bijection et sa bijection réciproque est 1 : R, = R,.
x> x

Propriéte

Soit f une bijection de E vers F et g une application de F vers E.
Si fog=1dg ou go f=1Idg, alors g est la bijection réciproque de /.
Démonstration

Soit f1 la bijection réciproque de /;
Ona:fog=Idp = f1o(fog)=f10ld,

=P oflog=f1
=Id;og=f1
= g=%

On démontre de maniére analogue que: go f=1d; = g = f.

emmemms  Composée de deux bijections

Soit s la symétrie de centre O et t la translation de vecteur u.
Pour tout point M du plan, on désigne par M’ et M" les points tels
que : M' = t(M) et M" = s(M’).
= Justifier que s et t sont des bijections du plan dans lui-méme et
déterminer leurs bijections réciproques s™ et t~1.

’ : ~ T T =
* Démontrer que le point ©Q, tel que OQ =— 5 u, est le milieu du
segment [MM"],
¢+ En déduire la nature et les éléments caractéristiques de s o t.

« Justifier que s o t est une bijection ; déterminer (s o t)~'.
e Démontrer que : (so )l =t1os™.

Propriétée

Soit f une bijection de E vers F et g une bijection de F vers G.
g o fest une bijection de Evers Getona:(go /)" =f1og™

DPémonstration

* Démontrons que g o [ est surjective.

Soit z un élément de G.

g est surjective, donc z a un antécédent y dans F par g.

[est surjective, donc y a un antécédent x dans E par /.

Dong, x est un antécédent de z dans E par g 0 /; g 0 [ est surjective.
» Démontrons que g 0 fest injective.

Soit x et x' deux élémenls de E tels que : g o flx) = g o fix').

g est injective, donc : glflx)] = gllx)] = flx) = flx');

[est injective, donc : flx) = flx') = x=x"

Donc : g o flx) = g o flx') = x=x"; g o fest injective,

On en déduit que g o fest une bijection de E vers G.
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* Démontrons que (g o )1 = fLo gt

Ona:(goflo(flogl)=ge(foftog? ke
=go(ldgog™) 1
=go g"l f (\ g
= Idc. E )"—1 \E) -1 G
D'aprés la propriété précédente, la bijection réciproque de [ g
gofestflogl 19 g-1
Ce résultat est illustré par le schéma ci-contre, fTog

mExercices B A A AR A

2.0 Soit f l'application de N vers N qui, & tout alffR=R ;BRI —=R\-2).
nombre entier naturel, associe la somme de ses x> rx+d i 2%1
chiffres.

L'application fest-elle injective 7 surjective ? 2.f  SoitE et Fdeux intervalles fermés de R. On donne
ci-dessous les représentations graphiques d'appli-
2b Dans chacun des cas suivants, dire si l'applica- cations de E vers F. Dans chaque cas, dire si I'ap-
tion fest injective. plication est injective, surjective ou bijective.
alf: N2 ; b)f:R- R :
x> 2r—3 x 222 41 W,
cf:BxR - R F
fegyresy 0 . WMo a0 B3

2.c  Dans chacun des cas suivants, dire si l'applica-

tion fest surjective.
a)f:Z =N 3 BIf:R-R, H
x> 2x| x4+
cf:R\1] =R ; dif:R—R.
e E2] -

2.d  Soit a, b deux nombres réels et £ I'application 2.9 Soit f une fonction numérique d'une variable

de R vers R, définie par : flx) = ar + b. réelle définie sur un intervalle K.

Démontrer que fest bijective si et seulement si Démontrer que si f est strictement croissante
a est non nul ; déterminer alors sa bijection sur K, alars fest une bijection de K sur fK).
réciproque.

2.h  Donnerla représentation graphique d'une fonc-

2.e Dans chacun des cas suivants, démontrer que tion : _
l'application fest bijective et déterminer sa bijec- a) surjective et non injective ;
tion réciproque. b] injective et non surjective.
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—3.1. Opérations sur les fonctions

et glx) ==——

Soit fet g les fonctions définies par : flx) = —1_ 5
x x

+2
On a:Dp=R\[-2] et D, =R\ (3).

* On considere la fonction s définie par : s(x) = flx) + glx).

Soitx un élément de R ; s est définie en x si i fot o sont définies en x.
Donc: D, = R\[- 2 ; 3), x si et seulement si fet g so

x-l_

Pour tout x élément de D, ona: s(x) = 1 x-1 _ x®4+2x-5
x+2 x-3 (x+2)(x-3)
On dit que la fonction s est la somme des fonctions fet g. On note : s = [+ g.

* On considere la fonction p définie par : p(x) = Jix) x glx).

Soit x un élément de B ; p est définie en x si et seulement si [et g sont définies en x.
Donc : DJ? = R\[-2; 3],

Pour tout x élément de D_, on a : —— x-1 _ x—1 ]
P p(x) x+2 x=3 (x + 2)(x—-3)

On dit que la fonction p est le produit des fonctions fet g. On note : p = g.

@
glx)

* On considére la fonction q définie par : glx) =

Soit x un élément de R ; g est définie en x si et seulement si f et g sont définies en x et si, de plus,

g(x) # 0, Donc : Dq= B\[-2:3:1). 1

Pour tout x élément de D ) ;
(x=1)x+2)

pona: qlx) =

+ 2
x—1
x-3
On dit que la fonction g est le quotient des fonctions fet g. On note : g = é

Plus généralement, fet g étant deux fonctions d'ensembles de définition respectifs D et D . on retiendra

les résultats suivants.

Notation Ensemble de définition Formule explicite
Somme f+g D~ D, (/+ g)lx) = flx) + glx)
Produit fg D, n D, (Fg)lx) = flx) x glx)
i ] - M)
Quotient L (D; n D\lx e R, glx) = 0] (£)eo _é[{_;

E emarques

On définit aussi les fonctions suivantes.
— Produit d’une fonction par un nombre réel k : (kf})x) = k x flx), avec D= Dp

— Puissance niéme fn e N*} d‘une fOIICﬂ'OH :Uﬂ}{x} = mxﬂn, avec Dﬁt = DP
1 1
= ' ion ==, avec I = D\ R, =0l
Inverse d’une fonction (T)(x] ) av 1=D [xe R, flx)=0)

- Racine carrée d'une fonction : (Jf)[x} = [flx), avec Dy =D\ [xe R, flx)<0)
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—3.2. Fonctions associées

Le plan est muni du repére orthogonal (O, I, J).

Soit fune fonction, (€) sa représentation graphique, a et b deux nombres réels. . .
Les fonctions x - — flx), x+ fl-x), x> |flx)], x> flx = a), x> flx) + b sont dites associes A f.
L'objet de ce paragraphe est de montrer comment les courbes représentatives des fonctions associées 3 f

se déduisent de ().

mmmmmm Fonctions x> - f{v) et x— f- ]
Soit x un élément de D et M le point de (4) d'abscisse x.

* Le point M'(“ ﬁj.:r }) est le symétrique de M(f[fr]) par rapport a (OI).

Donc, la courbe représentative (€’) de la fonction x — — flx) se déduit
de (6) par la symétrie orthogonale d'axe (OI).

* Le point M'-(;(:']) est le symétrique de M(/ﬁ_]) par rapport a (Q]).
Or f (- (- %)) = flx) ; donc, M” appartient a la courbe représentative

(‘6”) de la fonction x> fl- x).
Dong, (%) se déduit de (6) par la symétrie orthogonale d'axe (O]).

Propriétes

Le plan est muni dil-;‘e-l-l_lire urthug&nal (O, I, ]'].-

* La courbe représentative de la fonction x+ - flx) se déduit de celle de la fonction f par la symé-

trie orthogonale d'axe (OI).

* La courbe représentative de la fonction x— fl- x) se déduit de celle de la fonction f par la symé-

trie orthogonale d'axe (0]).

Exemples

* Soit a tracer la courbe représentative (€,) de la fonction g définie
par : g(x) = —x%

On trace la courbe représentative [‘ﬁﬂ de la fonction f définie par :
flx) =22

(€,) se déduit de (6 par la symétrie orthogonale d'axe (OI).

* Soit & tracer la courbe représentative (¢ ) de la fonction g définie
par : glx) = - x.

On tra‘fg_e la courbe représentative [‘Ej] de la fonction f définie par :
Jx) = Jx.

(€,) se déduit de (6] par la symétrie orthogonale d'axe (0]).

mmmmmm Fonction x — |f{x]|

[flx)l = flx), si fix) 20

Ifix)l == flx), sifix) <0’

Dong, la courbe représentative de la fonction x — |[flx)| est la

réunion des parties des courbes d'équations respectives y = flx) et
= — flx), situées « au-dessus » de (OI).

Pour tout x élément de DP ona: {
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Exemples
» Soit f'la fonction définie par : f{x) = |2x - 3|.

On trace les droites (3,) et (2,) d'équations respectives y = 2x — 3 et
y=- Zx + 3.

La représentation graphlque (6] de la fonction fest la réunion de
deux demi-droites situées « au-dessus » de (OI).

* On construit de manigre analogue la courbe représentative de la
fonction x |—|

mmmmm=m Fonctions x — flx - a) et x> fl) + b

* Soit x un nombre rée] tel que x — a appartient 2 D, et M le point
de (€) d'abscisse x —

Le point M’ (}'[x a]) est I'image de M A5 a}) par la translation de
vecteur aOl.

Dong, la courbe représentative (€') de la fonction x — flx — a) se
déduit de (‘¢) par la translation de vecteur aOL.

® Soit x un élément de Dyet M le point de (6) d'abscisse x.

Le point M"(f( " b) est 'image de M(ﬂ h par la translation de fx)+b
vecteur bD] (6" —
Dong, la courbe représentative (6”’) de la fonction x — flx) + b se

déduit de (€) par la translation de vecteur bﬁaf. fx)
Les deux résultats précédents justifient la propriété suivante. (€) —

Propriete:

La courbe représentative de la fonction x> f{x—a) + b se déduit de celle de la fonction fpar la trans-
lation de vecteur u (g’)

Exemples .
« Soit g la fonction définie par : glx) = - —g-.rz +4x —4, szhy
Ona:Vrxe R,g(.r]:—%[x_sjhrz_ (2 I,. \
On considére la fonction fdéfinie par : flx) = - -g-xz. (@) 3

On désigne par (‘6 et (‘6,) les courbes représentatives respectives des (6 /\

fonctions fet g. 10 ol
(6,) se déduit de (€ par la translation de vecteur 301 + 20‘] e .

[{g ) est une parabole de sommet 5(3) el d'axe la droite d'équation x = 3.

x+1

« Soit g la fonction définie par : glx) = ket
3

Ona:Vaxe R\IiI‘.J(x}=—?-+m- (€p j")
On considére la fonction fdéfinie par : flx) = - —. T :
On désigne par (€ et (6,) les courbes représentatives respectives des “"“/2 /——YSL 25}
fonctions fet g. -2|Q
[“E ) se déduit de (‘6 ),J par la translation de vecteur Ol - 20] {
(‘G ) est une hyperbole de centre Q -
o 1 symb,,fﬂ. ¥ signifie : « quel que soit ». Ainsi, « ¥ x € R, glx) = - — {x = 3)* + 2 » signifie : « quel que soit x élément de B, on a :

J'Lrl--»[-i’ e
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Remarques

Plus généralement, on a les résultats suivants.
* La courbe représentative de la fonction f: x> ax’ +bx +c¢ (a# 0) est une parabole.
En effet ‘VreR, fix)=afx+d fﬁ.‘“’_"ff

,ona:Vxe ,j[.t}..a(x ﬁ) e

* La courbe représentative de la fonction [ x>

L2 T g (c# 0 et ad - be # 0) est une hyperbole.
cx+

. d _a I S o be - ad :
Eneffet,ona:Vxe R\{"E‘F*ﬂx)‘};* I+£,ouk =z
c
—3.3.. Comparaison de fonctions
mmmmmm Introduction
Le plan est muni du repére (O, 1, J).
(6) et (@) sont les courbes représentatives respectives < 7T~
des fonctions fet g définies par : flx) =—x% + 4 et Vi AN
S .1
glx) = FX+5 / Y
* Résoudre graphiquement I'équation : f{x) = gl(x).
* Résoudre graphiquement l'inéquation : flx) < g(x). / l
* Vérifier les résultats par le calcul. /
/ \ D
Vocabulaire et notation / ’ )
Soit fet g deux fonctions numériques définies sur un
ensemble E. / 0 I \
[ est inférieure ou égale & g sur E signifie que, pour , \(*,}
tout x élément de E, on a : flx) < glx). | \

On écrit : f< gsurE.

mmmemzm Minoration, majoration

Détinitions _ _ :

Soit fune fonction définie sur un ensemble E.

= fest minorée sur E s'il existe un nombre réel m tel que, pour tout x élément de E, on a : flx) > m.
« fest majorée sur E s'il existe un nombre réel M tel que, pour tout x élément de E, on a : flx) < M.
* fest bornée sur E si elle est a la fois minorée et majorée sur E.

On dit que m est un minorant de [ sur E et M un majorant de f sur E.
S est majorée par M sur [a ; b]

[est minorée par m sur [ ; b] [ est bornée sur [a ; b]

["'_"""“T s

@) : g — B Vi i
: ! y /’\ M =

E y af N o N0 s
a \__‘,/3 yo L/ : ._#/n(: | et
| (ép (3 R

(‘GJ-] est « au-dessus » de la droite
d'équation y = m.

Remarque

(‘6] est «

au-dessous » de la

droite d'équation y = M.

(6] est « entre » les droites
d'équations y = m et y = M.

Une fonction est positive (respectivement négative) sur un ensemble si elle admet 0 pour minorant (res-
pectivement majorant) sur cet ensemble.
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Exemples

Soit f'et g les fonctions définies par : flx) = %J:r_i ot glx) =7 :f'

*Ona:Vxe R* flx)<o; dong, fest négative sur R*,

Tout nombre réel positif est un majorant de fsur R*, ]

fn'admet pas de minorant sur B*, / (‘6,)

En effet, pour tout nombre réel m, on peut trouver des nombres } :

réels x tels que : flx) < m ; il suffit pour cela de choisir . dans o i (€p
;

l'intervalle O ; —1—2[ ou dans I'intervalle ]~ - ; o[,
m =

*Ona:Vxe R, glx)20;donc, g est positive sur R.

Tout nombre réel négatif est un minorant de gsur R.

De plus,ona:Vxe R, glx)<1 ; donc, g est majorée sur B.
Ona:VxeR,0< g(x) £ 1 ; dong, g est bornée sur R,

—3.4.. Représentations graphiques de deux bijections réciproques

Soit fla fonction définie par : f{x) = 2x - 3.
* Démontrer que f'est une bijection de R vers R et déterminer sa bijection réciproque f.

. Tratier (€ et (€,.,), courbes représentatives respectives de fet £, dans le plan muni d'un repére ortho-
norme.

* Démontrer que ces deux courbes sont sécantes en un point de la droite (A) d'équation : y = x.

* Déterminer les coordonnées du point A de (¢) d'abscisse 2 et du point A’ de (6,,) d'abscisse f[2).
* Démontrer que A et A’ sont symétriques par rapporl 4 (A),

* En déduire que (6} et (6. ,) sont symétriques par rapport a (4).

Propriété

Soit fune bijection de E vers F, E et F étant des parties de R,

Dans le plan muni d'un repére orthonormé, les courbes représentatives respectives de f et f! sont
symétriques par rapport a la premiére bissectrice.

Démonstration

On désigne respectivement par (6 et (6,1 les courbes représentatives de fet fV:
Soit a et b deux nombres réels, A et A’ les points de coordonnées respectives (a, b) et (b, a).

 Démontrons que A et A’ sont symélriques par rapport a la droite (4) d'équation : y = x.
—Sia=h, A et A’ sont confondus et appartiennenl a (A).
—Siazbh, A et A’ sont distincls ; soit M un poinl de coordonnées (x, y).
On a:MA? = MAZ & (v - a)? + (y - b)? = (x = D) + (y — a)*

e (a=b)ly-x)=0

Sy=x
La médiatrice du segment [AA’] est donc la droite (A).
Dans tous les cas, A et A’ sonl symétriques par rapport & (A).

« Démontrons que (6) et (6-1) sont symétriques par rapport a (A).

ac E : :

Ona:Ae [(8/] = { b= fla) l:i{lf-l] 4 :f ::
= { beF , : |

a=fb) : O e a b

& A e [6-1)
Donc, (€) et (€-1) sont symétriques par rapport a la premiére bissectrice.
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3.a

3b

3.c

Soit les fonctions fet g définies par :

fix) =x + Jx et gl) =x— e,

1. Déterminer les ensembles de définition de fet g.
2. Déterminer l'ensemble de définition de f+ g
et donner une expression simple de (f+ g) (x).

Soit f1a fonction définie par ; flx) = =1,

1. Démontrer que, pour tout x élément de 'en-

semble de définition de f on a : flx) = ﬁ +2.

2. En déduire la représentation graphique de /2
partir de I'hyperbole d'équation : y = %

(€) est la courbe représentative dans le plan
muni du repére (O, L, J) d'une fonction f dont
I'ensemble de définition est : [- 4 i—2lul-2; 3l

P ™ W )
f I
/ o
\ 17 o 1
Vi
AN P4
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Tracer la courbe représentative et déterminep
l'ensemble de définition de chacune des fop,.
lions suivantes.

a)x—fl=x)

c},tn—)f[.t-l-Z] H

b)x = |f(x)|
dlx—flx-2)-3

Soit fla fonction définie par: flx) = (x + 4)2_ 5.
1. Tracer la courbe représentative de la fonction £
2. fest-elle minorée sur R ? Justifier la réponse,

Le plan est muni d'un repére orthonormé.
On considére les applications
fi-2;1] = [1;10]

x> (e—1)2 41
el g:[1;10]—[-2;1]

IT—=1-yx—-1

1. Tracer la courbe représentative de f En
déduire que fest bijective.
2. Démontrer que ¢ est la bijection reciproque
de £
3. Tracer la courbe représentative de g sur le
méme graphique que celle de £
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APPRENTISSAGE
(Généralités

1 On considére les fonctions
[:RoR et g:R-R,
X — |y X _]Lﬂ

1. [ et g sont-elles égales 7

2. Déterminer la plus grande partie E de R sur laquelle
[et g ont la méme restriction.

2 On considere la fonction [:R — |
) . x> |x? — 51+ 6.
Delen:nmer. un polynéme du second degré P ayant
méme restriction que f'a 'intervalle [2 ; 3].

3 On considere la fonction /: R = R

Lt -2c—-1
x—1

1. Déterminer l'ensemble de définition 9 de /.

2. Determiner une application affine ayant méme res-

triction que /'a B,

X

B On considére la fonction /: B - R

X —

1
dr—E(x)
ot E désigne la fonction partie entidre.
1. Déterminer l'ensemble de définition de /.
2. Soit n un nombre entier et g la restriction de /4 l'in-
tervalle n ; n + 1[,
a) Démontrer que g est une application.
b)Pour tout x élément de Jn ; n + 1[, déterminer une
expression de glx) dans laquelle ne figure pas la fonction
partie entiére.

B Soit f1'application de R\{- 3—: -1;1] vers R

2+ 3a?-2c-3
définie par : /[x) ={_l.\+ 1)(3 —x—2a*%)"

Déterminer une fonction constante qui est un prolonge-
ment 2 [ de la fonction /.

6 1. Soit s la symétrie de centre O.

Déterminer l'application s 0 8. .
2. Spit L7 et 1] les translalions de vecteurs respeclils ©

el v, Déterminer l'application 7o L}

7 Soit O et O’ deux points du plan.
1. On désigne par s et s les symélries de centres res-

pectils Oel O, .
Démontrer que l'application sg 0S¢y €5t la translation

de vecleur 20'0. —
2. Berire la translation de vecteur 200" comme compo-

sée de deux symétries centrales. lr

8 Dans chacun des cas suivants, déterminer I'en-
semble de définition de la fonction g o /, puis calculer

g o flx).

al[:R-R

x5+ Ly
b1 R=RxR ot g:RxR-oRxR,

x> (2x,1-x) o= (2 255)

9 Soit / l'application de R vers R définie par :
Slx) = —;u.r-a.

Trouver toutes les applications affines g telles que :
gof=/og.

10 Soit f, g et h les fonctions de B verslﬁ définies
par: flx) =2x—1 ; gl)=x*-2 ; hlr) ey 0 .
1. Déterminer l'ensemble de définition de ho g o f, puis

calculer ho g o flx). . .
2. Déterminer l'ensemble de définition de g o ko /. puis

calculer g o h o flx).

41 On considére la fonction [t R = R :
i ey

Délerminer Lrois fonctions élémentaires u, v et w telles
que:fS=wuwouvouw.

Applications particuliéres

12 Soit fTapplication de M vers M définie par :
{j‘[n] = % si n esl pair
fin) = ’%1. si n est impair.
Cette application est-elle injective 7 Est-elle surjective 7

13 SoitE=(0; 1). A tout couple (a, b) d'éléments
de E, on associe le nombre @ + b — ab.
1. Vérifier qu'on établit ainsi une application de E x E
dans E.
2. Cette application est-elle injective ? Est-elle surjective ?

9148 Soit fune application d'un ensemble E dans
lui-méme telle que : fo =/
Démontrer que si [ est bijective, alors f= Idg.

15 Dans chacun des cas suivants, dire si l'appli-
cation fesl injective, surjective ou bijective.
a) [:R = Z, ot E désigne la fonction partie entigre ;

x— Ex)
b fiR=R : clf: RxR—RxR i
X 20 43 y—=lx-y.3+y
d) B\ 2] = R i gl f:10:xw] = [0 1]
X ;T-"j X+ sinx

16 Dans chacun des cas suivarits, démontrer que
l'application [ est bijective el déterminer sa bijection
réciproque.

gl [:R=R : bl f: B\(Z) - R\M2) i
x> 5=-3x Xy -1
2x—4
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c):RxR-RxR.
(x, y) = (x = 2y, x + 3y)

_ 17 Dans chacun des cas suivants, dire si I'appli-
calion fest bijective.

al f:N =R g b} f: R* = R\[1) ;
X 2x .1'!—>1+-i-

c)R=R : df: RoRxR
xrxlyx x > (2x, 3x).

_‘! B soit (A) une droite du plan, de vecteur ii'irec-
teur u. On désigne par t la translation de vecteur u, par
s la symétrie orthogonale d'axe (A) et par f la composée
sot.

1. Démontrer que fest une bijection.
2. Exprimer f!, bijection réciproque de /; comme com-
posée d'une symétrie orthogonale par une translation.

19 Soit O un point du plan.
1. Démontrer que, pour tout point M distinct de O, il
existe un unique point M' appartenant  la droite (OM)
tel que : OM.OM' = 2.
Démontrer que M' est distinct de O.
2. On considare I'application / qui, 2 tout point M dis-
tinct de O, associe le point M’ défini & la question 1.
Démontrer que f est une bijection du plan privé de O
dans lui-méme et déterminer sa bijection réciproque.

Fonctions numériques

20 soit fet g deux fonctions de R vers &.
Dans chacun des cas suivants, déterminer les fonctions

2f—13g, fxg é't’I,_anrtEs avoir précisé leurs ensembles
de définition respectifs.

gy @ ol
D= et gl =%EE
1+ 1 = %
¢) fix) = et gl)= 2
1-1 |

% x

21 Le plan est muni du repére orthogonal (0, 1, J).
(%) est la courbe représentative d'une fonction £, d'en-

semble de définitio [—-'g- 2]

\(f
\ h
\

/

-

1. Construire la courbe représentative (€,) de la fonction
4 :.tH)'[.t+-3—}—2.

2. a) Construire la courbe représentative (€;) de la fonc-
tion h: x — fl-x).

180 Fonctions

b) Déduire de (€) et de (6,) la représentation graph;
de la fonction x — fllx]) Phique

22 Le plan est muni du repére orthogonal (0, | I
Soit fla fonction de B vers R définie par flx) = 2 5
et (€) sa courba représentative.
1. a) Démontrer que : ¥V xe R, flx) = (x - 1)2_ 1,
b) En déduire que (€) est I'image de la parabole d'équa-
tion y = +* par une transformation simple que l'on déte.
minera. Construire (€).
2. On considére les fonctions /1. /;. /3 et /; définies pay .
1) = =), o) = —fi=), J3f) = el
et filx)=fle+ 1)+ 2.
Construire Ja courbe représentative de chacune dgg
fonctions £, f3. f5 et fy.

23 Le plan est muni du repére orthogonal (0,1, J),
Soit f la fonction de R vers R définie par flx) = &£ =8
et (6) sa courbe représentative. X =3
1. @) Déterminer l'ensemble de définition Drde /.
b) Déterminer les nombres réels aaet b tels que, pour
‘tout x élément de DJ,. ona:flx) == h.

2. En déduire que [€) est une hyperbole dont on déter-
minera le centre. Construire (6).

-2x

24 1e plan est muni du repére orthogonal (O, 1, J).
Dans chacun des cas suivants, tracer la courbe repré-
sentative de la fonction fet en déduire la courbe repré-
sentative de la fonction g.
a)fix)==3x" et glx)=-3x%+2x+1;

b};{,r]=zlx et gEx]:‘z;ﬁ;
c},![.t):,f.r_ Bt glx)=3-/2-x;

d)fix)=fx et glt)=3-2-xl

25 Une fonction f; d'ensemble de définition [ 4 ; 6],
admet le tableau de variation ci-dessous.

X —4 0 1 3 6
|

|
0 1
£x) \|
—2\"‘*—5/ \_1

Dans chacun des cas suivants, dresser le tableau de
variation de la fonction g.

alglx)=-fix} ; blg)=3flx)-4 ;
clgle)=fle=3) ; d)glx)=f1-3x2).

26 Le plan est muni du repére (O, 1, J).
Soil [la fonction de R vers R définie par : flx) = 2.
1. Construire (%), courbe représentative de /. ‘
2. Dans chacun des cas suivants, déduire de (€) la courbe
représentative de la fonction g.
a)gle) =2 +1;
b) glx) = (x - 1)0x? + x +1) ;
€] glx) =% + 3x% + 3+ 1 ;
dlglv) =2 -32% + 3x + 2,

27 Soit fet g les fonctions de & vers & définies
par: fl) = =L et glx) = £+3
1. Comparer fet g sur chacun des intervalles ]— o :--%
et ]é—, + oo




o RisGiidiE St [...;_ ; U} l'inéquation : f{x) < g(x).

28 5oit f1a fonction de R vers R définie par :

1, Déterminer les nombres réels a et b

tels que,
tout nombre réel x, ona : flx) = Gt pone

Z+3t b.
2. En déduire que fest bornée sur &,

29 Une fonction fde R vers B admet Je tableau de
variation ci-dessous.

x 3 + oo

—e =1 0
|

\ 1 |

=4 S

1. Démontrer que f est minorée sur |- e ; -1 gt majarée

sur J-1 ; +es[. .
2. Démontrer que [ est bornée sur - 1 ; 3[.

30 Soit f1a fonction de R vers R définie par :
fix) = sinx+ 3 cos x
x4
Démontrer que [ est bornée sur R,

31 Soit / la fonction de R vers R définie par :
Jlx} = 2x - 1.
1. M étant un nombre réel quelconque, démontrer qu'il
existe au moins un nombre réel x tel que : flx) > M.
[est-elle majorée sur [ 7
2. m étant un nombre réel quelconque, démontrer qu'il
existe au moins un nombre réel x tel que : flx) < m.
Jest-elle minorée sur ® 7

3% Soit fla fonction de R vers B définie par :
fla) = =X

x+3°
1. a) Déterminer les nombres réels a et b tels que, pour

toul x élément de R\[-3), on a: flx)=a + o 0
b) M étant un nombre réel quelconque, démontrer qu'il
existe au moins un nombre réel x tel que : flx) > M.
fest-elle majorée sur B 7
¢) m étant un nombre réel quelconque, démontrer qu'il
existe au moins un nombre réel x tel que : flx) < m.
[est-elle minorée sur R 7
d} Démontrer que [ est bornée sur [-1;1].
2. Soit g la fonction de R vers & délinie par:

Zcosx
9%)= 33 cos x °
a) Déterminer D, ensemble de définition de g.
b) Démontrer que g est bornée sur D,

33 Le plan est muni du repére orthonormé {‘O. I_. ]).
() est la courbe représentative d'une fonction /, affine
par intervalles, d'ensemble de définition [- 3 ; 1].

\
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1. Définir explicitement cette fonction.

2. Démontrer que f est une bijection de [-3 ; 1] vers
[-1 ;3]

3. Construire la courbe représentative de sa bijection
réciproque.

38 Le plan est muni du repére orthonormé (O, 1, J).
Soit 'application [: [—%L + o[ = R,
xw (2x+1 .
1. Démontrer que /[ est bijective et déterminer sa bijec-
tion réciproque f.
2, Construire la courbe représentative de f.
En déduire la courbe représentative de /.

35 Le plan est muni du repére orthonormé (O, 1, J).
Soit fet g les fonctions de R vers R définies par ;

[.t:}=—1r-.six£0
,'I.r]=2x+1el{g B . ]
glx)=—3x,5ix>0

1. a) Démontrer que /et g sont des bijections de [ vers
R et déterminer leurs bijections réciproques £ et g'i.
b) Tracer les courbes représentatives de /, g, f"‘_ ety
2. a) Déterminer l'application g o [ et sa bijection réci-
proque (g o /)L .

b) Tracer les courbes représentatives de g o fet de (g 0 7.

APPROFONDISSEMENT

36 s0it f, g et h trois fonctions de B vers R.
1. Démontrer que les fonclions (f + g) o h et
(fo h) + (g o h) sont égales.
2. On suppose que f, g et h sont définies par :
i) = 221 gla) = £=2 et hix) =%
Déterminer les fonctions ho (f+glet (hofl + (hog);
ces fonctions sont-elles égales 7

37 Le plan est muni du repére orthonormé (O, 1, J).
(4 et () sont les représentations graphiques de deux
applications affines f'et g ; (A) est la droite d'équation y = x.

(4,

(49

(a)

1. Démontrer que g o /'est une application affine.
2. Représenter graphiquement l'application g o [

38 Soit fune application d'un ensemble E vers un
ensemble F et A, B deux parties de E.
1. Démontrer que : A ¢ B = flA) c /[B).
2, Démontrer que : fTA u B) = flA) v fIB),
3. a) Démontrer que : f{A n B) ¢ flA) n fIB).
b} Démantrer que si [ est injective,
alors fIA N B) = fIA) n fiB).
4.0Onsupposeque E=F=R A=[3;1],B=[0;5] et
[est délinie par : flx) = |x|.
A-t-on flA n B} = flA) n fIB) 7
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39 1. Soit Eel F deux intervalles de R, /une appli-
cation de E vers F et g une application de F vers R.
Démontrer que :

a) si [est croissante sur E et g est croissante sur F, alors
o o fest croissanle sur E ;

b) si [ est croissante sur E et g est décroissante sur F,
alors g o fest décroissante sur E ;

c) si [ est décroissanle sur E el g est croissante sur F,
alors g o fest décroissante sur E ;

d] si fest décroissante sur E et g est décroissante sur F,
alors g o [ est croissante sur E,

2. On considére les fonctions fet ¢ de R vers R définies
par: flv) =a? et glo) =—2(x - 1) + 3,

a) Démontrer que f est croissante sur B et que g est
croissante sur |- oo ; 1], décroissante sur |1 ; + =[.

b) Délerminer g o f et &tablir son tablean de variation.
c] Déterminer [ o g et établir son tableau de variation.

40 1. Soit fune application de E vers E.
Démontrer que si fo /= Id, alors [est bijective et f1 =/
2. Le plan est muni du repére orthonormé (O, 1, J).
Soit g l'application de B\ (1) vers lui-méme, définie par

glx) = i—:-% , et ('6) sa courbe représentative.

a) Déterminer g o g.

b) Démontrer que : ¥ x € B\[1], glv) =1 = B

¢) Tracer la courbe (). £=1

d) Justifier que la droite d'équation y = x est un axe de
syméirie de ().

Une application f de E vers E qui vérifie [ o [ = Idy est
dite invelutive.

81 Soit E, F deux ensembles finis et f une appli-
cation de E vers F. On désigne par n et p les nombres
respectifs d'éléments de Eet F,

Démontrer que :

a) si fest injective, alorsona:n<p;

b) si fest surjective, alorsona:n2p;

¢/ si fest bijective, alorsona:n=p |

d} si [ est injective et si n = p, alors [ est bijective ;
g} si [ est surjective et si n = p, alors [ est bijective.

4% Le plan est muni du repére orthogonal (O, I, ]).
Soit [ la fonction de B vers |, définie par
Jlx) = = 227 + 5, et (6) sa courbe représentative.
1. a) Déterminer les nombres réels a, b al ¢ tels que,
pour tout nombre réel x, on a : flx) = alx + b)* + c.
b) Construire ().
(Prendre pour unités : 4 cm en abscisses et 2 cm en
ordonnées).
2. Résoudre graphiquemenl :
a) I'équation |- 22% + 5| = 3 ; .
b) l'inéquation |- 2x* + 5x| > 3.
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43 Soit fet g les fonctions de B vers B définies Pr
fix)=x sixes2 y {g'[-l']=-tz+2x.si.rsu
[
{ flx)=—2x,six>2 glx] =2x,5ix>0

Déterminer les fonctions [+ ¢, /X 9. = 2[+ 3g et fo

84 On considere les applications f,, £, /1, /., f- o
o de R\[O; 1) vers lui-méme définies par :
i qood
,ﬂ[x]:.r : fz[.r]zl—.ll : f:‘i{,‘]_Ii ;
. I, E
fWigsy 0 AR=TE T R

1. Démontrer que ces six applications sont bijectives o
déterminer leurs bijections réciproques.

2. Compléter le tableau suivant.

AT A kA AR R
h
&
/i ]
/i
s
&

L'application [ o f,, par exemple, apparaitra a o cin-
guiéme ligne de la premiére colonne.

85 Soil (@) et (A) deux droites perpendiculaires
du plan, sécantes en O. On désigne par Id I'application
identique du plan, par s la symétrie de centre O, par
53{935.& les symétries orthogonales d'axes respectifs (%)
et (A).

Compléter le tableau snivant.

/B— Id Sg Sy 54

L'application Id o s,, par exemple, apparaitra a la pre-
miére ligne de la quatriéme colonne.
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Equations,
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Systemes linéaires
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Pour envoyer une sonde spatiale vers la
Lune, il faut déterminer sa trajectoire. La méca-
nique permet d'écrire des équations régissant
cette trajectoire, dont la résolution approchée
se raméne & celle d'un systéme d'équations
linéaires pouvant comporter plusieurs milliers
d'éguations et d'inconnues.

b | Les ordinateurs permettent de résoudre de fels
systémes en utilisant un algorithme de caleul &
partir de la méthode du « pivot de Gauss ».

2 Cefte méthode, mise au point par le mathéma-
| ticien allemand Carl Friedrich GAUSS (1777-
1855) est illustrée ci-dessous avec un systéme
de quatre équations @ qualre inconnues.

x+y+z+t =-1

4x +3y+2z+t =—5
Bx+4y+2z+t =—8
32x+ 12y +4z+t =- 30

Pour terminer la résolution du systéme « Iriangulaire », il suffit de commencer par
la derniére équation, puis de remonter de proche en proche jusqu'a la premiére.

Problémes du second degré ...........covevveriiiiiieeiiiinns

2. Equations et inéquations se ramenant
au SeCONd d@GIe ........cvivuurirrrrenivrseerrrerererrerennsen v 191

3. Systeémes linéaires d'équations et d'inéquations...... 195
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“Problemes du second degré

—-1.1.. Equations du second degré

E BEmmmm Racines d'un polynéme du second degré

. Dm.:us chacun des cas suivants :

£ écnre'P{x] sous forme canonique ;

- factons.ar P(x), lorsque cela est possible ;

— déterminer les racines éventuelles du polynoéme P.

Q)P =5 —2x+3; b)P(x)=—2e24+3¢+1; o) Plx)=4x>—4[3c+3.

* Cas général

Soit P le polynéme du second degré défini par : P(x) = ax? + bx + ¢, ([a # 0).

Uﬂ 3 = .2 £
a: Plx) a(.t2+ =+ a)

o by b: ¢

ol B - Ege)

On pose : A = b2 — 4qc.
On obti L = n i z = i
obtient : P(x) a((.;, + zﬂ) )
—SiA<0,alorsona : ¥ xER, (x+ 2)2— A 0.
2a 4(]_2
Dongc, P n'a pas de racine ; on a vu en classe de seconde que, dans ce cas, P n'est pas faclorisable.
~Si A= 0, alors P(x) = afx +L%)z,

Dong, P a une seule racine : -2%7

—~8iA =0, alors ona: Plx) =a((x+£)z-£2)

2a 4l
L b A b A
—H(I+2-E+E)(x+2—a—2—a—)
=a(x_:b__£)(x_:'b +JE)
2a 2a. :

Donc, P a deux racines distinctes x, et x, telles que : x, = 520 ~JA R L. JA
On a : P(x) = alx —x,)(x - x,). 2a 2 %a

Soit P le polynéme du second degré défini par : P(x) = ax? + bx 4 ¢ (a # 0). |
On pose : A = b? - dac.

= Si A < 0, alors P n'a pas de racine et n'est pas factorisable.
. . : b
* Si A = 0, alors P a une racine unique =~ 5o et Plx) = ﬂ(x b)z.

2a

* Si A > 0, alors P a deux racines distinctes x, et x, telles que : x, == b-/a 5t ~b+A .
e X _T.

on a : P(x) = alx - x,)(x - x;).

Yocabulaire

Le nombre réel A, tel que A = b? — dae, est appelé discriminant dy polynéme P
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Remargues

* Lorsque A = 0, les calculs faits pour A > 0 restent valables ; on trouve alors :x, =x,= —
I'unique racine - 5= est appelée racine double de P

. g; ﬁi ;:oeﬁm:eu s a et c sont de signes contraires, alors on a : b? — 4ac > 0 ; donc, P a deux racines dis-

b
2a

Exemples

* Soit P le polynéme du second de ini
Sty gré défini par : P(x) = x* + 2x - 35.
Ona:A =144 ; donc, P a deux racines distinctes x, et x, telles que :

=-2-12 —2+12

e g =7 etx=—"2"" =5;0na:Pl)=(x+7)x=5)

* Soit Q le polynéme du second degré défini par : Q(x) = 2x? + 2,/6x + 3.

Ona:A=0;donc Qaune seule racine t=%jona: Qx) = z(x + "_E.}E = [xﬁ + [3)2

* Soit R le polynéme du second degré défini par : R(x) = 2x? + 3x + 2.
Ona:A=-7;donc, R n'a pas de racine et n'est pas factorisable.

memmmm Résolufion d'une équation du second degré

Une équation, d'inconnue x, du type ax? + bx + ¢ (@ #0) est appelée équation du second degré.
Résoudre dans R I'équation ax? + bx + ¢ = 0 équivaut 4 déterminer les racines du polynéme du second
degré P défini par : P(x) = ax? + bx + c.

Le nombre réel A, tel que A = b? — 4ac, est aussi appelé discriminant de 1'équation ax? + bx + ¢ = 0.
* Si A < 0, alors I'équation n'a pas de solution.
* Si A =0, alors I'équation a une solution double : — b

2a
* Si A > 0, alors I'équation a deux solutions distinctes : — b 2;'{_&- i =2 2‘;5 .

Exemples
* Résoudre dans R I'équation : 2x* + 3x + 4 = 0.
Ona:A=-23.
Donc, cette équation n'a pas de solution.
» Résoudre dans R I'équation : (2 — 1)x2 + 2x + /2 + 1 =0,
Ona:A=4-4(2-1)(/2+1)=0. g .
ti une solution double : - ==yJ2-1.
Donc, cette équation a E
* Résoudre dans R I’équation : 22+ (/3 -2)x— zf =0.
'Cln:at:,ef!m[.,"‘3-2]2“3\.r = [f3.+2)%
Dong, cette équation a deux solutions distinctes x, et x, telles que :

—(5-2) - ~(f3-2)+ (/3 +2)
_ =(/3 2]2 (JE*‘E);-JE el x,= 7 =2

I.!--

Remarques

e Le calcul de A n’est pas toujours indispensable pour résoudre une équation du second degré.
Par exemple, soit I'équation : 2x* + 5x = 0.
Ona: 2224+ 5x=0 & x(2x + 5)=0.
Done, cette équation a deux solutions distinetes : 0 et — 7
* On peut parfois simplifier les calculs en posant b=
Ona:A= b?-4ac=4(b* - ac).
On utilise alors le discriminant réduit A’ tel que : A’ = b —ac.
- Si A’ < 0, alors I"équation n’a pas de solution. .
- Si A’ = 0, alors 'éguation a une solution double : - —-.

. namE Ay & ba (B
- 8i A’ > 0, alors I'équation a deux solutions distinctes : =i ot e
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Exemple

Résoudre dans R 1'équation : 3x2 — 2/2x - 2 = 0.

Ona:A'=2+6=8. 2-/8 /2 ¢ v{é+ﬁ_ﬁ
Donc, cette équation a deux solutions distinctes : T =—3 ° 3 e

mammmm Somme et produit des racines

Soit P le polyname du second degré défini par : Px) = ax? + bx + c. i
Si P admet deux racines x, et x,, alors on a : P(x) = ale — x;)(x —x;) = ax® = alx; + X )x + ax,x,
Or, deux polynémes de méme éegré sont égaux si et seulement si les coefficients des termes de Méme

degré sont égaux.
Donc, on a:—alx; + x,)=b et arx, =c.

On en déduit : x; + x, =— —f;- et xx, = %.

Soit P le polynéme du second degré défini par : P(x) = ax® + bx + c.
Si P admet deux racines x; et x,, alorson a : x; +x, = —-:; et xx, =%.

E emarque

Dans certains cas, on peut déterminer sans calcul une racine de P. On peut alors trouver facilemen;
I'autre racine a I'aide de I'une des deux relations précédentes.
C’est notamment le cas lorsque le polynéme a une racine évidente.

Exemple

Soit P le polynéme défini par : P(x) = 1522 — 11x — 4.
On constate que : P(1) = 0 ; 1 est donc une racine de P.

Le produit des racines est — % ; I'autre racine est donc — 135

Propriété 2 ' '
, Deux nombres réels ont pour somme S et pour produit P si et seulement si ils sont les solutions de
T'équation : x* — Sx + P=0.

Démonstration

* Soit x, et x, deux nombres réels tels que tx; +x,=8 et xx,=P,

Pour tout nombre réel x, on a : (x —x))(x - x,) = x? - (%, +xp)x + XX, =x2 = Sx + P,
Donc, x, et x, sont les solutions de I’équation : x2 - Sx + P=0.

* Réciproquement, si x, et x, sont les solutions de I'équation x%— Sx + P = 0, alors, d'aprés la propriété 1,
ona:x; +x,=5 et x,x,=P.

Exemples

* Déterminer deux nombres ayant pour somme 2,3 et pour produit — 1,

Ces deux nombres, s'ils existent, sont solutions de I'équation *2 - 2,/3x 1 = 0.

On a: A’ =4 ; donc cette équation a deux solutions : /3 - 2 et a+2

Les deux nombres cherchés sont donc (3 -2 et 3 +2.

* Déterminer deux nombres ayant pour somme 2 — 2 et pour produit —(3 — 2,2).
Ces deux nombres, s'ils existent, sont solutions de I'équation : 242 — 2(2 - J2)x+3-2/2=0.

Ona:A"=(2~2)* - 2(3 - 2/2) = 0 ; donc cette 6quation a une solution double : —(2 — 2).
Les deux nombres cherchés sont donc égaux a %[2 - {2), 2

186 Equations, Inéquations, Systémes linéaires

‘oCannea py Lamocanner




I REREEEEEEDEED=D—E————Im—mm————

« Déterminer les dimensions a et b d'un rectangle dont le périmétre est 64 m et I'aire 240 m?,
Ona:a+b=32et ab= 240,

Les nombres a et b, s'ils existent, sont les solutions de l'équation : x? — 32x + 240 = 0.
Ona:A' = 16 ; donc cette équation a deux solutions : 12 et 20.
Le rectangle a pour longueur 20 m et pour largeur 12 m.

—1.2. Inéquations du second degré

smammm Signe d’un polynéme du second degré

Soit P le polynéme du second degré défini par : P(x) = ax? + bx + c.
Le discriminant de P est le nombre réel A tel que : A = b? - 4ac.

Ona:Px) = a((x +2%)2 - %)

.S'.rj.{D,al H Ez—'i i
i OTs on a VxEH,(x+2a) 4:12}0'

on en déduit que, pour tout nombre réel x, P(x) est du signe de a.
* Si A= 0, alors on a : P(x) =a(.r+2%)z;

on en déduit que, pour tout nombre réel x distinct de — i%’ P(x) est du signe de a.

* SiA>0,alors on a: P(x) = a(x -x,)lx-x,)

oit x; et x, sont les deux racines distinctes du poly- * - a0 2 —
nome. x-xy - 0 + b
On peut étudier le signe de P(x) a l'aide d'un — 0 +
tableau. it = :
(On suppose que : x; < x,.) {2 = xy)(x = 1) + 0o - 0o+
- : 1
alx — x,)(x — xp) s:jsenz ? ;E'_‘_ea ? 55::“3

Soit P le polynéme du second degré défini par : P(x) = ax? + bx + c.

Pour étudier le signe de P(x), on peut calculer son discriminant A et utiliser I'un des tableaux |
ci-dessous,
A<D A=0 A>0 |

o e o o e e e
'

P n’a pas de racine P a une racine double — —2% P a deux racines distinctes x, et.x, !

: |

b i

X |-oo + oo x "“"_2Tl +&a X |- Xy Xy +oo ;
: f = f

signe signe g signe p(x)|5I9N€ (o signe signe ‘

P(x) dea P(x) de a | de a (x) de a | de-a | dea J

Exemples

* Déterminer, suivant les valeurs de x, le signe du polynéme P défini par : Px) = - 2x% + x - 1,
Ona:A=-7;donc, P n'a pas de racine et ¥V x € R, P(x] < 0.

* Déterminer, suivant les valeurs de x, le signe du polynéme Q défi- T
ni par : Q(x) = — 2x® + 3x + 2. g X |-e ig S! + a0
Ona:A =25 ; donc, Q a deux racines 2 et — --. aw| - o + 6 -

Le signe de Q(x) est donné par le tableau ci-contre,

mmmemmm Résolution d’une inéquation du second degré

Une inéquation, d'inconnue x, du type ax? +bx+c>0 (a+#0) estappelée inéquation du second degré.
Pour résoudre dans R I'inéquation ax? + bx + ¢ > 0, on étudie le signe du polyndme P défini par :

Plx) = ax? + bx + c.
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Exemples >0 (1).

* Résoudre dans R l'inéquation : - x* + i:zr £ ‘:I"; ’

Soit P le polynéme défini par : Plx) =-*" t 2 + J51

Ona:A =5 donc, P adeux racines : 2—y9 © ¢ nositif « entre les racines ».

Le coefficient de x* est négatif, donc le pc:/lyﬂf’me g? P

L'ensemble des solutions de (1) est : [2 =452 + 9k (2)

* Résoudre dans R linéquation : — 2x* +22;2_+1:_01 *

(SL':::':taC-l ,*]_xe : T?ﬁ:ﬁ;g égn:i-f a;a;‘.qd[s;tra_cine - ] coefficient de x* est négatif, donc: Vx € R, Q(x) < g

L'inéquation (2) n'a pas de solution.

mesmmm Interprétation graphique

; i : : = bx +c.
Soit P le polyndme du second degré défini par : Plx) = ax’ + .
La rep:észnt}a;tiun graphique d'une fonction polynéme du second degré dans le plan muni dy Tepirg

orthogonal (O, I, J) est une parabole. %
Le sommet S de cette parabole a pour abscisse — 57 .

A
: = by AN.p : et est donc — — .
Ona:Px) = a((.r + ﬁﬁ) = 402) : 'ordonnée du somm =

Les abscisses des points d'intersection de la parabole avec la droite [FJI] sont les racines du polynéme p :
le signe de P(x) est donné par la position de la parabole par rapport a la droite (OI).
On obtient six cas de figure suivant les signes de « et de A.

A>0 A=0 A<0
T b
a>0 I - Ei
0 x\i/.ru JF
A :
— — - i s 1]
e S of T b o b
Deux racines x, et x, " 2a ~ 2a
Vx€l-o;x]Ulx,;+el . b
Plx) = 0 Une racine double ; — 75 Pas de racine
Vx € [x,;x,], P <0 VxER Plx)=0 VXxER Px)>0
It 3
A
~ 4a l S
o b
~ %
J =
a<0
O Xy I b Xyl
" %a
Deux rdcines x, et x, /
vYxE ]—'W:x]] U [x2;+m[|
U ‘ ._b
P(x) <0 Vr;e éan{:;n;[duuble Pegm Pas de racine
Vx € [x,;x,], Plx) >0 Plr) <0 VxeR, Pl <0
_____F_
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__1.3. Travaux dirigés 1 ¢
gumm=m 1. Probléme d'optimisation 7//
H
G
F

ABCD est un carré de c¢été 2. M est un point du segment [AB], AEFM et

MGHB sont des carrés,
On pose : x = AM. On désigne par si(x) I'aire de la surface hachurée. E

1°) Démontrer que la valeur maximale de si(x), lorsque le point M décrit

[AB], est égale a la moitié de I'aire du carré ABCD.

2°) Déterminer 1'ensemble des nombres réels x tels que : 1 < sl(x) < 2. A m
X

Solution

1°)Ona:dlx) =4 —x% = (2 —x)% = — 222 + 4x. - R
Lorsque le point M décrit [AB], x décrit I'intervalle [0 ; 2] ; la fonction s est une fonction polynéme du
second degré. On munit le plan du repére orthogonal (O, I, J) ; la courbe représentative de 4 est une para-

bole dont le sommet S a pour abscisse =g » Cest-a-dire 1.
Dong, la valeur maximale de #(x) est obtenue en
1 et est égale a #(1), c'est-d-dire 2. c
2°) D'aprés la question précédente, on a :
1<dx)=2 o H(x) =1

] 2x2—4x+1 <0,

Le polyndme 2x? — 4x + 1 admet deux ranjirnes x,
2

2 i
etx,tellesque: x;=1- et x,=1+%5. :
f L8 O‘ I-;

Donc: 1 =:.s£[.r]$2ﬁx€]1--‘§-;1+?2[,

emzm=m 2. Intersection d'une droite et d'une parabole

. Le plan est muni du repére orthonormé (0, 1, J).
Soit (?) la parabole d'équation : y = — & + 2x + 3,
Pour tout nombre réel m, on considére la droite (2,,) d’équation ; y = x + m,
1°) Construire, sur le méme graphique, la parabole (%) ainsi que les droites (D,) et (2,).
2°) Déterminer, suivant les valeurs de m, le nombre de points d'intersection de (2,)) et de (P).
3°) Soit E I’ensemble des valeurs de m pour lesquelles (%, ) et (?) ont deux points communs A et B, dis-

tincts ou confondus. On désigne par M le milieu de [AB].
Déterminer le lieu du point M lorsque m décrit E.

Solution
1°) Le sommet de la parabole (%) a pour coordon-

nées (1 ; 4) : on a le tableau de valeurs suivant.
[x]-2[-1] o[ 1| 2] 3] 4
[ylrSJUI[ajqj:a‘U‘-s

Les droites (2,) et (2,) ont pour coellicient direc-

teur 1 et coupent I'axe (OJ) aux points d'ordonnées -1

respectives 4 el 0.
2°) Pour tout nombre réel m, les abscisses des
points d'intersection de (?) et (2,,) sont les solu- ()
tions de I'équation : M
- +2r+3=x+m (1)
Ona:(1) & x*-x+m-3=0.

A=13-4m ;donc:
*5im € - ; 1], alors 4 > 0 ; 'équation (1) a

deur solutions distinctes. (2,,) et (?) ont deux
Points communs distincts ;
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*sim= ITE. alorsA=0: I’équation (1) a une solution double.

(%,,) et (%) ont dewr points communs confondus ; on dit que (3,,) et (%) sont tangents.
*sime l% » + e[, alors A < 0 ; I'équation (1) n'a pas de solution.
(2,,) et (%) n'ont pas de point commun.

3°) D'apraés la question précédente, ona :E=]-eo; 34_3]' Lorsque m € E, on désigne par x, ©) X les soly.
tions de I'équation (1). Dong, x

, et x, sont les abscisses respectives de?l points AIEt B ; les r::olc.rdnn_
nées du point M, milieu de [ABI, sont (xy, ; yy) tel que : xy = %[11"' x,) = 7 ety = TWUt ) = T+m,

- . : ———
On en déduit que le lieu des points M lorsque m décrit E est la demi-droite définie par:x = - et y < %‘3

EmEm=m 3, Etude duy signe des solutions d'une équation du second degré

Soit m un nombre réel. On considére I'équation d'inconnue x : (m + 1% - (m + 3)x + 3 -m = 0,
1°) Résoudre cette équation pour m =-1.
2°) On suppose m # - 1. Déterminer les valeurs du nombre réel m pour lesquelles :

a) ’équation a deux solutions de signes contraires ;

b) I'équation a deux solutions distinctes positives .

Solution

1°) Si m = — 1, I'4quation est équivalente & ; — 2x + 4 = 0.
Elle a une solution unique égale 4 2.

2°) On suppose pour la suite que : m#— 1.
Ona:A=5m?-2m-3=(m—1)(5m+ 3). 3
L'équation a deux solutions si et seulement si A > 0, c'est-a-dire : m € J— oo ; — ?[ Ull;+e.

Pour déterminer le signe de ces solutions, on étudie les signes de leur produit P et de leur somme §.
Ona:p=3-m ot g-m+3

m+1 m+1
a) Les solutions sont de signes contraires si et seulement si : P < 0.
Ona: P<0 & mEl-ew;-1[U]3;+[
Donc, I'équation a deux solutions de signes contraires si et seulement si: m € == ;- 1[ U |3 : + o,
b) Les racines sont toutes deux positives si et seulementsi: P>0 et S 0.
Ona: P>0 & meEl]-1;3[;

550 © mEJ-oo;—3[U}-1;+ o]

Donc, I'équation a deux solutions distinctes positives si et seulement si : m € ]— 1 P = —g-[ ull; 3l

WE XTI CICeS BZ2rs s s s s s

1.0 Résoudre dans R chacune des équalions sui- l.c  Résoudre dans B chacune des inéquations sui-
vantes : vanles :
a)2xt+4ax+3=0 ; a)-2x*+50-3>0 ; b)2x2 -T7x-15<0;

b)3x*-2/6x+2=0; €A -4 +3 =0 ; dj- 22 —axr-3 <0,
c)-6x2+13x-6=0;

d)? - (f2 - 3k~ o =0. 1d 1, Démontrer que pour tout nombre réel k,

I'équation x2 + 2(k + 1)x + 2k = 0, oi x est l'in-
1 b Apris avoir trouvé une solution évidente, connue, admet deux solutions distinctes.

résoudre dans R chacune des équations sui- 2. Ftudier, suivant les valeurs du nombre réel

vantes : k, le signe de ces solutions.

a) 7x? —5x—2=0;

b)-3x*-2x+1=0; l.e  Une boite de conserve cylindrique a une aire

€) 3 - (1+ Blx+1=0; totale de 600 cm? et une hauteur de 15 cm.

d) ax? - (a* + 1)x + a=0. Calculer son volume, (On prendra %= 3.)
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‘Equations et inéquations s€

ramenant au second degré -~

__9.1. Equations et inéquations de degré supérieur a 2

gmmm=m Equations bicarrées

1. Résoudre dans R 'équalion txt+at-12=0,
Cette équation du quatriéme degré, sans terme de degré impair, es
pour résoudre une telle équation, on peut effectuer le changement d’inconnue : A =
Ona:x*+x2-12=0 & X2+X-12=0

e (X+4)X-3)=0

& (a2 +4)x?-3)=0.
I’6quation x* +4 =0 n'a pas de solution ; I'équation -3 =0 apour solutions = [3 et 3.
L'équation x* + x* — 12 = 0 a donc deux solutions : — J3 et 3.

t appelée équation bicarrée.

2. m est un nombre réel donné.

On considére 'équation d'inconnue x : ¥ - 3ma® + m? -1 =0 (2).

a) Résoudre cette équation dans R pour chacune des valeurs suivantes de m : 031 3.
b) Déterminer les valeurs de m pour lesquelles cette équation a :

+ quatre solutions distincles ;

« trois solutions distinctes ;

« deux solutions distinctes.

g)*Sim=00na: x*=1=0 = (x2-1)(x2+1)=0

= (x —1)(x +1)(x% + 1) = 0.
Donc, I'équation a deux solutions : — 1 et 1.
*Sim=1,ona: a—-3x%2=0 = 2xt-3)=0

22(x - 3)(x + /3) = 0.
Dong, 1'équation a trois solutions : — 43, 0 et J’?}
eSim=3,o0na:x*—9x2+8=0 e (2 -1)(x*-8)=0
- (x —1)(x +1)(x — 2/2)(x + 2/2) = 0.

Donc, 'équation a quatre solutions : — 1, 1,-2/2 et 2/2.

btient I'équation : X2 —3mX +m?-1=0 (2).
A=5m?+4;P=m*—-1;5=3m.

ut nombre réel m, I'équation (2) admet deux solutions distinctes.

Jutions distinctes si et seulement si l'équation (2) a deux solutions distinctes

b) On p:::se:X:.\r2 ;ono
Dans 1'équation (2), on a:
On remarque que, pour to
* L'équation (1) a qualre 50
et positives.

Cette condition est réalisée si el seulement si A>
* L'équation (1) a trois solutions distinctes si el seu
et positives, dont I'une est nulle,
Cette condition est réalisée si et seulement si A>0,P=0 el 5>0, c'est-d-dire : m = 1,

* Léquation (1) a deux solutions distinctes si et seulement si I’équation (2) a deux solutions distinctes

non nulles et de signes opposes. _
Cette condition est réalisée si et seulement si

0.P>0 et S>0,cestd-dire:meE 1 ;+=|
lement si 1'équation (2) a deux solutions distinctes

A>0 et P<0,c'est-a-dire:me}-1;1[.

mmmmmms Inéquations bicarrées
1. Résoudre dans R l'inéquation : 4x* - 5x* +1 <0 (1).

Soit P le polynéme défini par: Plx) = 4x* — 5x% + 1.
On pose:X:xz;una:nix“—S.rz+1= 4X%2 —5X+ 1.

Le polynéme 4X% — 5X + 1 a pour racines : 1 el '31_
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Donc: 4X%-5X +1 = (4X=1)(X-1) N .
= (4x? - 1) - 1) x i S M.
= (2x = 1)(2x¢ + 1)(x = 1)(x + 1). - Dec+ | + + 0 - 0 +

On en déduit le tableau de signes ci-contre.
Donc, I'ensemble des solutions de I'inéquation (1)

: I A,
est:]-1; 2[L.i]2 i |

(x—1)x+1) % = B
P(x)

2. Résoudre dans R l'inéquation : 2* = 2 + 12 (2).
Ona: x*=x+12 o A--12=0.
Onpose: X=x";ona:a*—-a%-12=X*-X~-12.
Le polynéme X? - X—12 a pour racines : —3 et 4.
Donc: X?—-X-12 =(X+ 3)(X-4)
= (x% + 3)(x? ~4)
= (% + 3)(x — 2)(x + 2).
Or: VxR, x2+3>0.
Donc, 1'ensemble des solutions de l'inéquation (2) est : J-=e;—2] U [2 + [

mammm= Autres équations et inéquations de degré supérieur a 2

1, Résoudre dans R I'équation : 2# - 2@ - 132 + x+12=0 (1).
Soit P le polynéme défini par : P(x) = 2% — 2% — 13x% + x + 12.
P(1) = 0, dong il existe un polynéme Qtel que: V¥ x € R, P(x) = (x —1)Q[x).
P(- 1) = 0, donc il existe un polynome R tel que : ¥V x € R, Qx) = (x + 1)R(x).
Par suite, ona: VxR, Plx) =(x-1)Qx)

= (x —1)(x + 1)R(x)

= [x% = 1)R(x).

Pour déterminer le polynéme R, on peut effectuer la division euclidienne de P(x) par x* —1.

- —13xly 2 o+ 12 | 21 On obtient : P(x) = (% - 1)(x* - x—12)
3 2 = =[(e—=1)x+1)(x—4)x+3).
¢.— & =120+ % + 12 —& =312 Dong, l'ensemble des solutions de 1'équation (1)
0 —12c% + 0 + 12 est:[-1;1;-3;4}
0 +0 + 0 4 :

2. Soit P le polynéme défini par : P(x) = 2* + 2 - 52° + x - 6.
a) Vérifier que — 3 et 2 sont racines de P et en déduire une factorisation de P(x).
b) Résoudre dans R l'inéquation : 2 + ¥ - 52 + x -6 <0 (2).

a) P(~ 3) = 0, donc — 3 est une racine de P ; P(2) = 0, donc 2 est une racine de P.
On en déduil qu'il existe un polyndme Q tel que: Vx € R, P(x) = (x + 3)(x - 2) Q(x)
' = (x? + x - 6) Q(x).
Pour déterminer le polyndme Q, on peut utiliser la méthode des coefficients indéterminés.
Q est un polynéme du second degré ; on pose : Q(x) = ax* + bx + ¢,
Ona:Vx€ER, (¥ +x—6)(ax®+bx+c)=x!+x3 =522 + x - 6.
Le monéme de plus haut degré de P(x) est égal au produit des monémes de plus haut degré de Q(x) et
dex?+x—-6;donc:a=1.
| Un raisonnement analogue sur les termes constants nous donne ; ¢ = 1,
" Donc:VrxeER X +x3-52+x-6 =(2+x-6)a?+bxr+1)
| =x+ (b+ 1) + (b-5)? + (- 6b + 1)x - 6.
‘i On en déduit que : b =0,
D'oil : Plx) = (x + 3)(x = 2)(x% + 1).

| b)¥ x € R, x* + 1 >0 ; on en déduil que, pour tout nombre réel x, P(x) est du signe de (x + 3)(x - 2).
Donc, I'ensemble des solutions de I'inéquation (2) est : |- 3 ; 2[. .
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_2.2. Equations et inéquations irrationnelles

pammmm Equations irrationnelles

On appelle équation irrationnelle toute équation ol I'inconnue figure sous un radical.

1. Résoudre dans R Véquation : [2- x =+ 4+ 10 (1).
Nous allons proposer deux méthodes pour résoudre une telle équation.

1™ méthode : résolution par implications
Pour tous nombres réels a et b,ona:a=bh = a?=5h2
On peut écrire : J2—x =x4+10 = 2-x=(x+10)?
= x2+21x+98=0
= (x+7)(x+14)=0.
L'équation (x + 7)(x + 14) = 0 a deux solutions : — 7 et — 14.
Pour terminer la résolution, nous devons vérifier si -7 et - 14 sont solutions de I'équation (1),
27 = =% 410 ~7 ext solution de (1) ;
m #—14 + 10 ; - 14 n'est pas solution de (1).
Donc, 1'équation (1) a une seule solution : — 7.

f Pour résoudre une équation irrationnelle (E), on peut utiliser la méthode suivante :
* éliminer les radicaux par des élévations au carré ;
* résoudre |'équation (E’) sans radical ainsi obtenue :
- * déterminer, parmi les solutions de (E’), celles qui sont solutions de (E).

2° méthode : résolution par équivalences

a=b?
Pour tous nombres réels aetb,ona: a=b & {b}ﬂ '
I 2—x=(x+10)°
On peut écrire : |2—x =x+ 10 ﬁ{x+10;ﬁ0
224+ 21x+98=0
x=-10

(x+7)x+14)=0
”{xa—m

= o x==7,
Donc, I'équation (1) a une seule solution : - 7.

2. Résoudre dans R l'équation : /- x* +5r+ 9 =/x -3 (2).

a=Db
Pour tous nombres réels a et b,ona: Ja= /b ﬁ{ a=0 ou b=0

o2 5 g=x—
On peut écrire: J— x2 +6x+9 =Jx—3 & xf3+;='g+ o
[ —xZ+4r+12=0
ﬁ'hx?3
[ (~x+6)x+2)=0
1 x=3
= x=06,

Donc, I'équation (2) a une seule solution : 6.
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mmEm=m Inéquations irrationnelles
. - ylications, car les en

Pour résoudre de telles inéquations, il est difficile de procéder par 1:11 dlf:j];‘;a;:: vérifier si chsa?l?ﬁlg?ede

solutions contiennent, en général, une infinité d'éléments ; on ne peu i

est solution de l'inéquation initiale.

1. Résoudre dans R l'inéquation : x+ Jx -1 =3 (1).

* Contraintes sur l'inconnue : x € [1 ; + =|.

*Ona:VaEll +ofx+/x-123 o [x-123-%

Or:Vx€[1;+w, /x-120;donc: : i
~ si 3 —x < 0, l'inéquation est vérifiée ; tout nombre réel de I'ensemble [3 ; + oo est solution de (1),
—si3-x>0,0naifxr-1=3-x & x-1=(3-x)°

& x2-7x+10=<0
& (x-2)(x-5)<0
o xe[2;5];
tout nombre réel de I'ensemble [2 ; 3] est solution de (1).
Donc, I'ensemble des solutions de l'inéquation (1) est : [2;3] U [3}+ oof = [2 5+ =[.

2. Résoudre dans R l'inéquation: [x+1+/x+2 =3 (2).
* Contraintes sur l'inconnue :x = -1etx=-2, doncx € [-1; + =l
*Ona:Vx€E[-1;+e), [x+1+/x+2 =23 & 2c+3+2/(x+1)x+2)=09
o [k +1)x+2)z-x+3.
Or:Vx€E[-1;+e] J/[x +1)(x+ 2) = 0;donc:
— si—x+ 3 =0, l'inéquation est vérifiée ; tout nombre réel de I'ensemble [3 ; + =<[ est solution de (2).

—si—x+3>0,0na: | (x +1)x+ 2)=-x+3 & (x+1)(x+2)=>(-x+3)?
= 9x-7=0

s gl
tout nombre réel de 'ensemble [%— : 3[ est solution de (2).

Dong, l'ensemble des solutions de l'inéquation (2) est : [% ;3[U 3+ 0] = [%-; + eof.

wzzzE xercices B SR TRT A o o AT o o

2.0 Résoudre dans R chacune des équations sui- 2.d  Résoudre dans R chacune des inéquations sui-
it vanles :
a)xt+x2-6=0; b)xA-72+6=0; alj-24+3x—-2=x-1;
c)xd-Tx-6=0; djx’-x-6=0. bl /ot —ax 1 =—x 43
ix-1+Jr+1<(rx.
2b  Résoudre dans R chacune des inéquations sui- %
vantes : i
4 , 2e SoitPle polynéme défini par :
a) (x + 1) = (x-1)%; Pla) = & - 5a% 4 62 — 5 4 1.
b)e-1-7(x-1%+12<0; 1. Démonlrer que, pour tout nombre réel x non
P N nul, on a:

P = o (e 15 L) 4]

2.c Résoudre dans R chacune des équations sui-

2. Résoudre dans R |'équation P(x) = 0, puis
vantos : I'inéquation P(x) = 0, =
a) hm: -1, '
b (P36 = A T 1 2f

5x ABCD est un rectangle tel que : BC= AB + 1 el
A o Ts Eeas2, AC =2 AB, Calculer I'aire de ce rectangle.
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et d’inequations .~ .

—3.1.. Systemes de trois équations a trois inconnues

ar+ by +cz=d
On considére le systéme (£) : { ax+by+cz=d , ol x, y et z sont les inconnues.
a'x+ D"y +c'z=4d"
(£) est appelé systéme de trois équations du premier degré (ou systéme linéaire) & trois inc .
Résoudre (I), c’est déterminer tous les triplets (x, y, z) de nombres réels qui vérifient les trois équations.

Nous allons étudier deux méthodes de résolution d'un tel systéme : par substitution et par le pivot de
Gauss.

Onnues.

pemm=mm Résolution par substitution
x+y-2:=7 (E,))
1. Résoudre le systéme (Z,) : { 2e-y+z2=0 (E)
3x+y+z=8 (Ey.
On déduit de I'équation (E;) que: z=-3x-y + 8.
On remplace z par — 3x — y + 8 dans les équations (E,) et (E,).
7x+3y=23
On obtient : (Z,) < { —x—2y=-8
Z=—3x-y+8,
x4+ 3y=23
—x— 2y=-8
On en déduitque : z=—-3x2-3+B=-1
Dong, le systéme (Z,) a un unique triplet solution : (2 ; 3 ; =1).

Le systeme { a un unique couple solution : (2 ; 3).

2v-y-2z=6 (E)
2. Résoudre le systéme (Z,) : { x+y-z=1 (E,)
x-57=2z=9 (E,).
On déduit de I'équation (E,) que : y = 2x - 2z - G.
On remplace y par 2x — 2z — 6 dans les équations (E,) et (E,).
y= 2x—=2z—06

Unobljeul:[zzjﬁ{ Je—3z=7
—0Ox + 9z =-21.

Le systéme { 3x-3z=7 a pour solutions tous les couples (x, z) de nombres réels tels que :
—9x+9z=-21

3x-3z=7.
On donne & 1'une des inconnues une valeur arbitraire, par exemple : 2 = A

r= % +A

4

On en déduit : () & y=-73 (A € R).

z=A

Donc, I'ensemble des triplets solutions de (E,) est : {(% +hi- % : }.),J.. € H}.
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mEmmmm Résolution par le pivot de Gauss

On peut également résoudre un systéme d'équations par com
lement une vérification, sauf dans le cas du pivot de Gauss,
systéme donné en un systéme équivalent.

Nous en exposons ici le principe sur quelques exemples.

binaisons. Cette méthode Nécessitg

dont nous admettrons qu'il tmnsfniilgéra-
i

xr-5y-72=3 (E)
1. Résoudre le systéme (Z,): { sx+3y+z=3 (E)
3Ix+y-2z=-1 (Ey).
* On élimine x dans (E,) et dans (E,), par combinaisons de chacune de ces équations avec (E,).
) X—=0y—7z =3 (E1]
On obtient : (Z,) « {— 28y — 36z =12 5x (E)) — (E))
—16y—19z =10 3 x (E;) - (E,)
x-5y-7z =3 (E,)
¢=:‘{ ~7y-9z =3 (E,)
-16y-19z =10 (E',).
* On élimine y dans (E',), par combinaison de (E',) et [E'y).

) ix=By—7zi=3
On obtient : (£,) m{ -7y—9z =3.
| Zi=32

s

* 1l reste & résoudre ce systéme « triangulaire » ; on obtient, en commengant par la derniére équation
pulsenremontant :z=2,y=-3etx=2. - I

Donc, le systéme (£,) a un unique triplet solution : (2 ;— 3 ; 2).

x+y-2z=1 (E)-
2. Résoudre le systeme (Z,) : { x=-2y+z =1 (E)
2x+y+z=1 (Ey).

x+y-2z =1 (E)
On obtient : (Z,) < { y—3z =0 (E)-(E,)
3y—3z =3 2x[E1]+{E3].
dy—-3z=10

35 Br =3 n'a pas de solution ; donc, le systéme (£,) n'a pas de solution.

~ Le systéme {

X+ 2y +5z=4 (E,)
3. Résoudre le systéme (Z,) : { X+y+2z=6 (E,)
2x+3y+7z=10 (E,).
x+2y+5z =4 (E,)
On obtient : (£,) & { y+3z =-2 (E))= {E*{} - (E2]
y+3.z =—12 [E'3]=2><I:E-]]—[E
X+2y+5z =4 (E,)
Donc, (%) e{*TH T, (E}).
On donne a l'une des inconnues, y ou z, une valeur arbitraire, par exemple : z = A
On déduit de (E',) que : y =— 2 = 31 ; on déduil de (E)que:x=4-2(-2- IA) +5A =8 + 11L.
Donc, l'ensemble des triplets solutions de (Z) est : {(8 + 110 ;-2 - 33, 1), % € R}

emarques

( » Nous admettons qu'un systéme linéaire de trois équations & trojs inconnues a :

o)

- ou bien aucune solution ;

- ou bien une seule solution ;

! - ou bien une infinité de solutions.

« Nous pouvons rencontrer des systémes linéaires a trois inconnues, com portant plus de trois équations.
Pour résoudre un tel systéme, on peut choisir trois équations, résoudre Jo gysgénfe. co mbasé de ces Lrois
équations, puis vérifier si les solutions trouvées sont solutions ou non des autras équﬂﬂﬂns_
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—3.2. Utilisations de systemes linéaires

pemmmm Systémes linéaires d'équations

1. Probléme d'Euler

Trois personnes jouent ensemble. Elles conviennent qu'a chaque partie,
chacun des deux autres joueurs. Aprés trois parties ou chacun en a perdu une,
de 2 400 F. Quels étaient les avoirs initiaux ?

le perdant double I'avoir de
chaque joueur a un avoir

Choix des inconnues
On désigne:  — par x l'avoir initial du joueur A, perdant de la premiére pa:ti!a }
. — par y l'avoir initial du joueur B, perdant de la deuxieme partie ;
— par z l'avoir initial du jousur C, perdant de la troisieme partie.

Mise en équations
Le tableau suivant indique les avoirs respectifs des joueurs A, B et Ca la fin de chaque partie :

i:l;?l;i;r'}ii fin de la 2® partie fin de la 3° partie
joueur A | x-y-z 2x—y-2z) =2x-2y -2z 2(2x - 2y - 22) = 4x - 4y — 4z
joueur B 2y 2y-(x-y-z)-2z=-x+3y-2z 2(-x + 3y —z) == 2x + 6y — 2Z
joueur C 27 4z 4z - (26 -2y - 22) - (-x + 3y - 2)
=—-x-Yy+7z

4x-4y—4z =2400 x—-y—z =600 (E,)

On obtient finalement le systéme : {— 2x +6y—2z =2400 & { -x+3y—-z =1200 (E,)
—x-y+7z =2400 —x—y+7z =2400 (E5).

Résolution

Elle peut se faire par la méthode du pivot de Gauss.

On utilise ici une autre méthode suggérée par la nature des équations (E,), (E;) et (E;).

En additionnant membre & membre les trois équations, on obtient: x +y +z =7 200 (E,).

2x=7800 (E,)+ (E,) -
On en déduit que : { 4y=8400 (E)+(E) .
: Bz=9600 (B, + (E,).

Conclusion
Les avoirs initiaux des joueurs A, B et C étaient respectivement de : 3 900 F, 2 100 Fet1200F

2. Dans un tétraédre, les quatre faces ont le méme périmétre.
Démontrer que les arétes opposées sont deux a deux de méme longueur.

Choix des inconnues
On désigne par (x,, x,), (¥y, ¥o) et (z,, 2,) les couples d'arétes opposées.
Mise en équations
Les périmétres des quatre faces du tétraddre sont : x,+ Y+ 2, 5 X+ Upt 2, 3 Kot Yyt Zy 5 X+ Y+ .
Dire que les quatre faces onl le méme périmétre équivaut & écrire
X Y I =X Yyt I
le systéme [E}:{ Xy + Yy L =Xt Uyt 4
X Y =X Yt
Résolution
Yy +2 =Y+ 2 Y=Y =2%-% (E)
(E) & {a, vy =X+l & ) N0~ (E,)
X, +Z; =Xt 2, X=Xy =Z;— %, 3],
X, - X, =2, —Z, (E;) - (Ey)

On en déduit que : {

Xy~ Xy =55 3
X, =X,
donc:z, - z,=2,-2, =0 et ) 1 =Y,
Z, =%.

Conclusion
Les arétes opposées sont deux a deux de méme longueur.
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mEmmmm Programmation linéaire

: : = ' it leur donner i1
b Pour assurer une alimentation équilibrée de ses poulets, un E]e‘::::; :10;; t t:;timés A ?g“]?glf;;"lfrad;ems
| A, B, C, D dont les besoins mensuels sont globalement et respe ’ 6 10 kg,
L 20 kg. . .
f-;! Deux aliments préparés P et Q contiennent ces ingrédients dans les proportions suivantes :

_ ingrédient A ingrédient B ingrédient C ingrédient
| 2 ineat P 50% 10 % 20 % ] %

1. L'éleveur désire acheter, dans la limite de la capacité de son véhicule qui est de 400 kg, une quant;.
I té d’aliments P et Q suffisante pour au meins un mois. ‘ .

| a) Traduire par un systéme d'inéquations les contraintes relatives a cet achat. Représenter graphique.
! ment l'ensemble des solutions de ce systéme.

b) En déduire les répartitions possibles des produits P et Q, sachant que ces produits sont conditionpgg
dans des sacs de 50 kg,

2. L'éleveur veut effectuer ses achats au meilleur cofit. Déterminer la répartition mensuelle des prodyjs
P et Q dans les cas suivants :

a) les produits P et Q sont vendus au méme prix ;

b} le produit P est deux fois plus cher que le produit Q ;

¢} le produit P est deux fois moins cher que le produit Q.

| 1. On désigne respectivement par x et y les quantités achetées (en kg) des produits P et Q.
a) Les contraintes d'alimentation et de transport se 4

05x+03y =75 400
01x+02y =30
traduisent par le systtme : J 0,2x = 10 : s
04y =20 e
X +y <400 250 e :
Pour résoudre ce systéme, on trace, dans un repére, B e o 2 e S
les droites d'équations : g

150
05x+0,3y =75, o P E
0,2 x = 10, 50 B WEES o S e
0,4 y = 20, \ \ \ x

X+ y = 400, o] 50 150 300 400
Les solutions du systéme sont tous les couples (x, y). coordonnées des points de la zone coloriée,

b) Le conditionnement de la marchandise se faisant en sacs de 50 kg,
dents que ceux dont les coordonnées sont des multiples de 50.
Ces points déterminent toutes les répartitions possibles des produits P et Q.

on ne retiendra des points précé-

2. a) Si les produits P et Q sont vendus au méme prix, le colt de I'achat est donné par I'expression
fe(x + y), k étant le prix, au kilogramme, de chaque produit.
Le coiit des produits est donc proportionnel 2 x + y.

On considere les droites (3, ), parallles entre elles, d’équations i x +y = m (m € R) et on détermine la
valeur minimale de m pour laquelle les contraintes précédentes sont vérifiées (zone coloriée).
D’aprés le graphique, la dépense est minimale lorsque : x + Yy =200,

x=100
y=100 (figuren). *

b) Cette fois, le coiit est proportionnel & 2x + y. Un raisonnement identj
de conclure que la dépense est minimale lorsque : 2x + y = 3p0.

5 =5 a
Cette condition est réalisée dans dewr cas ; { ; = 230 et {'; ; 133 (figure 2).

c) Le colt est proportionnel 2 x + 2y. La dépense est minimale lorsque : x + 2y = 300.
!| Cette condition est réalisée dans deux cas : { = 100 et {x =200

Cette condition est réalisée dans un seul cas : {

que au précédent nous permet

y =100 y=50 (figure 3).
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200 300\ 400 O

figure 1

50

Remaraue

Un probléme de programmation linéaire consiste & délerminer les coordonnées (x,

56150\

300
figure 2

—50 300 400

figure 3

~400 O] 50

y) d'un ou plusieurs

: ; 2 . - - i le
points d’une partie du plan définie par un systéme d'équations ou inéquations traduisant un ensemb

de contraintes. Ces contraintes étant réalisées, on peut rechercher, parmi ces poinls,

ceux dont les coor-

données rendent maximale ou minimale une expression de la forme ax + by.

WE X @I CICeS B i o i o

3.0 Résoudre chacun des systémes suivants :

Ix+2z=1
a}{x-t-z_y—zzﬂ
dx+2y+28=7;

x—-3dy+z=1
; 'b}{.r+y-z=3
x—9y+5z==7;

—x+3y—z=2
2r—y+3z=-1
2r + 9y + 5z=0.

c) {
-

3.b 1. Résoudre chacun des systdmes suivants :

3r—2y+2z=-1
”}[x—2y+z=—2:

x+2y—-z=4
bj{-,r—y-l-:}z:—ﬁ.

2. Démontrer que les deux systémes précé-
dents onl une solution commune.

ocanned py Camoscanner

3.c

3.d

Apres avoir effectué le changement d'incon-
nues x+y=35 et xy=P, résoudre chacun des
systémes suivanis :
ﬂj{x?+y3—.ry=23

x+y=2;

XY
b}{y te =
x+y+xy=0.

Trois sacs A, B et C, pesant respectivement
5 kg, 3 kg et 2 kg, contiennent un mélange de
farines de blé et de manioc.

Déterminer le pourcentage de farine de blé
contenu dans chacun de ces sacs, sachant que :
¢ le mélange des sacs A et B contient 62,5 % de
farine de blé ;

* le mélange des sacs A et C contient 60 % de
farine de blé ;

* le mélange des sacs B et C contient 56 % de
farine de blé.
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APPRENTISSAGE ' i

r

E quations et inéquations du
second degré

1 Vérifier que 1 est racine du polyndme P défini
par : Plx) = a? - 3x + 2. )
Factoriser ce polyndme et en déduire I'autre racine.

2 Déterminer le nombre réel a pour que 2 soit raci-
ne du polynéme P défini par ; P(x) = 2x* — ax +3a —6.
Factoriser alors P et en déduire son autre racine.

3 Mettre chacun des polynomes suivants sous
forme canonique et en déduire ses racines éventuelles.
a)Plx)=dax®—4x —3; b)Qlx)=2x* - 12x +18;
R} =22 —x +13; d) S(x) = 222 —x — 6.

& Déterminer le polynéme du second degré P tel
que P(0) = — 3 et dont les racines sont — 2 et %

5 Résoudre dans R les équations suivantes :
a)xt+ ({2 +Ble+6=0;
b)2x2 - 4[3x +6=0;
cla? — (2 +a®le + 2a=10(a E R*);

dj a%x? - 2x + l§=0[aEIR*}.
il

6 Soit P le polynome défini par :
Plx) = ax®* + bx +c¢ [a#0).
Déterminer une condition portant sur les nombres réels
a, b et ¢ pour que :
a) P ail deux racines opposées ;
b) P ait deux racines inverses l'un de l'autre ;
¢) P ait une racine nulle ;
d] P ait une racine égale a — 2.

7 Déterminer le polynéme du second degré P tel
que P(0)=1,P(1)=4 et P(-1]=2.
Démontrer que : V.x € R, P(x ] > 0.

8 Utiliser la forme canonique pour étudier, sui-
vant les valeurs de x, le signe de chacun des polynémes
suivants :
a)Plx)=2%-x +1;

¢)Rx)=-a%-x —6;

b}Q(.r)=2.r2+%.r 3By
- d)S(x)=—-2x*+5x -2,

9 Résoudre dans R les inéqualions suivantes :
a)3x? +6r-9<0; bj2a® +x-1>0;
c)]2x? +x—1<0 ; d)Jax*-6c+3/3=0:
esz—Z(l—JS}x+2ﬁ<0; flx?=12x+ 3l >0

10 Soit P le polynéme défini par :
P(x) = x% — 3mx + 2[m? - 6).
Déterminer m pour que 2 soit racine de P.
Calculer alors 'autre racine.

11 Soit P le polyndme défini par :

P(x)=x* - (2p + qle +3p—2q.
Déterminer p et g pour que — 2 el 3 soienl racines de P,
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42 soit P le polynome défini par ;
Plx) = (m— 2)x? + 2(m—2)x - 2.
Discuter, suivant les valeurs de m, le nombre dg aciaes

deP.

13 Soil P le polynéme défini par :
Ply) = &% - 2(2m = 3)x + m? - 3m + 3.
1. Déterminer les valeurs du nombre réel m pour Jes.
quelles P a deux racines distinctes.
2. Déterminer les valeurs du nombre réel m pour Jes.
quelles P a une racine double et calculer, dans chacyy

des cas, celte racine.

414 ABCD est un rectangle tel que :
E—M+Bc=k. Calculer k.

BC AB

]
I

- Somme et produit des
racines -

15 Déterminer, s'ils existent, deux nombres réels
dont la somme est S et le produit P dans chacun des cas
suivants :
al]§=-1 et P=12;

c}]5=3 et P=4;

b)S=—8 et P=20;
djS=[2 et P=;—.

16 Déterminer deux nombres réels dont la

somme est 1 et la somme de leurs inverses est — %

17 Probléme de Newton
Un triangle rectangle a pour périmétre 30 m et pour aire
30 m®. Quelles sont ses dimensions ?

18 L'aire d'un jardin rectangulaire est égale &
360 m? Si on augmente sa longueur et sa largeur de
6 m, l'aire est alors égale a 630 m?.
Quelles sont les dimensions de ce jardin ?

19 Déterminer, s'ils existent, les deux nombres x'
etx" dans chacun des cas suivants :

Dxtrxta B g po g,
b)x'xt==6" at l--l--’“—.:l
] -r I E ]
X 25 1
c) — —_ == I
).t+.|: 15 et xx b

20 Soit P 1e polynome défini par :
P{l.t]=.tz +2lm—=1)x + m-3,
Discuter, suivant les valeurs de m, le nombre et le signe
des racines de ce polyndéme.

21 SoitP le polynéme défini par :
P =24 (2m+ 1)e + m?+1, :
Déterminer les valeurs du nombre réelge pour que Pl
deux racines o et f telles que : '
al o + B2 = 29 .
b)la-Bl =1.
Dans chacun des cas, calculer o et .



L
Equations bicarrées

22 Résoudre dans B chacune des équations sui-
vantes :
a)x*-11x2+18=0;
c)9xt-12% +4=0;

bjxt+xt+1=0;
dl2x? +11% + 5 =0,

23 On considere 1'équation d'inconnue x :
Aem=-20f+m+1=0

Déterminer les valeurs du nombre réel m pour les-.

quelles cetle équation a :

a) quatre solutions distinctes ;
b) deux solutions distinctes ;
c) trois solutions distinctes.

28 Résoudre dans R 'équation :
2= 2(a® + b¥)a? + (a? - b2)2 = 0, ol & et b sont deux
nombres réels donnés.

E quations et inéquations
irrationnelles

25 Résoudre dans R chacune des équations sui-
vantes : :

a){2-x2-x2-1=0; bhfa-x2=x=1;
c]yxz - 9+x =9; d)[x2-9+x =—09.

26 Résoudre dans R chacune des équations sui-
vantes : :

a)x3+3x2 —x +1=x-3; "
b3+ 322 —x+1=3-x

27 Résoudre dans R chacune des équations sui-

vantes :
c:r,lJ.;+Jx+ =Jax+1; B)y3-2x+{5+2r=4;
c) Jx+1 +,,::-1=2,1'_1_c; d) 2e+1—2x-1=1.

98 Démontrer, sans la résoudre, que 1'équation
suivante n’a pas de solution dans R :

J~2x2 +3x +5 =x*-09.
29 Résoudre dans R chacune des inéquations sui-

vantes :
b) [3— 2x-> x;

a)qlzx-!-:il:-,l'x— 1;
¢)J2x2 — 2x + 2) «:,f.r?+1:_
d)Bxt+ 2x —1 < 22+ x + 1;

gl e +6x + 6= l2x+11.

30 Résoudre dans R chacune des inéquations sui-

vanles :
a) B -1>2x-1; b)[5x— 4= x+2;

c)x+x+1<ix+2; d}E+4+J.r-1>,{Tu+5;
¢) Jor+2— faxr < Jox—2;f) f2x+1-20-1>1,

Gystémes linaires

31 Résoudre et discuter, suivant les valeurs du
nombre réel m, chacun des systémes suivants :

- r-'__}_
(.E—‘l].t—-my:.ﬁ—-l j{n‘l.l'\iz-3y'q'3-‘f2
J{ -

1
x—{¢5+1]y=m —xJEferyﬁ:];

3% Déterminer le nombre réel m pour que le sys-
{eme suivant ail un couple unique de solution :

{[m—l}.t-Zy:m _
dax-(m+1)y=m+1
Résoudre alors ce systéme.

o
33 Résoudre, en utilisant un changement d'in

connues, chacun des systemes d'équations suivants :
4 5
}-_E_=_3 , b) 5[x+y]-3(.r—y}=9,ﬁ;
912 3 5 {3[.t+y]+[.t-y]=42
x

2+ dy=—1. gfw-y=12
N frzl=z ){xz+yz=3

34 Résoudre chacun des systémes suivants :

Hrpp==-7 x+y+dxy=-1 .
tIJ{.u:+gry=—1 . bj{a(.t+y]-.xy=10
-yr=5 x+3y=-2

Gj{xy=y—ﬁ i d){axz__.?yz=12

35 Le plan est muni du repére (O, L. J). _
1. Représenter graphiquement l'ensemble E des points
M dont les coordonnées (x ; y) vérifient le systéme (Z)
' x+2y=6
S5x+4y = 40
x=0 '
O=sy=7
2. Parmi les points de E, déterminer ceux dont les coor-
données :
e rendent maximale l'expression x + y ;
e rendent maximale en nombre entier x + y.
Préciser les valeurs de ces maximums.
3. Parmi les points de E, déterminer celui dont les coor-
données rendent minimale 'expression Zx + y. Préciser
la valeur de ce minimum. ’

d'inéquations :

36 Résoudre les systémes suivants :

x+ 3y-5z=-11 x=2Yy+z=-15
ﬂf{u+y-21=—3 b}{—x+y+zz=—4:

-2y +z==12 2x—-y—z=5
X+2y+3Iz=-2 .1'-2y='r§
cj{2x+3y+z=1 : d}{y-2z=g :
Jx+y+2z=1 z—2x =42

37 1e plan est mun_i du repére (O, 1, J).
Déterminer une équation de la parabole dont la courbe
représenlative passe par les points

1 2 3
Ao 25y ol o)
38 Une ménagere se rend au marché et achéte des
bananes, des mangues et des ananas dont les prix &
I'unité sont respectivement 25 F, 60 F et 80 F. Elle ache-

te un total de 12 fruils pour une somme de 640 F,
Déterminer le nombre de fruits de chaque variété.

39 Les faces d'un pavé droit ont pour aires, en
cm?, 52, 78 et 96. Calculer le volume de ce pavé.
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APPROFONDISSEMENT

80 Peut-on trouver deux nombres réels tels qulB
leur somme et leur produil soient égaux d un meme
nombre réel k ? Discuter suivant la valeur de k.

81 0n considére I'équation d'inconnue x :
X+ mlm+ A+ mi=0. .
Déterminer le nombre réel m pour que cette équation
ait deux solutions a et f telles que : a* = b.

82 Un livre a la forme d'un pavé droit ayant pour
volume 900 cm®, pour aire totale 1 072 cm? et pour lon-
pueur totale des arétes 180 cm.

Soit P le polynéme défini par :

Plx) = (x — a)lx - bjx - ¢}, ol @, b, ¢ désignent les
dimensions de ce pavé.

1. Exprimer P(x) en fonction de x .

2. Trouver une racine évidente de P et en déduire les
dimensions de ce livre,

83 Un rectangle ABCD a pour dimensions :
AB=2etBC=1,

Déterminer la largeur x de la bande coloriée pour que
l'aire de cette bande soit égale & la moitié de I'aire du
rectangle ABCD.

84 un point M décrit un segment [AB] de lon-
gueur 1. ACDM et MEFB sont des carrés.

E F C D
|D E tia F
x x
AT B M 8
figure 1 figure 2

On pose AM = x et on désigne par si(x] l'aire coloriée.
1.a} Exprimer #(x) en fonction de x dans les dewr cas
suivanis:

xefo; %-] (fig.- 1) et x EJ-;—; 1] (fig. 2).

b) Discuter, suivant les valeurs du nombre réal k, le
nombre de sclutions de I'équation : si{x) = k.

2, a] Construire la courbe représentative de la fonction
¢l dans un repére orthogonal.

b) Retrouver graphiquement les résultats précédents et
en déduire les valeurs de x pour lesquelles la fonction
4 présente un maximum.

85 Dans la figure ci-
contre, on a: AB = 1.
On pose AM = x et on désigne
par #(x) 'aire coloriée,
1, Déterminer x pour que l'aire
coloriée soit égale & la moitié de
l'aire du cercle de diamatre A e
[AB]. —=
2. Discuter, suivant les valeurs du nombre réel k, le
nombre de solutions de I'équation : si(x) = k,
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46 Le probléme du messager
Ce probleme ancien concerne un:z armée de
kilométres de long. Alors que l'armée AVance 3 i
vitesse constante, un messager part de 1'*11?'1'3:T'E-‘-gardIE
galope pour aller délivrer un message & l'aygy uf!.
revient a |'arriere-garde. Il aITive  exaclemen, as
moment od I'armée a parcouru cinguante ki]ﬂméuEs
Quelle distance totale a parcouru le messager7

(On désignera par v et V les vitesses respectiyes de
J'armée et du messager et on posera x = —

Ejnquantu

87 Le probléme des paysans chinois

Le « dou » est une unité chinoise de volume [y,
environ deux litres). _ .
Les récoltes de blé de trois années consécutives ony 4,
successivement bonne, médiocre et mauvaise,
Déterminer les quantités de grain produites pay p,

erbe de chacune de ces trois récoltes, sachant que
+ deux gerbes de la bonne récolte ont donné un doy, g,
grain, plus le grain d'une gerbe de la médincre
« trois gerbes de la médiocre ont donné un doy gy
grain, plus le grain d'une gerh.e de la mauvaise ;

» quatre gerbes de la mauvaise récolte ont donné yp
dou de grain, plus le grain d'une gerbe de la bonns,

A8 péterminer un nombre de trois chiffres
sachant que :
e la somme de ces chiffres est égale 2 17 ;
= si on permute le chiffre des dizaines et celui des cen-
taines, le nombre augmente de 360 ;
* si on permute le chiffre des unités et celul des cen-
taines, le nombre diminue de 198.

B9 Au marché, trois clientes achitent les mémes
variétés de fruits.
La premiére achéte 2 ananas, 5 mangues et 4 papayes ;
elle paie 620 F.
La deuxidme achéte 3 ananas, 5 mangues et 1 papaye;
elle paie 530 F.
La troisidme ach&te 2 ananas, 7 mangues et 8 papayes.
Combien doit-elle payer

50 rour remplir un bassin, on dispose de trois
robinets A, Bet C,
Avec A et B, le hassin se remplit en 20 minutes.
Avec B et G, le bassin se remplit en 15 minutes.
Avec A et C, le bassin se remplit en 12 minutes,
1. Combien faut-il de temps pour remplir le bassin avec
chacun des robinets fonctionnant seul ?
2. Combien faut-il de temps pour remplir le bassin avec
les trois robinets ouverts 7

; 51 Est.il possible d'écrire, sur les faces dun
‘e“ﬂé‘flfeu des nombres deux A deux distincts, ayant 12
Prapriélé suivante : « la somme des nombres écrits SUT

les faces ayant un sommet commun est constante » 7
Justifier votre réponse,

" 52 on désigne par abc un nombre de trois
Ehm dnil @, b et ¢ désignent respectivement les
i  Ges centaines, des dizaines el des unités.

: éterminer le nombre gbe sachant que :

5 i: sum?:e de ses chiffres est égale 4 15 ;

o nombre bea luj est supérieur de 432 :
@ nombre cab lui est inférieur de 243,




enombrement

L code d'vne serrure est consfitué de frois chiffres suivis de de:.rx myel;ie}.s:
Combien doit-on faire d'essais pour étre sir d'ouvrir la serrure l'orsqu on a oublié

son code 2

Dix athlétes prennent le départ d'une course. Combien y a-t-il d'arrivées possibles 2

Combien y a-t-il de fagons de sélectionner une équipe de 6 joueurs parmi les 10
membres d'un club 2

Ces questions constituent des exemples simples de problémes de dénombrement.
L'objet de ce chapitre est de mettre en place des outils pour les résoudre.
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P e iy
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1. Premiers outils pour dénombrer ... N— 204
2. Compléments sur les ensembles ... .. 208
3. p-uplets, arrangements, permutations v e - |
4. Combinaisons .................o.... A i bses meneas 215
5. Probiémes de dénombrement ... 218
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—l1.1. Le comptage

1. Soit E I'ensemble défini par:E=(1;2;3;4) - . -
a) Ecrire tous les nombres de trois chiffres distincts & l'a.u:!e'gles élemg:;ts de E. Combiep Y en ag. :
b) Parmi ces nombres, combien sont divisibles par 6 ? divisibles par 9

Solution

a) Pour écrire un nombre de trois chiffres distincts,
on peut procéder en deux étapes :

; 123; 132; 213; 231 312; g,
— choisir trois éléments de E ; .| 124, 142; 2145 241; 112, 421 .
— €crire tous les nombres distincts obtenus a partir 134; 143; 314; 3415 413, 43,
de ces trois éléments, 234; 243; 324; 342; 423; 43’
On obtient les 24 nombres ci-contre.

b) Parmi ces 24 nombres, 6 sont divisibles par 6 (132, 312, 234, 324, 342, 432) et 6 sont divisible parg
(234, 243, 324, 342, 423, 432,

2. Combien y a-t-il de nombres entiers naturels premiers inférieurs a 100 ?
Solution

Un nombre entier naturel est premier s’il admet exactement deux diviseurs : 1 et lui-méme,

On écrit les 100 premiers nombres entiers naturels non nuls. Pour déterminer, parmi ces nombres, ceyy
qui sont premiers, on peut procéder de la fagon suivante :

— on supprime 1 qui n'est pas premier ; "

— on supprime les multiples de 2 distincts de 2, puis les multiples de 3 distincts de 3, les multiples de
5 distincts de 5 et enfin, les multiples de 7 distincts de 7.

On obtient le tableau ci-dessous.

AT @[ 3 4] 5] 6] 7] 8] 9] 10
11 327 13 | 14| 15| 16| 17 | 18 19 20
21| 29| 23 | 24| 25| 26| 27| 98 | 929 | 30
31 | 32| 33| 34| 35 | 36| 37 | 38 | 39 | 40
41 497 | 43 | 447 | 45 | 46 | 47 A8 | 49 50
217 | 527 | 53 | 54| 55 | 56| 57| 58 59 60
61 62 | 637 | 64 | 65 | 66| 67 | 68 | &9 10
71 72| 73 | 4| 15| 36 | 31| 78 79 80
81| 82 | B3 | B4 | B5 | 86 87 88 | 89 g0
91| 997) 93 | 94| 95| 96| 97 | 98 [ 99 [ 100
On vérifie que les nombres restants sont tous premiers ; il y en a 25.
Cette méthode, appelée « crible d’

Eratosthéne », sera justifiée en classe de terminale.

3. Sur la figure ci-contre, combien a-t-on tracé de
triangles 7 de parallélogrammes ?

A E
Solution Z\| / 4,{
G

e Il y a 6 triangles : AIE, ACB, ICH, AGI, ADC, [FC,

* Il y a 9 parallélogrammes : ABCD, AEIG, EBHI,
ABHG, GIFD, IHCF, GHCD, AEFD, EBCF,
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—1.2. Les diagrammes

1. Une sta.t.ilun de radio diﬂ:l:lSE les mémes publicités i 15 heures et A 16 heures. D’aprés un sondage, on
estime qu'il y a 21 400 auditeurs & 15 heures et 24 800 & 16 heures.

Déterminer le nombre d’auditeurs ayan! entendu ces publicités :
a) si les personnes

o qui écoutent la radio 4 15 heures ne 'écoutent plus a 16 heures ;
) si 4 600 personnes écoutent la radio & 15 heures et a 16 heures.

Solution

Dans chacun des cas, on re

r" t L} i t ].
ensembles des auditeurs présente les données par un diagramme dans lequel A, et A, désignent les

écoutant la station de radio respectivement & 15 heures et a 16 heures.

Ass A

21 400 24 800

91 400-4 600 (4600) 24800 -4 600

a) Dans le premier cas, on a : 21 400 + 24 800 = 46 200 ; il y a 46 200 auditeurs. '
b) Dans le

_ sennm_i cas, on a : (21 400 — 4 600) + 4 600 + (24 800 — 4 600) = 41 600 ;
il y a 41 600 auditeurs,

2. Dans un groupe de 25 personnes, 10 jouent au basket-ball, 17 jouent au football et 8 pratiquent ces
deux sports.

Déterminer le nombre de personnes :

a) qui jouent seulement au football, seulement au basket-ball ;
b) qui ne pratiquent aucun de ces deux sports.

Solution

Sur le diagramme ci-contre, E représente I'ensemble [E]
des 25 personnes, B et F les sous-ensembles de ces 8

personnes pratiquant respectivement le basket-ball et L8] LE]
le football.

a)On a : 17 — 8 = 9, donc 9 personnes jouent seule-

ment au football ; de méme, 10 — 8 = 2, donc 2 per- o
sonnes jouent seulement au basket-ball,

b) On en déduit que : 25 — (9 + 2 + 8), c’est-a-dire 6 95-(2+8+9)
personnes ne pratiquent aucun de ces deux sports.

3. Dans une classe de 40 éléves, on reléve les données suivantes :

* il y a 16 filles parmi lesquelles 12 apprennent I'anglais et 6 apprennent 'arabe ;

* 26 éléves suivent les cours d’anglais, 17 suivent les cours d’arabe, 7 suivent les deux cours :
+ 2 gargons ne suivent aucun de ces deux cours,

Déterminer le nombre de filles de cette classe qui suivent les deux cours de langue.
Déterminer le nombre de filles qui ne suivent aucune de ces deux matiéres.

Solution

Dans le diagramme suivant, G et F représentent res- (5]
pectivement les ensembles des gargons et des filles de
cette classe ; de plus, An et Ar représentent les
ensembles des élaves étudiant respectivement 1'an-
glais et |'arabe, : :

On désigne respectivement par x et y les nombres de
gargons et de [illes apprenant les deux langues.

On sait que dans la classe :

* il y a 16 filles, donc 24 gargons ;

* 12 filles, donc 14 gargons apprennent l'anglais ;

* 6 filles, donc 11 gargons apprennent |'arabe,
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On sait de plus que :

[14-x]+.r+[1'1—.r]+2=24
X+Yy=7
On en déduit que:x=3 et y=4.

Ainsi, 4 filles suivent les deux cours de langue. . s
llyadonc:16—(8 + 4 + 2), c’est-a-dire 2 filles qui ne suivent aucune de ces deux matigreg

——te3.. LES arbres

1. On reprend les données de I'exercice 1 du paragraphe 1.1. B -
a) Démontrer, a I'aide d'un arbre, qu'il existe 24 nombres de trois chiffres distincts chojgjg Parmj |,
éléments de I'ensemble {12 ; 3 ; 4). i isi i
b) Combien y a-t-il de nombres de trois chiffres, distincts ou non, choisis parmi
ensemble 7

Solution

Dans les deux cas, on convient de choisir dans 'ordre : les chiffres des centaines, des dizaine
tés. On construit ainsi un arbre de choix & trois niveaux.

@) On obtient :

* 4 choix possibles pour le chiffre des centaines, donc 4 br:-mnths ; L

® pour chacune de ces 4 branches, 3 choix possibles pour le chiffre des dizaines, donc : 4 x 3
dire 12 branches :

* pour chacune de ces 12 branches, 2 choix possibles pour le chiffre des unités, donc : 4% 3x2, gest.
a-dire 24 branches.

A

les €lémenq de
8, de& u_ni_'

» Cest-3.

chacune des 24 branches de 'arbre ainsi construit, il correspond un des nombres cherchés.

. W

9 3 4
Dizaine ¢ 3 4 1 3 4 1 2 4 1 2 3
INDAAANANANN A A A
Unit234242334141394‘f41223131‘?_
!II[IIIIIIIIIIIIIII!I\I\
BREPEEIRIETISCEELESI a0
b) Un méme chiffre peut étre choisi une fois, d

eux fois ou trois fois. Il y a donc 4 choix possibles a chaque
niveau. On obtient :
* 4 branches pour les centaines ;
* 4 X 4, c'est-a-dire 16 branches pour les dizaines -
* 4 X4 x4, c'est-a-dire 64 branches pour Jes unités,
Fn ge:]at do}nc écrire 64 nombres de trois chiffres, distincts oy non, avec les éléments de 1'ensemble
1:2;3;4). '
2. Pour se rendre 4 un mariage, un homme dojt choisi i 'jl porte:
ra. I posside 5 chemises, 3 pantatons o, Lo choisir la chemise, le pantalon et 1a veste qu'il p
Combien de choix distincts peut-il ainsi effectuer ?

Solution

On peut construire un arbre 2 troj
talon et la veste.

On désigne par C,, C,, C,, 4 et C les chemises, P, p
On a 5 branches au premier niveay (choix de la chémi

me niveau (choix du pantalon) et enfip 5 x Ix2,
la veste).

S Niveaux en choisissant dans I’ordre, par exemple, la chemise, I8 i

2 Bt P, los pantalons, V, et V, les vestes.

) ie-
5 se), buis 5 x 3, c’est-a-dire 15 branches au dEI'I:} ¢
C'est-3-dire 30 branches ay troisidme niveau (cho!
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ARAAARAS

V, VE VI V! \"1 vg V1 VE V.; VE V, Vﬂ V1 V! V1 Vg "l".‘ Vﬂ
6 G GGG € [y Gy Co GGy Gy (G5 Ca G GG [
TP:' P1 Pg PE P3 ?3 P-‘ P1 P! Pi Pa P3 P1 P-| Pg Pﬁ P3 P3
W, Ve Y Ve Vi Ve Vi Ve Vs Vo Vi Vo Vi Vo Vi VoV Ve

11 y a donc 30 choix distincts, correspondant chacun a un

3. On dispose de quatre piéces de mon

Quelles sont toutes les sommes possibles que I'on peut ¢

Solution

Pour systématiser cette recherche, on peul se deman-
der, pour chaque piéce, si on la prend ou non.
On convient de noter respectivement 0 et
réponses NON et OUI a cette question.

On construit ainsi un arbre dont chaque niveau cor-
respond & une piéce de monnaie.

A chaque branche de cet arbre est associée une
somme d'argent et I'ensemble des branches permet de
déterminer toules les sommes possibles.

Par exemple :
e 4 la branche 0110 est associé 50 + 25, c'est-a-dire la

somme de 75 F ;
e 2 la branche 1101 est associé 100 + 50 + 10, c’est-a-

dire la somme de 160 F.
Cette méthode est exhaustive, elle permet de détermi-
ner toutes les sommes possibles.

1 les

naie : une de 10 F, une de 25 F, une de‘ﬁ
onstituer avec ces pleces ?

Cs

AL TN

Wi /Pa\ /P\ /Pi /Pa\
v Vg Vi Ve Vo Ve Va Ve T T Vi Ve
I C/ICe Ca C; G GG Cs C5 Cs Cs
'p, Py Py Py P3 Ps Py P, Pa Pg Pa Pa
V, Vg Vi Vo Vi Ve V, Vg Yy Ve Vo Ve

a branche de ’arbre ainsi construit.

0 F et une de 100 F

J00F 50F 95F 10F
] b—— 0000— OF
5<°‘<:1——oou1—-1or
0— 0010— 95F
1< 1 o0011—35F
0 0— 0100— 50F

1< 0<"y__0101— 60F
S
c=EEE
T e
1<”<1:11n1: 1201];

1< I 1esF

WE XETCICeS B s A s s s o 7Aoo o o7

De combien de fagons peut-on descendre un
escalier de 6 marches, sachanl que 1'on des-
cend une, deux ou trois marches & la fois 7

l.a

Un drapeau est constitué de trois bandes hori-
zontales de trois couleurs différentes.

Combien de drapeaux différents peut-on
constituer si 'on dispose de cing couleurs dis-

tincles ?

1.b

Quatre couples sont réunis pour une soirée
dansante. Les quatre hommes invitent chacun

une femme & danser.
De combien de fagons peut se faire celte invi-

l.c

1.d

le

tation, sachant qu'aucun homme ne danse avec
son épouse ?

Procéder par comptage, puis 4 I'aide d"un arbre
de choix,

Combien peut-on former d’anagrammes du
mot ACCRA ? du mot BAOBAB 7

Dans un établissement scolaire, il y a 65 % de
filles et 45 % de gargons ; 12 % des gargons et
18 % des filles n'ont jamais redoublé une classe.
1. Quelle est la proportion des éléves n'ayant
jamais redoublé 7

2. Quelle est la proportion de filles parmi les
éléves n'ayant jamais redoublé ?
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t 3 déterminer le nombre d'élg
Résoudre un probléme de dénombrement consiste généralemen éments g
ensemble fini E. Ce nombre est appelé cardinal de J'ensemble E et noté Card (E). n

__92.1. Parties d'un ensemble

mammmm Ensemble des parties d'un ense

Reprenons les données de 1'exercice 3, §1.3. On pose : E=

i A chaque partie de I’ensemble E, il correspond une somm
i cette partie. ‘ . bleE. L ble d :

| Larbre précédent permet de déterminer toutes les parties de I'ensemble E. Liensemble des parties dg j
| est noté P(E). Il comprend :

* ]a partie vide @ ;

» les singletons {10}, {25}, (50, {100} ;

s les paires {10 ; 25}, (10 ; 50}, (10 ; 100}, {25 50}, (25 ;
» les parties & trois éléments (10 ; 25 ; 50), {10 25 ; 100
* I'ensemble E.

Ona:@(E) = [@; (10) ; [25) ; (50} ; (100] ; {10 ; 251 i (10 ; 50) ; (10 ; 100) ; (25 ; 50} ; [25 ; 100) ;

(50 ; 100} ; {10 ; 25 ; 50] ; (10 ; 25 ; 100} ; (10 ;505 100} ; {25 ; 50 ; 100] ; E|.
Le nombre d'éléments de @(E) est égal au nombre de branches de 1'arbre, c’est-a-dire 2°.
On a : Card (E) = 4 et Card (P(E)) = 24 = 16.

mble
(10 ; 25 ; 50 ; 100}.
e d’argent égale & la somme des éléments g,

100), {50 ; 100} ;
|, {10 : 50 ; 100), (25 ; 50 ; 100} ;

Exemple

Soit E l'ensemble telque:E=[a;b;cl;ona: Card (E) = 3.
PE)=(@; (a}; b} lc);la;b); la;cl;(b;c);la;b;cll; Card(P(E)) = 8.

pmmmmm Partition d'un ensemble

Soit E l'ensemble des éléves d’une classe de 45 éléves
parmi lesquels 8 sont &gés de 15 ans, 14 sont dgés de 16
ans, 18 sont agés de 17 ans et 5 sont dgés de 18 ans.

On désigne par A, B, C et D les ensembles des éléves
agés respectivement de 15 ans, 16 ans, 17 ans et 18 ans.

On remarque que :
e Jes ensembles A, B, C et D sont non vides ;
« les ensembles A, B, C et D sont disjoints deux a deux ;

e |a réunion des ensembles A, B, C et D est égale & 1'en- D
semble E. B (18 ans)
On dit que les ensembles A, B, C et D forment une parti- (16 ans)
tion de E.

Définition

' Des parties d'un ensemble E forment une partition de E si :
« elles sont non vides ;

« elles sont disjointes deux a deux ;

. « leur réunion est égale 4 E.
F Exemples

: Soit E l'ensemble tel que :E={a:b;c;d;e;f].

i « Les ensembles [al, (b; c; ], {d ; e] forment une partition de E

\ * Tonepusiden ) 1 8 504 6 Somnant e s etion)d i i o ensembles #

g sont

| .
|
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Propriete

i-sfﬂi' E un ensemble fini et EELEoy i, E, des ensembles formant une partition de E.
On a : Card(E) = Card(E,) + Card(E,) + Card(E,) + ... + Card(E,).

En effet, chaque élément de E appartient & un et un seul ensemble de la partition.

Exemples

* La figure ci-contre re
respeclifs 1, 2, 3, 4, 5,
On se propose de déterminer le nombre de couronnes de cette figure.
Toute couronne a pour largeur 1, 2, 3 ou 4.

Par exemple, la couronne hachurée a pour largeur 1, la couronne
colorée a pour largeur 2,

L'ensemble E des couronnes est donc la réunion des ensembles E,
E; E, et E, des couronnes de largeurs respectives 1, 2, 3 el 4.

Ces ensem lqs sont disjoints deux & deux car une méme couronne ne
peut pas avoir deux largeurs distinctes ; ils forment donc une parti-
tion de E.

Pour déterminer le nombre d'éléments de E, il suffit de calculer le
cardinal de chacun des ensembles E,, E,, E, et E,.

On a : Card (E) = Card(E,) + Card(E,) + Card(E,) 3 Card(E,) =4 +3+2+1 = 10.
* Soit E 'ensemble tel que : E=(1;2;3 ;4 ; 5). On se propose de déterminer combien de nombres on
peut former avec des chiffres deux a deux distincts choisis parmi les éléments de E.
On peut écrire des nombres de 1, 2, 3, 4, 5 chiffres.
On désigne respectivement par A, A,, A, A,, A; les ensembles (disjoints deux & deux) de ces nombres
et par A la réunion de ces cing ensembles. '
Ona: Card (A,)=5;Card (A,) =5x4 ; Card (A])=5x4x3;
Card (A,)) =5x4x3x2;Card (A;))=5x4x3%x2x1.

Donc: Card (A)=5 + 20+ 60 + 120 + 120 = 325,

présente 5 disques concentriques de rayons

! Pour résoudre un probléme de dénombrement, il peut étre utile d'effectuer une partition de
l'ensemble A dénombrer. Le cardinal de cet ensemble est alors la somme des cardinaux des
' ensembles de la partition.

On déduit de la propriété précédente les résultats suivants.

Conséquences ' 0 : ' :

+ Pour toute partie A d’'un ensemble fini E, on a : Card (A) + Card (E \ A) = Card (E).
» Pour toutes parties A et B d'un ensemble fini E, on a :
Card (A U B) = Card (A) + Card (B) - Card (A N B).

__92.9 Produit cartésien

mmme=m Introduction

Au cours d'un examen, un candidat doit choisir successivement deux sujets : un sujet de mathématiques
parmi trois el un sujet de physique parmi quatre.

De combien de fagons peult-il effectuer ce choix ?

On convient de noler m,, my,, My €t Py, Py Py Py les sujets proposés respectivement en mathématiques
et en physique. On pose : M = [m; m, ; myl et P = {py; p; i Py i Pyl

Un tableau a double entrée permet de représenter tous les choix possibles que le candidat peut effectuer,
chaque choix correspondant & un couple (m, p) telquem € Metp € P.
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}i.'eusamble de ces couples est appelé produit cartésien v—F . P Ps Py | P
es ensembles M et P et noté M x P, (m,, :
L'ensemble M x P contient 12 éléments. o ML 0 i Pa” my,p )
1l y a donc 12 choix possibles pour le candidat. my | (M. Py)] W0py) | (my, p) (m,,
On aurait pu également trouver ce résultat en utilisant my | (my, py)|(my, p,) (my, p,)| (m,, )
un arbre & deux niveaux. m, |(my p,)|(m,, p,) (m4. P3)| (m qu

Soit A et B deux ensembles.
On appelle produit cartésion de A par B 'ensemble des couples (a, b) tels que a € A eth e

Cet ensemble est noté AxB;onlit « A croix B ».

B en larques

* Cette définition s'étend & un nombre quelconque d'ensembles ; le produit cartésien des ens
E, E, ... E, est Pensemble noté E;xE,xE;x..xE,

* Le produit cartésien Ex E ... x E est noté EP.
p fois

* Les éléments du produit cartésien de deux ensembles sont appelés couples ; les éléments dy produit car.

tésien de trois ensembles sont appelés triplets ; les éléments du produit cartésien E; x E, x E;x..xE
sont appelés p-uplets. ’

embleg E,

Exemples

* Pour repérer une case sur un damier ou un échiquier, on utili-
se généralement un code.

Par exemple, « d5 » désigne la case située & I'intersection de la 4°
ligne et de la 5° colonne.

Cette notation utilise le produit cartésien E x F, ot E et F dési-
gnent les ensembles des lignes et colonnes dont les éléments sont
respectivement notés a, b, ¢, .., et 1, 2, 3, ...

Sur la figure ci-contre, on a placé cing pions en b7, e4, d5, ho et
i2.

* 2488 D § est 'immatriculation d'un véhicule ; cette immatricu-
lation est composée d'un nombre entier naturel non nul stricte-
ment inférieur & 10 000, suivi d'une lettre et d’'un nombre de 1 &
10 correspondant a chacune des régions administratives dy pays.
On désigne respectivement par A, B et C I'ensemb]
inférieurs & 10 000, I'ensemble des lettres de I'alphabet et I’
pris entre 1 et 10.

Toute immatriculation est associée & un élément de I'ensemble A x B x C.

mammmm  Propriété
Soit A et B deux ensembles ayant respectivement m et n éléments.

On peut représenter les éléments de I'ensemble A x B 3 l'aide d'un tableau a double entrée contenant ™
lignes et n colonnes.

On en déduit que l'ensemble A x B a m x n éléments,
On aurait pu également construire un arbre a n niveaux,
On en déduit la propriété suivante.

Propriete

chaque niveau étant constitué de m branches:

Pour tous ensembles finis A et B, on a : Card [;& x B) = Card (A) x Card (B).
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Remarques

On peut généraliser la propriété précédente a p ensembles.

* Pour tous ensembles finis E,, E,, E,, .., E, ,ona :

Card(E, x E, x Ey x ... x E ) = Card(E,) x (fard[EZJ x Card(Ey) % ... x Card(E_).

J

* Pour tout ensemble E & n éléments, on a : Card (E?) = nP.
Exemples
Reprenons les deux exemples précédents.

e Un damim: comporte 10 lignes et 10 colonnes ; le nombre de cases est : Card (E x F) = 10 x 10 = 100.
Pour un échiquier, on a 8 lignes et 8 colonnes, donc : Card(E x F) = 8 x 8 = 64.

s Le numl::re de véhicules qu’il sera possible d'immatriculer par ce procédé est égal au nombre d'éle-
ments de l’ensemble A x B xC. On a : Card(A x B x C) = 9 999 x 26 x 10.

ZV/AE XCTCICeS Brrro sz g o

2.0 Soit E I'ensemble tel que:E={1;2;a;b} Ecri- 2, Vérifier que : Card (M, U M;) = Card (M,] +
re I'ensemble P(E) et déterminer Card (% (E)). Card (M,) - Card (Mg).
2b seitEre ; . 2d on désigne par E;, E;, E, E; et E, les
E=l4; Bn.sgn.ﬂ;geitilsq.u.fé : 21). On désigne par ensembles d’éléments de R dont les resles
] ' ' i ' ' - Tvwisl i to, 1.
M, et M, les en-sembles d'éléments de E qui gﬂgseltﬂfi‘-'glgg&ﬂ 15:31;' ;EP;’-C ivemen
sonl respectivement multiples de 2 et de 3, 2 P 1 £t bles E.. E.. E.. E. at
1. Démontrer que M,, M, forment une partition Démontrer que les ensembles Ey, I, Ey, £,
de E S P E, forment une partition de I'ensemble M.
o EI} ;Sfﬂ d_ﬂ st 5oy r:ampiace K parlt “f; 2.e On lance un dé rouge et un dé vert, chacun
que:F=[4;8:9;10;12;15;16;18;21) d'eux ayant ses faces numérotées de 1 a 6.
Le résultat d'un lancer est le couple de
2.c  Soit E I'ensemble des nombres entiers naturels nombres apparaissant sur la face supérieure de

inférieurs a 50. On désigne par M,, M, et M;
les ensembles d'éléments de E qui sont respec-
tivement multiples de 2, de 3 et de 6.

chague dé.
1. Combien y a-1-il de résultats possibles ?
2. Combien y a-t-il de résultats pour lesquels la

somme des deux nombres est supérieure ou

épaled 97

1. Les ensembles M,, M, et M forment-ils une
partition de E 7

_p-uplets, arrangements, permutations
—3.1.. p-uplets d’un ensemble

pmmemmmm  Définition et propriété
Définition
Soit E un ensemble 4 n éléments et p un nombre entier naturel non nul.

On appelle p-uplet de E tout élément de I'ensemble E7.

Exemples

*(5;2),(8;8), (2;5) sont des couples de N*;

« (0,0,1), (1,1, 0), (0,0, 0) sont des triplets de 'ensemble (0 ; 1).

 (P,F, FF PPPPFP) est un 10-uplet de I'ensemble (P ; F} ; il correspond, par exemple, & un résul-
tat de 10 lancers consécutifs d’'une piéce de monnaie (pile ou face).

Propriété

Le nombre de p-uplets d’'un ensemble & n éléments est n”.
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En effet, d'apres les résultats du §2.2., on a : Card(E?) = (Card(E)P.
Exemples

* Soit E I'ensemble tel que : E = (1:2:3;4;5}) .
1l existe 5, c'est-a-dire {1125 nombres de trois chiffres, distincts ou non, écrits avec des élémey,
existe 5° nombres de six chiffres écrit avec des éléments de E.

* Une entreprise doit commander trois voitures pour trois personnes différentes. Pour chacup, des thi
cules, on a le choix entre six couleurs. De combien de fagons peut-on réaliser cette commangg ? .

Il y a autant de commandes possibles que de triplets de 'ensemble des 6 couleurs, donc : 67, Cest. g,
216 commandes, ¢

tS deE'.]l

mmmmmm Nombre d'applications d’un ensemble fini vers un ensemble fin;

Reprenons I'exercice précédent. On désigne respectivement par ¢, d, u les
centaines, dizaines, unités et par A l'ensemble (c; d ; u).

Tout nombre de trois chiffres écrits avec les 6léments de E correspond & une
application de I'ensemble A vers I’ensemble E.

Par exemple, le nombre 311 correspond 4 |'application ci-contre.
Réciproquement, a toute application de A vers E est associé un des
nombres cherchés,

Le nombre d’applications de A vers E est donc 5°.
Plus généralement, on admet la propriété suivante.
Propriété

'Le nombre d'applications d'un ensemble 4 p éléments vers un ensemble 4  éléments est
Exemple

On veut ranger 15 livres dans une bibliothéque comportant 3 étageres.
Il'y a 3'5, c'est-a-dire 14 348 907 fagons différentes d'effectuer ce rangement,

—3.2.. Arrangements

mmmmmm Définition et propriété

On reprend I'exercice du paragraphe précédent avec 'ensemble E tel que:E=(1;2;3;4;5 etum
contrainte supplémentaire : les trois chiffres composant les nombres cherchés sont deux a deux distincts.
On peut déterminer ces nombres & 'aide d’un arbre (81.3.).

Ainsi, il existe 5 x 4 x 3 nombres de trois chiffres deux 4 deux distincts,

Le triplet associé & chacun de ces nombres est appelé arrangement de trois éléments choisis parmi les
éléments de ’ensemble A.

Le nombre de ces arrangements est noté A3: on a : Al=5x4x3,
Deméme,ona:ﬁé-—-ﬁ,A%:Sxé.ﬁ§=5x4x3x2’Ag=5x4xaxlel

On ne peut pas construire de nombres de plus de 5 chiffres deux & deux distincts avec les éléments de
I’ensemble E.

Soit E un ensemble a n éléments et p un nombre entier naturel non nul tel que : p < n.
On appelle arrangement de p éléments de E tout p-uplet d'

Pour déterminer le nombre d'arrangements de p éléments
ser un arbre de choix & p niveaux :

il y a n choix possibles pour le 1% élément ;

il y a n — 1 choix possibles pour le 22 élément :

il y a n — 2 choix possibles pour le 3¢ élément -

éléments de E deux a deux distincts.

d'un ensemble E a n éléments, on peut utili
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il yan - (p-1) choix possibles pour le p® §lément.

On en déduit que le nombre d'arrangements de p élé : - - - 1).
Co nambre ést nots Ab g epélémentsdeEest:n(n—1)(n—-2) ... (n—-p+1)

Propriété

Le nombre d'arrangements de P €léments d'un ensemble E a n éléments, noté AP, est tel que :
rA'l:ﬂ n(n-1)(n-2)..(n~-p +1).

EEI‘I"IEI’QUES

* Le nombre de:fncteurs du produit nfn - 1)(n - 2) ... (n - p + 1) est égal a p. Par exemple, Aj, est le pro-
duit de 4 entiers consécuifs dont le plus grand est 10 : A%, = 10X 9% 8 x 7 = 5 040.
* Sip >n, il est impossible de trouver p éléments deux a deux distincts dans E,

Exemples

* Dix athlétes participent & une course. On appelle podium l'arrivée des trois premiers.
On se propose de déterminer le nombre de podiums possibles, en supposant qu'il n'y a pas d'ex ®quo.

Il'y a autant de podiums que d'arrangements de 3 athlétes pris parmi 10, c'est-a-dire Al ;ona:
A3, =10x9x 8 = 720,

* On veut calculer le nombre de fagons différentes de placer dix personnes sur 15 chaises numérotées
de 1 4 15, sachant que deux personnes ne peuvent occuper la méme chaise.

Chaque installation des 10 personnes correspond & un arrangement de 10 éléments de I’ensemble des 15
chaises. Il y a donc A]Y fagons différentes de placer les dix personnes ; on a : A2 = 10 897 286 400.

emmmmm Notation factorielle

* Pour tout nombre entier naturel n non nul, le produit 1 x 2 x 3 x ... x (n — 1) x n est appelé « factoriel-
le n » et est noté n!.

* Par convention : 0! = 1.

Exemples
il=1;
5l=1x2x3x4x%x5=120.

Propriété - 3 i :

* Soit n et p deux nombres entiers naturels non nuls telsque: p <n.Ona: Aﬁ ={_’£.!_}r
: n-p
+ Par convention ; A} = 1.

Démonstration

1% cas : p < n.
Ona:nl=nxn-1)xn-2)x.xn-p+1)x(n-p)x.x2x1

=APx(n—p)x..x2x1
= APx (n—p).

1
On en déduit que : AP = ["—’1'?]'.

2°cas :p=1.

AP=Ar=n!  (produit de n entiers consécutifs dont le plus grand est n)
n! n!

0 (n-p)
La convention A = 1 permet d'étendre la formule précédente & p = 0.
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mmmmmm  Nombre d'injections d’un ensemble fini vers un ensemble fin;

L'exemple introductif 4 la notion d’arrangement peut éga];’t;;l;t]em traité en utilisant les aPPh'cah-ﬁn
de I'ensemble |c ; d ; u) vers I'ensemble [1;2;3;4 ;5] [F J t 1 saaBiiiicn 8
Les nombres étant composés de chiffres deux a deux distincts, les app $ Correspondan i
injectives,

Donc, le nombre d'injections de I'ensemble {c ; d ; ul vers 'ensemble {123 ;4 ; 5) est A3,

Plus généralement, on admet la propriété suivante.

‘Le nombre d'injections d’un ensemble a p éléments vers un ensemble a n éléments est AP,

Remaraue

Il ne peut y avoir d'injections d’un ensemble fini E vers un ensemble fini F que si Card (E) < Card (p)

—3.3. Permutations

emmmmm Définition et propriété
|_Définition

. Soit E un ensemble & n éléments.

'On appelle permutation de E tout arrangement des n éléments de E.

On déduit du paragraphe précédent que le nombre de permutations de E est n!,
Propriété

Le nombre de permutations d'un ensemble a n éléments est n!.

Exemples

* On se propose de déterminer le nombre de fagons de disposer 5 drapeaux de 5 pays différents sur 5
méts prévus a cet effet.

[1'y a autant de fagons de placer les drapeaux que de permutations des 5 drapeaux donc 5!, c'est-a-dire
120 fagons.

* On appelle anagramme d'un mot tout mot formé avec le
ECAL sont des anagrammes de CALE).

Déterminons le nombre d'anagrammes du mot AFRIQUE.
Tout arrangement des 7 lettres distinctes formant le mot AFRIQU
1l en existe donc 7!, c'est-a-dire 5 040,

s lettres qui le composent (par exemple, LACE,

E est un anagramme de ce mot.

memmmm Nombre de bijections d’un ensemble fin;

vers un ensemble fini
Soit B I'ensemble des 68 places assises d’un bus et P un ensemble de n passagers de ce bus, deux per
sonnes ne pouvant occuper le méme sigge.

* si n < 68, tout embarquement correspond & une injection de P vers B ;
* si n = 68, tout embarquement correspond & une bijection de P vers B et, d’aprés ce qui précéde, d
te 68! fagons différentes de placer les 68 passagers dans le bus.

Plus généralement, soit E et F deux ensembles

: finis. On ne peut définir une bijection de E vers F que B
ces ensembles ont le méme nombre n d’sléme

nts ; le nombre de ces bijections est n!.
On en déduit la propriété suivante,

Propriété

'Le nombre de bijections d'un ensemble 4 n élérhants Vers un ensemble a n éléments est nl.
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Une bijection d'un ensemble E vers lui-méme est aussi appelée permutation de E.

Exemples

tIHu_it personnes participent a un repas : il existe 8! fagons différentes de placer ces convives autour
d'une table de 8 places numérotées de 1 2 8.

* Il existe 6! facons différentes de nommer les sommets d'un hexagone par les lettres A, B, C, D, E et F.

WE XeTCICeS Bzrrs s smmmmm o s o

3.0 Déterminer le nombre de fagons de ranger 5 a) Combien y a-t-il de positions de départ pos-
paires de chaussettes différentes dans 3 tiroirs, sibles ?
chaque tiroir recevant entre 0 et 5 paires de b) Combien y a-t-il de positions de départ pos-
chaussettes, sibles si I'un des athldtes ne prend pas le
départ 7
3b Un concours de beauté, qui rassemble 12 ) )
concurrentes, attribue un premier prix, un 3.d On considére un ensemble de 10 points dis-
second prix et un troisidme prix. tincts tels que 3 quelconques de ces points ne
a) Quel est le nombre de résultats possibles, sont pas alignés. .
sachant qu'il n'y a pas d'ex a&quo ? Combien peut-on définir de bipoints (A, B) o
b) Quel est le nombre de résultats possibles, A et B appartiennent a l'ensemble de ces 10
sachant qu'il y a deux premigres ex aequo 7 points 7
3.c  Six athldtes prennent le départ d'une course 3 3.e De combien de maniéres peut-on disposer

pied. Chacun d'eux prend au hasard un des six

6 drapeaux sur 6 mats ?

couloirs de la piste.

M— T e .
r : = 1

, Combinaisons. = RO

pzmmmm=m Introduction

Soit A 'ensemble tel que : A=1(1;2;3;4}.

On sait qu'il y a A? arrangements de deux éléments de A.

On se propose de construire ces arrangements a l'aide d'un arbre, en deux étapes :
¢ on détermine tous les sous-ensembles de deux éléments de A ;

¢ on détermine toutes les permutations de chacun de ces sous-ensembles.

P s S

(1,2} {1;3) {1;4) (2;3] {2;4) {3;4}

SAAN AN AR A4

(1;2) (1) (1;3) (3;1) (1;4) (41) (23) (3;2) (24) (42) (34) (4;3)

Sous-ensembles
de deux éléments de A

Arrangements
de deux éléments de A

Chaque sous-ensemble de deux gléments de A est appelé combinaison de deux éléments de A. On
désigne par C? le nombre de ces combinaisons.
Chaque combinaison de deux éléments permet de construire 2! permutations, donc 2! arrangements de

deux éléments de A. -

On obtient ainsi tous les arrangements de deux ezlements de A.
A

On en déduit : AZ = C%x2!;donc,ona: Ci :—2-':.
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mummmm Définition et propriétés
. tier naturel tels que : p <n.

|
i nombre en _
i! Soit E un ensemble a n éléments et p un | o e iRl
l On appelle combinaison de p éléments de E tout sous
|

I Jegl
| Pour la méme raison que pour les arrangements, une co
' ments ne peut exister que si p <.

I I REII!Q.I’SHE binaison de p éléments d'un ensemblp dn gy
e.
|

ensemble  n éléments, noté CZ, est tel que :

|
4!

I Propriété 1
i Le nombre de combinaisons de p éléments d'un

p n!

T

Pour constituer un arrangement de p éléments d'un ensemble E 4 n éléments, on peut procéder en deyy

étapes :
e choisir un sous-ensemble de p éléments de E;

': -" » faire une permutation de ces p éléments.
1l y a CP fagons de choisir un ensemble & p éléments de E et p! facons de les permuter .

| Le nombre d'arrangements de p éléments de E est donc : AP = CF pl.

| P |
On en déduit que : C = éﬂ. i

ol = plln-pit
Remargue

[ Soit E un ensemble a n éléments :

|
I Démonstration
|
f

» il y a une seule partie a 0 élément de E, c'est I'ensemble vide ; donc : G} =1 ;
¢ il y a une seule partie a n éléments de E, c’est I'ensemble E Iui-méme ; donc : G =1 ;
= il y a n singletons inclus dans E ; donc : G, = n.

I
! Exemples

| * On désire sélectionner 6 jousurs parmi les 15 membres d'un club pour constituer une équipe de vol-
E

ley-ball. Déterminons le nombre de sélections différentes que I'on peut former.
l Chaque sélection est un sous-ensemble 2 6 éléments de I'ensemble des 15 membres du club, c'est-a-dire
une combinaison de 6 joueurs pris parmi 15. Le nombre de sélections possibles est donc :
| Al 15! 15% 14 x 13X 12x 11 x 10
! Ck = = = =5 005.
6! 6! x 9! 1Xx2x3x4%x5%x6
-i' * On procéde au tirage d'une tombola. Il y a 5 lots identiques a gagner et 150 billets ont été vendus.
. | Déterminons le nombre de tirages différents des 5 billets gagnants,
i Chaque tirage gagnant est un sous-ensemble & 5 6léments de I'ensemble des 150 billets. Le nombre de
H ||. tirages gagnants différents est donc :
| | Al 150! 150 x 149 x 148 x 147 x 146

| . S - =
Rt Chso = —, T TR = 591 600 030.

| I
it Propriété 2
Soit n et p deux nombres entiers naturels tels que ; pP=n. .

*Ona:CiP=CL
*Sideplus0O<p<n,alorsona: C;;:}+C£_l=(;§_
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Démonstration

* Si une partie d'un ensemble E @ n éléments contient p éléments, son complémentaire dans E en
contient n — p. Il'y a autant de parties a p 6léments que de complémentaires de ces parties dans E.

On en déduit que : Cr-r = Cp,

* Soit E un ensemble A n éléments, @ un élément de E et P 'ensemble des parties de E & p éléments.

On effe-'c:tue une partition de P en deux sous-ensembles P, etP, tels que:
P, est ensemble des parties de E ne contenant pas a, ¢’est-a-dire dont les p éléments sont choisis parmi

n—1éléments de E ;
g est 'ensemble des parties de E contenant a, c'est-a-dire dont p — 1 éléments sont choisis parmi n — 1

lzérnents de E.
Ona:Card(P) = Cf, Card(P,) = CP_, et Card(P,) = CP-L.
On a également : Card(P 1) + Card(P,) = Card(P). On en déduit que : Crl+CR,=Ch

memmmm Formule du bindme

Soit a et b deux nombres réels.

On sait que : (a + b)? = a® + 2ab + b? et (a+b)? = a3 + 3a%b + 3ab? + b°.

On se propose de développer et réduire (a + b)" pour tout nombre entier naturel n.
Ona:(a+b)*=(a+b)la+b)..la+bh).

o

n facteurs
Tout terme du développement de ce produit est obtenu en choisissant @ ou b dans chacun des facteurs

égaux a (a + b) et en faisant leur produit.

Soit p un nombre entier naturel tel que : p < n.
* Si on choisit b dans p facteurs, on choisit a dans n — p facteurs et on obtient le terme a™ 7.

* Il y a C? fagons de choisir p facteurs parmi les n facteurs égaux a (a + b),
Donc, dans le développement de {a + b)", il y a CF termes égaux a a™7b?,
On en déduit que : (@ + b)™ = Cla™ + Cla™ b + C2a™%b? + ... + CRa"PHP + ... + Ci'alb™ + CRL™,

Cette formule est appelée formule du binéme de Newton.
Soit a et b deux nombres réels et n un nombre entier naturel non nul. On a:
(@ + b)" = COa” + Cla"1p! + C2a™2b? + ... + CPa™PbP + ... Ci~"a’b™" + CRb".

n
On peut également utiliser la notation X : (a + b)" = X Cla"Pb?.
Exemples

¢ (a + b)? = Cla® + Cla?h + Cab? + C3b* = a® + 3a®b + 3ab® + b*;
e (a + b)4 = Cla* + Cla’b + C2a®h? + Cjab® + C{b* = a* + 4a’b + 6a%b? + 4ab® + b*.

Pl'12 3 45 6 78

smammm Triangle de Pascal <
La propriété 2 ci-dessus et les égalités Gl == ==
permettent de calculer de proche en pr?che les
valeurs de C2. On utilise la diposition ci-conlre,
appelée « triangle de Pascal ».
Ch o+ Gt
o
C

1
1 2 1

1
4 4 1

1
1

1 5 1010 5 1]
1 6 1582015 6 1
1
1

7 21 35 71
B 28 56 70 28 8 1

Dénombrement 217

Ce tableau permet égalelﬁent de retrouver les coef-
ficients de la formule du binome.

On a, par exemple :
(@ + b)® = [T]a’ + 5a’b + [10]a®h* + 10]a?h’ + [5]ab? + [1]B5.

I m o~ s w o -

oCannea py Lamoscanner




-

I
|
i
i mE XETCICeSs B fAaGrs s F 7P T s ...,

i 4.0 1. De combien de manibres peut-on choisir 3 4.c  Quarante athlétes, dont quinze filles, ¢
! paires de chaussettes dans un lot de 10 paires 2?1]8.5 tionnés pour une COMpétitioy " Pig.
I o différentes ? oislr, parmi Ces athldtes, une g Uips 1 ol
: l 2. Pour voyager, un homme choisit 3 paires de fﬂﬂlhﬂl_lﬂufs et 5 hﬂﬁkatleuses. Cumhi;:f e 1,
{ chaussettes parmi les 10 paires qu'il possede et de: chioi pogsibies ! Yaig
I 2 paires de chaussures parmi les 6 paires qi}'ﬂ
f posséde. De combien de manieres peut-il faire 4.d On considére un ensemble de 10 pa:
| '!;.' ce choix ? deux distincts situés sur up mﬁm‘;"‘“‘s dewy ;
. | . Combien pel::t—Dn tracer de dmitezir;ie'
{ :|| 4.b On veut élire un comité de quatre membres 2 de ces_lﬂ points 7 me"ﬂﬁt
i parmi les 45 élves d'une classe. 2. Combien peut-on tracer de triangles
I 1. Quel est le nombre de résultats possibles 7 chaque sommel est I'un de ces 19 Pointg ?dnm
" R:I 2. Quel est le nombre de comités contenant B: Caimblen pent-an; tesvkr o quadrilaty
i“ exactement 2 filles, sachant qu’il y a 25 filles nrqlsés?dnnt chaque sommet g5y un dq mélf;n
I dans celte classe ? points ! 0
I 3. Quel est le nombre de comilés contenant au
| moins 1 fille ?

e ————

‘dénombrement

Dans les problémes de dénombrement on a utilisé le comptage, les diagrammes, les arbres.

On a également utilisé trois outils fondamentaux : p-uplet, arrangement, combinaison. 11 est donc néces.
saire de connaitre les caractéristiques de ces notions et de préciser leurs domaines d'utilisation,
Comme on le verra dans ce qui suit, chacune de ces notions peut étre modélisée par une situation ren-
i contrée fréquemment dans les problémes de dénombrement : les tirages de p boules dans une urne qui
I

|

|

) 2.1, Principes de dénombrement

en contient n.

| memmmm Tirages de boules dans une urne
: Une urne contient 12 boules numérotées de 1 412, On tire 3 boules de cette urne,
|

Calculer le nombre de tirages distincts dans les trois cas suivants :

| a) les boules sont tirées I'une aprés I'autre en remettant chaque fois la boule tirée dans I'urne ;
| b) les boules sont tirées I'une aprés l'autre sans les remettre dans l'urne :

c¢) les trois boules sont tirées simultanément, :

Solution
Soit U I'ensemble des 12 boules contenues dans I'urne.
a) On tire 3 boules de cette urne, 'ine aprés I'autre en remettant chaque fois la boule tirée dans I'ume:

|. une telle manipulation est appelée « tirages successifs avec remise »
| Les boules sont ordonnées puisqu'on les tire I'une aprés |

autre ; elles ne sont pas nécessairement dis
aque tirage.

|

: tinctes puisqu'on remet la boule tirée dans 'urne apres ch
{| On doit donc dénombrer des triplets.
1]

Le nombre de tirages distincts est gal au nombre de triplets de U, c’est-a-dire 123

i On a donc : 123, c’est-a-dire 1 728 tirages distincts, ' N
I b} On tire 3 boules de I'urne, I'une aprés 'autre

' appelée « tirages successifs sans remise ».

Les boules sont ordonnées puisqu'on les tire |'une aprés |

pas la boule tirée dans l'urne aprés chaque tirage.

On doit donc dénombrer des arrangements,

; ion est
sans les remettre dans l'urne : une telle manipulation

' el
autre ; elles sont distinctes puisqu'on ¢ rer?
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Le nomb:e de tirages distincts est égal au nombre d’arrangements de 3 éléments de U, c’est-a-dire Ad,.
Ona:Aj,=12x11x10=1 320 tirages distincts,

c) On tire simullanément 3 boules de 1'urne : une telle manipulation est appelée «tirage simultané ».

Les boules ne sont pas ordonnées et isli i ire si
| elles sant distinctes puisqu’on les tire simultanément
On doit donc dénombrer des combinaisons, EE '

Le nombre de tirages distincts est égal au nombre de combinaisons de 3 éléments de U, c’est-a-dire C3,,.
12 x 11 x 10

Oaaitae s
H 3x2x1 42D,

Dp peut récapituler ces différents tirages de boules et leur dénombrement par le tableau suivant, ot E
désigne un ensemble & n éléments.

Modélisation Les p éléments Les p éléments Outil Nombre
sont ordonnés sont distincts de tirages
Tirages successifs .
avec remise ot non p-uplet de E n?
Tirages successifs . Arrangement de
S4ns renmisd ot ax | péléments de E AR
Tirages simultanés non Gai Combinaison de cr
n

p éléments de E

mmmm== Principes de la somme et du produit

1. Une urne contient 12 boules numérotées de 1 4 12 dont 3 sont rouges, 4 vertes et 5 blanches. On
tire, successivement et avec remise, 3 boules de cette urne.

Calculer le nombre de tirages distincts dans les deux cas suivants :

a) les trois boules tirées sont de la méme couleur :

b) la premiére et la troisiéme boules tirées sont vertes.

Solution

Soit U I'ensemble des 12 boules contenues dans I'urne ; on désigne par R, V et B les parties de U conte-
nant respectivement les boules rouges, vertes et blanches.
On sait que le nombre total de tirages distincts est 129,

a) Les trois boules tirées peuvent étre, soit rouges, soit vertes, soit blanches.
Les ensembles de tirages correspondant i ces trois cas forment une partition de I'ensemble des tirages

cherchés.
L'ensemble des tirages de trois boules rouges est I'ensemble des triplets de R ; de méme les ensembles des

tirages de trois boules vertes et blanches sont respectivement les ensembles des triplets de V et de B. :
Le nombre de tirages distincts de trois boules de méme couleur est donc : 33 + 42 + 53, c’est-a-dire 216.

b) La premiére et la troisieme boules constituent un couple de V, c’est-d-dire un élément de V2 ; la

deuxiéme boule est un élément de U.
L'ensemble des tirages cherchés est done le produit cartésien V2 x U.

On a : Card (V2) = 4% et Card (U) = 12.
Le nombre de tirages distincts dans lesquels la premiére et la troisieme boules sont vertes est donc :
4% x 12, c’est-a-dire 192,

Pour dénombrer un ensemble E, on peut utiliser I'un des deux principes suivants.
e Principe de la somme

On définit une partition de E par des ensembles E,, E,, ..., E,.

On a alors : Card(E) = Card(E,) + Card(E,) + ... + Card{EP}.

e Principe du produit

On décompose |'ensemble E en un produit cartésien d’ensembles E,, E,, ..., E,
On a alors : Card(E) = Card(E,) x Card(E,) x ... X Ca.rd(Ep].
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2. Une urne contient 3 boules rouges, 4 vertes et 5 blx'linchez;s():u:::‘:ni;'?““a“emmt 3 boules ¢,
urne. Calculer le nombre de tirages distincts dans les deux

a) une des boules au moins est blanche ; ]
b) il y a au plus deux couleurs distinctes dans le tirage.

Ce“E

Solution : .
Soit U I'ensemble des 12 boules contenues dans 'urne ; on désigne par R, V et B les parties g, U con
nant respectivement les boules rouges, vertes et blanc;hesr

On sait que le nombre total de tirages distincts est G, . .

a) Soit E I'ensemble des tirages distincts et A l'ensemble des tirages c:orllﬁenint AU moins yp, boy]
blanche. Nous allons décrire deux méthodes de dénumbrementddel I'ensem e; d. ;

. ' on peut utiliser les principes de la somme et du produit,
011:0;;5?;;1&0?:]:;:0{522:1?1zaﬂr'Ai,Pﬁz et A, les ensembles de tirages contenant exactemep 1 boy,
blanche, 2 boules blanches et 3 boules blanches.

Les ensembles A, A, et A, forment une partition de A. o .

Ona: Card(A,) = C} x G} ; Card(A,) = C; x Cj ; Card(A) = Cf  (principe du produit),

On en déduit : Card(A) = Card(A,) + Card(A,) + Card(A,) (principe de la somme).

Donc, le nombre de tirages contenant au moins une boule blanche est : Cf x Cf + CZ x CI + CY, cresty.
dire 185.

On dit quon a procédé par « disjonction des cas ».

* On peut également dénombrer l'ensemble des tirages ne contenant pas de boule blanche, 'est-3.

I'ensemble complémentaire de A dans E, ou E \ A.
Les tirages de cet ensemble sont des combinaisons de 3 éléments de U \ B (boules TOUEES OU Vertes)
Ona:Card (U\ B)=7; donc: Card (E\ A) = C2, ;

Le nombre de tirages contenant au moins une boule blanche est donc : Ci,— C3, c’est-a-dire 185.

b) On utilisera seulement la deuxidme méthode. Soit B I'ensemble des tirages contenant ay plus deuy
couleurs,

L'ensemble complémentaire de B dans E, ou E \ B, est 'ensemble des tirages tricolores.
Ona:Card (E\B)=C}xCl x C3 (principe du produit).

Le nombre de tirages contenant au plus deux couleurs est donc : Ci,— Cl xCl x CL, c'est-a-dire 160.

te.

dire

[ = ———n o e e — -

' Pour dénombrer un ensemble A défini 3 l'aide des locutions « au moins » ou « au plus #, on
| peut: ;

. ® procéder par disjonction des cas et utiliser le principe de la somme ;

| * dénombrer le complémentaire de A dans un ensemble E connu et utiliser I'égalité :
| Gard (A) = Card (E) — Card (E \ A).

[
|

—9.2.. Travaux dirigés

ENEEESE Un jeu de 32 cartes est constitué de 4 « coulen
Trefle (%) contenant chacune I'As, le Roi, Ia Dame, le Valet
On tire simultanément 5 cartes de ce jeu.

Calculer le nombre de tirages distincts
a) les 5 cartes sont quelconques ;

b) il y a exactement 2 As parmi les 5 cartes ;
¢) il y a au moins 1 As parmi les 5 cartes :
d) les 5 cartes sont de la méme « couleur »,

rs » Pique (4), Ceeur (¥), Carreau (¢),
le10,1e9,1e 8 et le 7.

dans les cas suivants :

Solution

Les cartes sonl tirées simultanément, elles

sont dope non or :
On a des tirages simultanés et on doit dg données et distinctes.

nc utiliser des combinaisons,
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a) Le nombre de combinaisons de 5 éléments d'un ensemble & 32 éléments est cs.,

Le nombre de tirages distincts de 5 cartes quelconques est donc : C§,, c’est-a-dire 201 376.
b) Chaque lirage peut étre re
de deux As, parmi les 4, et |
tantes.

Le nombre de tirages de 5 cartes conten
Ona:CixCj;=6x3276 =19 656,

présenté par un couple dont le premier élément est 'ensemble des tirages
e second est l'ensemble des tirages des trois autres cartes, parmi les 28 res-

ant exactement 2 As est donc : CZ x C3 (principe du produit ).

c) Soit E I'ensemble des tirages de 5 cartes quelconques et A l'ensemble de tirages de 5 cartes contenant
au moins un As. On utilise le complémentaire de A dans E.

E \ A est 'ensemble des tirages ne contenant pas d'As, donc : Card (E\ A} = C3,.
On en déduit que : Card(A) = Card(E) — Card(E \ A) = C3, - C3,.

Le nombre de tirages de 5 cartes contenant au moins un As est donc : C3, = Cis.
Ona: C3, - C}; = 201 376 — 98 280 = 103 096.

d) Les 5 cartes peuvent étre soit 5 Piques, soit 5 Cceurs, soit 5 Carreaux, soit 5 Tréfles.
{..e nombre de tirages de 5 cartes parmi les 8 Piques est CJ. Il en est de méme pour les trois autres cou-
e1rs.

Le nombre de tirages de 5 cartes de la méme couleur est donc : Cj + Cj + C§ + C§ (principe de la somme).
Ona:C§+Cj+C;+C3 =56+ 56+ 56 + 56 = 224,

WE XCTCICOS Brss o r st s

5.a  On tire simultanément 5 cartes dans un jeu de 5.c  Un sac contient 26 jetons représentant les 26

32 cartes. Déterminer le nombre de tirages lettres de I'alphabet, dont 20 consonnes el 6
contenant : voyelles.

a) exactement 1 paire, c’est-a-dire 2 cartes de 1.On tire simultanément 5 jetons du sac.
méme hauteur (par exemple 2 As) ; Déterminer le nombre de tirages distincts :

b) deux « paires » (par exemple 2 Rois et 2 a) contenanl exactement 2 voyelles ;

Dames) ; b) contenant au moins 1 voyelle.

c) un « brelan », c'est-3-dire 3 cartes de méme 2. On tire successivernent 5 jetons, avec remi-
hauteur (par exemple 3 Dix) ; se. Déterminer le nombre de tirages distincts :
d) un « carré », c'est-A-dire 4 cartes de méme o) contenant exactement 2 voyelles ;

hauteur (par exemple, 4 As) ; b) contenant au moins 1 voyelle ;

e} un « full », c'est-a-dire un brelan et un carré ¢) contenant au moins 2 lettres identiques.

(par exemple, 3 Huit et 4 Dames).
5d  Au cours dun championnat, une équipe de

5.b On lance 10 fois de suite une piéce de monnaie football joue 10 matches. Pour chacun de ces
et on note les résultats de chaque lancer : « pile » matches, 'équipe marque respectivement 3, 1
ou « face ». ou 0 point suivant le score du match.

a) Combien y a-1-il de résultats possibles ? ~On appelle « résultat » & l'issue des 10
b) Soit n un nombre entier naturel tel que malches, tout 10-uplet d'éléments de l'en-
n € [0 : 10] ; déterminer, en fonction de n, le semble {3 ;1;0).

nombre de résultats contenant exactement n 1. Déterminer le nombre de résultats possibles.
fois «pile ». 2. Déterminer le nombre de résultats corres-
¢} Combien y a-t-il de résultats conlenant au pondant :

moins 3 fois « pile » 7 a) & un total de 15 points ;

b) & un total inférieur ou égal a 25 points ;
¢} & un total strictement supérieur 4 3 points.
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Exercices

APPRENTISSAGE '

Partition d'un ensemble,
produit cartésien

1 A et B sont deux ensembles finis tels que :
Card (A) = 7, Card (B) = 9 et Card (A U B) = 10.
Calculer Card (A N B).

2 On désigne par R, C et L les ensembles respec-
tifs des rectangles, des carrés et des losanges du plan,
Démontrer que R, C et L ne forment pas une partition de
I'ensemble P des parallélogrammes du plan.

3 SoitE=(a;b: g
1. Combien existe-t-il de partitions de E 7
2. Méme question avec : F={a;b:c: d].

B Soit E 'ensemble des nombres entiers naturels
compris entre 1 et 100.
On désigne par Ey E,, ... E, les sous-ensembles des él6-
ments de E dont le chiffre des unités est respectivement
0,1, ..,9.

Démontrer que les ensembles Ey Ey, ooy E, forment une
partition de E.

5 Soit E l'ensemble des nombres entiers naturels
compris entre 2 el 100.
On désigne par E;, E,, E,, E; les sous-ensembles des
éléments de E multiples respectivement de 2, 3, 5, 7 el
par P I'ensemble des nombres premiers de E.
1. Démontrer que : P=E \ (E,UE,UE. U E.).

2. Les ensembles P, E,, E,, E,, E, forment-ils une parti-
tionde E ?

6 A, B et C sont trois ensembles finis tols que :
Card (A) # 1, Card (AxB) = 18 et Card [AxC) = 15.
Déterminer Card (A), Card (B) et Card (C).

7 Pour chaque éléve d'un lycée, l'infirmibre rem-
plit une fiche dans laquelle, elle note le sexe, l'age et lo
groupe sanguin de ]'élave.

Déterminer le nombre maximum de fiches distinctes
sachant que tous les éléves ont un age compris entre 11
et 18 ans et qu'il existe 8 groupes sanguins.

8 Dans un pays, le service d'immatriculation
attribue & chaque véhicule automobile un numéro
minéralogique composé d'un nombre compris entre 1
et 9 999 suivi d'un groupe d’une ou deux lettres, diffs-
rentes de O et I,

Combien de véhicules peut-on immatriculer dans ce
pays ?

9 Une marque d'automcbiles
A, B, C, D de véhicules lels que :

* les modeles A et B se font en deux carros
ne el coupé ;

Propose 4 modales

series, berli-
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» les modeles C et D se font en berline,
et ulilitaire ;

Coupg
+» chaque voiture esl vendue en 5 colorig,

' Fﬂ}]rinhﬂ

1. Combien de choix s'offrent & un cligpy désirant
ter une voiture de cetle marque ?

2, Calculer le nombre de choix sachant
a) le client désire une berline :

b) une seule couleur plait au client

¢) le client désire un coupé ou un cabriolet.

dchg,
Jue ;

p-uplets, arrangements,
permutations

10 Déterminer le nombre d'¢
ensemble E dans les cas suivants -
a) le nombre de couples de E est 56 :
b) le nombre de triplets de E est 120.

léments d'up,

11 Le chef d'un village dispose de trojg
différents. Dix villageois seulement
ou l'autre de ces masques.

Calculer le nombre de répartitions possibles.

masques
Peuvent porter 'yg

12 Une compagnie aérienne dessert un réseau de
villes. Chacune des villes du réseau est relige & chacu-
ne des autres villes par deux vols : un aller et un retour,
Sachant que le nombre de vols de cett
7 482, quel est le nombre de villes des
compagnie ?

e compagnie est
servies par cetle

13 1. Dans un championnat de football, chacune
des 16 équipes doit rencontrer dans un match aller el
dans un match retour toutes les autres équipes.
Calculer le nombre total de matchs de ce championnat.
2. Pour réduire le nombre de matchs, les 16 équipes
sont réparties en 4 poules de 4 équipes ; le vainqueur
de chaque poule participe & une poule finale. .
Sachant qu’a I'intérieur de chaque poule, chaque équi-
Pe rencontre les 3 autres dans un match aller et dans un
match retour, calculer alors le nombre total de matchs.

14 Calculer le nombre de fagons de disu-ibuffr
trois cahiers différents a trois enfants dans les cas suv-
vants :

a) chaque enfant recoit un cahier ;

) chaque enfant peut recevoir 0, 1, 2 ou 3 cahiers,

15 1. De combien de fagons peut-on placer 51X
convives autour d'une table dont les sigges sont nume
rotésde 1467 i
2. De combien de fagons peut-on placer les Cumrw:;
sachant qu'il y a trojs hommes et trois femmes el g
l'on alterne hommes et femmes ?

16 On dispose de sept plaquettes numérolees de

bre
147 On range ces plaquettes pour former un nom
de 7 chiffres.



1. Calculer le nombre total de cas possibles.

2. Calculer le nombre total de cas possibles sachant que :
a) le nombre obtenu est impair ;

b} le nombre obtenu est divisible par 4,

Combinaisons

17 Quinze personnes se rencontrent. Chacune
d'elles serre la main 4 chacune des autres.
Quel est le nombre total de poignées de mains échangées 7

18 On considere six points deux & deux distincts
situés sur un méme cercle,
Combien peut-on construire de polygones non croisés
dont chacun des sommets est 'un de ces six points ?

19 Dix questions, numérotées de 1 4 10, sont pro-
posées a un candidat.
1. Caleuler le nombre de fagons de choisir 3 questions
parmi les 10,
2. Calculer le nombre de fagons de choisir 3 questions,
dont la question 1, parmi les 10,

20 Un jury est composé de six membres pris dans
une liste comportant dix hommes et sept femmes.
Combien peut-on former de jurys comprenant :

a) seulement des hommes ?
b) quatre hommes et deux femmes ?
c)au plus deux femmes 7

21 On choisit 5 cartes dans un jeu de 32 cartes.
1. Calculer le nombre de choix possibles.
2, Calculer le nombre de choix possibles sachant que :
¢} le tirage contient 3 Coeurs et 2 Piques ;
b) le tirage contient les quatre couleurs ;
¢) le tirage contient au moins 1 Coeur.

22 On considére un jeu de 32 cartes.
On tire simultanément B cartes de ce jen.
Combien y a-t-il de tirages contenan! :
a) exactement 3 As ?

b)au moins 3 As 7
c] exactemen! 3 As et deux Coeurs ?

23 Un magazine propose, pour un sondage, une
liste de quinze chanteurs, numérotés de 1 a 15,
On demande au lecteur d'entourer les noms de ses trois

chanleurs préférés. _
1. Combien y a-t-i! de choix possibles ?
2. Combien y a-t-il de choix contenant le chanteur

numéro 1 7
3. Combien y a-1-il de choix ne contenant que des chan-

teurs de numéros pairs 7

APPROFONDISSEMENT

24 Démontrer que pour fous nombres entiers

naturels netptelsque0 <p<n,ona:
Ca+G, =08

25 Un professeur corrige un devoir des 50 éléves
de sa classe. Les notes sont entitres et comprises entre
0 et 20.

Calculer le nombre de notations possibles dans les cas
suivanls :

a] tous les éléves ont la moyenne ;

bJ 20 élaves ont la moyenne ;

c] 8 éléves ont obtenu une note comprise entre 0 et 5.

26 Déterminer le nombre de mots formés de 5
lettres choisies parmi les 26 lettres de I'alphabet (6
voyelles el 20 consonnes) dans les cas suivants :
aj les 5 lettres sont quelconques ;

b) les 5 lettres sont deux & deux distinctes ;

c) les 5 lettres sonl deux & deux distinctes et le mot
contient 2 voyelles ;

d) le mot conlient au moins une voyelle.

27 un parking contient 20 places de voitures
numérotées de 1 @ 10 (rangée A) et de 11 4 20 (rangée B).
1. De combien de manidres peut-on garer 20 voitures
dans ce parking ?

2. Calculer le nombre de fagons de garer 10 voitures
dans chacun des cas suivants :

aj les 10 voilures occupent la méme rangée ;

b] 6 voitures exactement occupent la rangée A ;

¢} il ¥ a au meins 1 voiture dans la rangée A.

28 Pour répondre 4 un sondage, on doil classer 5
chanteurs pris dans une liste de 20. Parmi les 20 chan-
teurs, il y a 12 hommes, 8 femmes et 6 étrangers dont
2 fermmes.

1. Caleuler le nombre de classements possibles.

2. Calculer le nombre de classements sachant que :

a) 2 femmes occupent les deux premigres places, sui-
vies de 3 hommes !

b} on a choisi exactement 2 femmes ;

¢) il y a au moins au moins deux femmes choisies.

3. Calculer le nombre de classements contenant au
moins un étranger,

4. Calculer Ie nombre de classements contenant exacte-
ment un étranger et deux femmes.

29 Une urne contient 10 boules numérotées de 0
4 9. On tire quatre boules de cette urne.
1. Combien peut-on oblenir de nombres distincts de
quatre chilfres (dont le premier est non nul) dans cha-
cun des cas suivants :
a) les 4 boules sont tirées successivement el sans remi-
se?
b} les 4 boules sont lirées successivement avec remise.
2. On tire simultanément quatre boules.
a) Combien de tirages différents peut-on réaliser 7
b} Avec chacun des tirages, combien de nombres de
quaire chiffres peut-on former ?
Retrouver le résultat de la question 1.a).

30 Un pére de famille achéte dix cadeaux dis-
tincts qu'il distribue & ses trois enfants,
1. Calculer le nombre total de répartitions possibles de
ces cadeaux entre les trois enfants.
2. Calculer le nombre de répartitions possibles sachant
qu'aucun enfant ne recoit plus de quatre cadeaux.
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31 0n lance 3 dés de couleurs différentes dont
les faces sont numérotées de 1 4 6 et on sintéresse au
nombre qui apparait sur la face supérieure de chacun
d'eux.

1. Déterminer le nombre de résultats possibles ?

2. Déterminer le nombre de résultats comportant :

a) un seul six ;

b} au moins un six :

¢ au moins un as et au moins un six.

3. Déterminer le nombre de résultats tels que la somme
des nombres est égale 4 13,

321.S0itE=(a;b;c)etF = (a'; b). Déterminer
toules les applications surjectives de E vers F.
2. E et F sont des ensembles finis ayant respectivement
n el n—1éléments (n>2),
a) Soit f une surjection de E vers F. Démontrer qu'il
existe un élément a' de F ayant deux antécédents dis-
tincts a et b par f et que tous les autres éléments de F
ont un seul antécédent dans E, différent deaeth.
b] Déterminer, en fonction de n, le nombre de surjec-
tions de E vers F.

33 on place 5 pions blancs et 5 pions noirs sur 10
cases deux & deux distinctes d’'un échiquier de 64 cases,
1. Combien y a-t-il de configurations possibles 7
2. Calculer le nombre de configurations sachant que :
a) les pions noirs sant tous sur une méme ligne ;

b) les pions d'une méme couleur sont tous sur une
méme ligne ;

c] les pions noirs sont sur une méme ligne et les pions
blancs sur une méme colonne.

34 Onlance n fois de suite une pidce de monnaie
dont les cotés sont notés P (pile) et F (face). On appelle
résultat de cette épreuve tout n-uplet d’éléments de
l'ensemble [P ; F) et on désigne par np et n les nombres
de fois ot apparaissent respectivement les cOtés P et
au cours des n lancers,

1. On suppose n = 10,

a) Déterminer le nombre de résultats distinets 4 l'issue
de ces 10 lancers.

b) Déterminer le nombre de résullats tels que :
"‘HF=HF H 'HF}‘HF.

2. On suppose n quelconque.

Déterminer, en fonction de n ;

a) le nombre de résultats distincts ;

b) le nombre de résultats tels que : np = n,

(On distinguera deux cas : n pair el n impair.)

35 D'aprés Les jeux de cauris (S. Doumbia et
J.-C. Pil, Editions MESCA).
Le cauris est un coquillage marin présentant deux
cotés : I'un bombé que 'on symbolisera par + el l'autre
fendu que I'on symbolisera par -,
Le Tcha-Tcha Djirokeme est un jeu pratiqué au Bénin.
Chacun a son tour, les joueurs lancent simultanément 4
cauris trois fois de suite. Le gagnant est le Ppremier qui
obtient chague fois, lors des trois lancers successifs,
I'une des configurations suivantes :

++++ 00U ++-— on

1. On lance une fois les 4 cauris,
a) Quel est le nombre de configurations possibles 7
b) Quel est le nombre de configurations gagnantes ?

224 Dénombrement
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2. Quel est le nombre de résultatg POssibleg |
lance trois fois de suite les 4 caurjs 7 sy,
3. Quel est le nombre de résultats 5
dans le Tcha-Tcha Djirokeme 7

I
PPortan ), Victy
ing

éhé (Cote d'Ivoi :

Ch oyt D:séd{e un t:; de pote cBion de Man)

ague joueur po ! € pois d'ung o
leur et en met un certain nombre (entre 1 4 ey,
un verre. Il y a une couleur par joueyr, oy, . ) dap
verre sur une calebasse comportant 5 it sDersa I
son centre oll peut se loger un pois et yy saiid Clo oy
leur de la graine qui s'est déposée sur | socle tﬁé? Coy,
ne le joueur gagnant le coup. €.
1. Trois personnes jouent une partie en 5 coups
Déterminer, en fonction de n, le nomp
possibles a l'issue de cette partie.
2. Aprés chaque coup, le joueur gagnant ramassq |,
graines des autres. A la fin de Ia Ppartie, ap compte Ie:
graines gagnées ou perdues par chacun (gg jougurg
Trois personnes jouent une partie en trojs oy ;
misant chaque fois 3 graines chacune,
aj Calculer le nombre de résultats possibles,
b) Calculer le nombre de résultats dans chacun deg ey
suivants
= la partie est nulle pour tous les joueurs ;
* la partie est nulle pour un joueur donne :
* la partie est gagnante pour deux joueurs ;
* la partie est gagnante pour un joueur donng,

re da réSUllats

en

37 On considére un échiquier de 64 cases (g xB).

@-—I—-

A

Le pion bleu ne peut se déplacer que vers la case située
directement 3 droite ou directement au-dessus de la
case ol il se trouve,

Combien v a-t-i] de trajets pour aller de la case A 3l
case B 7

38 On considere un polygone convexe & n cO1és
(n = 4). Déterminer en fonction de n :
a] le nombre de diagonales de ce palygone ;
b,] le nombre maximum de points d'intersection de ¢€3
diagonales, 3 l'exclusion des sommets du polygone.

39 1. Soit nun nombre entier naturel.
Démontrer, 2 I'aide g la formule du bin6me, que :
B QGG s 4. 4 00 4 T on
2. Pour tout nombye entier naturel n tel que n =3
considére n points d'un cercle, es
Délerminer, en fonction de n, le nombre de polyso®

. 5 ces n
NON croisés dont chacun des sommets est I'un de
points,



I.imites et
continuité

Introduction

L.

notion de limite est trop délicate pour étre formalisée rigou-

reusement en classe de premiére. Elle sera donc introduite ici de
maniére intuitive et certaines propriétés admises permettront de

calculer des limites et de résoudre des problémes ou intervient
cefte notion.

De I'infiniment grand (la nébuleuse d'Andromede)
a l'infiniment petit (plaquettes sanguines vues au microscope électronique).

. i .
e ————— e s e s At e e mimma esmla
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ons numériques d variable réelle g le plq
n

e e oncti
Dans ce chapitre, les fonctions étudiées sont des ft

muni du repére (O, I, ]).

Egp

__1.1. Limite d'une fonction en I'infini

pmmmmmm Limite infinie
La courbe (6 ci-contre est la représentation graphique
de la fonction / définie par : /lx) = =X.

Intéressons-nous au comportement de flr) lorsque X J
prend des valeurs « de plus en plus grandes ». ol c—
« A l'aide de la calculatrice, compléter le tableau suivanl. |

x 10 102 | 10° | 104 | 108
flx)

* Démontrer que : V x € [0 ; +eof, flx) >x = 1.
Dans chacun des cas suivants, déterminer un nombre
réel A tel que :
alx> A = flx)>10%;
blx>A = flx)> 10"
* Plus généralement, M étant un nombre réel positif, déterminer un nombre réel A tel que: x> A= flx)> M
On peut donc rendre f{x) « aussi grand que l'on veut » en choisissant x « suffisamment grand ».
On dit que f{x) tend vers + = (ou que la limite de flx) est + <) lorsque x tend vers + .
On écrit : lim flx) = + ea,
X =3+ o

De méme, si x tend vers — oo, alors f{x) tend vers — . On écrit : lim flx) = — <.
X —p =

(¢)

pmmzmmm Limite finie

La courbe (%6 g] ci-contre est la représentation graphique

de la fonction g définie par ; glx) = 3"—2"'_t—1

Intéressons-nous au comportement de g(x) lorsque x )
g

prend des valeurs « de plus en plus grandes ».
e A l'aide de la calculatrice, compléter le tableau suivant,

x 10 102 109 10% 109
glx)
1

« Démontrer que : ¥V x e R*, g(x) - %: T
e Dans chacun des cas suivants, déterminer un nombre
réel A tel que: 5

alx>A = lg[x)—i!«::‘lﬂ"a;

._.---ji- o|w

blx>A = Ig[x]—%l-c:‘.ltrm.

dmet l'on peut rendre aussi proche de 2 ' :
Ona' et que l'on p - glx) « SS]E : e de 5 quel'on "’e“t”*’nChﬂiSissanu;«gufﬁsammenlgrﬂﬂd"
On dit que g(x) tend vers - (ou que la limite de g(x) est -:;:-) lorsque x tend vers + oo

On écrit : lim g(x) = %
X+

De méme, si x tend vers — s, alors g{x) tend 3 it: I
o glx) vers 5 On éerit : lim glx) = 3

B B 2.
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gemmmm Limites en linfini de fonctions élémentaires
Nous admettons les résultats suivants.

—

k| | “
ot F o

limk=k ; limk=k limx=+e ! limx=—oo lim Jx=+oo

!
—t B2 r - » 4
x — = r

dz
A

limx’=+e= ; limx’=+e limax?=+e ; limxd=—o lim L=0 ; lim 1-p
Bt B X === X =% 4 oo X =) — oo X —3 +oa I—)—mx

sin e N* et n pair sin € N et n impair sine N*
mxt=+to ; limxt=+e |limx=4+e ;limet=—w |lim L,=0 ;lim I,=0
I~ +ea X—h—a X —b+ o0 X —4—oa .Ii—t-'raﬂxn &y

Remaraues

» Lorsqu'une fonction admet une limite en + = {ou en — =), cette limite est unique.

» Certaines fonctions n’admettent pas de limite en I'infini ; ainsi la J
fonction mantisse, définie par m(x) = x - E(x], n'admet de limite
ni en + o= 71i en — o= (Gm)
ol |

» Une fonction f n‘admet pas de limite en + = (respectivement — ] si son ensemble de définition est
majoré (respectivement minoré). Ainsi l'ensemble de définition de la fonction x — Jx estR , i celte

fonction n’admet donc pas de limile en — <.

__1.9. Limite d’une fonction en x,

mmmmmm Limite infinie
La courbe (‘6] ci-contre est la représentation graphique
de la fonction fdéfinie par : flx) = ef[x_f-l_)-T

L'ensemble de définition de fest R\({1).
Intéressons-nous au comportement de f(x) lorsque x prend

des valeurs « de plus en plus proches de 1 ». @)
» A l'aide de la calculatrice, compléter le tableau suivant. J

¥ [ 09 [009[0,099] 1 [1,001]1,01] 1,1 ok
flx) h

Ce tableau et la courbe (6] nous conduisent a conjecturer o |
que flx) tend vers + = lorsque x tend vers 1.
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1
* Démontrer que : V x € R\[1}, x >-;— = flx) > 8lx-1)?

* En déduire que : 1
a)Vxe R\1}, lx-1]<107 = flx)> 5 105 ;

b)Y xe R\[1},Jx-1] <1075 = flx) > % 10,

On admet que I'on peut rendre f{x) « aussi grand que I'on veut » en B

de 1 »,
On dit que f{x) tend vers + = lorsque x tend vers 1.

On écrit : lim flx) = + oo.
x—+1

mammm= Limite finie _
* On considere la fonction g définie par: glx) = E-l%t

L'ensemble de définition de g est R*.
A Yaide de la calculatrice, compléter Je tableau suivant.

-1 |-0,1[-0001] 0 [0,001] 0,1 1

X
glx)
Ce tableau et la courbe (€ g] nous conduisent & conjecturer
que : lim g(x) = 1,

x—=0
Ce résultat sera établi au §2.4. de ce chapitre.
* On considére la fonction h définie par : h(x) = x* - 1.

L'ensemble de définition de h est R.
On conjecture de fagon analogue que : lim h(x) = 3.
r—=2

De plus, on remarque que : h (2) = 3.

Plus généralement, nous admettons la propriété suivante.

issant x « suffisamment proche

(€n)

Soit fune fonction définie en x,.
Si fadmet une limite en x,, alors : lim f{x) = f{x,).
1]

X =3 X

REI‘I’IE[EUES

* Lorsqu'une fonction admet une limite en x,, cette limite
est unique.

* Une fonction définie en x,, n'admet pas nécessairement
une limite en x,.
Ainsi la fonction h, définie par
hl) = sin x
e
h(0) = 3

* Une fonction f n'a pas de limite en x,, s'il existe un inter-
valle ouvert K de centre x, tel que : DJ,.n K=0,

,sixe R*
n’admet pas de limite en 0.
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gmmm=m Limite & gauche, limite & droite

« La courbe [‘Gf) ci-contre est la représentation graphique de la

fonction f définie par : f{x) = x‘1+ :

L'ensemble de définition de fest |- o ; ~1[ U |1 ; + e[,
~ Soit £ 1a restriction de fa |- e ; <1[. On a : lim Jilx) = — oo,
x—=-=1

On dit que flx) tend vers — e larsque x tend vers — 1 par valeurs |
inférieures ou que f'a pour limite — e 3 gauche en — 1. i w_
On écrit : lim flx) = — . 1
xr—-1 '
< 0 |

- Soit f, la restriction de fa }-1; + «o[. Ona: lim f(x) = + oo,
= -1

On dit que f{x) tend vers + = lorsque x tend vers — 1 par valeurs
supérieures ou que fa pour limite + e 4 droite en — 1.
On écrit : lim  f{x) = + o,

X ==

>

— Les limites & gauche et & droite de fen — 1 étant distinctes, la fonction fn'a pas de limite en — 1.

* La courbe (%€ ) ci-contre est la représentation graphique de la
fonction g définie par : glx) = Jx.
L'ensemble de définition de g est [0 ; + e[, On a : lim g(x) = 0.
x =0
-

La fonction n'étant pas définie pour les nombres réels strictement
négatifs, elle n'a pas de limite a gauche en 0.
De plus, lim g(x) = g(0) ; on dit que : lim g(x] = 0.

x—=0

x =40

>

* La courbe (%) ci-contre est la représentation graphique de la (€g)
fonction partie entiére. ' J : &
L'ensemble de définition de cette fonction est R.
Ona: limE(x) =0 et limE(x) =1 g

x=1 i

x—1 o]
< >

La fonction partie entiére n'a donc pas de limite en 1,

hix) = 22L gixe R*
x

» Reprenons la fonction h de la remarque précédente définie par : {h[ﬂ} _q
T2

on a: lim h(x) = lim hlx) = 1.
x—=0 x—0

< >
Cependant, on a vu que cette fonction n'admet pas de limite en 0, puisque h(0) # 1.
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mmmmmm Limites de fonctions élémentaires
Nous admettons les résultats suivants.

—~— &
—k
47 J
o |1 O |
limk=k lim *Jr-_;:u
X-l‘.l'ﬂ r=0
— |
i
J..
SR
J; Of 1
O 1
ol |
sine N* sin e N* et n pair sin € N etn impair
= s hm l:+0¢ ;]]m 1 = $o0 lim .J'_ - H 1 =
l'f?aﬂ*'n xa0X Sy Tk o ’}.IE.J?‘ e
< > - >

WE XETCICeS BEors s s i

1.0 Dans chacun des cas suivants conjecturer, 4 l'aide
&5, de la calculatrice, le comportement de fix)

lorsque x prend des valeurs « de plus en plus

grandes »,

al f: x> 52 - 1000 ;

b} fix—s -2 +10x% + 1000 ;

¢)f: x> 0,0002 27 — 10 2% — 108,

1.b  Dans chacun des cas suivants, (€ ost la repré-
sentation graphique d'une fonction /. Conjecturer
les limites de fen + ==, en — =, en 0 ¢t en 2,

a) ] b i |
e

M
L/
o N [T
o
[
Dans chacun des cas suivants conjecturer, & |'aide

de la calculatrice, le comportement de f{x) lorsque
x tend vers + =, puis lorsque x tend vers — e,

l.c

Gx-1. x 3x-1
a}f:x'—r——xx_a ; b}f--r'—"r,_a i
x*=10° | e, 0f
rjf:xH.r"{-iD”' difix 41’

230 Limites et continuité

1.d  Dans chacun des cas suivants, (6 est la repré-
sentation graphique d'une fonction f; Préciser &
chaque fois si la fonction fa une limite en x,, &
droite en x;, & gauche en x;,

a) C b) .
IT7NG (9 J/ﬂ?é;
ol % — o &

c) '

ol T % ol | %

e) T\/ 1 ~
L {6y It L ()
she- o

g ; h) :\_/
o ] . 1
[ X, ol ®

le (%) est la représentation graphique dune fonc-
tion £

Conjecturer les limites de Sen + e eten—=

() é)AV//

=
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—2.1.. Propriétés de comparaison

semmmm Majoration, minoration
Nous admettons les propriétés suivantes.

Propriétés

Soit fune fonction,

W )
Sl ex.lste une fonction g telle que /> g sur un intervalle JA; + o[ et lim g(x) = + oo,
lalors lim f{x) = + o, x4
X =+ ou

T X
S'il existe une fonction g telle que f<g sur un intervalle JA;+ o[ et lim g(x) = - oo,

alors lim f{x) = - . g

. X =) 4 oa

Exemple

Soit f1a fonction définie par : f{x) = |x| (x + 1), (%)

Dna:Df=H et Yxe |0;+oof, flx) =22+ x.

N g i ol Y .52
Donc: ¥V xe J0; + o, flx) > x% (€) 1 y =2

Or : lim 22 = + . On en déduit que : lim f{x) = + e=.

X=F F e X =440 |

Eemargue

On a une propriété analogue :

* lorsque x tend vers — = en remplagant I'intervalle JA ; + of par ]- o ; A ;

* lorsque x tend vers x, (éventuellement par valeurs inférieures ou supérieures) en remplacant I'inter-
valle JA ; + «[ par un intervalle ouvert de centre x, (éventuellement Ja ; x,[ ou Jx, ; bf).

Exemple i
Soit g la fonction définie par : g(x) = = toosx.

:D, = R* - I, Z[0<cosx.
Dna,Dg.TIR et Vxe ] 2,2[. < cos x

T 1
Donc: ¥ x e Dgﬁ]— 'E; E[.g[-rI'E P '[(Gg)
Or: lim -1-5=+m. Jt 3
x=0X (€):y=—
; ; = e x
On en déduit que : ilil;lgg[-ﬂ =+ o, > 5

memmmn Encadrement
Nous admettons la propriété suivante, souvent appelée « théortme des gendarmes ».

Propriétée

Soit Sune fonction.

S'il existe deux fonctions g, h telles que g <f<h sur un intervalle JA ; + «|
et lim g(x) = lim h(x) = I, alors lim f{x) = L

=3 4 b4 T — 4 X =—h & &
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Exemple
Soit f'la fonction définie par flx) =

1_ i E désigne la fonction partie entiére.
1 +E[x)
Dn&:sz]—m;—l[u[0;+m[.
etVre R Elx)sx<Ex) + 1.

Donc:Vaxe ]U;+w[,{]£ﬂ.r)£%.
Or: lim0 = lim l_=0.
=4 rehtdoa

On en déduit que : lim f{x) = 0.

X =t
Bemargues

* Cette propriété est parfois formulée de la fagon suivante.
« 8'il existe une fonction g et un nombre réel  tels que lim glx) =0 et [flx) -l < glx) sur un interyqjj

L=+

JA ; + e[, alors lim flx)=L »
A= oo
* Comme précédemment, on a une propriété analogue lorsque x tend vers — e et lorsque x tend vers X,
(éventuellement par valeurs inférieures ou supérieures).

Exemple
Soit fla fonction définie par : fix) = x* cos +-.
Ona: DJ.-= [ '
et Vaxe R* -1 <cos % <1.

Donc: Vxe R*, |flx)] <x2
Or:limx? =0,

x>0
On en déduit que : lim =0, i

E :1_”,;"(-1:] (€):y=—2?

mmme==1 Comparaison de limites
Nous admettons la propriété suivante.

Propriéte _
Soit f eth deux fonctions telles que f<g sur un intervalle JA ; + oal,
Si lim f{x) =1 et limg(x) =0, alors 15[

ro+m X 4w

Eemargue

Comme précédemment, on a une propriété analogue lorsque x te |
& i 2 nd vers — Vers X,
{éventuellement par valeurs inférieures ou supérieures). et lorsque x tend %

_.2.2. Limites et opérations sur les fonctions

Les propriétés présentées sous forme de tableaux dans ce Paragraphe sont admises

; t les limites en x, des fonctions f+ g, 1 s ; ;
Elles donnen 0 f+9 fg, g [ flet{r, connaissant les limites en X 488

fonctions fet g.

Elles restent vraies pour les limites de ces fonctions en + eo, en — o, , il
;. Eas ’ etenx rieures
inférieures. o par valeurs supé

Dans certains cas on ne peut conclure directement, Ces cas sont signalés par le symbole ©)

L
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il

ggmmmm Limite de la somme de deux fonctions

.]rn-?‘)-"}ﬂ : - B + o — = + o0
im glx)
lim g\x ! ' .
x5 ! { [ + o —ea i
lim (f + g)(x) - -
x—=x, L+l * — + oo — 0 @
Exemples
+ Soit f1a fonction définie par : flx) = % + 1.1-
X
+ lima2=0 et lim 1=+=.=.; . 1 -
Ona s x—rDF donc i}:nﬁf[_r] + oa,
Ona:limxz=+ et lim J‘g:{];donc: limﬂ:_\:]=+m_
xr T —b=oa X g oia
+ Soit g la fonction définie par : glx) = x* + x.
Ona: limx?=+0 et lim x =+ ;donc: lim glx) =+ .
X +e= Xr— 4o L= 4 o
Ona: limx? =+ et limx =—cs; on ne peut donc conclure directement.
X =) —= X — — o
» Soit h la fonction définie par : h(x) = x + 3.
Ona: limx=2 et lim3=3;donc: lim h(x) =5.
x=+2 x—32 X2
semmz=m Limite du produit de deux fonctions
I—i.lfu
lim g(x) v U (l'#0) I'(I'#0) 0 +eo | —eo | —oo
J.'—i_t‘n
lim e , +o0,81l'>0 {_m.sil”:s[) 5, o i
.:—l.c{{g][ ) Ll {_m, sil’<0 +oe0,81l'<0 © ¥ E

Remargug

On en déduit que si lim flx) =1 alors, pour tout entier naturel n non nul, en a : Iim f"(x)=1".
r—.x X=X

0 o
Exemples

+ Soit f1a fonction définie par : flx) = — 3x".

Ona:lim—3=-3 et limx®=—e;donc: lim flx) = + o=.

X — —oa X——= AR

1
* Reprenons la fonction g définie par: glx) =x%+x. Ona: g(x) =xz(1 + F)'

Or:limx2 =+ et lim (1 +%—)=1;donc: lim glx) = + eo.
X —3—oa X == X-d=m
* Soit h la fonction définie par : h(x) = 3x.

Ona: limx=2 et lim3=3;donc: lim h(x) = 6.
x—2 r—2 r—2

* Soit k la fonction définie par : k(x) = 5(x + 3).
Ona:lim5=5 et lim (x+3)=5;donc: liiﬂzk(-ﬂ = 25.

x—+2 X =2
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lim f[x)

X = X
n

mmmmmm Limite de I'inverse d’une fonction
[(1<0) 400U —o0 0 et flx) > 0 oetflx)<0

lim (-})(x]

x—rx,

o

1 0 + 00
l

Exemple

1
Soit f'la fonction définie par : flx) = 5"
Ona: D= R\(3] et lim (x-3)=0.

X=3

flx) <0,81 x<3
Or:{ )
flx)> 0,81 x> 3.

1

Ona: lim ——§=—W

x—3
<

ot lim —1— =+ ;donc, fn'a pas de limite en 3.
r—a3x—3
-

pmmm== Limite du quotient de deux fonctions

Pour calculer la limite en x,, de g

Exemples

* Soit fla fonction définie par : flx) =

Ona: lim5=>5et lim (x2 + 1) =+ o ; donc : lim =
2 = J.'—)-::dﬁ ) ;_,+wx2+1

X =3 % oo

Ainsi :lim flx) =0

X—3 + =

2+1’
L wp;

v—-2r+1

 Soit g la fonction définie par : N

2 1

lim (x* = 2x+ 1) = limx3(1—1—3+x—3)=+m

X = +0m

Ona:

X3+

X — 4 ooa

; on ne peut donc conclure directement.

im (2 =20 = Hm a2 (1= 2) = + o
lim (x% - 2x) = lim x (1 I) +

X =3 o

mmEE==m Limite de la valeur absolue d‘une fonction

lim }f[xj l + 00U — oo
Hmﬂf”&] 1] + oo
X -?.Za

Exemples

e Ona: lim@x?-2)==-2;donc: lim|a?-2|=2,

=0

x—=0

eOna: lim@2+2)=+c;donc:lim|[x®+2]|=+e,

X +=

L= 4o

pmpemmm Limite de la racine carrée d’une fonction

lim f{x) [(l20) =
.l'-w!.l.'o
lim }nﬁ"](x] T -
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, il suffit de remarquer que é: =f %— et d'utiliser les propriétés précédentes,
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= -

Exgmpfcs

- clim (2 +2)=2; + li B

Ona JrITD( ) donc.llfofxi+2_ﬁ,

e Ona: lim (x% + 2) = + o ; donc : m (242 = 4o
e X— 4o i

gz Limite de & — flax + b)

« Soit fla fonction définie par : flx) = 2,
La fonction fadmet une limite en tout nombre réel « ;
: lim =(li i -
en effet : lim /x) = (1im x) (lim x) = o) (1)
Considérons un nombre réel x;,. On se propose d'étudier la limite en x, de la fonction : x+> fi- 2x + 3).
Ona: lim fi-2x+ 3) = —2x; + 3.

.I.'—'i‘.‘(n

Donc : lim fl- 2x + 3)=[lim[—2x+3]][lim [_z,u.g}]
I—DID .'I.'—l-ru .t‘-—’.t‘u

= (- 2x, + 3)?

= fl- 2x, + 3).
En appliquant (1) avec o = — 2x, + 3, on en déduit que : lim f{- 2x + 3) = lim flu).
X =¥ In
Plus généralement, on admet la propriété suivante, parfois appelée « théoréme de changement de variable ».

u— - Z.l.'o-lrﬂ-

Soit f une fonction, x, un nombre réel et x — ax+ b une fonction affine non constante.
La fonction x — flax+b) admet une limite en x, si et seulement si fadmet une limite en ax; + b.
On a alors : lim flax + b) = lim f{u).

X=X u—axr.+ b

0 1]
Remargue

Pour retrouver cette formule, on peut poser : u = ax + b ; quand x tend vers x,, u tend vers ax, + b.
On obtient : lim flax + b) = lim flu).

r—rx, u-— u.x:u-l-b

Exemple

Pour calculer lim M——I-_—ﬁ)
3x—-6

x—=2

, on pose : u = 3x - 6.

G sin {3.!‘.'— ﬁ] . =inu
Quand x tend vers 2, u tend vers 0 ; donc : lim e = lim e
—+ 2 w—0

1.

9.3, Exemples de recherche de limite

mnmmmm Limite d’une fonction polyndme en l'infini
On se propose de déterminer la limite en + e de la fonction x — 324 — 2x%,
2
Ona:Vxe R:,Bﬂ—-?.tz=3x"(‘l—-—3§).
(1— -—2-'—)=1 : donc : lim (3x* — 2x%) = lim 3x* = + e,

Or: i =+ i
r: lim (32%) = + = et 1“_1;1 32 X+ X = +oa

X =4 4 oo x + o0

Plus généralement, on a la propriété suivante.
Propriété
'La limite en I'infini d'un polyndme est égale a la limite en 'infini de son mondme de plus haut degré.
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Exemple
lim (- 3% ~ /2 4 + 1 27 — 105 x2 — 16 x — 1000) = lim (- 3%%) = + = |
I—l—w L=
. - ] . L - L
mmmEmm Limite d’une fonction rationnelle en I'infini iy
, 3! +
On se propose de déterminer la limite en + = de la fonction x> —7x5 411
27 1+2—r?-
'1 pm——
Ona:Vxe Rt 3xt + 242 = &IA( +3“A) = o x_#%i'
~PF o.a l_i) 7% Sy
( 7xd 7x
2.1'3
0 li Jxd 3 1+5;
r:lim — = i = i =1
.l‘—?-l-ﬂ-?c'.-s _I;-li?q-n-?-\: Ui &t !'I—T-*“ ]_—:I'l
7x°
done : lim 3x7 + 22 = |i 3

= |lim =
x-—i+u‘—?.r5+11 ,r—;-'.m—?.xs

Plus généralement, on a la propriété suivante.
Propriété

La limite en I'infini d'une Erar:lmn ralmnnella est égale a la lmnta en l infini du quotient des mﬂnﬁmgs
de plus haut degré du numérateur et du dénominateur.

Exemples
325 + 225 — 410

il |
[l | i 2
:IlI e ']_'l[u = li —3“_- =k 3'L*_--4
.!H |J| ;—g—w-——?x*Jrllxz—B? }:E]_.u— 14 E? o =7 =
1) E—j; .l ax®+ 122 -17x . 315 3
! 1 1m =l L T i
{1 !!,‘ T 40 —7X5 + 1322 — 23 _rli"“.- 7o 7

|

1. Déterminer la limite en + = de la fonction x> 2 r1ox

On a :lim erﬂ +1=+eet limx =+ ; on ne peut donc conclure directement.
X =¥ 4 oo X = 4 oea

| ” mammmm Autres exemples

I IL Ona:VxeR Jx2+1+x#0.
Ll —
r' ! On peut donc éerire: Vxe B, JaZ + 1 —x = W +1-2)(/x2 + 14 x) _ 1

I Vet 414 x i
' Or: lim [J.rz+1 +x) =+ 90 ; donc : lim (JxZ+ 1 - —-x) =

L=+ L= 4o

2. Déterminer la limite en 2 de la fonction x+— —iz.i_

| 2+2v_g"

|+‘ ! Dna:ii_n;lzlxz—fi]:{]et sz‘xL*lt&B}:U:O“ ne peut done conclure directement.
)

| Ona:VreR\[-4;2), —2=% _ (&x-2)x+2) _ X+

ir 2+2x-8 (c-2)x+4) x+a-

| Or: lim JH'E=—1,:t2*;t:lm:u::: lim xt-4 =2

r—m2X+4 x=2 x2+2x—-8 3°

M Pﬂ'ur m]cular ]alimita enxn d’une ﬁmcﬁun du typa J.': tBH&

e e

que flx,) = !=ﬂm eut pal
| mnure (r— .t‘n] en facteur au numérataur et au dﬁnﬂmmat ot pﬁxl:)ai ]::U peut p =
'l —ia s
'y 236 Limites et continuité
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—2.4. Travaux dirigés

L'objet de ce travail dirigé est d'étnpi: )
] 8e est d'établir certaines limites qui seront réinvesties ultérieurement.

EEEEEE  1°) Soit x un & &
ément de Jo 'i[' M son image sur F

le cercle trigonométrique (C) et Ny | ; . ]
droite (OM) avec la tangente 4 (C) :nPilnl d'intersection de Ia (€)

Calculer en fonction de x leg

o s aires des trj
ainsi que l'aire du secteur circulaire Dﬂﬂl?;léggl?:n(?ﬂi e; ?IN.
En déduire que : sin x < x < tap x. e

.
— —

2°) On suppose maintenant que x st élément de ] .z [

a) Démontrer que : |sin x| < |+|. En dédyire que : limsinx=0
=0 '
b) Démontrer que : lim o . )
) 1 o cos 2x = 1. En déduire que : lim cos x = 1,

x£=0

3°) On suppose maintenant que x est élément de ]—%; 0 [u] 0; %[

a) Démontrer que : < Sin x . s
) q cosx< . < 1. En déduire que : lim sin x

__=1|

x—=0

b) Vérifier que : 1-(:_;_5.1: & ( sin x)z 1

sduai . Ji. 1—cCOSX 1
x )1 +msx.En déduire que.i:gu—xz— =5

¢) Déterminer la limite en 0 de la fonction v+~ 25X~ 1
X

Solution

1°) Le triangle OIM a pour hauteur sin x et pour base 1 ; son aire est donc = sin x.

Le triangle OIN a pour hauteur tan x et pour base 1 ; son aire est donc 1Etaﬂ x.
Le secteur circulaire OIM a pour aire -%—x.

L'aire du secteur circulaire OIM est comprise entre l'aire du triangle OIM et l'aire du triangle OIN ;

on en déduit que : sin x € x < tan x.

2°) a) L'inégalité est évidente pour x = 0.
Pour x # 0, deux cas sont a envisager.

1¥ecas:0<x < %

D' aprés la question 1, ona : 0 € sinx <x ; done : [sin x| < |x].

2° cas :—% <x<0.
Ona:0<-x< % : donc, d'aprés le cas précédent : [sin (- x)| < |- I,
On en déduit que : [sin x| < |x|.
Ona:lim|x| =0 et Vxe ]—-’;—: 5 [ |sin x| < |x].
xr—=0
En appliquant le théoréme des gendarmes, on en déduit que : lim sin x =0,
x=D
b)On a: lim cos 2¢ = lim (1 — 2 sin®x) =1,
x—=0 x=0

Unpuse:x=Za:onﬂ:mncgsx=limc052a=1.
x—0 a—0
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3°) a) Deux cas sont a envisager.

I"“"'cus:[]cx«:%. 1

; x
; ; 3 sinx | i e
D'aprés la question 1, on a:D-:smexSﬁ-‘—r ;donc:0<1 SsinJcS Cos X

On en déduit que : cos x < 20X <1,
X

2% cas :—% <x<0.
x

Ona:0<-ux <-’23; donc, d'aprés le cas précédent : cos (- ) S

On en déduit que : cos x < 3B X < 1,
q x

, in x
Ona:limcosx=1,lim1=1 et ‘v’xe]—i;":ﬂ[u]ﬂig‘[-msxsslz a

x=0 x50

En appliquant le théoreme des gendarmes, on en déduit que : lim -5-12—": =1

x= 0
- b_i‘Dna;(Si“x)i 1 _ 1-cosx _1-cosx
! X / 1+cosx x*(1+cosx) 2
| . sinx , ., 1—cosx
| De plus : lim =1 et lim 1 =~1~;donc: hm—=}--
! 0 & xsol+cosx 2 g B 2
| ¢)Ona: 1—-cosx g 1-cosx
| s
1id " —_ s
il | Or:limx=0 et lim] EDSI=1—;donc:limc°sx 1:0.
| \ x=0 x=0 2 2 x—=0 X

ME xercices o o T

“ 2.a Calculer:a)lim 2%+ + P + 22+ x + 1) 2.c 1. Démontrer que :
| X —p
: : XT—cosx _x-1
[ et ll.l:l_[—.l.'5+x4+.r3+.t’+.r+1] : VIE]1’+M{'2+|:05:?' g =
) Endéduire : lim T—COSX
b) lim I —x+1 ot T 2 —x+1 e 2HCOSX
rem B tx—1 PR, O | —_
i - AT o 17 2. En s'inspirant de la question précédente, calculer :
! —— ; lim({{x+1+2). L X—cosx
. ryew 2€+3 ki lim ~——=2,
for—s 2+ COSX
2b calculer:a)lim 22X et lim 2=k 24
sy X—3 ey X3 i On considére la fonction fdéfinie par :
< > W
_ 2sinx
b)lim 2= o lim 2=%, B '
.r—b:’jg_xz =3 9_12 1+x*
A
2 % Encadrer sur R la fonction f par deux fonctions
. 2 x=2 rationnelles simpl
¢lim X2 o lim =2 e RS
RPN Y S Eﬂﬂﬂduu'eleslhnitesdefan+meten—"-
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penmmm Introduction —
La courbe (%€g) ci-contre est 1a
de la fonclion partie entisre,

En 3, la fonction est définie mais n'a Pas de limite

3 . e
En T la fonction est définie et g une limite.

représentation graphique

J‘ —

On dit que la fonction partie entipr
qu'elle n'est pas continue en 3.

e est continue en % et e

Détinition
;éuit f une fonction et X, un nombre réel, e B
'. f .est continue en x, si fest définie en x, et .-lcl_t? ;{x} = flx,).

Exéhp-fés | :

On a vu a la fin du paragraphe 1 que pour tous nombres réels x, et k : lim k = k et lim x = x,,

I—}Iu ,t‘—«),ru

On en déduit que les fonctions constantes et la fonction x> x sont continues en tout élément de R.

memmmmm Continuité en x, de fonctions élémentaires

Proprieté '

_: Les fonctions suivantes sont continues en tout élément X, de leur ensemble de définition.
x| x—x (ne N*) X+ CosX;
IHJ; ; x-—*;ln (ne N*) x> sinx.

La démonstration de cette propriété est laissée au soin du lecteur.

memm=m Propriétés

Les propriétés suivantes se déduisent de la définition de la continuité en x, et des propriétés des limites
relatives aux opérations sur les fonctions.

‘Soit fet g deux fonctions continues en x,.

[ Les fonctions f+ g, f g , kf(ke R)et | f| sont continues en x,.
* 5i g(x,) # 0, alors la fonction -gf est continue en x,.
* Si flxy) 2 0, alors la fonction Jf est continue en x;.

Exemples .

* Les fonctions polynémes et les fonctions rationnelles sont continues en tout élément de leur ensemble
de définition.

* La fonction f, définie par flx) = V% + 1, est continue en tout mambiy 1ol

* La fonction tangente est continue en tout élément de son ensemble de définition.

i réel x,.
* La fonction g, définie par g(x) = |2% + 3], est continue en tout nombre réel %,
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Crm e e - =
= T

N

Propriété 2
Soit a et b deux nombres réels (a # 0), fune fonction et g la fonction définie par : g(x) = flax 4 b),
fest continue en a x; + b si et seulement si g est continue en X |

Cette propriété est une conséquence directe de la définition de la continuité et du théoréme de ch&nge:
ment de variable.

Exemple

La fonction f, définie par flx) = cos ( 2x —% ), est continue en tout nombre réel x,.

—3.2. Prolongement d’une fonction par continuité
Bt

x-1
L'ensemble de définition de f est Dytel que : D= R\[1].

La fonction fn'est pas définie en 1, BllB n'est donc pas continue en 1.
Ona:Vxe D, flx) = x2

Considérons la fonction g définie par : gx) = 2%

L'ensemble de définition de g est D, tel que: D, =R

g est continue en 1 ; g et fsont égales sur Dpi D, =Dpu (1).

On dit que g est le prolongement par continuité de fen 1.

Soit fune fonction non définie en x, et I un nombre réel tel que : lim f{x) = L.

.l‘—).l.'o

Soit fla fonction définie par :

On appelle prolongement de f par continuité en x; la fonction g définie par : { gglr jEt]. sixe D,
u =

Exemples
* Soit f1a fonction définie par : flx) = Sm’r.
Ona: D= R* et lim sinx _ =1.
x=0
D . . glx) = six#0
onc, la fonction g définie par 4(0) = est le prolongement par continuité de fen 0.
* Soit fla fonction définie par : flx) = — 11 )

Ona:D,= [0:1[w]1 ;4o
Calculons la limite de fen 1.

=1 1
(x-1(x+1)  Jr+1

Ona:Vxe Dy flx) =

Donc : lim flx) = %-

=1
! glx) = ‘i;—_ll ,sixe D
La fonction g définie par{ ) 1 est le prolongement de fpar continuité en 1.
T2

V//;-::E YU

3.a Soit fla fonction définie par 3b Donner un exemple de fonction dont I'an-
{ﬂx] =x, 811 semble de définition est R* et qui n'est pa*
fix) = a7, i £ > 1. prolongeable par continuité en 0.

Ftudier la continuité de fen 1.
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N\

APPRENTISSAGE

proche intuitive de Ia
notion de limite

1 () est la représentation
raphique d'une fonction f
Conjecturer les limites de f en
—o0, + & et 0.

2 (@) est la représentation 11
graphique d'une fonction f |[[k] \Eﬂj
Conjecturer les limites de fen —es, __!_:k ] N
4+, — 2 et + 2 (éventuellement 3 FAYTEKT; '
gauche et & droite). AN \ EEEN

1 H‘ ]

3 Dans chacun des cas suivants, faire 1'esquisse,
dans le plan muni du repére (O, 1, ]), de la courbe repré-
sentative d'une fonction f qui vérifient les conditions

énoncées.

u}ﬂ}.—z-lﬁ ; fo)=1;

limflx)==2 lim flx) = 3.

Ir—y—oo X = +

bD=R\[1) ; l0)=2 ; fid)=—1;

lim flx) =4 lim flx)=—= lim f{x) = 0.
X == xr—1 X e

UJD;=]—Z:G[U]U:+=¢{ ; l-1)=0; fl2)==-1;

limflx)=+2= lim flx) = + ¢
r==2 x =3+
]_i_'l]lﬂ_t_] = — o ¥ llmj[.r] =+ o9,
x50 x=0

>

-

§ Soit f1a fonction définie par :ﬂxJL= x—x.

1. Démontrer que : V x €]4 ; + wof, fla) > Jx.
2. a) Trouver un nombre réel A pour lequel :
> A = flx)>10%
b) B étant un nombre réel strictement positif, trouver un
nombre réel A pour lequel 1 x> A = Jix) > B.
¢) En déduire la limite de fen + =
2

5 Soit fla fonction définie par : flx) =i—:7‘1' :
L. Démontrer que : V x € R%, [flx) -1l <5
2.} Trouver un nombre réel A pour lequel :
A = [flx)-1] <107
b) & étant un nombre réel strictemen
nombre réel A pour lequel : x> A = Ax)
¢)En déduire la limite de fen + =

t posilif, trouver un
—-1| <&

6 Soit f1a fonction définie par : fx)=3
1. Démontrer que : 'V x e]l;+ eal, fIx) 5

2. a) Comment choisir x pour que : Ifl.rl'l > 10° '-"?
b) Peut-on rendre f(x) aussi grand que I'on veul ?
) En déduire la limite de fen + =-

‘Scanned by CamScanner
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Calculs de limites

7 Soit []a fonction définie par : flx) = JFT&Ez_x
Utiliser les propriétés de comparaison pour calculer la
limite de fen + e=.

8 Soit fla fonction définie par : flx) =x J1+ sin? x.
Utiliser les propriétés de comparaison pour calculer la
limite de fen + = et en — ==

9 Soit fla fonction définie par ; flx) = ﬁ
Démontrer que : ¥V x €]l ; + e[, flx] > ,'r.-r_ +1.

En déduire la limite de fen + e=.

10 Dans chacun des cas suivants, calculer les
limiles de la fonction fen + = el en — .
a) flx) = 47 + 3x2 -1 : b}ﬂx]=,r‘—-3..|:z+2.t;
e fle) = -2+ 522 -7x d}ﬂx}:—xﬁ-—x2+4:

) = 3553 =Y
P22l =R
-3 — )2
- = 3

41 Dans chacun des cas suivants, étudier la limite
de la fonction f en x, (on calculera évent uellement les
limites & gauche et & droite en xg).

a)ﬂx}=Ef—2]f,xu=2;

P-4
b x) = = JXp=—2
J ) x+2 "0

=Bt o,

d)ﬁx]=x7‘|,:—q— I12'x0=2;
eJ}Ix]=ILT1_E}—-}_..rﬂ=D:

42 Dans chacun des cas suivants, étudier la limite
de la fonction fen x, (on calculera éventuellement les
limites @ gauche et & droite enxg).

x—4 Jx+2-12
x) = yxp=4 i b fle) = ——,x, =2
= R T
X xyr—8
c) flx) = X, =0 ;d)flx) = .
Lo e i el T

413 Dans chacun des cas suivants, calculer les
limites de la fonction fen + oo et en = <=,

Ja 41

=4,

Q) ) =7 ¢ B)flx)=xr+2+{x?—-3x+1;
c,utx1=‘f“;:_’f 5% A =2 a1
T | e

Qxf +1 x=yxr —-3r+1

j= - v IAx) = A
W= s =L g
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14 Calculer les limites suivantes.

a)lim X : im (8024 tan x) ;
}:lTu sinx ! bj ljﬁlu{ x )
¢)lim ‘tanx i djlim Sn3x,

r=s0 X }.r-s{l Zx
e)lim !an2x - ] sin 3x :
}x_,u 5x ! Z lli,",:, sin 5x

r—0 lanbx - x>0 XCOSX

15 Dans les deux cas suivants, calculer la limite

dBfenD.‘ -
al flx) = E(x_llﬁtié;b}ﬂx]=cos (.r+-;£)_ -i-

16 Soit fla fonction définie par : fix) = E{-i;ﬂ

ol E désigne la fonclion partie entizre.
1. Démontrer que : V x € ]0 ; 1], f{x) = 0.
En déduire la limite de fen 0.

2. Démontrer que :

Vxe]ﬂ:m[,ﬂs,f[xlsl.

En déduire la limite de fen + .

17 soit fla fonction définie par : f{x) =22 Ex) i

ol E désigne la fonction partie entiére. ¥
1. Démontrer que :

Vxe |0; e, Zﬂj[x]sz'tT”.
2. En déduire la limite de fen + .

Continuité

18 Dans chacun des cas suivants, étudier la
continuité de fen x,
a}ﬁxl=3x2—5x—?,.ru=2 i Bl =44 ==, X,=4;

3-!.‘2-—5.1:—? 2_4
c) flx) = mixn=1:d}ﬂx]=i+2,xu=-2.

19 Soit /14 fonction définie par:
flx)=x+4,5 x<2
M) =3x+2,51 x>2
1. Tracer la courbe représentative de f dans le plan
muni du repére (O, I, J). :
2, Etudier la continuité de fen 2.
20 soit /1a fonction définie par :
{ﬂx]= x+1 .81 r<0

2x+ 3
Jlx)=x*+x+asi x>0

Etudier la continuité de fen 0.
(On discutera suivant les valeurs du nombre réel a.)

Prolongement par continuité

21 Dans chacun des cas suivants, préciser l'en-
semble de définition de la fonction fet déterminer (s'il
existe) le prolongement par continuité de cette fonction

en x,.

949 Limites et continuité

2-Ar+2

Afx) =3z grrp =t bmx]:ﬁ*ﬁu.
~fx
=== 5= 0 AN =TLE 1y,

22 verifier que la fonction g : x s ____1

y 2 1
est le prolongement par continuité en 0 de Eﬁ
et n

1+x-1

fix— -

APPROFONDISSEMENT

23 soit fla fonction définie par :
f) =1 —x,si x<-1

{j[,ﬂ:h +x,8 x>-1.

1. Tracer la courbe représentative de f dans Je plan
muni du repére (O, I, ]).
2. Etudier la continuité de fen - 1,

24 Dans chacun des cas suivants, o E désigne |y
fonction partie entiére, étudier la limite de la fonction f

en 0.
a flx) = E(x) sin x i bJAix) =sin (R E(x));
c)fix)=sin(Z E&) :  difi)=E@sing ;
1 . _ XE(x)-x
elflx) =x E[;] H ffix) = "

25 soit X, un nombre réel et fune fonction défi-
nie sur un intervalle de centre x,,.
1. Démonter que si la fonction fest continue en x,, alors:
,Eimc Wixg + ) = flx, - )] = 0.
=¥

2. Démontrer que la réciproque est fausse (On donnera
un contre-exemple,]

26 On considere la fonction [ définie par :
flx) = sin [-}] +l’c‘

Utiliser les propriétés de comparaison pour calculer
lim flx) et lim flx).
x—=0 -0

=

>
La fonction fa-t-elle une limite en 0 7

27 Calculer lim &3 x-d

—e—— ot lim
X =5 4oa SINX 42

1 =y~ SIOZE 42

28 soit [a fonction définie par : fix) = ( 1
2-sin(=
1. a} Démontrer que : Vx e ]0 ; + [, % A <x*
b) Démontrer que:Vxel-=:0,x<fix)s '};t:

2. En déduire les limites de fen + o ,— oot 0.

4 + cost
29 Soit f1a fonction définie par : flx) =i+ﬁ "

1. Calculer lim fly) et lim fix).
=0

=0
< -
fadmet-elle une limite en0D?
2. Aprés avoir encadré sur J1 ; + e[ la fonction f P&
deux fonctions plus simples, calculer lim flx).
X +es

3. Calculer de la méme fagon lim flx).

X ——aa



D erivation

Introduction

Avec la dérivation, nous abordons une des notions fondamentales
de l'analyse : le calcul différentiel. Apparu a la fin du XVE siécle, ce
concept a élé développé au XVIF, essentiellement par l'allemand
Gottfried Wilhelm LEIBNIZ (1646-1716) et par 'anglais Isaac NEW-
TON (1642-1727). Ses nombreuses applications, non seulement en
mathématiques, mais également dans des domaines aussi variés que
la biologie, I'économie, la thermodynamique et lo plupart des
sciences physiques en font un instrument incontournable.

1 * Déri\(ﬂt'on en xﬂ """"""""""""""""""""""""""""""""""""""" 244
Q. Calculs de derivees ..o 250
3. Applications de la derivation -wisnmmiaaey 25T
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Dans ce chapitre, les fonctions étudiées sont des fonctions numériques & variables réelles et |, Plan e,
muni du repére (O, I, J).

—1.1. Nombre dérivé d’'une fonction en x,

mmm==m Introduction

11 La courbe (6) ci-contre est la représentation graphique

| de la fonction fdéfinie par : flx) = —%xz +x+ %

On désigne par A le point de (€) d'abscisse 2.
Soit M un point de (€), distinct de A, et x son abscisse.

Lorsque .x tend vers 2, le point M « tend vers » A sur (¢) T
et la droite (AM) pivote autour de A. )

!
| -2
i I Le coefficient directeur de (AM) est : %

1 || . (‘ﬁ)
T ODH:VIER\IZ].M=—£

H B x-2 2
S On en déduit que : lim f)-fa) 1.
%L!i xs3 X=2
lr : : La droite (AM) admet une position limite (T), de coefficient directeur — 1.
i t i On dit que = 1 est le nombre dérivé de fen 2 et que la droite (T) est la tangente a (€) en A.
fﬂlf' | Définition
L 1 | Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert K et x, un élément de K.
1L =

i | On dit que fest dérivable en x, si % a une limite finie en x,.

1R 0

:, “"i Cette limite est appelée nombre dérivé de f'en x; et notée f’(x,).
11 F = . + - L
1

i On a alors : f'(xy) = lim S - fixg)

| x =X, X=X,
{
|

I On peut également poser :h=x-x,; lorsque x tend vers x,, h tend vers 0.
Sixg + h) = flx,)

On a alors : f'(x,) = fﬂ’rﬂ A

Exemples
« Soit fla fonction définie par : flx) = ﬁ ; étudions la dérivabilité de fen — 1.

Jx)-f-1) -1
| Ona:Vxe Df\l—ll, e R

i' i -l
On en déduit que : Jlri_n:_1 o ) 1.

Dong, [ est dérivable en =1 et f'(-1) = 1.

i 944 Dérivation
4.4 A
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, soit g la fonetion définie par : g(x) = |x| ; étudions la dérivabilité de g en 0.
R* g[‘r} -g[l}] = M
Dnﬂfv":é ey X
i i 9lx) - glo)
cas sont & envisager : lim S22 = Jim =1 )i glx)—glo) _ . _x __
Dﬁux x—0 x-=0 o2 'Eﬂlg'___.x--[l —LITD x 1.
> = = .

ponc g nest pas dérivable en 0.

qgmms== Inferpréfation graphique
goit fune fonction, () sa courbe représentative et A un
point de (4) d'abscisse x;.

gi fest dérivable en x;, alors (6) admet une tangente (T)
en A, dont le coefficient directeur est f'(x,).

b O e Uy E e )

; as Earticulier

Lorsque f '(xy) = 0, la tangente & ('6) au point d'abscisse x, est paralléle a I'axe des abscisses.

Exemple

Reprencns l'exemple introductif.

lL]'l:La:,f[.nc]=—-12—.::z +.1:+}2~ i A2)= % ;j"(z)z:—l_

Une équation de la tangente (T) & (6) en A( J_)' gst donc:y— 13 ==1(x-2):
2

clest-d-dire : y = - * +3.

mmemmm Dérivabilité et continuité en xg

Soit fune fonction définie sur un intervalle ouvert K et x, un élément de K.
ﬂx} - ﬂ-‘-'g]

Ona:Vxe K, flx) = flxg) + (I#xg]——x—_‘fﬂ_

“fxd _
Si fest dérivable en x,, alors : lim M‘ = ["(x,) ; de plus: lim (x=x,)=0.
X=X X=Xy Xy
On en déduit que : lim flx) = flxg). Dongc [ est continue en Xy,

xTr—r I
=

S une fonction est dérivable en x, alors elle est continue en Xx;.

Remarque

La téciproque de cette propriété est fausse : une fone
e x, sans étre dérivable en X

Pﬁr.exempfﬂ, la fonction x»—* |x| est conlinue €
dérivable en 0. o I
50 courbe représentative (€) n ‘admel pas de tangente au point 0.

tion peut élre continue :
E (‘€)

n 0 mais elle n'est pas

Dérivation 245
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—1.2, Dérivabilité a gauche, dérivabilité a droite

| mEmmemm Introduction

| La courbe () ci-contre est la représentation graphique (€)
Bl de la fonction fdéfinie par : flx) = |2 - 1. \
Etudions la dérivabilité de Sen 1.
Dna:}'[.r)—-)‘(l]__.lxz-ﬂ' J |
xr-1 x—1 |
' Deux cas sont & envisager : lim o -f) _ gi (Fx-1)=-2;
x=1 x-1 =1
| lim =MD _ i)
!l r31 X-1 x=1
i1 > >

| Donc, fn'est pas dérivable en 1 et (6) n'admet pas de tangente au point d'abscisse 1.
1y Toutefois, on dit que
* [est dérivable a gauche en 1 et admet — 2 pour = f est dérivable & droite en 1 et admet 2 pour

| i #
| nombre dérivé a gauche en 1. nombre dérivé a droite en 1. )
| * (%) admet une demi-tangente a gauche au point ¢ (¢) admet une dElT}l:tHﬂEB}“B 4 droite au point
| & | d'abscisse 1, de coefficient directeur — 2. d'abscisse 1, de coefficient directeur 2.
|

memmmm Définitions et propriété
Détinitions

Soit fune fonction définie en x;.

|

| |
‘ * On dit que fest dérivable  gauche enx;sifest  + On dit que fest dérivable a droite en x,sif es.lj
1 définie sur un intervalle de la forme ]a i Xl et définie sur un intervalle de la forme [x,;blet
|

) - 1)) a une limite finie 4 gauche en x,, M a une limite finie a droite en x,,
=Ty %=Xy
: Cette limite est appelée nombre dérivé de fa  Cette limite est appelée nombre dérivé de fa
|| gauche en x,. droite en x,.

| : _ ) g ! . PRl S
| |

1B Remarque

i,j il _

HEY Soit f une fonction et (€) sa courbe représentative,
{1 ‘ Si f est dérivable a gauche [respectivement & droite) en x,, alors ()
1 | admet une demi-tangente a gauche (respectivement a droite) au point

I d'abscisse x,, dont le coefficient directeur est le nombre dérivé de f &
(| | gauche (respectivement @ droite) en x,,

||

‘ |

[
|
| Exemples
| * Soit fla fonction définie sur [0 ; + «[ par flx) = +% et (€ ) sa courbe b
F représentative.
| Ona:]imM=lim -I—2=0.
#:I xa0 x*—=0 r—=0 X mi
> >
s ! Donc (67 admet une demi-tangente & droite au point 0, de coefficient —O_-r-
directeur 0.

g{x)=x2,si xE]—oa;‘[]

g =L, 5 xe 14 & (6,) sa courbe représentative.

: * Soit g la fonction définie par {
x L]

i1
|
]
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glx) - g(1) @1

Ona:lim ——— ' =1lim &2=1 _ ; B
r—=1 *t—=1 _l.lr_?.l xr—1 ll_n:l{-‘-“‘]:'— 2
< < P *
Donc (‘6.) admet une demi-tan : 1 s
g gente & gauche au
coelficient directeur 2. & peingi I)' de N}
1 1
. glx) —g(1) 1 ;
Ona:lim —/——— = Jim =& =lim (-1)= O |
x—=1 X=1 _:T1 xr—-1 ‘lrll_'n'l( x)-_l'
> > -

Donc () admet une demi-tangente & droite au point A, de coefficient directeur - 1.

= Soit h la fonction définie par hix) = x? - 21' si x € J=o;1]
et (€,) sa courbe représentative, ) =2-2,si x € J1;4e] i (5

Ona: lim h_[x] —h(1) -1 \

= lim

xr=1 X-—1 x1 *=1 ;1}211[-1:-'_1]:2' o I
< 7 i |

Donc (%) admet une demi-tangente & gauche au point I, de coef-
ficient directeur 2.

2
hix) = h(1 ==
Ona: lim M:lim X _lim £=2
r=>1 X-1 r—1 X— x=1%
> > =

Donc (%,) admet une demi-tangente & droite au point I, de coefficient directeur 2.
On remarque que : lim hlr) =hi1) lim hlx)—hil) = 2.
31 *—1 x—=1 X£—1

>

Donc : lim hix) — k(1)

— 2 ; la fonction h est dérivable en 1, h'(1) = 2 et (%6,) admet au point I une
r—=1 -

tangente de coefficient directeur 2.

Propriété

Une fonction fest dérivable en x, si et seulement si elle est dérivable & gauche et & droite en x, et les
nombres dérivés a gauche et a droite sont égaux.

] bl

Demi-tangente paralléle a I'axe des ordonnées

Le repére (O, I, J) est orthonormé.
Soit fla fonction définie par flx) = J x et (‘) sa courbe représentative.

s ﬂx) _ﬂ[}] l- J.t ]- 1 o “-} {A:l
: —_— = (. — lim —==+c¢e
D 1‘1210 > i) xlﬂin X r=0 JI
= = = [
Donc fn'est pas dérivable & droite en 0. @

Interprétation graphique ‘
Soit g 1a fonction définie sur R, par glx) = x? et (T)sa courbe 0
représentative. Les courbes (6) et (I') sont symétriques par rapport

& la premiere bissectrice (A).

De plus, (I') admet [OI) pour demi-tangente au point O ; ‘
donc, par symétrie, (¢) admet [O]) pour demi-tangente au point O.
Plus pénéralement, soit fune fonction définie sur un intervalle de la forme la; x,) ou [x,: bl.

Si M admet une limite infinie a gauche ou

X—-x G R
admet unaﬂdemi-tangente paralléle a l'axe des ordonnées au point d'abscisse x;.

4 droile en x,, alors la courbe représentative de f
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—1.3. Fonction dérivée

Soit fla fonction définie par flx) = x? + 1 et x, un nombre réel.

x) = flxg)
Pour tout nombre réel x distinct de x,, on a: "f[T—'x_uD_ =X &g
On en déduit que : lim ﬂ—x] = fix,) = 2x,.

xox, *—X%
La fonction fest dérivable en tout élément x, de R et / _'[-“o] 5 ?ID‘ fonction
La fonction /”, définie par /'(x) = 2x, est appelée fonction dérivée de la fonction 7

Détinitions
Soit fune fonction. - ; |

* L'ensemble des nombres réels en lesquels fest dérivable est appelé ensemble de dérivabilité de f;,
* La fonction x+ f'(x) est appelée dérivée (ou fonction déri‘!rée} _dlzﬁl -

Exemple

Soit fla fonction définie par: flx) = /2x -1.0na: D = [%: + oo, 1
S n'est pas dérivable en -é—. car il n'existe pas d'intervalle ouvert K tel que fest définie sur K et 5 € K.

Soit x; un nombre réel strictement supérieur a —15-

Ona:Vxe }l;+m[ \ Lruhﬂ-r}—ﬂru] _ J2I—1—J2xo—1
2 .t-xﬂ x—xﬂ

C (2x-1)- (25— 1)
[x-—xn)[\fz.r—1+.f2.rﬂ—'1]

_ 2

T zx-14 axg-1

Donc : lim fox) — fixy) = 2

x—=x, X —..r.:_

2x, —1 .
0
La fonction fest dérivable en tout élément x, de ] l; +eoo ot flxy) = _L_.
g 2x, =1
fest donc dérivable sur ]%; + o[ et sa dérivée est la fonction £’ définie par: f'(x) = :

"2x—1'

¥

—1.4., Travaux dirigés

memmems Inferprétation physique du nombre dérivé

Une noix de coco, située 25 m du sol, se détache de son cocotier et tombe

s = t " 2 L]
On désigne p’ﬂr.t:[ ) la _chsitanc: EI'.I métres parcourue par la noix de coco au bout de ¢ secondes de chute.
On a la relation : x{t) = o) gts, on g = 9,81,

1°) Calculer la vitesse moyenne de la noix de coco entre

les instants 0,5 i
1,5, puis entre les instants 1 et ¢ (£ # 1). 2 €41, puis entre les instants 1 et

2°) On appelle vitesse instantanée de la noix de coco a l'instant ¢. 1a Lim;
) ali i tre
les instants {; et ¢ lorsque ¢ tend vers . v mite de sa vitesse moyenne en

a) Calculer la vitesse instantanée de la noix de coco & I'instant 1,
b) Calculer en fonction de f; la vitesse instantanée de 1a noix de coco a l'instant ¢
»

¢) Démontrer que la vitesse instantanée de la noix de coco a 'instant ¢ 3 : t
de la fonction ¢ — x{t). o est égale au nombre dérivé en [

3°) Quelle est la vitesse instantanée de la noix de coco a I'instant o elle touche le sol ?
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Solution

o
1 ] La vitesse moyenne de la noix de coco entre deux instants t et t,, que nous noterons o est le
quotient de la distance parcourue par le temps écoulé. 2 (ty3 ta)

I[tzj vl[t ) i

Donc : vy, .y, = BT, g(t + &),

On en déduit que : Yos:1) = E g% 1,5 cest-d-dire : v, . 1) =736 m/s ;
) . ] I . oy

de méme : v, 115)= 5 9% 2,5 ; c'est-a-dire : Uy .15 = 12,26 m/s.

1
Dna:v{,.ﬂz = g (1+1).
2°) On désigne par u[tg] la vitesse instantanée de la noix de coco 4 I'instant 7

a)Ona: (1) =lim = q (1+¢t)=g;donc: o(1) = 9,81 m/s.

L—=1

b)On a: v(ip) = lim —g(e‘, +1) =

f.-—-)t

c] Par définition, on a : v(tg) = lim Plto; 0= lim %) —xt)
t=t, o L= t, b, —t
Dong la vitesse instantanée de la noix de coco a l'instant L, est égale au nombre dérivé en ¢, de la fonc-

tion £ — x(t).

3°) La noix de coco touche le sol & l'instant ¢ tel que : x(¢) = 25.
s _ | 50
Dna.zgt—25=at- i

La vitesse instantanée de la noix de coco & l'arrivée au sol est v telle que :

D= g,i ng,dunc v=22,15 m/s.

WE XETCICeS BLoo B s o s o

1. Démontrer que la courbe représentative de la
fonction fadmet deux demi-tangentes au point
d'abscisse D.

l.a Dans chacun des cas suivants, calculer le
nombre dérivé de la fonction fen x,.

a)fix—x-x xp=1; 2. fest-elle dérivable en 0 7
bl f: x> *FL} xG=23
) fixr 2{x—1, x5=38. 1.d  On considere Ia fonction f définie par :
fix) = —3x+ 2.
1.b  Dans chacun des cas suivants, donner une 1. Tracer la courbe représentative (€) de f.
équation cartésienne de la tangente a la courbe 2. Etudier la dérivabilité de fen 1 et en 2.
représentative de /, en son point d'abscisse x,, 3. Tracer les demi-tangentes & (€) aux points

alfix—»at-x x5=1; d'abscisses 1 et 2.

B fix—iEtl x =2,
x—1 l.e On considére la fonction fdéfinie par :

o)f:xr> 2(x-1, 5 =3, fie) = da2 - ar 2.
Démontrer que la courbe représentative de la
l.c  On considére la fonction ['définie par : fonction fadmet, aux points d'abscisses 1 et 2,
{ Sy =2x+1,six<0 . deux demi-tangentes paralléles & la droite (O]).
flxj=x*+1,51x20
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—92.1. Dérivées des fonctions élémentaires

mmmmmm Fonction f: x— k (ke R)
Soit x; un élément de R

Ona:Vxe R\ fx), M 0.

X]—Jjlx
Donc : lim M
x—x, T=X

=0.

La fonction f:x~ k est dérivable sur R et sa dérivée est la fonction f':x— 0.

memm=m Fonction f: x — x
Soit x; un élément de R.

Ona:Vxe B\ (x, ﬂ.:.j_j[.r_]

X,
Donc : lim Ml]_
xx, A=y

La fonction fix > x est dérivable sur R et sa dérivée est la fonction f': x> 1.

=1.

mmmeszm Fonction £ x — a2

Soit x; un élément de R.

f(.r] flxy)  2-x2

Ona:Vaxe R\ [x), = =X+ X
- X, x-x,
x) - flx
Diiie L, 2002 2x,.

£=rx, X=Xy

Prop nete

La fonchnn f x - .tz est démrable sur R et sa dérivée est la fonction f':x+— z;

mmmmssm Fonction f: x — %

Soit x, un élément de R*.

1
I Jx) — flx,) x
Ona:Vxe R*\ {x, x—x,  x-

M) —flxy)) 4
Donc : lim = i
X=X, X=Xy ‘ruz

Propriete
= —~=

La fonction f' x> ? est dénvable sur R* et sa dérivma est la foncuon Plazrs e ;1! ; ,f

==1

e,

St =H|F'"

=t
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pmmmmm Fonction £ x — v

n’est pas dérivable en 0, T 1’ esd e
éoil .ropun élément de Rtlr:ar il n’existe pas d’intervalle ouvert K tel que fest définie sur K et 0 € K.

Ona:Vxe RN [x,}, f["'?‘ﬂ-'-'n} _Vx-x, _ 1

Donc : lim )~ fixg) -

xr—x, X=X 2""”!]

La fonction f:x+ [x est dérivable sur R et sa dérivée est la fonction [ : tx—L,

205

mume==m Fonction sinus et cosinus

'+ La fonction sinus est dérivable en 0 eta pour nombre dérivé 1.
sin x

On a: lim =1;
x50 X
' » La fonction cosinus est denvable en 0 et a pour nombre dérivé 0.
‘Ona:lim gosx=1 o,
x—0 X

Ces résultats ont été établis dans le chapitre 12 § 2.4.

'+ La fonction x+— sinx est dérivable sur R et sa dérivée est la fonction x— cosr.
* La fonctmn x> cos x est denvable sur IR et sa dérnréa esl Ia fonchun x> —sinx

| === ==

Demonstratlon guudee
Soit x, un élément de R. Pour tout nombre réel x, on pose: h =x - x,.

sin x — sin x, . cos h—1 sin h
» Démontrer que : ¥ x € R\ [x,), ————— =sinx; ————— +cosx, :
x—x, h h

; ~ sinx—sinx,
* En déduire que : lim ———— =cos x,.
x—x, X—Xg
COS X — COS X,

+ Démontrer de maniére analogue que : lim ———
xox, X=X

= — SIN X,

__9.9 Dérivées et opérations sur les fonctions
Soit u, v deux fonctions dérivables sur un intervalle ouvert K et u’, v’ leurs dérivées respectives.
opmmmm Dérivée de la somme de deux fonctions dérivables

Soit x, un élément de K.
(u + v)(x) — (u+ v](rD] u(x) — ulxy) s vx) - vlx,)

Ona:Vxe K\ (xy, — % =
Or: lim M w(x,) et lim ti'lylh e
r=x, %% X=X 0
Donc : lim (i D](-’i i Lﬂ + o)) = u'(xg) + V'(xy) = (1 + v')(xp).
r—x —4n
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Soit u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle uuv:zl't If | )
La fonction  + v est dérivable sur K eton a: (u+v) =t + 0 s gL b a8

Exemple

Soit fla fonction définie par : flx) = x* + %
On pose : u(x) = x% et u[x]-— ona;u'(x)=2x et U[I]'—?- .
fest dérivable sur chacun des intervalles ]— e ; Of et 0 ; + o[, donc sur R*, et sa dérivée est la fonctiop

S’ définie par : f'(x) -Zx—%z ]

mmmmem Dérivée du produit de deux fonctions dérivables

Soit x; un élément de K.
(1 0)(x) — (w v)xy) _ ulx) o) — ulxy) vlxo)

Ona:Vuxe K\ [x)],
x—x, X —x,
u(x) vlx) — ulx,) vlx) + u(x,) vlx) = ulx,) vx,)
N x—x,
ulx) = ulx,) v(x) — v(x,)
= IJ[I] —;ﬁ—u' + u[xﬂ] -—x—_f'
o+ lim "2 ) o ffx:-—“(ﬂ 2 = vt

4]
De plus, la fonction v, dérivable en x,, est continue en x, ; on en déduit que : lim v(x) = v(x,).
X —4 I
Yo iTisa (u v)(x) — (u v)(x,)
L X=Xy

Pra priété ' '

Smt i et v deux funchuns denvable.s SUr un mterva]le nmrert K.
La fnncuon uv est dérwable sur K etona: {u o) =u' 'v+u v,

= v(x,) w'(xy) + ulxy) v'(xy) = ('v + uv’)(x,).

* Si v est la fonction définie parv(x)=k (ke R),ona :v'(x) = 0.
On en déduit que : (ku)' =k u’.

e Siu=v,ona:u'=v.

On en déduit que : (u?)' = 2u’u.

Exemples

* Soit fla fonction définie par : fx) = x2 cos x.

On pose : u(x) =% et v(x)=cosx;ona:u(x)=2x et v'(x)= - sin .

fest dérivable sur R et sa dérivée est la fonction /' définie par : /(x) = 2 cos x — +2 sin x
* Soit g la fonction définie par : g{x) =

On pose : u(x) =x*;ona: u'(x) =

g est dérivable sur R et sa dérivée est la fonction g’ définie par : g'(x) = 104

« Soit h la fonction définie par : h(x) = sin? x.

On pose : u(x) =sinx;ona: u'(x) = cos x.

h est dérivable sur R et sa dérivée est la fonction h* définie par : k'(x) = 2 sin x cos x
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mummmm Dérivée de la puissance d’une fonction dérivable
On sait que : (u?)’ = 2u'u.
On en déduit que : Pisis s

' J Puis :

Sl Wy =y @) = (utay
= (u ], o = (u®)'u + o = (uf)'u + u'u'
= {z"f t;)u ToR = (3uw'u?)u + uiu’' = (du’'vd)u + vy’
= 3u'ul. = 413, = Su'ud.

On conjecture que, pour tout nombre entier n supérieur ou égala 2, ona: (u") =nu'u"" 1,
Or,sik22 et (u¥)' =k uw'u -1 alors on a: (Wk+1) = (uk )
= (uF)'u + vk u’
= (ku' vk Nu + uFu’
. = (ke + 1)u’ uk.
Donc la conjecture est vérifiée de proche en proche,

e e

|
|
|
1

| La méthode de démonstration précédente est appelée raisonnement par récurrence.

E Pour démuntra_r q.u'ulr;e proposition P(n), qui concerne un nombre entier naturel n, est vraie
' pour tout n supérieur ou égal & n,, on proceéde en deux étapes : '

; * on démontre que : P(n,) est vraie ;

; - * on démontre que : pour tout nombre entier k supérieur ou égal & n, si P(k) est vraie
| - alors P(k + 1) est vraie. ; o

— = b ina = R AL Y N S S e P [ ¢ Ln Sl A oy e e i e 5 e e k. B g k. o e . s

Exemple ,

Dans la démonstration précédente, P(n) est la proposition : « (")’ = n «’ u"~? ». l

¢ On sait que : (4?)’ = 2u'u ; c'est-a-dire : P(2) est vraie.

* k étant un nombre entier supérieur ou égal a 2, on a démontré que :
si (u¥) =k w u=1 alors (uk+1) = (k+ 1)u’ uk;

c'est-a-dire : si P(k) est vraie, alors P(k + 1) est vraie.

Proprieté

i Soit u une fonction dérivable sur un intervalle oﬁ_irqrt K et n un nombre entier supérieur ou égal a 2.
' La fonction u" est dérivable sur Ketona: (u") =nu' u™ 1.

Exemples |
« Soit n un nombre entier supérieur ou égal a 2 et fla fonction définie par : flx) = x",
On pose : u(x) =x;ona:u'(x)=1 . .

fest dérivable sur R et sa dérivée est la fonction /' définie par: /'(x) =nx*~ 1

» Soit g la fonction définie par : g(x) = cF:s3 X
On pose : u(x) =cosx;ona: u'(x) = = sin x. - ' . 2
g est dérivable sur R et sa dérivée est la fonction g' définie par : g'(x) = — 3 sin x cos? x.

mEmemsm Dérivée de l'inverse d’une fonction dérivable

On suppose que, pour tout x élément de K, v(x) est non nul. Soit x, un élément de K.

1 (x) - % (xp) 1 v(x) - vlxy)
Ona:Vxe K\ loh ——— =" {@ole) #-%
L)L) vy
Or, v est continue et dérivable en x,. On en deduitne: .115:1 x, X=X o o)
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Propr s —
Soit u une fuﬁctiuﬁ dérlvah[e; sux.' un i;lterialle ouvert K tel que, pour tout x élément de K, v(x) *“‘
La fonction % est dérivable sur Keton a: (%‘_‘)' = ""5:;' : N _ : '
1.{ Exemples |
f * Soit fla fonction définie par : flx) =IZI+ 1
On pose : v(x) =a% + 1; 0n a: v'(x) = 2x. ox

|
| fest dérivable sur R et sa dérivée est la fonction £ définie par fllx) =~ (2 +1)2 :

du i * Soit g la fonction définie par : g(x) =%.
' x

ol N On pose : v(x) = ,f; ;ona:u(x) T S

2fx

] I I} . L ]

i g est dérivable sur R* et sa dérivée est la fonction g définie par : g'(x) = —

2x/x

¥

* Soit n un nombre entier supérieur ou égal & 2 et k la fonction définie par : h(x) = % :

Sur chacun des intervalles ]~ o ; 0[ et ]0 ; + «f, la fonction x > x" est dérivable et non nulle, dong J5
fonction h est dérivable sur son ensemble de définition.

On pose : v(x) =x";ona: v'(x) = na*-1,

h est dérivable sur R* et sa dérivée est la fonction k' définie par : h'(x) = - .r:"*' :

'_=';1 | memmmm Dérivée du quotient de deux fonctions dérivables

On suppose que, pour tout x élément de K, v(x) est non nul.

Ona: {-} =ux % ; u et v sont dérivables sur K, donc % est dérivable sur K.

] ] 7 ' ] 3
On déduit des propriétés précédentes que : (%) =u x% +ux (%) . “? _ EIE’_ - ﬂ—zﬁ .
4] [ 4}

i Soit et v deux fonctions dérivables sur un intervalle uuvart K tel que, pour tout x élément de K, u{x}_:ﬂ.]
La fonction vE est dérivable sur K et on a : (%)' ~Yr-w' |

|| ; :
; %' Exemples

| |

' ; ) o 1-—x

| H * Soit f'la fonction définie par : flx) = T

i Onpose:ulx)=1-x et vlx)=2x%+1;0na:u'(x)=-1 et v'(x) = 4x.
| (2% +1)—dx(1-x) 2x%—4x—1

I \ On en déduit que : f'(x) =

(222 4 1)2 T T
: ' e
|!' * Soit la fonction tangente définie par : tan x = .-_.(S:‘D‘;-:_ . (2x% + 1)
i Cette fonction est définie sur tout intervalle de la forme |- % vk % rkal(ke 2).

| Sur chacun de ces intervalles, les fonctions sinus et cosinus sont dérivables t nul, done
' la fonction tangente est dérivable. Calculons sa dérivée. LRI <SS
I

!
|

|

|

}. g fest dérivable sur R et sa dérivée est la fonction f~ définie par : f(x) = 2x? — 4y —1

I

’ On pose : u(x) =sin x et vlx)=cosx;ona:u'(x)=cosx et W) = —ine
| A

2 .2
i ; , _ €0s8® x— (- sin? x) 1
(HE n en déduit que : (tan x)' = =1 _ 2
| { O que : ( ) = oo e B - o

La fonction tangente est dérivable sur son ensemble de définition et sa dérivée est la fonction
x+> 1+ tan? x.
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mummmm Dérivée de la racine carrée d’une fonction dérivable

On suppose que, pour tout x élément de K, u(x) est strictement positif. Soit x, un élément de K.
fu [x] f u () fule) ~ ey

X— Xy
u(x) - u[xn} 1

[u (x) - Ju (x5) _uwlx) ::_"'o Julx) + Julx,)

Ona:Vxe K\ {xy),

Dong : lim

X=X, X=X, - zjlm= ZJIE (xD]-

Prn . rlete

Snii u une fonction dérivable sur un intervalle ouvert K tel que, pour tout x élément de K, u[x] > 0.
Ln fonction H est dérivable sur K et on a : (f ) . : |

JE
Exemples
* Soit f1a fonction définie par : flx) = Va2 + 1.
Onpose:ulx)=x*+1;0na:u(y)=

fest dérivable sur |t et sa dérivée est la fonction f définie par : f’(x) = ad

241

« Soit g la fonction définie par : glx) = V1 — a2
Onpose:ulr)=1-x*;o0na:u'(x)=-2x

Pour tout x élément de l'intervalle ]- 1 ; 1[, on a : u(x) > 0.
X

1-22

g est dérivable sur ]- 1 ; 1[ et sa dérivée est la fonction g' définie par : g'(x) = —

Dérivée de la fonction x — ulax + b)

BomE=E=]
Soit u une fonction, a, b deux nombres réels tels que a # 0 et fla fonction définie par : flx) = u(ax + b).
On désigne par K’ I'intervalle ouvert, image réciprogue de K par la fonction x+ ax + b.

Soit x, un élément de K. i
x x.) ulax + b) - ulax, +
Ona:Yxe K\ [x,] fe) - fixg = 9

x—x, X=X,
u(ax + b) = ulax, + b) (ax + b) - (ax, + b)
(ax + b) — (ax, + D) X=X,

ulax + b) — ulax, + b)
(ax + b) — (ax, + b)

= a

Onpose:y=ax+b et y,=ax,+b.
- b u(y) — uly,)
Ona: lim o i i e )=lim e uw'(y,) = u'laxy + b).
X=X (a.r+b}—[ﬂx0+b} b=l Y=—1Uy
1]

x) - flx,) .
On en déduit que : lim ﬂ——’ff-“— = au'lax, + b).
X=X, X=X,

| Soit u une fonction dérwahle sur un mtarvalle ouvert K, x— ax + b (a # 0) une fonction affine et K'
limage réciproque de K par cette fonction affine.
La fonction x> u(ax + b) est dérivable sur K’ el sa denvée est la fonction x+ au'(ax + b).
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Exemples 5
» Soit fla fonction définie par : flx) = cos (2x - "3‘]'

On pose : u(x)=cosx,a=2 et b=~ L ona:fla)= _
fest dérivable sur R et sa dérivée est la fonction /' définie
* Soit g la fonction définie par : glx) =4 - 3x. ' o _3
g est dérivable sur |- o ; %j et sa dérivée est la fonction g' définie par : g'(x) = ﬁ :

ulax + b)- et u'(x) =—sin x. -
par: f'(x) =—2 sin (2x — 3].

—2.3. Tableaux récapitulatifs

« Dérivées et opérations sur les fonctippg

* Dérivées des fonctions élémentaires
: Ensemble de ! £
/ '/ dérivabilité .
x>k u+v w + v
(ke R) x>0 R 4
u ;
X—=x x> 1 R (ke R) k u
Xt -1"-*-% R* uv vv+ur
X k
x— xn 1 v
-1 — -
(ne N*\f1]) | X~ n*" R v o
1 % u 'y - up'
X J; X R =
2/x T v v?
143
x> sin x X+> COS X R B g*\{ll} |
" u.
X > Cos X X —sinx is L
R Ju ™
x> tanx x> 1+ tan? x| RMF +kn ke Z)) x> ulax+b) | x> au' (ax +b)

Remaraues

® On déduit des régles de dérivation établies au § 2.2. que les ensembles de dérivabilité des fonctions
polynémes et des fonctions rationnelles sont leurs ensembles de définition.

¢ Si l'ensemble de dérivabilité des fonctions u et v est leur ensemble de définition, il en est de méme des
fonctions figurant dans le tableau de droite, a I'exception de la fonction [u qui est dérivable en tout x
tel que : ufx)= 0.

ozl xercices G

2.0 1. Déterminer la dérivée de la fonction fdéflinie 2.¢c
par : flx) = cos® x.
2, Déterminer la dérivée de la fonction g définie
par : g(x) = sin? x + cos? x.

Dans chacun des cas suivants, préciser l'en-
semble de dérivabilité de la fonction fet calcu-
ler sa dérivée,

a)fixead —sa2—2; bjf: s (2 + 200 - 3);

. 2- .
2.b  Dans chacun des cas suivants, préciser l'en- &) fixrs ‘x‘gf_ai]. ; d) f: x v~ x sinx,
semble de dérivabilité de la fonction fet calculer 2d 5 ;.
. ans chacun des cas suivants, préciser l'en-

sa dérivée.
b)f:x—>xcosx ; semble de f-[éﬁnitiﬂn. I'ensemble de dérivabilité
de la fonction fet calculer sa dérivée.

2 1 " e e
ch‘stj.nx i dlfixes tandx, ﬂin-l'H(r‘+2]E-x:b;’f:xH-";(?:—;
e)f:xvws tan (z”aE] s d) f: x> sin 2.

alfrx—>x+ginx ;
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JApplications de la dérivation

—-3.1. Sens de variation d’'une fonction

pzmm=m Introduction

Soit fune fonction croissante et dérivable sur un intervalle ouvert K, x;, un élément de K.
* Démontrer que : ¥ x € K\ {x,), M > 0.

x—x
* En déduire que : f "(x,) 2 0. ’

Si une fonction est croissante et dél:ivahle sur un intervalle ouvert, alors sa dérivée y est positive.
On admet que la réciproque est vraie et, plus généralement, le théordme suivant.

Théoreme
| Soit fune fonction dérivable sur un intervalle ouvert K.
* J'est croissante sur K si et seulement si f est positive sur K.
* [est décroissante sur K si et seulement si f* est négative sur K.
* fest constante sur K si et seulement si f' est nulle sur K.

Exemples

* Soit fla fonction définie par : fx) = 2% — 3x - 1.

fest dérivable sur R et sa dérivée est la fonction f

définie par : f'(x) = 3x% - 3 = 3(x2 - 1).

Ona: Vxe J-o; -1, f(x)>0; = o
Yxel-1;1, [f'x)<0; flx) +
Vxell;+e, f'lx)>0.

f(x) /
Donc : fest croissante sur }— o ; =1[;

[ est décroissante sur }- 1 ; 1[ ;
[ est croissante sur ]1 ; + e,

On en déduit le tableau de variation de f, que l'on compléte
en calculant : f-1) =1 et f{1) =-3.

* Soit g la fonction définie par : glx) = 1”? x x| = 0 + oo

g est dérivable sur R* et sa dérivée est la fonction g’ délinie par : g n 3
1
g'lx)=-

F. ]
Ona:Vxel-e;0[w]o;+el g')<0. glx)
On en déduit que g est décroissante sur chacun des intervalles

]-eo; 00 et 10;+ osl.

E emarque

Si/” a un signe constant sur K et ne s’‘annule qu'en un nombre fini d'éléments de K, alors f est stricte-
ment monotone sur K.

Dérivation 257

Scanned by CamScanner




mmmmmm Extremum relatif d’une fonction

|

! [ La courbe ci-contre est la représentation graphique de la fonction f
|

|

|

|

définie par : flx) = x® — 3x - 1.
*Ona:Vxel-w=;-1[, f'(x)>0;

i [i=1)=0;

':ll i VYxel-1;1, ['lx)<o.

i On dit que /* s'annule et change de signe en -1.

' [est croissante sur - e : — 1[ : donc, V x & J—e ; — 1[, flx) S fi-1) ;
1 Jest décroissante sur |- 1 ; 1[ ; done, Y x e |-1; 1[, flx) < fi-1).
i On en déduit que fadmet f{-1) pour maximum sur }— e ; 1.

On dit que fadmet un maximum relatif en 1.
* De méme, /" s'annule et change de signe en 1 ; fadmet un minimum
relatif en 1.

Plus généralement, on a la propriété suivante.

Propriété
e

' Soit f: une fonction dérivable sur un intervalle la ; bl et x, un élément de Ja ; bl.
Si f' s'annule et change de signe en x,, alors fadmet un extremum relatif en x;.

| a X, b x| a %o b
'k + 0 - W@ - 0+ |
M |
S admet un maximum relatif M en x, Jadmet un minimum relatif m en x;

Exemple
La courbe ci-contre est la représentation graphique de la fonction f
définie par : flx) = 32 — 4x? + 1.

Ona: f'(x) = 12x% (x - 1).
On obtient le tableau de variation suivant.

X || 0 1 + ca
| ') + 0 -0 + )
I I
| f[x]\"‘l““*r!./ of |

La fonction f* s'annule et change de signe en 1, donc la fonction fadmet un extremum relatif en 1.
Ona:Vxelo;1], f'lx)<0;Vxe ]1;+e f'(x)>0;donc cet extremum est un minimum.
La fonction /" s'annule mais ne change pas de signe en 0 ; la fonction fn'admet pas d'extremuzm relatif#i 0.

——e:

3.2 Approximation d'une fonction par une fonction affine

| memmsss Introduction

Soit fla fonction définie par f{x) = — x* + 6x, (€) sa courbe représentative, M, le point de (€) d'abscisse
1 et (T) la tangente a (€) en M,

L Pour tout nombre réel h, on désigne par M et N les points d'abscisse 1 + h, appartenant mspectivemﬂﬂ‘
1 a(€)eta(T).

.l
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» 4y €t Yy désignant les ordonnées respectives des points
M et N, vérifier que : y, = f11 + h) et Yy =f1) + hf(1).
« Compléter le tableau suivant.

| h 1 0,5 0,1 0,01 | 0,001
Ym
Un

\

On constate que f{1) + h /(1) est une bonne approximation de f{1 + h), lorsque h est « proche de 0 ».

Donc la fonction affine g : x > f{1) + (x — 1) f'(1) permet d'obtenir une bonne approximation de f{x)
lorsque x est « proche de 1 ».

Propriéte

Soit fune fonction définie sur un intervalle ouvert K 'et'.ru un élément de K.

Si fest dérivable en x,, alors, pour tout nombre réel & tel que x, + h appartient a K, on a:
flxg + ) = flxg) + f'(xp)h + h @(h), ot ¢ est une fonction telle que lim ¢(h) = 0.
h—=o

Démonstration
+h) - )
On pose : ¢(h) ':ﬂIn ;1 A —J'(x)-
On en déduit que : f (v, + k) = flx,) + f'(x)h + h o(h) et lim @(h) = f'(x,) — f '(x,) = 0.

h=0
Interprétation numérique

Cette propriété permet de déterminer une bonne approximation de f'(x, + h), lorsque f’(x,) est non nul.
En effet, pour tout nombre réel h tel que x; + h appartient a K, on a:

fixg + h) = fixg) + hif'(x,) + o(h]].

Lorsque h est « suffisamment proche de 0 », @(h) est « négligeable devant f'(x;) ».
On a alors : flxy + h) = flag) + /' (xg)h ;

c'est-a-dire : f{x) = flxy) + f'(x,)(x — &), pour x « proche de x; ».

Nous admettons que la fonction x> flx,) + f"(x,)(x — x,) est la meilleure approximation de la fonction
f par une fonction affine, lorsque x est « proche de x; ».

pzemmm Application au calcul numérique

1
1. Calculer une valeur approchée de (2,003)%

Soit f'la fonction définie par : flx) = %ﬁ -
[est dérivable sur R* et sa dérivée est la fonction /' définie par : f'(x) = — % '
Pour des valeurs de h « proches de 0 », on a  flz + h) = fi2) + ['(2)h.
En posant h = 0,003, on obtient : f{2,003) = 0,25 + (- 0,25)(0,003).

1
(2,003)%

(Une calculatrice donne :

Dong :

= (0,249 25.

T = 0,249 251 68....)
2,00
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2. Donner la meilleure approximatjon affine de la fonction frxm J1 +x pour x « proche de o » et ey
déduire une valeur approchée de 0,988, 1 y
[est dérivable sur ]- 1 ; + [ et sa dérivée est la fonction f* définie par : f'(x] = —"‘—-2 Sy

; 1
Pour x « proche de 0 », on a : f{x) = fi0) + /'(0)x ; |:'|ast~£1-|:lu'ril J14+x =1+ -
On a: /0,988 = /- 0,012) ; on en déduit que : /0,988 =1 + (- 0,012).

Donc : /0,988 = 0,994,

(Une calculatrice donne : /0,988 = 0,993 981 89....)

—3.3.. Travaux dirigés

mmmm==s 1. Un probléme d’optimisation
Deux villages, A et B, sont situés sur une céte rectiligne, a 4 km l'un de I'autre. .
Un pécheur est en mer, sur sa pirogue, au point C situé & 1 km au large de B ; il veut se rendre en 4 |,

plus rapidement possible.
On se propose de déterminer le point D de la cote ou le pécheur doit débarquer, sachant qu'il se dépla.

ce en mer & une vitesse de 4 km/h et sur terre a une vitesse de 8 km/h.
1°) Démontrer que le point D appartient au segment [AB].

2°) On désigne par M un point du segment [AB] et par

x la distance BM, exprimée en km. C

a) Déterminer, en fonction de x, le temps {, exprimé en ;

heures, mis par le pécheur pour effectuer le trajet CMA. 1% M
b) Etudier les variations de la fonction ainsi obtenue. By

3°) En déduire la position du point D et le temps de
parcours de C i A.

-l

Solution
1°) D est un point de la cote, donc de la droite (AB).
Soit M un point de (AB) n'appartenant pas au segment [AB]. /J

On envisage deux cas.
* Si M appartient a la demi-droite [AB), alors le trajet CBA M B A

est plus rapide que le trajet CMA ; donc D # M. c
* Si M appartient a la demi-droite [BA), alors le trajet CA est
plus rapide que le trajet CMA ; donc D # M.

D appartient donc au segment [AB]. 8 . ”
2°) a) M appartient a [AB], donc: x € [0 ; 4].

Le temps mis par le pécheur pour parcourir CM, exprimé en heures, est : %M _ix+1
4

De méme, le temps mis par le pécheur pour parcourir MA est : MA_4-x }

8 8
4 -
Dnadonc:t:—u——xz4+1+—ax.

vx?+1 4-x

+ —=

b) Etudions les variations sur [0 ; 4] de la fonction f définie sur par : flx) = ¢ =

4 8

est dérivablesurR;ona:Vxe R, f'(x) = . 21 _ Zx-iat 41 .
f 4;I2+1 8 8 _r2+1
Pour tout nombre réel x de l'intervalle [0 ; 4], on a:
f'[x]:l] o 2e—Vxi+1=0 X< o Gy |'x2+1

@ 4xi=ritl & 4% <%+ 1 (car x est positif)

3
i I=JT' © xcﬂg-.
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On démontre de méme que :

(xe(0:4] et f1)>0) & T cxcy # [3
[3y_a+{a .
De ptus.}( '3—) =—3 /'(x) - 8 =%
Ces résultats permettent de dresser le tableau de variation ci |
I ariation ci-contre. o
3)Ona:—3—=0,577 et t ?E = 0,717 i \ : foal,u s

Le pécheur doit donc débarquer au point D situé entre les villages A et B, 4 577 m de B.
Son temps de parcours est de 0,717 h, soit environ 43 mn.

pamme=m 2. Comparaison de deux fonctions

Spit n un nombre entier naturel supérieur ou égal a 2,

On se propose de démontrer I'inégalité : Vxe R, (1+)721 + nx ().
On considére la fonction f définie sur R, par: flx) = (1 + 1" -1 - nx.

1°) Etudier les variations de f'et dresser son tableau de variation.

2°) En déduire l'inégalité (1).

Solution

1°)On a:

VeeRY Sf&)=n{1+x)"" 1 -n=n[1+2)"-1-1]. £ j 3 i
x>0 = 1+x>1 ['(x) +

= 1+x)""151
= f'(x)>0. /(x) /
De plus, fl0) = 0. On en déduit le tableau de variation ci-contre.

2°) fadmet 0 pour minimum sur B, ce qui peut s'écrire : V x e R,, flx) > 0.
Onen déduitque:Vxe R, (1+x)" 2 1+ nx.

E emarques

* L'inégalité (1) est vraie aussi pourn = 1. Donc :V ne N*etVxe R, (1+x)*2 1+nx.
» Cette propriété peut également se démontrer a I’aide d'un raisonnement par récurrence.

WE X CTCICOS s s s o o o

b) Etudier les variations de la fonction x — si{x).
2. En déduire que l'aire d'un rectangle de péri-
mélre constant est maximale lorsque ce rec-
tangle est un carré.

3.0 Dans chacun des cas suivants, préciser l'en-
semble de dérivabilité de la fonction f, calculer
sa dérivée et dresser son tableau de variation.
alfix——-x*+3x-2 ; b)f:x—»ax3-12 ;

o)fixms 2t —xt—1 ; d)fixrx+ar
3.d Donnerla meilleure approximation affine de la

pour x « proche de 0 ».

fonction f: x

3.b Dans chacun des cas suivants, préciser I'en- T
semble de dérivabilité de la fonction /, calculer En déduire une valeur approchée de ﬁ ;
sa dérivée et dresser son tableau de variation. comparer le résultat obtenu avec celui donné
al fi x> 4% . Bifixe zﬁ::%ﬁ . par une calculatrice.
e)f:xrs 1 s od)fiaxes .f;?Tl 3.e “ Dans chacun des cas suivants, utiliser une

X+ ax approximation affine de fonction pour déter-
miner une valeur approchée de A, puis com-

3.c  Soit ABCD un rectangle de périmétre p. parer le résultat obtenu avec celui donné par
On désigne par x la Iongueur du cdté AB. une calculatrice.

1. a) Calculer, en fonction de x, l'aire s(x) du a) A=/250002 ; b)A=(099997)"5%

rectangle ABCD.
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Exercices

On rappelle que le plan est muni du repére (O, I, JI,

APPRENTISSAGE

Deérivation en x,

1 Dans chacun des cas suivants, calculer, en utili-
sant la définition, le nombre dérivé de la fonction Sen x,.

a) flx) =— 3% + 4x + 5, xXy=2;
bl fe) =228, =1,

x—2" B
dﬂx}:L;z.l, xp=1;

d) fix) = [z + 5, x,:,:w%.

2 Dans chacun des cas suivants, déterminer une
équation de la tangente & la courbe représentative de la
fonction fau point d'abscisse -

aJ i) =a% - 3x -1, x =-2;

X1 1
b) fix) =22, Xg=7 i

c) flx) = i,—___a-zf. Xy=0;
d) flx) = {2x = 3, x,=12.

3 Soil fla fonction définie par flx) = (x = 1)(2x - 3)
et (€) sa courbe représentative,
1. Démontrer que: ¥V he R, fl2 + k) =1 + 3k + 2h2
2. En déduire que fest dérivable en 2 et calculer son
nombre dérivé en 2.
3. Déterminer une équation de la tangente (T) & (%) au
point d'abscisse 2,
4. Représenter (€) et (T) sur le méme graphique.

& Soit fla fonction définie par flx) = ?‘:Zx'_'_'tl et (€)
sa courbe représentative,
1. Démontrer que :

B, - =fl-3)+—2h
Vhe R\ (3] =3+Rh) =/ L Tt

2. En déduire que [est dérivable en — 3 el calculer son
nombre dérivé en — 3.

3. Déterminer une équation de la tangente (T) 2 (%€) au
point d'abscisse — 3.

4. Représenter () et (T) sur le méme graphique.

5 Soit fla fonction définie par :
flx) = (v + -_3_-] sin ().
1. Démontrer que :
Jx) -] sin mfx - 1)
]

nlx—1)
2. En déduire que [ est dérivable en 1 el calculer son
nombre dérivé en 1.

v xe R*\[1], —n[-H%J
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6 Soit fla fonction définie par flx) = x/x oy @
courbe représentative. a
1. Déterminer l'ensemble de définition de f;

2. Calculer le nombre dérivé de [en 2 et donpe, i
équation de la tangente & () au point d'abscisse 5

3. Calculer le nombre dérivé de fa droite en 0 et donng;
une équation de la demi-tangente a (€) au point dab
cisse 0.

7 La courbe ci-dessous est la représentation g,
phique d'une fonction fd'ensemble de définition - 1),

i
LR

1. a) fest-elle dérivable en -%— ?

b) fest-elle dérivable & gaucheen1? en 2 ?

2. On suppose que f est dérivable en —%. en-1,en{
et & droite en 1.

a) Déterminer graphiquement £'(=1), £'(0) et le nombre
dérivé de fa droite en 1.

b) Déterminer graphiquement le signe de f"( %].

8 Soit f1a fonction définie par : flx) = x Je -3
1. o) Etudier la continuité de fen 3.
b) Calculer le nombre dérivé de fa droite et 2 gauche en
3. fest-elle dérivable en 3 7
2. a) Etudier la continuité de fen 0.
b) Etudier la dérivabilité de fen 0.

9 Soit f1a fonction définie par :
{ ) =a% -1, si x <1,

flx) =:‘—‘—} si x21,
1. Démontrer que fest continue en 1.

2. Etudier la dérivabilits de fen 1.

3. Délerminer une équation de la demi-tangente 3
gauche et une équation de la demi-tangente a droite a la
courbe représentative de Jau point d'abscisse 1.

10 Soit f1a fonctien définie par :
k) =3-2xsix<o.

M) =2v 43+ (% sixs0.

L. Déterminer l'ensemble de définition de S
2. Démontrer que la courbe représentative de f admet

une demi-tangente 3 gauche el une demi-tangente 3
droite au point d'abscisse 0.

Déterminer une €quation de chacune de ces demi-tan”
gentes.



Calculs de dérivées

11 Dans chacun des cas sujy
semble de dérivabilité de Ja fonctio
sa fonction dérivée.

gf)=-at+3x41 b}ﬂx}=%+2_cz+3_t:
c}ﬁ;]=[1t2+5]3 H djﬁ.\*]=(2x2+1]{ax_1]3

ants, préciser J'ey-
1/, puis déterminer

12 Dans chacun des cas suivants,
semble de dérivabilité de la fonction
sa fﬂnction1dérivée, :

_ i —_9x+2 2
afX)= 557 bj fix) = Ix+ 4’ C,U[-t]:i—:—;.
préciser |'en-
n f, puis déterminer

Préciser 1'en-
/\ puis déterminer

13 Dans chacun ‘des cas snivants,
semble de dérivabilité de la fonctia
sa fonction dérivée.

a}ﬂr] =/2x =3

i bl i) =2xix? 41
i) =22 +1+x

A= [

- X

14 Dans chacun des cas suivants, préciser l'en-
semble de dérivabilité de la fonction /. puis déterminer
sa fonction dérivée.

aj flx) '—‘[%-ﬁ] Cos (2.r+%) i b) fix) = (sin® x) tan &

15 Soit fla fonction définie par : flu) = S3X 1
2x-13
Préciser I'ensemble de dérivabilité de f; puis déterminer
sa fonction dérivée.

16 Déterminer la fonction polynéme du second
degré ftelleque : l0) =4, f*(0) = 3 et fl1) = 3.

17 Soit a et b deux nombres réels. On considare
la fonction fdéfinie par: flx) = ax + b + ==
1. Calculer les valeurs de a et b sachant que :
flz)=2 et f'(2) = 0.
2. Donner une équation cartésienne de la tangente au
point d'abscisse 2 de la courbe représentative de f,

18 Soit f1a fonction définie par : flx) = (_‘_:zr:%i
1, Préciser 'ensemble de dérivabilité de /, puis déter-
miner sa fonction dérivée.

2, Calculer les nombres dérivés de fen—1, 0, 1 et 2,

3. Déterminer des équations des tangentes a la courbe
représentative de faux points d'abscisses respectives—1,
0,1et2,

19 soit fla fonction définie par f(x) = (4 —2* e
() sa courbe représentalive.
1, Démontrer que (%) est un demi-cercle de centre O,
dont on déterminera le rayon. Tracer (6).
2. Préciser l'ensemble de dérivabilité de [, puis déter-
miner sa [onction dérivée.
3. Soit x, un nombre réel de l'intervalle |- 2 ; 2.
a) Déterminer, en fonction de Xy, une équation de la
langente (T) A (6) au point M, d'abscisse xg.
b) Vérifier que : (T) L (OM,).

20 Soit fla fonction définie par flx) =
88 courbe représentative. _
L Préciser 'ensemble de dérivabilité de /, puis déter-
miner sa fonction dérivée.

1_2191{(6}
xr+3
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2. a) Déterminer une équation de la tangente 3 (€) au
point d'abscisse — 1,

b) Déterminer les points de (6) ot la tangente est paral-
Iele 2 la tangente ay point d'abscisse — 1.

3. Démontrer que, pour tout nombre réel strictement

négalif m, il existe deux points de (€} od la tangente a
Pour coefficient directeur m.

Applications de la dérivation

21 La courbe ci-contre est Ia
représentation graphique d'une RNoN|
fonc:nun [ d'ensemble de définition
~5;4].

;Jn suppose que [ est dérivable sur
-5 ;4[.

1. Déterminer le signe de /' sur chacun des intervalles
1-5;-38[1-3;-1]-1;1[ 11;3[et]3 ; 4l.

2. Dresser le tableau de variation de /;

=

22 Dans chacun des cas suivants :
* préciser I'ensemble de dérivabilité de la fonction f;
* déterminer la dérivée de /et étudier son signe ;
* dresser le tableau de variation de J;

al flx)=x% +1 i B ) =22 4+ 3t 41,
_2x+5 . _ 4 —11x-2
Cjﬁx]— _2__+_‘r' ' d}ﬂx}—?‘

ef=/2-3x ; fifi)=x-/x.

23 Dans chacun des cas suivants :
* préciser l'ensemble de dérivabilité de la fonction [

* déterminer la dérivée de fet étudier son signe sur l'in-
lervalle K ;

* dresser le tableau de variation de fsur K.
al flx) = cc—s[g—- 2x] et K=]0;ax[;
b)fl) =sin®x+cosx et K=)—rn;nl:

1—3cos 3;
c}ﬂx}:Eﬁ et K=10:xl

24 Dans chacun des cas suivants, utiliser une
approximation affine de fonction pout déterminer une
valeur approchée de A, puis comparer le résultat obte-
nu avec celui donné par une calculatrice,

1
—3 5 = = e——
= el . d = s&i L
c] A (T.0001)% : ] A = sin [0,002)

25 On dispose d'une fenille de carton carrée de
cité 100 cm. Aux quatre coins de cette feuille, on
découpe un carré de coté x cm puis on plie le morceau
restant pour oblenir une boite sans couvercle.

On désigne par V(x) le volume de celte boite, exprimé
en cm®.

100 cm
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1. a) Préciser l'ensemble des valeurs possibles de x.

b) Démontrer que : V(x) =x (100 - 2x)2 "
2. Etudier le sens de variation de la fonction V ainsi
obtenue et dresser son tableau de variation.

3. En déduire la valeur de x pour laquelle le volume de
la boite est maximum. Calculer ce volume maximum.

APPROFONDISSEMENT

26 Soit a et b deux nombres réels. On considére
-2
la fonction f définie par : flu) = ?"L:L”’ :
x4+ 1
Déterminer a et b pour que la représentation graphique
de [
* passe par A v ;

* admette en A une tangente d'équalion y = 4x + 3.

27 Soit @ un nombre réel. On considére la fonc-
tion [ définie par : flx) = 23 + ax? 4 3.
1. Déterminer a pour que la représentation graphique
de fadmette au point d'abscisse 1 une tangente paralla-
le a l'axe des abscisses.
2. Etudier les variations de la fonction ainsi obtenue et
Préciser ses extremums,

28 Soit a, b et c trois nombres réels. On considére
la fonction f définie par : Jx) = M
o 41
Déterminer a, b et ¢ pour que la fonction fadmette un
extremum en — 2 et un extremum, égal & 2, en 0.

29 Soit a, b et ¢ trois nombres réels. On considére

la fonction f définie par : fix) = a'if%'—c
x—.

Déterminer a, b et ¢ pour que la représentation gra-
phique de
* admette au point d'abscisse 0 une tangente paralltle
a l'axe des abscisses ;
* coupe ('), courbe représentative de la fonction
x> — 2% + x + 5, au point d'abscisse 1 et admette en ce
point la méme tangente que (I,
On dit que les courbes (€) et (I') sont langentes au point
d'abscisse 1.

30 Un nombre réel « est appelé racine doubje ‘un
polynéme P si et seulement si il existe un polynéme Q tel
que, pour tout nombre réei x, on a : Plx) = fx - o)? Q[x),
Soit P une fonction polyndne et o un nombre réel.

On désigne par P’ la fonction dérivée de P.

1. Démontrer que P est une fonction pol ynéme,
2. On suppose que o est une racine double de P
Démontrer que « est une racine de P’,

3. On suppose que o est une racine de P et de P',
Démontrer que o est une racine double de P

311, Sait £, la fonction définie par: fi(x) = x = sinx,
a) Etudier le sens de variation de /; sur B,
b) Calculer /{(0) ; en déduire que, pour tout nombre réel
positil x, on a ; sinc <.,
2. Soit f, la fonction définie par ) =1~ a2 _ cosr,
a} Déduire de la question précédente le sens“de varia-
tion de [, sur R,

b) Calculer j‘,';((}] » en déduire que, pour tout nombre téel x

»

ona:l-= "2: < COSX.
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3. Soit /; la fonction définie par : f3(x) = x 5; ~ siny
a) Déduire de la question précédente le sens g, .

tion de f; sur R, o

b) Calculer /;(0) ; en déduire que, pour tout nomkpg

positif x, on a : x — &= Ssinx.

4. Soit f; 1a fonction définie par :

,G{.r]: 1- 7 2—4‘—(:05.1‘.

a) Déduire de la question précédente le seng da varia.

tion de f, sur B,. .

bj Calculer £3(0] ; en déduim que, pour tout nombre rgg) %
X

ona:cost<1-— 7t

Application
Dﬁ’ui:e des questions 1.5), 2.b), 3.b) et 4.b) un encagy,,.

ment de sin (%) et un encadrement de cog (%_)

32 soit u une fonction définie sur up intervallg
ouvert K et x, un élément de K. On suppose qu'il exis-
te un nombre réel a et une fonction ¢ telle que, pour
tout nombre réel h tel que x, + h appartient & Longa:

ulx, + h) = :1{_1:0] + ah + ho(h) et ii.El'l.n:p[h] =0,

1. Démontrer que u est dérivable en X, et déterminer
son nombre dérivé en x;,
2. Soit v une nouvelle fonction définie sur . On suppose
quil existe un nombre réel b et une fonction X telle que,
pour tout nombre réel h tel que x, + h appartient 3T, on 5 -
vlxg + h) = v{x,) + bh + hy(h) et Emnx(h] =0.

-

a] Démontrer que la fonction ue est dérivable en o
b) Déterminer le nombre dérivé de uv en L

33 Soit /'1a fonction définie par : flx) =-;_ x2,

On suppose que le repare (O, [, ]) est orthonormé ; on
désigne par (€) la courbe représentative de fet par (3)

la droite d'équation y = - 1.

Soilr; un nombre réel et M, le point de (€) d'abscisse x;

1. Déterminer, en fonction de Xy une équation de la
tangente (T) & (€) en M,, |
2. Soit H, le projets orthogonal de M, sur (G).

a) Démontrer que Mgl = MgH,, puis que (Ty) est la
médiatrice du segment [JH,).

b) En déduire une construction géométrique simple de ’
M, et de (T), connaissant H

Application

Construire géométriquement les points de (€] d'abs-

alsses respectives — 2 gf 3, puis les tangentes a (€) en
ces points,

o

38 Soit f1a fonction définie par flx) = -7+ 3x +1
et (€) sa courbe représentative.
Soilx; un nombre rée] et My le point de () d'abscisse X
1. Démontrer que la tangente (T,) & [€) en M, a une
équation de J5 forme y = (- 3x,2 + A + 2rd + 1.
2.0) Ecrire ung équation dont les solutions sont les abs-
Cisses des poinlg d'intersection de (Ty) et (€).
b) Démontrer que cette 6quation peut s'écrire : '
[x - X% 4+ ir) =0,
¢) En déduire que (T,) et (€) ont en général deux points
communs,

Dans quel cas (T

) et (€) n'ont- ; int com-
PR o) et (€) n'ont-elles qu'un po




Etudes de fonctions

Introduction

Dans les chapitres précédents, nous avons mis en place les notions
de limites et de dérivées. Nous allons maintenant compléter les
acquis de la classe de seconde et investir ces nouveaux outils dans
I'étude et la représentation graphique de fonctions numériques.
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o ol SERPES

Volume de liquide dans le récipient en fonction de sa hauteur.
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, $rd jables réell
Dans ce chapitre, les fonctions étudiées sont des fonctions numériques & variabies ree'les et le plan est

muni du repere (O, 1, ]).

—1.1.. Parité, périodicite

~ Généralités sur les fonctions. -

mummmm Fonctions paires

On suppose que le repére (O, I, ]) est orthogonal.

La courbe (€) ci-contre est la représentation graphique
de la fonction fdéfinie par : f{x) = x* - 1.

L'ensemble de définition de f'est D tel que : D= R.
Ona:Vrxe D}.-,—_a:e Df

Nous dirons que D, est symétrique par rapport & zéro.
Deplus: Vxe Df,}'(—x} = flx).

On dit que [est une fonction paire.

- s of =x poar
Les points M[/[x]) et M ( ﬂ—.t]) sont symétriquas par
rapport a l'axe des ordonnées.
L'axe des ordonnées est un axe de symétrie de ().
Détfinition '

Soit fune fonction d'ensemble de définition D, I8 %)
On dit que la fonction fest paire si D, est symé: t“/\.’.)?:r 'R_‘E‘:"‘;

frique par rapport i zéro et pour fout x élément
| de Df, on a : fl-x) = fix).

fix)

o Ol

&

|
(
{
|
|
|
|
|

Le repére étant orthogonal, une fonction est paire si et seulement si I'axe des ordonnées est un axe de
symétrie de sa courbe représentative.

Exemples
* Les fonctions x>k (ke R), x> x% x> |x| et x> cosx sont des fonctions paires.
* La fonction /, définie par f{x) = 3x* — 2x% 4+ 1, est une fonction paire,
En effet son ensemble de définition R est symétrique par rapport 2 zéro et pour tout x élément de R, ona:
fl=x) =3(-x)f-2(-x)2+1
=3t -2 +1

= flx).

¢ La fonction g, définie par g(x) = » N'est pas une fonction paire.

1
(x—1)(x + 3)
En effet son ensemble de définition R\[- 3 ; 1) n'est pas symétrique par rapport a zéro.

B emargue

Lorsqu'une fonction f, d'ensemble de définition Dy, est paire, il suffit de I'étudier sur I'ensemble Dy Ry |
La courbe obtenue est ensuite complétée par symétrie par rappart @ I'axe des ordonnées
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guumsmm Fonctions impaires

‘Soit fﬂune fonction d-'en.;eml-lle. de définition D T
On dit que la fonction f est impaire si Df est M ........ fix)
 symétrique par rapport a zéro et pour tout x /\ \ |
. élément de Df' on a :ﬂ— .'I‘.'] = -..ﬂx]. | = \ES .“h‘\::ij
S
g;,f-g 'fg:iggﬂ:ﬂ Impaire s1 et seulement si I'origine du repeére est un centre de symétrie de sa courbe
Exemples

* Les fonctions x>, x> x?, x> T X sinx et x> tan x sont des fonctions impaires.

» La fonction /, définie par f{x) = » est une fonction impaire.

T e
(e —1)(x + 1)
En effet son’ensemble de définition R\{~ 1 ; 1) est symétrique par rapport 4 zéro et pour tout x élément

de R\[-1:1),ona:fl-x) o '-l_]it e
~x=1)-x
:-—-—:‘-r__
(x+1)x-1)
== flx).

¢ La fonction g, définie par g(x) =

1
m , D'est pas une fonction paire.

En effet son ensemble de définition R\[- 3 ; 1) n'est pas symétrique par rapport & zéro.

Remarque

Lorsqu'une fonction f, d'ensemble de définition Dy, est impaire, il suffit de I'étudier sur I'ensemble D;N R,.
La courbe obtenue est ensuite complétée par symétrie par rapport a I'origine du repére.

mmzm=m Fonctions périodiques

La courbe () ci-jointe est la représentation graphique de la fonction mantisse m,
définie par m(x) = x — E(x), ol E désigne la fonction partie entiére.
Soit D I'ensemble de définition de la fonction m.

* Déterminer D et vérifier que: Vxe D,x+1eD et x—1€D.
* Démontrer que ;: V x € R, E(x + 1) = E(x) + 1.

En déduire que : V x € D, m(x + 1) = m(x).

On dit que m est périodique, de période 1.

Soit t la translation de vecteur OL.
* Démontrer que : ¥V M € (%), (M) € (€), . -
* En déduire que () est globalement invariante par la translation de vecteur OL

Détinition _
Soit fune fonction d'ensemble de définition D et p un nombre réel non nul.
On dit que fest périodique, de période p, si pour tout x élément de D, x—p et x + p appartiennent

A D, et _ﬂ-f + p) fﬂx]-
j ] jod| i i et seulement si sa courbe représentative est globalement
Une fonction f est périodique, de période P, si et s D g

invariante par la translation de vecteur pOL
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Exemples

| » Les fonctions cosinus et sinus sont Péﬂﬂdi‘,l"'g:'ﬂde
» La fonction tangente est périodique, de pério ' cette fonction, x + T &t X —mapp

périnde 2.

| En effet, pour tout x élément de l'ensemble de définition D de

, nent a D et on a: tan (x + n) = tan x. 2 T
| « La fonction f définie par fix) = sin (3x - 5 ) est périodique:
i O o 2.%“, appartiennent 2 R

En effet, pour tout x élément de R, x — = et

et on a :j(x+-z%5) = sin (3(x+ %ﬁ)—%):sm (3.::—1;-) =)‘[-t']-

B emargues

» Si p est une période de f, alors k p (Ic E_Zj
» Lorsqu’une fonction f, d’ensemble de défin
un ensemble de la forme Dy N !a ;a+pl La courbe

—_
tions de vecteurs pOl et — pOL

. 2n
pénode 5

#) ost qussi une période def. _ . A,
f:fis,f D, est périodique de période p, il suffit de I'étudier s,
a;btenue est ensuite complétée en utilisant les trans]q.

s

—1.2. Eléments de symétrie

msommmm Axe de symétrie

On suppose que le repére (O, T, ]) est or thogonal.
Soit fla fonction définie par flx) = — % — 2x + 3 et (€) sa courbe représentative.

On se propose de démontrer que la droite (4), d'équation x = — 1, est un axe de symétrie de (€).

1™ méthode
Soit O' 31 le point d'intersection de la droite (A) avec l'axe des abscisses.
Soit M un point du plan ; on désigne par (x, y) et (X, Y) ses coordonnées \'L“
respectives dans les repéres (O, L, ]) et (O, C-ﬁ: Eﬁ () /(a)
» Démontrer que : { r=x-1

montrer que : jax o &/ 3 ) |
* En déduire que : M€ (6) & Y=~X2+4, / 5= \
» Vérifier que la fonction g:x+=>—x% +4 est paire. ol
» Conclure.
2° méthode

 Démontrer que, pour tout nombre réel htel que-1+ he Dy,
ona:—-1-he Df et -1+ h)=/-1-h).
* Conclure.

= __‘...-_ T v e e ._,_____.___,_"_“_"___'r__"’__________-:___i

M |r Soit f° :ime fonction etl[‘ﬁifa cm[l.ﬂ;?i représentative dans le plan muni du repére orthogonal (O, LD
Pour démeontrer que la droite (A) d'équation x = a est un axe d . ; )

' 'un des procédés suivants. e symétrie de (6), on peut utlh!ﬁ.

1

| * Démontrer que, dans le repére (O’ c_)f, (_)ﬁ avec Ur(ﬂ)' (€) est : A)
' la représentation graphique d'une fonction paire. . nom ___(f)__ g

| Démontrer que pour tout nombre réel htel que a + he D "
‘ona:a-he D, et fla-h)=/fla+h)
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gomemm Centre de symétrie

: fonction définie e X
Soit fla par flx) x—z ©t (€) sa courbe représentative,

ropose de démontrer i f2
On se prop que le point Q ( 1) est un centre de symétrie de (<6).

{re méh‘:ode )
Soit M un point du plan ; on désigne par (x, y) et (X, Y) ses
coordonnées respectives dans les reperes O,1]) et (0,01 (_)ﬁ j'
xr=X+2 = 1
, tr : L]
« Démontrer que { I -_-.(f‘i).-_- st
« En déduire que : M e (€) e Y = _1i é 06—
[ I :
; ; y 1 ; .
« Vérifier que la fonction g:x s ~— est impaire, i
e Conclure. ;
2¢ méthode (‘6)|:
« Démontrer que, pour tout nombre réel h tel que 2+he D ,
_ fl2—h) + /2 + h) , M . ;
ona:2-he D),a- el =1, T 'O"__ ..... M
2 i R | e o
« Conclure. 9+h O] | 92/ 2-h
' Soit fune fonction et () sa courbe représentative dans le plan muni du repére orthogonal (O, I, ).
PE’“}' dén_:lonu'er que le point D'(g) est un centre de symétrie de (‘6), on peut utiliser 1'un des pro- |
cédés suivants.

- * Démontrer que, dans le repére (O', 5f C_)f), (‘€) est la repré-
sentation graphique d'une fonction impaire.

* Démontrer que pour tout nombre réel h tel que a + h e Dy,

_una:a-hEDf et ﬂa_h);ﬂa"'h]:b.

—1.3. Notion d'asymptote

mmmmmmm  Asymptotes paralléles aux axes du repére

—2x + 2

La courbe (€) ci-contre est la représentation graphique de la fonction f définie par: flx) = =

*Ona:limfix)=-1.

X=d+ oo

Pour tout nombre réel x distinct de % on désigne par M et N les

Soit (4) la droite d'équation y =— 1.
points d'abscisse x appartenant respectivement & (6) et a (4). ]

oW

-3

1=

r—+m

Ona:NM = f{x) + 1 ; donc : lim NM =0. 0/1

|

On dit que la droite (A) est asymptote A la courbe (€). o

z%-

*Ona: lim flo) == (A"
r— =
2
i — -3  gst asymptote a la (€
On dit que la droite (4), d‘équation x = 7, est asymp

courbe (6).
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Détinitions

Soit f'une fonction et (¢) sa courbe représentative. y 1 . 2
* Lorsque f'a une limite finie [ en + ouen -, on dit que la droite d'équation y =1 esi,
tote a la courbe (%€). . k
* Lorsque f'a une limite infinie 4 droite ou a gauche en x,, on dit que la droite d'équation x=A
asymptote a la courbe (€). k.

Exemples

La courbe (€) ci-contre est la représentation graphique
de la fonction fdéfinie par : flx) == 2,

*Ona: lim flx) = 1 et lin'lj[.zr:]=-!1'1:l & ]
X =% 4 oo X == o0 L e —m= e na
Les droites (A) et (A'), d'équations respectives (A% of i/

¥=1 el y=-1,sont donc asymptotes a (6).

*Ona:limf{x) = — ce,
x—0

=t
\ @)

L'axe des ordonnées est donc asymptote & (€).

mmmmmm Asymptotes obliques

La courbe (€) ci-contre est la représentation graphique
de la fonction fdéfinie par : flx) = ==

x-2"

. _ _x*-3 af-4 _ 1
Ona:flx)—(x+2)= o T
On en déduit que : lim [flx) — (x + 2)] = 0.

X =+ 00

Soit (A) la droite d'équation y = x + 2.

Pour tout nombre réel distinct de 2, on désigne par M
et N les points d'abscisse x appartenant respective-
ment a (€) et a [A).

Dna:ﬁ=ﬂx}—[x+2};donc:]imN_M=0.

X34

On dit que la droite (A) est asymptote & la courbe (%€).

Détinition
'Soit i une fonction et (€) sa courbe représentative,
Lorsqu'il existe une fonction affine x — ax + b, telle que la fonction x — Jix) - (ax + b) a pour limite
‘Oen +c ouen - e, on dit que la droite d'équation y = ax+ b est asymptote & la courbe (€), !

—
|

Bemar ques

» Le signe de NM donne la position de la courbe (@) par rapport a son asymptote.
* Une courbe d’équation y = ax + b + g(x), ot g est une fonction de limite nulle en + s ou en — =, admet
la droite d'équation y = ax + b pour asymptote.
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Exemples

La courbe (€) ci-contre est la repré ;
graphique de la fonction fdéﬁniel; a:?ntahun

-—x+1
L ~

*Ona:VxeR%, fla)= Iz——_%.:_"'._:l
=.r—3+3..,
Dong, lim [flx) = (x-3)] = 0.

X— 4o

La droite (A), d'équation y = x — 3, est asymptote a (),

N\,

(4

4

N4

De plus, ona:Vxe R}, fl) - (x-3) >0 ; donc, [€) est « au-dessus » de (A) sur R*.

] .
*Ona:VrxeRY, flg=2X=-%X+1 , 1

Dong, lim [flx) - (-x-1)] = 0.

X =h -

De plus, ona:V x € R, flx) ~ (- x~1) > 0 ; donc, (6) est « au-dessus » de (A') sur R*.

%%Exercices B R

1.0 Dans chacun des cas suivants, étadier la parité
de la fonction f

alf:x—=>x"(ne N*) ; bjfixr—>-2 ;
. . , xX+1
¢l fix e : d)‘r'er-l'

1.b  Dans chacun des cas suivants, démontrer que
la fonction fest périodique, de période p.
alf:x—sindx,p=n ;
bl fixw— 0052(%1-17 =2m.

l.c Dans chacun des cas suivants, donner trois
périodes de la fonction f. :
a}f:xr—rcos[%] : b)f:stin[?,r] :

c)f: x> sin (5x +§-] ; d)f:xr—rcos[—tl.r--g—).

Scanned by CamScanner
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le

1.f

l.g

Démontrer que la droite d'équation x = — 1 est
un axe de symétrie pour la courbe représentati-
ve de la fonction f: x = 2! + 4 + 6x? + 4x +3.

Démontrer que le point Q ; est un centre de

symétrie pour la courbe représentative de la

fonction f: x y
=1

Déterminer deux asymptotes 2 la courbe repré-
1

+2°

sentative de la fonclion frx s Zr+ 3 —

Démontrer que la droite (A) d'équation y = 2¢ + §
est asymptote & la courbe représentative de la
2% 4+ 30 -1

i e
fonction f =
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Fonctions polynomes, fonctions "y
" rationnelles . -

__92.1. Etudes de fonctions polynomes

mmmm== Etude de la fonction f: x — —121‘2 +2x

Ensemble de définition

La fonction fest un pelyndme ; elle est donc définie et continue en tout élément de R.

Dérivée et sens de variation
La fonction fest un polyndme, elle est donc dérivable sur R et sa dérivée e
Ona: ['(2)=0;

F'x) >0 & x<2;donc, [est croissante sur ] oo ; 2[ ;

['(x) <0 & x> 2;dong, fest décroissante sur J2 ; + of.

st la fonction f" 1 x> —x 4 2,

Etude aux bornes de I'ensemble de définition
Ona: lim flx) = lim (-5 %) =< et lim fix) = lim (-1x7) ==

X = — X—p—on X—+ee T3+
Tableau de variation Courbe représentative
X | —eo 2 + oo |
| L
f'(-l‘] + 0 -
2 - i
f(x) / ‘ \ /
o |
Table de valeurs / \
x |[-1]0|1|2]|3]|4]|5 // \\
q_5 3 3 _3
N e T R ol B ;

La courbe représentative de la fonction f est une parabole. Le point de coordonnées (2, 2) est le sommet
de cette parabole et la droite d'équation x = 2 est son axe de symétrie.

pmmm== Etude de la fonction g : x — %—-— x2 41

Ensemble de définition

La fonction g est un polynéme ; elle est donc délinie et continue en tout élément de R.

Dérivée et sens de variation

La fonction g est un polyndme, elle est donc dérivable sur R et sa dérivée est la fonction g ' : x> +* - 2%.

Ona:Vaxe R ¢gx)=x(x-2)

Ainsi : ¥V x € J-oo; 0[ U ]2+, g'(x) > 0 ; dong, g est croissante sur chacun des intervalles J-oo;0[ et 12+l
¥ xe ]0;2[, g'(x) < 0;done, g est décroissante sur l'intervalle o ; 2[.

Etude aux bornes de l'ensemble de définition

Ona: limg(x) = lim 53—=—w et lim g{x) = lim £3.=+m‘
X —t—e= X —3 =058 L=+ _-(-_,,,,“3
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Tableau de variation

ablea Courbe représentative
x | == 0 2 4o O i e
—1 - T
g| * 0 - 0 =+ LT
-1 ! :I
— 0 3
(e — | ] Nl
N
Table de valeurs /7o
T—I -1 0 1 2 l 3 I ;f
HRHER |
glx) 3 : 3 3 L

La figure suggere et on démontre que le point Q de coordonnées ( I,%} est centre de symétrie de la courbe.

pasm=s Etude de la fonction 1z x 1 - 13 - &
Ensemble de définition

La fonction h est un polynéme ; elle est donc définie et continue en tout élément de R.
Ensemble d’étude
On remarque que : V x e R, h(- x) = h(x)

Dong h est une fon{:t_ilnn impaire et 1'origine du repére est un centre de symétrie de sa courbe représen-
tative. On peut restreindre 'étude de cette fonction R,.

Dérivée et sens de variation

La fonction h est un polyndme, elle est donc dérivable sur R et sa dérivée est la fonction i’ : x > — 322 — 1. '
B |
Ona: Vxe R, h'(x) <0; donc h est décroissante sur R,.

Etude aux bornes de [0 ; + o[

Courbe représentative
Ona: lim h(x) = lim — x3 = — co. !
X =3+ ca X =4 +oe \
Tableau de variation \‘\
X 0 + 09 {rﬁ’h \
R'(x) - \
1]
h(x) i S o1
— & b
N\
Table de valeurs \\
X 0 1 2
ga)| 0 | -2 |-10

M " Pour étudier une fonction £ en l'absence de consignes particuliéres, on peut adopter le plan suivant,
. » Déterminer l'ensemble ﬂ_e définition et étudier la continuité de fen tout point de cet ensemble.
» Signaler la parité ou la périodicité éventuelles de fet en déduire une ;édumm Helansemble dnde
' e Déterminer l'ensemble de dérivabilité de £, calculer sa dérivée et en déduire le sens de variation de f
. Emd.fer lacnmpurlemﬂnl de faux bornes de I'ensemble d'étude et andédmre Jes éventuelles asymptotes.
'~ » Regrouper les résultats ainsi obtenus dans un tableau de variation :
e Tracer la courbe représentative de f; apres avoir éventuel]emer_lt_ drg_ssé une tabl_a de v‘algu_rs_
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| __9.9. Etudes de fonctions rationnelles
: il

_—-—'—

mmmmmm Etude de la fonction f:x— 573

Ensemble de définition
3
. Ona:D,= R\{f}

|
| _ i inue en tout élément de D
! La fonction fest une fonction rationne ontin !

| lle ; elle est donc
i ' Dérivée et sens de variation
[

La fonction fest une fonction rationnelle, elle est donc dérivable sur Dy
| 2

e (g et sa dérivée est la fonction [ ix—=> —— -
| l‘ / (2¢-3)?

3 i
Ona:VxeDp/f'{x)>0. Donc, fest décroissante sur i'z'[ et 5":'r] i [

i| R Etude aux bornes de I'ensemble de définition
il I Ona:limflx)=1 et lim fix) =

X—3—oo X—=+m=

I i Donc, la droite d’équation y = 1 est asymptote & la courbe représentative de /.
i Ona: lim  flx) =+ et lim  flx) =—eo
X = - o %

i Z
‘ll < :v

I!l Dong, la droite d’'éguation x = _:i' est asymptote & la courbe représen

tative de /.

Tableau de variation Courbe représentative

il - 3
_ f'[I] + + j
+ oo 1
I f(x) / /
! 1 — oo ——
) | '] =Tl
! Table de valeurs (485
| x |-2|-1|0|1|2|3|4]|S5 O [13 f
[ 9
8 |64 248
3 4 0 K] 5 7 ll

La courbe représentative de la fonction fest une hyperbole, Le point d'intersection des asymptotes est son
centre de symétrie.

=T

' Vocabulaire
ax+b

|
|
|
I
’ f JSix) 7|35 ’

, 0l ¢ # 0, sont appelées fonctions homographiques.

Les fonctions non constantes de la forme x—

1 pmmm== Etude de la fonction g : x — 12,1: & . e

2 x+1

i Ensemble de définition
i Ona:D,=R\{-1]

| La fonction g est une fonction rationnelle ; elle est donc continue en tout élément de D,..
: IW ! Dérivée et sens de variation g

4 La fonction g est une fonction rationnelle, elle est donc dé tion
' ! r t la fonctl
(x—1)(x +3) ivable sur D, et sa dérivée es

- i § Lxes (x + 1)?
i Ona:g'(1)=g'(-3)=

|
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vxel-=i—3[V]1i+e] g'(x) > 0; donc, g est croissante sur J-oo ;=3[ et sur J1; + eol.
yrel-3:-1[v]-1:1[,¢'x) <0; donc, g est décroissante surJ-3;-1[ et sur ]-1; 1L,

Ftude aux bornes de l'ensemble de définition
lim glx) =+ et limglx) =~ De plus : lim —2_ = Jim —2- =0

r—=== X = + 00 Yy X x_,_}_‘,wx-l-l
droite d’équation y =Ly + 3. :
Donc, Ia 9 alu““ Y= % +< est asymptote & la courbe représentative de g.
lim glx)=—e et lim g(x)=+ o,
e x—=1
< >

Donc, la droite d'équation x =—1 est asymptote & la courbe représentative de g.

Tableau de variation Conbs seprdsuntutive
x |=e -3 -1 ; R
! T
gkl + 0 - - 0 + =
—
g | A | N N\ | A e
= Y 3
* 0
7
L~
Table de valeurs ol
- - - _-‘/,.—‘ ﬂ\
X 5 3 2 0 1 3 = b \

fix) |-1,8) -1 [-1,5/35| 3 |35

La figure suggére et on démontre que Q(_ll), point d'intersection des asymptotes, est un centre de symé-
trie de la courbe.

2.3, Travaux dirigés

emmm=m Résolution d’une équation par dichotomie

La courbe (€) ci-contre est la représentation graphique de la / \
fonction /' définie par : f{x) =%x3 +2x%-3x-5. / X )
1°) Utiliser ce graphique pour conjecturer le nombre de solu- \ |
tions de I'équation f{x) = 0 et donner un encadrement a1 présde \ 7
chacune de ces solutions. o

1 | 12\ 2 |3

2°) a) Démontrer qu'il existe un nombre réel o tel que : 2 <a <3
et _f[a] =0 7 \

b) Calculer f (2 ; 3) et en déduire un nouvel encadrement de . | \

3°) En utilisant la méthode précédente, déterminer de proche en j
proche un encadrement a 107 prés de c. \

Solution

19) Le graphique permet de conjecturer que l'équation flx) = 0 admet trois solutions a, B et y telles que :
2<o<3;-2<P<-1 et —5<y<-—-4

Les nombres o, B et ¥ sont les abscisses respectives des points d'intersection de (%) et de 1'axe (OI).
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2°) a) Pour tout nombre réel x, on a : f'(x) = 2 + 2x— 3.

Vxe J2;3l,f'(x) > 0; donc, fest strictement croissante sur J2 ; 3L. -

De plus: fl2) =- 13 et f[3) =4 ; donc 0 admet un antécédent o et un seul telque: 2 < o < 3,
3

b) On a }(2—'*—23—) = f[2,5) = - 1,041.

L |

Un raisonnement analogue au précédent nous permet d’en

déduire que : 2,5 <@ < 3.

3°) On utilise la méthode précédente et on obtient, de proche en proche et &1.‘?: .u;ue calculatrice, les gpge,,
drements suivants o a et b désignent les bornes des encadrements SUCCESSILS :
- b %'b f(g_:é‘_b) Encadrement de o
2 3 2,5 -1,041 25<0<3
2,5 3 2,75 1,24 2,5 < 0.< 2,75
2,5 2,75 2,625 0,045 2,5<0<2,625
2,5 2,625 2,562 5 -0,512 2,5625 < o < 2,625
2,562 5 2,625 2,593 7 - 0,237 2,593 7<o< 2,625
2,503 7 2,625 2,609 3 - 0,097 2,609 3 <o < 2,625
2,609 3 2,625 2,617 1 - 0,026 2,617 1 <o < 2,625
2,617 1 2,625 2,6210 0,009 26171 <0<2,6210
2,617 1 2,6210 2,619 1 - 0,008 2,6191<0.<2,6210
2,617 1 2,6210 2,6201 0,000 3 26191 <0<2,6201

WE xercices A P o A e A A

2.0 Soit JSla fonction définie par : flx) = — 23 + 322, 2.¢c  Soit fla fonction définie par : flx) = x=1
1. Etudier f et construire sa courbe représenta- 1. Etudier fet construire sa courbe ll"i';;;';gsenla-
tive () dans un repére orthonormé tive () dans le plan muni d'un repére ortho-
(unité : 1 cm sur chaque axe). norme,
2. Démontrer que le point Q ; est un centre de 2. Résoudre graphiquement le systéme d'inéqua
symétrie de (€). Donner une équation de la tan- tions: 0 < fﬁ <4.
gente & (‘¢) en ce point el tracer cette tangente, Retrouver les résultats par le calcul,
3. Construire, sur le méme graphique, la courbe
re[;p]résa:;t;]ﬁve l[[‘} de la fonction g définie par : 2.d  soit f1a fonction définie par :
glx)=x% |3 —x.
flxy==x+1 +_I2+ i-

2b

Soit f1a fonction définie par : fle) = % - 322 4 2,
1. Etudier fel construire sa courbe représentative.
2. Déterminer, graphiquement el suivanl les
valeurs du nombre réel m, le nombre de solu-
tions de l'équation flx) = m.
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1. Etudier fet construire sa courbe représenta-
tive (€) dans le plan muni d'un repére ortho-
normé,

2. Démontrer que le point 9(9 est un centre de
symeétrie de (€).



s trigonomaétri

3,1.. Fonctions circulaires

ppoE== Etude de la fonction sinus

gnsemble de définition

La fonction sinus est définie et continue en tout élément de R.

gnsemble d’étude

La fonction sinus est périodique, de période 2r ; donc il suffit de I'étudier sur [ ; 7.
La fonction sinus est impaire, donc on peut réduire l'intervalle d'étude a [0 ; 7).

périvée et sens de variation Tableau de variation
La fonction sinus est dérivable sur R et sa dérivée est la * |o I T
fonction cosinus. On en déduit que la fonction sinus est 2
croissante sur [D ; 1‘-] et décroissante sur [E ; rr]. cos x + 0 =

2 2 1
Courbe représentative

Remarques

« La courbe représentative de la fonction sinus est une sinusoide.

» Les points de coordonnées (k T ; 0), k € Z, sont les centres de symétrie de la courbe.

¢ Les droites d'équations x = X +kn ke Z, sont les axes de symétries de la gourbe.

« La tangente en O a la courbe est la droite d'équation y = x. La courbe est au-dessous de cette droite sur
[0 : %] et au-dessus sur [__1'25 ; 0]. (Cf. chapitre 12 § 2.4)

« La fonetion sinus n'a de limite ni en + o, ni en — .

nppe=m Etude de la fonction cosinus

Ona:Vxe R, cosx=sin(x+ )
On en déduit que la courbe repr
de la fonction sinus par la transl

ssentative de la fonction cosinus est l'image de la courbe représentative
ation de vecteur — -TZEOI . (Cf. chapitre 9 § 3.2.)

fonction cosinus est une sinusoide.
k 1 0), ke Z, sont les centres de symétrie de la courbe.
k e Z, sont les axes de symétries de la courbe.

* La courbe représentative de la
* Les points de coordonnées {12:-+
* Les droites d'équations x =Kk,
» La fonction cosinus n'a de limite ni en + =, ni en =
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memmmm Etude de la fonction tangente
Ensemble de définition . keZ
L'ensemble de définition de la fonction tangente est R\{E +km }

Cette fonction est continue en tout point de cet ensemble. :
Ftude aux bornes de [D : E[

Ensemble d'étude =
La fonction tangente est périodique, de période m, Ona: ll_n:l z tan x = + =

on peut donc 'étudier sur ]— % ; E[- < S

La fonction tangente est impaire, donc on peut réduire Donc la droite d'égquation x= 1 est asymptote 3 |5
l'intervalle d'étude a [u : -’%[ courbe représentative de la fonction tangente.

: résenlative
Dérivée et sens de variation Courbe rep

La fonction tangente est dérivable sur son ensemblf de
définition et sa dérivée est la fonction x+ 1 + tan®x.

On en déduit que la fonction tangente est strictement

M " E-
croissante sur [0 P 5 [ S 1+ g
Tableau de variation _3n 01 3n
o 2
x 0 “’;' 2
1 + tan®x -+

_._”_‘__/* e
tan x 0
BEI'I'IEI’QUES

* Les points de coordonnées (k %; 0), k e Z, sont les centres de symétrie de la courbe.

* Les droites d’équations x =%+ ke, k e Z, sont les asymptotes de la courbe.

* La tangente en O a la courbe est la droite d’équation y = x. La courbe est au-dessus de cette droite sur
[0 - %[ et au-dessous sur }--g—- : 0]. (Cf. chapitre 12 § 2.4.)

3.2, Exemples d'études de fonctions trigonomeétriques

poammm Etude de la fonction £: x — 2 sin (%-;» %)

Ensemble de définition
La fonction fest définie et conlinue en tout élément de R.

Ensemble d’étude
La fonction f est périodique, de période 47 ; en effet : ¥V x € R, flx + 4n) = 2 sin (%+ Zn +%) = flx).
On peut donc réduire 1'étude & l'intervalle [-2n; 2n].
Dérivée et sens de variation
La fonction fest dérivable sur R et sa dérivée est la fonction f : x — cos (i_,_& )
Etudions le signe de /'(x) pour x € [-2r ; 2n]. 2 4
"My = L P
S'x)=0 =] cns(2+4) 0

xr n T X T n
—_———=— U —=4—= =
4 2 2 4 2

La fonction fest croissante sur [— 3?“ ; 12':- ] décroissante sur [— 2r ;- 3?“] et sur [-":- : 2n:]
2 7 :
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Tableau de variation

Courbe représentative

X |=2rn - ?’T’r _?zt_ 2
flx) - + 0 _
Z
f(x] —J_'-.* ‘ /

mezmmm Etude de la fonction g : x — 2 sin
Ensemble de définition

La fonction g est définie et continue en tout élément de R.
Ensemble d'étude

La fonction g est périodique, de période 2r ;
en effet : Vx e R, glx + 27)

X + cos 2x

=2 sin (x + 21) + cos (2x + 4x) = 2 sin x + cos 2x = g(x).
On peut donc réduire 'étude a l'intervalle [0 ; 2n].
Dérivée et sens de variation

La fonction g est dérivable sur R et sa dérivée
est la fonction g' : x — 2 cos x - 2 sin 2r.

i i gl n 5¢ 3n
Etudions le signe de g'(x) pour x ¢ [0 ; 2x]. 5 g B 2 B % i
g'(x) = 2 cos x + 4 sin x cos x COS X 4 % L Y g

=2cosx (1—2 sin x). ‘1——25111.1:. + ?_ N 1 + i
cosx=l]1=x=% ou t=3_213 g'x) +# 0-0+0 -0 +

2 si s 5T
—2ginx=0 & x=2L _5m
1 sin x & X A ou x =
Tableau de variation Courbe représentative

[ m 57 an

"2 ¢ 2 8 2 &

g'(x) +a—n+u 0
3 3

o) /2\ \|

Démontrer que la droite (A}, d’équation y '"2' , est un axe de symélrie de la courbe (‘¢).

WE X eI CICeS BETrs s o A A o o

o T .
3.0 Déduire, de la courbe représentative de la fonc- gl 231 (.r +_3') + blxe> tan ( "4-} !

tion sinus, la courbe représentative des fonc- ¢} x> tan (_}é:‘ _I)  dj - tan (.r _%) weds

tions suivantes.

LAY
a) x > sin (x 1 %E) i b)xrsin (‘r_T) ' 3.c  Pour tout nombre réel x, exprimer cos x + sin x
™. fonction de sin (x +2).
¢) x— sin (—23'?‘ ‘I)  djxrete (JH 3] ' ;n ;;; I nla co I£:+ n)ésematwe de la fonc
Sn ; flx+>cos {.t +ﬂ)- ! mreos -:]:m ;EP -
e}.tHGOS (_ﬁ_'-'r) ’ 4 tion x> E__I"E_ ,éparl]_rl:la celle de la
|

3b Déduire, de la courbe représentative de e fe R

tion tangente, la courbe représentative des

fonctions suivantes.
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Le plan est muni du repére (O, I, ).

APPRENTISSAGE

(Généralités sur les fonctions

1 Chacune des courbes suivantes est la représen-
tation graphique d'une fonction f: [~ 2 ; 2] = R.

a) b} ' /"
] e
2|10 || 2 -2 0| 1|2
o 11/ d T4
=ERE 27
42 [0 1| WK
/

Dans chaque cas, dire si la fonction fest :
_ — paire ;

— impaire ;

—ni paire, ni impaire.

2 1. Voici une partie de la courbe représentative
d'une fonction paire, définie sur [- 5 ; 5].

[+

Compléter la courbe et donner le tableau de variation
de la fonction.

2, Voici une partie de la courbe représentalive d'une
fonction impaire, définie sur [~ 5 ; 5].

P
[

T

o/
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7 e e

r la courbe et donner le tableau de variatigy,
de la fonction.

Compléle

chacun des cas suivants, étudier la paritg
dela ?mﬂ?ir:n [ sur son ensemble de définition,
1 , b}ﬁx] = 7+ Iz
x|t L A=l
gﬁﬂ=!.r-zi+|x+2| 1 fjﬂx):lx"'al_".f—ﬂ.

B Dans chacun des cas suivants, étudier la paritg
de la fonclion [ sur son ensemble d‘f" définition,
a) flx) = cos 3x H b}j[x]=s&n4.t;.
¢) flx) =sin 2rcos x d) flx) = sin 3x sin 2x;
e} flx) =1+ cosx ; ffix)=sinx-1;

i COSs x,
gl ) = 20F i b fix) =55
. cosx—1 . o EARE |
e ey R TR

5 Les fonctions suivantes sont-elles périodiques ?
Si oui, en ?réciser une période.
a) x — sin‘x T b)x+ x—sinx ;

¢) x> sin (%) ' d) x> sinx + sin Zr;
; : e
: xr—cos? (=)
e 1+sinx 7 '{2l

6 Lo repére. (O, I, ]) est orthogonal.
a) Tracer la courbe représentative de la fonction f, définie
Pﬂ:ﬁ{]:’l_r+l|+lx+5l.

b) Démontrer que cette courbe admet un axe de symétrie,

. Le repére (O, 1, J) est orthogonal.
Démontrer qize la droite d'équation x = % est un axe de
symétrie de la courbe représentative de la fonction g,
rléflrfje pa_I:; g{a:]’=la'l +1~1—A s
8 Le point g est-il un centre de symétrie des
courbes d'équations suivantes ?

aly=13+— 23" b)y=3(x-2)*;

xr-—2
CJH.:Z;JC B X d}y=1_3+3

(x—2)

Fonctions polynémes

. 9 Dans chacun des cas suivants, étudier la fonc-
tion fet tracer sa courbe représentative.

al fix) = 2x* - 3x + 1 i b)Jflx) =—x*+3x;
fi)==2 £ +xs2 dfie) = 20 -ax-1.

10 1. repére (O, 1, ]) est orthogonal.
a) Tracer la courbe représentative de la fonction :
x> x? _ Gx+ 5.
b) En déduire la courbe représentative de la fonction :
x s |2 — g + 5.



11 Lo repere (0, 1, ]) est orthogonal.
alTracer la courbe représentative de la fonction -
x—e—a? g2y i
b) En déduire la courbe représentative de la fonction :
X = 4 2] ‘

_12 Etudier et tracer la courbe représentative des
fonctions suivantes.

a)x——x% + 22 4 5¢ : b)xr 203 4 x;
g) x — max (ot + a2 4+ 50 29 4+ ),

13 1. Déterminer les nombres réels a, b et ¢ pour
que la parabole d'équation y = ax? + bx 4 ¢

» passe par le point A( %) ;
* ail un sommet d'abscisse — 1 ;

« admette, au point d'abscisse 1, une tangente de coel-
ficient directeur 4.

2. Construire les courbes représentatives (€) et (€') des
fonctions f et g respectivement définies par :
f)=x*+2r—-3 et glx)=1-22

Déterminer les coordonnées des points d'intersection, B
et D, de (€) et (€').

3. Donner une équation de la droite (BD).

4, Etudier graphiquement le signe de :

Plx) =x% + 2x -3 — (1 —x%). :

* [Fonctions rationnelles

18 Dans chacun des cas suivants, étudier la fonc-
tion fet tracer sa courbe représentative.

Jfiy=1-—= bJﬁx}:i'::; ;
If=x-1-2 ; dfe=x-2-25.

15 Le repére [0. I, ]) est orthogonal.
a) Tracer la courbe représentative de la fonction :

—2x+3
x> .
x+2
b) En déduire la courbe représentative de la fonction :
2x+3
X r
-x+2
. 1-4x*
16 Soit f1a fonction définie par : fix) = e

a) Déterminer les nombres réels a, b et ¢ lels que :

¥ x e B\(2), flx) :a.r+h+z—ET.

b) Etudier la fonction fet tracer sa courbe représentative.

i 2vi+2c-1
17 Soit g la fonction déﬁmapar:g{x}m—w.

a) Déterminer les nombres réels @', b’ et ¢ tels que :

Yxe ﬂ\[%],g{x} =ax+ b+

b) Etudier la fonction g et tracer sa courbe représentative.

18 1. Déterminer les nombres réels a, b et ¢ pour

o h
que I'hyperbole (5) d'équation y = ﬂ_:: c'

* ait le point Q2 21 comme centre de symétrie ;

« admette, au point d'abscisse 1, une tangente parallgle
a la droite d'équation y = —x.
2. Construire (#).

wealllniesd Uj Wwallivealilisd

Fonctions trigonométriques

19 Le repere (O, I, J) est orthonormé.
Soit la fonction [ x > cos 2x.
u) Eludier [t construire sa courbe représentative (€.
b) Déduire de (€7 la courbe représentative des fone-
tions suivanles :
n

Jy x> cos (2.t+%) E _};:xr—:cos (zx+4)+‘1.

20 Le repére (O, I, ]) est orthonormé.
Suit la fonction g : x — sin 3x,
a) Emdier g et construire sa courbe représentative (6,).
b) Déduire de (€,) la courbe représentative des fonc-
tions suivantes : :

gy tx>sin (Sx—l’}) Y PR A +sin(1;- -ﬂ.r).

211: repere (O, 1, ]) est orthonormé,

. Soit f1a fonction définie par : flx) = 4 sin®x.cos 2x.

On désigne par (€) la courbe représentative de /
1.a) Démontrer que f est périodique, de période .
b) Démontrer que la droite d'équation x =% est un axe
de symétrie de (‘6).
2. a) Démontrer que !
v xe R, f(x) =4 sin 2x (1 — 4 sin®x), z
b) Dresser le tableau de variation de f'sur [D ; E]
3. Tracer (%) sur [—E—E- : ar],
2 2
29 Le repére (0, 1, ]) est orthonormé.
Soit f1a fonction définie par : flx) = 2 sinx + sin 2x.
On désigne par (4) la courbe représentative de /.
1. Démontrer que fest impaire et périodique, de période 2.
2. Démontrer que :
YxeR f'(x)=2(2cosx—1)(cos x +1).
3. Dresser le tablean de variation de fsur [0 ; ©).

4. Tracer (€) sur [— %ﬂ : ?%"'-]

23 Le repere (O, 1, J) est orthonormé.
Soit fla fonction définie par : flx) =—2 cosx - 1 cos2x,
On désigne par [€) la courbe représentative de f
1. Démontrer que [est paire et péricdique, de période 2m.
2. Démontrer que : Vx e B, ['(x) = 2 sin x (1 + cos x).

3. Dresser le tableau de variation de f'sur [0 ; n].

m in
4. Tracer (¢€) sur |~ == ; Tl‘

APPROFONDISSEMENT

28 soit fet g deux fonctions definies sur R
Etudier la parité du produit g dans les cas suivants.
o) les fonctions [et g sont paires ;

b] les fonctions f et g sont impaires ;
¢) l'une est paire et l'autre impaire.

25 Soit f une fonction, dont l'ensemble de déri-
vahilité est R, et /' sa fonction dérivée,
1. Démontrer que si fest paire, alors [ est impaire.
2, Démontrer que si f est impaire, alors /" est paire.
3. Démontrer que si [ est périodique de période p, alors
f" est périodique de période p.
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26 Le repére (0, 1, ]) est orthonormé. _
On considare une fonction fdont I'ensemble Ela dériva-
bilité est R, (€) sa courbe représentalive et (€’) la cour-
be représentative de sa fonction dérivée.

1. Démontrer que si le point £ g est un centre de symétrie

de (4€), alors la droite {4) d'équation x = a est un axe de
symétrie de (€').

2. Démontrer que si la droite (4) d'équation x = g estun
axe de symétrie de (), alors le point Q g est un centre
de symétrie de (€').

(On pourra utiliser I'exercice précédent.)

27 On considere la fonction f: x> x* +px+2 et
on désigne par (€) sa courbe représentative.

1. Démontrer que n(g est un centre de symétrie de (%).

2. Déterminer p sachant que la droite (OI) est tangente
i (G), puis construire (€).

28 On considére la fonction f: x> ax+b+ -_%
1. Déterminer a et b pour que la représentation graphique
z
€) de f passe le point A( ) et admette, en ce
() de f passe par le poin 2[5—1

point, une tangente parallzle 2 l'axe des abscisses.
2, Démontrer que £ i‘) est un centre de symétrie de ().
)

3. Etudier Jfet tracer (

29 Le repere (O, 1, ) est orthonormé.
On considére les paraboles () d'équations
y= -12-.t2 + 2ax—2a(l1—a), [ae R.)
1. Démontrer que, pour tout nambre réel a, (¥,) est I'image

de (#,) par la translation de vecteur — 2a [[‘)f + Ei' ).

2. Construire les paraboles (?,), (#,) et (P,).

3, Déterminer la courbe décrite par les sommets S des
paraboles ().

4. Déterminer une droite (A) langente & toutes les para-
boles (2 ).

30 On considére les fonctions f; : x> ax®-3x + 1,
ae R
On désigne par () la courbe représentative de /.
1. Etudier et représenter graphiquement f;, pour a =3
eta=0.
2, Démontrer que les courbes (%) passent toutes par un
méme point Q, dont on déterminera les coordonnées.
3. Démontrer que £ est centre de symétrie de toules les
courbes (6,).
4. Etudier, suivant les valeurs de a, les variations de f.

31 Le repere (O, 1, ]) est orthonormé,
Soit f1a fonction définie par fr) = 2= et (4) sa courbe
représenlative.
1. Trouver les deux droites asymptotes & (6) et le centre
de symétrie Q2 de (€).
2. Tracer (€) et ses deux asymptotes.
3. Pour toul point M de (€), on désigne par :
- (Ay) la tangente en M & (6],
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_ P et Q les points dintersection de (A,) ave id

totes. = :
?Jsé}:-::noillrar que le produit QF x £2Q est constanl gy o
M est le milieu du segment [PQJ. :

1
32 Le repére (O, L. J) est orthonormé.

Soit (@) la parabole d'équation y = 7.
1. Construire (%), placer le point F(Ul) et tracer la drojg,
d'équation y =— 1. :
E‘ad]ClnEgmsidére un point M de (%) et H son projeté orthp.
X G 13 dIDitB {A]» CﬂmpﬂIEr h’ﬂ'l et MF. En dﬁdulre
ométrique de la parabole,

-

gonal
une propriété gé

33 Une entreprise fabrique n articles par mpjg,
Les charges se répartissent en charges fixes .d'un mon.
tant de 750 000 F par mois el en charges .vannh]es d'un
montant de 1 200 F par article et par mois.
1. Exprimer en fonction de n le prix de revient r d'yp

icle.

:1:!:‘11} Gtudier la fonction x> 1 200 + iﬁg
b) Le repére du plan étant arthogonal, tracer sa courbe
représentative sur (500 ; 1 500]. _ .
¢) Construire, sur le méme graphique, la droite d'équa-
tion y =2 000.
3, Chaque article est vendu 2 000 F.
Déterminer le nombre minimum d'articles & produire,
pour gue l'entreprise soit rentable.
4, Retrouver graphiquement ce résultat.

34 Le repére (O, 1, ]) est orthogonal.
1. Soit fla fonction x = 2x* — 60 + 450 x
et (6) sa courbe représentative.
a) Dresser le tableau de variation de f.
b} Déterminer une équation de la tangente (A) en O a (%€).
¢) Calculer fi5), f110), f115) et f120). Tracer (€) et (A).
(Prendre 1 cm pour représenter 2 unités sur I'axe des
abscisses et 100 unités sur I'axe des ordonnées.)
d] Résoudre dans R 1'équation : flx) = 500.
2. Un fabricant envisage la production de boites de lait
en cartons obtenues en découpant deux bandes de
méme largeur dans une feuille carrée, comme l'indique
la figure ci-dessous.

. S ——

=i~ xiC

Le coté de la feuille mesure 30 cm et on désigne par x
la largeur en cm des bandes découpées.

a) Calculer les dimensions de la boite et son volume
lorsque x = 10.

b) On suppose maintenant que : 0 < x < 15. Exprimer,
en [onction de x et en cm?, le volume V(x) de la boite.
Vérifier que V(x) = 2x? — 602 + 450x,

c) Pour quelle valeur de x le volume V(x) est-il maxi-
mal ? Calculer ce volume maximal.

d) Le fabricant veut obtenir des boites de 500 cm®
Quelle valeur doit—il donner a x 7
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S uites numériques

Introduction

I-as suiles numériques se refrouvent dans de nombreux domaines de
la vie : arts, économie, biologie... Gréce ¢ la diversité de leurs appli-
cations, elles présentent un grand intérét pour les mathématiciens. Les
suites ont également un intérét historique ; en effet, ce sont elles qui ont
provoqué le premier choc des mathématiciens avec l'infini.

Qui ne connait les célebres paradoxes de

Zénon, philosophe né en 490 ou 485 av.
J.-C. & Elée, grande Gréce ?

Le paradoxe d'« Achille et |a tortue » peut
étre mathématisé de la fagon suivante.

« Achille veut rattraper une tortue aui est
100 m devant lui en courant 10 fois plus
vite que n'avance la tortue. lorsque
Achille a parcouru 100 m, la tortue en a
parcourd 10 ; lorsque Achille a parcouru
ces 10 m, la tartue en a parcouru 1, ...

Achille amivera-t-il & rattraper la tortue et
quelle distance aura-t-il alors parcouru ? »,
Les distances successives séparant Achille
de la tortue forment une suite de nombres
dont I'¢tude mathématigue permet de
résoudre ce paradoxe (cf. exercice n® 40).

1. Généralités.......omrviiens

Phoao Jean-Loup Chamret

T e L T Lk L
zfﬂﬂnafqﬁ';rurict‘aﬁ'tﬂ [ 4
(el d'Edee ertond e grand Phrlos aphe agud lon
witeidue n.-mmr.-.rmrlwr'ghum;mu dedalpgigne

Eediidy

Zénon d'Elée,
gravure du XVII® sigcle.

........ Ry OB
2. Etude d'une suite numérique.......... T 287
3. Suites arithmétiques, suites géometriques ............... 291
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__1.1.. Définition

ppummm Introduction
« On lache un ballon d'une hauteur de 4 meétres au-

On suppose que la hauteur de chaque rebond est la
moitié de la hauteur du rebond précédent.

— Compléter le tableau ci-contre.
— Calculer la hauteur du 10° rebond.

A tout entier naturel, numéro d’ordre du rebond,
on associe un nombre réel, la hauteur de ce rebond.

dessus du sol ot il rebondit.

* Voici les quatre premiers termes d'une liste de nombres : = i 5 i 7 ;
— Compléter cette liste jusqu'au 10° terme.
— Exprimer, pour tout entier naturel n non nul,

— Calculer le 20° et le 322 terme de la liste.
— Les nombres réels %%ZIE et %% sont-ils des termes de cette liste 7

le ni*me terme en fonction de n.

* ABCD est un carré de coté 8. A

A,B,C,D, est le carré inscrit dans ABCD tel que :

AA, = BB, =CC, =DD, =42

A,B,C,D, est le carré inscrit dans A,B,C,D, tel que :
A,A,=BB,=C,C,=D,D, = Af" ;

— Construire, de maniére analogue, les carrés A;B,C,D, et
A4B,C,D,. b1
_ Pour tout entier naturel n non nul, on désigne par P, le
périmétre du carré A B,C D, D
Exprimer P, en fonction de P,.

Calculer P,, P,, P5, P,.

— Conjecturer ]'expression de P, en fonction de I'entier naturel n.

Dans les trois exemples précédents, on a associé des nombres réels & des entiers naturels.
On définit ainsi des suites numériques.

Détinition
On appelle suite numérique, toute fonction de N vers R. ' ' TR R

Notations et vocabulaire

+ Si E désigne I'ensemble de définition d'une suite numérique u, on a les notations suivantes

— notation fonctionnelle — notation indicielle
u:E-R (), c g Ou, plus simplement, (u ).
n+— uln). n

* u(n) ou u,, est appelé terme d'indice n ou terme général ; le n'®™® terme est appeld terme de i

284 suites numériques
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mummmm  Déterminations d'une suite numérique

En général, une suite numérique (u,) est déterminée par :

* ou bien une formule explicite permettant de calculer w_ en fonction de n ;

* ou bien le premier terme et une formule de récurrence Taxprimant u, en fonction de u, _;.

Exemples

* Soit (u,), ., 1a suite définie par:u, = Zn+1
: " n4 2"
— Cette suite est déterminée par une formule explicite.
— Le terme général de cette suite pst : 2+ 1
n+2
— i g 1
Le premier terme est : Up =7 le 15° terme, ou terme de rang 15, est 1 u,, = % :

* Soit (v,), . w+ la suite de terme général : v, =Vn*-1.

— Cette suite est déterminée par une formule explicite. _
— Le premier terme est : v, = 0 ; le 3° terme est : vy =242,
. s g Wy =0
* Soit (10,),, _ , la suite définie par: { 1
Ve R, w, =-— Y wn_.1+3.

— Cette suite est définie par son premier terme et une formule de récurrence.

9
Wy == ;.

: —a. _ 3
-Ona:w, =3;w,= 3

2

—1.2.. Représentations graphiques d'une suite numérique

Une suite numérique est une fonction, donc elle peut étre représentée graphiquement dans le plan muni

d'un repére.
11 est également possible de représenter les termes d'une suite sur un axe.

emmszm Suites définies par une formule explicite

Soit (u,),  « la suite de terme général : u, = 6 - n®.

Représentation sur un axe
Ona:uy=6;u,=5;u,=2;u;=—3;1u,=-10;...
On en déduit une représentation graphique de cette suite sur un axe.

1y Uz O | wu uy up
OO
-10 -3 0 2 5 6
Représentation dans le plan
Le plan est muni du repére (O, L, J). Mg
Soit () la courbe représentative de la fonction ﬁ? M;
fixr6-x% o
Pour tout entier naturel n, on désigne par M,, le g & \&Q
point de coordonnées (n, fln)). ] < -
L'ensemble des points M,, est une représentation o) 1 X
graphique de la suite (u,) dans le plan. % o
Lorsqu'on projette les points M, sur l'axe des u3 3
ordonnées, on obtient une représentation des )

termes de la suite sur 'axe (Q]).

Suites numériques 285
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mmmmmm Svites définies par une formule de récurrence 4

I'abscisse de P, est v,.

l.a Voici les 4 pmmi%rs te&)nes d'une suite numé-
rlque:g;ﬁ: ﬁ H B-{ 3w
1. Conjecturer les 2 termes suivants de cette suite.
2. Conjecturer une formule explicite donnant
le tarme de rang n de celte suite,

1.b  suit (u,), o py 12 suite de terme général : .

u, = Cos (“—“)

1. Calculer el représenter sur un axe les 8 pre-
miers termes de cette suite,

2. Démontrer que, pour tout entier naturel n,

onaju, .=U,.

l.c  Soit(u,), .  la suite définie par :

{un § ?

YreMNu ,=n+u,

1. Calculer u,, u,, u,, u, et ug.

2. Conjecturer une formule explicite donnant

le terme général de cette suite.

286 Suites numériques
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v,=6
* S0t (o)  a suite définie par :{ ° 1/ .3
hand e VneNuv,, = E(vn'l'-v__)'
n
Représentation sur un axe
Ona:uy=6;p, =13, = £=ZUB'U =176, ..
0 I | 4 y ey 104 ] g ’
On en déduit une représentation graphique de cette suite sur un axe.
o] | LR 1 . s
: ! e o ' g
0 1,76 2,08 13 2
4
Représentation dans le plan
Le plan est muni du repére orthonormé (O, I, J). 3
Soit (€) la courbe représentative de la fonction g : x> 7 (-l' + ;)
et (A) la droite d'équation y==x
Construction de v .
Soit M le point de (€) d’abscisse vy =6; (&)
'ordonnée de M, est v, = g(v,). f,g.)
lSnit P, le point de (A) d’ordonnée Byi; vgb-y-4---- fe -
'abscisse de Py est v, N
. P L~
Construction de v iy 1My
Soit M, le point de () d'abscisse v, ; i
I'ordonnée de M, est v, = g(v,). . t !
Soit P, le point ) ; — .
1 le point de (A) d’ordonnée v, ; 8 | o l; %

Cette méthode permet une construction, de proche en proche sur I'axe (OI),
des termes d'une suite définie par une formule de récurrence.

mExercices A A P P |

1d Le plan est muni du repére (0, I, J).
Soit (u,), .  la suite de terme général :
Lln ==1+ ﬁ1
1. Construire la courbe représentative de la
fonetion f: x> -1 + £,
2. Utiliser cette courbe pour représenter, dans
le plan et sur l'axe (O)), les 7 premiers termes
de cetle suite.

l.e  Leplan est muni du repére orthonormé (O, I, J).
Soit (u,), . y la suite définie par :
(o

Ve, Upy=4—u.

1. Calculer les 4 premiers termes de cette suite et
conjecturer une expression de son terme général.
2. Construire les droites (3) et (4) d'équations
respectives y = —x + 4 et y = x ; en déduire une
construction des 4 premiers termes de cette

suite sur l'axe (OI).
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Etude d’une suite numérique =

—2.1.. Minoration, majoration

Les suites numeériques sont des fonctions ; on peut donc leur appliquer les définitions concernant la

minoration et la majoration d'une fonction,
Détinitions
b ] u,

Soit (u,), . ¢ une suite numérique.
* (u ) est minorée s'il existe un nombre réel m tel que, pour tout n élément deE,ona:u, =m.
s
1] « ¥g '

n
* (u,) est majorée s'il existe un nombre réel M tel que, pour tout n élémentde E,on a: u, <M

n
* (u,) est bornée si elle est 4 la fois minorée et majorée.

On dit que m est un minorant de (u,) et M est un majorant de (u,,)

Rgma[gue
Une suite est positive (respectivement négative) si elle est minorée (respectivement majorée) par 0

Exemples
* Soit (u,), _  la suite de terme général ; n3: 45

— La suite (u,) est positive.
> = -
— La suite (u,,) est majorée par 3. ()
Eneffet, ona:Vne N u, ~3=-——
n+1
donc:Vne M, u, <3

— On en déduit que la suite (i) est bornée
Vne N Osu, <3 /

Ces résultats sont illustrés sur la [igure ci-contre
() est la courbe représentative, dans l'intervalle [0 ; + oo

de la fonction /: x — —
() est « entre » les droites d’équations y=0 et y=3

* Soit (v,), -  1a suite de terme général : n* - 2n -
1
/

n
Ona:Vne N, v”=(n-1}2-3.
— On en déduit que la suite (v,) est minorée par — 3.
— Démontrons par l'absurde que (v,) n'est pas majorée. by /t‘ﬂJ
S'il existait un majorant M de (v,), on aurait : 7
/
/

Ynel, (n-1F<M+3.
Or, celte inégalité n'est pas vérifiée pour : n > M +3+1,
U3

~ La suite (v,) n’est pas bornée.
Ces résultats sont illustrés sur la figure ci-contre.
(€) est la courbe représentative, dans lintervalle [0;+e], wvouy # Ir/
4
!

de la fonction g :x+— x?—2x=2.
(‘€] est « au-dessus » de la droite d'équation y=-3
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w,=1

* Soit (w .
"] Yne M.wn.‘_-]:Emwﬂ'

ne n la suite définie par : {

Ona:¥YnelN,-1< w,, < 1. Donc la suite (w,) est bornée. :

—2.2. Sens de variation

Les suites numériques sont des fonctions ; on peut donc reprendre les définitions concernant le seng g 1
variation d'une fonction.

Soit (u,), . g une suite numérique.

* La suite (u,) est croissante lorsque, pour tous m et n éléments de E,ona: m<n = u, <u,, i
* La suite (u,) est décroissante lorsque, pour tous m et n éléments de E,ona: m<n = u, 2y,

* La suite (u,) est constante lorsque, pour tous m et n éléments de E, on a : u,, = u,.

* La suite (u,) est monotone lorsqu’elle est soit croissante, soit décroissante.

Pour étudier le sens de variation d'une suite, on utilise la propriété suivante que nous admettons,

Propriété

Soit (1), _ y une suite numérique.

* Si pour tout n élément de E u, Su,,, , alors la suite (u,) est croissante.
~* Si pour tout n élément de E u, > u,,, , alors la suite () est décroissante.

* Si pour tout n élément de E u, =u,.,,alors la suite (u,) est constante.

Exemples

* Soit (u . i snéral —
(), < o+ 1a suite de terme général AT
Ona:V R*, = 1 - 1 - —2
. Y1 = Un m+1)n+2 nrn+1) nn+1n+2)’

Donc:Vne N* u,,, —u, <0;la suite (u,) est décroissante.
* Soit (v,),  n la suite de terme général ; n—{n? + 1.
Ona:VneN, Dml—b‘rn——-n-l-‘l-—\l’[n-i-‘l]z +1 —n+in? +1
=1-J(n+ 12 +1 + {n? +1.

Le signe de cette expression est difficile a étudier ; nous utiliserons dans ce cas une autre méthode.
Soit fla fonction définie par: flx) =x—yx? + 1.
Ona:VxeR ['x)=1- =X = 1 "

I +1 [Jx2+1+x]J.m2+1
La dérivée de la fonction fest positive sur ]0 ; + <[, donc fest croissante sur cet intervalle,

On en déduit que : V n € N, fln + 1) > fin) ; la suite (v,) est croissante.
w,=-1

« Soit (12,), . y la suite définie par ;{
Ona:VYneNw,,—w,=w?+1
Donc, Vne N, w, , —w, >0; lasuite (w,) esl croissante.

2.3, Notion de convergence

mmemm=m Introduction
Uy = 4
Vne N,uml=ﬂ;_

On se propose d'étudier le comportement de cette suite lorsque n
grandes »,

* Soit (u,), . & la suite définie par: {

prend des valeurs « de plus en plus
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Approche numérique
— Afficher le nombre 4 sur une calculatrice.
— A l'aide de la touche calculer les 15 premiers termes de la suite (u,).

On peut remarquer que si on continue d'appuyer sur la touche [7] un grand nombre de fois, la calcula-
trice affiche le nombre 1.

Approche graphique

Le plan est muni du repére orthonormé (0, 1, J). (4) (‘Gp
On désigne par (€ la représentation graphique de la
fonction f: x + [ x el par (A) la droite d'équation y = x.

Le graphique permet de conjecturer que lorsque n prend J
des valeurs « de plus en plus grandes », les termes de la
suite se rapprochent de 1, ce qui confirme le résultat
obtenu avec la calculatrice. 3 0

-

251 tig

=
N]

=
L]

On dit que u,, tend vers 1 lorsque n tend vers + = ou que la suite (u,) a pour limite 1.

On note : Hm u, =1.
n =% <40

* Soit (v,), . n la suite de terme général : 1 - 1z

Le plan est muni du repére (O, I, J). g

On désigne par (4 o) la représentation graphique de la
fonction g : x> 1 — i—.t‘z.

Ona: lim g(x) = = ce,
X =3 fom

On admet que : lim v, =—o.
n =+

* Soit (w,), _ y, 12 suite de terme général : (- 1)".

Pour tout nombre entier naturel r pair, ona: w, = 1.

Pour tout nombre entier naturel n impair, on a : w, = -1.
On admet que w, n’a pas de limite lorsque n tend vers + .

On a vu dans les exemples précédents que :
— la suite (u,) a une limite finie, on dit qu'elle est convergente ;

— la suite (v,) a une limite infinie, on dit qu'elle est divergente ;
— la suite (w,) n'a pas de limite, on dit qu'elle est divergente.

mzmmmmm  Définitions et propriété

Détinitions

« Une suite est convergente si elle a une limite finie.
« Une suite est divergente si elle n’est pas convergente.

On admet la propriété suivante concernant les suites définies par une formule explicite.

Propriété

Soit (1,) une suite numérique définie par u, = fn), ot fest une fonction numérique.

Si fa une limite en + =, alors u, aune limiteetona: lim u, = lim flx).
R=d4m Y34
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Egmargugs

* Les régles de calculs sur les limites dle
» On admel que si une suite a une limite,
« Si la fonction f n'a pas de limite en + =, 0

Exemples

* Soit (u,), . y la suite de terme général —=—

Ona: limflx)=-2;donc: limu, = lim fln) == 2.
X+

* Soit (v,), . la suite de terme général sin (nn) et gla

n—+o n=—b &=

La fonction g n'a pas de limite en + .

Par contre, la suite (v,) est une suite constante dont tous les termes sont

* Soit (w,) la suite de terme général {n? + 3n% + 1 eth la fonction définie par :

ne i

hi)=vad + 322 +1.,

Ona: lim h(x) =+ e ; donc: lim w, = + <.

ME XETCICeS B o i e o

2.a

2b

2.c

X34

n— 4+

Déterminer, s'ils existent, un minorant et un
majorant des suites définies par :
aju,=-n*+1,nelN ;

=g_L ..
bje,=2—5-,ne N* ;
clw,=-1 +2{n,nen.

Etudier le sens de variation des suites définies
par :
a}un=—n2+1.n6 M ;
1 .
b}vn=2—ﬁ.ns f*
+

2
C}wn=‘.‘::+1.neﬁ17

Délerminer, si elles existent, les limites des
suites définies par:
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—2n+1 o rla fonction définie par : f[x) =

2d

fonctions s'appliquent aux suifes.

imite est unigue. L
czﬁzif;n;;i rien ca?w!ure sur I'éventuelle limite de (u, ).

-2x+1
X+ 2

fonction définie par : g(x) = sin 1x.

nuls ; elle a four limite 0,

anf+1

= e ly;
o u, 5n% + n+1
b}vﬂ-—-%sinﬁf.ns R*
c}w,,=d::f.ne R,

Le plan est muni du repére orthonormé (O, L, J).
1. Soit (u,), . 4 la suite définie par:

u, =0
{'o‘ ne iy, T -:% u, +1.
a} Construire les 4 premiers termes de cette
suite sur l'axe (OI).
b) Conjecturer la limite de cette suite.
2. Répondre aux mémes questions avec u, =— 2,

puis uy = — 3,




Suites arithmétiques,
suites géométriques

—=3.1.. Suites arithmétiques

E

Définition et propriété

Un Iﬂft':ldm“‘f'r %0“ arroser ]E.Piﬂd de chacun des arbres formant une rangée de sa plantation. La distance
enire deux arbres consécutifs est 5 m et le puits est situé a 8 m du premier arbre.

! M %ﬂ. - % . . :

* Quelle est la distance du puits au 1% arbre 7 au 2° arbre 7 au 3¢ arbre 7 au 4° arbre ?

* On désigne par d, la distance du puits au ni*™ arbre. Calculer d,., en fonction de d..

* Le jardinier fait un trajet aller-retour au puits pour chaque arbre ; calculer la distance qu'il doit par-
courir pour arroser les 7 arbres et revenir au puits.

Détinition
Soit (u,), . ¢ une suite numérique. . : : |
(u,) est une suite arithmétique s'il existe un nombre réel r tel que, pour tout n élément de E, on a :

U, =u, +r1.

Le nombre réel r est appelé raison de la suite (u,).

Remarque

Soit (u,) une suite arithmétique de raison r.
* Sir> 0, alors la suite (u,) est croissante.

* Sir < 0, alors la suite (u,} est décroissante.
* Sir = 0, alors la suite (u,) est constante.

Exemples

u, =-1
* Soit (u,) .

=ty 12 suite définie par : { Vne N, u,, =u, -3

(u,) est une suite arithmétique de raison — 3 et de premier terme ~1.

*» La suite des nombres entiers naturels impairs est une suite arithmétique de raison 2 et de premier

terme 1.
* La suite des nombres entiers naturels multiples de 5 est une suite arithmétique de raison 5 et de premier

terme 0.

Propriéte

Soit (u,) une suite arithmétique de premier terme u, et de raison r.
Pour tout nombre entier naturel n, on a : u,=ug+nr.
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Démonstration
1™ méthode 2¢ méthode
En appliquant n fois la définition, on obtient les | On fait un mlsome?en{ti gz.;‘ rlicunen::e
égalités suivantes: u, =u,+r —0Ona: l[; =u, +Ur PIODTIEé est Vraig

U, = Uy +T paur = .

_ Pour tout entier naturel k, on a :
Rt s siuk=uﬂ+kr,alcrsuk+l U+
: =ug+kr+r

Upy=Up 4 +T =us+(k+1)r
On additionne membre & membre ces n égalités et
on simplifie. Donc pour tout entier naturel n,ona :

On obtient : u, = uy + nr. U, = Uy + 1T

BEH’]HTQUES

* On déduit de la propriété précédente que, pour tous nombres entiers naturels n et k,ona:
u,=u.+(n-kjr

En particulier, si (u,} a pour premier terme u,, le terme général est : u, = u, + (n - 1)r.

* Soit (u,), _ 1, la suite de terme général an + b, oi1 a et b sont deux nombres réels donnés ;
ona:u, , =afn+ 1)+b=(an+b)+a=u,+a.

Dong, (u,) est une suite arithmétique de raison a et de premier terme b.

- e e  ——— e S e e B T e, S e e
r E = -

- Pour démontrer qu'une suite (u,) est anthméhque, on peut utihser I'nn des procédés suivants.
; » Etablir que la dlﬁerence de deux termes consécutifs est un nombre réel indépendant de n ;
i Up=Up =T

! | 'Ecrmau sous la forme u_ ﬁtm+b uﬁaetbsunt dauxnnmhresraelsindépdanls de n.
. Mol

mmEEmmm Somme de termes consécutifs

Soit (1) une suite arithmétique de raison r.,
On se propose de calculer la somme S de n termes consécutifs de cette suite.
On désigne par a le premier terme et par b le dernier terme de la somme & calculer.

On peut écrire S de deux fagons différentes :
S=a+la+r)+la+2ri+(a+3r)+..+la+(n-1)r;
S=b+b-n+bB=2N+b=-30+..+b-(n-1)rl.

En additionnant membre & membre ces deux égalités, on obtient :

2S5=(a+b)+(a+b)+(a+b)+..+(a+b)=nla+b).Onendéduitque:S=n “;b,

n termes

Propriété

La somme de n termes consécutifs d'une suite arithmétique est égale au produit par n de la demi- :
somme des termes extrémes. '|

Exemples
= La somme des n premiers nombres entiers naturels non nuls est :
1+n _nin+1)
g = 2 '
« La somme des n premiers nombres impairs est :
1+(2n-1)
X ————— =nt,

1+24+3+...+n=nX

1+3+5+...+(2n—-1)=n

* La somme des n premiers nombres pairs non nulsest: 2 +4 +6+ ... 4+ 2n = nin + 1)
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—3.2.. Suites géométriques

mpmmmm  Définition et propriété

Un auteur arabe, Al Séphadi, rapporte que le roi des Perses demanda & Sessa, l'inventeur du jeu des
échecs, quelle récompense il souhaitait recevoir, Gelui-ci répondit qu'il désirait simplement 1 grain de
blé pour la 1™ case de I'échiquier, 2 pour la 2° case, 4 pour la 3¢, en doublant ainsi le nombre de grains
jusqu'd la 64° case. Le roi sourit de la modestie de cette demande.

Pour tout nombre entier n compris entre 1 et 64, on note u, le nombre de grains de blé correspondant a

la ni*™ case et S le nombre total de grains de la 1™ i la n'®™® case.
» Calculer u, u,, uy, ..., u,,.
* Exprimer u, en fonction de u,_,, puis conjecturer son expression en fonction de n.
* Calculer S, 5,, 8,, S, S, Sq.

* Conjecturer I'expression de Sy,.

Pour terminer I'histoire précédente, il faut savoir que S, est égal & 18 446 744 073 709 551 615 et que ce
nombre représente une quantité de blé largement supérieure 4 la production annuelle de la terre entire !

Détinition

Soit (i), . p une suite numérique.

(i) est une suite géométrique s'il existe un nombre réel g tel que, pour tout n élément de E, on a:
Upeg =4 Uy

Le nombre réel g est appelé raison de la suite (u,).
On suppose désormais que les suites géométriques ont un premier terme et une raison non nuls.

Exemples
* La suite (u,) des nombres de grains de blé de |'inventeur du jeu des échecs est une suite géomeétrique

de raison 2 et de premier terme 1. oD
* Spit (p la snite définie par : 07 4
nhne 3 YneN v, ,,=—20v,
(v,) est une suite géométrique de raison — 2 et de premier terme %

* Soit (w,),, . y la suite de terme général : w, = 107"

(w,] est une suite géométrique de raison ‘Jl_ﬂ et de premier terme 1.

Propriété

Soit (u,) une suite géométrique de premier terme w, et de raison q.
Pour tout nombre entier naturel n,on a: v, = u; q".

Démonstration
17 méthode 2¢ méthode
En appliquant n fois la définition, on obtient les | On fait un raisonnement par récurrence.
égalités suivantes : u, =q U, —On a:u, =u, ¢"; donc la propriété est vraie pour
u, = quy n=0.
U, =qu — Pour tout entier naturel k, on a :
: 2 siuy, = uy ¢~ alors uy,, . =qu,
: & e
=qugq
l_n‘."=ql'.£_1. S ;k+1
On fait le produit membre 2 membre de ces n éga- 0 .
lités et on simplifie. Donc pour tout entier naturel n, on a :
On obtient : u, = u, g". u, = u, q".
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emarques

* On déduit de la propriété précéden 1
Uy = U 7" - énéral est :u, =u; 4" "
En particulier, si une suite (u,) a pour premier t.?nne u,, le ie:;;xgnambres ;ée,f; o

* Soit (u,), . y, la suite de terme général a q", ol a et q son
ona:u, ,=aq"*!l=qlaq")=qu, - e
Done, {u,] est une suite géomélrique de raison g et de premier te

] thk,ona:
te que, pour tous nombres entiers naturels n et I,

e i + utiliser I'un des procédés sui
IV | pous demontrr quune st 1) st ometigue, on pent wiies P FREC
= Ftablir que le quotient de deux termes consécutifs est un nombre réel depcpd

= [ TN
u =g
» Ecrire u,, sous la forme u, = a g", o0

PRSI, S SN NOPE==— s

- o e T T
—— e s

Fia

S

e b i

mEmmmm Somme de fermes consécutifs

Soit (i) une suite géométrique de raison g. . :
On se Smpuse de calculer la somme S de n termes consécutifs de cette suite.
On désigne par a le premier terme de la somme  calculer.

Ona:S=a+(aq)+lag)+lagd)+..+lag""? +(a g (1).
On multiplie les deux membres de cette égalité par g ; on obtient : E
Sg=(aq)+lag®+lag) +..+(ag* ) +(aq" (2).
Par différence entre (1) et (2), on obtient: S(1—-g)=a-ag"=a (1 —-g").
1~g*

*Sig2l,ona:S=ax g

* S5ig =1, (u,) est une suite constanteetona:S=na.

Soit S la somme de n termes consécutifs d'une suite géométrique de premier terme « et de raison q. |
1-g" . |
- Si q#1,alors §=ax—i, |
1-q |

5- Si g=1,alors S=na.

Exemples

* La somme des grains de blé de I'échiquier du savant Perse est : 8y =281,
. . . . Uy =2

e Soit (u,) .  1a suite définie par : { VneN.u 1 -

n+l = 3
(u,) est la suite géométrique de raison % et de premier terme u, = 2,

Dna:VneN,uR=2x%.
La somme des 20 premiers termes de cette suile est :
1- zZ0
=4
-
2 2 & 320 1
2*3"'3?"'"'*3_19'2“ — T -3(1—52-0]=2.999...
3
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smmmmm Limite de la suite géométrique (¢")

Soit g un nombre réel strictement positif.

+Si g=1, alors lim g" = 1.
Ml — 4 o

*Sig>1, alors lim g" = 4+ w,
n— e

*Si 0<g<1, alors limg"=o0.
n—+e

Démonstration

* Dans le cas particulier on q =1, la suite est constante ; tous ses termes sont égaux a 1 et lim ¢" = 1.

. i
*Si g>1,onpose:g=1+«, avecas 0. i1
Ona:VnelN,(1+a)"21+no(cf Chapitre 13 § 3.3).

Or: lim (1 + no) = + = ; donc : lim ¢* = + .,
n—%+= T

* Si (}<q<1,onpose:q'=%;tmadonc:‘v‘ne Nq= 2o
q
Or: g’ >1,donc: lim g = + e ; on en déduit que : lim g" = 0.
I s e e

Remaraue

Lorsque g < 0, les termes de la suite (q") sont alternativement positifs et négatifs ;
~s5i ~1<q<0, alors limg*=0;

n =4 + o

-si g <-1, alors la suite (q") n'a pas de limite.

Exemples )
u, =
: y [ o
On reprend la suite (u,),, . 5, définie par: { Ve N i B
3 n
On désigne par S la somme des n premiers termes de cette suite.
1
1- =
; 5 <L
| Ona:VneN,S =2x 1*3(1 3n).
: N
3
Or: lim 3" = + = ; donc: lim §, = 3.
n— 4 o= o=t + o3

__3.3. Travaux dirigés

pmmemm Suite arithmélico-géométrique
! . ug=2 1
Soit (u,), . ¢ la suite définie par : {'v‘ ne Ny, = 5 u, +4
1°) Le plan est muni du repére orthonormé (O, 1, ]). .
a) Tracer les droites (2) et (4) d'élquatinns resl?ectives y= 3 x+ 4 et y = x, puis construire les 4 pre-
miers termes de la suite («,) sur 1'axe des abscisses.
b) Utiliser cette construction pour conjecturer le sens de variation et la limite de (u,).

2°) Seit (v,), . y 1@ suite définie pour tout entier naturel n par: v, = u, - 8.
a) Démontrer que (v,) est une suite géométrique.

b) Exprimer v, puis u, en fonction de n.

¢) En déduire la limite de la suite (v,), puis de la suite ().
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Solution

1°) a) On a vu (cf. §1.2) une méthode de construction des
termes d'une suite définie par une formule de récurrence.

La figure ci-contre illustre cette construction.

b) Le graphique conduit & conjecturer que la suite (u,)
est croissante et converge vers 8.

2°)a)Ona:

Vne M'un+1=un+l_3=%un+4-3

1
= lzo[un—B] = Eun.

Donc, (v,) est une suite géométrique de raison %et de
premier terme v, tel que : vy, =1, -8 =—6.
b)Ona:Vne N, v, =— %;

; __ 6
donc:Vne N, u =- 2_“+B'
¢)Ona:0< —;— <1;donc: limv, =0.

n= 4
On en déduit que : lim u, = 8.

n—+ =

@) Al
4 nil

(a R
) T
0 | up i Ug UzlUy B

WE XETCICOS B i i o s o A

3.a Déterminer la nature et les éléments caractéris-
tiques de la suite (u,), . y définie par :

aJun=-15-n :
u; =4 .

’}{ YneNu,,=—2u, ’

clu, =3 :
uy=-1

d}{"u‘ne Nou,—u,=5"

3.b Soit (v,), « n+ 12 suite définie par:

v, =2 .
{ Vne N*v,,-v,=05 "
1. Quelle est la nature de cette suite ?
Donner une expression de son terme général.
2. Calculer la somme des 20 premiers termes
de cette suite.
3. On désigne par s, la somme des n premiers
termes de cette suite.
Déterminer n pour que s, =1 422,

296 Suites numériques

T AL B A R f e A D LA B

3¢

3d

e

On considére la suite géométrique de raison 1

et de premier terme — 1. 2
Déterminer, pour tout nombre entier naturel n, la
somme S, des n premiers termes de cette suite.

Quelle est la limite de la suite (S) ainsi définie ?

Déterminer la raison d'une suite géométrique
dont le 3% terme est 729 et le 8% terme est 3.
Quel est le 1% terme de cette suite ?

Quelle est la limite de cette suite 7

Soit (), .y la suite définie par :
_ 30 +3t+ 430

= 5 .

1. Calculer w,, u,, u,, u,,

2. Donner une expression de u,_ en fonction de
n et calculer, & 10~* prés, les valeurs de u;, g,
Uys.

3. Démontrer que cette suite a une limite et cal-
culer cette limite.

-



Z - 2z >
“Exercices T _Z
Etude d'une suite numérique

smSralits 8 Soit (u), _ » la suite de terme général : u, = 2
Generalltes 1. Calculer les %“;rglmiers termes de la suite. "
2. Etudier le signe de l'expression wu,,, —u,
1 On donne : 1 = 3,14159265458 En déduire le sens de variation de cette suite.
On désigne par (u,) la suite des arrondis d'ordre n du 9 Soit (1), . »- la suite de terme général :
nombre . Ecrire les 10 premiers termes de (i ). e
n
2 On donne les premiers termes d'une suite (). p ‘jl Y1+ +1. '
Conjecturer, dans chaque cas, les trois termes suivanls. (L'expression comporte n radicaux.)
a) 0,1, 0,101 ; 0,101 001 ; .., a) Calculer u,, u,, u,.
ppL;3,7 .15, b) Conjecturer une expression de u,, en fonction de u,_;.
2'4°'8°'16""™ ¢) En déduire le sens de variation de cette suite,
€)1;2;3;6;8;13;21;..
3 s ) 10 Dans chacun des cas suivants, déterminer le
Soit une droile (3) et O un point extérieur 4 (). signe, le sens de variation et la limite, si elle existe, de
Pour tout entier naturel n supérieur ou égal 2, on se la suite (), . -
propose de déterminer le nombre u,, de triangles que l'on n n?
obtient en reliant n points de la droite (%) au point O. alu, = a : blu, = e
1. Déterminer u,, u, et u,. 3 n®
2. Conjecturer une relation entre u,, , , et u, clu, = ~ae—F d) u, = ;
P —4n* -5 n+3
Vérifier : que tty =36 et u,, =45,
eJu, =Vn?+1 ~ flu,= :
B Soit (u,), . » la suite de terme général : u, =n% n?+1
Démontrer que :
al¥nelN, u,,=4u,; 11 Le plan est muni du repére orthonormé (O, I, J).
bijVneN* u,,, +u,,=2u, +2 (€) est la représentation graphique dune fonction
numérique f et (4) la droite d'équation y = x.
5 soit (v,), .y 1a suite de terme général : )
v, =2+n(-1)" L)
Calculer les 5 premiers termes de cette suite et répré- (A
senler ces termes sur un axe. X
6 Le plan est muni du repére orthonormé (0, 1, J).
Soit (u,),, . 12 suite définie par : ;
{ B 2+2 ' J T
_2+2u, ol &
Vne W, u,, -m}-.
i i lion
A Cng:t:uzlre la cotu'be foieapninE [‘F] l:.!e la fang 1, Soit (u,) la suite définie par :
> dans l'intervalle ]- 2 ; + o[, ainsi que la droite "
r+2 { ty=-1
droite (9) d'équation y =x VneN,u,, =/u).

1. Conslruire, sur I'axe (Ol), les 4 premiers termes de

celle suile.
2. Conjecturer le sens de variation de cette suite.

i 0, L)) AR

" ThL@ P]E"d“ AsL KU dulgepr sﬂi:‘:;i:f;o;ﬁﬁ].[ 5 d?s 3. Donner un encadrement de sa limite éventuelle par
SA CRBCUD. CoR LA HpvaTIR, TEp ) deux nombres entiers consécutifs,

abscisses les 5 premiers termes de la suite (u,).

2. En déduire une construction des 4 premiers lermes
de cette suite sur l'axe (OI),

Uy =1 12 1 plan est muni du repére orthonormé (0, 1, J).
a { Dans chacun des cas suivants, représenter sur l'axe des

Ve N uy,,=1+2u,; abscisses les 4 premiers termes de la suite (u,), puis
conjecturer le sens de variation et la limite de celte suite.

1
W=7
b =
}{Vue N.u,m=1+ul: ﬂ}{"" 3
}{u“=3 n Vnea&l,uﬂﬂ:—%un+3;
c 1 U, = —
VnEN.trmI:EunE—ﬂ. b}{ 0 4 u,
Yne N,unﬂz—.
2—::_,l
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13 Le plan est muni du repire orthonormé (O, 1, ).
Dans chacun des cas suivants, calculer et représenter
sur 'axe des abscisses les 5 premiers termes de la suile

(u,), puis conjecturer le sens de variation et la limite de
cetle suile.

Ug==1
uj‘{
Vne N,uﬂn=l}.2 u"z-l-und-lz
b;{u“=—3
el
Yne N'“n+1"‘*3‘ u, + 2.

14 Soit (), ¢ pe 12 suite de terme général :
1

u = —
" onm+1)
1. Délerminer deux nombres réels a et b tels que :
Yne N".un= a,_b .
n n+1
2. Calculer, en fonction de n, la somme s, des n pre-
miers termes de cette suite.

3. Calculer la limite de la suite (s).

Syites arithmétiques, suites
geométriques

15 Dans chacun des cas suivants, préciser si la
suite (i), _ . estarithmétique, géométrigue ou ni I'une,
ni l'autre.

a) u, = (- 1) ; blu,=2"-3* ;
clu,=-3(n+2) : dlu,=(-3)"+2;
elu =(-3)"+2 : flu, = 102",

16 Dans chacun des cas suivants, démontrer que
(12,) est une suite arithmétique dont on précisera le pre-
mier terme et la raison.
a)Vne N,u,=4-3n-1);

u5=—1
b |
YneWN 5u, ,=5u,-2

17 Dans chacun des cas suivants, démontrer que
(u,) est une suite géométrique dont on précisera le pre-
mier terme et la raison.
a)Vne N, u,=2"

3!1
c)VneMu, =75

b)¥ne N u =41,
an+d

d)Vne N u,= T

18 Soit p, q, p' et ¢’ quatre nombres entiers natu-

relstelsque: p+ g=p' + 4.

1. Démontrer que pour toute suite arithmétique (u,),

Ona:u, + U, =ty + U

2. Démontrer que pour ?ome suite géométrique (v,),

ona: pr Uq= DI'" x IJq-.

19 x, y et z sont, dans cet ordre, trois termes

conséeutifs d'une suite arithmétique.
Calculer ces trois nombres, sachant que leur somme est

g et la somme de leurs carrés est 59,

20 x, y et z sont, dans cel ordre, lrois termes
consécutifs d'une suite géométrique croissante,
Calculer ces trois nombres, sachant que leur somme est

2 7
63 el la somme de leurs inverses est T

298 Suites numériques
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21 Pour tout entier naturel n, calculer en f
den:
a)s;=1+10+20 +30+ ... +10n;
b)s,=1+10+100+ 1000+ .. +10";
€]§,=1-10+ 1001000 + ... + (= 1)" 107,

Detigy

22 Dans un pays de 50 millions d'habitans, |, "
d'accroissement annuel de la population est de 29
Quelle sera Ja population de ce pays dans 1 ap ? dang 5
ans 7 dans 10 ans ? 2

23 Soit (u,), . - 12 suite définie par

u, =1
{Vne M, u,=1+10u,
a) Calculer u,, gy, u, et ug.
b) Démontrer que, pour tout entier naturel n nop nul,
est la somme de n termes consécutifs d'une syijte géo-
métrique que 'on déterminera.
¢) En déduire I'expression de u,, en fonction de

g‘ Sait ':un]n el et (U-njn cn les suites déﬁ.ﬂjﬁs Par :

{ u, =6

L 1 4 |
VneWNu,, =+ u,++;
¢VYneNv,=u,-1

1, Démontrer que (v,) est une s_uile génmétrique.
2. Exprimer v, et u_ en fonction de n.

3. En déduire les limites des suites (u,) et (v,).

25 Soit o un nombre réel et (u,), o pe la suite de
terme général : u, = (cos o))",
1. Etudier cette suite lorsgque :

ala=0[2n]; bla=n[2r]:cla= % [x].

2. On suppose a différent des valeurs précédentes.
Etudier la convergence de la suite {uﬂ].

26 Un propriétaire désire vendre sa maison qui
comporte deux étages de 16 marches chacun. L'acheteur
devra payer 10 F pour la 1™ marche, 20 F pour la 2°
marche, 40 F pour la 3% marche, ainsi de suite, en dou-
blant chaque fois jusqu'a la derniére marche.

Quel est le prix de vente de cette maison 7

27 Le loyer mensuel d'une maison est de 50 000 F
CFA. Ce loyer augmente chaque année de 6 %.
1. Quel sera le montant du loyer dans 8 ans 7
2. Au bout de combien d’années le loyer aura-t-il doublé T

3. Calculer le total des loyers payés pendant les 10 pre-
midres années.

APPROFONDISSEMENT

28 Dans un village d'Afrique, vit un trés viell
homme, au milieu de ses enfants, petits-enfants, arriére-
pelits-enfants et arriére-arrisre-petits-enfants. Chacun
d'eux a le méme nombre n d'enfants (sauf les arriére-
arridre-petits-enfants qui n'ont pas encore procréé) el
tous sont en vie.

1. Galculer, en fonction de n, le nombre de membres de
cette famille.

2.0n suppose que la famille comprend 2801 per-
sonnes. Combien le patriarche a-t-il en d'enfants ?
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29 Des élections opposent n candidats au pre-
mier tour. Chacun d'eux réunit exactement deux fois
plus de voix que son suivant immédiat,

Pour tout entier naturel k tel que k e [1; n], on désigne
par v, le nombre de voix obtenues par le candidat placs
au k'™ ranp,

1. Démontrer que (v,) est une suile géométrique et
exprimer v, en fonction de k et de v..

2, 0} Calculer, en fonction de n et de v,, le nombre total
de voix réunies par les n candidats,

b} On suppose que, pour étre élu au premier tour, un
candidat doit obtenir plus de la moiti¢ des suffrages
exprimés. Un second tour est-il nécessaire ?

3. Déterminer le nombre de candidats & cette élection

sachant gqu'il y a 945 votants et que le candidat élu
obtient 480 voix.

30 Un homme veut placer la somme de 1 000 000 T
au taux annuel de 6,5 %. Il peut le faire de deux fagons
* placement & intéréts simples (chaque fin d'année, le
capital produit le méme intérét) ;

* placement & intéréts composés (chaque fin d'année,
l'intérél est capitalisé),
On désigne respectivement par C_ et D, les valeurs

acquises par le capital au boul de n années dans chacun
des cas.

1. a} Calculer C,, C, et C,.

b) Exprimer C_ en fonctionde C_,.

En déduire que (C,) est une suite arithmétique, dont on
précisera la raison.

2, a) Calculer D,, D, etD,.

b) Exprimer D, en fonction de D, _,.

En déduire que (D,) est une suite géométrique, dont on
précisera la raison.

3, Calculer, dans chacun des cas, la valeur acquise par
le capital au bout de 10 ans.

31

« Je suis UN gui devient DEUX,
Je suis DEUX qui devient QUATRE,
Je suis QUATRE qui devient HUIT,
mais Je suis UN qui protége cela. »

La figure ci-dessus est une représentation de l'unicité
de Dieu dans la mythologie égyptienne.

On suppose que le cercle initial a pour rayon 1.

1. o) Combien y a-t-il de cercles coloriés aprés n divi-
sions 7

Calculer, en fonction de n, le tayon r,, de chacun de ces
cercles,

b) Démontrer que (r,) est une suite géométrique dont on
déterminera le premier terme et la raison.

Calculer 1a limite de la suite (r,). ! o

2. On désigne par a,, l'aire totale coloriée aprés n divi-
sions.

a) Exprimer a, en fonction de n et démontrer que (a,)
est une suile géométrique dont on déterminera le pre-
mier terme et la raison.

b) Calculer la limite de la suite {&,).

32 DFI DQ D-'
BA mo | D
n cn
By
B, Ye
1
B C

ABCD est un rectangle tel que : AB = 30 et AD = 40.
+ AB,C,D, est le rectangle inscrit dans ABCD tel que :

—_— 0 — — 3 =

AB, = ?i-AB et AD, = EAD:

* AB,C,D, est le rectangle inscrit dans AB,C,D, tel que :
— v e — q —>

A.Bz:‘é‘.lﬂtBl etAD2=IAD‘;

On désigne respectivement par [, L, et @, la largeur, la

longueur et l'aire du n!*™® rectangle obtenu.

1, Démontrer que les suites (L)), (L,) et (a;) sont des

suites géométriques dont on précisera la raison et le
remier terme.

2, Calculer la limite de chacune de ces suites.

3, Pour tout nombre entier naturel n non nul,

on pose ! s, =@, + G, + .. +d,.

a) Caleuler s, en fonction de n.

b) Déinontrer que la suite (s,) admet une limite égale a

I'aire du rectangle ABCD.

33 Les carrés emboités
A D, D
Dy Co

Aq e ¢4
Ag By

B B, C
ABCD est un carré de coté 10 cm.
A,B,C,D, st le carré inscrit dans ABCD tel que :
A,, B,, C,, D, sont les milieux respectifs des cotés [AB],
[BCI, [CD], [DA).
On construit ainsi une suite de carrés dont les sommets
sont les milieux du carré précédent.
1. Calculer A, B,, el A,5B,; ainsi que les aires des car-
rés correspondants.
2. On désigne respectivement par ¢, et a,, le coté et l'aire
du carré A B CD,.
a) Démontrer que les suites (c,) et (a,) sont des suites
géométriques el préciser leurs raisons respectives.
b) Calculer ¢, et a, en fonction de n ainsi que les
limites des suiles (c,) et (e,).

38 Les points sur une spirale
On construit une suite de points A, n € N, tels que :
s O et A, sont donnés, avec OA, =16 ;
» pour tout entier naturel n, le triangle OA A, est rec-
tangle isocéle en A ..

Ag Aq
Az

A0 Ao
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1. Soit (u,), _, la suile de terme général : u, = OA,,

a) Calculer Uy, Uy, Wy, Uy,

bj Démontrer que (u,) est une suite géométrique.
Exprimer u,, en fonction de n et calculer la limite de la
suite (u, ).

2. Pour tout entier naturel n non nul, on pose :

S, =AA + Aph, o+ A AL

a) Calculer s, en fonction de n.

b} Calculer la limite de la suite (s,).

3. Soit (a,),, .  la suite définie par: a, = aire (0A,A,,,)-
a) Calculer ay, a,, a,, a,.

b) Démontrer que (a,) est une suite géométrique.
Exprimer a,, en fonction de n et calculer la limite de la
suite (a,,).

c) Exprimer, en fonction de n, la somme o, des n pre-

miers termes de cette suite et calculer la limite de la
suite (o).

3500 donne un
carré de cté 1. On parta-
Be ce carré en 9 pelils car-
rés de mé&me co1é, puis on
colorie le petit carré cen-
tral. On fait la méme opé-
ration avec chacun des 8
carrés restants (voir figure
ci-contre). On répdte cette :H H:
opération n fois,

1. Déterminer, en fonction de n, le nombre de carrés

non coloriés de cita [%1“.

| 2.On désigne par a, I'aire totale des carrés coloriés
‘ aprés n opérations.

a) Calculer ay, a,, a,.
| b) Exprimer a,, en fonction de n.
c) Calculer la limite de la suite (a,).

36 soit (1), 4. la suite définie par :

{ u, =1

Vine N* u  =u + %
1. Calculer u,, u,, u, et ug,

2, Démontrer que, pour tout entier naturel n non nul, u,
est la somme de n termes consécutifs d'une suite géo-
mélrique dont on précisera le premier terme et la raison.
3. En déduire une expression de w,, en fonction de n et
démontrer que la suite (u,) est convergente.

4. On désigne par §, la somme des n premiers termes

de cette suite. Démontrer que :
10 10 1

S, = 1g* + g2 (gn - 1)

Calculer la limite de la suite (5,).

37 On considére la suite (u,), _ . définie par :
u, = 0,19
u, = 0,199

u, = 0,199...99 (n fois le chiffre 9).

1. Conjecturer une formule de récurrence exprimant u,
en fonction de u,_.
2. En déduireque : Vne N*, u, =02 - Tl,m*
3, Calculer la limite de la suite (u,).
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38 Le plan est muni du repére orthonormé (g
On considére la suite numérique (u,), _ ¢ définie

L,

Par ;

uy=4
{'G'HE N, t, = _'él.. u, - 3.
1. Construire les 5 premiers termes de cette suile gy
l'axe des abscisses. i
2. g) Démontrer que :
Vne Nty — Uy = 5 (g =ty y):
b)En déduire que: Vne N, u , —u, =-5 (%‘)"
¢) Quel est le sens de variation de la suite (u)?
3. o) Démonirer que ;
VneN* u, +6= 5 (u,_, + 6).
b) En déduire que : V ne M, u, +6 = (i, + ﬁ}(il-)n‘
¢) Calculer la limite de la suite (u,).

39 Un paradoxe de Zénon
Zénon d'Eulée, philosophe grec (5° siécle av.].-C.), ima-
gina le paradoxe suivant mettant en scéne Achille gt
une lorfue :
« Achille veut rattraper une tortue qui est 100 m devant
lui en courant 10 fois plus vite que n'avance la tortue,
Lorsqu'Achille a parcouru 100 m, la tortue en a par-
couru 10 ; lorsqu'Achille a parcouru ces 10 m, la tortye
en a parcouru 1, ...
Achille arrivera-t-il 2 rattraper la tortue ? Si oui, quelle
distance aura-i-il alors parcourue 7 ».

B0 Le carré C, ci-dessous a
our cité 8.
E partir de ce carré, on construit

une suite (C,) de carrés tels que, @

pour tout entier naturel n, les
sommels du carré G, sont situés
2 une distance égale 4 1 des som-

mets du carré C.

Co

1. Pour tout entier naturel n, on désigne par a, le coté
du carré C,.
Démontrer que la suite (a,) est définie par ;

a, =8
{Vne N* a, =y 1+(a, ,-1)%.
2. Démontrer que la suite (a,) est décroissante et mino-
rée strictement par 1.

3. On se propose de démontrer que la limite de la suite
(a,) est 1.

a) Etablir la relation : a,-1= {FE_L:']-E
a, +

b} En déduire que:0sa -1%< % '[an_1 -1)4
c Détem_linar. en utilisant une calculatrice, un entier N
tel que si n = N, alors on a : a,<2.
En déduire quesinzN +1, alorson a :
1
*0<a,-15 -2-(un_,—‘1];
*0< a,-1< 22,1-
Conelure,




Statistiques

CE chapitre a deux objectifs :
d'une part, étendre aux séries
statistiques & modalités regrou-
{ pées en classes les notions de
caractéristiques de position et
de dispersion, d’autre part
aborder I'étude simultanée de
deux caractéres quantitatifs sur
une population.

Phato Ken Straiten / Explorer

1.

Séries statistiques présentant un regroupement
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_Séries statistiques présentant yp

regroupement en classes

On a vu en classe de seconde que, pour réaliser I'étude statistique d'un caractére quantitatif Pouvap,
prendre toute valeur sur un intervalle I, on regroupe parfois ces valeurs en classes. Ces classes sont deg
intervalles qui forment une partition de I

Dans cette legon, on ne considére que des séries statistiques & modalités regroupées en classes, (e telle
serie, comportant p classes de bornes Ay, Ay, Gyevns @ gy <a,<a,<..< ap], est notée ;

(laiy s al, n), <, ol mest Teffectif de la classe lo., 50,

—1.1.. Effectifs cumulés, fréquences cumulées

eEEmmm Introduction

On a relevé la distance parcourue par chacun des 150 taxis d’une compagnie entre leur mise en circula-
tion et leur premiére panne. Les résultats de cette enquéte sont résumés dans le tableau ci-dessous, les
distances étant exprimées en milliers de kilomatres.

Distance parcourue [0;5[ | [5:7[ | [7:9] | [9;15] 78
Effectif (n)) 15 78 36 | 21
Fréquence (f) 10% | 52% | 24% | 14%° :

| Cette série statistique est représentée graphiquement par
I'histogramme ci-contre. Les aires des rectangles sont pro-
i portionnelles aux effectifs des classes correspondantes.

Comme cela a été fait pour les séries statistiques 2 modali- 15
| tés non regroupées en classes, on dresse les tableaux des 3
' effectifs cumulés croissants et décroissants. 0 5
Distance parcourue [0;50 | [5:70 | [7;9[ | [9;15]
Effectif cumulé croissant 15 93 129 150
Effectif cumulé décroissant 150 135 57 21

De fagon plus générale, pour une série statistique (layial, m)y e 5
. e
= I'effectif cumulé croissant de la classe [q;_; ; @;[ est : Em=n4n, +in

P
¢ 'effectif cumulé décroissant de la classe [a;_, ; a,| est ; Z= R+, + ok %
Dans le tableau précédent, la troisitme colonne, par exemple, T —
au plus 9 000 km et 57 taxis ont parcouru au moins 7 000 km avant d'avoir leur premidre panne. On en
déduit le tableau suivant,

Nombre de taxis ayant parcouru au plus a; (x 1 000 km) 0 15 03 | 129 | 150
Nombre de taxis ayant parcouru au moins a; (x 1 000 km) | 150 135 | 57 21 | 0

Dans ce tableau, la somme des effectifs de chaque colonne est égale & I'effectif total.

3092 statistiques
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1mpréseulés par les graphiques suivants.
on

] ats 5
sl axis

nombre de taxis
ombre 3¢ - 150

1

57

21

5 :”:1——3"_ 9 15 distance 0 5 7 9 15 distance
0

. . arcourue . - arcourue
Effectifs cumulés croissants G Effectifs cumulés décroissants P

o obtient de maniére analogue les tableaux et les graphiques des fréquences cumulées croissantes ou
e
décroissantes. ‘ r

qsmmm Polygones des effectifs et des fréquences cumulés
feprenons I'exemple précédent.

gs données ne nous permettent pas de déterminer, par exemple, le nombre de taxis ayant parcouru au
moins 7 500 ki avant la premiéx:e panne. . ‘ ' o

Le graphique des effectifs cumulés décroissants permet cependant d’en déterminer une estimation. Pour || &
xla, on joint les points consécutifs c!e ce graghlque par des segments (figure 1). iF
Le point d’abscisse 7,5 de la ligne brisée ainsi obtenue a pour ordonnée 48. .

On estime A 48 le nombre de taxis ayant parcouru au moins 7 500 km avant la premi&re panne.
(e graphique est appelé polygone des effectifs cumulés décroissants.

. -’.—_l.".-—._—l_

nombre de taxis nombre de taxis
150 150 | —
= — | L7
\ 7
100 \ 100 y f/
/
“I‘. ! -
f .I
4 A 50 /
NEN \ /
-—_-.:__—____ [ ] - I
p———— i Tt ] r" -
g 5 715 10 15 distance 0 5 10 15 distance ?
Polygone des effectifs cumulés décroissantsPereourue Polygone des effectifs cumulés croissants Parcourue |
(figure 1) (figure 2) V.

ol truit de manipre analogue le polygone des elfectils cumulés croissants (figure 2), ainsi que les
Yéones des fréquences cumulées croissantes et décroissantes. '
SMarques

L]
paﬁfygane des effectifs cumulés croissants (respectivement décroissants) est la ligne brisée reliant les
: § canséeutifs dy graphique des effgcﬁfs cummulés croissants (respectivement décroissants).

r. D i & .
Do;’d:“Ppose que la répartition des individus dans chaque classe est réguliére, pour tout point M de
le namﬂ"‘"’s (x ; n) du polygone des effectifs cumulés croissants (respectivement décroissants), n est

'® d'individus dont la modalité est inférieure (respectivement supérieure) a x.

Statistiques 303 '
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Exemple

Le tableau suivant donne la répartition en classes d'amplitude 5 des tailles en cm S0 il
Classe [155 ; 160( | [160 ; 165[ | [165 ; 170[ | [170; 175[ | [175 ; 180[ | [180 ; 185(
Effectif 3 8 10 = 7 —E-—_.
Borne supérieure 160 165 170 176 L 13—5—__._
Eﬂfi?t:tif cumulé 3 11 21 R | 38 40
croissant —

On en déduit le polygone des effectifs cumulés nombre d'individus

croissants représenté ci-contre. 40 / /

On se propose d'estimer le nombre d'individus

mesuran! moins de 177 cm. 0 =

Soit n, I'ordonnée du point d’abscisse 177 de ce 30

polygone. /

Ce point appartient & la droite passant par les _/

points de coordonnées (175 ; 31) et (180 ; 38). 20

Ona:Tta—31 38 — 31 /

" 177 -175 180 - 175 ° /

Donc : n, = 33,8. 10 //

Ce procédé est appelé interpolation linéaire. 7 ;

On estime 2 34 le nombre d’individus mesurant

moins de 177 cm. 0 160 170 177 180 taille

—1.2. Caractéristiques de position

pom=mm Classe modale

|
Soit une série statistique présentant un regroupement en classes. | |
On appelle classe modale de cette série toute classe d’effectif maximal.

Exemple
Dans I'exemple introductif (distances parcourues par les taxis), la classe modale est [5 ; 7[.

Remarques

® [ne série slalistique peul avoir plusieurs classes modales. Par exemple,
I'exemple précédent a deux classes modales : (165 ; 170[ et [170 ; 175].
* Le centre d'une classe modale est appelé mode de la série statistique.

la série des tailles de

mmusmmm Médiane nombre de taxis

Reprenons I'exemple introductif (§ 1.1.).
L'effectif total de la série est 150.

On représente sur le méme graphique les polygones
des effectifs cumulés croissants et décroissants.
Ces polygones sont symétriques par rapport 4 la
droite d’équation n = 75. Donc leur point d'inter- A 2
section a pour ordonnée 75, Seit x; son abscisse.

75 — 15 93 - 15
C.'Iua:..r:u'E[5;?‘[;(1:311:3:Iu_.5 = —e-

On en déduit : x, =5 + ;—% ;donc : x, =6,54.

On estime que la moitié des taxis ont parcouru au
plus 6 540 km avant la premiére panne. 0 5

150

T

100 \

50

' distance
15 pdfcoum
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Le nombre 6,54 partage la population de la série en deux parties de méme effectif. Ce nombre est appe-
16 médiane de la série.

Définition
Soit une série statistique présentant un regroupement en classes, d'effectif total N.

On appelle médiane de cette série le nombre réel M tel que le nombre d’individus de modalité
supérieure 3 M et le nombre d'individus de modalité inférieure & M soient tous deux égaux a N

Remargues

2
La détermination de la médiane se fait aussi a I'aide des polygones des fréquences cumulées croissantes
ou décroissantes. C'est I'abscisse du point de ces polygones qui a pour ordonnée 50 %.

pmz=== Moyenne

Si, dans une série, les modalités des n, individus d'une classe [q;_, ; ;[ de centre x; sont régulidrement
réparties dans cet intervalle, alors la moyenne arithmétique de ces modalités est x; et leur somme est n, x;.

La définition suivante est donc justifiée par I'hypothése d’une répartition régulitre des modalités dans
chacune des classes de la série considérée.

Définition —
Soit ([a{_, sal, ";)1 = ; = p Une série slalistique;

On appelle moyenne de cette série la moyenne x de la série statistique (x; , 7); < ;< p» ot x; estle
centre de la classe [a; | ; al.

; i y : =_1 P

Si N est I'effectif total de la série, on a 1 x = & X n, x;. Classe |Gentre de la] Effectif| n, x,

Exemple classe (x;) | (nr)

Reprenons I'exemple introductif (§ 1.1). [0; 5[ 2,5 15 37,5

On déduit du tableau ci-contre que : x = 1%%’—5 = 6,97, 15 71 a | 78 468

Les taxis parcourent donc « en moyenne » 6 970 km 7 9l i |36 288

avant leur premiére panne. l9; 15[ 12 | 21 252
Total | 150 [10455

__1.3. Caractéristiques de dispersion

Pour calculer les caractéristiques de dispersion d’une série statistique présentant un regroupement en
classes, comme pour le calcul de la moyenne, on remplace chaque classe par son centre.

Définition
Soit ([u{_1 ral, “i): <i<pune série statistique d'effectif total N et de moyenne x.

Pour tout nombre entier i tel que 1 < i < p, on désigne par x; le centre de la classe [a;_, ; al.

-
* L'écart moyen est le nombre réel e, telque: e, = N ,Eln.. be; - x|
P

i=
« La variance est le nombre réel V tel que : V = —:I- Z i (\Xi- .i")’.

» L'écart type est le nombre réel o tel que : 0 = Jv.

B emargue

Dans la pratique, le caleul de la variance se fait & I'aide de la formule de Koenig :

Ve (& ) -7

Statistiques 305



Exemple

Reprenons l'exemple introductif (§ 1.1).
—x X n LGN,
Classe |Centre dela] Effectif e, - X nibe; = x| i Tl
classe (x, (n,)

[0; 5] 2 5[ : 1; 4,47 67,05 6,25 93,75 |

(5 7l a, 78 0,97 75,66 36 2 808

[7; 9l 8 36 1,03 37,08 64 2 304

[9; 15[ 12 21 5,03 105,63 144 3024

Total 150 285,42 e 8 229,75

On déduit du tableau précédent que !

_ 285,42 _ .1 _B22076 2_-3,2841;0~2,5068.
e, =—qp5— =19028; V="Sz— -6,97°=6 '

WAE xercices WWWM

l.a Une enquéte sur la durée en minutes des communications passées d'une cabine téléphonique a donné les
résultats suivants.
Classe ;10 | [1;2[ | [z;30 | [3;50 | [5:10(0 [[10; 15[
Effectif 30 54 51 45 63 57

1. Construire un histogramme représentant cette série. ) : _
2. Dresser le tableau des effectifs cumulés croissants et décroissants, puis construire les polygones des

effectifs cumulés croissants el décroissants.
3. A I'aide d'interpolations linéaires, déterminer le nombre de communications dont la durée :

a) est supérieure & 4 min;  bj est inférieure & 7 min ; cj est comprise entre 4 et 7 min.

1.b Les moyennes des notes obtenues par les 50 candidats 4 un concours se répartissent comme suit.

Classe [o:4f | [4;8] | [B;12[ | [12;16[| [16;20(
Effectif 5 14 20 7 4

1. Dresser le tableau des fréquences cumulées croissantes et décroissantes, puis construire les polygones

des fréquences cumulées croissantes et décroissantes.
2.a] Déterminer la classe modale et la médiane de cette série statistique.
b) Déterminer la moyenne des notes obtenues par I'éléve qui s'est classé quinziéme au concours.

l.c  Onamesuré la taille en centimétres de 40 individus (exemple du § 1.1.).
1. Calculer la médiane et la moyenne x de cetle série.
2. Compléter le tableau suivant.

Classe Centre de la classe (x)) Effectif (n,) b, = 7 nlx, - | nat
[155 ; 160( 3

[160 ; 165( 8

[165 ; 170[ 10

[170; 175] 10

[175 ; 180] 7

[180 ; 185] 2

"Total ; e i - =

3. Déterminer 1'écarl moyen et I'écart type de cette série.

l.d on reprend les données de I'exercice 1.b.
1, Calculer ]a moyenne x de cette série statistique,
2.a) Calculer la variance V et I'écart type . (On donnera les résultats & 10-3 —
b) Quel est le pourcentage d'éléves dont la note appartient & I'intervalle |5 — o .:._- 4 66
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On peut, sur une population, étudier deux caractdre

du est alors un couple de nombres réels. On construit ainsi une série statistique & deux caractéres, ou
série double,

—2.1.. Organisation des données

s quantitatifs ; la modalité associée a chaque indivi-

pemEmm Introduction

On a relevé le poids (en kg) et la taille (en cm) de 30 personnes ; on a obtenu les résultats suivants.

Poids (x)) 65 | 68 | 62 | 62 [ 68 | 68 | 59 | 71 | 74 | 68 | 68 | 74 | 71 | 65 | 65

Taille (y)| 165 | 177 | 174 | 168 | 165 | 171 | 165 | 177 | 174 | 171 | 165 | 174 | 174 | 174 | 171

Poids(x)| 62 | 65 | 68 | 71 | 65 | 74 | 74 | 71 | 65 | 77 | 74 | 62 | 77 | 68 | 71

Taille (y) | 174 | 174 | 171 | 171 | 174 | 168 | 177 | 174 | 165 | 180 | 177 | 168 | 180 | 171 | 174

Ces données permettent de définir deux séries statistiques & un caractére, (x, , n,) et (4; . n;), représentées
par les deux tableaux suivants,

x, | 69 | 62|65 68| 71| 7a]77 y; | 165|168 | 171 | 174 | 177 | 180
|1 4] 6| 7] 5[5 ]2 n|5 | 3| 6|10 4] 2

Soit X = (59, 62, 65, 68, 71, 74, 77] et Y = (165, 168, 171, 174, 177, 180},

A chaque couple (x; 4 yj’,l de I’ensemble X x Y, on associe le nombre d’éléves ayant le poids x; et la taille
yjice nombre est noté .

On définit ainsi une série statistique a deux caractéres ; n est appelé effectif de la modalité (x, , y_r].

Cette série, notée (x, , Y ng]. est représentée par le X;
tableau a double entrée ci-contre. Y~ 59| 62| 65| 68| 71| 74 | 77 [Total
Les totaux obtenus dans la derniére ligne du (165 1 | 0 | 2 | 2 | 0 | 0 | O | 5
tableau sont les effectifs de la sérile {x‘fi‘ ni]‘é‘ i 18] 0 | 2l 0]l 0lo] 10 3
cg!.pc E:le la l:;lermbre colonne sont les effectifs de la  —— = =TT o T
série (y, , n,).

A i | 174| 0 2 3 a 3
Ces effectifs apparaissent « en marge » du tableau 21010
3 double entrée : les séries statistiques (x, , n) et [177| O | 0| 0f1]112[|0]4
(y;, n)) sont appelées séries marginales delasérie |180] 0 | 0 | 0 [0 | 0 | 0] 2| 2
double (x; + 4 1y)- Total 1 | 4 | 6| 7 55| 230

mmmmsss  Nuage de points associé a une série double
Soit (x, , y;, ) une série statistique & deux caractéres quantitatifs.

Le plan est muni d'un repére)o;thngcmal. L'ensemble des points M de coordonnées (x; , y) est appelé
nuage de points associé a la série.

Dans le cas oi les effectifs des modalités (x; , y)) ne sont pas tous égaux, on représente ce nuage de points
de deux fagons.

* Représenlation par points pondérés : on indique a c6té de chaque point My I'effectif n;; (figure 1).

* Représentation par taches : chaque point M, est remplacé par un disque dont l'aire est proportionnel-
le a ny (figure 2).
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personnes), 0T obtient les nuages de points Sivangg

Pour I'exemple introductif (poids et taille de 30

f y Yy
| 180 2 180 — -

174 2 3 3 2 174 —o—© —o

+ @o—4— |
17 L T 171
165 1| 9! El 165 -+_— ;o
0 59 62 65 68 71 74 77 * 0o 59 62 65 68 11 14 71 x
figure 1 figure 2

emmmm=s  Point moyen d’un nuage
Reprenons |'exemple précédent.
On se propose de déterminer le barycentre G des points pondérés (My;, ny).
Ona: xg=g:(50+2x62+2x62+2x65+65+3x65+2x68+4x68+68+71+
IXT71+71+74+2XT74+2%XT74+2%77)=684;
Yg = ;—0(165+2x168+2x1?4+2x155+171+3x174+ 2x165+4x171 +
177 + 171+ 3 X 174 + 177 + 168 + 2 X 174 + 2 X 177 + 2 X 180) = 172,1.

Xg =75 (59 + 4 X 62+ 6X65 + 7 X 68+ 5X71+5X74+2X77) =X
| On a également : {

ys=%[5x165+3x158+6x1?1+10x174+4x1??‘+ZxIB{J]:ﬁ

ol ¥ et y sont les moyennes respectives des séries marginales (x;, n) et (y;, nj].
G est appelé point moyen du nuage associé a la série (x;, Y;» ).

Soit (x; , y; , n;) une série statistique & deux caractéres quantitatifs.

On appelle point moyen du nuage de points représentant cette série le point de coordonnées (¥, 7), 1
ol ¥ et y désignent les moyennes respectives des séries marginales (x;, n) et (yj ; nj]. : ‘

Exemple .
Les notes obtenues par 10 éléves aux épreuves de bio- 4
logie et de physique d'un examen sont indiquées dans
le tableau suivant. 15

Biologie (x) [ 9]12[ 5] 6] 9[14] 3| 6[12[14

Physique (y)]10]13| 8 |10{13/17| 5| 8|16/16 |

11,6 = iG

On remarque que, dans cette série, les effectifs des 10
modalités sont tous égaux a 1.
Les moyennes des séries marginales sont :
- F3+5+2x6+2x9+2xX12+2%x14
X = 10 =08,
gﬁ5+2x3+2x10-|i§x13+2x16+17=1Lﬁ. 5
Le point moyen du nuage associé a la série est G(ngﬁ)_ 0 5 9 10 x*
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—2.2.. Ajustement linéaire

On considére da.n§ ce paragraphe une série statistique & deux caractdres x et y telle que effectif de cha-
cune des modalités est égal 4 1. Une telle

S0 08 L ) o s o p e série sera notée (x; , y;); < ; < . O N est effectif total de la
Le nuage de points associé A cette série est |
On désigne par x et y les mo
V(x) et V(y) leurs variances

‘ensemble des points M, de coordonnées (x, , y,).

yennes respectives des séries marginales relatives aux caractéres x et y, par
respectives, que I'on suppose non nulles.

peEm== Introduction

Dans le plan muni du repére (O, 1,

) J), on construit le nuage de points associé  la série double ; on envi-
sage trois cas.

y - L y y [] ° ]

.. l- L] & 2 o . 5 . = L] i [ ]

I — it " L - . .

J ../ g J P , v
.o = - -
L] ., § * -
L I . [ L]
o I Q9 | X 0 | *
fiqure 1 figure 2 figure 3

La répartition des points dans les deux premiers nuages suggére une relation entre les deux caractéres x
et y ; ce n'est pas le cas pour le nuage de la figure 3.

* Le nuage de la figure 1 a une forme qui se rapproche d’une droite ; elle suggdre une relation de la forme
y=ax+b.

* Le nuage de la figure 2 a une forme qui se rapproche d'une parabole ; elle suggere une relation de la
forme y = ax? + bx + c.

Ajuster un nuage de points consiste & déterminer une courbe simple passant « le plus prés possible » des
points du nuage. Si la courbe recherchée est une droite, 'ajustement est dit linéaire.

L'objectif de ce paragraphe est de donner une méthode pour effectuer 'ajustement linéaire d'un nuage
de points. Cette méthode, dite « des moindres carrés », permet de déterminer deux droites appelées
droites de régression.

mememzm Droite de régression de y en x

Soit une droite d’équation : y = ax + b. Pour tout
nombre entier i tel que 1 < i < N, on désigne par ¥
P, le point d'abscisse x; de cette droile.

<
La somme des carrés des distances de M; a P, est : o
} N ; "
Z (MP)? = £ [y~ (ax, + B '
La méthode consiste A4 déterminer la droite (@), Jr P
appelée droite de régression de y en x, telle que A
cette somme soit la plus petite possible. o | x

N -
* On suppose dans un premier temps que a est déterminé et on cherche b pour que la somme Z (M;P;)?
soit minimale.

Ona :E,{MIPIF = ifa[{y‘ —ax) - b]z
y {‘F‘;][[yl — ax)? - 2bly, - ax) + b?
= sz = 2hF:1LUf == ax,] + élwl = ﬂ'xi}z'
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N

On obtient un polynéme du second degré en b, de la forme : ab? + Bb + 7 & étant positif, ce polyys
M
me admet un minimum en b tel que : b = _iﬂﬁ = T{r PR ax;).

N P
- . " 2 :
Done, pour une droite de coefficient directeur o, la somme EJM:P:') est minimale pour

=1y 1 X i e
b= ﬁ_E]yf —ag L5 =Y - of.
La droite (%) passe donc par G, point moyen du nuage.
* On suppose maintenant que : b = j - ax.
) L] N 2
‘ Ona:Z (MPY =X [(y,- i) - al, =)
' =ﬂ2£[x-13 208 (x, - ¥) —--]+£|:y'—!'ﬂ2-
| £, = x)° —2ag (o, — Xy, = y) + £, Wi

N
Z, (X - Xy, - 5)
I : . =11 i~y
On obtient un polynéme du second degré en a, qui admet un minimum pour @ = ————mH—__

£, —x)?
M
5 : ¥ B - Dy - )
La droite (%) a donc pour coefficient directeur le nombre a tel que : @ = 1 N g
N El (x; = x)°

Le dénominateur de cette expression est égal 2 V(x). Le numérateur est appelé covariance de la série
double et noté Cov(x , y).

Définition

Soit (x;, y;); - ; =y une série statistique a deux caractéres x et y, d'effectif total N.
| La covariance de cette série est le nombre réel, noté Cov(x , y), tel que :

| Cov(x,y) = Flil- IJL‘:.:[J:I---.ﬂ[yi - y).

Le calcul pratique de la covariance s’effectue en général a I'aide de la propriété suivante, dont la démons-
tration est analogue & celle de la formule de Keenig établie en classe de seconde.

Propriété 1

-Soit (x;, ¥); < ; < N une série statistique a deux caractéres x et y, d'effectif total N. |
N
Ona:Covle, y) = (§ £ 1.1:;5!;) - 3.

L'étude précédente permet d’établir la _pmpﬂété suivante.

Soit (x; , ¥;); = ; < y uUne série statistique a deux caractéres x et Yy telle que : V(x) = 0.

La droite de régression de y en x passe par le point moyen du nuage associé i cette série et a pour

coefficient directeur Cov (x, y) s
Vi)
Une équation de cette droiteest: y -y = Covix, y) (x-%)
V(x) q
xf. -yi 'tiyf : xlz
Exemple 9 10 90 B1
_ 12 13 156 144
Reprenons la série des notes obtenues par 10 élaves 5 8 0 75
en biologie et en physique (§ 2.1.). B 10 5 6
Les calculs sont généralement disposés dans un 9 13 117 81
tableau de la fagcon suivante. 14 17 238 196
3 5 15 9
6 8 48 36
12 16 192 144
14 | 16 224 196
Total : 90 | 116 1180 0948
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__- -

On en déduit que ;

Yy
Covlx . y) = 5% -9 116 = 13,6 ; %
948
Vlx) = 55— 9=138. 15 /,/
La droite de régression de y en x est donc la droite (%) ,/.

, L 13,6 Z
d'équation ; y—11,6 = T3ale-9); XG
c’est-a-dire : y = 0,986x + 2,730. 10 b

.f//
yd
L
Vd
] //
¥
5 ///
0 5 10 =

e

Droite de régression de x en y

Soit une droite d'équation : x = ay + b. Pour tout
nombre entier i tel que 1 < i < N, on désigne par
Q, le point d'ordonnée y, de cette droite.

On cherche cette fois & déterminer la droite (@),
appelée droite de régression de x en y, telle que la

N
somme 2 (M,Q,)? soit la plus petite possible.
Par un calcul analogue au précédent, on démontre

que cette somme est minimale si la droite passe
Cov (x, y)

VY

Soit (x; , y;); - ; = ,y une série statistique 4 deux caractéres x et y telle que : V(y) 0.

par le point moyen du nuage et si a=

La droite de régression de x en y passe par le point moyen du nuage associé a cette série et a pour

i _ Covixry)
équation: x-r = ———————(y - 7).
q Vi Y-V
EEI’I‘I&I’QUE
Si la covariance de la série est non nulle, le coefficient directeur de cette droite est : V) '
' Cov(x , y)
Exemple
Reprenons la série des notes obtenues par 10
: ; 7 y
éléves en biologie et en physique (§ 2.1.).
On a le tableau suivant.
15
X Yi *ili y ,/
9 10 90 100 W
12 13 156 169
5 B 40 64 AG
6 10 60 100 10 7
9 13 117 169 P4
14 17 238 289 V
3 5 15 25 v
6 B 48 64 ) 1/
12 16 192 256 5 / I
14 16 224 256
Total : an 116 1 180 1492 0 5 10 K
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1492 _ 2 = 14,64.
On en déduit que : Cov(x, y) = 13,6 ; Vlw) = —g— 1116‘ ton cx— 9 =100 (y-11
i i - la droite (2’) d'équation : x 14,64 6)
La droite de régression de x en y est donc
c'est-a-dire : y = 1,076x + 1,912,

momem=s Coefficient de corrélation linéaire

Reprenons l'exemple ci-dessus, el représentons p
sur un méme graphique les deux droites de régres-
| sion (D) et (D'). Ces deux droites ne sont pas -
confondues, mais sont « proches » I'une de I'autre. 15
, En effet, leurs coefficients directeurs respectifs |
sont trés voisins.
On dit dans ce cas qu'il y a une bonne corrélation
linéaire entre les deux caractéres x et y.

FARNENE

Plus généralement, lorsque la cavariance de la série 10 7 E___ﬁ_

est non nulle, les deux droites de régression sont 4
confondues si elles ont méme coefficient directeur, r)//l

rostd-dire of » COVEC, Y) V(y) o ,/ )
c'est-a-dire si ; W& - Goviz, 5 t;/}/ . f[ J]‘»‘

Cote.s) _q ST TITTTITIT]
VVE) 0 5 10 E

Soit (x; , y;); _; _ \ une série statistique a deux caractéres x et y telle que : V(x) =0 et V(y)=o,

Cette égalité est équivalente 4 ;

. C J
j Le coefficient de corrélation linéaire de cette série est le nombre réel r tel que;r= _____w(.r y)

" WV
E emargues

* On admet que : |r] < 1.
* La corrélation entre les deux caractéres x et y est d'autant meilleure que |r| est proche de 1.

Exemples
* Dans I'exemple ci-dessus, le coefficient de corrélation est r tel que : r=0,957.
Il y a donc une bonne corrélation entre les notes en biologie et en physique de ces dix éléves.

* Considérons maintenant la série des notes obtenues par ces mémes éléves en biologie et en éducation
physique. On a le tableau suivant.

z
Biologie E.P.S. x; zr | xz,

(.t"] [—zf] h o

9 6 81 | 36 | 54 15 (€0

12 13 144 | 169 | 156 ".‘

5 17 25 289 85 :(‘.‘P \

6 11 36 | 121 | 66 — =y G

9 10 81 | 100 | 90 — = T

14 8 196 | 64 | 112 18 ]

3 8 9 | 64 | 24 I P

B 15 36 | 225 | a0 I \ |

12 6 144 | 36 | 72 ' W

14 15 196 | 225 | 210 |

Total : 90 | 109 | 948 | 1329 959 > | =

0 5 10

On en déduit que : x = 9 ;2 = 10,9. Donc : Cov(x , z) = 95,9 -9%x109=-22.
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La droite (@) de régression de

_ z en x admet ion:z-10,9=--22 (y_g)-
c’est-d-dire : z = — 0,150y 4 12,335, BOUD Spation.: £30,0= 13,8 bk —9);
Ona:V(z) = 132,9 - 10,92

= 14,09 ; donc la droite (9') de régression de x en z admet pour équation :

B , .
xr-9= 1205 (z—10,9); ¢ est-d-dire : z = - 6,405x + 68,541.

, . 2,2
Le coefficient de corrélation de cette série est le nombre r tel que:ir=- ————: donc:r=-0,158.
g . 1 /138 /14,00
4 une mauvaise co i i i . : ' : .
d'gléves corrélation linéaire entre les notes de biologie et d’éducation physique de ce groupe

- Effectuer un ajustement linéaire sur cette série ne se justifie pas.

—2.3.. Travaux dirigés

memE=m Ajustement linéaire par la méthode de Mayer
Le tableau suivant donne

: : it donne le chiffre d'affaires d’une entreprise, exprimé en millions de francs, pendant
huit années consécutives,

‘numérn de I'année (x) 1 2 | 3 4 | 5 6 7 8
| chiffre d’affaires (y) 41 | 68 | 55 [ 80 | 95 | 104 | 100 | 122

1°) Représenter le nuage de points IMi); < ; < 5 associé A cette série statistique,

2°) a) Calculer les coordonnées de G, point moyen du nuage,

b) Déterminer une équation de la droite de régression de y en x et représenter cette droite.

3°) On partage le nuage de Points en deux parties d’effectifs égaux : My cicq et IMJs iy

a) Calculer les coordonnées de G, et G,, points moyens respectifs des nuages partiels ainsi obtenus.
b) Déterminer une équation de la droite (G,G,) et représenter cette droite.

Démontrer que G appartient a la droite (G,G,).

Cette droite est une droite d’ajustement de la série i la méthode utilisée est appelée méthode de
Mayer (si le nombre de points du nuage est impair, on met indifféremment le point central dans I'un
ou l'autre des nuages partiels).

4°) En supposant que I'évolution du chiffre d’affaires de cette entreprise gardera la méme tendance,
déterminer ce chiffre d’affaires pour la 9° année :

a) a 'aide de la droite de régression de y en x ;
b) a I'aide de la droite (G,G,).

Solution
1°) Le nuage de points associé a la série est représenté ci-dessous.
2°) On établit le tableau de calculs suivant. y
X; y; x} X 130
1 41 1 41 120 : A
2 67 4 134 110 Gy ]
3 55 9 165 o
4 80 16 320 %0
5 95 25 475 9/"
6 104 36 624 &0 ~
1]
7 100 49 700 70 Gl -~
8 122 64 976 60 @ =
Total : 36 664 204 3435 50
40
a)]Ona:x= E=4.5;.1}= ﬁﬁ:ﬁ&
o J 5 6 7 g<
G a pour coordonnées (4,5 ; 83). 1 2 3 4
b)Ona: Covir,y) = 3235 _ 45 x83=55875: V(x) = 204 _ 452 = 5,25,

8. 55,875
La droite (%) de régression de y en x admet donc pour équation : y — 83 = ~525 (x—4,5);

c'est-a-dire : y = 10,643x + 35,107,
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+5656+80 Y . .. 2,5
3 (1+2+3+4 . ‘_5_1_127__————).&0&.(31(60,?5)_
3°) a) G, a pour coordennées : | ——7— 4

122 N e 6,5

. (5+6+7+8 '95+104+1IJU )'duu'Gz(ll]S.zS)‘

G, a pour coordonnées : 3 ’ 4
105,25 = 6075 (5.

b) La droite (G,G,) admet pour équation : y — 60,75 = 6,5—2,5
c'est-a-dire : y = 11,125x + 32,937, i
gl I'isuba;;r o vl g (TS .D,ap‘rés le tl?éu[rénée ]des barycentres partiels, G ggy le bary.
! centre de (G, , 4) et (G, , 4) ; donc G appartient & la droite (G 2 . .
\ 4°) Le chiffre d'affaires que peut espérer Ientreprise pour la 9° année est obtenu en cherchapy Vordop.

| -
\

née du point d'abscisse 9 de la droite d'ajustement. =13
a) Avec la droite de régression de y en x, on obtient : y = 10,643 x 9 + 35,107 = 130,894,

| b) Avec la droile (G,G,), on obtient : y = 11,125 X 9+ 32,937 = 1.33'062'
| Les résultats obtenus par les deux méthodes sont donc trés voisins.

| La méthode de Mayer permet généralement d'obtenir des résultats assez proches de ceux obtenyg parlq |
méthode des moindres carrés et nécessite moins de caleuls.

WE X@TCiCeS Boss i i amss s  F a s s

2.0 Dans une maternits, on a relevé, pour chacune des vingt naissances d:une journée, 'dge x de la mare g le
poids y du nouveau-né. Les résultats sont regroupés dans le tableau ci-dessous.
x|22|18|20]20(16[ 2226|2218 22| 18| 26| 20| 26| 18| 18| 22| 26 [ 227 2p
, Ly |32]28[32/36(28[28] 3|28 3| 3[34/36[32]| 3| 3 (34[28/26] 3 |32
1. Présenter ces donnges dans un lableau & double entrée.

| 2. Déterminer les séries marginales associées aux caractéres x et y.
3. Représenter par des taches le nuage de points associé a cette série double.

2b Lors d'une enquéte portant sur 100 familles, on

i
a relevé le nombre x d'enfants de chague famil- & 0|1]2|3la|5]6]7 8
le et le nombre y de pitces de leur habitation, 1]/68[|3[2 2/0f[0]/o0]o]o
Les résultats sont présentés dans le tablean & 2131367 |3a|1l0]olo
double entrée ci-contre. 3a|l1l1] 2] 7
7
1. a) Représenter a 'aide de deux tableaux les al o] 2|35 AL BE 3 8
séries marginales associées aux caractires x et y. l4i15]6]s5]3

b) Déterminer les moyennes respectives de ces séries marginales.
2. Représenter par des points pondérés le nuage associé a cette série double : placer son point moyen G.

2. On considére la série (x; . y,) déterminée par le tableau ci-contre, % 3 = S ~ .1
1. Représenter le nuage de points associé 2 cette série. L
2, Déterminer une équation de la droite de régression de y en x ot L 1 =1 4 2
une équation de la droite de régression de x en y. Tracer ces deux droites
3. Calculer le coefficient de corrélation linéaire de celte série, .

2.d  Une bille tombe dans le vide de différentes hauteurs, En

mesurant chaque fois le temps ¢ (en secondes) de la chute ti | 0,20 | 0,28 | 0,35 | 0,40 | 0.45
l et la vitesse v (en métres par seconde) de la bille en fin de '_u' : , bt R 45
chute, on obtient le tableau ci-contre. J 2 2.7 3z | 4 !

_ 1. Représenler le nuage de points associé & cette série.
| 2. Déterminer le point moyen de ce nuage.

. 3. a) Caleuler le coelficient de corrélation linéaire de cette série
' | Sa valeur justifie--elle un ajustement linéaire 7 ’

b) Déterminer une équation de la droite de régression de v en ¢, Tracer cette droite

4. Sachant que, dans une chute libre, la vilesse s'ex .
. ; i prime en fon vaoalite o = af, déter-
miner une estimation de 'accélération de Ja pesanteur g. ction du temps par I'égalité o = gt
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APPRENTISSAGE |

§éries présentant un
regroupement en classes

1 On a relevé dans une agence bancaire les mon-
tants, en milliers de francs, des 49 premiers versements
effectués au guichet. On a obtenu les résultats suivants.

50 300 100 BOO 200 30 75
250 600 260 150 45 490 400
200 375 360 620 130 1450 880

25 B0 350 450 400 280 190

1180 220 520 120 900 110 350
600 850 290 1400 125 900 1000
130 1100 430 950 45 310 590

1. Regrouper ces montants par classes d'amplitude 300,
la premiére étant [0 ; 300, puis dresser le tableau des
fréquences et des fréguences cumulées croissantes de la
série ainsi obtenue.

2. Déterminer la classe modale de cette série.

3. Calculer les moyennes respectives :

a) de la série avant le regroupement en classes ;

bj de la série obtenue par regroupement en classes.

2 On considére une série dont les effectifs cumu-
lés décroissants sont donnés dans le tableau suivant,

Classe [0;4] [a:6l | (6:8] | [8;10[
s 60 45 24 6
décroissant

1, Construire le polygone des elfectifs cumulés décrois-
sants.

2. Déterminer graphiquement la médiane de cette série.
Vérifier le résultat par le calcul,

3. Calculer la moyenne de cette série.

3 On considére une série dont les effectifs sont
donnés dans le tableau suivant.

Classe 2:;-all 1ol | [0;2[ | [2;4]
Effectif 14 16 8 | 12

1. Dresser le tableau des effectifs cumulés croissants et
décroissants.

2, Construire les polygones des effectifs cumulés crois-
sants el décroissants,

3. Délerminer graphiquement le nombre d'individus
dont la modalité est :

al inférieure & 1 ;

b) supérieure 4 — 0,4.

4. Délerminer graphiquement l'intervalle dans lequel
on trouve :

a/ les 9 individus de modalité la plus grande ;

b) les 20 individus de modalité la plus petite.

B On considére une série dont les fréquences sont
données dans le tableau suivant.
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Classe [0;3( | [8;5] | [6;7] | [7;10(
Fréquence | 10 % 25 % 35 % 30 %

Calculer la moyenne, la variance et 1'écart type de cette
série.

5 Le tableau suivant donne les durées de vie en
heures, regroupées en huit classes, d'un lot de piles
d'une méme marque pour lampes de poche.

Durée de vie| Effectif | Durée de vie| Effectif
[50 ; 6O[ 10 [90; 100] 30
[60 : 701 15 [100 : 110[ 20
[70 ; 80[ 35 [110:120( 15
[80 : 90] 40 [120 ; 130[ 3

1. Calculer la moyenne, la variance et I'écart type de

cette série. )
2, Calculer, par interpolation linéaire, lJa médiane de

cette série.

6 La série suivante donne la répartition des
tailles en cm de 36 éléves d'une classe de premiére.

Taille Effectif Taille | Effectif
[145 ; 155] 3 [165 ; 170] 8
[155 ; 160] 5 [170 ; 175[ 8
[160 ; 165] 3] [175 ; 185] 6

1. Représenter cette série par I'histogramme des effec-
tifs.

2. Déterminer la (ou les) classe(s) modale(s) de cetle
série et calculer sa moyenne,

3. Construire le polygone des effectifs cumulés crois-
sants.

Déterminer la médiane de cette série.

7 On considére la série statistique présentée dans
le tableau suivant.

Classe l1;20] (2;4l | [a:5[| (5:6[ | [6;9[
Effectif 258 I 133 164 108 337

1. Construire les polygones des effectifs cumulés crois-
sants et décroissants,

2, Déterminer le nombre d'individus dont la modalilé
esl:

a) inférieure &4 3 ;

b) supérieure a 5,3 ;

¢) comprise entre 3 et 5,3.

3, Calculer la moyenne, la variance et 1'écart type de
celte série,

8 Une machine a ensacher le café produit des
sacs de 250 grammes. On a mesuré le poids net de 125
sacs produits par cette machine et obtenu la série sta-
Listique suivante.

Poids Effectif Poids Effectif
[242 ; 244] 2 [250 ; 252( 30
[244 ; 2486] 14 [252 ; 254( 15
[246 ; 248] 18 [254 ; 256[ 4
[248 ; 250] 40 (256 ; 258 2
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1. a) Construire les polygones des fréquences cumulées

croissantes et décroissantes, )

b) Déterminer la médiane de cette série.
2, a) Calculer la moyenne ¥ et I'écart 1y
nera les résultats a 10~ prés).

b) Quel est le pourcentage des sacs
compris :

sentre ¥—o et X+07

epntre ¥—20 el X+207

pe o {on don-

dont le poids est

9@ Une étude statistique portant sur un caractére X
a permis de construire I'histogramme ci-dessous.

...................................

......................

...................

............ o ————

1. Quelle est la (ou les) classe(s) modale(s) de la série
' statistique correspondante ?

‘ 2. Conslruire les polygones des fréquences cumulées
croissantes et décroissantes.

En déduire la médiane & l'aide d'une interpolation
linéaire.

3. Calculer la moyenne et I'écart type de cette série.

4. Sachanl que ’effectif total de la population est 720,
dresser le tableau des effectifs.

10 Un controle de vitesse a 8té effectué sur une
' autoroute ol la vitesse est limitée & 130 km/h.

La série statistique obtenue est représentée ci-dessous
par son polygone des effectifs cumulés croissants.

530 effectif cumilé crolssant

500

452

106

32 — vitesse en mm

0 60 BO%0 110 130 180

1. Etablir le tableau des effectifs de cette série statis-
tique.

2. a) Quel est le pourcentage de véhicules en infraction ?
b) On a décidé de ne verbaliser que les conducteurs
roulant & une vitesse slrictemenl supérieure & 140
km/h. Combien d'amendes va-t-on donner ?

3. Déterminer la classe modale et la moyenne de cette
série.
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éries statistiques a dey,,
caracteres

41 Soit la série statistique 2 deux carag,

"
née par le tableau a double entrée suivant, Bres dop,
~Y| -
P 1 0 2
2 6 3 i
3 4 8 3

1. Représenter par des taches le nuage de fmints associg

3 cetle série. .
5. Déterminer et placer le point moyen du nuage,

12 On relevé le nombre x de scours et le nopy,
y de fréres de chacun des 40 éléves d'une classe de py,,
‘idre. On a obtenu la série double suivante,

Y o | 1] 2] 45
0 0 3 0 0 0
1 0 4 2 2 0
Z 3 ] 4 4 2
3 1 4 0 1 0
5 0 2 2 1 0o | 1

1. Représenter par des points pondérés le nuage assacig
2 cette série.
2. Déterminer et placer le point moyen du nuage.

13 Lors d'une enquéte auprés des éléves dun
lycée, on a studié les caractéres suivanls ;
= pombre . de livres lus au cours du dernier mois ;
+ nombre y de sorties au cinéma au cours du demnier
mois.
Les tésultats sont présentés dans le tableau suivant.

8o | 1] 2] 3] als
G | 35 | 30 | 50 | 25 | 12 | O
1 ]34 | 58 | 44 | 47 | 10 | 19
2 | 72 | 65 | 57 | 30 | 12 | 7
3 | 24 | 32 | 26 | 25 | 16 | 6
g | 5 | 21 | 20 | 11 | 7 | 0

1. Dresser le tableau des effectifs et des fréquences des
séries marginales associées a cette série double.

2. Représenter par des points pondérés le nuage associé
it cette série.

3. Déterminer et placer le point moyen du nuage.

18 Dans le plan muni du repére (0, 1,]), on @
r&présepté par des points pondérés le nuage associé 8
une série stalistique a deux caractéres x et y.

U 1

o

o] I
"

L 3

1: Dresser les tableaux des effectifs des deux séries mar-
ginales.

2. Déterminer et placer le point moyen du nuage:
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15 Le tableau suivant donne, pour dix pays, la
ppulation x de ces pays et la population y de leurs
capitales, exprimées en millions d’habitants (Quid 97).

De ces deux séries, quelle est celle qui se préte le mieux
4 un ajustement linéaire 7

19 Le tableau suivant donne 1'évolution, de 1981
4 1990, du nombre (exprimé en milliers) d'ovins et de

1. Représenter le nuage de points associé a cette série.
2, Déterminer une équation de la droite de régression
de y en x et une équation de la droite de régression de
xeny.

Tracer ces deux droites.
3. Calculer le coefficient de corrélation linéaire,

16 Le tableau suivant donne le poids y en kg d'un
AOUITisson, X jours aprés sa naissance.
[ % 5 | 7 | 10 | 14 | 18 | 22 | 26
[y, | 361[3,70] 3,75] 385390 4,05 | 4,12
1. Représenter le nuage de points associé A cette série.
2. Déterminer une équation de la droite de régression
de y en x et représenter cette droite sur le graphique.
3. Donner une estimation du poids du nourrisson 30

jours aprés sa naissance.

17 Le directeur des ressources humaines d'une
entreprise doit embaucher des ouvriers. Lors de précé-
dents recrutements pour des postes analogues, il a fait
une étude statistique et a dressé le tableau suivant.

= |
Salaires 60 000 | 64 000 | 68 000 | 72 000
proposés (x;) ‘
Nombre de I
lEndidaturES () 5 | . 5 J %

1. Représenter le nuage de points associé & cette série.
2. Déterminer la droite de régression de y en x.

3. En déduire une estimation du salaire que doil pro-
poser le directeur s'il veut recruter 30 ouvriers.

18 On a étudié trois caractéres x, y et z sur une
population de cinq individus et on a obtenu les résul-

tats suivants.

x; 1 2 3 ] 4 ] 5
y, | 40 | 45 | 35 | 35 | 30
z 0 | -3 1 | 4 -1

1. Représenter sur deux graphiques différents les
nuages de points associés respectivement aux séries

(x;, 4) et (x,,z).
2. Déterminer une équation de la droite de régression

de y en x et une équation de la droite de régression de

£Eenx.
3. Calculer les coefficients de corrélation linéaire des

séries (x,, y,) et (x;, z).

—oLdalliicu Wy ‘watliovatiici

Pays [ Population Population
' du pays (x) |de la capitale (y,] caprins en Cite d'Ivoire.
Bénin | 5,6 0,18 Année () 81 | 8z | 83 | 84 85
Burkina Faso_| 10,6 [ 0,69 Ovins (y,) 905 | 927 | 949 | 973 | 997
Burundi | 6.6 0,30 Caprins (z)) 710 | 727 | 745 | 763 | 782
Cameroun | 13,6 0,80 Année (x;) 86 87 88 89 90
Mali , 10,6 0,81 Ovins (y,) 1025 | 1051 | 1077 | 1102 | 1121
Madagascar _| 14,3 0,80 Caprins (z) | 805 | 825 | 845 | 865 | 878
Mauritanie J 2,3 | 0,7 1. Représenter sur le méme graphique, en utilisant deux
Niger ' 9,5 | 0,42 couleurs différentes, les nuages de points associés aux
Sénégal | 8,6 | 1,15 séries [x, , ) et (x, , ).
Togo | 4.3 0,38 2. Déterminer une équation de la c!.rnite de réngssiun
de y en x et une équation de la droite de régression de

Zen.ux.
3. Danner une estimation du cheptel ovin et caprin en

Céte d'Ivoire en I'an 2000, en supposant que la tendan-
ce observée dans les années 80 s'est maintenue par la

suite.

20 1.e tableau suivant donne la tension artérielle
moyenne y en fonction de I'dge x d'une population.
60 I 66
155 | 15,1

Age (x)) 36 42 48 54
Tension (y,)] 11,8 | 14 | 12,6 | 15
1. Représenter le nuage de points associé a cette série.

2. Déterminer une équation de la droite de régression
de y en x el une équation de la droite de régression de

x en y. Tracer ces deux droites.
3. Calculer le coefficient de corrélation linéaire.

4. Une personne de 70 ans a une tension artérielle de
16,2, Cela vous parait-il « normal » 7

21 Le tableau suivant donne, pour six années, les
montants x des frais de publicité d'une entreprise et y
de son chiffre d'affaires, exprimés en millions de francs.

4 | 64| 46 | 52| 7
102 | 138 | 116 | 118 | 142

X, 5.8

u, | 128

1. Représenter le nuage de points associé a cette série.
2, Calculer le coefficient de corrélation linéaire de cette

série,
Le résultat permet-il d’envisaper un ajustement lingaire ?

3. Déterminer la droite de régression de y en x.

4, En déduire :
a) une estimation du chiffre d'affaires si l'on engage 9

millions de francs de publicité ;
b} une estimation du budget de publicité & prévoir si
'on désire réaliser un chiffre d'affaires de 200 millions

de francs.

APPROFONDISSEMENT

22 Les salaires mensuels, exprimés en milliers de
francs, des ouvriers d’une entreprise se répartissent
comme indiqué sur le tableau page suivante.

1. Construire un histogramme représentant cette série.
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Salaires Effectif Salaires Effectif
[65 ; 75] 40 [95 ; 100( a3
[75 ; 85[ 30 [100 ; 110[ 24
85 ; 90[ 45 [110; 120( 20
[90 ; 95[ 58 [120 ; 150] 14

2. a) Dresser un tableau des effectifs et des fréquences
cumulés croissants,

b) Construire le polygone des fréquences cumulées
croissantes (échelle : 1 cm pour 10 000 francs en abs-
cisse et 10 cm pour 100 % en ordonnée).

3. Déterminer graphiquement les salaires S,, S, et 5,
tels que I'on trouve 25 % de I'effectif total dans chacun
des intervalles [65 ; S,[, [S, ; 5,[, [5, ; Syl et [S; ; 150].
Vérifier les résultats par le calcul.

S, S, et 8, s'appellent les quartiles de la série. S, n'est
autre que sa médiane.

23 La distribution des poids en kg des éléves
d'un lycée est donnée dans le tableau suivant.

Classe Fréquence
[30; 35] 1,15 %
[35; 40] 5,50 %
{40 ; 45] 16 %
[45 ; 50 27,35 %
[50; 55] 27,35 %
[55 ; 60[ 15,90 %
[60 ; 65] 5,40 %
[65; 70[ 1,35 %

1. Tracer 'histogramme des fréquences.

2. Construire le polygone des fréquences cumulées
décroissantes.

3. Déterminer graphiquement :

a) la médiane de la série ;

b) le poids minimum des dix pour cent des éléves les
plus lourds ;

¢) le pourcentage des éléves dont le poids est compris
entre 42,5 kg et 52,5 kg.

Vérifier les résultats par le calcul.

4. Déterminer la moyenne et I'écart type de cette série.

28 Un agriculteur désire acquérir une machine
pour stocker sa récolte dans des sacs de 50 kg. On lui
propose deux machines, A et B, qu 'il Leste sur BO sacs.
Les résultats sont donnés dans le tableau suivant,

Classe A B Classe A B
[49 ; 49,2( 7 4 [49,8 ;50[ | 11 14
[49,2 : 494[| 6 6 [s0;502[ | 14 16
[49.4 ; 49,6[| 14 9 |Is0,2;504[] 9 17
[49,6 ; 49,8[] 14 11 |[50,4;50,6[] 5 3

1. Calculer, pour chaque machine la moyenne, la
variance el 1'écart type.

2. Trois conditions doivent étre réalisées :

« la moyenne doit tre comprise entre 49,7 et 50,3 ;

« |'écart type doit étre inférieur 20,5 kg ;

e Iintervalle [49,3 ; 50.5] doit contenir 85% des sacs.
Quelle machine l'agriculteur doit-il acheter ? /

3. Pour la machine retenue précédemment, détﬁlarmmer
le pourcentage de sacs dont le poids est compris entre

r—-o et x+0.
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25 Une machine produit automatiquemen des
pidces cylindriques. Afin de délerminer la fréquence
des réglages, on préléve une pfléce toutes les cent Pibces
produites et on mesure son diamétre. Les résultats g,
donnés dans le tableau suivant, oll x est le numegrg &
la pitce prélevée et i son diameétre en cm.

x| 100 | 200 | 300 | 400 | 500
u| 2498 | 2,496 | 2.495 | 2,494 | 2492 | 245

1. Représenter le nuage de points associé A cette sgrie,
2. Donner une équation de la droite de régression de 2

en x. — .
3. L'augmentation du diamétre des piéces est die essep,

tiellement & 'usure de 'outil. o

aj Quelle est |'usure moyenne de 'outil pour une pides
produite ? _ ‘ :

b) Au bout de combien de pigces l'usure de I'outj]
atteint-elle la valeur de 15 centiemes de mm ?

@6 Une entreprise a mis au point un nouvean
produit et cherche a en fixer le prix de vente. Une
enquéte est réalisée auprés des clients potentiels ; las
résultats sont donnés dans le tableau suivant, ou y,
représente le nombre d’exemplaires du produit que Jes
clients sont disposés & acheter si le prix de vente, expri-
mé en milliers de francs, est x;.

x| 60 | 80 | 100 | 120 | 140 | 160 | 180 | 200
y| 952 | 805 | 630 | 522 | 510 | 324 | 205 | 84

1. a) Représenter le nuage de points associé a cette
série.

b) Calculer le coefficient de corrélation linéaire, La
valeur trouvée justifie-t-elle la recherche d'un ajuste-
ment linéaire ?

2. Déterminer la droite de régression de y en x.

3. Les frais de conception du produit se sont élevés 4 28
millions de francs ; le prix de fabrication de chaque
exemplaire est de 25 000 francs.

a) Déduire de la question précédente que le bénéfice z,
en fonction du prix de vente x, est donné par I'égalité :
Z=-15,956x% +1 427,18 x— 59 957, oll x et z sont expri-
més en milliers de francs.

b) Déterminer, & un franc prés, le prix de vente x per-
mettant de réaliser le bénéfice maximum et calculer ce
bénéfice.

27 On considére la série statistique & deux carac-
téres présentée dans le tableau suivant.

x; 4 20 1 10 9 5

Y | 33 | 06 |105| 1,3 | 1,3 | 2.2
x 2 2 6 5 11 | 15
Y 5 8 | 18| 2 | 1,2 | 09

1. Représenter le nuage de points associé a cette série.
La?fonna du nuage suggere-t-elle un ajustement linéai-
ra

2.0npose:z=—,

a) Déterminer le coefficient de corrélation linéaire de 13
série statistique (x, , z,). La valeur de ce coefficient jus-
tifie-t-elle un ajustement linéaire 7

b) Déterminer une équation de la droite de régression
de zen x.

B




