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AVANT PROPOS T

La collection le TOP CHRONO a été congue pour répondre au besain, maintes

fois, exprimé par les éléves de disposer d’un outil pratique et performant 4 moindre
codt, pour préparer efficacement leur examen de fin d’année.

La premiére partie de TOP CHRONO Mathématiques Bac C&E
édition 2016 est 2 Ia fois un aide mémoaire, une fiche efficace et sy

résumé de cours simple mais trés fourni qui rappelle les principau
chaque chapitre ainsi que les méthodes 3 cannaitre.
Elle vous permet de réviser rapidement vos legons,

Cette partie comporte également pour chaque chapitre une dizaine d’exercices
type bac entierement corrigés permettant au candidat au bac de s'auto-évaluer.

nthétigue, un
x résultats de

La deuxiéme partie de TOP CHRONO Mathématiques Bac C&E
édition 2016 est consacrée aux 10 derniers sujets

entierement corrigés du
baccalauréat (2015; 2014; 2013 ; 2012 ; 2011 ; 2010

; 2009 ; 2008 ; 2007 et 2006).

Le TOP CHRONO est conforme au programme officiel en vigueur en Céte
d’lvoire.

Nous espérons avoir rendu cet Quvrage assez attrayant pour qu'il soit un précieux
auxiliaire de votre travail personnel tout au long de I'année.

Nous osons croire que cet ouvrage contribuera 3 I'amélioration des résultats de fin
d’année des candidats au baccalauréat des séries C&E.

Les auteurs remercient d'avance toutes les bonnes volontés pour leurs remarques

et suggestions qui permettront d’'améliorer a 'avenir le contenu de ce document et
en faire un outil incontournable pour le succés au BAC,

Nous adressons un profond remerciement a I'ensemble de nos collegues pour leurs

encouragements, leurs conseils, leur soutien et leurs contributions de toutes
sortes.

Les auteurs.

—
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CHAPITRE I : ARITHMETIQUE

FICHE DE COURS
1. DIVISEURS ET MULTIPLES DANS 7

Définition

Soit a et b deux entiers relatifs.

a estun multiple de b signifie: 3k e Z 7 a = kxb

On dit aussi que b est un diviseur de a ou b divise a, On écrit : b | a.

Propriétés

Soit a, b, et ¢ trois entiers relatifs :

Pourtouta, a|a

Si ab et blc alors alc

Sialb et bla alors a=b oua=—-b

Si alb et alc alors albe

Si alb alors ac|bc

Si alb et alc alors alu. b+ v.c pour tous entiers relatifs u et v.
Si alb alors lal < |bl avec b= 0

I1. DH’ISI&N EUCLIDIENNE

Soit a et b deux nombres entiers naturels, avec b = O.
3(g,reN+ra=bxqg+r avec 0<r < b.

g est appelé le quotient, r le reste, a le dividende et b le diviseur de la division de a
par b.

II1. NOMBRES PREMIERS

« Un entier naturel est premier si et seulement si il n'admet que deux diviseurs distincts :

1 et lul méme.

¢ || existe une infinité de nombres premiers

« Tout nombre plus grand que 1 est premier ou produit de nombres premiers
Comment reconnaitre un nombre premier ?

Il est premier s'il n'est divisible par aucun nombre premier, inférieur a ce nombre.

On peut se limiter aux nombres premiers dont le carré est inférieur ou égal a ce nombre.

1V. PLUS GRAND COMMUN DIVISEUR (PGCD)

Définition
Soit a et b deux entiers relatifs non nuls.
On appelle plus grand commun diviseur de a et b le plus grand élément de D (a ; b)

Algorithme d’Euclide
Pour déterminer le PGCD (a ; b) avec b # 0, on effectue les divisions euclidiennes
PGCD (a;b)=PGCD (b. n)
b rngz +rz PGCD (b; ry) =PGCD (r1.r2)
= rQ: + I3 PGCD (ry;r2) = PGCD (r2 . ra)
On continue jusqu’au dernier reste non nul rn alors PGCD(a;b) = m.
* PGCD (a; b) = PGCD (b, a),
» PGCD (ka; kb) = |k | xPGCD (a;b) aveck e Z

successives :a = bgi + 1

TOP CHRONO Mathématiques BAC séries C&E Edition 2016
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V. NOMBRES PREMIERS ENTRE EUX

* a et b sont premiers entre eux si et seulement si PGCD (a; b) =1

: a b
» Si PGCD (a: b)=d alors — €t = sont premiers entre eux.

d d
a

° b est une fraction irréductible lorsque a et b sont premiers entre eux.

V1. THEOREMES FONDAMENTAUX

Théoréme de Gauss

Si a|bcetsiaetbsont premiers entre eux alors a |c.
Si alnetb|n avec a et b premiers entre eux alors ab|n.

Theoréme de Bézout

a et b sont premiers entre eux si et seulement si il existe deux entiers relatifs u et v tels
que: au+byv=1

VII. PLUS PETIT COMMUN MULTIPLE (PPCM)

Deéfinition

Soit a et b deux entiers relatifs non nuls.

On appelle plus petit commun multiple de a et b, le plus petit élément strictement
positif de aZ N bZ , '

«Sialb alors PPCM (a:b) = b,

« PPCM (a; b)=PPCM (b;a) . ~

» PPCM (ka; kb) = |kl xPPCM (a: b)

e Si aetb sont premiers entre eux, PPCM (a ;b) = axb

« PGCD (a: b) x PPCM (a; b) =1 alx| b

eSid|la et d|b alors PPCM (%; % ) =%>< PPCM (a :b) avecd € N*

VII1. SYSTEME DE NUMERATION
Définition

Soit b un entier naturel supérieur ou egal a 2.
Tout nombre entier naturel non nul X s'écrit de fagon unique sous la forme :

X=Unib™ + Un2b™+ ..+ Uib" + Uo avec Uns = 0 et Uns Unz,oooonn,
Us et Uo sont les entiers naturels compris entre O et b

'scrituie de X en base b est X = Upl) . UgUylly”

1- Systéme de numération binaire ou systéme binaire

On parle de systeme binaire lorsque b = 2. _
L'ensemble des chiffres utilisés dans le systéme binaire est {0;1}

2- Systéme décimal

On parle de systéme décimal lorsque b =10. |
L'ensemble des chiffres utilisés dans le systéeme décimal est: { 0;1;3;4;5;6;7;8;9)

TOP CHRONO Mathématiques BAC séries C&E Edition 2016
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EXERCICES CORRIGES

EXERCICE 1 : Bac C 2002 Session normale

1. Déterminer suivant les valeurs du nombre entier naturel n, les restes respectifs dans la
division euclidienne de 11 des nombres entiers naturels 5™.et 3".

2. En déduire I'ensemble des entiers naturels n tels que 5™ = 3" soit divisible par 11.

EXERCICE 2 ;: Bac C 1997 Session de remplacement
On considére I'équation (E): (0;q EZ2,11p-7qg =—4
1. a. Verifier que (— 1 ; —1) est solution de (E).

b. Résoudre (E).
2. a. Résoudre les équations (F) et (G) suivantes .

(F) X€EZ,2x=3[7]
G x€Z,9x=4[11]

2x=3[7]

b. Déduire de 1) et de 2) les solutions du systéme XEZL
Ox=411’

EXERCICE 3 : Bac C 1999 Session de remplacement
1. Trouver suivant les valeurs de I'entier naturel n, le reste de la division euclidienne de

47 par7.
2. Justifierque: 1 999 = 4 !?]

3. En déduire le reste de la division euclidienne par 7 de 199912,
4. Soit I'entier Ak tel que :

A, =123K41232k+ 123341 1234%+1235¢ .

Discuter, suivant les valeurs de I'entier naturel k, le reste de la division euclidienne de

A!r par 7.
EXERCICE 4 .
Résoudre dans Z, I'équation et systeme d'eéquation suivants .
x = 23]
5x =116| et _
[ ] x =1 l4]
EXERCICE 5
Déterminer dans chacun des cas suivants, I'ensemble des couples (x ; y) éléments de
.. |[PPCM (x;Yy ) = 84 -9 x +y = 60
N*x N* tels que: 1 )F’GCD (x:y) =7 PGCD (x;y ) =12
Edition 2016

TOP CHRONO Mathématiques BAC séries C&E

Scanned by CamScanner



8
EXERCICE 6 T

1%) Démontrer par recurrence que pour tout entier n2>1,

1 + 1 i, 1 - 1 _n
Ix2 2x3 3x4 n(n+l) n+l

2°) Démontrer par récurrence que pour tout entier n2 4, (n+ 1)’ <3n’.
EXERCICE 7

Pour tout entire naturel n supérieur ou égal &8 5, on considere les nombres :
a=n'-n"=12net h=72n - Tn-4.
1°)Montrer que a et b sont des entiers naturels divisibles par n—4.
Onpose @ =2n+l et B=n+3.0Onnoted le PGCDde et f3.
2°) a. Etablir une relation entre & et £ indépendante de n.
b. Demontrer que d est un diviseur de 5.

c. Demontrer que les nombres o er 5 sont multiples de 5 si et seulement si n — 2 est
multiple de 5.
3°) Montrer que 2n + 1 et n sont premiers entre eux.
4°) a. Déterminer suivant les valeurs de n et en fonction de n, le PGCD de a et b.

b. Vérifier les résultats obtenus dans les cas particuliersn = 11 etn = 12.

EXERCICE 8

x=10[23]
x=4[4]

Déterminer un couple d’entiers (e, #)solution de : 23a + 7)3 =1 ,

Il s'agit de résoudre le systéme () {

En déduire un couple (24, Vn) solution de I'equation ci-dessous, puis résoudre

complétement cette équation : 23u — Tv=—-6
Démontrer que x est solution de (S) si et seulement si il existe (x,vjun couple d'entiers

23u—-Tv=-6

vérifiant {I — 10 + 23y

En déduire I'ensemble des solutions de (S).
EXERCICE 9

Partie A : Question de cours

Quelles sont les propriétés de compatibilite de la relation de congruence avec I'addition.
la multiplication et les puissances ?

Démontrer la propriété de compatibilité avec la multiplication.
Partie B _
1.0nnote 0, 1.2, ..., 9, a, f . les chiffres de I'écriture d'un nombre en base 12.

—2 s
Parexemple ; fa7 =px12" +ax12+7=11x144+10x12+7=1711len base 10,

]

a. Soit N,le nombre s'écrivant en base 12: N, = fla
Déterminer I'écriture de N, en base 10.

b. Soit le nombre N,s'écrivantenbase 10: N, =1131=1x10" +Ix10* +3x10+1.
Déterminer I'écriture de N, en base 12

TOP CHRONO Mathématiques BAC séries C&E Edition 2016
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Dans toute la suite, N un entier naturel s'écrira de maniére générale en base 12:
12

N=a,a, _, -aaq,

2. a. Démontrer que N =g, [3].

En deduire un critere de divisibilité par 3 d'un nombre écrit en base 12.
b. A l'aide de son écriture en base 12, déterminer si N,est divisible par 3.

Confirmer avec son écriture en base 10.
3.a Démontrerque N=a, +a,_, +---+a, +aq, [1 l]_

En déduire un critére de divisibilité par 11 d'un nombre écrit en base 12.
b. A l'aide de son écriture en base 12, déterminer si N, est divisible par 11.

Confirmer avec son écriture en base 10.
—\2
4. Un nombre N s'écrit N=x4y .

Déterminer les valeurs de X etde ) pourlesquelles N est divisible par 33

EXERCICE 10

Partie A

On considére I'équation (E) : 1 1x—=26y =1 ou x et désignent deux nombres entiers
relatifs.

Veérifier que le couple (—7 ; —3) est solution de (E).

Résoudre alors I'équation (E).

En déduire le couple d'entiers relatifs (u : v) solution de (E) tel que : 0 <z <25

Partie B
On assimile chaque lettre de l'alphabet a un nombre entier comme l'indique le tableau ci-

dessous .
ABCDEFGHI JKLMNOPQR ST UVWXY Z

0 12 345 6 7891011121314151617 18 19202122232425
On «code» tout nombre entier x compris entre 0 et 25 de la fagon suivante :

+ On calcule 11x +8
- On calcule le reste de la division euclidienne de 11x + 8 par 26, que I'on appelle ¥

X est alors « codé » par ).
Ainsi, par exemple, la lettre L est assimilee au nombre 11;

11x11+8=129 or 129=25[26];

25 est le reste de la division euclidienne de 129 par 26.
Au nombre 25 correspond la lettre Z. La lettre L est donc codée par la lettre Z.

Coder la lettre W. | ‘ '
Le but de cette question est de déterminer la fonction de décodage.

Montrer que pour tous nombres entiers relatifs X et V', ona.

Ix= j[26] équivauta X = l9j[26]_

En déduire un procédé de décodage.
Décoder la lettre W.

TOP CHRONO Mathématiques BAC séries C&E Edition 2016
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CORRECTION DES EXERCICES

EXERCICE 1 : Bac C 2002 Session normale
1. Les restes de la division euclidienne de 5" et 3" par 11.

5%=1[11] 3° = 1[11]
5! =5[11] 3' = 3[11)
52 = 3[11] 32 = 9[11]
5% = 4[11) 3% = 5[11]
54 = 9[11] 3¢ = 4[11)
5°=1[11) 3= 1[11]
«Pourn=5k,ona: <Pourn=5k+1,0na: «Pourn=5k+2 ona:

§n=57{11]= 1(11] 50 = 5™[11]= 1x5[11]=5[11] 5" = 5™ 11] = 1x3(11] = 3[11]
3 =311)2 (1] 3 =3w[1) = 1x3(11]=3(11] 372 3I11] = 1x911] = 9(1]

onZOUF n=5k+ 3, «Pourn=5k+4. 0na:
o _ _ 5 = §nk+4[11] = 1%9[11] = 9[11]
Bn = 5""( 3[11] = 1)(4[11] = 4[11] 3N = 3nk+4[11] = 1)<4[11l = 4[11]

3" = 3*3[11] = 1x5[11] = 5[11]

En conclusion :

Les restes de la division de 5"par 11sont:1.5.3.:4:9,

Les restes de la division de 3"par 11 sont-1,3:9:5 4.

2. Déduire 'ensemble des entiers naturels n tels que 5" = 3" soit divisible par 11.
-Pourn=5k ona-5"-3"=1-1[11]=0[11]
Pourn=5k+1,0na:5"-3"=5-3[11]=2[11]

Pourn=5k+2 ona:5"-3"=3-9[11]=-6[11] = 5[11]

-Pourn=5Kk+3. ona:5"-3"=4-5[11]=-1[11] = 10[11]

«Pour n=5k+4 ona:5"-3"=9-4[11] = 5[11]

En conclusion, pour que 5" —3" soit divisible par 11, il faut que n soit un multiple de 5

(n = 5k avec keN).
EXERCICE 2 : Bac C 1997 Session de remplacement

1) a- Vérifions que (-1 :-1) est solution de (E) .
Ona:11p — 7p = 11(-1)-7(-1) = -11 + 7 = -4
donc le couple (—1; —1) est solution de (E).
b- Résalvons (E)

. jllp— 7g = —4
79 11-1)-7(-1) =—4
=[11p+1) = 7lg+1)| (1) donc 11 divise 7(q+1) .

Comme 11 et 7 sont premiers entre eux,

alors d'aprés le théoréme de Gauss, 11 divise g+ 1.

Par conséquent, il existe kKEZ tel que g+1 = 11k = |g=—1+11K]|
En remplagant g par —1+11k dans la relation (1),

on obtient 11(p + 1} = 7x11k@p+1=?k©m

e e ]

DO”CS — {(—1-}-7!{;—‘1‘1‘11’{}}01’9{7’(621

0 <1lUp+1) - 7Hg+1) =0

e

TOP CHRONO Mathématiques BAC séries C&E Edition 2016

Scanned by CamScanner



11
2.a. Résolvons (F) : xeZ, 2x53[7]
Considérons le tableau de congruence module 7 suivant
X 0 1 2 3 4 5| 6
2x | o 2 4 6 1 3| 5

Par conséquent, 2x=3[7] & x =5[7] < ilexistes € Z, telque x=5+7s
Donc I'ensemble des solutions est: Spy={5+7s, s€ Z)
Resolvons (G): x€Z, 9x =4[11]
Considérons le tableau de congruence modulo 11 suivant

X 0 1 2 3 4 <] 6 7 8 g9 |10
9x 0 9 7 ) 3 1 10 8 6 4 2

Par conséquent, 9x =4[11] © x =9[11] « ilexistet € Z, tel que

x =9+ 11t; donc I'ensemble des solutions est: Sig = {9+ 11t;teZ }.
b- Les solutions du systéme sont les nombresqui sont a la fois

solutions de (F) et de (G).

2x=3(7| x=5+7s
L “_‘_F}' 2
9x =4[11] x=9+11t avec(s,t)eZ
11t—7s=—4
x=5+7s
; ; ; et s=—1+11k, keZ.
D'apres 1.b, on a [x:5+75

Donc x=5+7(—1+11k] = |x=—2+77k

5= {-2+77k} avec keZ

EXERCICE 3 : Bac C 1999 Session de remplacement
1. 40 51|7j;4' 5417];42 52\7};43 51[7].

Par conséquent,

Si nEO'B. alors 4" =1/7|.

Sin= l|3| alors 4" 5417 ;

Si HEZFv} alors 4" =2|7|.

En conclusion, le reste de la division euclidienne de 4" par7 est.

TOP CHRONO Mathématiques BAC séries C&E Edition 2016
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lsin= 0i3|nusin=3k
45in§ll3l0usin=3k+l ke N

2sin=2[3|ousin=3k+2

2. 1999=7X285+4 d ou 199954|7]
3.0na: 1999 = 4132[7) or 132 =0[3) car 132 =3 x 44

Donc le reste de la division euclidienne de 1999'32 par 7 est 1 d'apres la question 1),
4. 4, =1236 412324 41233 1123% 11235

123=7%x17+4 .donc123 =4[7]
Par conséquent, 4, = 4% +[4*‘ ]2 +[4‘* r +[4Ir r +[4* lsm
1% cas si k=0[3) alors 4 =1(7| donc 4, =1'+12+P+14+17| =4, =57]
2¢ cas : si k =13] alors 4" =4[7| donc 4, =4'+42 +43 +-44 1+-4°(7)
= A4, =44+2+14+442=13=7+6=4, =61
3*cas :si k=2[3] alors 4 =2[7] done 4, =2'+22+2+24+25[7| = 4, =[]

Le reste de la division euclidienne de 4 , par 7 est:

e 5 si kzom
e 6 si kzl[Bl ou kzz[:a]
EXERCICE 4

Résolvons X = 1[6]

Considerons le tableau de congruence modulo 6 suivant :
X 0 1 2 3 5

5x 0 5 4 3 2 1

On obtient: 5x = 1[6] < x = 5[6] ;

Donc I'ensemble des solutions est S={6k +5; k €Z)

x = 2[3]

1[4]

x=2[3]: ilexiste unentierrelatif U telque: x =2 + 3U (1)
x=1[4]: ilexiste un entier relatif V telque: x=1+4Vv (2)

Les relations (1) et(2) donnent 2+3U= 144V = 4V-3U-=1.
OnaPGCD (4;3)=1.

Soit (V; U) un couple d'entier relatif solution de I'équation 4 V- 3U =0,

F.9

Résolvons {

X

—
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Ona:4V = 3U.

4 divise 3 U et est premier avec 3: d' aprés le théoréme de Gauss, 4 divise U,
donc U= 4k avec ke Z:

Réciproquement, on en déduitque V=3k avec ke 7

On obtientdonc: (V;U)=(3k;4k), ke Z ‘ ‘

Déterminons une solution partlcuhere de I'équation 4V-3U =1,

On obtient donc le couple (Vo, Ug) = (1 1).

Donc autotalona: (V,;U) =(3k+1;4k+ 1),

L'inconnu x donne :x = 2 + 3U = x =2 + 3(4k+1) =
x = 12k+5, ke Z;

L'ensemble des solutions est: S = {12k +5; ke Z}

EXERCICE 5
o : . _ G PGCD(x;y)=7
1°) Déterminons I'ensemble des couples (x ; y) e N*x N* tel que {ppCM( X,y) =84

Soit a' et b’ deux nombres premiers entre eux telsque:x=7a et y=7Db"
Onadonc: PGCD(a';b)=1 et PPCM(a';b")=a'xDb.
& PGCD(x;y)=7 PGCD(7a7b')=7
Le  systeme  devient: {PPCM(x; y=84 = [FPCM( 7a'7b") = 84
PGCD(a';b') =
{PPCM( a''b") =12
D'ou a'xb'=12 On peut dire que a’ et b’ sont deux diviseurs de 12 ;
L’ensemble des diviseurs positifs de 12 est: D12={1;2:3:4,;6;12}
1¢rcas 'si a'=1 alorson a: b' =12, donc le couple (1 ; 12) est solution.
2¢me cac-gj a'=2alorsona; b'=6 or PGCD (2;6) =2, donc le couple (2 ; 8) n'est
pas solution.
3¢me ecas - si a’'=3alorsona: b’ =4, donc le couple (3 ; 4) est solution.
Les autres cas se retrouvent dans les 3 cas précedents.
Au total : les couples (a’ ; b’) solutions sont (1 12) | (3:4);(4:3)et(12; 1).
En conclusion : I'ensemble des couples (x; y) cherches est
(7:84):(21,28);(28;21) et (84.7) ———

2°) Déterminons I'ensemble des couples (x ; y) € N*xN” tel que { x+y =60

Soit a’ et b’ deux nombres premiers entre eux tels que : x = 12a'ety=12Db.

PGCD(x ;y) =12 PGCD(a"%b') =1
Ona: = St 5

On obtient donc: a' = 1 et b’=4 ou bien a=2etb'=3 oubien a=3etb'=2 ou

bien a'=4 et b'=1. _ |
En conclusion : I'ensemble ‘des solutions du systéme est:
S={(12:48);(24;36); (36 ;24); (48 ; 12)}

EXERCICE 6 ] ]

....{.

I
1. Soit p(n)la propriété :n21,— 1x2 X3 n(n+1)

x +y=60

n
n+l

Verifions que P( 1) est vraie.
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: s .donc P( 1) estvraie.

172:5 1+

_ | ] - k
Supposons pour k. k 21 p(k)estvraie cest-a-dire T+ o oy T

Ona

Montrons que p(k+1) estvraie. Ona:

1 | | | k 1 _ k=l e
— ER . + == + - k 2 v
I%2 2%3 k(k+1) (k+D)(k+2) k+1 (k+1D)(k+2) -+
p(k + 1) est vraie. On en déduit que : pour tout entier naturel supérieur ou €égala 1, ona:

1 ] 1 n
+ ot

Ix2 2x3 nn+1)  n+l’

2. Soit la proposition p(n) :n=4,(n+1) <3n’.

Ona:(4+1)’ =125e13x4’ =192 = (4+1)' <3x4’donc p(4)est vraie.

Soit k un entier naturel supérieur ou égal & 4. Si p(k)est vraie, alors : (k+1)° <3k°.
Ona - (k+2Y =(k+1'+3(k+1) +3(k+D)+1=(k+1)’ +3k* +9k +7 et

hk+1) =3(k" +3K7 + 3k + 1) =3k +3K> + 9k + 647 +3. .

Or (k+1) <3k® = (k+1)°*+ 3k* +9k < 3k® + 3k2 +9k (1)
etdepluspourk >4, 7 <6k> +3 :(2). Desrelations (1) et (2) on tire que
(k+1)+ 3k +9% +7 < 3k + 3k + 9k + 6k + 3

= (k+2) <3(k+1)%;doncP(k+1)estvraie

On en déduit que pour n 2 4, (n+1)’ <3n’.

EXERCICE 7

1. a=n(n-4)n+3) et b=(n—-4)2n+1) donc a et b sont des entiers naturels
divisibles par n—4.

2. a Etablissons une relation entre a et § ne déependant pasden:
Ona:2f-—a=2(n+3)- (2n+1)=5:donc 2B—a=5

b. d/aetd/f donc d divise (28 — «) : or 2—a=5 donc d/5.

c. ~ a et fsontmultiples de 5 signifie que 5 divise « et B.

Sdivisex et f .donc Sdivisea— f.0r a— f=2n+1-n—-3=n—2

Donc 5 divise n—2

*Sin—2estmultiplede5alors n—2 =5k (aveck€N) = a =5(2k+1) et

B =5(k+1) dou a et § sont multiple de 5.
3. (2n+1)-2xn=1 donc d'aprés le théoréme de Bézout PGCD(2n+1;n)=1 donc
2n + 1 et n sont premiers entre eux
4. a. On a les factorisations suivantes de a et b -

a=n(n—4)n+3)eth=(n-4)2n+1)on a deux cas -

1% cas : n — 2 n'est pas multiple de 5. et alors le PGCDdeaetbest n-4,

2°cas : n -2 est multiple de 5, et alors 5 divise a et b d'ou le PGCD de a et b est
5(n = 4).

b. Pourn=11, 11 -2 =9 n'est pas multiple de 5doncle PGCDdeaetbest11-4=7.
Vérification :

a=490=2x5x7" e h=16] =7x23 donc on abien le PGCD de a et b est 7. _
Pourn=12. 12-2 =10 estmultiple de 5 donc le PGCD de a et b est 5(12 — 4) = 40._
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Verification :

_ a5 .2
a=1440=2"x3"x5 et b=200=2"x5" donc on a bien PGCD(a:b)= 2° x § = 40.
EXERCICE 8

1. Appliquons Talgorithme d'Euclide: 23=7x3+2, 7=2x3+1. Alors 2x3=7-1.
Multiplions par 3 la premiére division -
23x3=7x9+2x3=?x9+?-—l='}'>cI(]~l:}23x3=7x]0=—]:>23><{-3)+?><10=l.

Autre methode : En utilisant I'algorithme d'Euclide,on a :

127-2x3 & 1=7-(23-7x3)x3 & 1=-23x3 +7(149) & 1= 23x(- 3) + 7x10
2. Alors en multipliant par (-6), ona: 23 x18—7 x 60 = —6

Soit un couple d'entiers (¢, v) : 2u=Tv=-623(u—-18)-T(v—60) =0 <> 23(12—18) = 7(v—-60)
or 23 et 7 sont premiers entre eux,

dou:23u=Tv=-6<23|(v-60) et 7|18 gou 2= =18

23 7

v=60+23m et u=18+7m avec meZ
3. Soitun entier x :

; x=10+23u ,(ue Z) x=104+23u, (veZ)
xsolulionde (8) « { 10 +23u =4[7] = { 23u = —6[7]
g{x=lD+23u.(uEE) [ x =10+ 23u [x=10+23u,(uEZ)

23u= —6+7v, (v €Z)  23u=414+161m |u=18+7m, (mEZL)
& x=10+23(18+7m) & x=424+161m pour meZ.
EXERCICE 9
Partie A : Question de cours
Si a, =b[n] eta, =b,[n] alors
= a, +a, =b +b,[n]

= a,a, = bb, [n]

— Pour tout entier naturel p.on a: a/ = 3_31”[ nj
Démonstration de la propriété de compatibilité avec la mpltlphcatlon :
Si a, =b,[n)eta, = b, =[n] alors il existe deux entiers g, et g, tels que
a, =qn+beta=qn+b,.
Alors azar =(qin +bs)(gzn+bz) & @281 = g:qzn* + gib2n + g2bin + bib2
& azar = (qigzn +gibz +qzbi ) n +bib2 & aa =Q + bib2

a,a, = bb, [”]

Donc, en conclusion on a :
Partie B

1 a N _Ba” = fix12 +1x12+a=11x144+12+10=1606

N, =1606 enbase 10. .
b, N. =1131=1008+120+3=7x144+10x12 +3=7x12" +10x12+3=7a3

» ANz
12 en base 101 N=({IXIZ‘ +q,'_| xlzo—l +..-+a. x12+q}z%[12]

2.a. Pour N=a,u,_, a4,
Donc il existe un entier naturel q tel gue N=12q+u.,=3(4q)+q,=3Q+au, donc

N =g, [3] |
N est donc divisible par 3 si le dernier chiffre (a,) est un multiple de 3.
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12
b. N, =763  donc @, =3 est divisible par 3. donc N, est divisible par 3.
On le \.fériﬁe en base 10 car un nombre est divisible par 3 si et seulement si la somme
des chiffres de son &criture en base 10 est un multiple de 3, et ici 1+1+3+1=6 donc N,

est divisible par 3. On a aussi : N, =1131=3x377.
1.a.12 = 1[11] d'ols pour tout entier naturel p, 12° = 1[11], donc @, 12" =g, [11]

Or N=g x12" +q _, x12" +--+q x12+4g, donc N=g,+a, ++q +a[11]
N est donc divisible par 11 si la somme des chiffres de son écriture en base 12 est

divisible par 11.
b. Or N est divisible par 11, donc Ny divisible par 11.

On le vérifie en base 10 car N =1606=11x146.
2. Comme 3 et 11 sont premiers entre eux, N = ?4__1;': est divisible par 33 = 3 x 11 si et
seulement si N est divisible par 3 et N est divisible par 11, si et seulementsi y estun
multiple de 3et x + 4+ y estdivisible par 11.

y est un multiple de 3, donc ¥ € {053; 6;9} .

si ¥ =0, x + 4 estdivisible par 1. La seuls possibilité est X =7

si ¥=3,Xx+ 7 estdivisible par 1. La seule possibilité est X = 4.

Si V= 6, x + 10 est divisible par 11. La seule possibilite est x=1,

Si Y= 9, x + 13 estun multiple de 11. La seule possibilité est X = 9.
Ooiic I solutions:sont : S=1(7,0),(4,3)(1,6%;(5,9)}

EXERCICE 10

Partie A
1. 11x(=7)=26x(=3)==77+78=1 donc (-7,-3) est solutionde (E).

2. Soit (x, y) une solution de (E), alors 1 1x—26y=1=11x(-7)—26x(-3).
Donc 11(x+7)=26(y+3) donc 11|26(y+3).
Or, 11 et 26 sont premiers entre eux donc, d'apres le théoreme de Gauss, 11| (y+3).

Il existe donc un entier relatif k telque Y + 3=11k soit y=11k-3

Alors 11(x + 7)=26x11k donc x+ 7 =26k ouencore x=206k-17.

Donc - si (X, V) est solution de (E). alors il existe un entier relatif k tel que
(x,y)=(26k - 7,11k =3).

Réciproquement, on vérifie que tous les couples (26k — 7,11k —=3) . avec k entier

relatif, sont solutionsde (E): 11 x(26k—-7)— 26x(11k—-3)=1
Conclusion : Les solutions de (E) sont les couples de la forme : (26k —7:11k—3)

avec ke Z

3 La seule valeur de k telle que 0<26k=7<25 est k=1 dou =26 -7 =19 et
v=11-3=28

Donc le couple d'entiers relatifs (u, v) solution de (E) et tel que 0 <u <25 est (19 8).

—
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;anie B
1. La lettre W est assimilée au nombre 22 ; on calcule 11x +8=11x22+8=250; on
calcule_le reste de la division euclidienne de 250 par 26 : 250=26x9 + 16cllonc
»y =16: 1a lettre correspondant au nombre 16 est Q.
Donc W est codé par la lettre Q.
2. a llxsj[ZE]c::» Ilx =26k +

< il existe un nombre relatif tel que 11x—26k = j

< il existe un nombre relatif k tel que 11x19x—26x19k =19/

< 11x19x = f[26]
or. 11x19=20951[26]. donc 11x I9xsx[26]rd'oa : llxsj[26]<:>x519}'[26]
b. X est codée par V< Yest le reste de la division euclidienne de 11x + 8par 26
=1lx+8=y[26] & llx=y —8[26] = x=19(y -8)[26] (D'aprés le résultat de la

question précédente) < x =19y — 152( 26

Pour décoder y, il suffit donc:

«de calculer 19y =152

. de calculer le reste de la division euclidienne de 19y —152 par 26, que I'on appelle x.

y est alors "décodée” par X .
c. La lettre W est assimilée au nombre 22 ; on calcule 19y —152=19x22=152=266

On calcule le reste de la division euclidienne de 266 par 26 : 266 =10x26 + 6;

la lettre correspondant au nombre 6 est G.
Donc W est décodé par la lettre G.
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CHAPITRE II : BARYCENTRE

FICHE DE COURS

Barycentre de n points pondérés (n 2 2)

Définition:

Soit (A ; ai)1<icn, N points pondérés.

Si Y a = 0. alors il existe un unique point G tel que . i a.GA, = 0.
y= 1

Ce point G est appelé barycentre des points pondéres (A ai}1sisn .

On note :
G=bar{(A1,a1); (A2, a2) ... :(An,on)} ou
G = bar At | s An
[0 5 B YT n
Propriétés

Homogénéité :
Le barycentre de plusieurs points ponderés est inchangé lorsqu'on multiplie tous les
coefficients par un méme nombre réel non nul.

Eneffet, vk e R* . ona: Y aGA =0 = Y kaGA =0
.-l l“‘l

Le barycentre de points pondérés affectes de coefficients égaux est appelé
isobarycentre de ces points.

Réduction de la somme Y a, VA

[}

Soit (Ai; @i)1<i<n N points ponderes.
Pour tout point M, on a:

Si Za‘ # 0, alors iaihTA = {Za,]ﬁﬁ ol G est le barycentre des points pondéres

(Ai.ai)1<cizn.
Si ia,.--ﬂ. alors le vecteur > o,MA, estindépendant de M.

Coordonnées du barycentre

L'espace est muni du repére (o, 1, . k ). Soit (Ai; ai) 1<i<n, N points pondérés et G leur

barycentre.
On désigne par (x, ¥i, z) les coordonnées du point Ai et (xs. ye, zg) celle de G alors:

(3,00 - 3.a,0A,
p=1 =]

On obtientdonc : x,, = LY = S e
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EXERCICES CORRIGES
EXERCICE 1 : Bac C 2002 Session normale

1. DEF est un tnangle rectangle isocéle en E tel que la distance DE est égale 8 4 cm.
K désigne le milieu du segment [EF] et G le point définipar: D = L FE
2

. Faire une figure,

. Démontrer que G est le barycentre des points pondérés (D, 2), (E. - 1) et (F, 1).

. Demontrer que le quadrilatére GFKD est un parallélogramme.

.En déduire que GF =25

. Demontrer que le triangle GEF est isocéle en G.

: 0!1 note (C), 'ensemble des points M du plan tels que : 2MD? — ME2 + MF?2 = 48,
. Verifier que E et F sont des éléments de (C).

. Determiner I'ensemble (C).

. Construire I'ensemble (C).

EXERCICE 2 : Bac E 1995 Session de remplacement

On considere trois points non alignés A, B et C de I'espace.
On désigne par Gs, le barycentre des points pondérés (A, 3), (B, 2) et (C, - 1) et par Gz,
le barycentre des points pondérés (A, 2), (B, 1) et (C, 1).

s o B oy

O oW RO o OC0Co

b. En déduire que G1 = Gz'

2. A tout point M de I'espace on fait correspondre le point M+ tel que .

MV, =3MA+2MB— MC et le point M; tel que : MM2 = 2MA+MB +MC

a. Démontrer que si M décrit une droite (D) de I'espace, Mi décrit la droite (A)image de

(D) par une homothétie que I'on precisera.
b. Démontrer que ﬂ/f1 M2 le vecteur reste constant quand M décrit I'espace.

3. Déterminer I'ensemble (S ) des points M de I'espace tels que . MM1 . MM;_, =0

EXERCICE 3 : Bac C 1996 Session de remplacement

ABC est un triangle équilatéral de coté de longueur a.

Soit | le barycentre des points pondérés (A, 1), (B, 2) et (C, -2).
1. Déterminer et construire |.

2. Calculer /A2, /B2 et /C? enfonctionde a.

3. Soit k, un nombre réel.
a. Déterminer en fonction de k, 'ensemble (Qq)

MA2 +2MB2 —2MC2 = ka?

b. Existe-t-il une valeur de k pour laquelle B appartient

des points M du plan tels que :

3 (Q_1) ?

4. a. Démontrer que (Q_1) est un cercle tangent a la droite (AB).

b. Démontrer que le symétrique D et B par rapport a la droite (Al) appartient a la droite
(AC).
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c. Démontrer que (Q__1) est tangent a (AC) en D.

d. Quelle est la nature du triangle 1BD ? Justifier la réponse.
EXERCICE 4 : Bac C 1998 Session de remplacement

Les questions 1 et 2 sont indépendantes.
On considére dans le plan. un triangle ABC rectangle en A tels que AB=2a etAC=a,
ol a est un nombre réel strictement positif,
1. a. Déterminer et construire le point G = bar {(A; 1) : (B:-1): (C; 1)}
b. Déterminer et construire I'ensemble (C) des points M du plan tels que .

”MA-MB + MC \[z “MA + MB- 2MC ||

128 .AC
2

2. Soit H le point du plan défini par AH =

a. Démontrer que le point H = bar {(A; 3) ; (B; 1) (C.-2)}

b. Pour tout réel k. on désigne par (Ex) I'ensemble des points M du plan tels que :
3MAZ + MB? - 2MC? = ka2

Pour quelle valeur de k, I'ensemble (Ex) contient — il le point c?

3. Déterminer, puis construire l'ensemble ( I ) des points M tels que :
3MA? + MB? - 2MC? = 8 a?

EXERCICE 5 : Bac C 2000 Session normale
ABCD est un trapéze non rectangle tel que la droite (AB) est paralléle a la droite (CD).

On désigne par |, J, O les milieux respectifs de [AB],[CD} et[1/].
1 Déterminer et construire I'ensemble des points M du plan tels que :
’IM+ ME” =[|MC+ MD“

2. Les médiatrices des cotes [AD] et [BC] se coupent en G,

Démontrer que : GA? +GB? =GC? +GD? |
3. Soit (Ez)l'ensemble des points M du plan tels que : M42 + ﬁ./IBE =M(C2 < W

a. Justifier que [Ez] est non vide.

b. Démontrer que : M E(Ez] & IJOM =k (o0 k est une constante réelle).
¢. En déduire que - M E[EE)C:v?j.GM =0

d. Déterminer et construire(Ez] _

EXERCICE 6
Soit ABC un triangle rectangle en A.
e

Déterminer 'ensemble des points M du plan tels que MB* + MC* = 2MA°

I
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EXERCICE 7
Dans le plan P, soit ABC un triangle rectangle en - CA = =
calculer la distance AB. g C.telque:CA=6etCB=3;

1. Déterminer I'ensemble T",des paints M du plan P vérifiant : MA® — MB* = 60.

2. a. Déterminer I'ensemble I',des points M du plan P vérifiant : MA? + 2MB* =45,

I b. Eléelle est la valeur minimale de la somme MA® + 2MB’ quand le point M décrit le
plan P~

; 2

Justifier que la somme MA® + 2MB? est minimale si, et seulement si M esten G.
: i MA

3. Déterminer I'ensemble I',des points M du plan P vérifiant : MR =2,

EXERCICE 8
ABC désigne un triangle, A’ le milieu de [BC] et | le milieu de [AA].

Onpose : f(M)=MB* +M(” -2MA*® et g(M)=2MA’ + MB®* + MC*.
1. Montrer que /(M) = AB® + AC" +4MA - AA".

2. Montrer que g(M)=g(l)+4MI’

3. Déterminer I'ensemble des points M tels que f(M)= AB® + AC?,

4. Déterminer l'ensemble des points M tels que £(M)=2g(I).

EXERCICE 9 : Bac C 2004 Session normale

Dans le plan complexe rapporte au repére orthonorme (O, I, J), on considére les points

A. B et C d'affixes respectives =i, 8 + 5i et 8 = 5i.
1. Placer les points A, B et C.

2 Démantrer que le triangle ABC est isocele en B.
3. Determiner I'affixe du barycentre G des points pondérés (A, - 1), (B, 1) et (C,- 1).

4. Démontrer que - GA = GC.
5. On considére I'ensemble (I”) des points M du plan tels que

MAZ = MB? + MC? = = 20.
a. Démontrer que A et C appartiennenta (I).
b. Démontrer que (I') est le cercle de centre G et de rayon GA.
c. On appelle (T"') le symétrique de (I) par rapport a (AC). Construire(T").

(Choisir une unité appropriée).
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CORRECTION DES EXERCICES

EXERCICE 1 : Bac C 2002 Session normale.
1.

a. Figure.

— e —— e a

1
I-

!
]
o
- ‘r
-

-

b. Demontrons que K} est le barycentre de {D 2], {E - 1) et (F, 1).

GD:—FE ::»EGD:FE:}ZGD:F:G-FGE
Ona . 2

— 72GD_FG-GE=0 = 26D-GE+GF =0

Donc G est le barycentre des points ponderes (D, 2), (E. - 1) et (F. 1).
c. Demontrons que le quadrilatere GFKD est un parallélogramme.

= —

GD = EFE or K est milieu de [EF] = FK = EFE

.. GO = FK donc GFKD est un parallélogramme.

d. Déduisons que GF =275

Considérons le triangle GKF rectangle en K. D'aprés la propriété de Pythagore :
GF2=GKZ+KF2= GF2=42+2? = GF?=20 = GF = J20 = GF = 2.5.

e. Demontrons que le triangle GEF est isocéle en G.

EDG est un triangle rectangle en D. Donc d'aprés la propriéete de Pythagore,
EG2=ED?+DG? - EG?=42+ 22 - EG?=20 = EG= 20 = EG = 2.5.
Au total, on a ;: EG = GF donc le triangle GEF est isocele en G,

2. Soit (C), l'ensemble des points M du plan tels que: 2MD2-
ME2 + MF2 = 48,

a. Vérifions que E et F sont des éléments de (C).
Pour E, on a: 2ED?— EE? + EF? = 2ED? + EF? = 2x4% + 42= 32 + 16 = 48 Donc E € (C).
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Pour F, on a: 2FD? = FE? + FF2 = 2FD? - FE? = 2x(v/32)° — 42 = 2x32 - 16 = 48

Donc F €(C).

En conclusion, E et F sont des éléments de (C).

b. Déterminons I'ensemble (c).

Ona: 2MD?-ME? + MF2=48 et G ={(D, 2), (E, - 1) et (F, 1)}

Donc I'ensemble (C) des points M est le cercle de centre G passant par les points E et F
(ou bien (C) est le cercle de centre G et de rayon GE).

c. Construisons I'ensemble (C). (Voir figure ci-dessus).

EXERCICE 2 : Bac E 1995 Session de remplacement

Ona G, =bar| * [ 8 | € ::>AG|=EAB——1-AC (1)
3 2 - 4 4
. A B C 1 1
= = o 2
G, =bar Y = AG, 4AB+4AC ( )

Les relations (1) et (2) donnent :
) ] l—— 11—
- =|=ZAB—-—AC |-| =AB+—-AC
AG, - AG, (4AB = J [4 +4 J

2 1 1 ] —
AG,-G,A 4AB 4AB 3 7 C

2
G5, =&AB—HAC.

1 2 | — 1=

4
b. Les points A, B et C sont non alignés, donc les vecteurs AB et AC sont non

l T 1 v =+ g —_— § %
colinéaires. Par conséquent, _ZAB + EAC #0donc GG, #0 d'oit G, #G,

2.a
MM, = 3MA + 2MB - MC =3(MG, +G,A)+2(MG, +G B)-(MG, +G,C)

MM, = 4MG, +3G,A +2GB-GC or 3GA+2GB-G,C=0
= MGI + GIMI = 4MG1 = G1M1 = 3M'Gl —

D'ot MM, = 4MG,

G'I.Ml = _SG]M . =
Donc M est I'image de M par I'homothetie de centre_G1 et df.e rapport — 3.
Lorsque M décrit une droite ( D ), son image M, décrit la droite ( A ) image de ( D ) par

cette homothétie. L
MM, = 2(MG, + G,A )+ (MG, + G;B )+ (MG, + G,C)=4MG, + 26,A + G,B + G,C

MM, = 4MG, | car 2G,A + GB+G,c=0 or MM, = 4MG, d'od
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MM, =MM+ MM, = — 4MG, + 4MG, = 4G,M+ 4MG,

MM, = 4G,G,| donc M,M, ne depend pas de M.

——

Par conséquent, M,M, est constant et est égale a 4G,G,
3. Ensemble (S).
MM, MM, =0 < (+-4MG; |(4MG, =0+ 16 MG, MG, =0 & MG, MG, =0

—

G,.

soit | milieu du segment [G,G,| & G, =~
d'ot MG, MG, =0 < (Vii-+1G; |{Mi+1G, )= 0= (Mi-+TG; ) (Mi—IG;) =0

= MF —1G =0=>MF =IG? =MI =IG =MI=IG,
Conclusion: I'ensemble (S) des points M de I'espace tels que MM, MM, =0

est la sphére de centre | et de rayon IG,.
EXERCICE 3 : Bac C 1996 Session de remplacement
1. Déterminons puis construisons |

A |B |C R
I=bai SA=24AB-2AC
1 |2 |2 Ai=2(AB - AC)=2(A8 + CA)=2(

Construction (voir figure)
2 Calcul de 1A%; 18 et IC? en fonction de a.

- Pour 1A%,

e . lnis — a2 —aZ
on a: IK=2C8 & TA=—28C donc (1A| =(2CB| = 1A?=4BC* donc
- Pour 1B

Ai=2CB < AB+8 = 2CB

Bi = 2CB — AB = 1B=—-2CB + AB=2BC — BA
TS DR . it -

(IBJ =(2BC-BA) —4BC? —4BCBA + BA?

IBZ =4BC? —48C.BA.C05(E€,§{) + BA?=40’-4a xaxcos% + g® =5a% - 4a? x%

Calculons IC?

Al= 2CB < AC+C = 2CB

Cl = 2(B - AC = -IC = 2CB—AC
IC=-208+AC=-2CB-CA

() = (- 2C8 - CA) = acs? + 4TBTA + CA’

IC? = 4CB? + 4CB.CA.CDS(E§,C‘£] + CA*=460 +-40xax 1:05?_;.1 o’ =5a? +4g?x 1
2
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3. a.
Déterminons I'ensemble (52, ).

MA? +2MB? —2MC? = ka?
ona:l+2-2=0 d'ou ona:
MA? +2MB* —2MC? = (ETHE)Z +2(Eﬂ‘+7§f —2[W+E)2 =MJP? +1A? 4-21B% - 2IC?
D*apres la formule de Leibniz. -
D'ol MA? +2MB? —2MC? = ka* & MP +IA? +21B* —2IC? = ko*
& MP =ka® —1A? —2I1B? + 2IC?

MI? =ka* —4a? —2x30? +2x7a*=ka* +4a’

mi* =(k+4)a*
lercas:sik+4<0 ou k<-4 aforsI'ensemble{ﬂ,‘)estvide

2e cas: sik+4=0 ou k=—4 alors |'ensemble($, )est le singleton {I}.

3e cas: sik+4>0 ou k>—4 alors I'ensemble(S2, Jest le cercle de centre | et

de rayon avk +4.

b. Déterminons la valeur de k.
Be((),) & BA?+28B—2BC*=ka’ < B = (k+4)a’ <« 30°= (k+4)a?

& k+4 = 3 Doncpour k=—1,B appartient au cercle (£, )

4.a. Déterminons I'ensemble (£2,,)
MA? + 2MB? —2MC? = —a* & MI*=(—1+4)a’ & MI*=3a’ s MI* =B’

& (Mi=I8
donc l'ensemble (Q,l] est le cercle de centre | et de rayon IB.
(2., Jestdonc le cercle passant par B et tangent 3 la droite (AB).
b. Démontrons que(S2, )est tangent a (AC) en D.
- Montrons que les points C, A et D sont alignés.

. Déterminons une mesure de ['angle CAD
. mes CAD = mesCAB + mesBAl + mesiAD

Or mesBAl = mesCBA = T car angles alternes internes formés de deux droites

paralléles (Al), (CB) et une sécante (AB).
et mesiAD = mesBAI = —;Ecar angles symétriques par rapport a (Al)

— T T
Donc mesCAD=—+—+—=T.
€s 37373

Les points A, D et C sont donc alignés.
Par conséquent, le point Dappartient a la droite (AC).
Edition 2016
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c. Montrons que ({1, ) est tangent a {AC) en D.
Soit D le symétrique de B par rapport a (Al).
» DE(Q,)car ID=IB.

e ——
[—

+ IDAD = iA + AD} AD= (Al + AD} AD= ~AIAD -+ AD? =—AI.AD.cos(ALAD) + AD?
=—29xa.cus§ +a® car AD = AB

1
==2d*xZ+a’
=

IDAD=0 donc (ID).L(AD).

Par conséquent, la droite (AC) esttangente au cercle (Q2,) en D.
d. Nature du triangle IBD

B et D sont symétriques par rapport a la droite (Al).

IB =1D donc le triangle IBD est isocele en 1.

Les angles ABD et AID sont associés donc mesABD = 2mesAlD.

Les angles ABD et BAl sont complémentaires donc mesABD = —

=

L

- mesiBD=

Par conséquent, mesiBD = mesiBA — mesABD =

(ST
| 3

w]

Au total, mesiBD= L

En conclusion, le triangle BID est un triangle équilatéral.

i i
J h (Q.4) |

EXERCICE 4 : Bac C 1998 Session de remplacement

1.2.0na:G barycentrede (A, 1) (B-1),(C1) o GA-GB+GC = U
D'ou AG = —AB + AC = BC (en utilisant I'égalité de Chasles)
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G est I'image de A par la translation de vecteur BC .
Construction de G : (voir figure)
b. Pour tout point M du plan,

MA-MB+MC=MG
MA+MB-2MC=MC+CA+MC+CB-2MC
= CA+CB
=2CI (I étant le milieu du SEgment[AB] %z
Pour tout point M du plan.
- e

< MG = 2C1
(C) est le cercle de centre G et rayon 2C]I
Construction de (C), voir figure.
2. a.

Ona:3+1-2= 2= (0,donc H est le barycentre des points pondérés (A,3); (E,1)_et

(C.-2)

Autre méthode : on peut justifier que les points pondérés (A, 3): (B,1) et (C,-2)

1
admettent un barycentre K et que AK = -2—AB — AC et conclure.

b.CeE, & 3CA2+ CB?= ka?.
ABC étant un triangle rectangle en A,
CB2=AB?+AC?=4d?+a*=5a4>
CeE, & 3a? +5a? = ka?
& 8a’ =ka’ k=8  Pourk=8.CEE,

c. Déterminons l'ensemble (') 3pmaAz + MB? - 2MC? = 8a®
Ona: 3MA? + MB? - 2MC? = 83’
- .+ . 3HAZ + HB? - 2HC? + 2MH* = 8a*
En introduisant H dans la relation ci-dessus, on obtient : 3HA™+HB +
Calculons HA? ; HB* et HC?
= 11— — _ 1 . —
Ona: HA:[EAB-AC] = ;AB*+ AC?- ABAC

HAZ = %ABH AC? car ABAC =0 avec AB LAC
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HA? = %(4311 +a? donc HA? =2a

—— = 1

B-AC: d'os BH=-

Ona;BH =BA + AH équivauta BH =-AB+
R 1
Ona:BH? = %AB*+AC’+ ABAC ©Ona: BH? = EAB‘ + AC* car ABAC=0(

BH? = %(4az) +a*+ 0 BH? = 2a°
CH = CA + AH =-AC + 1AB — AC = —2AC + ;AB
CH?=(—2AC + AB )" = ZAB? +4AC* - 2 AC.AB
CH? = >(4a®) + 4a®~0 = Sa’ Donc CH? = 5a?
On sait que : 3HA? + HB? — 2HC? + 2MH? = 8a?
Ce quidonne 3(2a?)+ 2a® - 2(5a%) + 2MH? = 8a?
6a® + 2a® — 10a? + 2MH? = 8qa?
MH? =54 Or CH?=5a% ; dou MH? = CH? Donc MH = CH

Puisque CE(F]. alors [F] est le cercle de centre H et de rayon HC.

Construction de (I'); voir figure.

(C)

(r)
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EXERCICE 5 : Bac C 2000 Session normale
FIGURE_

J c

1 M;E[El]@ nMA +MBU= IJ'ME-r-MDU
o -
& MI=MJ

[E]] est la médiatrice du segment [ IJ ].

2. G appartient a la médiatrice de [AD], donc GA = GD.
G appartient a la médiatrice de [BC], donc GB = GC.

Alors GA? +GB? =GD?+G( 2.
3.a. M e[EZ] car GA24+GB2=GD? +GC? donc [E:a] est non vide.

b. M €|E, | MA? + MB? = MC? + MD?
[ '\2 [ \2 { \2 f
o [MT+TA] +{WT+T] =(47+.7C] +[MJ+W)T
& IMI2+IA? + IR =2MJ? + JC2 + JD?

2| M1~ M) = D,fz—Afz.

#2[WJT+W7J[W"—W]:%[ DC'Z—ABZ]
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¢¢[M1+MJ}J1 =%[DC2—ABZ]

4
< (2M0 + Oi + 0J).7i = (DC* - AB?)
& 2MO.Ji= £ (DC? — AB?)
< OM.IJ=3(DC? — AB?)
Par conséquent, OM.1J , précisement 1J. OM est une constante réelle.
c. Comme G € (Ez) on peut aussi écrire 1J.0G = -:;(DCZ - AB?)
alors Me (E;) & 1J.OM= 1J.0G '
& 1J.OM-1J.0G =0
& 1J.(OM - 0G) = 0
&5 Dﬁi: 0
dOna: Me(E;) < IJ.GM= 0;
La droite (GM) est donc perpendiculaire a la droite (1J) .
Par consequent, | 52] est la perpendiculaire a la droite (1J) passant par le point G

EXERCICE 6

@mer O + MO+ OJ].JI =l[Dc2 —ABZ]

e

i

....-

Soit | le milieu de [BC], ona 1A* =1B* =1C* et donc IB* + IC* =2/ A?,
I appartient & I'ensemble demandé.

b I . 7 % .
On a donc MB'+MC’=2IM’+=BC? et donc MB*+MC® =2MA® si et

seulement si 2MA® = 2IM* +-;—BC3.c’est-a-dire (1) MA® -IM® = Lpc?,
4

Si J est le milieu de [Al], ona MA? —=MI* =2JM - Al
(1)selitdonc JM - Al = :{—H c?

L'ensemble demandé est donc une droite orthogonale a (A,

En conclusion : Les points M vérifiant MB? + M(™* = 2MA2 o (D)
= son oite (
passant par | et orthogonale & (Al) t ceux de la dr

__-l-l-'""—'—'
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EXERCICE 7
ABC est un triangle rectangle en C. D'apres la propriété de Pythagore.

Ona. AB*=CA*+CB* donc: AB* =45 dou: AB =35 .
1. Rappelons que : MA* — MB* = 2IA.AB ol | est le milieu de [AB).

VA = MB* = 21H AB ol H est le projeté orthogonal de M sur (AB).
Choisissons pour sens positif sur la droite (AB) celui du vecteur unitaire #

avec ii = Z=AB. Onaalors: AB=(3V5)u donc 4B=35.
La condition : M4® — MB* =60 équivautalorsa: 2IH x 35 =60
cest-a-dire : [H =25

L'ensemble I', est donc la droite perpendiculaire 4 (AB) en H ol

H est le point de (AB) tel que - TH =245 .

Remarque : On a donc TH = (2\,@);—: Cest-a-dire : 11 =§AB_

2. a. Considérons le barycentre G de {(A, 1), (B, 2)}.

Calculons:
MA® + 2MB* = (MG + GA)* + 2(MG + GB)’

M4 +2MB? = (MG +2MG.GA+GA* )+ 2AMG® +2MGGB +GB®) (1)

MA® +2MB* =3MG? + 2MG.(GA + 2GB) + (GA? + 2GB*)

D'une part: GA + 2GB = 0 d'autre part: AG = §ﬁ d'oli: AG? = ZAB?
BG = ;BA* dou:BG*= ~BA?

On a donc : MA? + 2MB? = 3MG? + EAB‘..

Puisque  Agz = 45 alors MA? + 2MB? = 3MG? + 30

MeT, < 3MG? +30=45 Clestadire: MG=15.

L’ensemble T,est le cercle de centre G et de rayon \/g ;
b. Pour tout point M du plan P, on a MA? +2MB* =3MG? +30

donc : MAJ + ZMBZ > 30
La somme MA® + 2MB’ est minimale si, et seulement si: 3MG* =0, c'est-3-dire si M

est en G. Cette valeur minimale est alors : GA? +2GB* =30.

, c e MA
3. Remarquons que, Si un point M du plan P venftegﬁ= 2, alors M est

nécessairement distinct de A et B. o
Onadonc Mel, & MA’ = apMBt c'est-a-dire :

MeT, & (Vi —4MB ) =0 (MA + 2MB)(MA - 2MB) =0.

D'une part, on a ‘MA + 2MB = 3MG ou G est le barycentre de {(A1).(B2)} et
MA—2MB = —MK ou Kest le barycentre de {(A, 1). (B, -2)}.

llenrésulte. Mel, < 3MG.(-1)MK =0 ,ona ~3MG.MK = 0.

L'ensemble T, estdonc le cercle de diamétre [GK].
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EXERCICE 8
1. On introduit le point A dans l'expression de /(M) :

..

f(M1=[m+3§): +(MA + AC) -2MA® = AB’ +Ac"+2m-(ﬁﬁ+ﬁ)-

Or, comme A’ est le milieu de [BC], on a : AB + AC = 244",
soit . f(M)=AB" + AC* + 4AMA - AA’
2. A’ est barycentre de {(B, 1), (C, 1)}

| est barycentre de {(A",1), (A, 1)} donc de {(A" 2), (A, 2)}
Alors, par le théoréme des barycentres partiels, | est barycentre de {(A.2), (B.1). (€1}

On introduit le point | dans I'expression de & (M) -

o(M)=2(i+ IR) + (M + B) + i+ IC)

g(M)=4M2+g(l) +2ML(2IA+ IB+ IC) A e

Or, | est barycentre de {(A. 2), (B. 1), (C, 1)}, donc 2A+1IB+1C=0 etonale
résultat g(b«’l):é’rll'\dl2 +g(1) avec g(l)=2IA? + 1B* + IC?

3. L’ensemble des points M est celui des points M vérifiant MA AA'=0 soit la droite
perpendiculaire & (AA’) et passant par A.

4. L'ensemble des points M est celui des points M vérifiant M A soit un
1
cercle passant par 1 etde rayon 7 g(l) .
Figure O
|
1
|
|
i
|
A
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EXERCICE 9 : Bac C 2004 Session normale
1. Voir Figure.
2. Démontrons que le triangle ABC est isocéle en B
Calculons AB, AC et BC .

AB=|z,o|=|z, —2,|=[8+5i+i=[8+6{= 87 +67 = T00 =10
AC=[z, |=z ~2,|=[8~5i+i|=[8—4|= /87 + (=47 = B0 = 4.5

BC=|z,¢|=|zc - Zg| =8~ 5i—8 —5=|-10]| = {(~10)2 = 700 =10
On remarque que : AB =BC donc le triangle ABC est isocéle en B.

3. Déterminons P'affixe du barycentre G des points pondérés (A, -1), (B,1) et (C,-1).
G est barycentre des points pondérés (A, - 1), (B. 1) et (C,-1)

Doncona: AG=—-AB+AC=BA+AC=BC = AG=8BC

X —Xa| [Xe =Xg)  [Xg—Xa =Xg —Xg =Xg =Xz —Xg +X,
Yo = Yal (Ye—VYs Yo = Ya=Ye Yo=Y =Yc—YetVYa
Xg=8-8+0=0
Yo =—95—-5—-1=-11

4, Démontrons que : GA = GC.

AG=BC=

= = G(—11)

AG=BC=AC+CG=BC =CG=BC-AC=BC+CA=BA «GC=AB
GC=AB= GC2=AB2 = GC=AB = CG=10

En conclusion, GA = GC =10
5. Soit I'ensemble (') des points M du plan tels que : MA? -~ MB? + MC? = - 20.
a. Démontrons que A et C appartiennent a ().
Pour A, on a - AAZ—AB? + AC? = — AB2 + AC? = —102 + (4J5)
— AA?2 —AB2+ AC?=—-100+80=-20 Donc Ae(l).
Pour C, on a : CA2— CB? + CC2 = CA? — CB? = (46)*-10?
— CA2Z-CB2+ CC2=80-100=-20 Donc Ce(l).
En conclusion, A et C appartiennenta (I').
b. Démontrons que (') est le cercle de centre G et de rayon GA.

On a: MA2 - MB? + MC? = - 20. - -
Or G est barycentre des points pondérés (A, - 1), (B, 1) et (C.- 1) ; ce qui equivaut a dire
que G est aussi barycentre des points pondéres (A, 1), (B, -1) et (C, 1).

Donc I'ensemble des points M est le cercle de centre G passant par A et C.

D'ou (1) est le cercle de centre G et de rayon GA.

Construction du symétrique (I”’) de (I') par rapport a (AC)
(Voir figure ci-dessus).
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CHAPITRE III : NOMBRES COMPLEXES

NOMBRES COMPLEXES ET GEOMETRIE
FICHE DE COURS

Forme algébrique

Tout nombre complexe a pour forme algébrique Z= a+ib oU ae R,beR
a est |a partie réelle de Z, notée a = Re(2)

b est Ia partie imaginaire de Z, notée b = Im(2)

Ona:i? = -1.

Le module de Zest:|Z| = +fa? + b?

Propriété :vze C, v2'€C, neN
- R
Z|=|-Z|=Z|=|-Z| : ¥VZ=0, '—:—— el —{*—- :
B =dsal= - ] i
|z7| =]z |
|Zx 2" =|Z|x|Z Mais |z + 2| <| z| +| 2| (inégalité triangulaire).

Forme trigonométrique
Tout nombre complexe a pour forme trigonométrique
: e (Z : Re (£
Z = r(cosB +isinB ) avec r=]Z| et COSH = (£) . sinf = «)
Z ] 2|

Propriéteé

vzeC, vz’ €C, neN -
argizxz')=arg(z)+arg(z')+2km (ke Z)
arg(z") =narg(z)+2km (ke Z)

arg(zi) =—arg(z) +2km (ke Z)

arg(zi,)=arg(z)-arg(z') +2kr (ke Z)

Forme exponentielle
Tout nombre complexe a pour forme exponentielle - Z=re'® avecr=|2| etbeR .
Ona: e®= cos® + i.sind
Propriété

VBER, v6'ER,vn €N

- +@ 0y = @ind L = -8
e'fxp6’ = ai6+8) : (e }n = gin : e e
£ _ ei6-8") (e®) = e~
plgt !

Représentation géométrique

Le plan est muni d'un repére orthonorme direct (O, I, J). o

L'axe (Ol) est appelé I'axe des réels, et I'axe (OJ) est celui des imaginaires purs.
L'affixe du vecteur AB est zs— Za.

AB=TCD & 23 -2a =2p-Zc

AB = fZB - ZAI
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Résolution d’équations dans C
Racine n- iéme d’'un nombre complexe

Soit zeC et nEN( n=2). j
On appelle racine n-iéme de Z, tout nombre complexe z telque @ z" = Z.
Z admet n racines n-ieme de la forme . Zx = v'?e‘{" Yavecke{0:1,2,... . n-1}y
Equation du second degré (az’+bz+¢C = 0, avecacC, beCetc€e)
- On calcule le discrminant A = b? - 4ac. Y
. Puis on détermine les racines carrées de 8,
- Et enfin, on calcule les solutions de I'équation.
Configuration du plan et nombres complexes
Angles orientés de vecteurs. VK € Z, on a:
mes(?ﬁ: D5 ] = arg.(Zs)+ 2k,
mes (ﬁf‘ﬁi) = arg. ( ‘”) + 2km
AH
Configurations géométriques
Configurations Caractérisations complexes
g Zo iAo Zc..2A _ o-i
Triangle ABC isocéle en A ﬁ el ou ——~—Z‘; - ;ﬁ gt
’ il 2 2o EA o o=iE
Triangle ABC équilatéral %—_ﬁ =e's ou '_ZEB'TE": =e s
_ : Zc..2A o ; Z6 sl
Triangle ABC rectangle et isocéle en A e 2 [ ou S 7
Triangle ABC rectangle en A ‘?_,‘; _‘2 = bi (beER )
Zo -Z : .
(AB) L (CD) £==5-=bi (bER)
, ey Ll ik g
Points A, B, C alignes Ty - 7 =bh (beER)
_ , Zc .Zs . Zp..Zs -
A, B. C, D cocycliques . =
Points A, B yclig e 24 Zn - 7 b (beR)
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EXERCICES CORRIGES

EXERCICE 1 : Bac E 1995 Session de remplacement

Le plan complexe est rapporté au repére orthonormé(O, [7 V)

Soit a un rjombre complexe non nul et A le point d'affixe a.

On considere I'application f du plan dans lui- méme qui, a tout point M d'affixe z, associe
le point M’ d'affixe 2’ définie par: z'= adz +a-1

1. Déterminer l'ensemble E: des nombres complexes a pour lesquels f est une

translation. Caractériser f pour chacune des valeurs trouvées.
2. Déterminer I'ensemble E; des nombres complexes a pour lesquels f est une

homothétie.
Représenter graphiquement I'ensemble des points A dont I'affixe a appartient a Ex.

3. Caractériser f pour @ =147 .
4. a. Soit M, le point d'affixe 1 et My, son image par f. On considére I'ensemble (F)des
points A d'affixe a telle que M, appartient a I'axe ( O,E].

Démontrer que (T") est la réunion d'une droite et d’une hyperbole.
b. Sur une figure distincte de celle de la deuxiéme guestion, représenter graphiquement

i
EXERCICE 2 : Bac C 1996 Session de remplacement
Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé (0. u, ?).

i
i

|

3

On prend 2 centimetre comme unité graphique. £

On considére dans € l'équation (E) 1z «~ (= 1+ 24)z: = (1 + 2i)z= 3+ 4:= 0

1. a. Démontrer que (E) admet une solution imaginaire pure unique, que I'on calculera.
b. Résoudre I'équation (E). 5

2. Soient A, B et C les points d'affixes respectives l, —1—2iet 2—i.

a. Placer les points A, B et C dans le repére (0, ﬁ‘,?)

Démontrer que le triangle ABC est isocéle en B.

b. Calculer les réels b et ¢ pour que le point O soit le bprycentre des points
(A, 1), (B, b) et (C, c).

EXERCICE 3

On considére le plan complexe P muni du repére orthonormé (O, |, J).

1. Soit le polynéme P telque vz € Z, P(z) =2° -42* + 6z- 4

a. Comparer P(z ) et P(z)

b. Montrer que 1 +i est un zéro de P(z2).

c. Résoudre dans C, I'équation P (z ) =0.

2. On donne les points A(z );B(z,)et C(z,)tels que % » % €l Z; sont les

solutions de P (z) = 0.
z, apour partie imaginaire positive et z, est le conjugué de z, . |
. I

1
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m

Soit R |a rotation de centre O et d’angle 7

a. Déterminer R (B) ; puis I'affixe de R (C).
b. Démontrer que les points O, B, A, et C appa
precisera le rayon.
3. Soit 'application f du plan P privé du point C qui & tout point M d'affixe z =2 assoce
. iy ] .
le point M’ d'affixe z' tel que : Z2' = ghomid ; =
z -

a. Déterminer f (A) ; f(B).

b. Déterminer I'affixe de E tel que f (E) = C

c. Démontrer que (AB) est perpendiculaire & (BE)
d. En déduire 'ensemble décrit par le point M* si M appartient a la meédiatrice de [AC]

EXERCICE 4

C est I'ensemble des nombres complexes et P le plan com
orthonormé (0. u . v) (unité graphique : 1 cm).

1. Vérifierque (1=i)? = - 2i et (1 + 1 )2 = 2i

2 On considére dans €, I'équation (E ) : z% - 14iz2 + 32 =0
a. Montrer que si le complexe a est solution de (E), alors — a est aussi une solution de

rtiennent & un meme cercle dont on

plexe muni d'un repere

(E).
b, Vérifier que pour tout nombre complexe z | 2% -14iz? + 32 =(z*+2)(2? - 161)

3 En utilisant les questions précedentes, résolver dans € I'équation (E).

"EXERCICE 5
Dans le plan complexe muni d'un repere orthonormé ( O, u . v ) (Unité graphiqu

On note A le point d'affixe za =-1+i.

e:4cm)

2z - 1
Soit f I'application définie sur €-{za} par: f{z) = =
e 1L

1. Onpose z = x +iy ouxetysont des reels.

a. Déterminer Ref f{ z )) et In( f (2)) en fonction de x et de y.
b. Déterminer et construire I'ensemble (E) des points M d'affixe z telle que f(z) soit réel.

c. Déterminer et construire I'ensemble (F) des points M d'affixe z telle que f(z) soit
imaginaire pur.

1

£ | W

' ]
2. Soit B le point d'affixe zs = -;—i et C le point d'affixe 2¢ = - 2 +

a. Vérifier que B appartient a (E) et a (F) et que C appartient a (F).
Placer B et C sur la figure. '

ZA = 2{'
b. Ecrire _,  sous forme trigonometrique.
“B 5

c. Déduire en la nature du triangle ABC.,

i
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EXERCICE 6

Le plan complexe P est rapporté au repére orthonormal direct (O,E.E),

unité graphique : 2 cm.
On note f I'application du plan P, privé du point O, dans P qui, a tout point M d'affixe z

non nulle, associe le point M’ d'affixe - ' = L ol z désigne le conjugué de z.

On adonc aussi - '= i'T oll | z| désigne le module de z.

1. Montrer que O, M et M’ sont alignés.

2. Déterminer I'ensemble T™ des points invariants par f.

Vérifier que I'ensemble I'contient les points A et B d'affixes respectives —1 et i.
3. Soit (C) le cercle de diamétre [AB), E le milieu de [AB] et E'=f(E).
Déterminer une équation de (C).

Montrer que E' appartient a (C).

EXERCICE 7

Le plan complexe est rapporté & un repére orthonormal direct (O.ﬁj];

unité graphique : 4 cm.
On considére le point A d'affixe =, =2 + i et le cercle (I')de centre A et de rayon 2

1. Faire une figure qui sera complétée tout au long de I'exercice.
2. a. Déterminer les affixes des points d'intersection de (") et de I'axe [O. ﬂ).

b. On désigne par B et C les points d'affixes respectives =, =1 et z. =3,
Déterminer l'affixe -,, du point D diamétralement opposé au point B sur le cercle (I')

3. Soit M le point d'affixe %+ %: ;

=l =M
a. Calculer le nombre complexe —
“8 “M
b. Interpréter géométriquement un argument du nombre "

En déduire que le point M appartient au cercle (I")
4. On note (') le cercle de diamétre [AB].

La droite (BM) recoupe le cercle (T")en un point N.
a. Montrer que les droites (DM) et (AN) sont paralleles.

b. Déterminer I'affixe du point N.
EXERCICE 8 : Bac E 1996 Session normale

On considére I'équation (E) : Z € 2z ~+—(| —6;').2'2 —(17 —I—8."]z-—33 +30i=0

1. a. Veérifier que — 3 est solution de (E).
b. Résoudre I'équation (E).

Les solutions seront notées z | z, er z,,0U0 Z, =—3 et »_a sa partie reelle positive.

2. Le plan complexe est rapporté au repére orthonorme direct {0, ", 1) (Unité : 1 cm).
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On considére les points Mo, M1 et M2 d'affixes respectives z ‘Btz
a. Placer les points Mo, M1 et Mz dans le repére [0, 'if,?)

g- Dém‘?“f"er que le triangle MoMM: est rectangle isocele.

. On désigne par G le barycentre des points pondérés (Mo= 1) ; (Ms 1) et (M2, 1).
a. Construire géométriquement le point G. Justifier Ia construction.

(On ne demande pas de calculer les coordonnées de G)

b. Déterminer et construire I'ensemble [C] des points M du plan tels que:

- MM; +MMZ2+MM?=—GM] (Onpourra vérifier que M2 est un point de [C])

EXERCICE 9 : Bac E 2001 Session normale.

1. On considére I'eéquation
(E): z€eC, 2 +(1-8/)22—(23+4/)z-3+24/=0

a. Démontrer que (E) admet une solution imaginaire pure que I'on déterminera.

b. Résoudre I'équation (E).

2. Dans le plan muni d'un repére orthonormé direct, on considére les points A, B et C
d'affixes respectives 1+ 27 ;3i; — 2+ 3i. Soit G le barycentre des points A, B et
C affectés des coefficients respectifs 2, -2 et 1.

a. Deéterminer puis écrire sous forme trigonometrique les affixes des vecteurs GA,

GBE et GC
b Démontrer que les affixes des vecteurs GA, GB et GC sont des termes d'une suite

geométrique dont on déterminera la raison.
c. En déduire qu'il existe une similitude directe qui transforme A en B et B en C.
déterminer les éléments caractéristiques de cette similitude.

—
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CORRECTION DES EXERCICES

EXERCICE 1 : Bac E 1995 Session de remplacement

1. D+a|te;mrnons I'ensemble E 1 des nombres complexes @ pour lesquels f est une
translation.

f est une translation si et seulement si, z’ = z + b, cest-a-dire g3 =1
Déterminons les racines cubiques de 1 : Ecrivons a3 et 1 sous forme exponentielle.

i oAk .
@ =(re‘”) = rig’® 30 = 0+2km _ o= 2w

B=1 ¥ — pio_ 3
l=e i rﬂ: 1 r=1
Pour k=0, ona: g,= 1e°=1 |

2m
Pourk=1, ona:a,= le3 = cosz%r_{_fsin%n
alz—% + jﬁ_
Az _j2m
Pourk=2,0ona:a,= 1e 3 = le '3 —cos —2—;]+i5in —%‘T]
_ 1 .43
02 _-2-—0'-?
), LB 1 43
Donc |E;={1; E~H~§u, 515 ]

Caractérisons f pour chacune des valeurs trouvées .
« Pour a =1 alors z' = z donc f est I'écriture complexe

d'une translation de vecteur nul; c'est donc ['applicationidentique.

3 .43
«Poura = —%ﬁ-fﬁ alors z' :z—%+f§—1=>z' =z:_§+;i2_.

; ' - LB
c'est donc I'écriture complexe d'une translation de vecteur u d'affixe z, = +:7.

; 3 .43
« Pour a =_}_f__\;§ alors z' =z—}—:'i§-al =5 2 =z—-—;-?
2 2 2 2 2 7
e | 3 5 3
c'est donc I'écriture complexe d'une translation de vecteur v d'affixe z, = —5—17.
Edition 2016
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2. Déeterminons 'ensemble E2
f est une homothétie si z' = kz + b,

c'est a dire k est un nombre réel.
Ona:z' =a@z+a-1
Posons a=x+iy.
3 .
On a: a3=[x-t-iy]3=x3+3x2iy—3xyz—iy3= (X3—3XV2)+[3-‘*’23’-? )’
PER*si Wy -y =0 = y[X—y| =0
= y[ﬁx-—y](«f?:x-w) =1
=y =0 ou3x—y =0 ou V3x+y =0
y = -Ji}[' y = —ij

«siy = 0 alors a®* = x> donc 5, = R\ {0;1}

Si y = 3x alors @ [x-l-f\f_x) car a = x+iv3x
3:x3(1+iJ§]3=x3 1+3x{1)2><(fJ§)+3x(;J§) —3iJ3 ]
a’ =x3(1+3fJ§—9-+9f\/§)=x3(~8—6f\{§)

a*= —8x>—6iV3x°

or a*eC\{0;1} d'od ona:
vwsig’i=0=> -8’ =0 =2x=0

esig?®=1 = -8x=1= x3:—% = x:-—%
1 3
d'oll a =x—3xi = a ——5+i2_-:
V3, '
Donc S,= { J—m} —E+—i-; avec xR
En conclusion, I'ensemble E, est :
Ezz{R*U{X-i-‘Xf\fg} {x fo-}} ——-|—\"r2§f _%__‘-';_:, avec XER* »

E,est représenté graphiquement par la réunion des droites:
(D): y=0; (D;):y =V3x; (D,): y=—+3x privée des points 0(0;0),

B
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3. L'écriture complexe de f est 2'=a°z+a—1
Pour a=1+i d'ols 2'=(1+i) z+(1+i)—1

=>z'=(—2+2i)z+fest de laformez'=az+b aveca=—2+2i et b=i

lo|=|-2+2i|=(—2)" +22 =242

cosf=— 2 =~—‘E
22 2|4 3m
. 2 _\2 4
===
sin 552 |
b i i ’(3_2"]———;1—-!-1;'

L= = e - = s
“ 1—a 1+2-2i 3-2i 9+4 13 " 13
Au total, f est une similitude directe de rapport k = 2.2,

3m : Z . 3.
d'angle orienté — : Z—_"—3 —“]3"
angle orienté et de centre () d'affixe 1 +

4. a. Déterminons I'affixe de M,

f[M(}) =M, = z, =a’z,+a—-1=cd'(1)+a-1=0a’ +a-1
MEE[UJE) = 2,€ R. Posons a = x+iy

Zo =(x+iy) +(x+iy)-1= [x3—3xy2+x—1)+[—y3+y+3x2y)i
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Z,ER < —y 4y+3xy = 0e y(—y +1+3x’) =0

—

oly=0] ou —pP+1+32=0 & —y'+3’=-1 & y*-3x'=1

2
, X
Y- =1
&
J3
Donc (T) est la réunoin de la droite (A) d'équation y = Qet de I'hyperbole (H)
2
d'équation y* ——>— =1
1
7l
0]. |0
b. les sommets de (H) sont B 1| B ’
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EKERCICE 2 : Bac C 1996 Session de remplacement
1 a. Demnr_‘:trons que (E) admet une solution imaginaire pure a déterminer
Soit z, = bi cette solution . On a: '

2 €(E)= 2} +(—1+21)22 —(1+2i)z, —3+4i=0

2, €(E) > (bi)’ +(~1-+2i)(bi)’ —(1+2i)(bi)—3+4i=0
& —b*—b*(—1+2i)—bi +2b—-3+4i =0

& —b’i+b* —2ib? —bi+2b—3+4i=0

(b +2b—3)+(~b* 26 —b+4)i=0

b*+2b-3=0 (1)
—b*-2b'—-b+4=0 (2)

e Résolvons (1): b?+2b -3 =0
A=2%-4-3)=16 , dol by =1 ou by =-3
o Veérifions les deux solutions dans { 2)
—-bP—2b’—-b+4= —13-2x12-1+ 4= 0
—b*— 2b2—b +4 = —(-3)3—2x(-3)2=(-3)+ 4 = 16 =0
On constate que b1 =1 vérifie I'équation ( 2) et bz = - 3 ne vérifie pas (2).
En conclusion, la solution imaginaire pure de (E)est 2o = i
b. Résolvons I'équation ( E ).
Soit P(2) = 23 4+ (—1+2i)22—(1+2i)z—-3+4i (1)
Puisque | estunzérode P(z),alers P(z)=(z — i) 2*+bz +c) avec

beCet ceC
Calculons b et ¢ parla méthode d'identification des coéfficients.

P(z)=(z — i)(2*+bz +c). Aprés developpement, puis réduction, on obtient :

vze C, P(z) =2+ (b-i)2> + (c-i)z-ic .(2)
Ce qui donne, apres identification, membre a membre des relations (1) et (2) :

b-1 = =14+ 2i _
{c_jb = _1-27f douona: [cz _i:‘;‘
—ic = =3 +4i
Autotal, vze C, P(z)=(z —i)(2*+( - 1+3i)z -4-3i)
Donc vzeCP(z)=(z-)(z*+ (-1+3)z—-4-3i)=0
P(z)=0 @ z—i=0 ou Z2+(-1+3i)z—4-3i = 0
z=i
e Reésolvons l'équation z + (—=1+3i)z—4—3i = 0
A=(-1+3i)* - 4(-4=-3i)=1-6i-9+16+12i=8+6(
Déterminons les racines carrées de A = 8 + 6i
Soit § = x + yi une racine carrée de 8 + 6i
x* +y*=|8+6i|

Ona: & =8+6i ©(x+yi)’=8+6i xz—yz_':ﬂ =
2xy = 6
xz-i- y2=\f82+62 x2+y2=10 x2=g ¥ =3 x=—3
xz—y2=8 - xz'—.}'2=8 = (¥ =1 m[y:lou [y:—l
2xy =6 xy =3 xy =3
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Donc les racines carrées de ﬂ =8+6isont 3 +i et —3=~1
Les solutions de I'équation z2 + ( —1 + 3i)z— 4 —3i = 0sont

- m -(= 1+3£]+(3+i) =2 _ 5 .
Ona: 2, = (- 1+3|){3+1] 241_ 1'—2! C gy = = 2 —i

En conclusion : L'ensemble solution de (E)est S¢= {i: S1-2is2-1)
2. a. Placer les points A, B et C (voir figure)

 Démontrons que ABC est un triangle isocéle en B.

Calculons AB, AC et BC.

AB:‘zH --zdl:“—l—zi]—;t-.-_-i-].-yi; J1+9 AB=A+10
AC =|zp =z |=P2-i-i=[2-2=a+4 =R =22

B(‘:]zr.—zg|.—|(2—f)4[—l—2:']|=|2—:+|+2r|=|3+i|=Jl+9 E
On a AB= BC donc le triangle ABC est isocéle en B.
b. Calculons b et c.

0= bar|” ; ‘ | = OA +hOB+cOC=0
1 b

Les coordonnées de OA OB et OC sont:
OAI ; OBl_IIerT[ d'oir =OA+BOB+cOC=0

—0 0—b+2¢=0 —-b-r-zcz(]
ﬁ' l4_{;'[ ] = o 1—2!5 Cc= 0 ‘)h—f—C:!

l-—b+4c_

—=5c=] = =_ b+2c'-—0=>—b——2cr=¢ b=
2b+c=1 3

Lal b

A B A e ST R _;....' i o R ".""'"'r

Donc O= bar

1

bk
lJ\In—l
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EXERCICE 3
1.a.0na: P(z) =2z" -422 +62 -4

D'ol, P(2) =2’ -42 +62-4 et P(z) =2’ 427 765 -3 =3’ 47 +67 -4

Donc P(z) = P(z)

b. Calculons P(1 + i)

P(1+i) = (1+1)"-4(1+i2 +6(1+i)-4
=(1+i)(2i)-4(2i)+6+6i -4
=2 -2 -8i +6+6i -4

P{l1+i1)=10

Donc 1 +i estun zéro de P(z)

c. Résoudre I'équation P(z) = 0

Ona: P(z)=(z-1-i)(az? + bz +¢)

Utilisons la division Euclidienne:

z3— 4722 + 62 — 4 z—1—i
-23+ (1+1i)z? z2+(—-3+Dz+(2 = 2i)
0+ (=3+4+i)z*+ 62z
(3—=i)z%—-(4+2i)z
0+ (2~2i)z—4

(—2+2D)z+4
0+0
Donc P(z) =(z-1-i)(z2*+(-3+i)z+2-2i)
Ona: P(z) =0 > z-1=-i=0 ou 2?2+ (-3+i)z+2-2i =0
= Z=1+1 A=(=3+i¥-4(2-2i) = 2
Les racines carrées de A sont:
x? +y2 =2 2x? = 2 x* =1
x? -y* =0 vy =1 = y: =1 =
2xy = 2 xy = 1 Xy = 1

{x=I 0u{x=-l
y =1 ou Ly =-1

donc les racines carréesde A sont : 1 +1i et -1 -1
Les solutions de I'éguation sont : _ _

5 (3= Ly 2y = -(-3+i) v *i)

] 2 2
Donc § = {1+i; 1-1i; 2} '
2.0ndonne A(1+i). B(1-1i) etC(2)
a. L'écriture complexe de la rotationest. z' = iz
dot R(B)=B'= zg' = izg =i(1-1i) =1+ i=zadonc R(B) = A
R(C)=C"' = zc- = izc =i(2) = 2i donclimagedeCest C'(2i)
b.Ona: AB=|zg— za|l= |-2i|=2 et OC=|zc— 2ol = |2]=2

: 5 !
Donc les points O, B, A et C appartiennent a8 un méme cercle de rayon 5 AB = |
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3.Ondonnef: z+= 2-U1*1)

z -2

a. f(A) : Zy (1 *i) Q1+ 1)-41*1) _ g gone 1A= O

2y =2 (1+i)-2

f(B) : Zp-(1*i) _ (1-0)-(1*1) _ 45 gonc f(B) = A

z, -2 (1-i)-2

b. Déterminons I'affixe de E
z. -(}+i) ze =(1+1i) sy s
f(E)=C:::-zr=—-£——:>2=~I—————:bzP3l
I Z[-z 25'2

c. Montrons que (AB) est perpendiculaire & (BE)

OnaZe=2a - U=D-0+D _ ; e - donc (AB) est perpendiculaire a (BE)

Zp— ZE [1—!:"(3_t) AM
d. Si M appartient & la médiatrice de [AC] alors AM = MC = == =1
Loz - (1) p, = mn o Lom -2 oo oM =
QOrz'= 2. 2 = Zy Zg 2, ~Zi = CM

Donc I'ensemble des points M* est le cercle de centre O et de rayon 1
EXERCICE 4

1. Vérifionsque (1" i)? = -2iet (1+i)>=2i
(1" i)2=(1" )1 i)=1"i"1"1=-2
(1+i)2=(1+i)(1+i) = 1+i+i" 1= 2

2.0naléquation (E): z° -14iz° +32 =0

a. a est solution de 'équation (E) = a~ - ldig? + 32 = 0 (1)

- a est solution de I'équation de (E)

= (-a)'-14i{-a)’ +32=0= ¢’ -14ia? + 32 = 0 (2)

Les relations (1) et (2) sont égales donc si a est solution de (E) alors - a |'est aussi.
Developpons (z2 +2i)(z? - 16i)

b. Vérifions que z* -14iz® + 32 = (z*+2i)(z2-16i)

Developpons (z2 +2i}(z? - 16i)

(z2+2i)(2* -16i) = z° -16iz® + 2iz? +32 = z* - 14iz® +32
Donc z'-14iz® + 32 = (z*+2i)(z2-16i)

3. Resolvons dans C |, I'équation ( E)

Ona: z*-14iz+32=0 = (22+2i)z2-16i)=0 =
z2+21=0 ou 2Z?*-16i =0 .

(1): 22=-2i =22?2=(1-i = z=1-i ouz=-(1-i)
(2): z? = 16i.Posons z = x +iy,ona: z* = (X+iy 2 =x2-y2 + 2xyi
et [16i | s 16

x>+ y = 16 2x* = 16 ¥ = B
Dotiona: x*=y? = 0 = 2y* = 16 = y: = 8 =
2xy = 16 xy = 8 5y =R
x = 2V2 : x = =22
Ou bien
y =22 y = =242

Les solutions de I'équation (2 ): 22 = 16i sont _ :
i g 2\!5 + 2 2 = i s |
Au total, 'ensemble des solutions de I'équation ( E ) est: V2i et 342 « 23

S = {1-ii-14%i; 27 + 2f3i: - 25 - 2210 )
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EXERCICES
Ondonne f(z) = EFEd

z+ ] =i
1. a. Déterminons Re(f(z)) et In( f( 2))
Posons z =x +iy
2(x +iy)-i
(x+iy)+1-i

2x+ (2y -1)i (2% + (2y- )i)((x+1) -(y-1)i)

flz) =

(x+1) + (y-1)i (x+1)2+(y-1)
_ 2xP42x +2y? -3y + | % x+2y-1
(X+1Y +(y-1)0  (x+1p+(y-1p
2 +2x+ 2y -3y +1 Xx+2y -1
Donc Re(f(z)) = (x+l}2+(y—l]1 et In(f(2z)) = (x+1)’+(y—l)*
b.{zZ)ER & In(f(2)) =0 = s 58 =0 =

(x +1)*+ (y-1)

x +2y - 1 = Odonc I'ensemble des points M est la droite d'équation x + 2y -1=0
privé du point A(-1,1)

C.HzZ)EIR & Re(f(z)) =0 = 23+2x +2y* -3y + 1 =0 =

2(x*+x) + 2(y*- %y) +1 =20

2 2 i 2
=2 (sg) e2(3) =5 = (rs) s o) - %
2 4 8 2 4 16

1Y 3y Y
[x + EJ - [}r - :J = [T] donc l'ensemble des points M est le cercle de centre

5
Q( - L; EJ et de rayon —\,:
2 4 4
2. a. Vérifions que B appartient a (E) et (F)
Remplagons les coordonnées de B dans I'ensemble (E)
Ona: x + 2y -1 =0 doi 0+2le -1 =0 donc Be (E). Ona:

| ¥+ 3 Y73 T s

2 2
2 4 4 16 16
Donc B & (F).

- Vérifions que C appartient a (F)
Remplagons les coordonnées de C dans I'ensemble (F)

O [1+IJ2+[E 1]2:_]_-1»-_4_:2 C F
B TR 4 4 6 ~ 1§ g ene & (F)

- Placer B et C sur la figure (voir repére)
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Zao "~ %c ; o

b. Ecrivons ; sous forme trigonometrique.
BT
(—1+i)-[-1+5i) I ¥

Z, -Zo _ 4 4 ) _ _4 4 - _j

- 1 3.
Zy = Z¢ l_i_ (_ 1, 21} — - =i

2 4 4 4 4

c. Nature du triangle ABC.

Fig

* 4onc ABC est un triangle rectangle isocele en C.

s T
Dna:———— =2 < &
Zp = Zc

J"J - |

EXERCICE 6

1. Pour tout complexe z non nul, Nous avons aussi ;. -z '= ﬁ :.D'ot OM'= ﬁ— OM .
Les vecteurs OM er OM 'sont colinéaires car nous avons mis en évidence un réel k (ici
k > 0) tel que OM'=kOM donc O, M, M’ sont alignés.

2 M estinvariant par f(et M # O)si et seulement si :

]

Hz ey :{I—.T;a-l]:Om:ec:::U.

M est invariant par /(e M = O)si et seulement si : = # 0 et |:‘ =1,
['est le cercle de centre O et de rayon 1,
-l|=1 dou Ael. |i|=1 dou Berl.

e
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3. A a pour caordonnées (-1 ;0), Ba pour coordonnées (0 ; 1).

Le milieu E de [AB] a pour coordonnées (—% %)

1
De plus, (C) a pour rayon —AB. Or AB=|z5— 24| = |i+1| soit AB=+/2.

1 1
(C) est le cercle de centre E("E; E)Et de rayon %

o 1Y 1Y
Une equation de (C) est donnée par:[x +E) +(y—_2-J =%_
E ffixe Z ey + 1:‘

a pour affixe Zg > Tt
E'apcmrafﬁxezg-:% = Zgizm =141

2 1

|ze[ =5 dou Ze =2z

1Y 1y 1
_l""z‘ * 1_5 =5 dou E'el,

Autre méthode : M est élément de (C) si et seulementsi MAMB =0.

EXERCICE 7
1oL I cHeles VoIt CEDRSSOU e

uuuuuuu

.......

-------------------------

. r o . 2, e
e

T : ,i___ i

2 a. LE‘S points de Iaxe (0 u]ont une affixe réelle. Soit M un point d'affixe réelle X .
-1)=2 &

ME(T)  |x—24]= V2 & (x=2-i)(x—=2
(x=2-i)x-2+i) =2 & (x—2)2+1=2 o(x-2)°=1
x=1 ou x=3

Les points d'intersection de (") et de I'axe (O,u)sont d'affixes 1et 3.
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2.b. Le point D est tel que le milieu de [BD ] est le point A. |
On adonc: EE':;E=ZAC’ZD=22A-ZB=92D=4+2."_1=3+2|

Zp =2y _15+10i-3-6i 6+2 (6+20)(1+31) _,.

3. a. . o :
& 2y ~z, 5-3-6i 1-3i 1+9
. Ipn = Zpm o Ty e
3. Ona: arg(m) = mes(MB, MD)

. : 5 i T
Or l'argument de ce complexe imaginaire pur a partie imaginaireé positive vautT, donc

le triangle MDB est rectangle en M. _
On en déduit que M appartient au cercle de diamétre [BD] c'est-a-dire a(r).
4. a. On vient de voir que (DM) L (BM).

Comme N appartient au cercle de diameétre [AB], le triangle ABN est rectangle en N
autrement dit (BN) L {AN).

Puisque N € (BM). on en déduit que (DM) et (AN) sont perpendiculaires a une méme

droite, donc paralléles.
b. Dans le triangle MDB, A est le milieu de { BD ] et (DM)//(AN) donc (AN) coupe le cdté
[BM] en son milieu, On a donc
M + Zg -:-1- %1‘ + 1

N estle milieu de [BM], dou: zy = ——2 = =5 — = s+ -';11'

EXERCICE 8 : Bac E 1996 Session normale

1.a. Posons P(z) = 23+ (1—6i)z* — (17 + 8i )z — 33 + 30i
P(=3)=(-3) +(1—-6i)(-3) = (17 +8i)(=3)- 33+ 30i
P(—3)=-27 +9+51-33 + (-54 +24+30)i
P( —3) = 60-60 +(54-54)i
P( — 3) = 0, donc -3 estune solution de I'équation (E ).

b. Résoudre I'équation ( E )
— 3 estune solutionde P(z)dou P(z)=(z+3)(az®+bz+c),

Déterminons a, b et ¢ par division euclidienne

23+ (1-6i)z?— (17 +8i )z — 33 + 30i z+3
z? +37°
0+ (-2~-6i)z%-(17 +8i)z-33 + 30i 22-(2+6i)z-11+10i

(-2-6i)22-(6+18i)z
0 +(-11+10i )z - 33 + 30i
(-11+10i )z - 33 + 30i

U + 4]
Dot P(z)=(z+3)(2*-(2+6i)z-11+10i)
aveca=1,b==2-6ietc=- 11 +10i

P(z)=0>2z+3 =0 ou 22 -(2+6i)z2-11+10i = 0
2Z2=-=3 ou 7 -(2+6i)z-11+10i = 0

R
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Résolvons I'équation (1): ze C, z2 - (2 +6i z2—-11+10i = 0
A=[-(2+6i)]%-4(-11+10i) = 12 - 16i
Cherchons les racines carrées de A.
Posons 6 =x + yi une racine carrée de A .
Ona: &% =(x +yi)? = x* - y2 + 2xyi et |62 = x* + y?,

[1-16i]=20
x*+ ¥yt = 20 2x2 =3 2
_ = 32 x* =16
5’=12-15|m{x2._y2=12 {2y =8 oy =4 &
2xy = —16 xy = —8 xy = —8
x = 4 = —4
[)’ =2 % [y= -2
Donc les racines carréesde A sont 4—2i et —4 + 2j.
Les solutions de I'équation (1) sont donc :
21 w 2+6|+2(4—213 — 3+21 ab — 24 61—2(4'-21']___ -1 +4i
Au total, 'ensemble des solution de I'équation (E)est: S = {-3; -1+4i; 3 + 2i}
2.8.20=-3 ; 2= -1+4i ; z=3+2 dou My(J);

M;(5"); M.(3) Figure ( voirala fin)
b.Ona: M,M;(Z?) et M,M,(*)dou
MiM, = /(-2)2+ (-4)" = V20 = 25
MM, = /(4)2+ (-2)> = V20 = 2V5

Onaaussi: M\M,.M;M, = =2x4+(-4)(-2)= 0
et M;M, L M;M,, donc le triangle MoM:M: est

On constate que M;M, = M;M,
rectangle isocéle en M.

3. a. Soit K le milieu du segment [ Mi1Mz].

G est le barycentre des points pondérés (Mo, - 1) et(K, 2 ) & —GM; + 26K =
QG_M(;:—ZM_UK e MK= %MDG,

donc le point K est le milieu du segment [ MoG ] .

Par conséquent, G estle symétrique de Mo par rapport a K.

Méthode de construction de G.
Construire le milieu K de [ MiMz ], puis le symétrique G de Mo par rapport a K.

0

b. Déterminons I'ensemble ( C )

— MM,? + MM, + MM;* = — GM,>
En introduisant G dans le premier membre de I'égalité, puis en developpant et en

reduisant, on obtient : 2 2
MG?- GM,? + GM,* + GM;* = —GM,* & MG’ =GM,* - GM,% - 2GM;* (1)

Calculons GMe?; GM:? et GM2?.
K est le milieu commun des segments [ MoG ] et [MiMz ] donc MoM1GM: est un

parallélogramme.
GM; = MoM; = GMy? = MoM;? = (3+3)* + (2+0)* = 40

GM2 = MgM; = 2v5 d'ol GM2® = 20.
GMU = EMDK.
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On sait que MoM,K est un triangle rectangle en M1 et M; K 5
D'aprés la propriété de Phythagore, on &

MoK? = MoMy* + MyKZ = 20 + 5 = 25 Donc MoK = 5
GMo? = 4 MoK? = 100.

MG = 2V5
La relation { 1 ) devient : MG* 20 =

= 100 - 40 -2(20) =

MG =2VS =GM:: donc Mz €(C).
L'ensemble (C ) est donc _IE_{:_e_rcl_z_a_ de _c':_glr)_tre G e_t_

de ra}f 9[1_ __G_;y.l-—z--—* T

}

EXERCICE 9 : Bac E 2001 Session normale
la. S; I'ensemble solution de (E).
Soit X un nombre réel.

iXE S © {fx]3+(1—8f‘)[fx}2—[23+4f][ix)~—3+24j =0

o —ix3 +(1—8f)[—x2}-23fx-+—4x43+24i =0
ﬁ[—xz+4x—3)+f[—x3+8x3—23x+24] —0

& —x24+4x—3=0 et —x3+8x2—23x+24 =0

Résolvons I'équation —x2 +4x—3=0
On a une solution évidente, 1 : I'autre solution est 3.

1 n'est pas une solution de léquation —x> +-8x2 —23x4+-24 =0 mais 3 lest c&
—334+-8x32-23x3+24=0  dlou
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On déduit que I'tquation (E) admet une seule solution imaginaire pure 3/
b. Effectuons la division euclidienne de 73 4 [1 - 8;‘]32 ~i23+ 4;'Jz —3+424i par

z—3i
23—1—[]_85]22—[23+4i]z~—3+24:' |z—3i

=2° +3iz? 224+ =5i)z+(~8~i)
[]+5f'22—[23+4i]z—3+24:'
—[1—55]22 +[15+3f'
|—8~:’]z——3—|—24i
[8+i]z—24f+3
0

Z

On déduit que :
z3 +[1—8;]22—|23+4f]z—3+24f=[z—3f]|z'-’ +(1-5))z—8—i
L'équation (E) est donc équivalente a: Z—31 =0 ou 224+ (1-5))z—-8—i=0
Résolvons l'équation z2+(1—5i)z—8—i=0

2
A = [1-5/] ~4(-8~/] = 1-25-10/+32-+4/
A=8-6/

Cherchons les racines carrées de A
Soit & une racine carréede A (52.1‘—1—{)), ou (x,y)EIRz.

2
62 = x2-y2+2xyi, [ = x2+y2
10

>
I

2 _
xX2+y?=10 2= 18 (¢ =09
2 = A & x2#y2:8 &S 12y =2 &y =
Xy=_3 xy =-3 xy< 0

Onobtient X=3 et y=—1 ou x=—3e y=1.
Les racines carrées de A sont les nombres complexes 3-"1 et —3-H.
Les solutions de l'équation z2 + (1 — 5i)z + (—8—i)=0 sont:
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="t g o g, == IE I 43

On en déduit: § = {3f 1+ 2§, -2+ 35}

2.a Notons z . z,,z. el z,. et les affixes respectives des points A, B, C. G.

G estle barycentre des points A B. C affectés des coefficients respectifs 2, -2 et 1.

Donc GA=—2BA+CA
GB=2AB+CB
GC=2AC-2BC=24B -
On deduit les affixes respectives z_ .,z . .et Z .. des vecteurs GA, GB e GC

z. e —2{:A—zB]+2A—zc =—zA+ZzB~zC,

:—1—2:‘+6f+2—3f=1+f:\Elcosgﬂsin%:Jie'ﬁ'

z ':Z[EB_ZAI""ZB_Z('2333_22,4_3(‘;
vy
2
Zec .=2[zﬂ—qu—2[zl —zB}=2[zB—zA];

2~f_e _4_

—Qj—2—4i+2—3i= 2i =2|cos +fsin%]= Je'2

+i’Sll'1

—2[:—1] 2@'005

4
b. On en déduit que :

Fe'd
;
2ec™ 2e “GB

. I3 . - r
z5h Zgs e Zac et sont donc des termes d’'une suite géométrique de raison \ﬁ e,

218
. — — > 4 =
cona:zp—2Z. J2e (ZA Z..

'.?T
- = 4 —_
z.—2,=\2e [z g—2

d

La transformation complexe définie par z'— 2=

— G] est celle de la

similitude directe de centre G, de rapport \ﬁ etdangle 7.
Cette similitude transforme AenB et BenC. 4

i
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CHAPITRE IV : ISOMETRIES PLANES

FICHE DE COURS

Définition

On appelle isométrie plane, toute application du plan dans lui-méme qui conserve la
distance.
Pour tous points M et N du plan d'images respectives M’ et N', on a: MN = M’N’.

Groupe des isométries planes

* Une isométrie est soit un déplacement ou un antidéplacement.

* Un déplacement est une isométrie qui conserve les angles orientés.

Ex : La rotation et la translation.

« Un antidéplacement est une isométrie qui transforme tout angle orienté en son
OPPOSE.

Ex : La symétrie orthogonale et la symétrie glissée.

* Les isométries du plan conservent les distances, le produit scalaire, le barycentre,
I'orthogonalité, e parallélisme, le contact, les aires. les angles géométriques.

Composition d’isométries planes
La composée de deux rotations de méme centre est une rotation d'angle la somme des

angles.
La composée de deux rotations de centres distincts et d'angles 81 et 62 est:

Si B1+82=0, une translation
Si 81+0:#0, une rotationd'angle 6+ 62
La composée de deux symétries orthogonales S (o1 et Sz (S¢010 S(02)

- d’axes paralléles est une translation de vecteur 2 0,0,.
- d’axes sécantes est une rotation de centre le point d'intersection des deux droites et

d'angle orienté 2(i; ,u;) avec u.et u, les vecteurs directeurs des droites respectives

(Dz2)et(D1).

Classification des isométries

Nature

i té .
Identité | Identi Composée de

Translation de vecteur u#0 deux réflexions
Rotation d'angle non nul

Déplacement

Isométries | non i
dentité Symétrie orthogonale réflexion

\dentite B Composée de 3 | Antidéplacement
Symétrie glissee B
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EXERCICES CORRIGES

EXERCICE 1 : Bac C 2003 Session normale _

Dans le plan orienté, on considére le triangle isocele ABC tel que: AB=AC e
Mes[ﬁ _AE] S

Soit | le point du plan tel que le triangle CAl

Mes[éﬁﬁ]= - -121

1. Faire une figure que I'on complétera au fur et a me?;Jre. On
2. On appelle r y la rotation de centre A et d'angle T et e

est isocéle rectangle en C gt

prendra AB =5 cm.
la notation de centre C et

) T — -
d'angle —Jz_.on pose f—:CorA.

a. Déterminer les images respectives des points A et B par f :
b. Démontrer que s estune rotation et préciser son angle.

3. Démontrer que Mes[]ﬁﬂk%.

4. On appelle O le symétrique de A par rapport a (BC).
a. Démontrer que le quadrilatére ABOC est un losange.
b. Démontrer que O appartient & la médiatrice du segment [Al].

5. Démontrer que O est le centre de Ia rotation f

EXERCICE 2 : Bac C 1995 Session normale

Le plan est rapporté au repére orthonorme direct((). i, ;}

Soit a un réel strictement positif.
On considére le point A de coordonnées (a,0) et B le point de coordonnées (a, a).

On désigne par R |a rotation de centre O et I'angle de mesure +%, par S la symétrie de

centre B et par R’ |a rotation de centre A et d'angle de mesure -%.

Onpose F -R'-85R ..

1. Quelle est la nature de Ia transformation F ?
Préciser ses éléments caractéristiques.
(On pourra considérer l'image par F du point C défini par C = R'(B).)

2. Soit (D) la droite d'équation X+ =det §  la symétrie orthogonale d'axe (D).
D;terminer la nature et les éléements caractéristiques de la transformation composée
w 'OF
EXERCICE 3 : Bac E 1996 Session de remplacement -
'| Dans le plan orienté P, on considére un cercle (C) de it
Bl OO ok (€) de centre O et de rayon R et un pol
Soit r la rotation de centre Q' et d'angle de mesure %et t 1a translation de vecteur 00’
.Onpose [ =rof

—

1. a. Démontrer que / est une rotation dont on précisera l'angle.

b. Déterm_lner limage de (€) parf. Faire une figure ol I'on prendra R = 3 cm.
¢. Déterminer et construire ), centre de [a rotation f
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—— E . ——— .

2. M etant un point quelconque de (C) et M' son Image parf, on appelle | le milieu du
segment [MM']. .
a. Déterminer la nature du triangle QMM’ .

b. 'En déduire que | est I'image de M Par une similitude directe de centre §). dont on
precisera le rapport et I'angle.

c. Déterminer et construire I'ensemble des points | quand M décrit le cercle ().

Justifier votre construction.

EXERCICE 4 : Bac C 1997 Session normale

Dans le plan, on donne trois points alignés A, B et P.
Soit un point Q n‘appartenant pas a la droite (AB) et tel que : AQ = BP.
La paralléle a la droite (PQ) passant par B coupe la droite (AQ) en C.
1. Justifier I'existence d'une homothétie h transformant Pen Bet Q en C.
Preciser son centre.
2. a. Construire By et C4 les images respectives de B et C par h.
b. Démontrer que : AC = BB;.
3. On donne un triangle RST. On veut construire deux points | et J tels que :

(L] /1 (ST)
I € (SR {S; R}

JE(RT) et RI=SI
(Dans cette question, on ne demande pas de trouver toutes les solutions mais seulement
d’en donner une.)
a. Démontrer que, si le triangle RST est isocéle en R, ily a une solution évidente.
b. Dans la suite, les segments [RS] et [RT] ne sont pas de méme longueur.
A laide des deux premiéres questions, donner un programme de construction d'un
couple de point (I, J) solution du probléeme.
Justifier ce programme.

EXERCICE 5 : Bac C 1998 Session normale

Dans le plan orienté on considére le carré ABCD de centre O tel que

Mes' AB,AD_I -—:7—2T

Soit M un point de la droite (DC), N le point d'intersection de la droite (BC) et de la
perpendiculaire a la droite (AM) passant par A, et I le milieu de [MN].
1. Faire une figure.

2. On considére la rotation ¥ de centre A telle que :7(D)= B

a. Démontrer que N est I''mage de M par 7 .

b. En déduire la nature du triangle AMN.

3. a. Déterminer I'angle et le rapport de la similitude directe s de centre A telle que s(D)=
0.

b. Quelle est I''mage de C pars ?

c. Démontrer que | est I''mage de M par s.

d. En déduire I'ensemble des points | lorsque M décrit 1a droite (DC).
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EXERCICE 6 : Bac E 1998 Session normale
Dans le plan P muni d'un repére orthonormé direct

(O;E;?) , on considére

* Le quadrilatére convexe ABCD. (voir figure ci-contre.)
= Extérieurement au quadrilatére, le point M;
(Respectivement M2 ; Ma; Ma) tel que le triangle AM/B
(respectivement BM;C, CM3:D, DM4A) soit rectangle et isocéle de
sommet My (respectivement Mz ; Ma; Ma).

Le but de l'exercice est de démontrer que les segments [M 1M3 ]
D

et [MZ M 4 ] ont des supports perpendiculaires et ont la méme fongueur.

1. Soit a, b, c et d les affixes respectives des points A, B, C et D
et z,.Z,,Z; et z, les affixes respectives des points Mi Mz, Maet Ma.

a. Exprimer z, en fonction de a et b.

b. En déduire les expressions de Z;,Z,,24 et z, enfonctionde a,b,cet d.

1

2. Démontrer que les segments [M1M3j et [M2M4J ont des supports perpendiculaires

et ont la méme longueur.

EXERCICE 7 : Bac E 2000 Session normale

AB = AC
Dans le plan orienté, on considére un triangle ABC tel que : Mes gﬁ’ ﬁ) _

Soient |, J et K les milieux respectifs des segments [BC ] . [CA et [ AB]

—

. T
On appelle r la rotation de centre | et d'angle = et t la translation de vecteur - B

1
2 2
Onpose: f=rotfetg=tor
1. a. déterminer I'image de K par f etlimage de J par g.
b. Préciser la nature et les élements caractéristiques des applications f et g.

2. a. Déterminer la nature de la transformation go f"
(f -1 étant la transformation réciproque de f ).

b. Déterminer l'image de A par g o f~! et caractériser alors g o f-!

3. Démontrer que (AC) est Iimage de (lJ) par f.

4. Soit M un point du plan.

On désigne par M1 limage de M par f et M I'image de M par g.
a. Démontrer que Mle = AC

b. Démontrer que M appartient a la droite (1J) si et seu [ '

sl 4 (1) lement si les points A, C, My et M
c. On suppose que le point M n'appartient pas a la droite (1J),
Quelle est la nature du quadrilatére ACM;M, ? Justifier.

B
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EXERCICE 8 : Bac E 2001 Session normale

Dans le plan orienté, on considére un triangle équilatéral direct ABC, c'est-a-dire tel que

I'angle (ﬁﬁ) ait pour mesure 2- .

3

On désigne par #, la rotation de centre A et d'angle de mesure %— et par la rotation

2

de centre B et d’angle de mesure =

Pour tout point M du plan, on pose : N =7 (), M'=r,(N),r=r, 0¥,
1. a. Soit D le symétrique de C par rapport a la droite (AB).

Déterminer (D).
b. Démontrer que ¥ est la symétrie centrale de centre ) milieu de [BD]

2. a. Demontrer que I'ensemble (F] des points M du plan tels que M, N et M’ soient
alignés est un cercle passant par les points A et Q

(On pourra considérer I'angle (Eﬁﬁm‘) )

b. Prouver que (F) admet [AD] pour diameétre et que le milieu | de [AB] appartient & [I‘)

Construire le cercle(rj.

EXERCICE 9 ( Non corrigé )

Dans le plan orienté, on considére un losange ABCD telque AB=BC=CD=DA=5¢cm
et Mes (A_B'ﬂ,-ﬁ_'l)’) = ; On désigne par |, J, K, L et O les milieux respectifs des segments
[AB], [BC], [CD], [DA] et [BD].

On note (A) la médiatrice de [AB] et (A") la médiatrice de [CD].

1. Soit f I'isométrie du plan définie par f(A)=B, f(B)=0D; fD)=C.

a. Prouver gue f est un antidéplacement.
b. Démontrer que, s'il existe un point M invariant par f, alors M est équidistant des points

A, B, CetD.
c. L'isométrie f admet — elle un point invariant ? Justifier votre réponse.

2. Soit S la symétrie orthogonale d'axe (A) et R la rotation de centre B et

d'angle - g
a. Démontrer que f = R 0 Sw).
b.A-t-on f = SgyoR?
3. Soit S1 la symétrie orthogonale d'axe (BC).
a. Déterminer I'axe de la symétrie orthogonale S telle que R = Sy 0 Sz.
b. En déduire que f peut s'écrire sous la forme f =Sy 0 T1 ou T, est une translation que

l'on précisera.
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EXERCICE 10 (Non corrigé)

Le plan est rapporté au repére orthonormal. Unité graphique : 4 cm. j
Partie I :
1. Placer les points |, J, H, A, B, C, D d'affixes respectives :

z, =lz; =iz, =l+i,2, =22, '—‘-_j"r*!',zr: :21',2,):—1-

2. Soit E le symétrique de B par rapport a H. _
La perpendiculaire & la droite (AE) passant par C et la paralléle & la droite (OC) passant
par D se coupenten F.

Placer E et F et vérifier que le point F a pour affixe z, =—1+ -2-f.
3. Montrer que les triangles OAB et OCF sont iscmétriques.
Partie 11 ~
On considére la transformation 7 du plan, d'écriture complexe : z' = =iz + 2,
1. Déterminer les images des points O, A, B par it
2. a. Montrer que / est une isometrie.
b. Déterminer I'ensemble des points invariants par f .
c. La transformation f est-elle une symétrie axiale ?

3. Soit t la translation de vecteur 1J .
Donner 'écriture complexe de t et celle de sa réciproque 'z
4.0npose s = f ot

a. Montrer que 'écriture complexe desest: z'=—iz+ 1417,

b. Montrer que | et J sont invariants par s. En déduire la nature de s.

c. En déduire que fest la composée d'une translation et d'une symétrie axiale 3
preciser.

M

___..--"'"'—
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CORRECTION DES EXERCICES

EXERCICE 1 : Bac C 2003 Session normale
1. Figure. On prendra AB=5cm.

o
™

A H e I
C
B
2.0n pose f =rc 0O ra. O

a. Déterminons les images respectives des points A et B par f.
f(A) = rc 0 ra(A) = ra(A) = | f(BY=rc ora(B)=ra(C)=C
b. Démontrons que f est une rotation et précisons son angle.
OnaZ +(—Zy=-" 0 donc f estune rotation d'angle -Z.
8 xtl-gl=—g*? 9€ -7

3. Démontrons que Mes(AB , Al) = g_ .

Mes (AB,Al)=(AB.AC)+ (AC, A= %ﬁ- %T => Mes(AB,Al)= 221-_
4. On appelle O le symétrique de A par rapport a (BC).

a. Démontrons que le quadrilatére ABOC est un losange.
Ona:BA=BO:CA=COetAB=AC donc BO=0C =CA=AB.

O est le symétrique de A par rapport a (BC) donc (AO) est perpendiculaire a (BC).

En conclusion, ABOC est un losange.

b. Démontrons que O appartient a la médiatrice du segment [Al].

Ona OC =BA et les vecteurs BA et Al sont orthogonaux. (OC) est donc la hauteur
issue de C du triangle ACI isocéle en C. D'ol (OC) est la médiatrice de [Al].

5. Démontrons que O est le centre de la rotation f.

O appartient a la médiatrice de [BC] et a la mediatrice de [Al]. | o
D'autre part. f(A) =1 et f(B) = C donc le centre de rotation f appartient aux médiatrice de

[Al] et [BC]. D'ou O est le centre de f.
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EXERCICE 2 : Bac C 1995 Session normale
1. Nature et éléments caractéristique de F.
F = ReSoR = Rll .']"Rrs a° R
" :
o2

o2

13 symétrie de centre B est aussi /2 rotation de centre B et d'angle n

Cc‘:'r'-"Ss.:R

18 =)
la somme des angles donne ;%.}. ;T__g. — 7. Donc F est une rolation d’angle 1

Déter minons le centre de \a rotation F.

On sait gue R'(B) = C = RIC) =B
Donc F(C)= R'-SeR(C) = R-S(B) = FI(C) = R'(B)
D'ou F(C) = E

Le triangle ABE est rectangle isocéle en A de sens indirect. |
Les coordonnées de A(a,0) et B(a.a) montrent que le triangle OAB est rectangle i1socele

en A de sens direct d'ou S(A) = E
Le milieu de [EC] est le point ), centre de la rotation F.

2. Nature et éléments caractéristique de S, o F

- Déterminer les coordonnées des points E, C et Q _
R(C)=B =z, =iz, =z, =—izy=—i(a+ai)=a—ia donc |C (a;—a)

car S(B) = B

T
Ecriture complexe de la rotation R’ de centre A et d'angle —5

L'écriture complexe :
-iZ P [
Z'=e Ez+b=(cos(;)+fsm(—§}]z+b=—iz+b
or R(A)=Ae z,=—iz,=b=b=z,(1+7i)=a(1+/)

b=a+/a

Donc /' écriture complexe de R' est z'=-iz+a+1/a
onaR'(B)=E & zo=-izz+a+ia=-i(a+ai)+a+ia= -ig+a+a+ia

d'ol |[z.=2a| donc |E(2a; 0)

Q est e milieu de [CE| = znzzE;zc=23+23—f5' ., . da-i
i 2
3 a
donc Q|—-a, —-—
? (2 2J
(D)est la droite d'équation y = —-x+a.

Soit u(1-1) un vecteur directeur de (D).

Soit le vecteur @(HJ,
a

"
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Ona:CEU=

d —-— —
2 _1]=-a+a = |CE.u=0

Donc les droites (CE) et (D)sont perpendiculaires.

y=-x+a = }’;;=~%a+a:—g donc Q € (D)

Les droites (CE) et (D) sont perpendiculaires en Q. On peut donc écrire :
§ oFf =8 oR =8 oS oS
(D) (D) (D) 7(P) T(CE)

Qur)

En conclusion : S(”) o I estla symétrie orthogonale d'axe (CE)|

Figure

b s Senn pomsyron: P R

EXERCICE 3 : Bac E 1996 Session de remplacement

1. _ | |
a. La composée d'une rotation d'angle non nul de mesure a et d'une translation est une

rotation d'angle de mesure a. .
Donc f est une rotation d'angle de mesure <

b. Déterminans I'image de ( C) pzarf fO= E.Oé.

}1(’: éo;sgquzgtr(lgm;ge c?er(d(? ?i)aﬁf e)st le cercle ({ C ') de centre O' et de rayon R

c. Déterminons 0 .

f est la rotation de centre et d’'angle de mesure - . |
Comme f(O) = O, Q est tel que QOO' est un triangle équilatéral direct ; ce qui permet

de construire Q.
Construction de Q ( voir figure )
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2. a. Nature du triangle QMM' B

oM = QM ; ;
=M s | A : i le QMM' est un triangle is
fflM) =M e {mes( aM.aM' ) = E - donc le triang gle isocéle

ou mes( QM, QM) = % Il est donc un triangle équilatéral direct.

——

b. ( Q1 ) est la bissectrice de I'angle (_ﬂ_h?f oM ) , donc mes (Eﬂ Ql ) =

oA

QMI est un triangle rectangle en | et mes (ﬁﬂ ﬁi) ==
Ql = kOM _- o a _ V3
SRSt # {mes(m,ﬁi)=§ ,or k =cosy = o T 3

Cette similitude directe S , de centre Q, a pour rapport? et pour angle de mesure %
c. Déterminons S( O )
QOOQ' est un triangle équilateral direct.
£1_‘l e ﬁ
Soit Jle milieude [00'],ona:¢ ™02 .
mes(Q0,0J) = =

Lorsque M décrit le cercle (C ), | décrit le cercle ( C " ) de centre J et de rayon -? R.

Construction : On construit le cercle de centre J et de rayon 3_;:3 cm.

donc S(0O)=J
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1. Justifions I'existence d'une homothétie h.

(BC) /7 (PQ) et (BP) n (QC) = {A}. donc il existe une homothétie h transformant P en B
etQenC. Soncentre estA .

2. a. Construction de B1 et de C+ ( voir figure ci-dessus )

M

m

DO o>

B4
C | Ci

- Biesttelque (BQ)//(CB1) et B1€(AB)

- Ciesttelque (BC: )/ (PC)et C1e(AC)
b-Si k estle rapportde h alors AC =|k|AQ et BB1 =|k|BP
Or AQ =BP, donc AC =|k|BP =BB
Par conséquent, AC = BB..
3. RST est un triangle .

(W)Y (ST)
le(SR)\V{S;R}
J€e€(RT)
RJ = SI

| et J sont deux points tels que :

a. RST est un triangle isocéle en R.
Soit | et J les milieux respectifs de [ SR Jet[ RT ).
()N (ST)
€ (SR)\{S; R}
J€E(RT)

RJ =Sl
Les points | et J sont des solutions au probleme posé.

On a bien :
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b. RST estun triangle tel que RS = RT

Soit S+ un pointde [ RS ) tel que 8S1 = RT.
Soit J le pointde ( RT ) tel que (SJ ) // (TS1)
| est le point de ( RS ) tel que (1 ) #/ ( ST).
Soit h 'homothétie telle gue :

R
Avec 5SSy = RT Sy |S
J

D'aprés les premiéres questions, en prenant: R pour A

J pour C
S pour B g
| pour B,
Ona: Sl = RJ
—
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EXERCICE 5 : Bac C 1998 Session normale
1. figure

2. a. Démontrons que N est l'image dé M par .F' :
¥ est la rotation de centre A et d'angle —32*'. . On sait que {M}=(DC)N(4M).
L'image de la droite (AM) par 7 est la perpendiculaire a (AM) en A c'est-a-dire (AN).

L'image de la droite (AD) par ¥ est |la droite (AB) par définitionde F .

(AD) est la perpendiculaire a (DC) en D.
Par conservation de l'orthogonalité, (AB) est la perpendiculaire en B a I'image de (DC)

par ¥ .
Or la perpendiculaire a (AB) en B est (BC).
Donc I'image de la droite (DC) par ¥ est la droite (BC).

{M}:(D(,')ﬂ(m\!)
{ M) }=(BC)N(AN)={N} donc (M) = N
b. Nature du triangle AMN

riM) = N o (AM = AN et MES(W-—_,_“A?;?-_JZA——E—)

Donc le triangle AMN est rectangle isocéle en A

3. a.
dsh

Al A

DO
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AQ >
Soit K lerapportdeS. S(D) = O = k= AD"
OAD est un triangle rectangle etisocéleen 0. Ona: AD = VZ AO.
one =m0 %

Soit B1a mesure principale de l angle de S.
Ona$(D)=0 = 8 = Mes(AD, AD) = Mes (4D D.AB )
0 =MES(AD,AO) =-I.

2

Donc S est la similitude directe de centre A, de rapport ? et d'angle de mesure
principale — E

b. Image de C par S

ACB est un triangle rectangle et isocéle en B.

D'ol I‘v."ies[}fx_c.JE'TB'):—4;L et L g donc | S(C) =

AC
c. AMI est un triangle rectangle et isocéle en |.
—= Al 2 -
‘oL Al =-Z et == =% donc [S(M) = |
D'ol Mes{AM ) il i (M) |

d.Lorsque M décrit (DC), | décrit I'image de (DC)par S, c'est-a-dire (OB).
EXERCICE 6 : Bac E 1998 Session normale
1. L'orientation des angles est donnée par la figure de base.

-
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a.0Ona:
b—-z
M1A=MIB __La—zl =
Mes iM}A,m:']_Eq:E = h—=
\ 2 Arg|—1 =T
a—:z 2
1’:!—.7:l
= =i
a—g
@b—zlzf(a—zl]
s o DI
LI i
(b+a)+ijb~a)
&z = 5
b. Par le méme procédé, on obtient :
' 'c+b]—f—i c—b]
22: >
Jd—!—cl-l—:' d—c|
Z,= 5
§ 2
|a+di —f—fa—d,
Z,= 3
Sp— [c-i—a'—b—a]+f|a+d—c—b}
2. le vecteur MM, a pour affixe Z;-, = 3
- [a+d—h—c|+i|a-+—b-—d—c]
Le vecteur M,M, a pour affixe z 4= 29 = —3

MM, =[Z3 —le=21\/[6+d—b~—aJ2+[a+d—c~—b]z

O e Kt

- %J[a+d—b—cf +c +a’—.c.'r—¢!')]2

Par conséquent, MM, =M,M,.
Les segments [M,M, | et [M,M,] ont la méme longueur. Par ailleurs,

W_n-mf=:]1-|r:+d—b—a'[a-i—d—b—c]+Hc-rb—c—d”(wrd—c—b]
mm——-%lc-}-d—b—a]la-&-d—b-—c'-%'c+d—a—b]la+d—b-—c}=0

Donc les segments [M,M,] et [M,M,] ont des supports perpendiculaires.
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EXERCICE 7 : Bac E 2000 Session normale

1a f(K|= rit{K)}
K et J étant les milieux respectifs de [AB] et [AC], on a KJ= T}Z-_B?

(Droites des milieux) donc :{K].—_ J.

e

IJAK est un carré direct donc Mes{U,FK] = 1;- ot 1J =IK.
Par suite r[.J] = K Dot f[K] = K.
oV = t r[K” = {[K

glJ]:J car [|KI=J d ‘aprés ce qui précéde,
b. La composée d'une rotation d'angle non nul (¥ et d’'une translation est une rotation
d'angle . Par conséquent, f est la rotation de centre K et d'angle TZ'_; car K est

car r[J] K.

invariant par f
g est la rotation de centre J et d'angle %

2.a. {1 estla rotation de centre K et d'angle —% car la réciproque d'une rotation est

une rotation de méme centre et d'angle opposé.
La somme des anglesde f~! etde g étantnulle, gof ! est une translation.

B
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b.ona Kl = %;—ﬁit‘f

IJAK est un carré, donc Mes| KA, KT :_12[
KA=KI

Meslﬁ1 =

Donc f"llA]: I
2

Déterminons g(/).

ona JI=JC e Me.siﬂ;JC|=E Donc g(1)=C

2
Par conséquent ,gof-1(A) = C.

gof ~! est donc la translation de vecteur AC .
3. D'aprés 2)b-, f-1|A] = |donc f([)=A4

(KI) » (13) alors f(KI)L f(L])done KA|L f(L/)

f(]_)') est la perpendiculaire & (KA) en A, c'est-a-dire (AC).

gof—(M) = M| « | WNT, ="AC |

1

4. a. —

Car gof ~! est la translation de vecteur AC
b. Me(IJ) = M, €[AC| car f(LJ)=AC] car daprés3)

= Ml, Mz,A et C sont alignés car MIM2=AC d'apres 4)a-
c. Puisque M n'appartient pas a (lJ) alors M,, M,, A et C sont non alignés d'aprés

4. b. Et puisque ﬂJ]Mz:AC alors ACM M est un paraliélogramme.
EXERCICE 8 : Bac E 2001 Session normale

1. a. Désignons par S la symétrie orthogonale d’axe (AB).
On a le tableau de correspondance suivant : ————y

A A
B |B
D

Or S est un antidéplacement et ABC un triangle équilatéral direct; donc ABD est un

triangle équilatéral indirect. On en déduit que . I’(D) . "=’ﬁ(D)y i rE(B) __B'
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o —
b.Ona: 1 est une rotation d'angle % e est une rotation d'angle 53
_— T 2T ey -
donc !‘201‘1 est une rotation d’angle § T—W- C'est-a-dire une symetrie centrale

or r(D): B - donc ¥ est la symétrie centrale de centre (2, milieu de [BD].

2.a Si M =1 alors M=M etles points M, N et M’ sont alignés.
SiM= A alors M =N etles points M, N et M’ sont alignés.
Supposons dans lasuiteque M =0 et M = A

onaalors M=Net M = M*
Fi [
D'apres I'égalité de Chasles, on a IMQ, MA y:lMQ, MN

————

+FMVM4]

or M Z_EMM. car {) est le milieu du segment [ MM * | ; donc

(MO N | =MD, m]ﬂm MA

[
Les points M, N et M' sont alignés si, seulement si. \W ' MN yEUi‘FTJ.

Or [VM-N:WIE%P?T] car r, (M]: N:

Donc M, N et M’ sont alignés si, seulement si, Mes| M$), MA ] E%[?T].

On sait que I'ensemble des points M tels que MES(mﬁ_ m}k"”].—‘: ;—'i“] est le cercle (I‘]

formeé des deux arcs capables d'extrémités € et A et de mesures respectives T e

2T

s On déduit de cette étude que I'ensemble des points M tels que M, N et M’ soient

—

alignés est le cercle II“! tout entier.

b. On sait q

| que ADB e_sl_ui'u triangle équilatéral direct et que €} est le milieu de [BD] ; donc
Mes(DEB, DA | = Mes(D{l, DA )= %m]

On en déduit que D appartient ‘l"l

[F] est donc le cercle circonscrit au triangle AD€Q rectangle en 2 D'ou [AD] est un

diamétre de IF]

On sait que le triangle AD$) est rectangle en () et que le triangle ADI est rectangle en I

Donc les points A, D, {2 et | sont cocycliqgues. On en déduit que | appartient a [F]
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CHAPITRE V : SIMILITUDES PLANES DIRECTES —l
FICHE DE COURS

Deéfinition e

k est un nombre réel strictement positif.
- On appelle similitude de rapport k et d'angle 8, toute transformation du plan telle que:

pour tous points M et N d'images respectives M et N, on a: M'N' = KMN et

(MN.M'N') = 6 ‘
« On appelle similitude directe de rapport k, toute similitude qui conserve l'orientation des

angles.

Propriétés

Toute similitude directe de rapport k est soit une translation, soit une rotation, soit une
homothétie de rapport k, soit la composée d’'une rotation et d'une homothétie de rapport
k. ou la composée d'une homothétie de centre O et de rapport k, d'une rotation de centre

QO et d'une translation.

Ecriture complexe d’une similitude directe
Toute similitude directe du plan a une écriture complexe de la forme :

Z'=az+b avec ae R ,beR et rapport k = |a| ol a=ke'® oubien
Z'=Zq +ke®(Z-2Zn)

Eléements caractéristigues

Toute similitude directe du plan, sauf la translation, est déterminée par son centre, son
rapport et son angle orienté.

Propriétés

Toute similitude directe admet pour point invariant son centre €.

La composée de la similitude directe S de rapport k et d’angle orienté 8 et de la similitude
directe 3’ de rapport k' et d'angle orienté 8" est la similitude directe de rapport k.k' et
d'angle orienté 6 + 8’

La reciproque de la similitude directe S de rapport k et d'angle orienté © est la similitude

1
directe S-' de rapport ; etd'angle orienté -~ @

Toute similitude directe de rapport k,

Conserve : le parallélisme, l'alignement, l'orthogonalité, les angles orientés, les
barycentres, le contact.. ..

Multiplie : les longueurs par k : les aires par k?

Transforme : les droites en droites, les segments en segments, les cercles en

cercles, les flgures geometriques en figures gemmetrlques de méme nature,

i
—
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EXERCICES CORRIGES
EXERCICE 1 : Bac C 1996 Session normale

L'unité choisie est le centimétre.

Dans le plan orienté, on considére deux points A et O tels que AO = 1,5,

Soit [ la similitude directe de centre O, de rapport 2 et d'angle de mesure 2=
. = . 3

1.0npose B=f(A4) et C= f(B).

a. Construire les points B et C.

b. Démontrer que % est une mesure de I'angle (B_C:, B_A) et que BC = 2BA.

En deduire gue le triangle ABC est rectangle en A.

2. Soit R la rotation de centre A et d'angle de mesure %

On designe par D, E et F les points tels que : B = R(D), E = R(C) et F=f(D).
a. Construire les points E, D puis F.

b. Démontrer que les points A, D, B et O sont cocycliques.

En déduire que B, F, C et O sont cocycliques.

C. Soit > le cercle circonscrit au triangle ABD :

' le cercle circonscrit au triangle BCF

> "’ le cercle circonscrit au triangle ACE ;

Démontrer que ces trois cercles ont le point O en commun.

EXERCICE 2 : Bac C 2001 Session normale

Le quadrilatére OHKL est un rectangle de sens direct tel que : OH = 2LO.
La médiatrice de [ OK ] coupe (OH) en E et (OL) en F.
Le cercle (C) de centre E passant par O recoupe (OH) en A.
Le cercle (C') de centre F passant par O recoupe (OL) en O'.
S est la similitude directe qui applique A sur O et O sur O'.

; T
1. Démontrer que I'angle de S mesure ——=

2

2. Démontrer que :(C' ) M ((1' ') = {(); K}

3. Determiner le centre de la similitude S

4. Démontrer que : S(H) =L et en déduire le rapport de S.
5. Déterminer I'image du point E par S

6. Soit M un paint de (OH) distinct des points O et A.

on admet que le cercle passant par O, K et M recoupe (OL) en M',
Deémontrer que ' S(M)=M".

EXERCICE 3 : Bac C 1994 Session de remplacement

Dans le plan orienté, on désigne par (C) et ((;) deux cercle de centres O et O, de
Fremiaeet

rayons respectifs 2 et 5 et sécants en | et J tels que : /1/395{/ 01' "Oﬁ!]_i '

1."Faire’une’figure’ (unité’'1'cm)’ i ATV 3

2'Sait' s'une’similitude’directe’plane’transformant' (C})'en’(C))".

a.'Quel’est’le’ rapport'd une'telle’similitude'?"
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. N02 : ol
b. Si N est le centre de s, quelle est la valeur du rapport o

1

c. Déterminer et construire avec soin |'ensemble (T") des centres N des similitudes

directes transformant (C) en ()
3. On considére maintenant la similitude plane directe S de centre | transformant (C) ep

(C).

Faire une deuxiéme figure ne faisant pas apparaitre{l').
a. Soit M, un point de (C) et M son image par S.

b. Placer un point M, sur(C). construire alors M.

4. Une droite (D) passant par J recoupe (C} en Bs (B, = M,)et (C,) en Bz.

a, Pourquoi les droites (B1M1) et (B2 M2) sont- elles sécantes ?
b. On désigne par P le point d'intersection de (BiM) et (BaM2).
Démontrer que les points |, B1 Bz et P sont cocycligues.

EXERCICE 4

Dans le plan complexe, on donne T la transformation du plan d'écriture complexe
Z=(1=i)z-i

1. Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de Ti.

5 Soit T, la transformation du plan d'écriture complexe 2’ =az+bouacC"etb eC

a. Déterminer a et b pour que Ti0 T2 soit 'homothétie de centre A d'affixe 1+i et de
rapport 2.

b. Déterminer a et b pour que T:0T2 soit la translation de vecteur u d'affixe 2 - .

EXERCICE 5

Sur la figure ci-dessous, O, A et B sont trois points du plan oriente tels que
Mes( 04,08 ) = =.

Le cercle (C), de centre Q, est le cercle circonscrit au triangle OAB.
On designe par | le point diamétralement opposé a B sur (C).

1. On appelle S la similitude directe de cent *
- : re | qui transf
a. Déterminer I'angle de la similitude S. q orme A en B,

—
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b. Justifier que le triangle IAB est rectangle isocéle direct ?
c. En déduire le rapport de la similitude S.
2. On appelle G le point défini par la relation GA = —
La droite (IG) coupe (C) en K,

On appelle S’ la similitude directe de centre K qui transforme A en B.
a. Déterminer I'angle de Ia similitude §'

b. On se propose de déterminer le rapport de la similitude S'.

A

[

b1. Démontrer I'égalité: KAxKB = — %—‘—i KA xKA

b2. On designe par H le projeté orthogonal de A sur la droite (BK).
Exprimer KH en fonction de KB

b3. En déduire que KAxKB = —% KB2.

Déterminer le rapport de la similitude S'.

EXERCICE 6

On considére deux triangles équilatéraux ABC et ANP de sens direct tels que le point N
soit le milieu de [BC).
Soit S la similitude directe de centre A qui applique B sur N.
On note Q le milieu de [NP].
1. Farre une figure
2. a. Déterminer le rapport de la similitude S.
b Determiner la mesure principale de I'angle orienté de S.
3. a. Justifier que P est I'image de C par S.
b. Justifier que S(N) = Q.
4. On considere le plan complexe muni du repére orthonormé (O, |, J) tels que
A2): Bi-1+id3 )et C(-1+i3)
a. Calculer I'affixe du point N.
b. Déterminer la transformation complexe associée a S.
c. Calculer les affixes des points P et Q.

EXERCICE 7 : Bac C 1999 Session normale

Le plan est muni d'un repére orthonormé (O, |, J) ; unité : 1 cm.
PARTIE A
On considére dans C I'équation :

z3—|6+4/3|22 +[1 1+41J§]z—6—31\/§ =0

1. Résoudre cette équation en cachant qu'elle a deux solutions reelles. _

2. On appele A B C, E e G les points daffixes respectives
3; 2% i3 -1 T el ANH AT

a. Démontrer que le triangle IAB est équilatéral.

b. Démontrer que les points B, C et G sont alignes.

. Placer les points A, B, C, E et G. . :
. Calculer l'affixe du point F de |'axe des abscisses tel que le triangle EFG est

equilatéral.

w O
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PARTIE B
On appelle O' le centre de gravité du triangle IAB. .
1. On veut déterminer I'homothétie h qui transforme le triangle IAB en EFG.

a. Démontrer que l'image par h de [IA] est [EF].
b. Justifierque p ¢/ )- £.h(A ) F et h(B )= G.
c. Déterminer le centre et le rapportde h.

2 Soit r la rotation de centre O’ et d'angle ZTE et f la similitude directe telle que:

I = Iror

a. Déterminer le rapport et I'angle de f .

b. Démontrer que f transforme le triangle IAB en EFG.

3. Soit g une similitude directe qui transforme IAB en EFG.

a. Démontrer que A7~ 1o g est une rotation qui laisse le triangle IAB globalement

invariant (c’est-a-dire que le triangle |AB a pour image lu-méme)

b. Caractériser les trois rotations qui laissent globalement invariant le triangle 1AB.

c. En déduire que les similitudes directes qui transforment I1AB en EFG sont h, f etune
troisiéme f' que I'on décomposera a l'aide de h etde r.

d. Déterminer le rapport et I'angle de f°

4. Soit (2 le centre de la similitude f. On appelle K le milieu du segment [IA].
a. Déterminer l'image K' de K par f.

b. Démontrer que (2, A, G et F sont cocycliques.

c. Demontrer que 2, A, F, K et K sont cocycliques.

d. Construire {2

5. Déterminer I'application complexe associée a f".

6. Calculer I'affixe du centre £2' de [

EXERCICE 8

On considere dans le plan (P) un cercle de diamétre [OB].

Soit A un point du segment [OB], distinctde O etde B | | le milieu de [AB].

La TLeEratnce du segment [AB] coupe le cercle en M et M’ tels qu'une mesure de I'angle
(MO.ME) soit ;5 Soit N le projeté orthogonal de A sur (OM).

=]
i
|

)

e
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i e R o =

1. Donner la nature du quadrilatére AMBM'.

En déduire que la droite (AM’) est orthogonale a (OM) et que N, A et M' sont alignés
2. On appelle S la similitude directe de centre N, telle que S(M) = A, .
Préciser I'angle de cette similitude.

Deéterminer les images par S des droites (M) et (NA).

En déduire I'image par S du point M";

3. Montrer que l'image par S de | est le point I', milieu de [OA).

En déduire que la droite (NI) est tangente en N au cercle de diamétre [OA].

EXERCICE 9 : Bac C 2005 Session Normale

L'unité graphique est le centimétre.

A et B sont deux points du plan tels que AB = 6.

G+ est le barycentre des points pondérés (A ; 1) et (B ; 3).

G: est le barycentre des points pondérés (A ; 1) et (B ; - 3).

1. a. Construire les points G1 et Go.

b. Démontrer que I'ensemble (I') des points M du plan tels que MA2=9MB2=0 est le

cercle de diamétre [G1Gz).
c. Construire 'ensemble (E) des points M du plan tels que Mes{ MA ,]TIB', = 13?_ .

2. Soit C l'image du point B par la rotation de centre A et d'angle -2:,)£ :

D l'image du point B par 'homothétie de centre A et de rapport 3

S la similitude directe qui applique A sur B et C sur D.
a. Construire les points C et D.
b. Calculer le rapport de S. ”

c. Justifier qu'une mesure de I'angle de S est 3

3. On note () le centre de S.
a. Démontrer que Q appartient a (I') et (E). Placer Q.
b. Démontrer que Mes|AC ,Hb'"] = __2?...

c. En déduire que les points A, C, D et Q appartiennent a un méme cercle (€).

Construire (¥').

v
LY
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CORRECTION DES EXERCICES

EXERCICE 1 : Bac C 1996 Session normale

1. a. Construction des points e e g ; ]

b. On sait que : F ); 0.r E&");E—étrfﬁ_é_): C
f est la similitude directe d'angle de centre O et de rapport 2

k=2"=2
o| AB ,
== = s
Mes(AB.BC) =
«Ona : (_5.5-*)—(3_' _ﬁ)-b{zﬁ:Eﬁ]:—(Hg:ﬁ)+(ﬁ;—ﬁﬁ}
== (Eﬁ;ﬁc")+ ™ -1—(:42_'B:A_B')= —%-Hr
Donc Mes(é'fé;iﬂﬁ;ll] = --331-1-17
i
Mes(& A)ma
vt 2C -2 [BC=24E]
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« Montrons que le triangle ABC est reclangle en A
D'apres le théoréme d' Al Kashi, on s

AC? = AB? + BC*-2AB.8C cosfﬁ:ﬁf)

= AB? + BC?*-2AB.BC cos‘-g]z AB? + BC? -2»1:9‘.:‘EH.','><1
2

=AB? + BC*-AB.BC or BC =248

= AB? + BC?-2AB* = B(C?-.AR?

= BC? = AC* + AB*. D' aprés la réciproque de Ia propriété de
pythagore, le triangle ABC est rectangle en A.

2. a- Constructions des points E, D et F. (voir figure)

R f
Ala “olo
DB DIF
clE
AD = AB
R est la rotation de centre A et d'angle % =1 et
Ao . T
Mes[AD,AB) =3
AC = AE
de méme{ et
=l
Mes(AC.AE) = 3

b- Montrons que les points A, D, B et O sont cocycligues

le triangle ABD est isocéle en A et Mes{ADAB) = %i donc

le triangle ABD est équilatéral d'o Mes['—g—g;m]=Mes(5A;Bp)=Mes(AD;A3)=.’3£ (1)

OB
i e
f est [a similitude direct de centre O, d'angle a et de rapport 2« i S B
Mes(OA:OS) ==

Ona: Mes(m;cTB‘) = 2—;- = Mes(b?;ﬁﬁ) =—-f?'31=~ Mes[@;ﬁii) = -;i+7r (2)

e ——

Les relations (1) et (2) donnent : Mes[@fﬁ] = Mes(ﬁ?:DA] E &

donc les points A, 8, D, O sont cocycligues. ‘
Comme I'image d'un cercle par une similitude directe est un cercle, alors les points
B.C.Feto images respectives de A, 8, D et O par I sont cocycliques.

——
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e

c.On sait que A, B, DetO sont cocycliques ; de meme B, C, F et O sont cocycliques -
donc les deux cercles (C) et (C') ont un point commun qui est le point O.

Démontrons que O appartient a (C”)

AC = AE
RE)=E < \tes [ac. 2E) = L.
= T
ACE est un triangle isocéle et Mes (AC, A Jes =

donc ACE est un triangle équilatéral.

D'ou, on a: Mes (AC. ﬁ?) = Mes (-6?' CT“) = Mes (ﬂ EE] B %

donc | Mes (ﬁ ﬁ) = % (1
Mes (ﬁ f)ff] = Mes (ﬁ 'O'E) + Mes [ﬁﬁ @ﬁ): %ﬂ + %ﬂ
Mes {ﬁ bTJ] = ?: 13-: + 7= Mes(g. ETZ") + 7

Au total A, C, E et O sont cocycliques. Le point O appartient a (C")
donc les cercles (C), (C") et (C") ont le méme point O en commun.

EXERCICE 2 : Bac C 2001 Session normale
| e : . |
2

—
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1. Soit ) I'angle de la similitude directe S.

comme S
> Aorsg= mes[WOOﬂ= mes_I:I_O_,l:l%h]= s mes{ﬁﬁfﬁ@d]-
A O 0= — .721'. Carle rectangle OHKL est de sens direct -
0 o' Donc I'angle de S est —-%

2. Par hypothése, les
cercles [(_] et [C ']. de centres respectifs E et F, passent par O,

De plus, la droite (EF) est la médiatrice du segment [OK].
Dov FO=FEK et FO=FK

On en déduit que K appartient aux cercles [C] et |C ']. Donc [C]ﬂl("]: {O;K}
3. Dans [ OA ] et [ OO ' ] sont respectivement des diamétres des cercles [C] et [C '].

Soit 2 le centre de S. Puisque :

s Alors [QOIJ_[QA] et |QO']_|_[QO] car _Efj est
> rangledes.
0 0 On en déduit que : ) € [C]D[C']
A 9 Par conséquent, Q=00 Q=K (d'aprés 2 ). O

n'est pas invariant par S.

- ol Il s'ensuit que ) =K. Donc le centre de S est le point K.
24] | [©20|
Q0] | [0

4. H appartient a (OA) et a la perpendiculaire a (OA) passant par K.

Donc S(H) appartient a (O0') image de (OA) par S.

S(M) appartient a la perpendiculaire a (O0') passant par S(K), c'est-a-dire (LK).
Donc S(H)=L.

S
Soit a le rapportde S _—‘D

Alors q = % or KL=HO=2L0O et KH=LO

Comme
K K D'ou: a= %_9 =
. = :
H ke Le rapport de S est donc 2.
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5. Comme Alors image de (C) par S est le cercle [C 1].
S(A)=0
S(K) = K
S(0) =

B. Les pomts K. M. @) et M’ sont cocycliques, donc

2 {‘K‘M’“R‘" lOM om‘] (1)

Par conséquent, l'image du centre de (C) par S est
le centre de IC ‘]. c'est-a-dire F.

Comme M ¢ 1OH]‘ M' € [OL} et [OH] 1 [OLI, alors
2 Mes'OEJ:-B:H‘1 = .

De plus, Mesrfi;}:l;f_ RS(ﬂE_}] = 2 . Alors 211{:35[1;".4 h?(M)""ﬂ‘

— —

d'ou 2Mes['0M OM = ZMesl KM KS(M 1

De I'égalité (1) on déduit 2lKM, KM 'IzZlKM, KS(M-)-].

D'ou S(M) appartient a (KM').
Puisque M € [AH] et (AH) = (OH), alors S(M) appartient a (OL) image de (AH) par S.

Ainsi S(M) appartient & [ KM ]n( OLI — {M } Par conséquent, S(M) =

EXERCICE 3 : Bac C 1994 Session de remplacement
1. Figure 1

(o
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2. a. Le rapport de la similitude est
Soit k le rapport de la similitude S. On a - S(Cy)

r
<=>kf'1=f2<:> k:—_._:‘-lq:;,k

£

b. N est le centre de la similitude S donc S(N)

Ao, = k=
c. Onsaitque S(N)= N et S(04)=0, dol

NO, _ 5 _
NG =3 © N0 =5NO, & 4No; = 25N0;

(C2)

Nl ¢n II Nt

Or S(01) = Oz donc le rapport

& 4NO} - 25NO® = 0 & (2N0; - SNOI||2NO: + SNOI| = 0

Soit A le barycentre des points pondérés (03 ; 2) et (Os ; - 5) et soit B le barycentre des
points pondérés (Oz; 2) et (01;5).Ona:

2NO; - 5NO, = 2NA +2AC; - 5NA - 5A0: =-3NA car 2A0; -5A0, = 0

2NO; +5NG, =2NB+ 280, +5NB+580, = TNB car 280, +580, = 0

(2NO: - 5NG1)(2NG: + SNOi) = (-3NA)(7NB) = - 21 NANB

Jee—

donc [2:11'62 -5NG:)(2NO, + 5NC) = 0« -21NANE = 0 « N

Zi
m

=0

= s o —

Soit K le milieu du segment [AB];ona: KA +KB =0 = KA =-KB = KA =

S
Ona:
NANB = 0 =(NK+Xd4)[NK+KB) =

:(NK’+K’A)(NK—KA)= 0 = NK2—KA'=0=NK = KA

Donc I'ensemble ( I ) est le cercle de centre K et de rayon KA oli le cercle de diamétre
[AB]

3.a-Ona S(1) = I;S(O1}=Ozet_S(M1)=Mz

D'aprés le théoréme des angles inscrits, on a

2(W..7) = (0M,.0,1) e 2[TiiM:) = (0;10M,) (1)
En ajoutant membre 4 membre les deux relatlons (1) et en appliquant I'egalité de
Chasles, on a - 2(J#, JI) ~ 2[JI,JM2] (oM, 7,.04) + (O] O,)

2T, 02) = (OM,.0d) + (0. Ot
Comme la similitude directe conserve les angles orientes, on a (cT.[ 6}:1”1) = {m 0—)

Donc, ona: 2(iM.,iM:) - [OM o~ [0 T0M ] On obtient : 2(IM, IM: ) = (0)

En conclusion, les points J, M1, et M2 sont alignés.

b. voir figure a la fin . C o
4. a. L'image du point B, est un pont du cercle (C2) qui est aligné avec J et B1 ; C'est

donc B:.
Ona: S (Mi) =M, et$ (By) = B2 donc S (M1B1) = (M2B2).
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La droite (B2M.) est I''mage de la droite (B1M) par la similitude S.
Comme S est une similitude directe d'angle .2_;' alors les droites

(B1M1) et (B2M2) sont sécantes. ' _
b. Les points P,.Bs et M; sont alignés, de méme les points P, Bz, M2 sont alignés alors
2(_?;3_1 . FB-_I.) = E(I\_d,_B: m:)

Or S([M 1B1)] = [M2B2) et S([I1B4]) = [IB2]

On a donc i[lrﬁ_, .18, ) =2(MB,. M,B, ) On en déduit que 2(PB, . P—E;_) = 2(@. IB: .

EXERCICE 4 R
1. Nature et éléments caractéristiques de T,
Ona: z'=(1-i)z -1

|I-il = \@; c¢159=% et Sinﬁ?zg donc @ =-

By

b _ -1
l-a l-(1-1)

=-1

¥
=N

Donc T1 est une similitude de rapport de rapport V2. dangle - % et de centre A d'affixé
-1

R o
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2. a. Déterminons les nombres réels a et b tels que T1 0 T» soit une homothétie. «
Ecriture complexe de I'homothétieest: z* = 2z + b or

b
Ly = T o =>b=(l-a)Z, =-1-j
Donc z' =2z -1 -i : (1)
Ecriture complexe de T1o Tz est: TioT2(z) =Ty[Tx(2)]
=Ti(az + b] dol z' = (1=i)(az + b) - i

= z'=a(l-1)z +b(1-i)-i :(2)
Les relations (1) et(2) donnent:
a(1-i)=2etb(1-i)-i=-1-j —_-,a=]2__=.+i b =-L(1-i)

a1 7

Autotal.ona:Tz:z‘=(1+i}z-%{Hi]

b. Déterminons a et b pour que Ty o T2 soit une translation

L'écriture complexe de la translationest: z' =z +2-i (1)
TioTz(z) =Ti[T2(2)] =z ' =a(1=-i)z +b(1=i) -1 (2)
Lesrelations (1) et(2) donnent a{(1—-i) = 1 et b(1—=i) -i =2~

Donc a=§(1+i} et b=1+i

Enconclusion, T2 | Z ' ==(1+i)+ 1+i

EXERCICE 5

1.a. Déterminons I'angle orienté de la similitude S :

S(1) = | et S(A) = B donc l'anglede S est: (IA, B )

1, A, Bet O sont cocycliques. De plus, | appartient al._.l_llléme arcE;B__ que O, donc:
D'aprés le théoréme des angles inscrits, les angles (ﬁ', B ) et (O_A' , ﬁ') interceptent
le méme arc AB , d'ot, ona: Mes (ﬁ-—ﬁ) = Mes(ﬁfﬁ) =E~

b. Justifions que IAB est un triangle rectangle isocéle direct.

[IB] est un diamétie du cercle ( C ) et A appartient a (C) donc le triangle IAB est
rectangle en A.

De plus Mes (ﬁ) = % _ donc le triangle IAB est rectangle isocele direct en A.
c. Le rapport de la similitude S

1
2

Soit k le rapportde S. Ona: k = g.
Or le triangle IAB est rectangle isocele en A : donc d'aprés la propriété de Pythagore ,

IB
ona: Bl2 = AB? + AlZ = BI? =2Al? = BI = J/2 Aldon e = 2

2. a. Déterminons la mesure de I'angle orienté de S°
S(K) =K et S'(A) = B, doncl'angle de S'est: (KA KB)

—

'Les angles (ﬁ', 1B ) et (ﬁﬂﬁﬁ ) interceptent respectivement les arcs AB et AB , d'ou,

.
—
—— g

i —_ = an
ona: mes(KA KB) = mes(IA IB)+ m = mes(KA KB) = — =

. ition 2016
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J2

b. b1. Démontrons I'égalité KAKB = - ——KAxKB

— — e - 3 \E
Ona: KA.KB = KAxKBxcos(KAKB) = KAxKBxcos(— Z)= - KAxKB
b2. Exprimons KH en fonction de KB , e b
Ona_ GA-——-—;-GB::AG-—'SAB - BG -2BA= BG=3BA = o =3

Onaaussi:(GK) L (BK) et {AH) L (BK) donc {GK}H{AH_]
Ge[AB] et K e [BH], d'apreésla propriété de Thalés dans le triangle ABH ,on a:

BG _BK . BK_Z :aBK=§BII_Or BH = BK + KH d'oi

onc
BA BH BH 3
BK = %(BK+KH) — BK = 2KH or K € [BH] donc KB = -2KH

—

KB

e —

: 1
En conclusion KH = - ?2-
b3, Ona: B
KAKB =(Kil + 1A ). KB = KILKB * HAKB or IIAKB = 0 car (HA) L (KB)

—

donc KAKB = KHKB = -KHxKB car K € [BH] or KH = %K—B donc KA KB =-—;—K.B2

Le rapport de la similitude est k* = i '

D'apres les relations de la question b1 et b3, on cbtient:
2 B

- l KB? =- £KA><KB donc KB=~/§ KA dou k' = K— =J§

2 2 g KA
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EXERCICEG

2. a. Rapportk de la similitude S
S(A) = A et S(B) =N ==> AN = kAB et Mes(AB, AN)=0
Considérons le triangle ABN rectangle en N,
D'apres la propriété de Pythagore, ona: AB? = AN? + BN? =
2
ANZ = AB? -BNZ = AB? - GAB] = 3B

AN? 3 AN 3 V3
> = — or k=— =—/ donc k= —
AB? 4 AB 2 2
b. Mesure principale de I'angle de S
Mes ( AB, AN) = 2 Mes ( AB, AC) = Mes(AB, AN)=2x7 donc Mes(AB, AN) = =
3. a. Justifions que P est I'image de C par S
Calculons Mes (K(-f A_P')

ANP est un triangle équilatéral ; N milieu de [BC jet Q celuide [NP].
Ona: MES(EN",_;\_F") =32 Mes(mﬁ._ia) =2 Mes(ﬁ, ﬁ)

Or Mes(AQ, AP) = Mes(AC.AP) Car Q < (AC); dou

Mes( AN, AP ) = 2 Mes(AC, AP) = Mes(AC, AP) = > Mes(AN,AP) =

m
6

Mes[fﬁ-._iﬁ) =§x§. Donc Mes(AC, AP)

Calculons le rapport AF
AC

ANP est un triangle équilatéral d’oi AN

— = k:_.

I‘.( AB 2 g
En conclusion - P est l'image de C par la similitude S

0. Montrons que S(N) = Q

Calculons Mes(mﬁa) , o
ABC est un triangle équilatéral, N est le milieu de [ BC] d'ou

AP = NP et AC = AB dou

n
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Mes(m',_ﬁ)=§; Or Mes(m_jz_d)z Mes(m. AC), donc Mes( N.AQ)
AQ
Calculer le rapport e
Considérons le triangle ANQ rectangle en Q.
Daprés la propriété de Pythagore, on a: AQ*+QN*= AN’= AQ’= AN® - QN
Y 3 AQ® _ 3 V3
2

] -
2 _| L 1= AN?= == =% k=
= AQ AN [2ANJ = AQ 3 ANZ a

=

Z|8

En conclusion: S(N) = Q
4. a. Calculons I'affixe de N.

. — = omw o= ! =
N estle miieude [ BC < NB = -NC. BN REBL =~zN*E[z,.-zﬂ] ~z, = =1

b. Déterminons la transformation complexe associée a S.

3 A3
S(A) = A 2a + b =2 - JEETTE
{S(B)=N = [(—1+:d§)a+h=—1 _1_
2 2
Donc I'écriture complexede S est: z' = [1+i-—3]2 1. EI‘}—
4 4 2 2
c. Déterminons l'affixe de P et Q
_ (3 B3 . 1.3 1 33
S(CJ—P:} ZP_[E-'-'TJ(-I-]JE)-‘_E-IT = Z’l'= 5' 2 1
_ 3 3 1 .3 1 33
S(N)—Q :>ZD=[;*—4-I]{—|}+E-I2 :ZOE-E-TI
EXERCICE 7 : Bac C 1999 Session normale
PARTIE A

1. Soit @ une solution réelle.
Pla) =0 o a®~ (6+iV3)a® + (11+4iV3)a—-6-3iv3 = 0
o a®— 6a’—ia*V3 +11la + 4iav3—- 6-3iy3 = 0
= (a—6a°+11a-6) +(-a*V3 +4aV3 —3V3)i = 0
a?—6a? +1la—6=10 (1}
—BBa?+43a—-333=0 [2)

Résolvons I'equation (2) :
—B3a? +43a-33=0a>—4a+3=0
S(a-2)2-1=0
=(a—-2-D(a-2+1)=0
=(a@-3)a-1)=0
Sa=3ona=1
1 et 3 verifient 'équation (1) donc 1 et 3 sont les solutions réelles de I'equation P(z)zﬂ
Ona:P(z) =(z-1)z-3)(az + b) =(2?-4z +3)(az +b)

Doncona:

]
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P(z) =az® + (b—4a)z’ +(~4b+3a)z +3b
Par identification

a=1
b—4a= —~[6+:J-]

Ja—4b=114+4i3
3p=—6-3i3

P(z)=[z—1)(z—3)[z—2—fJ§]

P(2)= Oﬁrlz louz=3ouz=2+iJ3

b=—2~z\f_

Do S¢ l1;3; 2+:’J§}
Autre méthode : Faire la division euclidienne de P(z) par 72 —4743
2.5 I(1);A(3); B(2+iV3)

IB=‘2+E\J§—-I‘=|1+I'J§’=

AB=}2+:‘J§h3’=|—! +EJ§‘:
IA=IB=AB
Donc le triangle IAB est équilatéral.

b- BC(Z}) et BG(,;) BG=—3BC donc les points B, C et G sont alignés.
Autre méthode : soit Zy, I'affixe d'un point M.

Z5—2p _1144i3—2—if3 _ 9+3iV3 _
Ze—zg  —1-2—if3  —3—i3

c
Ona: mE'S‘ BG,BClz’FT; donc les points B, C et G sont alignés.

-3 dou mes(_C' —G)

c. vair figure
3. F[*| et EFG estun triang latéral. E| a|'!

; e est un triangle équilatéra

0 g S5
Soit G’ le projete orthogonal de G sur (Ol). G’ est le milieu du segment IEF}
XX

Ona x, =11donc 11=2E2E gou x,. =15, F|"05
Autre méthode EFG est un triangle équilatéral donc EF = EG

2= 2gi=z, — 2= JTE-THXI=4
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zp—2p =8 ou zf,—zE=-3
zP:8+7=15 ou zP=-43+7="1

s Flal ators. FG=|z—z|=[12+4/3]|=8/3=EC

15
0

Si F[LS alors FG*:|ZG-—ZF|=|-—4+4J§f|=8=EG Donc F

. PARTIEB
1. a. Un segment et son image par une homothétie ont des rapports paralléles.

Or seule la droite (1A) est paralléle a la droite (EF).
Donc lmage du segment |IA! par h estle segment [EFI

b. Si h“IAI =[EFI alors h(B):G et on a les deux possibilités suivantes :
h h
_a ey
i g
| F | E |
A |E A |F
B |G B |G

Dans le premier cas, la droite (IB) n'est pas paralléle a la droite (FG).
Eneffet TB(L). FG(;2) et det['IB',FG]i(],

Donc la seule homothétie /# qui transforme IAB en EFG est telle que .
h(l)=E;: h(A) =F;eth(B)=0G
c. Les droites (BG) et (IE) sont sécantes en C

Soit k£ le rapport de & . Les vecteurs A et EF ayant le méme sens, & est positif

gF 157 i
7 =
i
Donc h est’homothétie de centre C et de rapport 4.
2. a. Le rapport de f est celui de /i c'est-a-dire 4. L’angle de f_ est celui de ¥ car r est

Ona: k=

la forme réduite def. Il a donc pour mesure ZT?T
b.

r(l)=4

r(A)=~8

p(j=1

donc r(IAB): ABI = IAB or h[IAB)z EFG donc f(fAB]= EFG

’ . __--'.
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o ]
3.a-h 'a pour rapport i et pour centre C.

Soit (X le rapport de la similitude directe g.

oy — mesure d'un c6té de EFG =§___ 4
mesure d'un c6té de IAB 2
h~'og est une similitude directe qui a pour rapport 1.
C'est donc un déplacement.
g[!AB)z EFG d'aprés I'énoncé.

Or h~'(EFG)=IAB donc h—'og(ma):mB

La seule translation qui laisse globalement invariant un triangle est lg, qui est une
rotation (c'est une rotation d'angle nul).

Donc h~ 'og est une rotation qui laisse globalement invariant le triangle IAB.
b. Les trois rotations qui laissent globalement invariant le triangle IAB sont La rotation

de centre O’ et d’angle %E c'est-a-dire ¥.

La rotation de centre O’ et d'angle —%%r— c'est-a-dire I’_].

L'identité de P

c. hmlog=R (ou Re {ld!,,.r,r‘ ’} ( d'aprés ce qui précéde).

< g=hoR dou g=holy=h oug=hor=f ou g=hor ‘=1
d- f'=hor}

/" a pour rapport 4 et pour angle _2r

3

i

|
A

B
Q

K

?::QmG'J‘I'IJ““

a. € es1 le milieu de IlAi: son image K' est donc le milieu de.(FGI car une similitude

directe cunserve le milieu

U ey () ii_’%} = 2"2,?["2”]
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i

E EIFA] donc lFA,FG]=[FE,FG]

FEG est un triangle équilatéral de sens indirect.

Donc ’"L’SiFA*FG =mes FE.FG]=—%

mes|FA.FG|= 5_;1'_'214 =T+ %EP?T‘

m es[m:ﬁf}"] =m es[‘ﬁ",F_G'] + 7 +2km

donc les points Q, F, A, G sont cocycliques.

c. On démontre de la méme maniére (voir b) que les points 2, F, K et K' sent
cocycliques.

d. Les deux cercles passant respectivement par Q, F, A, G et Q, F, K et K’ sont sécants
en Q et F or, F n'est pas invariant, donc £ est le point d'intersection des deux cercles
differents de F.

s50ona: f')=G ; f'(A)=E ; f'(B)=F

Soit Z'=a2 +b recriture complexe associée a f'. Déterminons @ et b .

Zc=a21+bc 11+4iv3=a + b ;
{35 = az+ b { 7 =3a + b , on obtient
2a=—4—4if3=a=-2-2i3
b=11+4iB—a=b=13+6i3
z'=[—2—2fJ§]z+13+6fJ§
6. Lecentre Q' de [ a pour affixe =

_ b 13+6iy3 (134 6iV3)(3-2iV3) 75 — Biy3
Zn = 1=a  3+2iV3 21 donc zq = 21

——"
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e SN S

EXERCICE 8

1. Déterminons la nature du quadrilatére AMBM'’

La médiatrice de segment [ AB ] coupe le cercle en M et M dou M et M sont
symétriques par rapport a la droite (AB) ou (OB).

Les diagonales du quadrilatére AMBM' se coupent en leur milieu et sont perpendiculaire.
En conclusion . AMBM’ est un losange .

L'angle OMB intercepte Ia moitié de I'arc du cercle ; d'oli I'angle OMB est un angle droit.
La droite ( AN ) est perpendiculaire a ( OM ) ; le losange AMBM' est tel que
(AM) /1 (BM') et (BM) // (AM") .

Or (BM) // (AN) donc la droite ( AM') est perpendiculaire a ( OM ).

Les droites (AN) et (AM') perpendiculaires a la méme droite (OM) au pont N sont
confondues. Les points N, A et M’ sont alignés .

2. Déterminons I'angle de la similitude S

Ona S(N) = N et S(M) = A d'ou I'angle de S est (NM. NA)
(MC. WiB) = (WiN, NA) = (NG. NA) et (N, NA) = ~ (MOC. M8)
Donc I'angle de Ia similitude est Mes (NM NA) = -

Limage de la droite ( MI ) est orthogonale a ( Mi )
Comme de plus S(M) = A alors . on obtient S(MI) = (OB

—
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De meéme la droite ( NA ) est orthogonale a (NA).
Comme S(N) = Nd'ou S(NA) = (OM).

L'image de M’ par S appartient a |2 fois a S(NA)
des droites (NA) et (IM). On obtient donc S(M') = O o -
3. Les similitudes directes conservent les barycentres et en partlcyjler les milieux.
Comme S(M) = A et S( M')=0, lmage de | milieu de [ MM'] est le milieu de [ AQ], &

savoir I,
En déduire que © Mes (ﬁi m‘) = - %
[NI') est un rayon du cercle passant par les points O, N, A.

Comme (NI) est orthogonale a { NI ).
(NI) est tangente au cercle passant par A. N. O de diametre [ OA ]

et S(IM) ; puisque M’ est intersection

EXERCICE 9 : Bac C 2005 Session Normale
1. a) Construction des points G et Ga.

G, est le barycentre des points pondérés (A | 1)et(B;-3) = AG'E‘ = Eﬁg .

Pour la construction, voir figure.
b. Ensemble (I") des points M du plan tels que MAZ - 9MB2 = 0.

Donc, ona: [—2HG’2)(4‘MG’1]= 0 = -8MGIMG2 =0 = MGI.MG2 =0

Conclusion : I'ensemble (') des points M est le cercle de diamétre [G1G2).

¢. Construction de I'ensemble (E) des points M du plan tels que Mes(ifi_fc Pﬁﬁ) = %

L'ensemble () des points M du plan tels que Mes(MA , MB) :%[- est I'arc AB privé des

points A et B. (voir figure)
2. a. Construction des points C et D.

AB= AC
R . (B] - C ‘::} g e 2
st Mes(AB,AC)= <"
M 3
h B)=D <& AD-= 2AB
IA 2[ ) M= AR
3
Voir figure pour la construction.
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b. Calculons le rapport de S.

S(A)=B et S(C)=D < BD:__;ki(_:_,__
Mes(AC,BD)=#0

Ona:k =%% or AC = AB

ey By s
et AD=3AE =AB+BD %‘ﬁ 2.5_'5—3'_3—:_1@ ~BD=L1AB
3 3
. ;AB 1
onc k= W‘—_g - k:.-:;.

c. Justifions qu'une mesure de I'angle de S est _%Z'_

0= Mes(AC, BD) = Mes(AC, AB) +Mes(AB, BD) = Mes(AC . AB) + MesCBA 11D

—

0 = Mes(AC . AB) + 1 + Mes(BA . BD}_-ZT“+1:+0_ —~(="F

3 3
Conclusion : une mesure de l'angle de S est %
3. On note Q le centre de S.
a. Démontrons que 2 appartient a (') et (E) et plagons Q.

QB = 1A
S(A)=B o 3

Mes(QA , QB)_

Or (B): mesia me)= T

SiQ=M ona: Mes(ﬂﬁ ‘fl_é_.)zg donc Q € (T)
() : MA2 —9MB2=0 « MA =3MB < MB=%MA

SiM=Q, ona:QB=1§1A donc Q€ (I')

b. Démontrons que Mes(AC , AD) = _gir-
________ 2T
Ona Mes(AC, AD)_Mes(AC AB) = Mes(AC . AB)—--S—

c. Déduisons que les points A C,DetQ appaﬂiﬂﬂﬂe"t a un méme cercle ().

S(A)=B & Mes(QA,0B)=

3
S(C) =D <> Mes(QC, ‘ﬁﬁ"):%

Yoi 2Mes(0A,QB) = 2Mes({1C ,2D) = -E‘

Omme A, C et D sont non alignés alors les points A, C. D et Q2 sont cocycliques.
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Construction de ( &). Voir figure
F
IGURE ()

B

e

- -] -

1
1
1
1
1
1
I
'
I
I
1
L
I
=l
\
I
|
I
I
I
1
1
1
1
L]

B
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CHAPITRE VI : CONIQUES

FICHE DE COURS
DEFINITION PAR FOYER ET DIRECTION

Soit (D) une droite. F un point n'appartenant pas a (D) et eun nombre réel strictement
positif,

On appelle conigue, de foyer F, de directrice (D) et d’excentricité e, I'ensemble (I') des

points M du plan tels que ﬂ—i =e, ou H estle projeté orthogonal de M sur (D).

«Si e =1, I'ensemble ( ' ) est une parabole
+Si 0< e <1, I'ensemble ( ") est une ellipse
«Si e > 1, 'ensemble ( I") est une hyperbole.

/
—> D'Q_;—\Fn $ ——]-2HO oy
= 1

Parabole Ellipse Hyperbole

EQUATIONS CARTESIENNES REDUITES

Parabole

Soit un repére orthonormé (O, I, J) ou O est le sommet de la parabole (P) de foyer F et
de directrice (D). . :

Une équation réduite de la parabole est y?2 = 2px avec 0 < p (paramétre) si I est le
vecteur unitaire de I'axe focal (OF).

Une équation de la directrice (D) est X = — %

En intervertissant le role des axes de la parabole, I'équation réduite est X 2= 2py

Ellipse — =
Soit un repére orthonormé (O, |, J) oil O est le centre de lellipse (E); T estle vecteur
unitaire de I'axe focal.

: . X2 - . )
Une équation cartésienne réduite de (E) est: —= * ‘% 1, avec(a€R}, beERL)

Le point O est le seul centre de symétrie de (E). o
Les points A(a, 0), A(—a,0), B{0.b)et B'( 0, — b ) sont les sommets de I'ellipse.

La demi distance focale ¢ = \Ia z2_ ph? si 2It‘J < a. .
- . . = a ' . = m ——
Les equations des directrices (D) : X = 3 et (D'): x "

Les foyers F(c, 0) et F ' (— ¢, 0).

P iti 016
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e S

Remarque

Si Ia demi distance focale est ¢ = /b* —a? avec b > a alors les coordonnées des|
foyers sont - F(0,c) et FI(0,—¢)

Hyperbole .

e centre de I'hyperbole (H);
2

Soit un repére orthonormé (O, 1. J) ou O estl
--Eiz = 1 avec (a € R,,b € R}).

Une équation cartésienne de I'nyperbole (H) est: %—2

Le point O est le seul centre de symétrie de (H).
Les points A (a, 0) et A’ (- a, 0) sont les sommets de I'hyp

L'axe (O. 1) est I'axe transverse de (H).
La demi-distance focale c = \,fa 2 452

erbole (H).

(H) admet deux asymptotes d'équations respectives y = % x ety =— g X
2 2
X 4 Y- = 1

L'équation cartésienne de I'hyperbole est aussi de [a forme. - 27 * 32

L'axe transverse (focal), dans ce cas, est (O, J).
Les foyers F(c, 0) et Fi(—¢C, 0)

Remarque

2
L'hyperbole d'équation 1&—2 - :bﬁz = 1 est l'image de I'hyperbole d'équation

2 2
= Ea'_’ +-éiz— = 1 par la symétrie orthogonale d'axe la premiére bissectrice (y = X).

i a = b alors les asymptotes de I'hyperbole sont orthogonales.

On dit, dans ce cas, que I'hyperbole est equilatére.
Si I'hyperbole (H) a pour asymptotes les droites (0.1 )et (O, #) dans le repere (O, i,7)

alors (H) a une équation de laforme. XY=k ou KER’ )
Définition bifocale de I’ellipse et de I’hyperbole =

Soit F et F' deux points distincts tels que FF' =2c et aun nombre réel.
Si a > c alors I'ensemble des points M du plan tels que MF + MF' = 2a est l'ellipse d&

foyers F et F' dont la distance des sommets de I'axe focal est 2a.
FF' est appelée distance focale.

Si 0 <a < c alors rensemble des points M du plan tels que
I'hyperbole de foyers F et F' dont la distance des sommets est 2a. -4
Equation de la tangente en un point de I'ellipse et de I’hyperbole

|MF - MF| = 2a est

- : — x2  y?
Soit I'ellipse d'équation * =5~ ¥ 4z =,
L'équation de la tangente en un point Mo (xo, yo) de l'ellipse est de la forme :

XoX -+ Yoy - 1
az Dz !
2 2
Soit I'hyperbole d’equation :-E’:T - ‘Ez_ =1.
L'équation de la tangente en un point Mo(Xo, yo) de I'nyperbole est de la forme

X0 _ Yo 4
al b?
__—
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EXERCICES CORRIGES

EXERCICE 1

Soit, déﬂS le plan muni d'un repére orthonormé (O, i, j). les courbes (H) et (E), ensembles’
des points M dont les coordonnées (x, y) vérifient -

(H) 4x2-9y 2+ 8x+ 54y — 113 =0 et (E) 1 16x?+9y2+ 32x - 54y - 47 =0
1. Déterminer les equations réduites de (H) et de (E).

2. Reconnaitre les courbes (H) et (E) ; puis déterminer leurs axes de symétrie et leurs
foyers.

EXERCICE 2 : Bac C 1994 Session de remplacement

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé (O, &', 7'
\

On prendra 4 cm pour unité.

1. Soit (H) l'ensemble des points du plan dont les coordonnées verifient:
x2-y2 4 x=0.

a. Déterminer la nature de (H).

Préciser ses éléments de symétrie et asymptotes éventuelles.

b. Représenter graphiquement (H)

2. A tout point M d'affixe -différente de 0 et de — 1 on associe le point M d'affixe Z telle

B
z2 4+ z

a. Déterminer et construire I'ensemble des points M d'affixe z tel que Z soit un reel.

que: £ =

b. Déterminer et construire 'ensemble des points M d'affixe Z tel qgue Z soit imaginaire
pur.

EXERCICE 3 : Bac E 1998 Session normale

Le plan 7 est rapporté au repére orthonorme direct O, /). B o
On considére 'ensemble (E) des points M de coordonnées ( x ; y ) vérifiant I'équation :

@) 25(x2 4+ y2)=(@Bx-167

1. En interprétant géométriquement I'équation (1), demontrer que (E) est une ellipse de

foyer O et de directrice associée la droite (A) d'équation X = 3
Dans toute la suite de I'exercice, M désigne un point de (E) et 6 une determination de

I'angle de vecteur [T;E’_Mi

2. a. Déduire de I'équation (1) une relation entre OM et I'abscisse x de M.

b. Démontrerque : o = '57%%5??
™

s L e e

-
2'2
La droite (OM) coupe ( A ) en | et recoupe (E) en un point M ".

3. On suppose ici que e appartient a
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1. 1 estune constante indépendante de M.
M OM'
11 _ 2
oM OM' o/ g

a. Demontrer que

b. Démontrer que :

EXERCICE 4

On considére l'ensemble (E) des points M du plan dont les coordonnées (X, y) dans le

Y = x4-2x%+1.
6

repére orthonormé (O, u. v ) satisfont a la relation :

1. Démontrer que (E) est la réunion de deux conigues.
2. On dessinera ces coniques aprés avoir déterminé leurs axes, leurs sommets, leurs

foyers et les asymptotes éventuelles.

EXERCICE S5

Le plan est muni d'un repére orthonormé (O, 1,j)
On considére la droite (D) d'équation x =1 etle point F (3 ; 0).
Soit H le projeté orthogonal de M(x . y) sur (D).
1. Déterminer une équation cartésienne de I'ensemble (E) des points M tels que
MF = 3 MH
2. Déterminer la nature de l'ensemble (E), puis ses sommets et I'équation de ses
asymptotes.

EXERCICE 6

Dans le plan muni du repére orthonormé (O, i, j) (unité 2cm).
On considere I'ensemble (Fm) des points M(x ; y) tels que
2mx2—-8mx—-(m-1)y2+12m-2=0 avec me R

1. Déterminer, suivant les valeurs de m, la nature de (Fm).

2. Déterminer les valeurs de m pour lesquelles (Fm) est

a. un cercle

b. une hyperbole équilatere.

3. Tracer (Fm) pourm = % etpour m= -1

EXERCICE 7 : Bac C 1998 Session de remplacement

ey

Dans le plan muni d'un repére orthonormé (O, b, if'J d'unité graphique 2 cm, on
considére I'ensemble (E) des points M d'affixe z telle que

z-1|= Hz-iz-2¢-1)

On appelle (D) la droite d'équation : x ' y+2 = 0

1. Soit f I'application du plan dans lui-méme qui a tout point M d'affixe Z associe e
point M' d'affixe 2’ telleque - 1 (7 4 ;> ¥ =4
2

(Onpourraposer Z= X+ [y el z'=x"+iy' x,y,x"' et y' sontdes réels)
a. Demontrer que I'ensemble des points M du plan tels que 7 (& )= A7 est la droite
(D).

bt)Démontrer que pour tout point M du plan, les coordonnées de M’ vérifient I'équation de
(D).

B

—
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e e e A
c. Démontrer que le vecteur YM' est normal 3 la droite (D), puis caractériser

géométriquement I'application r
2. On se propose de déterminer I'ensemble (E) défini au début de I'exercice.

1
a.Demontrer que : 7 — ijz—lz 2(!—1)‘

b. En déduire que (E) est une ellipse de foyer F o’ afﬂxe 1, de directrice associée (D) et
d'excentricité 1 5 - Préciser son axe focal ().

c. Veérifier que les points A et A’ d'affixes respectives %(1 + /et _:12_(5 — 3/) sont les
sommets de (E) situés sur I'axe focal.
3. a. Construire la droite (D), 'axe focal (A) | les points A, A’ et F.

b. Déterminer géométriquement les autres sommets de (EJ:
c. Construire (E).

EXERCICE 8 : Bac C 1996 Session de remplacement

Le plan est rapporté a un repere arthonormé direct (0;7;?).
L'unité choisie est le centimétre.

PARTIE A

1. Soit (h ) Ia conique d'équation : y2 —x? = 16 dans le repere (O;?f).

Quelle est la nature de (h ) ?

On note A le sommet de (h ) d'ordonnée positive. Tracer (h).

2.0npose: Z=X+Iy, Z'=x'+', Z"=x"+i" ou X, X" X", y, y',y" sont
des reels.

Soit R I'application du plan qui a tout point M d'affixe Z associe le point M' d'affixe =’

définie par : 'Z—JQ_Z— (1 —f‘)Z

Demontrer que R est une rotation dont on précisera le centre et I'angle.
3. Soit S I'application du plan qui a tout point M d'affixe Z associe le point M" d'affixe ="

f2

definie par : 1-H)Z

a. Demontrer que Iensemhle des points invariants par S est la droite (D) d'équation :

Y= W2 +hx

b. Demontrerque S = R oS o, ol J est le point de couple de coordonnées (0, 1).
(0J)

c. Dedurre de ce qui précéde la nature de S

4.2 Vérfier que R(A) = S(A). On notera A’ ce point.

b Démontrer que (D) coupe (h ) en deux points E et F
5.2 Démontrer Que les coordonnées de M. M', M" verifient .

X'y'=x" y'--_(y -x2).

b. En déduire que (h ) a la méme image par R et S. on appelle (}) cette image.
Donner 1a nature et une équation de () dans le repére (O, P
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6. a. Expliquer pourquoi E et F appartiennent a (). _
b. Construire sur la méme figure (h), les points A et A, la droite (D) et la courbe (H).

PARTIE B -

1. On note (h*) l'ensemble des points de (h ) d'ordonnées pos;ttyes.

a. Démontrer que (h*) est une courbe représentative de la fonction

f:x— X% + 16 dansle repere (O;/;/).

b. Soit N un point de (h*) d'abscisse x positive.

On note U( x) l'aire de la partie (a) du plan, limitée par la courbe (h*) et les segments
[OA] et [ON].

Démontrer que, pour tout réel positif ou nul x:

U(x) = [IVE +16 dt - 222

2
On ne cherchera pas a calculer U( x)

c. Pour tout réel positif ou nul x, on pose - G(x ) = 8In( x + vx* + 16)

Prouver que U et G ont la méme fonction dérivée sur 0; + DO! ;
{

Calculer U(0) et G(0).

En déduire que pour tout réel positif ou nul x:

U(x) = gIn( X2 —— ":*15)

2. Soit (C) la courbe représentative de U dans le plan muni d'un repére orthonormeé
(unité - 1cm).On fera un graphique séparé de celus de la partie A.
a. Etudier le sens de variation de la fonction U sur |0, + r')(_,;

b. Calculer le nombre dérivé de U en 0.
Preciser I'allure de la courbe (C) au voisinage de l'origine.
c. Tracer la courbe (C) sur I‘interval[e|u-_ 3;. On construira la tangente a (C) en O.

On prendra :
n2~0693 - In(1+12)=0881; In[2+5)~1444: In[1+/5)=1174

PARTIE C

On appelle (H +) I'ensemble des points de (H) d’'ordonnées positives.

On se donne un point N” de (H +) d'abscisse x' telle que . X'> 22

1. Démontrer que le point N tel gue Ny = R™}(N") appartient a (H+) et que son
abscisse x est positive.

2. Soit (A ') la partie du plan limitée par (H+), les segments [OA'] et [ON'].

Démontrer géométriquement que (A ") et (a)ont la méme aire.

EXERCICE 9 : Bac C 1999 Session de remplacement

Dans le plan muni d'un repere orthonorme direct (O:/:/ ). on consideére le carré direct
QIKJ de cbté 1 (I'unité étant le centimétre, on prendra : Ol =4 ).

Soit A un point quelconque de la droite (lJ) distinct de J et soit S la similitude directe de
centre O qui applique J sur A.

PARTIEA

On désigne par I', K’ et A’ les images respectives des points |, K, et A par S.

1. Demontrer que le quadrilatére OI'K’A est un carré direct,
2. Construire les points O, I, K, J, I' et K',

B
e
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3. Démontrer que les points A, A’ et I sont ali
4. Démontrer que : OA' = A'K". alignés.

PARTIE B

Soit a l'affixe du point A, & un arg
1. Déterminer I'affixe de K.

2. Démontrer que . /8 + 1= x(1+ /)

3. En dédurre qu'il existe un argument de Ia+1 dans Ia paire {E ;- 3—“}
; 4

umentde a et x la partie réelle de a.

———

4. Démontrer que : OJ O/?I—J _ P?Aﬂ,_}?jui

» . m
5. En deduire que — > — a est un argument du nombre complexe a’ (1 + i)

PARTIEC
Soit M un point du plan d'affixe z et M’ son image d'affixe z’ par S.
1 Démontrerque . 7z = — Jaz

2 Calculer en fonction de a les affixes respectives k' et a’ des points K' et A'.
3. Soit u et v les affixes des vecteurs KK ' et K'A'
a. Demontrer que u est un imaginaire pur et que v est un réel.

b. En dédurre que les vecteurs KK ' et K ' A" sont orthogonaux.

4 Démontrer que |, K. et K" sont alignés et en déduire que K' est le projeté arthogonal de
A sur la droite (IK).
5 En deduire une construction de A’

& Demontrer que, forsque A décrit (1J) privée de J, A’ appartient a la parabole (I') de
fover O et de directrice (IK).

PARTIE D

On veut construire (1) .

1. Donner I'axe focal et le sommet de (F)
Demontrer que J appartienta (1)
Construrre ( ")

M

L

————

i 16
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CORRECTION DES EXERCICES

EXERCICE 1

1. Déterminons I' équation réduite de (H )

(H): 4x*-8y? + 8x + 54y-113 = 0= 4x? +8x - 9y? +54y - 113 = 0
& 4(x2+2x) - 9(y*-6y)-113 =0
o4[(x+1)7-1]-9[(y=3)-9]-113 = 0
S4(x+1P-4-9(y-3)0+81-113 =0
s4(x+1P -9(y-3)-36=20

(X a1 W-3F 1

9 4
Donc I'équation réduite de ( H ), dans le repére ( O, |, J ) est:
(x + 1) (y-3)y : X2 Y?

s . 1 ou biendans le repéere (Q, 1, J ) est el 1,

enposant X =x+1 et Y=y-3 . etQ-1,3)

Déterminons I'équation réduite de ( E )

(E): 16x* + Oy* +32x - 54y - 47 = 0 = 16(x* + 2x) + 9(y* - 6y) -47
e 16[(x+1)*-1] +9[(y-3)*-9] - 47
< 16(x+1)* -16 + 9(y—-3)* -81 - 47
= 16(x+1) + Yy-3)2-144 =0

(x+1}"+ (y - 30 _ 1
16

Donc I'equation reduite de ( E ) dans le repére (O,1,J) est [—x-%—lj 4 -2y 1':' o g

o n
oo <o

2

ou bien dans le repere (0,1, J ) est: % + & = 1, en posant
X=x+1 et Y=y-3etQ-1;3)
2. ( H ) est I'equation d'une hyperbole de centre Q(- 1 ; 3)

La demi distance focaleest ¢ =9 +4 = V13
Les coordonnées des foyers dans le repére (O, |, J) sont :

(14 V5) o (-1~ ¥D3)

Les axes de symétries de ( H ) sont les droites d’équations respectives x=—1et y=3
(E) est I'équation d'une ellipse de centre Q( — 1; 3)

La demn distance focaleest” ¢ = V16 = 9= 7
Les coordonnées des foyers dans le repére (O. |. J ) sont: F( =l ) ( -1 )
_ . ( ) 34+ V7 etF 3 7
Les axes de symetries de ( E ) sont les droites d'équations respectives x = — 1 et y=3
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EXERCIC’E 2:BacC 1994 Se-ssi‘?n.‘.l.ﬁ__!_tf‘-_mplacement

1. a. Déterminons la nature de (FI-_l'j'.

2
1
MeH) & x*-y?+x = 0 & x*+x-y* =0 « x+5 -E-(y-[})?':o
12
1 y) [1] | 2 (y-0) =1
@ [X+ =| -(y-0)° = |= = -
[’2 2

Soit Q) le point de coordonnées [_%; U] et M le point de coordonnée (X . Y) dans le

2 2
. ; , X e
fEDére(ﬂ.u.v}_Enposamx = * et Y=y.ona @ Me (H) ® — - 12 X
}

3|
12

donc (H) est une hyperbole équilatére de centre (1.

Les éléments de symétries de (H) dans le repere (O.U. 'J) sont :

|
- le centre de symétrie de (H) est Q[_? 0

- les droites d'équation y = 0 (I'axe focale) et x = - % sont les axes de symétrie de (H).
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Les asymptotes de (H) dans le repére (O,G.v) sont :

' ' i B 1
La droite (D) d’équation y = x + % et la droite (D') d'équation y =-x - 5

b. Voir repére au debut

2. a. 'ensemble des pomls M tel que z ’ est un reel est:

Posonsz = x+iy et z'=x'+ iy’.Ona:
2

2 . , 2
i= ] (] — l+ A —
et el R Rl e w v v oy H2xy + Y )
Bl = 20 -y +x) - @Y+ e 2% -y* + x) . Z(EXZW)I
(XF-y*+ X7+ (2xy+y)’ (2-y2+ X2+ (2xy +yP  (XF-y*+ %)+ (2xy +y)
A2y +7) =0 o 2xy+y=0

2'cRBRea ]|l (2)=0 < -
¥ m{?) (x2-y2+x)? + (2xy+y)

1
o y(2x+1N=0ey=0o0u 2x + 1=0 « y=0 ou x::—E

Donc I'ensemble des points M est 'union des droites d'équation y =0 et x = — %privé

des points O (0; 0)etA(-1:0)
b. L'ensemble des points M tel que z' est imaginaire pur est

2 ygy?
z’ciR o R_(z) =0 & 2(x*-y*+x )
- (x*y?ax)? + (2xy+y)
= 2(),:2_},2_{_)(} = 0 < x*-y?+x -0

Donc I'ensemble des points M est I'nyperbole (H) privé des points O(0.0) et A(—1,0).
EXERCICE 3 : Bac E 1998 Session normale

1. Pour tout point M du plan de coordcnnées(x y).

La distance de M a la droite (A] d'équation x = %6 est | x— 5

x—% = %‘3x+6|et la distance OM est égale a sz —I—y2
_ ) = xz+}.z _ —1_ xz+),? _ _g-
ME(E) & 25(x* + y*) = (3" 16 © ———T5 = 5x < {31_16]1 = =
3
o om (_3_)2 = oM _ 3
d{M.(A)F ~ \s d(M. (A)) 5

s
(E) est donc I'ellipse de foyer O, d'excentricite 3 et de directrice associé{&].

2. a. OM:%l?}x—lq Puisque x < —133 ,d'ot 3x—-16 <0 donc 0M=:—l_>.[16r-3x}-
b. x=OM cosf

; 16
Donc 50M = 16— 30M cos.Parsute OM = ;
’ 5+ 3cosé
== ’ Vot e 16 — 16
3.0na:mes(7, om )_H+Hetlu1 €(E) Dot OM' = —— = —2
a} L <+ .-1-— — lﬂ - i
o e 6 1 1 _ 6cosd lcos) _ 2
—_— _1a 1 _ 6eosd _ cosd _ 2
b) Ona: OlcosB = —  dou Ol ol o - ==
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EXERCICE 4
1. Montrons que ( E ) est la reunion de deux conigues :

. . 4 _ 2 4
Ona: (E):==x"-2x* +1 o %:(12_ 1)?
4

= (x2- 1)2-L = ¢

- e an=(2 e
2
£=X“—212+1 = (x2 1¢=’y2(x2_ 1—'};—)(12_1+y;—2)= 0
16 - ‘—)= ou (x2—1+—;.)=[]
mxz_.ﬁ:l OUX2+)'Z=1

Donc ( E ) est la reunion d'une ellipse d’équation x+ % = 1 et
4

d'une hyperbole d'équation x2 — %; = 1

2. Courbe de (E) et (H)

| Al
. J |
ST, | T ]
1 _3_'_ ! ‘
: : : _ i ] 'E-). |
| - F : -
! lx ’
| ) |
l . A A, ]
..-5 _'_, _'3 F‘I‘_} L E!' b F1 3 4 £ ‘1
| Fr_ 1
7 |
B =
]
| e o f PP B !
! g - L ]
: A i
! -4 |
| \ .|
| ' |
: - =i L I D0 LS hrhost 105

* (E) est une ellipse de centre O (0,0)
Les axes de symetries sont les droites d'égquat
Les coordonnées de ( E ) sont: A(1,0); A'-
La demi distance focalest c=v&—1 = V3
Les coordonnées des foyers sont : F( 0,43 ) et F'(0, - Vv3)
*(H) est une hyperbole de centre O (0,0)

Les axes de symétries sont les droites d'équations X = Oety
Les sommets'de (H ) sont A(1,0) et A(=1,0)

La demi distance focal est ¢ =v& + 1 = V5

Les coordonnées des foyers de ( H ) sont: F1( V5, 0) et Fi'(- V5, 0)
Les asymptotes de ( H ) ont pour equations: y =2x et y =~ 2x

ionsx = 0ety=0
1,0); B(O, 2) et B'(0,—2)

=0
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EXERCICE 5

1. Déterminons I'équation cartésienne de ( E ).
= (3—x ——1—x\ _efl-x
Ona MF(G—y) et MH(y_y)::*MH( 0 )
D'otona: MF=+3MH o MF? = 3MH2 e (3-x )P+ (-¥)°
o 9-6x + X2 + y2 = 3 - 6x +3¢

& 2x* - y* - 6
Donc I'équationde (E )est: 2x* - y> - 6
2. Nature, Sommets et asymptotes de (E)

Ona:MF =v3MH o %: V3 . d'ol l'excentricité e =3

V3 > 1. donc l'ensemble { E ) est une hyperbole de foyer F. de directrice (D) et
d'excentricite V3 .

Ona:2x2 -y2-6=0 o 2x*-y* =6 Z——-%= 1

Les sommets de 'hyperbole ( E ) ont pour coordonnées A( V3, 0) et A’(— 3, 0)

Les asymptotes de ( E ) ont pour équations cartésiennes ' y = V2 x ety =— VZ x
EXERCICE 6

1. Déterminons la nature de ( Fm )

1ercas ; Pour m=0;0Ona(Fo)apouréquation. y* - 2 = 0= y=v2 et y=—ﬁ
Donc Fo est la reunion de deux droites paraliéles d'équations y = VZ et y = — V2
2éme cas : Pour m=1.0na(F;)apouréguation: 2x*-8x + 10 = 0

A =-16 . L'équation n'admet pas de solutions. Donc I'ensemble ( F1 ) est vide.
3éemecas:Pour m# 0 et m#1

Ona: 2mx? - Bmx -(m=1)y* + 12m - 2 = 0

o 2m(x?-4x)-({m-1)* + 12m -2 =0
o= 2m[(x=2)32-4] -(m-=1)y* + 12m -2 =
= 2m(x=2)7? -(m=1)y* + 4m-2 = 0

Si 4m -2 = 0, c'est a dire m=% :alors.i:ma:(:o<—2‘,|“-+%3,r2 =0
L'ensemble ( F3 ) estle singleton {G} avec G(2,0)

Sim # % alorsona: 2m(x—2) -(m—=1)y2 + 4m—=2 = 0

= 3(1-x)

=0
=0

0

T - ?
(x-20 y’ = i
-am + 2 —-am +2
Zm m-1
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i i LU —am +2
Etudions le signe de —m— € —— sachantque m € R\ {0; i‘l )
m o 0 % 1 + o |
= 4ITI + 2 + + o - =
2m - C % & :
m-1 - - - (R +
—-4m + 2 +
2m ¥ (|) ) =
—-4m + 2 _
m -1 - C:) + -

Pour me]-= 0[;(Fm ) estune hyperbole .
Pour me _U § _21_[ . ( Fm ) estune ellipse .
;1[; ( Fm ) est vide

Pour me |1+ «=[;(Fm)estune hyperbole

Pour me

B |

2. Déterminons la valeur de m lorsque :
a.( Fm ) estun cercle.

1
. 0<mc« 5
( Fm ) est un cercle si et seulement si . m=-ou _am + 2 —am +2 =
am m-1
1 1
m == 0U.m==-
3 2

Pour m =§ _on obtient le cercle de centre G( 2, 0 ) et de rayon null.
Pour m = ;i; _on obtient le cercle de centre G( 2, 0 ) et de rayon 1

b. ( Fm ) est une hyperbole équilatére.
mEe]~=0[u)1. ¥« |

(Fm) est une hyperbole équilatére si et seulement si om +2_ —4msz O M=-1
2m T o m-1
I 5 W % F ) 5 _ { xX—2z :I? + y_’ = 1
L'hyperbole équilatére ( F. ) a pour équation cartesienne . — ——= - =

3. Tracons (F:) et (F-1)
3 - —_—
Les asymptotes de ( F.1 ) ont pour equations . y = X —2ety=—x+2
Les sommets de ( F.1) sont les points A( 2, V3 ) et A(2, - V3)
Le point G( 2, 0 ) est le centre de (F1) et (F-1)

R = ition 2016
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T | FEre s

EXERCICE 7 : Bac C 1998 Session de remplacement
1. a. Pour tout point M du plan,
fIM)=M & z=_(z+ iZ)+ i- 1
@ x +iy = (x+iy+ i(x—iy)) +i=1
o x 4y = (x+y=2)+ji(x+y+2)
x = }-(x+ y—2)
= ; o |2
y = ;(x+y+2) s(x-y+2)=0
< x -y + 2 =0 donc I'ensemble des points M
tels que f{M|=M estla droite (D) d'équation x—y+2 =0
b. Déterminons les ccordonnees de M’,
fIM)=M' o2z = -(z+ i2)+ i- 1

o X'+ iy’ = %(x+iy+ i(X=iy)) +i—1

%{x—y+2]= 0

o X' +iy' = %(x-t-y-?} + (X +y+2)
o ;x’ = %[x+ y=2)
y' = %(x+y+2)
Donc M'(;(x+y—-2); 2(x+y+2))
Démontrons maintenant que M’ appartient a (D).
]
e ~2-[x+y—-2)—%(x+y+2)+2=—~l~1+2=0

Ainsi, les coordonnées de M’ vérifient 'équation de (D). Donc M’ appartienta (D).
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Lty )
R N T

2lF+r+Y) %(x—y+2}
Soit Tg“ » un vecteur directeur de (D).

—

—_ 1
MM . = - S(x—y+2)+ %(x —y+2)= 0Alors MM' estnormal a la droite(D).
« Caractérisons geometriquement f .

M' appartient 4 (D)

A tout point M du plan, f* associe le point M' tel que . {—-———
MM ' est normal a (D)

[ estdonc la projection orthogonale sur la droite (D).
— '—1 — i) _1 — i
2.a. Z2—2 —leZ Z—I1Z 21—{—2} __jlz—;z—Z(;—])]
b. Pour tout point M du plan,
_ |, s A

ME(E]‘{:}lZ——]'—EZ iz 2(: I]|

=4 lz— 1]: %|z— z'[ d'apres 2)a

& MF =3 MM’

MF 1

—

T B
d [M | D)]
(E) est donc I'ellipse de foyer F, de directrice assaciée (D) et d’excentricité >
L'axe focal [&] est la perpendiculaire & (D) passant par F.

il i 21 -
Une équation de (A] est de la forme : x+y+c—0 car u | , vecteur directeur de (D)

est un vecteur normal a [A)

A|passe par F‘L ‘donc 1 +0+c¢c=0 soit ¢ =-1

Ure equation cartésienne de (A] est donc : x+)’-1:0

C. Vér‘ans que les points A et A’ sont des points d'intersection de (&J et (E).

1.1). A[5._3
5*5]’ A’E‘ zJ

._.3_.- 1 = 0 donc ArE(ﬂ)
2

Avgp =0 A

[ XN BT

oy S 0 donc A€ (A),;
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; V2 i
|5 + l'--1|=1|—1+;|=-—2
2 2 2 21 : 3
L L (A L) 2(i-1)| =122 = |1 =il =
Rl !(z zl) 2(i ;_)I L ] zl 2
|5—3i-1|=|1—3i|=3-3d0nc A €(E)
2 2 2 2 2

Par conséquent, A et A’ sont les sommets de (E) situés sur I'axe focal [A}

3. a. courbe ( voir figure )
b. construction des autres sommets B et B :

Soit ) le centre de I'ellipse (E), {&‘) I'axe non focal de (E).
{2 est le milieu du segment iAA'I; B et B’ sont les points d'intersection de I'axe non focal

(.& ') et du cercle de centre F et de rayon (A,

c. Voir figure

g e

D).

e e e e e B 4 e s s e . e M

—

TOP CHRONO Mathématiques BAC séries C&E Edition 2016

Scanned by CamScanner



117

EXERCICE 8 : Bac C 1996 Session de remplacement
Partie A
1. Nature de la conique (h)

Soit M(x;y)e(h) & y2-x2=16 o Y2_X2 _ VB

donc (h) est une hyperbole équilatére.
Le sommet A de (h) a pour coordonnées A(D;4].
Tracer (h) : (voir figure)

2. Montrons que R est une rotation, puis déterminons les éléments
caracteristiques.

2

ona: z' =—2-(1-i]z est de la forme z'=az+b aveca =-‘£2_g[1—i) etb=0

§+3 = Ja=1

- le module de a est :|a|= 2

Bed- (4] 4] -

- I'angle onenté de R

2
COsH =2
sinﬁfz—g
2
-le centre de R 2!2:1—?—3:1—?5:0

Donc R est une rotation de centre O et d'angle oriente —%

3.a. Ensemble des points invariants par S.
M est un point invariant par S < S(M)=

s 2 o o
@2'=2" & x+iy= iz-g—(d-i](x—iy) & x+1y=—"!2:(—x+ly+|x+y)

Jﬁ l'r_g. J-IX"FJ_

& X+1ly= _T}H— 5 Iy +
= J(+i}’= _%_2-..)(_]_’!_ ,_)(+ }
2 J2. 2442
X=—§x+3’;—§y —gy=x+%——xﬁ r?_—Y— 5 X
o 2 a 3
Jé Jé‘ g__vl—fﬁ- = —X
2.2
y= X —[ 1442
= JE ’ (‘HJ_)X & y=(1+J§)x
- squati 1+v2)x
Donc |'8nsenﬂe des points invariants par S est la droite (D) d'équation’y =[ + )

— Edition 2016
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b. Démontrons que S=RoS

(0J)
- Déter minons I'écriture complexe de S =R c:-S(

OJ)
- I"écriture complexe de R est z'= J—E—(t —-i)z

- I'écriture complexe de S(OJ) est z'=-z

- |"écriture complexe de Ro S(OJ] est ROS(OJ) =R|S{OJ)J:R|—21

Zp.s =—£{1—i]:‘z
(OJ)
Donc I'écriture complexe de R°S(0J) estz'= ﬂgﬁ—i]i =27'= g(--”i}g
On constacte que I'écriture complexe de S est aussi celui de R 05{ 0J) donc S=Ro S[ 0J)

c. Nature de S.

L'application S est la composée de deux isometries, donc elle est une isométrie.
De plus S admet la droite (D) comme ensemble de points invariants.

S est donc |la symétrie orthogonale d'axe (D).

—
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4. a. Verifions que R(A) = S(A).

: JF .

R(A)=A ﬁZA.:—?“—I]ZA=—\{2_g{1-i}(4i)=-\2£(4l+4) 242i+ 242
zy.=2J2+212
, V2 —

S(A)=A"' & zA.=—2-[—1+|)zA:g(—1+i](—4i]:%(4i+4}
ZA.:2J§+2iJ§| -

Donc R(A) = S(A) = A" avec A'(2V2 ; 2V2)
b. Points d'intersection de (D) et (h)
yi-xi=16 (1)
y=(l+ﬁ)x (2)
Remplagons dans (1) I'équation (2).

y2-x2=16 & (1+J§)x]2 —x2=164=>(1+\f§]2x2—x2=16

M e(D)N(h) &

ﬁ1[1+\f5}2—1:’x2=1ﬁ@(1+2\f§+2—1]x2 =16

42
2 _»2 2
& (2+22)* =47 & x= =
g 8 an e #
2+2J2 2 +2J2
I'equation (2) donne:
4(1+J§)
Pour x=-_% _ ona:y=(1++2]x =
2+272 (B e
5 i 4[1+J§]
onc E :
V2422 J2+2J2
. 5 —4(1+J§)
. . L sy =1 2| X = ———
Pour x= m ona:y [+ ] m
4[1+\/§]
Done  F- : s
2+22 J2+242

Zn conclusion: (D) coupe (h) en deux points E et F.

». o Démontrons que les coordonnées de M, M' et M" vérifient x'y'= x"y"= ——(v

Jeterminons d'abord Iexpressmn analytique de R.

Ma. M =RM) oz =Z(-1+i)z e X +w =L (—14+i)(x+iy)

o X + iy —£(X+Y} *"'W xi
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x'=£[x+y} . _
donc Jz' est I'expression analytique de R.

y‘:ﬁ_z.[y—x]. |

- V2 x? +y2 —x
On a x'yu—r{xw)x—(v X)= (x+y1(y X)= (xy y2 —xy

Donc x'.y‘zi(y —XE] (1)

- Expression analytique de S.

SM)=M" < z“:%( 1+ijz & x"+iy' —-—[—1+|]( —iy)
& x"+iy"=i2_2_(—x+iy+ix+y]
& x“+iy“=§(y—x]+g(x+y]i
x=Z{y=x) o
donc 3 est 'expression analytique de S.
y"=72(><+y)
ona: x", "—-—-(y X). ‘Q[x%-y :%[y X)(X+Y)= [xy X2 4 y2 —xy

donc (x"y" = E[yz—le (2)

les relations (1) et (2) donnent X'.y'=x"y"=~ [yz—xzy

b- Déterminons l'image de (h) par Ret S
- Par R: soit R(h)

X y_.ﬂ[yz x2] et ():y2 —x2 =16=>y2 =16+ x2

d'ou x'y'= ; y2 — x2]¢>x Y —%{16+x2-—x2' X%\ = Bl y'=-§—.

- Par S: soit S(h)

x".y"=11y2+12] et (h):y?—-x?=16 = y?=16+x?

d'ou x".y' _—(1E5+>:2 x2|¢=> x\y'=8 = y':%

TOP CHRONO Mathématiques BAC séries C&E Edition ZDi;

Scanned by CamScanner



121

ont la méme équation Xy =8 ou y=g.

c'est I'equation d'une hyperbole rapportée a ses asymptotes.

On en deduit que (h) a méme image par R et S qui est I'hyperbole

d'équationy = %

En conclusion: S(h) et R(h)

6. Vérifions que E et F appartiennent a ( J¢)

5 . 4 4(1-#-\1‘5] 4 =
na. — - L = I
2+22 2%232| |m'2 e 2'
4 *4(1-}*\!@) 4
Ona: F|- : | i =252 4212
V2+22 2-202 - | J24+202 N I
-Ee(H}gyE=x£ &y = 2
E B o
V24242
& yo=22+242
Donc E appartient a ( 3C)
a4 8 8 _
Fe(xX) ﬁyF=YF-<:>yF= TS Ve =2 2+2:2

_\f_2 +242
Donc F appartient a ( )
b - Tracerde ( h), (D) et ( 9). ( voir figure ci-dessus )

PARTIE B
1. a. Soit M un point du plan de coordonnées (x;)
% il
Ona: Me(h |« ME(h)ﬁ ‘!2—?‘2:16@ y o= *16©y=\}x2+16 car y>0.
y>0 |y=0 y20

Donc la courbe représentative de la fonction(h' ) esty = Jx? +186.

b. Une équation de la droite (ON) est de la forme z = at.

1.f:»:2+16l
X

U(x) est I'aire de la partie limitée par (h") et les segments [OA|et|ON|

Puisque N a pour coordonnées [x:Jx2 +16]alors =
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X

#U[X]:f
0

X

=f N2 +16 dt—“'xz:wf t dt
0 0

= foi2+15 i:n-.__——*"’“2){“"16 i %tf
0 0

uh-<2+16t [ Jx +1 X2 +16 4
X

f(t) -

f(t) dt -
IU

x24+16 l 2.
dt—__—-——"x|2x l

X
U(x):fﬂ 124+16

i JxZ+16
U{x):joxr"t2+16 dt — i_"_z.*'_—

c. Dérivéee de G et U.

G(x)= 81n|x+ Jx? +1E}

218 2X
lx+\x2+1 ] o g '2_\}_5(2_%1-_ _ 8 VX2 +16+X
G‘l:x:l ;1;.4-\[_4'16 X+JK2+18 l}x2+16”x+ F}(2+1ﬁy

CK) = it
X' = 16

§ (xyx% +16
U{x):f J2 +16 dt - "__’%_
0
] X\,‘J{2+16 _ 2 ___1 x2+16+ 2}( %
Jx2 | 1| x2 +16 4 %2
= 16——\1 +16 + = X2 +16 — 5| ———
T ’ X2 +15 2| Jx?+16 .
1 2x% 416 2 }(248 _ xz +16— x2 -8
x) = T ot = X109
U'(x) W 2 /x2 +16 ”}(2-}-1- m—
U(x) = _8
Jx2+16
donc Wx€(0+od, G'(x)=U'(X)=
. JxT“s
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- Calculons U(0) et G(0).

X 0 '
2
U[x):f 2 +16 dt — x_xzﬂ - U(O):f 2 116 dt{o\m?;—‘iﬁ _
L 0

. G(x)=8|nlx+Jx2+16]

G[O]:Bln[0+\/02+16] - [G[0)=8in4]

. U'(x)=G'(x) donc U(x)=G(x)+c

car ce sont les primitives d'une méme fonction sur [0:+o9].
vx €[0i+oc[,U(X)=G(x)+ ¢ = ¢ = U(x)-G(x)

c = U(D)—G(O]= 0-8In4 donc [c = —8In4]

Autotal, U(x) = G(X}+ ¢

U(x) =8|n|x+Jx2 +16]—8In4 = 8|n|x+ X2 +16 |—In4|
+x* +16
donc [U(x) = 8In w
2.a. Sens de variation de U(x).
Ona: U(x) = 8
Jx2+16
VX e|0;+oo], U'(X)> 0 donc U est strictement croissante sur |D;+:x:[.
b. U'( )::__8_= 8 = |U'(0)=2[ Donc (C) admet une demi-tangente
Joz+16 4
au point d'abscisse O de coefficient directeur 2.
C. courbe (C). ( vair figure). »t =
i+
1 .
L—' i 3 3 i 3 [ 7 X
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PARTIE C . .
1. Démontrons que N, appartient a (h')

Soit N,(x,y,) et N'(x"y')

N, = RN} & R(Nj)= N'@-ZN’—-——(T i)z,

e (x'+iy') = (1-:](x1+y]@ X'+iy' = lf?g[x iy, — X, + Y]
x'= g(xﬁyi) 1 x1:i§(x‘ y]

o d'ouon a 3
y'= Z{n-x| =2 (x+y)

; ; ; o (x'= 2V2
Puisque N' appartient a ( &G ), alors y " est positif . D'ou y' = 0
= y,:E‘@(Iw y') donc y = 0
Ni1 appartient donc a (h+ ).

Montrons que x: est positive.

Ona X1 = %( x' -y ). Or Niv €(9 ), déquation y = g
Do x = E(x'_ y)
k=R )
el () o p o BUAPAD gy o 0 L 2ENe )

Ona : x =2V2 donc x = 0.Labscisse x estdonc positive.
2. ( 9 ) est I'image de ( h ) par la rotation R ; d'ot ( A' ) est I'image de ( A ) par
I'isométrie R, qui est une rotation.

Or les isométries conservent les aires, donc (A ) et (A’) ont la méme aire .

EXERCICE 9 : Bac C 1999 Session de remplacement
PARTIE A

1. Une similitude directe conserve le rapport des distances et I'angle orienté.
Par suite I'image du carré OIKJ par S est le carré OI'K'A

2. Construction des points O, |, J, K, I, K’ (voir figure)

3. Les points |, J et A sont alignés.

Donc leurs images I', A’ et A sont alignés car une similitude directe conserve I'alignement
de points.

—
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4. S
O |O
J |A
I I
K (K
A A
La similitude directe conserve le rapport des distances. Donc : % = %'-ﬁ-'

Démor}trer que OA4A'= A'K"' revient a démontrer que 0A4A= AK
La droite (1J) est un axe de symétrie du carré OIKJ. C'est la médiatrice du segment
[OK|. Le point A appartient a la droite (IJ) donc 04 = 4K .

Par conséquent, O4'= 4'K"".
PARTIE B

1. K a pour couple de coordonnées (1 ; 1) donc I'affixe Z, de K est 1+i.
2. Soit (x,y] le couple de coordonnées de A dans le repére (O, 1, J).

X—]];-I—j-- — 1)
y 1

———

14

& x—-1+y=0
S y=1—x
a=x+iy=x+i(l—x}
ia+l=ix—(1-x)+1=x(1-x)
3. Un argument de 17 est %,Un argument du réel non nul X est0 ou +m selon
lesignede x.(x=0 car A= J);

. l i i il ek
Par suite un argument de X(1+!) est % ou 574?_ c'est-a-dire v ou —7~

car arg[x(1 + )| = arg x + arg(1 + ) + 2km.k EZ.

T, 3w
4> 4

Dong il existe un argument de ia+1 dans la paire

1 ‘ iti 16
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4. Considérons la symétrie orthogonale S , | d'axe (LJ).

Sun

=
o}

K
J |J
A |A

ona: (07,04|= - (KT K4|= [‘i{,‘d"j{.T
Car une symétrie orthogonale transforme un angle orienté en son oppose.
5. Le vecteur-image du complexe @ — (l-l_- i] est K4 carz, =2z,—2¢

car Ol =JK ]

[01,&4]:'JK,KA‘]
j!l',!ﬂ]“[.ﬂf,!ﬂ{]:(ﬂ—(HWI:(?}—[mml

!

= [‘E)—[()J,OA]—IT(;I, 0d|= ) +-|f()f,OJ]—-{ 01,0,4]

mes‘ Ol,KA E‘?T-F-%r —ar[27rj = 3?—5 —afiZ':r] = —% —CEP‘H‘I

Donc I o estun argument du nombre complexe a—(l +.!').

PARTIEC
1. 5(0)=0 et S(J)=A
L'écriture complexede Sest: z' =tz + p ol te °
0:0_.{—"0 (;}‘P:O. Donc Z'=—iaz
a=t()+p [t=-—ia ‘
2. K'sS5(K) © k'=—ia(1+i)

A'=S(A) @ a = —id®
3. a.
u=k'—(1+0)=~ia(l+i|~(l+i|= 1 +i|~ia—1]

Ona:

:—[1+f|{iu+ll
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arg(u)E%j‘—?H—%IZWI arg(u)_z_%“rlhl
ou ou

arg(u) E% +‘JT——34E[27TI arg(u) E%[Zﬂ'l

arg[u)E%[ﬂ’] Donc 1 est un imaginaire pur.
v=a'—k o v=-—ig? +ia(1+1i)
e v=—la(a—(1+1)) .
— T T - iy 1
arg(v):—u2++a—§——a[2ﬂ’|= -?1"27r|

Donc V est un nombre reel.
b. ¢ estunimaginaire purdonc (KK') L (Ol)
v est un réel donc (K'A ')//((JI] done [KK ’)L (K'A‘).

par consequent les vecteurs KK' et K'A' sont arthogonaux.

4. On sait que (KI]L {OI] et que (KK").L(OI)

Donc les droites (KI) et (KK') sont confondues.
Par conséquent, les points K, K’ et | sont alignés.

On sait d’aprés 3.a. que les vecteurs KK' et K'A" sont orthogonaux, c'est-a-dire que
les droites (KK '] et (K‘A') sont perpendiculaires en K'.

Donc K’ est le projeté orthogonal de A’ sur la droite (KK’) ¢'est-a-dire sur la droite (KI).

5. Construction de A’
On sait :
- D'apres A.3)que A'€E (A[')

- D'aprés C.4) que (A'K')J_ (KK')
A’ est donc I'intersection de la droite (Al') et de la perp

0A" _
6. On sait d'apres A.4) que OA’ =K'A' donc ——= =1
d(A,0) _

d(AY(IK) -
Donc A’ appartient a la parabole de foyer O et de directrice (IK).

endiculaire a la droite (KK') en K.

C'est-a-dire

dition 2016
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e —

PARTIE D b,
1. L'axe focal de (I") est la perpendiculaire a la droite (IK) passant par O c'est-a-dire (Ol),

Le sommet de la parabole est le milieu du segment [ Ol ]

dL.0) _ 1 _ 1 donc JE(F)
d(L(K) 1

3. construction de (F)

. &
K\
L] I'

P |
INENRERBE R R o T (M
fis
£

| |

o o

(r) _E
TOP CHRONO Mathématiques BAC séries C&E Edition 2016

Scanned by CamScanner



129

CHAPITRE VII : LIMITES ET CONTINUITE
DERIVABILITE ET ETUDE DE FONCTIONS

FICHE DE COURS
A- LIMITES ET CONTINUITE

Continuité en un point a

Soit a un nombre réel et f une fonction définie en a.

f estcontinue ena < hm fix) = a) ouf estcontinue ena lim f(x) = lim f(x) = f(a)

Prolongement par continuité en a

Soit f une fonction non définie en a . Iim fX) = ¢ avec teR.

On dit que f admet un prolongement par continuité en a.
g(x) =f(x),six € D,

Ce prolongement est la fonction g définie par : {g{a ) = ¢

symptote verticale

La droite d'équation x = a est une asymptote verticale a la courbe de f si et seulement si
Iim f(x )=+ ou lim f(x)=-c ou lim f(x) =+ ou lim f(x) = -

X—#a | X -3y X0

Asymptote horizontale

La droite d'équation y = b est une asymptote harizontale a la courbe de f si et seulement

si IIm f(x) = b ou lir}'l fix) =">b

X =3+

Asymptote oblique

La droite d'équation y = ax + b est une asymptote oblique a la courbe de fen

+ 0 ( respectivement en - o0 ) si et sculement si lim [f(x)-(ax+b)] =0

—y >

(respectivement lim [f(x) - (ax +b )] =0)

K-—p=7

Branche parabolique de direction (OI)
La courbe de f admet une branche parabolique de direction (Ol) si et seulement si
. fi(x .
Jlim L) 0 ou lim LIt R
X ¥ ovew X

Branche parabolique de direction (OJ)
La courbe de f admet une branche parabolique de direction (OJ) si et seulement si

. fix (%) . fx) _
Ilm —!("._)_ =+ o0 ou ]Im f(x} =-o0:0u lhm —— =-00; 0U llln o +
| 1 X Py X P X e s X

e

g 16
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B- DERIVATION —

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert contenant a.
1 fix)-M(a) - :
On dit que f est dérivable en a si le taux de variation ————i_a admet une limite finie

quand x tend vers a.
Cette limite est appelée le nombre dérive de f en a et est notée f '(a).
. fix)- (a) . flx)-fla) _ i f(x) - f(a)
' Ari < At = lim ————— = im ——
Ou bien f est dérivable en a 11_13;‘ _— n | .o xo1 X -2

Equation de la tangente au point d’abscisse a
e f au point d’abscisse a, a pour équation :

La tangente a la courbe représentative d

y = f'(a)(x - a) + f(a)
- Sif'(a) = 0 alors la courbe de f admet au point a une tangente horizontale.
+Sif'(a) = f(a) alors f n'est pas dérivable en a; mais la courbe de f admet au point

d'abscisse a deux (2) demi- tangentes.

Le point A (a, f(a)) est un point anguleux.

. f(x)-f(a . fx)-fla
Si IIm—M—i-_—‘PCO ct hm—()—(—] =-o00 alors la courbe de f admet une

=3 X-a k23 X -2
tangente verticale au point d’abscisse a.

C- BIUECTION

« f est continue et strictement monotone sur un intervalle I, alors f réalise une bijection de

| sur f(l).

La fonction f et sa bijection réciproque f°' ontle méme sens de variation.

» f est une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle [a, b].
Si f(a) et f (b) sont de signes contraires alors I'équation f(x)= 0 admet une solution unique
dans]a; b
- f est continue et strictement monotone sur un intervalle 1, alors pour tout m € f(I)

I'équation f(x) = m admet une solution unique .

Oy 1 l
smnsamogs Fangasll = = o
e nombre dérivé de f enaest.( ) ['l:f"(u)] f (a)

2 -1 F
La courbe de fetde f ™' sont symétriques par rapport a la premiére bissectrice {une

equation est y = x) dans un repére orthonorme.
R
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D- POSITIONS RELATIVE DE DEUX COURBES

Soit f et g deux fonctions numériques, et K un Sous-ensemble de D, ~ D
-

Pour étudier les positions relatives des deux courbes de f etg sur K, on calcule
f(x) — g(x) . puis on étudie son signe.

« Vx€K.sif(x)-g(x) < 0 alors (C, ) esten dessous de (c,)

« ¥x €K, sif(x)-g(x) >0 alors (C,) est au dessus de (C,)
*Vx=a€K,sif(x)-g(x)=0alors (C,)ect (C,) se coupent au point A (a ; f(a))
E- AXE DE SYMETRIE ET CENTRE DE SYMETRIE

Dans un repére orthogonal, la droite d’équation x = a est un axe de symétrie pour la

courbe de f sietseulementsi a-x e D, ;a+x « D, et fla-x)=f(a+x)

ou bien 2a-xe D, et f(2a-x)="f(x)

ou bien la fonction g (x) =f (a + x) est une fonction paire .

Dans un repére orthogonal, le point A (a, b) est un centre de symétrie pour la courbe de f
sietseulementsi:a-x e D, ;a+x e D, et fla-x)+f(a+x)=2b

oubien 2a-x e D, et f(2a—-x) +f(x)=2b

ou bien la fonction g(x) =f(a +x) — b est une fonction impaire.

F- PARITE ET PERIODICITE
- f est paire si et seulement si vx e Dpi—x€D; et f(—x) =f(x)

La courbe de f admet I'axe des ordonnées (QOJ) comme axe de symétrie.
- f est impaire si et seulement si vx e Dgi —x€ D¢ etf(—x)=—f(x).
La courbe de f admet I'origine O(0; 0) du repére (O, |, J) comme centre de symétrie.

* T est un réel strictement positif ;
f est périodique de période T si et seulement si pour tout xde D, f(x + T) = f(x)
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EXERCICES CORRIGES
EXERCICE 1 .

Partie A. On considére la fonction g définie sur R par : g(x) = Ax3=9x? + Bx + 1

1. a. Calculer les limites de g aux bornes de son ensemble de définition.

b. Etudier le sens de variation de g ; puis dresser son tableau de variation.
2. a. Démontrer que I'équation g(x) = 0 admet une solution a.

b. Vérifierque:ae]-1;0]

3. Démontrer que : ¥ xe]— =; a[,g(x)<0et v xela; +=[, g(x)>0.

2
vx € J-oo: [, fix) = 2x ol =
Partie B. Soit la fonction f définie par : X

)
-Vxe]lzﬂ-m [.Hx_‘.l=x- x_-i
(C,)et(C,) sont respectivement les courbes représentative de f sur
J-oo, 1 [ etsur ] I, +m[ dans le plan muni d'un repére orthonormé (O, |, J). Unité 2 cm

1. Calculer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.
2. a. Démontrer que pour tout réel x ; ¥xe] — = 1[,f'(x) = E_E[_j:_);

puis étudier le sens de variation de f sur J-ox:[ .
b. Etudier le sens de variation de f sur ] 1:+«|
¢. Dresser le tableau de variation de f.
3. a. Démontrer que la droite (A) d'équation y = x est une asymptote a (C,) en + =
b. Etudier la position relative de (C,) par rapporta (A ).
4

. Calculer lim @. puis interpréter graphiquement le résultat.
S

5. Déterminer les coordonnées des points d'intersection :

a. de (C,) avec I'axe des ordonnées.

b. de (C,) avec I'axe des abscisses.

6. Representer la courbe (C,) dans le repére (O, I, J). (Prendre a = — 0.1)

7. Soit h la restriction de f a I'intervalle | 1;+ of. 5

a. Justifier que h est une bijection de | 1; +«f sur R

b. Dresser le tableau de variation de h et celui de sa bijection reciproque h"'.

c. Calculer(h') (0).

d. Représenter la courbe {C..-+] dans le méme repére (O, |, J). L8
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EXERCICE 2

Pl 8 forcHian g eTinke-par itx)~ Jl x"-6x+5| et (C,) sa courbe représentative dans
le plan du repére orthonormé (O, I, J).

1. Ecrire g sans le symbole de la valeur absolue.

2. a. Etudier la dérivabilité de g en 1 et 5,

b. La courbe (C,) admet - elle des tangentes en ces points 1 et 57

3. Etudier le sens de variation de g.

4. Démontrer que la droite x = 3 est un axe de symeétrie de la courbe ['l'.‘Ii ] :

5. Dresser le tableau de variation de g.

6. a. Montrer que la droite (D) d’équation y = x - 3 et la droite (A) d'équation

y= - x+ 3 sont des asymptotes & la courbe (C,) respectivement en + oo et en - o,

b. Determiner les coordonnées des points A et B intersections de (CE) avec ses
asymptotes. A est le point dont I'abscisse est supérieur & 3.

7. Montrer que g est une bijection de [1 ; 3] sur un intervalle K & préciser.

8. Tracer (D) ; (4); (C,)

EXERCICE 3
On considére la fonction f définie par : fix)= V4 -ax+x* +

x -1
1. Ecrire f(x) sans le symbole de la racine carrée.
2. Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.
3. Etudier la dérivabilité de f au point 2.
4. a. Etudier le sens de variation de f.
b. Dresser le tableau de variation de f.
5. a. Montrer que la droite (D) d’égquationy = 2 —x etla droite (D') d'équation y=x-2
sont des asymptotes a (C) respectivement en - co et €n +w. |
b. Montrer que les droites (D) et (D') sont sécantes en un point dont on déterminera les
Coordonnées,
6. 2. Montrer que I'équation f(x) = 0 admet une solution unique a € J0; !
b. Déterminer une valeur approchée par défaut de « a 0.1 pres.
C. Déterminer le signe de f(x) suivant les valeurs de X.
7. a. Montrer que f réalise une bijection de ] 0 ; 1 [dans un intervalle K a preciser.
b. Dresser le tableau de variation de la bijection réciprogue " defsur 10 1]
8- Construire (C), (D) et (D') dans un repére orthonormé (O. 1. J).

e ————
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EXERCICE 4 —

SinX_ ot (C) sa représentation graphique
1 + sinx

On désigne par f la fonction définie par fix)=

dans le plan muni d'un repére orthonormé (O, |, J)
1. Montrer que f est périodique de période 2r.
2. a. Comparerf(n-x) et f(x).

b. Puis interpréter graphiquement le résultat obtenu.
T b g

c. Justifier le choix de l'intervalle 1 = [ 5 . E]

3. a. Etudier le sens de variation de f sur |

b. Dresser le tableau de variation de f sur |.

4. Tracer |la courbe de f sur [ . 3—;5 ]

EXERCICE 5 ( Non corrigé )
Soit la fonction f définie par :
f:]O: %[ - R
¥ b— ——

cosx
1. Etudier le sens de variation de f.

2. Dresser le tableau de variation de f

3. Montrer que f est une bijection de ]"n: % [ sur un intervalle K que I'on déterminera.

4. Soit f~ 1 la bijection réciproque de f.
a. Déterminer (f~1)'( x)

b. Calculer (f~1)'(4)

5. Tracer la courbe (C) de f

EXERCICE 6 ( Non corrigé )
Soit la figure (C) ci-dessous la représentation graphique d'une fonction numériqué

continue et dérivable sur R\ { 1} ; de fonction dérivée f .
1. Donner les limites aux bornes de D, . '

2. Donnerf’(0) et f'(2)

3. Determiner I'équation de la droite (D).

R—
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4. Recopier, puis compléter le tableau suivant :

X #] 0,5 1.5 3
f(x) 1

5. a. Déterminer graphiquement le signe de f(

9

! X) suivant les valeurs de x.
b. Etudier la position relative de (C) par rapport a (D)

6. Etudier le sens de variation de f, puis dresser son tableau de variation.

7. On suppose que f est la fonction définie par - fix) = ax’+ bx+c

— ou a, b, et ¢ sont des

nombres réels.

a. Déterminer a, b et ¢ en utilisant les questions précédentes.
b. Justifier que la droite (D) est une asymptote a la courbe (C).

c. Démontrer que le point A (1 ; 5) est centre de symétrie de la courbe (C)

13
124 (C
11

"~
L
-
(}'1-1
el §
. |
m-u
I T Jmn—

E
|
H
|
i
|
: |
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CORRECTION DES EXERCICES

EXERCICE 1

Partie A

1. Sens de variation de g(x) =4x3 - 9x? + 6x * 1
Dg =R

lim g(x)= lim (4x’ SoxT+6x+1)= rlilr_nriﬁlx‘)r--oc

T p—m

lim g(x)= lim (4x’ - +6x+1)= fl.irﬂ«{ 4x')= + o

LR s

Dérivée de g

g(x) = 4x3 - 9x2 + Bx + 1dou g’
. . 1

%[U] 1:+o [, g (x)>0, donc g est strictement croissante sur }-« | 5[ et

(x) = 12x2 - 18x + 6 =6(2x -1)(x-1)

VX e]-=;
sur 11;+» [
.. .
¥xe] % :1[. g'(x)< 0, doncg est strictement décroissante sur ] e 1(
* Tableau de variation de g
X I = & % 1 +
g’ Q- Q  +
9
— +
4
g(x)
—m 2

2.a. ¥ Xxe ]- =; %[ . g est continue et strictement croissant ;

elle réalise une bijection deJ-=: -;; [dans]-o: E[ - or 0g] - ; ; [ donc I'équation

g(x)=0 admet une solution ag] -»; %[ . ¥xe] %; 1, g est continue et strictement
décroissante. Elle réalise une bijection de ] %; 1[dans ] 2; 2-[; or 0¢] 2; g[, donc
I'équation g(x) = 0 n'admet pas de solution sur ] %; ;i

vxe ]1:+ = [, g est continue et strictement croissante.

Elle réalise une bijection de J1;+ »[ dans] 2+« [;or Og] 2; +» [, donc I'équaticn g(x)
= 0 n'admet pas de solution .

En conclusion, L'équation g(x) =0 admet ne solution unique ae] -« ;

[

[N

b. Vérifier que ae ]-1; 0
¥ xe - 1; 0 [, g est continue et strictement croissante.
Ona:g(-1)=-18 et g(0)=1 d'ot g(-1)xg(0)< O.doncas]-1:0]

™ Y,
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3°) Signe de g(x)

vxe -« [ a|[, g est continue et strictement croissante :

org(l=;a[) =] = g(a)[ = ]-«;0[ car g(a)=0:dou g(x) <0
5 oy s o = Ly l E q

vxela;+efonala;+e] =]a: 2 [u]s ;1[UN1; +m['orxeln:§{.

g est continue et croissante , or g{]u'-l-l) =]g(a); g(% SN =10; g( )

[ d'odr g(x) > 0
Vxel- 1 [, on a: g est continue et strictement decrolssante or

g{l; A0 = 19(1).9(;)[—]2.;[,doug(x) >0 .
vxe J1; + = [, on a g est continue et croissante.
Org(]1:+«[) =12 +=[, dot g(x) > 0 |
Enconclusion: V xel-=;a[;g(x)<0 et Vxe]a;+=[ g(x) >0
Partie B
1.
lim f(x)= lim (2x* - x - L}- -0 car lim (2x?-x)= lim (2x?)=+

T—+=3 X - L= =i

et lim —=lim = = 0

I=4= x_l Yoy

* limf(x) = lim [x- -2—1) = hm(x}- lim —?*-ﬁ:o car Iimi =0 et limx=+w
2 X

K=o, Xt Y- Mo W — ] | R—

1 { 2 2 : 2 sy

lim f(x) = lim(2x? - x- —) = lim( 2x?>-x ) - lim =+ car lim(2x?-x)=1
l-:!-] r—'ri x_l _r,-].l 'l—b|x_.l x—+]

et lim — = 4o

x:}l x..l

li 1 li li - I I B w
*Iimf(x) =lim(x - —tmx-lm——-—m car lim x= i
him f(x) Il:r}(r = ) (x) i el 1 x-l

2°)a- ¥xe]-«:1[,

f(x)=2x?-x - i,
x-1
y) 4x’ -9x*+6x+1 _ g(x)

f.(){]=4X'1+ (X-I)I: .(_;['—1)2 - (X'l}z

" Sens de variation de f ' (x) sur J-«=:1]
Signe de f '(x)

X -w a 1
a(x) - O e
(x=1) + 8
f'(x) - O e

——
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Vxe]-=:a [ f'(x) < 0doncf eststrictement décroissante sur J-ma |

Vxela: +=[ f'(x) > O donc f est strictement croissante sur Ja ; + |,

b) Sens de variation de f sur J1;+ o[

2
ﬂx] =X - —
x-1

2 (x=1pP+2
(x-17  (x-1p
vxe]1;+ o [, f'(x) > 0, donc f est strictement croissante sur J1:+00],.

frx)=1+

c-Tableau de variation de f

X - ™ a 1 + m

(%) e +

. |

f{ﬂ) - ™
3a-Onaf() -y = x- = -x = —
x-] x-1
: . =2 . =2 _ ' ‘
lim (f{x) -y)= lim ke lim— =0 donc la droite (A ) d'équation y = x est une
T4+, TH4T Yo Xkl x

asymptote oblique a (Cz)en + =,

b) Position relative de ( Cz ) par rapporta (A ).
f(x)=y = x-i-x - 2
x-1 x-1

Vxe]1;+=[,f(x) -y < 0 donc ( Cz)estendessousde(A)

0 . fix) .. 2"2"‘"_] : 2 2

4°) ona:lim =" = lim ——21 = |im (2x -1 - ——)=—ocar lim2x=-owet hm =0
= Y Pt X L— xz.x e e x!_x_

Interprétations

On a: Imfix) = - et lim@ =-o, donc la courbe (C ) admet une branche

E -  p— x

parabolique de direction I'axe ( OJ )

5°) Ceordonnées des points d'intersections
a) de ( C1) avec I'axe des ordonnées

Ona:f(0)=2 doncle point d'intersection est A( 0 ;2 )
b) de ( C2) avec I'axe des abscisses

_ _ 2
Ona: f(x)= 0 => x-;—l=0 = xXex2=0 (x+1)(x-2)= 0 = x= -] ou x= 2

Or -1¢] 1, + =, donc le point d'intersection de (Cz)avecl'axe (Ol )est B(2,0)
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6°) Courbe de ( C ).

5
!.
|

7°) a- h estla restrictiondefa] 1; +o |

VX e ]1;+w=][ hestcontinue et strictement croissante ' elle réalise une bijection de ]

1,+o[dansh(]1;+<[) = R
b-Tableau de variation de h

-]

X 1 + oo
h'(x) -
+ w
h (x)
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Tableau de variation de h-'

+
x - X
(h-1) M
+w
h=(x)
,

. 1
¢) Caleulons (h=")"(0);Ona: (h')(0 = ras

Calculons h-'( 0 )
hi(0)=y oh(y)=0 <orh(y)=0 «<fly)=0 douy =2
Calculons h'( 2 )

]

h(2) =1'(2) = “(7%1_}5 dou W(2) =3 donc  (K)(O = 3

d) Représentation de h-’
vxe]l;+=[,(Cn') et (Cn)sontsymétriques par rapport & la premiére

bissectrice y = x. ( voir repére)

EXERCICE 2

1°) Ecrivons g sans le symbole de la valeur absolue

Soit g(x) = ,ﬂxz - 6x + 5|

X -m 1 5 + o
x*-6x+5 + ¢ - E) +
|x2-6x +5] |x2 -6x +5 Q-x* + 6x -5 Qx* - 6x +5

vxe J-m;1[U]S:+=[, g(x) = Jx-6x+5
vxe ]1:5[, g(x) = J-x2+6x=5

2°) a- Dérivabilité de gen 1

iim——-—wg{x}‘g“) = lim i G = lim LSl

T =-00 (i ' = =.
—l x-1 ael xel 1= Jx?- 6% 15 rolim(x-5)=-4et
|

Im —————— =+w
A=kl ,"xz _(,x -+ 5
]img{x}'g“) = i =x* +6x -5 . (x-5)
ys| % - = lim ————= =+ car lim -(x-5)=4 el
: X a=rl X - I T =+l sz_;_()x _5 e
) l
M ————— =+ ¢
2 J-x? +6x -5
Ona: lim2e) _ . g(x)-g(l) . .
lv’m il T im T donc g n'est pas dérivable en 1
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Dérivabilité de g en 5

m"ﬂﬂ—gﬁ}:ﬁm J-x? +6x -5 - lim “(x-1) .
s X3 et X-5 o3 ot rex.g o |\"_}15-(x-*1 )= -4det
1
lim ——— = +w
- Vx+0x -5
“m______g(X}-g(S'l = lim NE=EXEE lita x-1 _ 2
i k=5 x-S 8 i exws o onmx-l) =4«
]
Im———— =+
4 ,“l}‘-E_ 6x .|.S
. glx)-g(5) _ . X) - g(5 i s
Ona '..'“lg {:(_’ lim E“—)—gs(*—) , donc g n'est pas dérivable en 5

v x=5 rof X -

b - La courbe ( Cq ) admet deux tangentes verticales aux points d'abscisses 1 et 5
3°) Sens de variation de g

* Dérivée de g

L )

X=2

Vxe]-o:1[U]5. + =, gx)=r=65+5 ='W = o

Vxe]1;5][, g(x)=v-x*+6x-5 = g'(x)= ‘J_x_-}—“i_S
X+ 6% -

* Sens de variation de g
Vxe]-«;1[U]3;5[,g (x) < 0 donc g est strictement décroissante sur

J-=;1[ etsur 13 ;5]

¥xe]1;3[U]5;+=[,g"(x) >0donc g est strictement croissante sur

]1,3[ etsur ]5;+w].

4°) Démontrer que x = 3 est un axe de symétrie de la courbe (C)

"X€R, 3~-x ¢ R et 3+x ¢ R

B3-x)= [3xp-6(3-x)+5 = ([x*-4

B3+ x)= |3 +x)7-6(3+x) + 5| = |x*- 4|

9(3-x)=g(3 +x) donc la droite d’équation x =3 est un axe de symetrie de (Cq).

5°) Tableau de variation de g
X - 1

5 + w

—

g'(x) - + -

+
+ 0 2 twe
05 \ / \ /
0 0

HOH w

————
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lim(g(x)-)) = lun JxT-6x+5 -(x-3)= lim = 0 car

e JKP-6X 5 < (x-3)

lim Jx*-6x+5 +(x-3)=+o¢

donc la droite d'équation (D ): y=x~-3 est une asymptote obliguea (Cq)en + =«
4
l:m{g(x]-}]- hm Jx2-6x+5-(-x+3)= lim

e [X2 X +5 +[-x+1)
lim Jx?-6x+5 4(x+3 )=+

r——

= 0, car

donc la droite (A ) y =- x + 3 est une asymptote oblique a (C, )en -«

b) Coordonnées du point d'intersection avec les asymptotes
y=J|x-6x+5 ety = x-3

¥Yxe]-o:1[U]5;+ 9 (Cq) et ses asymptotes ne se coupent pas .

vxe]1;5[,ona:y—x*+6x—5 =x-3 e 2x*— 12x + 14 = 0. On obtient :
1’]$3—ﬁ et x2=3+\j§

Or y=x=-3donc y=-J2 et y=42

B
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En conclusion, les coordonnées des points d'intersections sont
AG+V2:V2) e B(3-42;-2)
7°) a- Montrons que g est une bijectionde [ 1: 3 ] sur un intervalle K a préciser
vxe [1,3], g est continue et strictement croissante sur [ 1 : 3 ].
Elle réalise une bijectionde [1;3]dans K =g([1:3] =[g(1);9(3)] = [0; 2]
EXERCICE 3

1°) Ecrivons f(x) sans le symbole de la racine carrée,

Ona: fix)=v4- 4x+x’+-— = f(x)—|x-2\ + —

x-

2°) On D = R—{1)}

lim f(x) = lim 1 ([x-2] + —) =+ car lim im [x-2|=+e0 et lim X_T -
lim fix) = lim {|x-2[ + x—)— + o car lim I"‘2| #0 et lim ﬁ i
hm fix)= Elm{|x-71 +%}_-m car ltm [%-2| =1 et llli::%_ -
lmﬂfx)-hm(’;-?ﬁax—) =+ co car ]|m [x-2 =1 et ll_'.r.';l__l —

3°) Dérivabilité de f en 2
Ecrivons f sans le symbole de la racine carrée. On obtient :

Vxel-«;1[U]1:2], l'{x}—--;\+2-'-—l~

x-1

Yxe]2; + <, f(x)=x- 2+—’T

S
im0 _ 7T el g =X = 22, done £,(2) = -2
r-a] Xx=32 g=2d :l.‘—2 =+l ¥ -

x-3+ =L
lig X012 "7 T fim 222 —0donef,(2)= 0
t_,':l X =2 .r’.} X -2 r-;+! X -

On remarque que f 42 )#f ¢'(2) doncf n'est pas dérivable en 2.

4°) a - Sens de variation de f

" Dérivée de f R
1 v e .
e SR X -1)?

] ! = w] W
Yxel-w; 1[U]1:2], f{x;=_x+2+;_—|<:>f{x) ] oy T
VXe]-w; 1[U]1:2 [[f'(x) < 0 doncf est strictement décroissante sur

= 1[et] 1;2[ .
¥ xe] 2, + " ! oy 1. o i = 2K
2 m[r ﬁxl-)(‘2+ _— r (X:' =] - {X'I)z (x-]]’

x-1
IXEl25 4« £ (x) >0 donc f est strictement croissante sur ]2+ =
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b - Tableau de variation de f

b 4 E 1

£ (x) . : O  * N

w| T~ T~

—x et(D'):y= x-2sontdes asymptotesa (C) en

5°)a-Montrons que (D) :y=2

-weten+#

1 =l l - =['L=]im-1—:0
lim (f(0)-y)= lim (x2+ — - (-2)) = lim - = 2

' = i 1 o= T liml: 0
lim (f(x) -y) = lim (x-2+ — (e1))= Jim =l =

Conclusion : lim (f(x) - y) =0 donc (D ) : y = 2 — x est asymptote oblique a(Clen—w.

lim (f{x)-¥) =0 donc(D’):y=x-2 estasymptote obliquea (C)en+=.

I—kd

b. Point d'intersectionde (D) et (D)
Ona:y=2-x ety =x-2 dol 2-x = x-2 donc x = 2 et y=0
Le point A (2, 0) estle point d'intersection de(D)et(D).
6. a - f est continue et strictement décroissante sur]0; 1 [.
Elle réalise une bijectionde]0;1[dans f{]0;1[) = R.
Or 0cR. donc I'équation f( x) =0 admet une solution unique ae]0; 1.
b. Valeur approchée par défautde a a 0.1 pres.
Méthode de balayage :
X 0 0110203104 |05]|06)07)08]09 1

f(x) * + + + - - - 4 4 i .

donc ac]0.3;04 |

c. Signe def

On obtient donc:Vxe]-=;a[U]1,;+«f(x) > 0
vxela;1[,.f(x}) <0

7. a. f est continue et strictement décroissante sur ] 0; 1 [.

Donc elle réalise une bijectionde J0; 1[dans K=f(]0;1[) =]-=; 1][.

B
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b - Tableau de variation de f-1 de f

X - o

(F-1)'(x) -

=10 \

8. Courbe de (C), (D) et (D))

e — T ——

e —
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EXERCICE 4

sin(x
Soit la fonction f{x) = (x)

| +sin(x)
1. Montrons que f est périodique de période 21T,

On a fixt2n) = —mx*r2m _ SX) g0y done f est périodique de période 2,
1 + sin{x+2n) ] - sin(x)

2.a. Comparons f(mm—x) et f(x)
Py smfn-x) _ sm.{x) = f(x)
| +sin(n-x) 1+ sin(x)
b. Onaf(m-x) = f(x) qui est de la forme f(2a - x) = f(x) donc |a droite d'équation
T
A= "2* est un axe de symétrie de la courbe (C) def.

Pour obtenir une représentation graphique de f sur un intervalle de longueur 1, il suffit

d'étudier f sur] - 325; 4’2{ ] et de prendre le symétrique de la courbe ( C ) par rapport a la

T
droite d'équation x = 3

3. a. Sens de variation de f sur |

Dérivée de f
wiE D I s o S PR S e
2° 2 1+sinx (1+sinx)?

Vxe] - %: %].f'(x] > O donc f est strictement croissante sur ] - %; %],

b. Tableau de variation de f

. . SInx : . ;
Iim {{(x)= lim : =-00 car lim sinx =-1 et lim =+ 00
_.g ‘"-*_; 1+sinx xa-t s 1+sinx
LT
- sin(—)
: : sinx
hnﬁ]' f{X) = l]ﬂ; ]+ - = 2 - _1._
& i Tl 1 +sm(£) <
2
Tableau de variation de f
. i
X 2 2
f'(x) +
x
2
f(x] ///
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4. Courbe de fsur[-1; 3m/2]

......

+ : —t

. -—y ¥ - |

e T

| P

: =it

H k '.2—|~. EE

£

i <0 i

78 =3+

i:

s LR b
l -4t
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CHAPITRE VIII : PRIMITIVES ]
FICHE DE COURS

PRIMITIVE D’UNE FONCTION

Définition

Soit f une fonction continue sur un intervalle K.
On appelle primitive de f sur K toute fonction F dérivable sur K telle que f est la dérivée

de F. Eneffet, vxe K, F'(x) = f(x).

Prugﬁétés

Soit F une primitive de f sur K.
vc e R, F(x)+ ¢ estaussi une primitive de f sur K.

Il existe une primitive de f sur K et une seule qui prend la valeur yo en xo avec

yoeER et xpe R

TABLEAU DES PRIMITIVES

r 1 1 n —1 : T
fx) | a X = . (ax+bf | o OO Ti#d
yr+1 -1 (3X+b)n‘1 -1
1 1
f(x) _ Cos (ax + b) Sin (ax + b)
cos®x sin®x
1 1
F(x) Tan x — cotan x = sin (ax+b) — —cos (ax + b)
a a
Operations et compositions
Fonction f au’ U +V uU'yn _EJ_I
n-
i g yn+! U— 1
Primitive F aul U+V .
n+1 (n—1)u"!
Fonction f - : -
onction N7 U'cosU U'sin U U x(V'oU)
Primitive F 2\[U Sin U - CosU Vou
- - _--ﬂ
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EXERCICES CORRIGES
EXERCICE 1
Déterminer une primitive des fonctions suivantes -
f(x)=x*-3x+5; 9( x) = (3x +2)% h(x) = 8x( 5x* - 4 i k(x) = 2x
' (x2+ 1)

. l y
j(x) = “ﬁi m(x) = tanX + tan’x . d(x)= sm(%) - xcas(3x2~ %]
z{x) = (2x +1)Y2x+1; I(x) = __._'___; EEH i Ak a(x)= %

(V% +3V ' x? = sinx

-4x+6 o |
; k(x) = + (x) = sinx cosx

h(x)= 3 i
{ N-xE4+3x 41 (2x-3) (-7x+l}‘1' )

m,(x) = sin’x ; d,(x)= cos’x.sin’x : z,(x) =cos'x

EXERCICE 2

A partir des indications ci-dessous, déterminer une primitive des fonctions suivantes :
h{ x) = sin2x sin3x

f(x) = cos3xcosbx ; g(x) = cosxsin2x ;
k(x) =cos3xcos3x ; d(x) = sindxcos3x ; z(x) = sinxsin2x

1/2[cos(a+b) + cos(a-b)]
1/2[cos(a+b) — cos{a-b)]

Indication : cosa cosb

sina sinb
sinacosb = 1/2[sin(a+b) + sin{a-b)]
EXERCICE 3 ( Non corrigé )
| Soit f la fonction de R vers R définie par f(x) = xinx
1°) Calculer f’(x) pour tout x € ]0; + o
2°) En déduire une primitive F de f sur ]0; + o[ de la fonction x +~ inx

EXERCICE 4 ( Non corrigé )

1°) g est la fonction définie sur [ 0; + oof par g(x) = xvx

a. Calculer g '( x )
b. Prouver que g est derivable en O .

C. Déduire en une primitive sur [ 0; + [ dex vx \
2°) Utiliser le résultat de la question précédente pour trouver une primitive sur ["’ 3 +°°[
de la fonction x ~ +3x + 4
Edition 2016
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CORRECTION DES EXERCICES

EXERCICE 1

Déterminons une primitive des fonctions suivantes :

b 1 3 b
flx) = x*-3x +5 = F[x):%x‘-ix'*-ff?r.*'c

]
g(x) =(3x+2) = G[x)=;(3x+2]‘ + e
h(x ) =8x(5x2-4)" . Posons U=5x* - 4 d'ot U"=10x

4 b
Ona h[x;=-:-U'U" donc H(x)=§g[5x’-4) 2

ktx}=( £ v .Posons U=x* + 1 dou U'= 2x.
=+

.'hu

u’ -
On a ktx1=F Donc K(x)= T

. . i U’
thx)=ﬁ.Pusons U=x-1dout U'=1.0na J{X]=-‘T-_J

Donc Jix) =2Jx-1 + ¢
m(x) = Tanx + Tan®*x = m(x) =Tanx( 1+ Tan?x ).

Posons U = Tanx dout U' = 1 + Tan®x .
Ona m(x) = U'U; doncM(x) = %Tan‘x N

£ i P
d(x) = Sin[%] - xcnsthz-%]. Posons di(x ) = Sin(—z-] et dax) = xcnstf}x‘-;]

Pour di(x ) = sin(%}. Posons U = % dou U’'=

Ona:diyx)=6U'SinU Danc Di(x) = - Bcos(%]

|

Pour d2( x) xcos[.’ix’- 1:-] . Posons U = 3x? - % . dolu U' =6x

1

Ona:dax) %U'cosu;donc Diax) = {lsm[?;xf-%J + C

Autotal, D(x)= - 5(:05[%] - i:@.in[l}mﬂ- %J +C

({
i

zZ(x) =(2x + 1)2x+1 = z(x) =(22x+1)(2x+1)" =(2x+1)
Posons U= 2x + 1 ,dot U= 2.0na z[x)=%U'U; !

It
Donc Z(x) = —(2x+1)7 + ¢
]

(x) = . Onal(x)=—J5__

1
Ao (EeT]
e
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Posons u J;'fj d'ott U ‘T‘;O”a I(X}=2_Li__ Donc L{X)= -2 g
; - u Jx +3
f(x)= 28 oof(xy = L2 . 5
x’ ' x oy donc F1(x)=*—*2—2-2|n|x|+c
x) = cosx g I . X
g ( e osons U = sinx dol U*= cosx .
- U
Ona gi(x) = T donc Gi(x) = In| sinx | + ¢
-1 5
k(x)=  + - .Posons K(x) = — ' _ atk(x) = —>
(2x-3) (-Tx + 1)1 (2;;-3}2 (%) (- 7x + 1]3
Pour k(x) = ——— Posons U = 2x - 3 d'ot U’ = 2
(2x -3) 2
' _UI ] 1
Onak(x) = —— Donc K'{x)= —
218 (X 2(2x-3)
”" 5
Pour kK"(x) = ——— .Posons U = -7x + 1 ,dol U’ =-7.
(-7x+1)
Ona: k"(x) =LU1I Donc K"(x) = —5-—2
TuU 14(-7x + 1)
Autotal; ona Ky x) = : + ! - +cC
2(2x-3) 14(-7x + 1)
Ji{ x ) = sinx cosx. Posons U = cosx ;d'ou U = - sinx.
On a:ji(x) =-U'U Donc J,(x) =-%cus‘x e
mi(x )= sin’x = mi(x) = sinx.sinx =sinx ( 1- cos) '
mi( X ) = sinx - sinxcog2x
Posons m'(x) = sinxcos?x . Posons U = cosx d'ou U’ =-—sinx.
Ona: m'(x) = —=U'U* Donc M(x) = -;-Cos3x+ c
Au total, on obtient : My(x) = = cosx +=Cos’x + ¢
di(x) =Cos?x.sin®x = di(x) = cos®x.sin’x.sinx
di( x) = cos™( 1—-cos*).sinx = di(x) = sinx.cos — sinx.Cos*x.
Posons d'(x) = sinx .cos®x et d"(){) = Sinx. Cos*x
Pour d'(x) = sinx.cos>x . Posons: U = cosx dou U'= —sinx.
Ona d(x)= - U'.U* Donc D'(x) ="§C°53x T &
Pour d"(x) = sinx.Cos*x . Posons U = cosx dou U' =-sinx.
Ona:d’(x) = —U.u*. Donc D"(x) =— 2Cos®x + ¢
Autotal, on obtient : Di( x ) = — >Cos®x — ;Cos®x +¢
Zi( x ) =Cos*x . Linéarisons Cos*x
Edition 2016
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- donc

Ona: cosx =

2

4
e 8 - -l (LT =y
cos'x = (E g J : (" se") = .]_(cmx +agMe™ + hee™ 4 Fe )

2 16 16
— 1 [T L. 2% =1 -Hx i
= —(e™ +4e™ +6+ 40 e )

- Lo e aa(e ) = 6)

16

= -ilg( 2cosdx + Rcos2x + 6 )

Autotal, Zi(x) = = liﬁ( 2><£sin4x + Rx%silﬂx + hx) +C

Z(x)= I sindx + —]-sian * Ew +c
T 32 4 8

EXERCICE 2

f(x) = cos3x.cosbx = f(x) = %[cnsﬂx + cos(= 2x )]

) E 1.
donc Fix )= -_i*li%sinﬁx - %sm(-h }] + ¢ = Esme - Ism{- 2x) t e

-

g(x) = cosx.sin2x = g(x)= %[sinSx - siu(.—x}]
donc G(x) =-;-[—-;;cas3x + cos(— x)]+¢c =-% cos3x + %cos{-—x) +c
h(x) = sin2x. sindx = h(x) = fcossx - cos(-x)]

donc H(x) = %[%sinSx + sin{-x}} +¢ 2 H(x) = %SinfS}:) + %sin{— x)+¢
k('XJ = 00531(.6053?( = kix) = %[CHSGK + Cos []] = %[CQSE!X + 1 ] !

1 :
donc K(x) = lIt—smll’).at i xJ +c & K(x) = lsu-lﬁx, + ix + ¢
216 12 2

d( x) = sindx.cos3x = d(x) = -;-[sin'?x + sinx ] donc

D(X} = %[- %cos?x - cnsx} +c¢c & Dix)=- %cos?x - %cmx + c

Z(x) = sinx.siN2X = zx)= -;-[ cosdx - cns(-x)] , donc

1§ : 1 '
Z(x) = E[ Sstx +:am(-x}} +¢ ey LX) :Emn}x + %sin(-x} + ¢

"
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CHAPITRE IX : FONCTION LOGARITHME NEPERIEN
FICHE DE COURS

Définition

On appelle fonction logarithme népérien, notée In, Ia fonction définie surJ0; + o« |
telle que : (Inx)' = —x et In1 =0

Propriétés algébriques

va€eR:, VbER. et reR.ona: In(ab) = Ina + nb ; Inta*) = rlna:
|ﬁ\]_3=lma i I""("I‘)=—|nb ; In(fi]*ln

5 B : PR a—Inb

Etude de la fonction comportant In

Ensemble de définitionde: Inou et Ino |u|

- XEDhow © xeDu et u(x)>=>=0

- XEDnol] @ xeDy et u(x)=0

Propriétés 1 : vae R;, vbe R:

lna =Inb «=a =b ; Ina =0 = a =1

Ina < Inb & a < b . na< 0 <o 0<a <1

Ina> 0 = a >1

Propriétés 2

:lir'nilnx =4 ,“_r,’E.'”x - .‘".rf'..me =0 ; ,"E"o XInx = 0

I e 1 s L) g

Dérivée de Ino u

Soit u une fonction dérivable et strictement positive sur un intervalle K.
| La fonction Ino u est dérivable sur Ketona: (lnou)’ = l‘:;‘

]
Primitive de u
- u

Soit u une fonction dérivable et ne s’annulant pas sur un intervalle K.

: u
Lafonction — admet pour primitive sur K la fonction Ino| u|
u

e —
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EXERCICES CORRIGES

EXERCICE 1: Bac C 1999 Session normale _
X

OH-—’)C{et définie par: A(x)=InXx — =

1. Soit A la fonction dérivable sur

a. Calculer A1 (X)sur|C; +CXJ

b. Etudier le sens de variation de h et dresser son

191 O<Inx<€

2. Pour tout entier naturel n, on pose '/n == [ 1 x (Inx P dx

tableau de variation.

c. Démontrer que : V. X €

2 A l'aide de deux intégrations par parties, calculer [,
b. Démontrer que la suite ({j ) est décroissante.
c. Démontrer que la suite (}/,7 )est convergente.

Y Y-
d. En utilisant la question1) c., demontrer que . vnen, f n g (n+ 2]&,!?

e. En déduire la limite de la suite (}, )

EXERCICE 2 : Bac C 2001 Session normale

PARTIE A

Dans tout le probléme, les fonctions étudiées sont denvab,'es sur )0 ; += [ et In désigne
la fonction logarithme népérien.

On considere la fonction h définiesur ] 0 : +eo[, h(x ) =1+ F — 2Inx

1. Calculer les limites de h en +00 et a droite en 0.
2. On note /1 ' la dérivée de /1 ; démontrer que .

2
0;—?—00!,/7‘ (x)= _2(LEX )

3. Démontrer que I'équation h( x ) = 0 admet une solution unique x, dans ] 1 ; +=[
4. En déduire le signe h.

PARTIE B

On considére |a fonction g définiesur JO; +=[;g(X)=x* 1" Inx)+ 1+ Inx

1. Calculer les limites de g en 00 et a droite en 0.

2. On note g’ la dérivée de g ; démontrer que :¥x € ] 0; + «[ ; g'( x ) = x.h( x )

3. Démontrerque g(x)>0

4, Démontrer que I'équation g( x ) =0 admet une solution unique x, dans}0 ;1|
5. On admet que I'equation g( x ) = 0 admet une solution unique x, dans ] xo: +=[
a. Determiner le signe de g. 1

b. Démontrerque : x1€]03,04[ et x2€]3.3;34]

VX e

i

R
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M

On considére la fonction f definie sur [ 0; + o¢ [ par:

f0)0 et Vxe|0;+oo|, f(x)=2XInx
1+ x2

1. Démontrer que [ est continue a droite en 0 mais non dérivable 4 droite en 0.

2. Calculer la limite de fen +0 puis interpréter graphiquement ce résultat.

“ . .
3. On note f' 1a derivee ge [ . démontrer que -
VX GJO;+00~. ' (x ):_i@_
(14+ x2)2
4. Dresser le tableau de variation def )
5. Démontrer que si (Xest une solution de I'équation g(x ) =0 alors :
2
Inc _a_2+_1
at—1
6. En déduire que f(X1) <0 et f(X2)>~0.

7. vérifier que/ (1) = 0 puis en déduire le signe gel .
8. Tracer la courbe représentative C(f) de f dans le plan muni d'un repére orthogonal

(O, I, J). (On prendra pour tout unités: 3 c¢cm en abscisse, 8 cm en ordonnees,
x;%0,85 gl X;=3,35:)

PARTIE D )
1. On considére la fonction F définie sur 10 ; += [; F(x) = [ f(t)dt
Calcul de la limite de F en + =

a. Démontrer que V £ € [T+ OO‘, 212 < 1 1T 1

+12 ¢

b. Calculer J" :" | (;) dt

c. En déduire les limites de F (X )€l iji) quand X tend vers +-00.

Calcul de la limite de F en 0. o
2. Pour tout nombre réel ¢ élément de] 05 [-0” Pose-g (& )~ I1 tin (f)at

a. Exprimer ¢(a) en fonction &

b. Calculer |j
limys e
a>0
C. En déduire un encadrement de ||m0 F (X )
c‘l —

o g a >0
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- — e —,
3. Déterminer la fonction dérivée F' de F.
4. Dresser le tableau de variation de F.
5. Donner l'allure de la courbe représentative de F dans le méme repére (O, |, J) de la
partie C.
EXERCICE 3 : Bac C 1997 Session normale
PARTIE A _ N
Soit f la fonction définie par: f(0)=0 et pour tout réel strictement positif x par:
xlnx
X)=
f@=31

1. Etudier la continuité et la dérivabilité de f en 0.
2. Soit  la fonction dérivable sur ]U; + oo[ et définie par :t,a(x)=ln(X)+x+1

a.Etudier le sens de variation de ¢
b.Démontrer que l'équation (x)=0 admet une solution unique 0 telle que:

0,27<3<0,28

3. a, Exprimer f '(x) en fonction de ((X)
En déduire les variations de f :

b. Vérifier que : f(B)=—0

c. Calculer la limite de /| en+oo.

d. Dresser le tableau de variation de f .
4. Tracer la courbe représentative de f dans le plan muni d'un repére orthonormé

07 _
On placera en particulier les points d’abscisses 1:3;4; € Eiyg
on prendra:In(0,27)~—1,31;1n(0,28)~—1,27;  In(2)=~0,7;In(3)=L1;

In(5)~1,6
PARTIE B
1. a. Démontrer que I'équation f(x)=1 admet une solution unique (x dans [3, 4].

1
b. Démontrer que les équations f(x)=1 et e'"T = x sont équivalentes.
2. Soit g la fonction dérivable sur IO; +OC{ et définie pour tout réel strictement positif

1
par: g(x)=e""¥
a. Etudier le sens de variation de g.

b. Démontrer que pour tout x élément de [3, 4], 2(X)est un élément de (3, 4] .

c. Démontrer que - Vx €[ 3; 4], |g'(x) 1< 1

2
4 5
On prendra.€ *>~ 3,8 ;€ 4~ 3 49
3. Soit (U,,] la suite définie par : Uﬂ =3 et larelation de récurrence U W8 (U:a)
a. Démontrer par récurrence que : V n € N, U, €[3;4].

—
—"
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o “
b. Démontrer que pour tout entier n_positif ou nul:|U  —a |< %w" —a|

En déduire que |U, — a |< ZL

c. Démontrer que la suite ( u) est convergente. Calculer sa limite.

d. Pour quelle valeurs de n, U, est une valeur approchée de (x a 102 prés ?

PARTIEC
1. Soit n un entier naturel non nul.

Démontrer que I'équation f(X)=# admet une solution Y, et une seule.
Placer (¥ et (X, dans le méme repére que précédemment.
2. a. Démontrer que, pour tout entier naturel nonnul n,ona: ¢ > en

b. Démontrer que, pour tout entier naturelnon nuln .ona:

' Q
f(a,)=n est équivalent a In E_:J: %

c. Déduire des questions 2.a et 2.b que la suite [—

est convergente et calculer sa
nehe

limite.
EXERCICE 4 : Bac C 1997 Session de remplacement
Lle but de ce probleme est détudier la fonction f  définie par-:

Vx €)0;1[U Jl;+00], £(x)= xx—:lln(x]
F(O)=0 et f()=1

On notera (C) la courbe représentative de [ relativement & un repére orthonormé (O, |,

J) d'unité 5 cm.
PARTIE A

On considére la fonction g dérivable sur ]UH‘OC{ et définie par:
g(x)=(x—-2)In(x) + (x—1)

1. Démontrer que pour tout réel X élément de ]0; +00i. g'x)=
2. Etudier le sens de variation de g, puis dresser son tableau de variation.
3. Dédurre de 2) que g(x ) est positif pour tout réel x elément de ]0;+0C1.
PARTIE B

1.a. Calculer - xll'g_’lwf(x)

b. Démontrer que [ est continue & droite en 0, et continue en 1.

C. Calculer le nombre dérivé de [ a droite en 0.

Donner une interprétation graphique de ce résultat.

3
d. On admettra icj que [ estdérivable en 1 etque 1f'(l)=§

%.x:—l—)+ln(x) |

se 1.

En déduire une équation de la tangente & la courbe de f au point d'abscis

ition 2016
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2. a. On admet que f est dérivable sur ]0; l[U]1;+OC{
; Moo X :
Démontrer que pour tout réel x appartenant a ]DEI[U}L‘FOC{ i (x)ﬁmg(x)_

au de variation.

b. En déduire le sens de variation de f* et dresser son table
¢. Démontrer que pour tout réel appartenanta [0 : 1}, on a ng(x) <1
d. Dans le repére (O, |, J), tracer la démi- tangente a (C) au point O, la tangente a (C) au

point B de coordonnées (1, 1) et la courbe (C). :
Ondonne* In2~0,69 ;In3=1,1
PARTIEC

_on considére l'ntégrale A(cv) telle que :

1. Pour tout réel (v appartenant a ]D;%

]

=+a .
PR
A{a}—fl_ar_lln(r)dr.

2 .
On note A la limite de A(«) quand @ tend vers 15 par valeurs inférieures.

Que représente géométriquement le nombre A ? :
2. a. Démontrer que la fonction H. définie, pour tout entier naturel non nul n, sur

I

I0;+OOI par H"(I)ZJZL—;:I In(t)_%—}-l est une primitive de la fonction
t — 7In(f) sur \0;+oo| N
b. Soit (X dans 0;l . Pour tout entier naturel non nul n, on pose :

%'I—Gf
I ()= f ~ t"In()dt et I, =lim/,(cr)

Low 2

) (
Calculer {, (@) eten déduire que ],Iz;____l > '

[n—H]

3. a. Pour tout réel ¢ différent de 1, et pour tout entier naturel non nul B calculer 12
somme : 2413+, 41" (g : ;
(Somme des n premiers termes d'une suite géométrique).

2
Démontrer que : o SR E ) —T) +;n+2
1—1 ]
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—h

é+a
et que A[a):—-[z(a)—f3{a)—— n+l(a]+f (" f(8)dt
=y
b. En utilisant la question 2) c. de la partie B, démontrer que ;

+ —l-"r'Cl‘ 1

USIT "f(f)df{f f"a’tﬂfﬂf"dy

2—(_}'

a. Déduire de ce qui précéde que, pour tout entier naturel non nul #

0§A[CE)+[2[CH]—|—]3[CI]+‘|—[n+l[(1’]§n]|_] et que, pour tout entier

naturel non nul #1: ()< 1 1 ]
0<A4—- 32-|— ~i—52+ # 2<_:n+1
In—f—Z]

1 1,1 .1 1 2L
b. On admet que : ”1_11._1}6] + o 32—|—42+52+ | = T

In—i—Z}
2
Démontrer que A= %—%
EXERCICE 5 : Bac E 2001 Session normale

PARTIE A

On propose de déterminer I'ensemble J des fonctions numeriques f d'une variable
réelle, définies sur ]_1;+ oo[, dérivables sur cet intervalle et verifiant la relation
suivante | Vx € |~I;+odf, (1+x)f(x)+ () =1+In(1+x)

1. Soit / un élément de J et soit g la fonction dérivable sur ]—1;+ e [ et définie par:
gx)=(1+x)f(x) | -

a. Démontrer que g est une primitive sur |- 1;+ oo [ de la fonction h définie par:
vxe]“l;-!'ﬂo[, h(x)=1+In(1+x)

b. Réciproquement, soit g une primitive de la fonction s . Demontrer que la fonction fl

,(

est élémentde J.

finie par Vxe |- L+oof, /f:(x)=

S—

g
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- X b ]

2 1 L

2. a. Déterminer les réels d €l b tels que :Vx € ]_1;"'00[’ x_+_1' - x+1

b. A l'aide d'une intégration par parties, déterminer I'ensemble des primitives de h syr
}— 1.+ oo[

3. En déduire I'ensemble J

PARTIE B _ —
1. On considére I'ensemble des fonctions fk dérivables sur ]-—l;+ m{ e inies sur

K
cet intervalle par fk{x) =In(x+1)+ e k étant un paramétre reel.

a. Calculer suivant les valeurs de 4 . la limite de £, en +00et 4 droite en -1.
b. Etudier suivant les valeurs de k , le sens de variation de fk et dresser son tableau

de variation. : B
c. Tracer avec soin, dans un méme repere (O,r, j ] les représentations graphiques
respectives [C—ll’[cﬂle{ [Cll des fonctions f . £, et f]

2. Pour tout réel t et pour tout entier naturel X supérieur a 2, on pose |

QnHz(t)=1—1‘+f2 -|—-|—(_ 1)11—23:1—2
—(—Nyn-lgn-1
a. Démontrer que :VIER—‘I], Qn_z(r)zl (=Dt

1+2

. i ]- Ehi, 2 =2 g0-2 n=l g 1=\ In‘l
e e ) 2 —_ _— A
b. En déduire que —— I—t412 4. (=D 4 (= 1D) T =],

c. Al'aide d'une intégrationsur[0; x] (0 < x < 1); démontrer que ;

=L I e |

- _x2 ! nng”_l
avec Pn_(x = X T-f'...-l-( 1) e

3. On considére la fonction ¢ définiesur[0; 1] par: go(x)z

p(0)=1

= S1X&E

A

a. Démontrer : | 'xf”_
: que (Yx € ‘(};1],]
0

1+1¢ 0
X
n—1
b. En déduire que : Vx € |U;l},f ! 1 < l
ol4¢ —n
L
N
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 —— = ——_—__.____

(x)

]

c. Utilisant 2) ¢. démontrer que : Vx E‘O;ll,r:lxligo(xj
d. Par intégration sur [-:: i1 ] démontrer que :
1 1
A5, 2 <5, ()< [ #odi—Linl
f‘l n 1 0] R +S |

E ”
; x:’- xJ e xn—l
avec Sn{l}:l 3t A (=1) 2@;4—)2 n>?2
PARTIEC

1. Soit: g, (X Z( Dix=1—x+x2—x3+..,—x2n-!

Démontrer par recurrence que :

Vne N*,‘v’xe]— l;—f—ooi,f () = g,(x) +

X 2n

Jfot
2. a. Démontrer que : VneN* VxElO ]‘ S <x2n

3. On considére la suite (U n) définie par .

i+

VneN*, U = 2"[ ]) +% Zln'

a. Démontrerque:VﬂEN*,f(l) = U +f ]_|_x

b. En déduire Ia limite de |a smte[U )

b. En déduire que : V72 € N* VXEIO 1| 0<f 1+x —2n_|_1

FDC

1

EXERCICE 6

Partie A

150“ g la fonction définie sur J0 ; + « [ par g(x) =
Déterminer les limites de genOeten + =

x(1—=x2) + 1=2Inx

i’ Démontrer que g est strictement décroissante.
Démontrer que g(x) = 0 admet une unique soluti
Demontrerque Vxe ]0;a(,gl(x) >0 e Vxe Ja;t=[,8

| Partie B

2. Démontrer que pour tout nombre réel strictement positif, g*(x) =

onadans]1;+<|
(x) <0

(x+|](-3x‘+3x-2]
X

———
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.

. . 1{}
Soit f la fonction définie sur ] 0; + = [par: fix) = -;{-[ii - (x-1 )*]7 On note (C) Ia
courbe représentative de f dans un repére orthonorme (O, |, J); unité 2 cm

1. Calculer la limite de fen O eten + <.

2. Vérifier que vxel0;+» [ f{x)=-x+2+—

X
3. Démontrer que la droite (A) d'équation y = - x + 2 est asymptote a(C)en+=
4. Démontrer que pour tout nombre réel x strictement positif, f'(x)= %’;‘—)

5. Déterminer le signe de f', puis dresser le tableau de variation de f.

6. Vérifier que 1 est solution de I'équation f(x)= 0, puis justifier gue fla)=> 0

7. Démontrer que I'équation f(x)= 0 admet une unique solution p dans [a,+=]
Partie C

Soit h la fonction définie sur] 0 ; + = [ par h(x) = Inx - X

1. Dresser le tableau de variation de h

2 Démantrer que pou tout nombre reel strictement positif, h(x) < 0

3. Déterminer les positions relatives de (C) et (4)

4. Construire (4) et (C).

Partie D
Soit A un nombre réel strictement supérieur a 1. On désigne par A(A) I'aire en Cm? de la

partie du plan délimitée par les droites x= 1, x = A, (A) et la courbe (C).
2 t-Int
dt

Inx -x

1. Justifier que A(4) =[

1

» Calculer Ia dérivée de la fonction k définie sur] 0 ; + = [ par kix) = =
X

3. Démontrerque A(4d) = i—n-g’l—l + In(A) + -/11— -1

4. Déterminer la limite de A(A) lorsque A tend V'Ers + o

z et
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CORRECTION DES EXERCICES

EXERCICE 1 : Bac C 1999 Session normale
ey 1 1 _ e—x

t.a h'(x) x e  x

b-h'(.r)= 048 x=¢

h'(x)<0& x>e

h'(x)>0¢> O<x<e

h est donc strictement décroissante sur [e;+oo[ et strictement croissante suri{);e].

Tableau de variation de A

X 0 e + o

h'(x) + Ci-') v

h(x) / 0 \

c. Vx € [1;e], h eststrictement croissante sur [1;e].

Donc ‘J’x€|];ei,h(l)§h(x)5h(e) = —%‘Eh(x)“_iﬂ.d’oﬂ h(x)<0 donc

ngg
2. ¥neN, I,= [ “x(inx) dx

a. lz=ﬁex(1nszdx Posons : u(x) = (Inx)? et V(x)=x

2
X
Ona. H'(x)———’%]nx. Choisissons v(x)=~2—
e
L= [i:'(llnx)z]l — [, xinx dx
E2

h = P J':xinxdx

&
Soit J= fl xInxdx.

2

1 ;s X
Posons S(x)=Inx et T'(x)=x . Ona: S'(x) = choisissons T(Jnc')r-7
L TR g - _ et ;y_l ¢ =£ L e + 1
J‘[?fnx]l _J’]de = —[211 2 4 4
e 1

¢
2

2 i gt
2

_e
J_-T+Z .Onadonc: |; =

KT = ition 2016
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- L~ 1y = fl : x(lnx)"-H —x(lnx]n}fi(

bpar = I = J':x(fnx-l)(mx)"dx < 0 ,car x€[1,€e];

Inx-1 < 0; Donc la suite (l,,] est décroissante.

n
c. Vxe \l;e|,x(1u x] >0 donc I, >0
La suite [l,,] est décroissante et minorée par 0 ; donc elle converge.

d. D'aprés 1)c- Vx € {l;ei,ﬂﬁ Inx < %
J +1
05 (e s (D)o 0 < () s 5

e exn+l
donc OEL x(lnx]”dxiﬁ 7 dx

x“+2 e & I < e'll+2 1
0=l = (n+2}e“]1 e 0=l = (n+2)e™  (n+2)en
e? 1
< =
0 =1, = (n+2)  (n+2)e™
Onas O © by = sl
0 SR = M T (n+2)  (n+2)e"
. e? 1 =
m _!II'I'J ~ (n+2]" {n+2)en 0
d'apreés le théoréeme des gendarmes ; im I, = 0
a— + n

EXERCICE 2 : Bac C 2001 Session normale

PARTIE A
1. Limite de h en + oo

Y LE - _
Ona: x_limn 1+}-2~ =] et xl};pm{—-ﬂnx]——oo

D'ou _lim h(x)z—oo
X=¥tox

Limite de }’Z a droite en 0.

: 1] .
Ona: Jlrl_r.lllj 1+? =400 et !r;_l‘"f{l} —ZInx}z—I—oo, d'ol li_l’I{l‘h(x):—l—DO
>
2{1+4x2
2. Vx€]0;+oo|,h‘(x)=—%—2=—[___]
x° X x3

dVxe |0;+OO|,h‘(x) <0 doi /A est continue et strictement décroissante sur ]0; i

Or h“(},-**OC”=R donc /1 réalise une bijection de ]0;-}- ool sur R.

_—-#/l
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Comme 0 appartient & R, alors I'tquation /4(x)=0 admet une solution unique X, dans

0:+ 00
h(1)=2 donc h(1)> h(xo}. A est strictement décroissante sur ]0;+ooj.

Onen déduitque 1 < Xy c'est-a-

. Par consequent Féquation x, & IO +oo{ h(xn) 0 admet une unique solution xﬂ
dans l'intervalle Il -f—c)o‘

4. h(x,) = O et h est strictement décroissante sur |{];+ oo[ d'ol
hix)=0& x= Xq

nx)>0& xe }O;JCU‘

hix)< 0 xE’x0;+oo[

PARTIE B
1. Limite de g en +oo

Ona: Vx€]0;+ooj,g(x)=x2 lnx—l— ! +ln§"
X
lim L =0, lim MX—0¢r lim Inx=+400
X x—+0C,

X— 00 X< P x— 400
Dov lim g(x)=—o0
Limite de g adroite en 0.
Vx e [0;+oo|,g(x)= x2—x2lnx+1+Inx.

0x2+l+lnx]=—oo D'ou Li_l}(l}g(x)z—-oo

Ona:
>
) 2
2. VIE,U;—f—oo',g'(x)z2x'l—lnx}-—x?—l—3]f—
y! — X 1| _ ] . L
g(x) —x2—2|nx—}-+;2_ = x|2—-2Inx I+x2
=x|1+1 —2Inx
X
g’(x)=x‘h(x)
Edition 2016
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3.0na: g(x,)= x{-;-[i—lnx{}]+ |+ Inx
De plus h(xu) — () d'aprés la question 3) de la partie A

1 1 1
1+ —2Inx. =0 Inx,=5+=—=
xt2} 0 072" 2x%

D'ou g(x,)>0
4 Yxe€ ]0;1',3'(;;) est du signe de (x)
Or d'apres la partie A.4), on a h(x)>0 dou ¥xe iU:lj 2'(x)>0

g est continue et strictement croissante sur l'intervalle !U;]‘ g“U;l”:i—oo;Z].
I . /

g réalise une bijection de 1)(II;I sur l— oo;zi

0e ]— oo;zl done I'équation g(x)=0 admet une solution unique X, dans l{};['t'.

5, a- D'aprés |la partie A.4), on 2 |

Vx € JU;xnl,h(x] >0 donc g'(x)>0

Vx € 'xn;—k oo‘.h(x} < ( donc g'(x)< 0

h(x,)=0.donc g'(x,)=10

Donc g est strictement croissante sur|0;xﬂ‘ et strictement décroissante sur lxn;+goi.
L | |

On peut résumer ces résultats dans le tableau suivant

x 0 y T T
g '(x) + 0
}{ xn ) \
2 0
g(x) -
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Comme g(x, )=20 gvec X, € jO;II et g(xz)zt} avec x, € Ixu;-;-gol alors :

VxE]O,\IIU’x +oo‘,g(x)<0

Vxe ’xl ;le, g2(x)>0

VAE{I x} 2(x)=0.

b.Ona g(0,3)=—-0,005; g(0,4)~—0,4; £(3,3)~=0,08; g(3,4)~—0,36.

On déduit du sens de variation de g obtenue a la question précédente que :

£(0,3)<0 et £(0,4)>0, donc x, e} 0,3:0,4 l
8(3,3)>0 et £(3,4) <0, donc x, €[3,3 ; 3,4 |.

PARTIEC

1. Continuité de f & droite en 0

limxlnx=0 er hm 1+ x2|=1, d'ou Iimf(x) 0

T_;" = ;’

Comme 1irr{1)f(x)= £(0), alors [ est continue a droite en 0.
X— )

>
Dérivabilité de f & droite en 0

Vxeyo +oo{ f(l) f(O) _ 11_{_n§2

x) —fO0) _ _
y—0 = =R

Ona: limlnx=—oc; dou Im‘[:]f(

X—

>
Donc f n'est pas dérivable a droite en 0.

2. Limite de f en + oo

: _ x* Inx
Vee|lod, /(=12
ona lim X =let ]im_h}_ﬁzﬂ pou lim_f(x)=0

x..-.+.'x,]_f_x2 x—+0C
On en déduit que la droite d'équation } = 0 est asymptote horizontale a la courbe

représentative de f en + oo
jlnx+i][|+x] 2x(xlnx)

3, VxEIO:+oo,,f'(x)— [I—I ]2
' -X

I g Edition 2016
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f'(x)= Inx+1+x2lnx+x2—2x2nx _ x2—x?lnx+1+Inx

[1+x2]2 [l+x2]2
fr(x)=x2ll—lnx]+:lz+lnx bone {1(x)= g(x)z
[I+x2] ‘_14—3‘2]

2 »
4. Comme {1 +x2| >0 alors f'(x) ale méme signe que g(x).

Il résulte de la question 5)a- de la partie B, que:
Vx € iO;xliu ]x2;+ 00 [, fl(x)<0

‘v’xeixl;xzi, f'(x)>0
Vxe{xl;le. f'(x)=0

Tableau de variation de f

x 0 X X, 4 00
f(x) - 0 + 0 -
J(x) f(x,)

Mg ™ o

5. Si (X est une solution de I'équation g(x)=0, alors Q¢ vérifie :
all-lna|+1+hna=0sa’-a’lna+l+ina=0

& [1—&2]11‘1(1: o T i

2
& lna = _(.k_t_l‘.
a?—1
6. Si (¥ est une solution de I'équation g(x)=0,ona:
f(a) - (8 xﬂfz'l"l - (].‘2
a2+l =1  al-]
Doncsi o € l(];l' calors f(a)<0

Siae |1;+.:>o[. alors f(c)>0

—
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;Ii‘ alors on a flx)<0

Et comme x_ & il;+ 20|, alorson a : T, )0,

7. f(1)=0.
D'apres le tableau de variation de f et compte tenu du signe de f(:c]) et f(xz)' on
deduit que .

‘v’.rE|U;l[,f(x)<0
Vxe]1;+ooi,f(x)>0.
J()=0.

Tracé de IC‘ - voir figure

lits f(”‘ P11 - c,

x—0
g

admet une tangente verticale a droite au point

d'abscisse 0.
PARTIE D

~ ] 1 ]
.a. S e - + 12 2 < <
13‘5’5611.;90!,! <1414 < 21 DOHCZ:‘?_I S =

.illntl l

I” 1 Int _1
! 2 2
|

2
[ln x] car T—-—Xlnz‘ =(Int)'xIn¢

227 1+027 12
d'ol en multipliant par le nombre réel positif ZI0¢ on obtient -

Vil Int < 1
212 =J0 = 7+

X o II t
Alors Vrejl +oo” '"’drgfl f(r)d:f_:fi —‘-;‘—dt
Avec X>1, on obtient Z(ln x)2< F(x)< %—(ln x)? d'aprés D1)b-;
commelim 1 (Inx)2 =+, alors_lim_F(x)=+00
X*—--i—r.x:

Ona- Vx;‘],L(lnx)g(: EQ_)_< (]nx

Puisque lnx : F(‘Y):U
\ﬂﬂ}xﬁ_——ﬂ alors |1}ﬂx Y

h—_ -
Edition 2016
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A 3
2 Ve € 0; ,@(ﬂ)-—“f] tlnidt

a. Integrons par panies.
Posons u(f):lnr et vV'(t)=1

~J

e

Ona: U (E)— 7+ choisissons V)=

2
i {2 a?| 1 1.1
@(ﬂ]'L—-ll’lf f L gt = -—lnr 7 | = ——§+lnu +1
p o mo et ] 1_ —r? gf T §
b- }fi:[r[}y(a)—_%mu 5 —j-i-lnrx —+—4l 1]%1_% -~ 2 Ina +4

: - : 2 _
,!-_'_I-IE‘:L'Q(“)_E car ’1[1_r‘nj a*lne = 0
P
e N 1
2<2: d Lol <1.
c.we|0*1|,1§1+r <2, dou 7S 732 S

fintr < Ir-ll-n;g % é-tlnr cartint <(

|
pour 0 < a« < <1, ona f!lnfcf! < ' oy dt < f 'tIns ==t
{r

LR —l—f"‘

1 I
_f tint < - [‘ IT.«J; dt < —f Int di

rlm " tinz ¥
s, J: S d *_Cf:!lnrdf

= ja,f':(ﬂr) < Fla) £ pla).

- | I : ; 1
comme JI(!E'E]L,:’J(Q) = L—‘,alors 2 < 11_1.1‘[13}7((1) < 7}

3. Comme [ est continue sur [0; + ::x;»[.la fonction F définie par

[:(x):jrj‘(!)df, est la primitive de f sur |0:

Donc Vx & iU;+0¢i,F'(I}= f(x).

4. D'aprés la partie C7), ona :

F'ix) <0 © x€]0;1]

F'ix) >0 o xe]1,+=]
Fi(x)=0e& x=1

Car le signe de /''(x) est celuide f(x).

I

TOP CHRONO Mathématiques BAC séries C&E Edition 2016

Scanned by CamScanner



171

Tableau de variation de F
X 0

F'(x) - 7

) + co
1 /

5. Allure de la courbe représentative de F
"o ; .

...1_. A

EXERCICE 3 : Bac C 1997 Session normale

PARTIE A
1. Continuité de f en 0. ;
Di =[0;+=[. festdéfinieen0 car 0€[0; +=

l = i XINX
“:r%f(x) I'?ax+1

Ona; iinaf( x) = f(0), donc f est continue a droite en 0 .

=0 ,car ]I‘i_r]axlnx =0 et lm(x*””

Dérivabilité de f en 0.

im f(x) - f(0 | _ _ : )
lim 22X -10) L Inx =-oc et lim(x+1)=1
x=0 ¥ -0 l'l:-lax+1 ~ , car 1|g"{5nx o0, 8L, JIY

Donc f n'est pas dérivable a droite en O.

e,
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2. a. Sens de variation de ¢(x) y
VXEJO + = @(x)=Inx + x + 1= ¢'(x) =5+ 1

viie]0;+=[ @'(x) >0 donc ¢ eststrictement croissante sur 107+

b — Montrons que I’équation ¢( x) = 0 admet une solution unique B

© est continue et strictement croissante sur ] 0; + = [et @(10;+<[) = R, donc ¢ est
une bijectionde | 0 ; +« [ sur R.

Or 0 € R, donc I'équation @( x) = 0 admet une solution unique § € ]0; +oo |

Ona: @(0.27)=-004 et (0,28) = 0,007

dou @(0,27) x(0,28)<0 donc f €]0,27;028[.

3*)a-Dérivéade f

X Inx
Ix €] 0+ [, f(x) = —
' __(!nx+1}(x+1)~xlnx=xlnx+lnx+x+1—xlnx
x) = {(x+1) (x+1)
i _ Inx + x +1
f(?() B (x+1)
P(x)

Donc vx€]0; += [, f'(x) = =775

Sens de variation de f

f'( x ) a le méme signe que ¢(x )

vx€]0:B[ f'(x) < 0,donc fest strictement croissante sur]0; 8 [

vx €]B; +=[,f'(x)>0, donc feststrictement décroissante sur]f; + = [

b, Vérifions quef(g)= —f

I
Ona:f(ﬁ)=‘;+f.

Ona:rp(ﬁ):ln{ﬁ)+,3+1=0mln(ﬁ)=—ﬁ—1dnncf{ﬁ)=%=—ﬂ

c. lim f(x) = Ilim (L.lnx) =+, car lim —— =1 et lim Inx =1
Him xo- x+1 . & | Ao+ o+

d. Tableau de variation de f

X 0 B
f(x) - C:D +

0 + o
f(x) \ /

—
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4. Cons_truction dg(_C_) -

= )

[E S

PARTIE B
1. a. festcontinue et strictement croissante sur[f; + o[ et

| [B: +[)=[—f: +0c[.Donc festune bijectionde [§; +eo[ sur [—f8: + .
Or 1€ [ —fB; + |, donc I'équation f{ x ) = 1 admet une solution unique a dans
[B: +oof .

Onaaussi:[3;4]c[B; +o[et f(3)=082 et f(4) =1,1dou f(3)<1 < f(4).
f étant strictement croissante, ona:3 < a <4, cest-a-dire a€[3;4]

x Inx
= 1l xhhx = x + 1

b.vx€]0;+o[,f(x) =1 < v 1
e Inx=1+-o x=e'*s

X
Donc les équations f(x) = 1 et x =e'*% sont équivalentes.

2. a. Sens de variation de g

VXxE]O;+oo[,g(x) = e'*3 alors g'(x) =—ée“'% |
Ona: vxe]0;+o[, g(x) < 0,geststrictement décroissante sur ] 0; + oo [
bx€[3:4] o 3< x<4o 2<-< ;@ 21+ 53
La fonction exponentielle étant strictement croissante sur ]0;+=[;0na:
e%s el*: g of o X g(x) € ei; or el = 3,49 et ei =379
D'GU[Eg:e%]C[:S;d];donc vxE[3; 4] g(x)€E[3;4] 1 1
C. Wx€[3:4], g(x) =—Fe'i =-50(x).0r 0 <glx) s d et 5 =5
donc g'(x)| < 2.Finalement: vx€[3;4]). 19'(x)] < -

e

\VNEN, Uy, =g(Uy)
T Edition 2016
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a. Démontration par récurrence

Soit ( P, ) la proposition suivante : ¥n € N, U, €[3:4]

- Verifier que ( Po ) est vrai.

Ona: Uo = 3.dou Uge[3;4] donc ( Po ) est vrai.
- Supposons que pour tout entier naturel n, U,, € [ 3;4 ), c'est-a-dire ( Pn ) est vrai.
- Demontrons que ( Pas 1 ) est vrai, c'est-a-dire Un»1 €[ 3:4]

Un-1 = g(Un);0r ¥x€[3;4],9(x)E€ [3:4] donc si U, € [3;4] alors

g( Un ) € [ 3;:4] c'est-a-dire Un.1 € [3;4] Donc(Pa-1)est vrai.

£n conclusion, Yn€N, U, €[3:4]

b. g est dérivablesur [3:4]: a€[3;4]. U, € [3:4] et vx€([3;4] !
|gix) < 3 donc vneEN, 1g(Un) - a(a)l =z |Uy-al

jUn-1=a| < % | U, - a|. d'apres linégalité des accroissements finis.

En utilisant I'équivalence x = el*s o f(x) = 1.0na g{a)=aqa.

Démontrons par récurrence que : YneN, | U, — a| < zl

Soit ( Pa ) la proposition: Vn€N, | U, — a| = zin

- Veérifions que ( Po ) est vrai.

Ona:|Uo—a] = |3-al

O 3<ag<4 o-4<-a <-3o-1<3-a<0 Dou |3-a| < 1
Donc |[Uo-a| = -233 Par conséquent ( Po ) est vral.

- Supposons que ( Pn ) est vrai, c'est-a-dire vn €N, | U, — a| < }‘;

- Démontrons que ( Pn»1) estvraic'est-a-dire VneN, | U, ., — a| = #

. 1
Daprées 3°)a..ona: [Unsi—a| < ;]Un-(ﬂ dod |Unsr1—a| < 1 .1%

b

1
Donc |Up-1—-a| < v . Au total ( Pn. 1) est vrai,

En conclusion,ona: YnEN,| U, — | < —
zl'l

: , 1 _ - :
c. On sait que HE"J,L@W = 0 ,d'ou n!!l‘l:’l_‘ U, -0 = 0 , donc njgrgﬁ_ U, =a
donc la suite Un converge vers a

d. Déterminons la Valeur de n

Un est une valeur approchée de a2 10-2 prés si |U, -a| < 10-2
1 1 =
Comme |U, - a| < 3, alors — < 1072 & 2" 2102 niIn2 = 2In10

zﬂ
2
mmm n 26.64

on 2
In2

La plus petite valeur de I'entier naturelnest n = 7,
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PARTIEC

1.ne N* dapres A.3%)d- 8 > 0 et f([0;,8[) = [-p;0],

donc I'équation f( x) = n, n'a pas de solutions dans [0:8].

. festune bijectionde [fB; +oo [ sur [-8; +o[ et ne[=f; +o][, donc I'équation
f(x)=n admet une solution unique réel andans [ #; + oo

2. Démontrons que : Yn €N, g, > "

Ona: flan) = n.

ik e nen e ne” G ik
Or f(e") e et T < 1 donc v < ndoufle')sn
C'est-a-dire que f(e") < f( a,). f est strictement croissante sur 18; +oof
Donce"<an ,car n=>1 e > e > e = f
; :
b. Ona: f(d}"a"n{a“)——»n
anp+ 1
apln{ag) Inf{an) n n Li
—_— — T — = — = eantit4n)
an + 1 R G Ty ™ In(an)— (1+“H)Q“ = e
n
o n “n_
< a, = ennxe'e i E“nc:»]n( )_
C.YnEN.Gh 2 e"> 0 o 0< -~ < L~ <=»0<1<1
an eR ap — et

. - 1 - 1 » - . n
On sait que |im ei" = 0 , dou d'apres le theoreme des gendarmes, I|m — = 0.
MNes *5 1=+ O

Parconséquent, lim In(Z2) = 0 d'ot lim 2o = % = 1
Ne— = e

n— +o @

La suite (a—:) converge donc vers 1
€ nenN” '

EXERCICE 4 : Bac C 1997 Session de remplacement
PARTIE A

1) VxE'O;-{-oo',g(x): 'x—2]lnx+[x—ll
8'(x):!x— 2|'In x+[x— 2”]11 x]'+lx—1|'
= |nx+ x—zl%-{—l

x—2
=Inx+ ~-—:r—-t+l

2x—2
X

=Ilnx+

2x—l}
—x

+lnx

Ig(xh

1 ition 2016
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2°) Sens de variation de g

Pour étudier le signe de g'( x ), calculons g"( x)

2+
Gz _ 2x-2(x-1) L E_ l:
Ona.g(x)———T-—-Fx—x,-’r'x x?

vx € ]0; + oo[,g"(x) >0 doncg’ est strictement croissante sur ]0; + e[

Tableau de variation de g’

X 0 +0oC
g"(x) +
+00
g'(x) /
—X
2[1-—” 2';{—1’
= lim|—-——+1nx : TRV
1::_"1 g (x} .I:l-;'mﬂr b3 | IE_.—mxg (x:'_.rl—l-;}!?x _T-—+1n.x
_ Tl -1
=1 -f[ZIx 1|+xlnx[ = lim 2_1‘:—2+lnx|
> X—+rx X
Hi_mng*{x}z — o0 car :IciT-ﬁ%= + o0 [t_[i!f}xg'[x):+00 car _.;,]EET-K lnx=+oc
: : L 2x=2 _
lin’b‘ZIx— l”= —2et limxlnx="10 _1-_|E‘f_‘x—f““2
.'r;- x:-;—-ﬂ

Comme g'(1) =0, on conclutque : ¥x €
J0;1[,g'(x)<0 et ¥xE]1; +o[,g'(x)>0

Par conséquent :

vx €]0:1[,g'(x) < 0 donc g est strictement décroissante sur] 0 ; 1[
vx € ] 1; + o[, g'(x) > 0 donc g est strictement croissante sur |1; + oo|
Tableau de variation de g

limag(x )= !iﬂ[[x—?]lnxﬂxﬂ}} =40 car

lig[x-2}=—2 el Iiglnx:—oo; li%(x—-']}:—'l

Jim g(x)= lim [(x=2)inx+(x+1)] =+m car

im (x-2)=+n et liminx=+®; [lim(x-1)=+»
A—s i A=wir

s

—
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g'(x) = { ] +

g(x) +OC\ +oc
0

3%) gadmet O pour minimum absolu ; donc ¥x€]0;+=[,g(x)= 0

PARTIE B
1) a- Calculer x_ljt}jx f(x)

. K : "1_2
\l!Elx f(l) _'_ 1_]—!.1.]...10;_« E_:Tln X

2
T 2 Y i " x 3_ " .
Jim  f(x)=+oc|car lim To7=lim x=+o0
lim Inx=+4oc.
X—- 5
b- continuité de f a droite en 0.
. Df=!0;+oo|
{]EJDJr donc f est définic en 0.
: o R . X
= = lim——xI
1'__’{'5“") 11!ij_1lnx Ilg?)x_1x nx

2

=0 et Iingxlnx =0
-

; _ -
,lrrjrgf(x) 0 car !I_-nx—‘l

Ona limf(x) = f(0); donc fest continue & droite en O

e Continuité de fen 1

Di = [0;+m[;dou 1€ Ds;donc f est définie en 1.

2
On . - = H x = imxz.
a: limf(x) L"ﬂxz_f’nx i x*. =3

limf(x) =1 ; car lmx*=1 et lm-—=

X

On remarque limf(x)= f(1) ; donc fest continue en 1
A1

= ; Edition 2016
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¢ - Nombre derivée de fa droite en 0
—1—X|n X

—_—

' . — f(0 4 ¥ -
f'—" (0)= l’[‘}:ﬂ Xﬁ - O( ) = ;'rlzmux_._-?mxr lI-TG

' = imxinx = 0 et
f,' (0) 0 car llg’b
fs’(0) = 0 donc f est dérivable a droite en 0.
La courbe (C) admet une démi-tangente horizontale au point d'abscisse 0.

d- Equation (T) de la tangente a (C) en 1.
Ona:(T): y=f'la)x-a)+f@don y =f'(1)(x=1)+f(1)

y=§(x—1]+1:y=§x—§+ldonc(T):y=§x—%_
2°) a - Démontrons que vx €]0;1[u]l; +o[, f'(x) = H:]i.g(xl
Ona: f(x) = Zetnx = F(x) = (&) Ix + 2 (Inx)
> f'(x) = "(‘;‘_f)’,‘ nx + ——=x1 = f'(x) = FZsl(x=2)nx+(x=1))
donc f'(x)= {x_"nzg(x) avec g(x)=(x~2)nx+(x—1)
b- Sens de variation de
X 0 1 + 0C
X + +
(x—1)2 + 0 +
g(x) + +
S '(x) * +

D'out ¥x €]0; + ~[,f (x)>0,donc f eststrictement croissante sur)0; + =(

Tableau de variation de f

* 0 1 + o0
f'(x) +
f(x) ,

o | L

—
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,f estcontinue et strictement croissante.

c- ‘v’xElU:l
on a: |
x€|0:lje 0<x<1= f(0)< f(x)< (1)

Or f(0)=0 et f(1)=1 donc

0< f(x)<]

Pour conséquent

V.\'E|0;I‘,{)5 fx)<1

d- Tracer la démi- tangente a (C) au point 0
(Voir figure)

N/

OB 1 SR (g s e

7Y o Edition 2016
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PARTIE C

on a:

1

T-}-n =1 er lim

lim
T_-
= -

donc A est l'aire de la partie du plan délimitée par (C),
I'axe des abscisses et les droites d'équations
x=1 et x=0

2) a- Derivée de H,

]

Hy (=1 "”“ c|In(1)~

n+ l

n(f)— lnfrj+

el L

]t
{ﬂ‘+1 ]
n+1171

1
+1

="

_|_

In(¢)— =

fﬁ rn

—_ _—
=1"Int n-!—l+n+l

H,'(t)=1"Int
Donc H, est une primitivede la fonction #"Inr sur
0;+ooi

b- Calculons[ (cx)

()= fz r“ln:drﬂﬂ,,(r)}l

[, ()= H,,_.‘j--!-nr’— .H"[%—ﬂ‘]

.i'i"+-| -Il“.|.'|

l |1
T i =¥
: 2
I, ()= l-—__l 1 1 | 1 _ |
n(1¥) o L e n+l n+1 hl7 e
- En déduire que |, = - l N
[n+ 1]
| —
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S

Ona: limi(a) =,

il

Or limll{'n) = |im1Hn %4-,, ] T

“2 ‘:2 ) ('2

Ona:

lim
|—-1 n+1
< F

_+ﬂ|

M|

2
+
s

i o=

Donc

+
=
I

ETCEERE

=1 et !tmlnl—+n]=.n

[41

On a aussi : lim H, f N } hih [ ] {In' L ] o1 ‘
B 2 T )
(ool i) (e

. 1 ]
I|m1 H, -0 I = lim -
(T';2 u-;.; n+ 1 N+ 1

RJ:_L

Donc  |jim H = 0| :(2)

. 1 n=1
car lim ——ui-—ﬂ&! ||m,_-“] m[%-uJ:ﬁ

- 2- iy —
Par conséquent : d'aprés la somme des relations ( 1 )et(2).ona:

-
L

; ,dong Il = - e
I|rn1|,.| Al S S (n+1)?

:2
3a.r + 8B 4 4. 4 PPET = Px 11_{:]

t;___ "n-z
1 - ¢

o+ Pt -
Démontrons que : .‘.'_t'f..-_ = < 7 - 3 4. .

Ona. 1z 4+ PB4 +t0*1 =
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Or A(a) = j'l —-ln(t]dt

_;+“ tﬂ‘+2

' 4 _ .. - n+1

A(a) = L (—:2-t3-t —t +t_1)tntdt
—2-{1'

1
Al a J=j'_f__;“-t=!ntdr+ I—l-a -
2 F

Donc A(a) = — l,(a)- l3(a)- weee=lpgr (@) + f_g_aﬂ t"f(t)dt

b- D'aprés question B2. ona: 0% f(n<l
= 0" f()<S) VIE iG;I‘.

| %-+(1 i+ e !
= Of:’j " f()de< f ndt| (1)
I I]l__” %-—r\r l
. Scn-l_F unc primitive de la fonction r— " sur |U +20 |,
'l)_+ : i ]
alors f ("dr = F[—2—+ « —F‘j—u
5—'— n

Posons pour o EJO,I’,G{n): Fl.}z.+ T i|— f{é— 0 |

Ona:G'la)=F H+ u}— F'[%.— a]

G'(a)=(2+a) + (;—a)"
a €[0; -]dou-+a>0 et %—a‘z[}

Par conséquent: G'(a) >0;donc G est strictement croissante sur [0; ,]

Alors: va €[0; 3 ], G(a)<6(3) :F(;-;-a)-F(;_a):; G(2)
1 1 —;-ra n 1., )
- F(i+a)-F(3-a)s F(1)-F(0) = [F7ende< [iende (2)

D'aprés les relation (1) et (2) de la question

[ e I
on a: Osf ;"f(r}drf'f r"a‘:c_:f " di
e SR
c- D'aprés la question C fiih"f&ﬁ?“""m*—_'
I + 0
Ala)+ L(a)+ ...+ I, (a)= j " de
5o

d'od 0< A(a)+ 1, (u:}+ A4/ (.:r}<f 1" dt

L s _1.+a tnf!

=+ +a

T e de 4o+ (2 -t nede+ [ inede
7 2

o
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1

Qr " dt =
f()

on obtient donc

!JH-I
n+1

- .
n+1

0

0< Ala)+ L(a) + ... [, (a) < L

n+1
0 < lim(A(a)+ (@) tut+ | (a)) < —
”_;2 n+1
Dot 0 < A-(—=+ L ... 1 1
(Ftatt omp) € =
d-Ona: |im (A-( L+ 1 1 _ R L
Jim (A - ( il R W” = o, d'apés le théoréme
des gendarmes .
D.OU A = li l l 1 :
ATt gt t (n+2) ) i
Or Ilim 1+l+l+l+l RN SRS A
x| T ETFETE E Y ey 5
Parconséquent: 1+ L 4+ jim (L + 1 4 1, 1 ___y =2
piiat 3T 4T T B2 (n +2) 6
= H 1 1 1 1 _ 72 1
it et aaE) T T e
D'apés la relation (3 ),ona donc 5 - 3':6_’_ " zi w  |peow BDOL W
: 6 4

EXERCICE 5 : Bac E 2001 Session normale
PARTIE A

1.a-Ona: v’xe]— ];-E-ool,g'(x):(l'f'x)f'(x)"‘ f(x)
g'(x):]+ln(]+x) car fEJ

D'otig’( x) = h(x ). On en déduit que g est une primitive de h sur i— I;+oo|.

b- Vx € '— 1;—i—oo|

g,(x)(1+x)— g,(x)
[l+x]2

(14 x)h(x)—g,(x)

R |

(+X)h(x)=(1+x) /(%)

- |1+Jr]2

h(x)— f,(x)
1+x

fi(x)=

filx)=

e ——
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Do {14 x) £ (x) + £, (x) = h(x)

On en déduit que f; est un élement de J

2 a f X :]+I—1= . 1
VIE' l‘+oo"l+x 1+ x : I+ x

On en déduit que H-_—l et b=—l.
b. Soit H la primitive sur IT_ 1;+ooi de h qui s'annule en 0.

Ona:vxe |- l;+ooI,H(x)=f:h(r)dr
=fxll+ln[l+r”dr
0
:x+fu 1n(l+r|d1
X
Calculons l'intégrale fn ln[l—l—f ]d!‘ par une intégration par parties.
Posons u(t)= ln[l—H] et v'(1)=1

Ona: u'(!)-——T_ITr—; chaisissons V({)=1

Ona:f{:ln[1+r}dr=ir1n[1+f] 4

£ X
o Jol+1
= xInf‘H— x}— fﬂ ri—rdt

D'aprés la question 2.a, ona:

- T | __f_: —_,!_._
vie|- 1+ oc',l_H -
fone . 1 e e [Pod.

fn 1+rdf fn af fﬂ i+rdr

A X
= x—]ln{l+ t)L} = x—In(l1+ x).

On en déduit que : Vx € i— 1;+00I,
i (x)=x+ xIn(l+ .x)-— x4+ In(l+ x)

:[]+xlln[l+xl.
Les primitives sur j-— |;+oo[ de la fonclion A sont donc les fonctions de la forme
xH[1+x]ln[l+x]+c' ol ¢ estun nombre réel.

3) De I'étude qui précéde, on en déduit que J est I'ensemble des fonctions

C 2
X— lan—x]-!- [x ol ¢ estun nombre réel car les éléments de J sont de la forme
H(x) .
x—-—7 ouH imiti
e est une primitive de h
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PARTIEB
1. a. Déterminons la limite de fx en + «

i _ . -
Ona: xﬂglxm—ﬂ et lim In(x+1)= + oo :Donc xll.lllmfk(x)'_"'—oo‘

Déterminons la limite de £, en -1 suivant les valeurs de k
Ona: J.!imlln(.!r-i—l) =—00
-

llm k +00 Slk>0
Jlr—’—‘I'i—l —00 si k<0

On en déduit que : Pour k <0, \-lim|fk(x) =—
Supposons que : k_O— 4

Ona: Vxei— I;+00|,fk(x)=ln(x+l); Donc }Lrglfk(x)#—
>

[x+ l]ln|x+1]+ k ;
[x+l]

hm [x—l—l]ln[x-l—l] =0 car lln‘{llulnu 0 enposant U= x—l—l

Supposons que k>0.0na: Vx € 'I_ l;+oo{, [ (x)=

donc llml[x+1]ln[x+1]+k=k et par suite JLn_]lf:{_(x)=+oo,
>

X—r—
. ] k _ 1+ x- k.
b_VIE]—];"l‘Mi,fk(x):]+x_(l_!_x}2_ (I+x)2'
o x—(k=1)
fk(x)_ (I+x)2

On déduit que f 'k a le méme signe que x—(k —I)
Vx€ |- L;+o0f,[ £ (x)=0& x=k——l].
Vx €|~ li+oof,[ £, (x)> 06 x> k1.

Vx €| Li+o00f,[ £, (x) <0 x <k

Donc :

Pour < 9  ona: x—(k—-l)>0

Pour k>0, ona: , . - ik =1], x— (k-1<0
Vx(—:'k—l;+00{’ x—(k=1)>0.

On déduit que :

A : . Edition 2016
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Pour k<0, j;(x)>0 pour tout X élément de I— ];+co[ d‘t:n‘l.fjt est strictement

croissante sur ]-— 1;+ DOI :

Pour k>0, ona:
Vxe |- Lik - 1], fy(x)y< O

Vxelk-L+oo|, f(x)> 9
Do f, eststrictement décroissante sur ]— 1k — 1’ et strictement croissante sur
‘k — 1+ oci :

On déduit de cette étude le tableau de variation de f . suivant les valeurs de k ]

ler cas : k< 0
X -1 + o
f'(x) *
¥
f(x) /
-
2¢me Cas: k > 0
X -1 k-1 +
fi'( %) - &)
P | ' + @

fx{X) \ /
1+ Ink

,g.@lf_x(x)z—-oo; x];@lfo{;c)= - co:xli_nllfl(x)= 4+ 50 donc la droite

d'équation Xx=—1 est asymptote 2 |C_ I]; ICD] et [Cl]

[ (®)
thl X =0 donc les courbes [C_I]; [CO] et [Cl] admettent une branche
parabolique de direction (Ol) en + oc |

f_l et fﬂ sont strictement croissantes sur i— I;+ oo|. j; est strictement décroissante

sur l- l;l]l et croissante sur IO; + 00 i

PR
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c-Tracer de(C.1).(Co) et (Cy)

e N T Eiad o Borelomee i @n® . 38 © 5. g . 1?__ 5 14

i —— g e S R e S i SRR A e e b St |

2] a- Q 2(0 est la somme des |n — 1] premiers termes de la suite geomeinque de raison

—! et de premier terme 1, avec f=—1
1—(—y~! _1—(=D e
14t 1+¢ '

b- On déduit de la question précédente que :

v:eR\{— 1},1—:+:2 F (=122 =

Donc "__2({ ) =

1 .._.(_ I)n—l xtﬂ'—-—]

1+« 1+¢
1 2 =2 sh—2 ( l)n_] Xt il
=7 =l—t+t°+...4+(— I) AL s

c- Soit X un élément de [0;1].

D’aprés la question b-, on a :

1 —24n—2 n-11""
0| g =l 2 4t (D +(=1) 1+r

En intégrant chacun des deux membres, on a:

f 1+rd’hf { —t 4. A (- l)mzt"—z]dﬁ(— ) f mdf.

Vie

g r"' R ol
—-+3+ A=) 2" |0+(_l)n ol—l—tdt
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1

1n(1+x) x— f+§+ A= 1)"'2><—~+(-1)"‘f1+, _
fn—l _

fy)=P, @HY [

{w(x):Mf-J-vsix €)0;1}

le(0) =1
a. Soit X un élément de [0 ;1]

Ona: VYt EiO,xl
0<t

1
On en déduit que : VIE[O I] fl——df<ff"_ dt.
X
e ="J;;; or 0<x<1; donc 0§x"*~_<1 et par conséquent

b-ona:ff"‘ldf= ”0

0<xnﬂ%ondedmtque Vx(—:O‘l] fmdf s

c- D'aprés 2)c-,ona:

V€[00 =P, ,()+(=1y mdf
£,@)—P,_ @)= f ma‘t

fﬂ_ x’"_ LI
ul—H l-I—r A Jo 141

Jo)—F, I(x) 5 d’aprés 3)b- —-<f0(x) ](x)
Pour x élementde]0:1),ona:

1 {.fg(x)_‘P 1(x) ]

X f"_l

dt >0

f[}(x)_P,,_I(x)

nx— x x = nx’
1 (x)
- — < x)— n - | |
nx = P(x) Y =
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d-Ona: Vx e ‘0:l|

s ‘P(x)—(l-—+—+ +(_-1)n—2x1"

1
nx

en intégrant sur

— II on obtient :

1.

1 1 l 1 x xn-z 1 1 1
- Hdr < I qo(x)dx—j (1- =+ w.t(-1)""2 dx < -f —dx
1/n Jim N 2 n=1 nJynX

1 2 .
U I ] Iin
11n’<fu Ax)dbe—|S, (1) — S,,[ ‘-(—llnl
fl go(x}dx—!——l-lnl—i—S _l-l<.. (1) et
) Vn n H n —

el
S< [ px)de—Linlyg, L

On en déduit que :
fyn@(x)dx + ZinZ4 5, (1) < Sa(1) < [}, @Cx)dx = Linl4 5,(2)

PARTIEC
x?
1_0na:\:/xEIl;—|—CXZ{gl(x)+1x _l_x+]+
_1—x*+x?
[+x
]
T+x
=f(®)
. 2n
Supposons que VI EN*_ ona :Vx6|1;+00[,gn(x)+ 11,7( - H]-J‘
el démontrons que : Vxe€ I] +m! g, x)+ .-]2_‘:%1: I-: =
2n+1 n
Ona: Vx|l toc g, (x)=ga(x)+ |- 1| P N R |

e
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ZIH-H 2n+|

(1) + 2= gn )+~ 1] .2
2n+2

1 X
= g (x)+ x2M — Iz""’ 4 e

| x2"  gaprés I'hypothése de récurrence ; donc
Org"{x)*l-kx l+r
2in+1) | xZn 5 ant]
= = = + xM —x="T A+
Epn(¥)F I+x I+x I+x
x2"+|1+x]x2" [1+x|x

x2n+l

ol

n—li

x2n+2

1+ x
2n+l _+_x2n+2

I |
T I4x 1+ x |
} _x2n+x-n +x2ﬂ+l 2”+1—x2"+2+x2”+2
=1+x+ 14+ x
2(n+1) 1 0
X _ a2 4
W1 n Fue il F ) P 1+x = fotx)-

n

Onendéduitque: vyec N* Yxe P;"'gcl’ft;(x}: g, (x)+ li .

2.a.0na: VYneN,Vxe ]0;1[,

1 s :\'z” 2n n 0
% B e d'ol =i X car: x& 2
0<x 21<1T+x > 1+ < 1 T

ponc Ve N* VIE[U ll 1 <x2"

b-ona: YneN* VJCEIOI] 0< x—|- <x2"

Donc: 0 < dx < fo x2" dx
I2"+1

0 x+1
xZn
s fl 1+x0

2n ]
<__ -
U= 0 1+xdr*2n+l

3. D’aprés laquestion 1) ona :

- VHEN* VIE 1; +OC{ f;}(x) gn(x)+1+

donc Vn € N*, rfn(x)dx—l g,,(x)dx+[

fﬂ(l) fﬂ(ﬂ}—.j‘"’]—X'ﬁ'I + ...+ (— I}Ilr-lxlrt—l

YZ"

dx
+ x

v 2n
n':r - X
! .] 0 ‘ + X dx
1
IEH‘

2 3 R
Jo = (=12 X b x2n
2 3 ) 2n D+fnl+xd'r
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2n 2n
fg(l):I— :1,’+ +l 21”14- 01x+ =dx = f,()=U, -I-f 2

1+
b.Ona: __*L dx 1__1____ d’'aprés 2)b- : donc hm ! ”zn_dx = 0

oITE oS 2n + 1 o1 + B

On déduit que ST ¥ D | _ :

lim_U, nl_._rp‘_tfn( 1) - [iedx | =4(1) = In2 .

1 +-2n
Car Yne N* U = 1) - 27" 4
n= Ty oT+ x ¥
EXERCICE 6
Partie A
1°) !img(x]= I\_im(x(l =x*)+1-2Inx ) = + car lin}(x(l-x2}+1 ) =1 et lim-2Ilnx = +a
- - r—.p( .—'.n

|LTE g(x) = ]_1.'2(’(( 1-x¥)+1-2Inx ) = -c car limx(1-x*) = -0 et lim -2lnx = -

Kb

2°) Pour tout nombre réel x strictement positif, g(x )=x(1-x2)+ 1 - 2Inx
grix) =(]-x’}-—2x‘-3 = I-3x’-£=> g'(x)=m
X X X
Ona: x(1-3x*) - 2 = (x+1)(-3x*+3x-2)donc g'(x'}=(x+l}('3xl+3x'2)

X

3°) Démontrons que g est strictement décroissante .

Vxe ]0:+x[,.x >0;x+1>0 ;donclesignede g'(x) estcelui de -3x*+3x-2.
A=3"-4x(-3)x(-2)=-13.D'0ol -3x*+3x-2 < 0.

Onendéduitque: g'(x) <0

Au total, la fonction g est strictement décroissante sur] 0 ; +« [

4°) La fonction g est continue et strictement décroissante sur 10 ; +w [,

donc sur]1;+«[; Parsuite, g(]1:+«=[) =] limg(x):g(1)[ = T-:1[.

Comme Oe ]-w: I [, alors I'équation g(x) = 0 admet une unique solution a dans ]1; +x[.
5°) g est continue et strictement décroissante sur J0; + = .

Dol 0<x<a- g(x)>g(a) Doncg(x) >0

Par ailleurs, x > @ = g(x) < g(a) donc g(x) <0

Autotal, ¥xe J0;a[,g(x)> 0 et Vxe Ja;+o[,g(x) <0

t

———
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Partie B

1°) Calculons la limite de fenO

limf(x) = lim— (——-( 1)) = lim— (—]nx (x-1p)=-o

x—30 x—iﬂx X r—hl_lx X
. . _ —
car lim— = + o, limlnx = - ¢l lim(-=(x-1)*) -1
=0 % x—=0 + =0

>

Calculons la limite de f en + » .
Inx Inx (x-1)

Iimf(x) = llm—{———( x-1))= lim( —_— ) ==
X o O .-;-a.:x x T4+l x x
; x=1) . & . _
car limln—x =limlxln—xﬂﬁ et Ilm-{ ) = lim-— = lm-x =-®
X—F+an xz X—staiy x i e X b x X—b+a
_— Inx -x
2°) Verifions que vxe ]0;+o[.f(x) =-x+2+ S
Inx Inx (x-l)’_lnx x(x-1)

vx e ]D+cn[ﬂx)——-{——--( x-1)2)= y = "

Clnx x(x*-2x+1) x'-2x*+x _ Inx X' -2¢  x

_?”—;{T—“?' X2 X ox %

—lﬂx—-x+2--—dnnc f(x)=-x+2 + i

x? x? x2
3°) Ona f(x) - (x=2) = -x+2+ ‘“’; X pegrd = T gy
X
) . Inx-x - Inx x .
11m(f(x)-(—x+2)]*-' lim = 1]“‘](— ——]= 0
X—s+ T=p+T X X—r+T xZ xz J
. Inx X .1
car lim— =0¢et lim—=Ilim— =0
=4 x !—Hv':l.-x J‘-)-J'x

Par conséquent, la droite (A ) d'équationy = -x + 2 est une asymptote oblique a (C)
en + =,

4°) Calculonsf*(x)

1
. R —x X% - 2xInx
ﬂ,x}_lnx (x-1) doric By X _Z(x-l)x-{x—l}’
X~ X x* x2
= 1-2lnx  2x?-2x-x2+2x-1
x° ) - X2

_1-2Inx-x' +x2 _ x(1-x7)+1-2Inx

is = X’

donc f (x). g(x)
%
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5°) Vxe€]0;+oo [ lesignede f'(x)estceluideg(x)car x* > 0.

: vxeloia [, f'(x)>0
D'aprés la question 5 Partie A) , on en déduit que : {wx €la;+oof,f'(x) <0
f'{ix)=10
Tableau de variation de f :

X 0 a +

f'(x) + Q -
6°) Calculons f( 1)

fla)
f(x) / \
1{ Inl

f(l) = T(T =£1~=1 )1] =0 donc 1 est une solution de I'équation f( x) =0

Justifions que f(a ) >0

f est strictement croissante sur ]0;a[;on a:a > 1= f{a)>f (1) puisque f(1)=0
alors f(a) = 0

7°) f est continue et strictement décroissante sur la ; + » [ , donc f réalise une bijection de
Ja;+x[sur f(Ja;+=[)=]-«;f(a)[. Puisque f(a)>0,ona 0e J-w:fla)].
Donc I'équation f( x ) =0 admet une unique solution Bdans Ja; +«[.

Partie C

1°) Tableau de variation de h .

* Dérivée de h

¥xe ]0;+w [par h(x) = Inx - X

I 1 -x
h'(x)=—-1=—
X X
Signede h': Vxe]ﬂ;l [, h'(x) >0 et 'Vxe]l;-#oo[.h'(x){()

Tableau de variation

h*(x) ? é ;i
h(x) / \
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2°) _ 1 estle minimum de hsur]0: +=[; donc vxel0:+o[,h(x) = -

On en déduitque h(x) < 0.

3°) Position relative de (C ) et ( A)
h(x)

x?

vx € )0+ [, fix)-(-x+2) =

h(x)
vxe]0;+=[ x* > 0 et h(x) < 0, donc ‘(’:

Par conséquent, f(x)-(-x+2)<0, donc la courbe (C) est en dessous de |a droite (4)
sur ]0;+~[

4°) Voir courbe 3 la fin de I'exercice

Partie D

A
1°) La coube ( C ) est en dessous de (A ) donc A(A) = _[I(y-f[t))dt

t=-Imt dt

Al A }-_[ (-t+2-f(1))dt= I
2°) Dérivée de la fonction k

1
—x X- Inx
] -Inx
vxe ]0; v, Kx)=2E = kr(x)= & - =
X

At =1+4+1=Int

39A(2) = f ]“‘ = [j——=—dt = Jy—dt + J; —:z dt
Ao = (- —)dt e fy ol

21 -1nt _int -
En considérant la réponse de la question précédente ,on a : I dt = —t- don
i

A
A(ﬂ.}=[lnt+'—l-] +[Ej| =1n,1+-l_+E_1
t 1 t 4, A A

A(A) = l'::‘ Ini + -} -

4°) Ona:
lim A1) = [Ei+m1+l-q=
—H«r.c. ;.l l

InA 1
car lim——=0: lim— =0 et hm(ln&—l)

Ayen 1 .Ru—_p+m )1 —-+1|:|u
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#_
CHAPITRE X : FONCTION EXPONENTIELLE NEPERIENNE
FONCTIONS EXPONENTIELLES ET PUISSANCES

FICHE DE COURS
Définition — =3
On appelle exponentielle népérienne, notee exp(x) ou e *, la bijection réciproque de la
fonction logarithme népérien Inx.
Propriété
vx€ER, ona: ex estdéfinie | ex>0 Inex = X
vxER et vye R , Iny=x e y= &
vxeR; . e = X
Propriétés algébriques
vae R et YbeR,ona: .
1 - e
ea*b = pdx gb x gna = (ea)n E e-ob 2;5 . Ea—h — .e_b
1
NB: e =1 3 et &
e
Etude de fonction comportant exp
vae R e VYbeR,ona:e? = eb < a=b @ e2<eb o a<bh
Propriéteé
; x " - X . c ex - 3 i X ; . el - 1 -
lim e* =+ lime* = 0; lim=— =+, limxe* = 0; lm =1
N—p + T ®—p— 0 A tom ¥ Kb = 0t x-» 0 X S
Dérivée de e " _
Soit u une fonction dérivable sur un intervalle K.
La fonction ev est dérivable sur K etona: (eﬂ) = ux ev s
Primitive de u’e"”
Soit u une fonction dérivable sur un intervalle K,
La fonction u'ev admet pour primitive sur K la fonction ev.
Fonctions puissances I
Soit § € R . On appelle fonction puissance d'exposant § la fonction
x—x® Vvx€ R, ona: xf = ™ o
Croissance comparée de Inx , e*, x° 1
Soit xé R, ,ona:
" Gy =R = : . Inx . X
Jim xe* = 0 ; lim == =0 ; limx'lnx =0 ; lm > =+
X x-» K-+ y @ _—-_/
= = - 2 - . __.--/
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EXERCICES CORRIGES

EXERCICE 1 : Bac C 2004 Session normale

On considere. pour tout entier naturel non nul n, la fonction £, p définie sur [0 ; +=[ par

fiy(x) ==
On désigne par (cn) la représentation graphique de fn dans le plan muni du repére

orthonorme (O, |, J). (Unité graphique : 5 cm).

Dans tout le probléme, les fonctions sont supposées dérivables sur leur ensemble
de définition.

Partie A

1. Caleuler f,,(0) etlalimite de f, en +w .

2. Calculer f '"(x] puis dresser le tableau de variation de fn'
3. Encadrer f,(x) pardeux entiers consécutifs.

~
& - - “ [ .
4. Démontrer que la dérivée seconde fn de f, s'annule pour une unique valeur

positive anégalea _1_ .
2n

5. Sort An le point de (c) d'abscisse an.

a. Démontrer qu'une équation de la tangente (Tnlé la courbe (c,) au point d'abscisse

a,est: ,__ [2n_ 2 |
n Y= e"*j;'

b. Démontrer que toutes les droites (T n] passent par un point fixe dont on donnera les

coordonnées.
2

6. Soit h la fonction définie sur [0, +e=[ par: p(x)=¢-mx2 4 2_;!_x -2

a. Calculer h(an).

b. Utiliser la dérivée seconde de h pour trouver le signe de h'(x) et dresser le tableau de
variation de h.

c. En déduire la position de (c») par rapport a (Tn)-

7. Construire (¢1) et (c3).
Partie B

Soit (17 )ye 1@ Suite numérique définie par: U = In f (x)dx
1. Etudier le sens de variation de la suite (U H)‘

2. Démontrer que la suite (U n) est convergente.
Dans la suite de I'énoncé, on suppose n supérieur ou égal a 2.

1
3. Démontrer que - J‘[i’“{—")c_nxzdxgl é )
I . —

——
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" N2
4. Démontrer que Vxe[l ik ] 0< e-Mx% gelln(n)),
-1l

1 ] | 2
5. Démontrer que : O{I 1 e'“"zdxﬁ 1- glln(m)<

agiass In(n)

In(n)

6. Calculer la limite de la suite (U ]

'EXERCICE 2 : Bac C 2003 Session normale
On considére la fonction f* dérivable sur R et définie par ()()_l1 X ]e—2x+4

Soit (I') sa courbe représentative dans le repere orthonorme (O, [ &

L'unité graphique est 2 cm..
Le but du probléme est la recherche d'une valeur approchée d'unt solution de

Iéquation f(x)=-1.
I. Etude de la fonction [

1. a. Calculer lll];l f(x) et _1’111 f(x).
lim /)

c. Interpréter graphiquement les résultats précédents.
2. a. Calculer f'(x) et dresser le tableau de variation de f .

b..Démontrer que I'équation f{x)=—1 admet une solution unique & dans

b. Calculer
: X

l'intervalle 11; 2_{ :

c. Démontrer que : @ =1+ e22—4
3. Soient A et B les points de ( ' ) d'abscisses respectives 1 et 2.
a. Donner une équation de la tangente (D) 4 (I') en B.

b. Tracer (D) et (I') sur l'intervalle [0,5 ; +e].

4. Soit F la fonction définie sur par 4f~"(.l£')=.[:r S()dt

a. A  laide dune intégration par parties, démontrer  qué:
,.-(X):%_—19—2x+4 _%2_.

b. Calculer en cm? l'aire de Ia partie du plan comprise entre e segment [AB] et (I').
Il. Recherche d-une valeur approchée de .

Soit Sla fonction dérivable sur R et définie Parg (x =e2x-4 4 1
On note I lintervalle [1-_].
"4

1. a. Calculer g'(x)et

préciser le sens de variation de 2

"
e

Edition 2016

TOP CHRONO Mathématiques BAC séries C&E

Scanned by CamScanner



199

M
b. Démontrerque g([)c I

c. Démontrer que pour tout élément xde |, on a Oﬁ g '(.,‘C) ﬁ% )

(On pourra étudier le sens de variation de g'surl)

d. En deduire, en utilisant l'inégalité des accroissements finis et le résultat de la
question 1.2.c), que pour tout élément x de |. on a: |g x » « |< 1"'( -ajl
. i

i =]
2. On considére la suite 4 définie par :

VneN, U, = g(u,)

a. Demontrer par récurrence que pour tout entier naturel n, U,, est élément de .
‘ . l
b. Démontrer que pour tout entier naturel n, Iu — |£__ —
n+l @ 2|un (Zl

3. a. Démontrer que pour tout entier naturel n, |u” e |32+1

b. En déduire que la suite ¢/ est une suite convergente. Quelle est sa limite ?
4. Déterminer n pour que un soit une valeur approchée de X au centimétre prés.

EXERCICE 3 : Bac C 2002 Session normale

Le plan est muni du repére (O, |, J) ; I'unité graphique est 4 cm.

Partie A
On considére la fonction numérique f : R — R
Xt+— —-—1 X
1+e—

On note (") la courbe représentative de f dans le repére (O. 1, J).

1. a. Justifier que f est strictement croissante sur R

b. Calculer les limites de f en -= et en + =,

c. Dresser le tableau de variation de f. _ P _

2. Justifier que (I) admet pour asymptotes la droite (Ol) et la droite (8) d'équationy = 1.

3. a. Démontrer que le point K (0 ;;F) est un centre de symétrie de ().

b. Démontrer que la droite (A) d'équation : x —4y + 2 = U.est tangente a (N en K.
4. On se propose d'étudier la position de () par rapport a ().
Soit h et @ les fonctions numériques définies sur R par:

h{x):f(xi—%-%x et @(x)=4e " (1+e )

a.Démontrerque . Y X E R, h' (X)= oK ) ,
6 1K 4(1+e> ¥
b. Etudier le sens de variation de ¢ et dresserle tableau de variation de @.
(On ne demande de calculer les limites de @ en - = eten + =).

C. En déduire que - V x € R, p(x)< 0.

d. Démontrer que h est une fonction strictement décroissan

L2 En vous aidant des questions précédentes, démontrer Que .
“Yor e Edition 2016
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Vxe ]-=:0h(x)20.

Vx € 10; + «[. h(x) < 0.

f En déduire la position relative de (T') et (4).

g. Tracer la courbe () et (&) dans le repére (0.1 J).
Partie B

On définitlafonctiong: R — R

: . 1+e%
(G) est la représentation graphique de g dans le repere (0.1.J) et (A) est la tangente 3
(G)en K. _ :
1. Démontrer que (I') et (G) sont symétriques par rapport a |a droite (OJ).
2. En déduire les constructions de ( A') et de ( G ) dans le repére (O, 1, J).
(Utiliser une couleur différente de la précédente).

. e ™
3. a. Verifierque : VXEIR, X)=r .
gx) (1+e*X)
b.Calculer en cm?, I'aire A de la partie du plan délimitée par la droite d'equation
x = 1, la droite (O, J), l1a courbe (G) et la droite des abscisses.

Partie C .
Soit n un entier naturel non nul. On définit sur R la fonction £y par:
1
X)= :
gﬂ( ) enx+c(n_])x

Soit (G, ) la courbe représentative de £;, dans le repére (O, 1. J).
1. Démontrer que : VR € N*, Vx € R, 0 S gﬂ(x) S_ e hx,

2. On désigne par A,, l'aire de la partie du plan délimitée par les droites (Ol), (0J). 12
droite d'équation x = 1 et la courbe (G,,).

a.Démontrerque - Vn € N*_ 0sA,< %(1 -e M.

(On pourra utiliser la question C1).
b.En deduire la limite de A, lorsque n tend vers + =, -

EXERCICE 4 : Bac C 2000 Session normale -

Dans tout le probléme Ie plan est muni du repére orthonormé (O, 1, J) (unité : 2cm).
PARTIE A

1.0n considére f la fonction numérique, de courbe représentative (C f), définie sur B

par- f(x)=xe"*

a. Calculer les limitesde f en +o et en -

b. On admet que f est dérivable sur R .

Etudier le sens de variation de f et dresser son tableau de variation.

c. Tracer la courbe (Cf) en prenant soin de tracer la tangente a I'origine.

2. On considére g la fonction numérique définie sur R par:g(x) = |x|e h=

a. Ecrire sans le symbole de Ia valeur absolue. —
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b. En déduire une methode pour obtenir la courbe représentative (C g )de g sur

]-=:1] apartir de(C}-)

c. Etudier sur l'intervalle [1;-!-00[ le sens de variation de la fonction h:JCI——}er

d. Etudier la dérivabilité degen O eten 1.
e. Déduire des questions précédentes le tableau de variation de g.

f. Tracer (Cg ) ainsi que les demi- tangentes a (Cx) aux points d'abscisses 0 et 1.
PARTIE B

Soit n un entier naturel non nul. On considére la famille de fonctions [, définies par :
f(x)=xe"!™

On note la courbe (C:,) représentative de f,

1. Calculer la limite de f,(X) quand x tend vers +oc

2. Calculer la limite de f,,(x) etde f—’flr-)- quand x tend vers — 0O

En donner une interprétation graphique .
3. On admet que, vneN*, la fonction f,, est dérivable sur R
a. Déterminer la dérivée f ', de [,
b. Etudier le signe de f'n{x) et dresser le tableau de variation de f,,
c. Résoudre dans R . I'équation : f,(x)=x
d. En déduire que toutes les courbes {C',,) passent par deux points fixes que l'on
précisera.
4. Etudier la position de (Cﬂ) par rapport a (Cnﬂ)

5. Tracer(Cz) dans le repére (O, |, J).

a
6. & étant un nombre réel, on pose : () =J.0f,,(x) dx

a. Calculer /, () a r'aide d'une intégration par parties.

b. Calculer la limite de /(&) quand & tend vers —+oC

EXERCICE 5 : Bac E 2000 Session noramle

Le plan est rapporté a un repére orthonormé (O, |, J) ; unité graphique 2 cm.

L'objet du probléeme est I'étude de la fonction f définie sur lintervalle ]0;+m[par:

Z :
f(x)= x1/€ X—] . On note (C) sa courbe représentative dans le repére (O, . J).
1. Etude d'une fonction auxiliaire.

: ; , =21
_"'-“_0" g la fonction dérivable sur [0 ; + < [ et définie par. g(r)= |—t—e

i ition 2016
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= Etudier le sens de variation de g et déterminer la limite de gen +00
(On ne te demande pas de construire la courbe de g)
b. Démontrer qu'il existe un unique réel & >0 tel que g(a)=0 et prouver que

In 2

2
c. Etudier le signe de g(t).

d. Etablirque 0,79 < a £0,8
Sens de variation de f.
2. a, On admet que f est dérivable sur ]U;+oo[ ;

<@ <1

2 -3 2 /1
Démontrer que pourtout x > 0: f'(x) = (EE— 1) exg (;)

b. Déduire de la question précédente le sens de variation de f.

Ainsi que limite de fen . .
3. a. Démontrer que pour tout x > 0: In[f(x)] = %( 1+ xinx) + -;-!n (1 - e‘?)
b. En déduire Ia limite de f en 0 et la limite de f en +00
4, a. Etablir pour tout élément ¢ de[[];]] -0<el-1<te

b. En déduire a I'aide d'une intégration, que pour tout u de [0;1]

l+u£e“£1+u+§:u2

c. Utiliser cet encadrement pour démontrer que pourtout x > 2:
0 <[f(x))P- 2x <2e

d. Démontrer que pourtout x > 2:  f(x) 2 \/2x
En déduire la limite de f en +00

5. a. Dresser le tableau de variation de f
b.Tracer (C).

EXERCICE 6 : Bac E 1998 Session normale -

Dans tout le probléeme, n désigne un entier naturel non nul,
On considére la fonction £, dérivable sur R et définie par: £, (x) = x"e ~*.

On appelle (C,,) la courbe représentative de f, dans le plan muni d'un repere

orthonormeé (O, |, J) (unité 3 cm).
PARTIE A

1. a. Calculer les limites de f, en +00 et en —0.

b. Etudier le sens de variation de la fonction ; €tdresser son tableau de variation
c. Tracer la tangente & l'origine 4 (CI)’ puis tracer {C]).

2. a. Pour tout entier n supérieur ou égal a 2, étudier le sens de variation de fn -

b. Calculer les limites de f ; enen +00 et en —00 el dresser son tableav de

variation.
OB
I i _--_._”
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c. Sur une autre figure, tracer la tangente a l'origine a (C3 ) puis tracer (C3],

3. On note S, la symétrie orthogonal d’axe la droite d'équation : x=pn ¢t (C 'n)l'image
de (C”] par S, .

a. M étant le point du plan de cocrdnnnées[x, y), calculer les coordonnées (x', y')de
son image M’ par S,,.

b. Démontrer que (C ',,) est I'ensemble des points M dont les coordonnées (x, y]
vérifient: y= f,(2n-x) .

c. Tracer (C3] dans le méme repére que (C3)

d. Pour X<21, on pose g.(x)=f,2n=x)
En interprétant geométriquement les intégrales, justifier 'égalité :
in n
Iy fCt)de = [ g.(t)de
4, Pour tout x élément de :]0; n], onpose /,(x)=In(g,(x))—In(f,(x)).
a. De I'étude des variations de /1, déduire le signe de /1 (x)

b. Démontrer que pour tout x appartenant a l'intervalle ]0; n] ,ona f,(x)< g,(x)
c. Déduire de ce qui précéde, lnégalité :J‘gf (1) drt < 12")« (1) dt
H - 0 n .

PARTIE B
Pour tout réel positifx, onpose g () = _I'J fu(t)de.

1. Démontrer que la fonction [*,, est croissante sur [0;+ o] .

2. A l'aide d'une intégration par parties :
a. Calculer F(x)
b. Démontrer que, pour tout réel positif x et pour tout entier naturel n supérieur ou égal a

1,ona :Fnﬂ(x)=(”+I)Fﬂ(x)—f,,+|(x)'

3. En déduire a I'aide d'un raisonnement par récurrence, que pour tout réel positif x et
pour tout entier n supérieur ou égal a 1,

x? ™
F.lx)= 11![1 -e *(1+ 1—x; + = + .+ ;)]
4. a. Démontrer que :  1IM E,(x)=”!
X—r+x

b. Démontrer que pour tout réel x positif ou nul, ona F, (x) < n!
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—

PARTIEC
1. Démontrer que, pour

Fo,(n)+ Ii"f,,(!]d! < n!
2 Déduire des résultats des parties A e

tout entier n supérieur ou égal & 1, on a:

t B que, pour tout entier n supérieur ou égal 4 1,

ona:
!
0< F,(n)< HT
n, n? " .
i-e £1+11+ 51 + ...+ = <e”
EXERCICE 7 : Bac C 1998 Session de remplacement
On considere la fonction fdén'vab!e sur R et définiepar f( x )= e 2 1 by
+ &

On désigne par (C) la courbe de f dans le plan muni d'un repere orthonorme

(O, 1, J). Unité graphique : 4 cm.

PARTIE A

1. a. calculer ' (X) pour tout nombre réel x puis étudier le signe de f' (X) suivantles
valeurs de x. En déduire le sens de variation de la fonction f ;

b. Déterminer les limites de f en +0O e en —OC et donner le tableau de variation de

2. Démontrer que le pocint A de coordonnées

]
O,E

3. Donner une équation de la tangente (T) 2 (C) au point A.

4. Soit ¢ lafonction dérivable sur R et définie par : (O(X )= -;-— %X‘ —f)

est un centre de symétrie de (C]

a. Démontrer que :

Vxel—oo; 0{, @(x)>0,

VXG'O;-FDO[, w(x)<0

b. En déduire la position de (T) par rapport a (C).

c. Tracer (T) et (C) .
PARTIE B
Pour tout réel non nul M, on considére les fonctions fn dérivables sur R et définies P2’

f(x)=Ff %]

(C,n) désigne la courbe représentative de f dans le repére (0, 1, J).

Soit 7,
32 | I_llzl. transformation du plan dans lui- méme qui & tout point M associe le point Mt
que: HM' =m HM ot H est le projeté orthogonal de M sur (0J). e
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1. a. Donner la nature de 7" .

b. Démontrer que (C,,) est limage par T,,, de (C).
c. Tracer (C_,).

2. Soit 2 un nombre réel. On pose Im(,\]zfA f (x) dx
)\ m

calculer [, (A) eten déduire que [ (A) estindépendant de m.
PARTIEC
Soit g la fonction dénivable sur R et définie par g(x)=x—f(x)
1. a. Etudier le sens de variation de qg.

b. Calculer les limitesde g en +~oc ¢t en — oG .

c. En déduire que I'équation f( x ) = x admet une solution unique (¢ et que

.]..5”5.!_

4 2
2. a. Démontrer que : Vx € L%} f(x)e 1
8 VECIT ) e
b. Calculer f"(X) . En déduire que : Vx € i—,% ,|f’(x)|£ 211-

>

f(x)— a-lg %[,\ —af

¢. En déduire que : Vx € }%,%

3. Soit (U, ) la suite de nombres réels définie par la relation de récurrence :
1

U, = et U,er = f(U,), ¥n EN

a. Demontrer par la récurrence que : vneN, U, € E;“j

1.1 ‘
|
b. Démontrer par |a récurrence que :Vn € N, |U"“ ™ n|s ;!Un - al

T |
; |
c. Démontrer par la récurrence que :Yn € N, [U, — a|< lﬂ

4. a. Déterminer la limite de (U, }-
b. Trouver le plus petit entier naturel p telque: |/ , — a|[< 1077

FONCTIONS EXPONENTIELLES ET PUISSANCES

EXERCICE 8 : Bac E 1996 Session de remplacement
r R et définie par :

Pour tout entier naturel n , on considére la fonction / dérivable su
1

JI+x?

pour "?_I, j:,(.x): IE" }
14+ x?

pour n=(), f“(_r}z

—
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représentative de £, dans un repere orthonomme

On désignera par (C,,) la courbe
‘O.i",}"} ayant pour unité graphique 4 cm.

PARTIE A
1. Etudier la parité des fonctions J,,.
2 Déterminer les limites defn aux bornes de son ensem

Etudier le sens de variation de f,et construire (.
3. Démontrer que toutes les courbes (C, )(n € N ont deux

4. Dans cette question, on suppose que n est non nul.
Pour tout réel x, caleuler f.(x) ou f, estlafonction
5. a. Déterminer les limites de f, et f, en —00 et + 00 .
b. Etudier le sens de variation de chacune des fonctions

ble de définition.
points communs.

dérivée de £,

fiet f, et dresser leurs

tableaux de variation.
¢. Démontrer que la droite d’équation y

position de (C) par rapport a cette asymptote. Tracer ( C1 ) et (C,)

= x est asymptote a ((", ) en +x et préciser la
dans le méme

repére que (C)

PARTIE B

Soit (/) 1a suite reelle définiepar: [, = J :}f;;(-’f) dx: neN
1. Pour tout entier naturel n , démontrer que -/, >0

2 Démontrer que, pour tout entier naturel non nul n, on & ' —=r————% = _——l—-—
R2(2n+1) = "

3. En déduire la limite de (In} quand n tend vers +oc.

4. On partage lintervalle [0 1] en cing segment de méme longueur 0,2 par les paints
ﬂ”=0 ;ﬂ'{ =0..2 ;ﬂz -‘:04 ;(1]=0,6 ;ﬂ4 =0‘8 ;aﬁ:l .
a.Démontrer que I'on a, pour tout entier naturel i tel que 0 <7 <4,
a +1
0.2 f.(a -1-1}5_[“: fixydx <0,2 1 (a)
t et par

b. Pour tout entier naturel i tel que 1<I<5 | calculer [ (a) & 102 par défau
excés. En déduire un encadrement de [ . .
: 0

5. a. A l'aide d'une intégration par parties de ]H. démontrer que, pour n de N, on -
L= ‘ﬁ_[2"+ ]!(I" ! ‘rn+I)
b. Exprimerfl en fonction de j’n et donner un encadrement de [
| | ___——"".“-.‘
TOP CHRONO Mathématiques BAC séries C&E Edition 2016 -

Scanned by CamScanner |



\ .
| 207
EXERCICE 9 : Bac C 1998 Session normale

Ce probléme comporte trois parties A, B et C. Les
Le plan onenté est rapporté a un repére ortho

PARTIE A
On considére la fonction f définie, sur [0;+00I par f(x)=x—4/x+4
On désigne par (C) la courbe représentative de [ dans le repére(O ,G,v)
1. a. Démontrer que f est continue a droite en 0.

b. Etudier la dérivabilité de la fonction f & droite en 0.

En déduire une interprétation géométrique.
2. a. Déterminer la limite de f'en + oc .

parties _@ ef C sont indépendantes.
normeé (O . G,V), lunité mesurant 1 cm.

b. Etudier le sens de vanation de la fonction f et dresser son tableau de variation.
c. Tracer (C).

3. a. Soitg la restriction de [ a |4;+ool .

Démontrer que g est une bijection xde l4:+m‘ sur [0;+oo| et que son application
réciproque g ~'est définie sur l0;+ool par: g {x)=x+4Jx +4

b. Tracer la courbe représentative (C') de g ~', dans le méme repére que (C).
On appellera (H) la courbe (C) U (C")
4. Soit (E) la courbe d'équation : x* +)* —2xy—8x—8y+16=0 dans le repére
a.lggn;:ﬁl\:;r que pour tous reel x et y positifs, on a :
x* 4y =2xp—8x—8y+16=0 & Iy-f(x)“y--g“‘(x)|=0
En déduire que (H) = (E).
b. Démontrer que un point M’(b:a)est un point de (E) si, et seulement si, le point
M'(b,a1) est aussi un point de (E).

En déduire que la courbe (E) admet un axe de symeétrie. Préciser cet axe.
2. Calculer l'aire de la partie du plan limitée par la courbe (C), I'axe des abscisses et les

droites d'équations x:O et x:4
PARTIE B

1. Soit m un réel appartenant a |——2;2|

a. Soit les points Ande coordonnées (2+4n1,0) et B, de coordonnees (0; 2—m).
Ecrire une équation de la droite (D ) passant par les points Am et B

" m:*

b.Soit (A,,) la droite d'équation : x—y—2m=0. Démontrer que le point d'intersection
T, des droites (D,)) et(A

c. Démontrer que (D

(i

) a pour coordonnées [%(2 +m)z;;'£(2—m]3 .

) esttangente a (C) en I,

"
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2. a. Soit H,, 1e projeté orlhogonal de’T,s stir Ia droite. (5 )d équatlon y="—x
'Démontrer que H a pour coordonnées (m, _ m) 15 yd s
'b. Soit F le point de coordonnées [2;2]. Démontrer que le quadrilatére A,,,H,,,B,,,F estun

carré pour tout m appartenant a |—2;2]
3. Pour 4—'12 placer le pomt T tracer les droites (D)), (ﬁm)et le carré A,,H B F

PARTIE C
1. Soit M un point du plan d'affixe 2.

a. Démontrer que le point H d'affixe = 2" est le projeté crthogonal de M sur Ia droite

)

b. Démontrer que la distance de M a (5) est égale a |2 -IZ_L— l
2. a. Démontrer que I'ensemble des points M d'affixe z telle que Ztis) "—(2-!—21?1
est la courbe (E) | _

b. Interpréter géométriqguement ce résuitat.
En déduire la nature de la courbe (E).
En donner deux éléments caractéristiques.
EXERCICE 10 : Bac C 2005 Session Normale
On considere la fonction f de Rvers R définie par: f(X)=—"—

/ f®)= 1+xex

On désigne par (c) la courbe représentative de f dans le plan muni dun repére
orthogonal (O, |, J).

Partie | : Etude de f

1. Soit y la fonction dérivable sur Ret définie par /(x)=1+xeX.
a. Etudier les variations de  puis dresser son tableau de variation.
(On ne demande pas de calculer les limites).

b. Demontrer que pour tout nombre réel x, l//(x)>0,
c. En déduire I'ensemble de définition de f ,

2. Soit ¢ la fonction dérivable sur R et définie par: ¢(x)=1 —x2eX
a. Calculer les limites de ¢ en — o0 et en +0C.
b. Etudier les variations de ¢ puis dresser son tableau de variation.

c. Démontrer que I'équation
et 0,71.

(ﬂ(x)=0 admet une solution unique ¢ comprise entre UJ _

7 = __..--"""
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d. En deduire - | VXE1=®:a [ ()50

VIE]Q ,t+oo [,‘ @(x)<0
.- On admet que f est dérivable syr R.
. Démontrer que VIE R‘ fl(x)z (x) :
(14 xeX ]2
fen — 00 eten + oo .
. Etudier les variations de
4. Soit (D) la droite d'équati
a. Démontrer que (D) est asymptote a (c)en — oo _
b. Etudier la position de (c) par rapport a
C

! : (D). (On pourra utiliser Ia question 1.1.b).
. Démontrer que la droite (D) est tangente 3 () au point d'abscisse 0.
d. Tracer (D) et (c) dans la fenétre dé

b. Calculer les limites de
c

f Puis dresser son tableay de variation.
ony =x,

finie par :
Xmin = = 45 ; Xmax = 4
Ymn=-5 . Yorae = 0.4.
Onprendra: Ol=2¢cm: OJ = Scmeta=0,7.
Partie Il : Etude d’une suite
] n
Pour tout entier ¥, on pose L. le—:—[e—tdt _

1. a. Sans calculer |4, en donner une Interprétation graphique.
b. Démontrer que la suite | In)pen St décroissante.

c. Démontrer que la suite (Ta)pepy cONVerge.

1 1
: : : < <1,
2. 2. Démontrer que : Ve (O.I] & e
(On pourra utiliser les variations de w sur [0 ; 1]).

] 1
b. En déduire que pour tout entier naturel n, ETSTTES) <1, 5_{n T

n LEN .

C. Déterminer la limite de (I
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CORRECTION DES EXERCICES
EXERCICE 1: Bac C 2004 Session normale
Partie A
1. Calculons f,(0) et la limite de fn en +< .
of (0)=eN0? - g0 =1
- lim fx) =, lim e-Mx2 _0 car lim (-nx2)=— et lim_e*=0

X=— 4+ o
2. Calculons f,(x) puis dressons le tableau de variation de fn.

: w2
Dérivée de fa(x) : f, (x)= e~"% = f,(x) = —2nxe "%

Signe de fa(x)
X - 0 +eo
- 2nx + i'g s
o -+ IEJ o
£ () + o =
Tableau de variation de f,
X ~ca 0 0
P(x) + 0 —
1
f(x) / \
0 0

3. Encadrons f,(x) par deux entiers consécutifs.
D’aprés le tableau de variation, fn admet un maximum relatif qui est 1 et un minimum
relatif 0, doncona: 0=fa(x)<1.

4. Démontrons que f," s’annule pour une unique valeur positive a, égale a :%ﬁ-
o _ "
f (x) =—2nxe™™" = f,(x)=-2ne "% _onx(-2nxe ™) = fi(x)=2ne ™ (-1+2nx?)

" - 2 T 1 1 1 2
f.(x)=0 => —=1+2n=0d'o0 x* =— :’__ =_’_ -nx
n (X) n = X o ou X o car 2ne >0

1 1 1
- |—g[0;+] donc x = |—=—=
1}2‘1 [ [ i
1

Conclusion : la dérivée seconde f." de f, s'annule pour a, = —

=
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Soit A, le point de (c) d’abscisse a,.
a) Equation de la tangente (Tn) a la courbe (ca) au point d’abscisse an
Pour (Ta), ona : y = fa(an)(x — an) + fa(an)

) )

Ona: n["'ﬁ

,_ 1 L 1 — 2nx " 2
e Je e e
b) Coordonnées du point fixe.

_ 2n 2 2n+2 2
(Tn): ¥y =~ ?X"‘TE— (Tas1) - ¥, =— = x+\@

Ona: yi=y2 doncx=0et y=-;-% donc A[D;—j—é) est le point fixe.

5. Soit h la fonction définie sur [0 ; +<[ par : h(x)=e™ + ‘%x -Ji_
e
a) Calculons h(an).

1'\
(1) Bn, 1 & o 1 2 _
h(an)_h[Jz_n}_e e e e =hla)=0

b)Trouvons le signe de h’(x) et dressons le tableau de variation de h.
Signe de h'(x)

Dérivée h'(x)de h : h'(mc):—va:xt&a'"xz +J—%F

Dérivée h"(x) de h : h"(x)=—2ne """ —2nx[ — 2nxe~"™"* ] =2ne~* (- 1+ 2nx?)

On remarque que : h"(x) = f,"'(x)
Tableau de variation de h’

h*(x) -

[N~

Donc wxe[~ [, h'(x) >0
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e
Tableau de variation de h
X 0 :.%1_ ]
h'(x) 0 -+
/hﬁ
h(x) 0
vz
e

c) Position relative de (€,) par rapport a (Tx).
—nx2 2n, 2
— o—NX & _
h(x)=e +J?x T ha(x) -y :

2

1 "
Mxelt-—: Lh(X) <0 d'ou f(x) < y donc (€ o) est en dessous de (Thp).
E[ E[ (x) (x)<y (€Cn) |

e

VXe ]__1__ +oo[. h(x)>0 d'ou fa(x) > y donc (Gn) est au dessus de (Tn).

J2n

J2n

Pour x = 1 ,h(x)=0 d'ou fa(x) = y donc (¢n) coupe (Tn) au pointB(L ; U)
J2n

6. Construction de (€1) et (€5).

(€1): 1’,(><)~:e->‘2

(Ca): fy(x)=€" x2

T T e e —— e e e )
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Partie B
1. Etudions le sens de variation de la suite (U,).

_ 1 1
ona: U ;= freq(X) dx, donc U q=Up= Jﬂ(fn+1(x)—fn(x)] dx

Or f_, ()= fp(x)=e (M1XZ _g-x2 _ gnx2 [e-xz —1]

Signe de fae1(x) — fa(X) :

2 :
Ona: €™ >0 d'ol faus(x) — fr(x) est du signe de e~X2 —1

Y. —_y 2
Ona. e X -1>0=eX >e'"1:>-—x2>ln1:>—x>0=>x<0

Donc vxe}—<= ; O[, fas1(X) = fa(x) = 0

Au total, Une1 = Un < 0 = Un+t < Un donc la suite (Un) est décroissante

2. Démontrons que la suite (U.) est convergente.

On a: 0sfi(x)<1, dot (Un) est décroissante et minorée par 0 donc (Ua) est

convergente.
1

: . (In(n) ,—nx2 1
3. Démontrons que : e dx s ——.
mo a 4 )

Ona:0sfa(x)s1.

. L 1 . 1
in{n) < [in{n) In(n) @—%2 ey < [y NN} In(m e—"x2 gy < 1 -
:.[o fn{x)dx__l'o 1dx:~J0 e dx <[x 7" = [InMe-""dx e
-n.-
4. Démontrons que : V X E[ﬁﬂ}ﬁ{ a2 ¢ glin(mP
XE[—L;1]:>—1—£X£1:> 1 252251:‘} i} 2_¢;nx2§n
In(n) In(n) [In(n)) (ln(n))
=1 _n_
e ,
:—ns—nxz 5_._n_§=>0 <eNc< e—nxz 53“”[“))2 —0< e—nx2 SE(In(n}l)
(In(n))
)
5. Démontrons que : 0 < [ 1 e‘”xzdx 5[1—-—-—In2n}Je“” D)

In(n)

TR 1
0< g™ gglintn¥ :O{I , e

-n 'I1'
-0 : e

_mzdx < 1$ eﬂﬂfl‘l])z dx o U < 1 e-mzdx < Ie"”f“n— X
1

inin) in(n) In(n) s
= r , @™ dx < |f.3*""‘i"_':;iF [1 —IJ—] =0< 11_1 e ™ dx < [‘I _fr;:_ni]eﬂﬁ_m :
in(m n(n) in(n) |
6. Calculons Ia limite de la :uite (Un). - _
Am U =Jm{1 -E%]e“"‘"“z 0 car im i =0 et im, e = im e <0
Edition 2016
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EXERCICE 2 : Bac C 2003 Session normale

I. Etude de la fonction f{
1) a) Calculons ,.'f.rlf(") et J.iﬂ f(x) .

lim f(x) = lim (1- x)e 4

[

Posons X =-2x +4donc X = - ;_){ + 2. Ainsi quand x — +e« alors X — - .

: . 110X — fim (—e* +Xe*)= lim f(x)=0
o Jlim f00= Jim (14 5X)e% = Jim, (~e%+Xe™)= i, 1)
Car Jim e*=0 et lim_ Xe* =0
Jim 00 = lim (1= x)e"24 = lim (1= x)x Jim  e7# % = N f60 = =

.xﬂammm_ X) = xhrﬂm{'_x) = R

!xli)rgm(—2x+4)= x_li;'r_lm(— 2X) = +oc

A,

Car:

o lim eX =+
X—> + %0

b) Calculons : |im f(x),
X— —wo

i =2x+4 L } ) fix
Iim f‘—":—= lim (1-x)e = _lim 1__..’13 lim e 2**% = | —{--)—=—00
X—b — x X—y — o0 x X——m ¥ ®—p — 2 R=b =00 %
o 1-x L W S
= - = lim e* =+m
car  lim_ Tet lim e L

c) Interprétons graphiquement les résultats précédents.
lim flx)_ _ oo donc la courbe (') admet une branche parabolique de direction (0J).
X

X —D

2.a) Calculons f’(x) et dressons le tableau de variation de f.

vx € R, f(x) =(1—x)e®*4

Ona: f'(x)=e?"4-2e2*41-x)=e?**"4-1-2+2x)=eZ**4(-3 + 2X)
Donc vx €ER, f'(x)=e2**4~3+ 2x).

vxeR, eZ*4 >0 donc f'(x) estdu signe de (-3 + 2x).

Tableau de variation de f

3
X - ol 400
| - 0 4
+ o0 0
bl \ /
.439
"33
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b}Dhmqmrﬁmﬁll—-immqudam I; -[

Vet —[Cl- w _[  f est continue et stnctement décroissante ; elle réalise une bijection
5 1.5
de J1; =-( dans f[l1.~4-[)= I-ze2;0[.
1 3
Or -151—382 ;0[ donc I'équation f(x)
" c) Démontrons que : @ = 1 + g2¢-4,
Ona: fla)=(1-a)e2a+4

Or fla)=-1 d'otona: (1-aje20+4=_4

= - 1 admet une solution unique oe ]1;%{-

= e-zﬂ'-ﬁ_ue-zﬂ*d b _1 = _ae-zﬂ""d = _1_&-21!"4
__1 <o E—Z'ﬂ'l'd 1 e‘2ﬁ+‘4

—~a= =
. @—2a+4 g—2a+4 i e—20+4

=e 204 11 S a=1+e24

3) Soient A et B les points de ( ' ) d’abscisses respectives 1 et 2.

a) Donnons une équaﬁondelatangante (D)a(l)enB.

y=1'(2)(x-2)+f(2) avecf(2)=(1-2)e?2 2+*4 =-1 etf(2)=(-3+2- 2)e2 2+4 =1
donc (D):y = x=2-1 = vy =x-3.

b) Trawns (D) et (I'} surlmtewalle [05 +w[

B

i dek v - L LT LA : i : = -
. LR T T, - S . SRR g s P T S TR LT ’ o H v
e I i -
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F ia fonction définie sur R par. :
4. Soit 5. g
a)Al'aldedunalntﬂgranmpupahas démontrons qu

Fix)= [1 f(tydt = L (1- )e-2+24dt
=e_2r+4

U=-1 = _le2s

x ' + x 5 .1 o
:>F{x)=[-.;—(1-t}e*?'*‘]1 - j:[—‘tx{—-;-)e‘z""}flt=[—;-{1—t)e""' ‘]1 - (Ee ? 4}11

* 1 2tea 1 ~:'t+a},l
=|-=(1-1)e +—£
[ 2{ ) 4 )

1

Posons:U=1-t

F(x)= [—1(1 —t)e-2+4 :|l - Ir__;.e'l?m }

1

~2x+d 1 —2x+ __1 i -214 1 -2“1]
F(x)= (-—(1—)&}92 Ee “)—[ 5[1 1)e +4e ,

1 -2nea le? :[_14—11.;-1]9"2’“4-—

X 2
F(x}=—§{1—x)e‘2"+ze =3 5+5%X*3

e

&

o-2xr e?
F(x):[_%+%x+Je-2x+4 :1| F{}(}—zx 1 2 4_T

b) Calculer en cm? l'aire de la partie du plan comprise entre le segment [AB] et (T').

1 2
Déterminons une equations de la droite (AB) avec A( 0) et B[ 1].

X|c A8 = W["“
y y-0
d'ott dét(AM,AB) =0 = —(x—)—1x(y—0)=0 = —x+1-y=0 = y=—x+1

donc A= f(y—f{x)dx)xx: cm? = _[f[—x +1=-(1-x)e?***dx}x 4 cm?

2
2 2
:A:Lz[—xﬂjdx)—fﬂ-x e X+ gy = {iurx] _[3352_19-&21&4_9._}
1

et Hi3‘|1 1] sont colinéaires

2 4 4

92

—f——-— + - —1+ i 3
-[ (-2 +2)-( 5 1]!-[3_.&_

== 2
wlatl S, 8 2
| 2 & 'TI““"

= 2 i
A={ i— 4]5'1'4cm2 = A:{—5+e2 xcm?

Il. Recherche d'une valeur approchée de qa.

1) a) Calculons g'(x) et précisons le sens de variation de g.
g(x) = e>-4+1 = g'(x) = 2e2x-4

vxeP, g'(x) 2 0 donc g est strictement croissante,
b) Démontrons que a(l) < 1.

Onal=p.3 5 5
mgxem =1sxs% 250,55 > =>-2s2x-45 .2

i

TO s
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3 .
—glsex-4ge? ::;11-3‘2532"“*153‘:4-1 Si = 15g{!)$ i
4 4

Donc gl (1:2) = ghc|

¢) Démontrons que pour tout éiément x de |, on a : 0  g'(x) £ :}
g'(x)=2e>-% or xel = 16[1:%3 = 1515% >2s2&xs2
= -2 S 2x-4 s _% = e? § ex-4 g e':_ = 2e? € JeX-4 g 29':‘»

Or 0 S 225 26545 203 < 2 donc 0 € gi) < .;.

d) Déduisons que pour tout élément x de |, on : | g(x) - a | € %Il—al.

H:e[1;§], g'(x) s -% En utilisant I'inégalité des accroissements finis sur [a; x], ona :

[g(x)-gl(a) | s %Ix—al-Or g(a) = e*-*+1 = g donc |g(x)-a| S %Ix—al

2) a) Démontons par récurrence que pour tout entier naturel n, u, est élément de |.
- UD = 1

Ona:
vx € N,u, , =e?»% 41
. ae 5 ;
Veérifions que Ppest vraie :onaup = 1d'ou uge [1; E] donc Py est vraie.

Supposons que P, est vraie c'est-a-dire Uo e | et démontrons que Po.1 est vraie. -

3
Ona:=>1s UnsgnZSEUnS%:-2S2Un—4 sn5

3 2 3
Sel< etge? = 142 € e +1 S e+l = 1+e? S Usyy S e?+1

3 5
= 1€ 1422 € Ups1 € 241 < -i-. Donc Un+r = [1:2].
En conclusion, pour tout entier naturel n, Us est élément de .

1

b) Démontrons que pour tout entier naturel n, | Unvi—a | S E| Un—al|.
1 o
Ona:|g(x)-a| s % | x—a | donc | g(Un) - | 5 |Un=a] si x = Un.
1
Or a(Un) = Uns1r donc i Uwi—als EI Un-a l
i
3) a) Démontrons que pour tout entier naturel n, Jun—al S =
Ay 1

Considérons que | Une1 — ot | S E] Un—al
Doncona Ur-a] s %| Uo—ul.

|Uz-a| S%{U1—a|.

——
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1 ]
|Ui—a| S -2-|U2—c:].
|Un—a| < %| Unt —a.
1 n
La multiplication membre @ membre donne: |Un—al|s [E} | Uo—a .
| & 1
Or |Uo-a] £ 1 donc JUp—a| S (5] dou |Un-al S >
b) Déduisons que la suite u est une suite convergente et calculons sa limite.
1
Ona: lim|u, -a]= lim % =ﬂl'm_1_e "=l =5 .,'l”l.”n =q
En conclusion, la suite converge vers a.
4) Déterminons n pour que u. soit une valeur approchée de a au centimétre prés.
Ona:|Us-a] €102 et |Un-a] < 2l donc 51- < 102 = [%] <102
= In (%) < In(102) = nln% < -2In10 = -nln2 £ -2In10 = n2 2::;“ — n>6,64
Par conséquent: n = 7.
EXERCICE 3 : Bac C 2002 Session normale
Partie A
1.a) Justifions que f est strictement croissante sur R.
(1+e-%)2 (1+e~%)2
Ona: ex>0et (1+ex)2> 0 donc VYx<R, f'(x) > 0.
Au total, f est strictement croissante sur IR.
b) Calculons les limites de f en < et en +wo.
. : 1 :
— —— e meiininl . "'X i
xj)rrll-oof{x) x-|-|>r!|]-uo1+ e—X ol x-[larml-oo(1+e )=1
Jim f(x) = lim # =0 :car [lim (1+e*)=+00
c) Dressons le tableau de variation de f.
- X =20 + o0
f(x) +
1
f(x) /
0
TO " - .
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2. Justifions que (I) admet pour asymptotes la droite (O1) et la droite (5) d'équation y=1.

Ona: lim_f(x)=0 doncla droite d'équation y = 0 c'est-a-dire (Ol) est asymptote
horizontale a (') en ==,

Ona:  lim_f(x)=1 donc la droite d'équation y = 1 clest-a-dire () est asymptote
horizontale a (") en +w,

3.a) Démontrons que le point K (0 ; %) est un centre de symétrie de (IN.
Calculons HO—x)+#(0+x)

2
- 1
Ona: f(0-x)=—— et 1(0+X}=1+l-*
1 1
flO—x)+f(0+x) _ 1+e% 14 e 1+e™+1+e* _ 2+e " +e*
2 2 C2(0+eX)T+e ™) 2M+e*-e*+ev)
f0-x)+f(0+x) _ 2+e*+e*  2+e*+e* 1 _2+e*+e" 1
2

T2(Mve*+e*+1) 2(2+e*+eX) 2 Z+e*<eX 32
f(0 - x); flO0+x) _ % donc le point K(O : %) est un centre de symétrie de ().

b) Démontrons que la droite (A) d'équation : x — 4y + 2 = 0 est tangente a (N en K.

Ona:(A): y = f'(0)(x-0) + f(0)
—X i}

OF: §50=— B 7 cxifiiffe® ol o figeeot asfliet ol
v (1+e~%)2 2 (1+e0)2 4 1re™ 1+e0 2
Donc y=%(x—0)+-;— =%x+%c:> Jy=x+2 o x-4y+2 = 0.

Conclusion : la droite (A) d’équation : x —4y + 2 =0 est tangente a (I') en K.
4. On se propose d'étudier la position de () par rapport a (A).

a) Démontrons que : ¥ x e R, h'(x)= 2 TS‘)")Q :
1 1

h) = fx)- 3 - 2x = hi(x) = £ - 5

S o€ _1_4e-(1+e X2 ol __ ol g(x)=4ex~{1+e)

(1+e X2 4 g(1+e %)? 4(1+e %)
b) Etudions le sens de variation de @ et dressons le tableau de variation de @.

Sens de variation de @(x)
®(x) = dex—(1+ex2 = @(x) = —dex-2(-e)(1+ e*)

= ‘P'(K] ==dex+ 231(1 + e-:) — 23-1(_ 241+ er:} — 28-1{_ 1+ e-:}

—
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" 0
% .
2e” + ? +
¥
- 1+p” + ! ==
@'(x) -+ 0 2
v x e ]-=;0[ @'(x)>0donc ¢ est strictement croissante sur ] - ; Of
Vv x € ]0; + [, ¢'(x) < 0 donc ¢ est strictement décroissante sur] 0 ; +o
Tableau de variation de ¢
x - 0 i
¢'(x) + 0 e
0
®(x) / \
c) En déduire.que ¥ xe R, @o(x)s0.
Pour tout x « IR, ¢ admet un maximum qui est 0 ; donc ¥ x ¢ IR, ¢(x)s 0
d) Démontrons que h est une fonction strictement décroissante sur R.
h'(x)= @ (x) orp(x)s0etd(1+e*)2>0 = Vxe IR, h'(x) < 0.
4(1+e*)2
Donc h est une fonction strictement décroissante sur [R.
e) Démontronsque : ¥ xe ]-=»; 0], h(x)20 et ¥ xe [0 +«[, h(x) = 0.
Dressons le tableau de variation de h.
o b T 1121 & . 1 1
x_lggth(x) = xﬂ)rgm[f(x)— 5 &—x] = xll)l’l’_lmf{x}+ len}%_[— 18 a-x } =+
: " : o
carxlrrn_?mf{x) =0 et xll)rgm[——§ _EXJ = 40
e lim h)=_lim [f)-2-Ix|= lim )+ tim [-1-1x]|=
At =2 +® 2 4 X—> +0 im "E—Ex =—C
: _ : 1 1
carxh)rgmf(x) =0 et x—l-'mm("';i -Ex ] =——m
x s 0 +on
h'(x) —_ 0 e
h(x) \ 0
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Ona:Vx €]— o;0], h eststrictement décroissante ;
et h(]-=:0])=[0:+=[donc h(x)=> 0
vx € [0; + o [, heststrictement décroissante ;

eth([0;+=[)=]-=:;0].,donc h(x)<0

Enconclusion: ¥Xe]-=;0],h(x)20 et ¥xe[0;+«[, h(x) <0
Déduisons la position relative de (I') et (A).

vxe]-=:0[ h(x) >0 = f(x)-y >0 donc (I est au dessus de (A).
vxel0;+= h(x) <0 = f(x)-y < 0 donc (I') est en dessus de (A).
Au point 0(0.0), h(x) =0 = f(x)-y =0 donc (N coincide avec (A).
Trat;,uns la courbe [F} et (ﬂ) dans le repére (O L J)

1. Démontrons que (I et (G) sont symétriques par rapport a la droite (OJ).

YxeRetvV-xeR, f(—x)=— 7 =9(x)
1+e

f-x) = g(x) donc () et (G) sont symétriques par rapport a la droite (OJ)
2. Déduisons les constructions de (A’) et de (G) dans le repére (O, 1, J).
y=g'(0)(x-0) + g(0)

072 & I ey (1+e02 4
Do 1 1 1 i ir fiqure ci-dessus).
nc.y = -—(x 0)+ — = Ex + = (Pour la construction, voir 1ig
—X
3vaWértﬁunsque VxelR, g(x)— e T ")’
9(x) < -1 1 e””
'|+t=1JIE 4. 1 e *+1 “1+e "
——— E—I e X

T ition 2016
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b) b) Calculons en cm?, | "aire A.

A= Jg[x)dxchm H'[a1+e
d» ([—|n|1+e-1|]+1n2}x15cm =16.10 cm?

Partie C
1. Démontrons que : ¥ x e N”, 0 S gn(x) S € 2l
1 1 1 _ M%) _ fx).e-NX

Or 0<flx) €1 = 0=flxex<sem™ = 053 On(x) S €™

dxx16 cm? = [—In‘1+E"‘I];><16 cm?

2. a) Démontrons que : ¥ x e IN*, 0 = An S %{1'—9""}

1
1 1 1 1 . 1.0 _1 "
An=[lg0x)dx=[le nm:[-ﬁem] ey leola-em)

0
=A,=(1-e™) donc ¥x<cli",0 < A s (1-e™)

b) En déduire la limite de A lorsque n tend vers +e«,
: e 1 R T 1
lim A, = ﬂl_lrpmﬁ-[ t-o") = W -

1=t =00 A—-+oc I’IE'n
1

lim A, =0 car lim — =0 et lim ne" =+

A—+>x 71—+

EXERCICE 4 : Bac C 2000 Session normale
PARTIE A
X

1Ya- i = I I-x — —

) lim f(x)= lim_xe Jim L SrXe= 0

lim f[x] lim xe'™* = -~ car lim x = -cc et lim e'"* =+
ol W= 30

X——=2C E— =00 B——

b- Vx e R,f'{x):: .E[_'x— xr_;l—x s [1_ xlfl X

Le signedé f'(x) dépend du signe de 1—Xx car x>0
Tableau de variation de f

X —00 1 +00

J'(x) + 0 -

| I

c- Tracé de le] voir figure.

__---l-_"""l
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2) a- g(x)=/xle i
En utilisant e tableau suivanton a :
X J - 'U 1 +
X - 0 + +
I x| -X X X
1 x . U i
|1-x]| 1-% N 1-x Xx-1
g(x) -xelx Y xe'!-x x ex-
Si x € [—00;0] alors g(x)=—xe!—*
Six€ O;II alors g(x)=xe'~
Si x€ I;+ooi alors g(x)=xe*"!

b- Sur l'intervalle lO ll [

=|C; | car g(x)= 1 ().

S

Sur llintervalle I—

car g(x)=—/(%).
c- VxEll,+mi,h‘(x) = (14 x)e*".

. g] est symétrique de

par rapport a I'axe des abscisses

Alors Vx € [1; 4o, h'(x) > 0 ,donc /1 est strictement croissante sur [ 1; + « [.
d-
g(0)=0
im g(l) g(0) _ = lim—¢' =
—0

x—0
<

e,
c.‘:

d'ols g est dérivable 4 gaucheen O etona: gIg(O] =—e
lim M: lime'—*=¢

10 x—0
.f -
-

d'ou g est dérivable a droiteen 0 ona g,(0) = e donc g n'est pas dérivable en 0 car

g,(0)= g,(0)

+ g(l)=I
llmﬁ_(ﬂ__ﬂﬂﬂ [ X851
J.'}-I -1 x—| x—1

-~

S
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~ aix) - g(1) _ .. (u* e -1
Posons u:x—l. alorsona: 1@5\_1!—_-‘?—(-—} = .!'_'.T:'}_"_'.]"_

lim

l.—b'

£ est donc denvableadrmte ent1 et g,(1)=2

n]g{r) 3(1)_ lim X f—"""—l A §
Posons H=l—x P = _ '
fim 90X )= 901) o jim L1280 822 = fim( e PIREL PR

Car yme' -1 =1 et - lim e* = €°
I.I-—-U u l.l—lO

g{x) & gm [e« i E“-1] L% o A=Y
‘u S E 1.!—-0 u ¥ .

L]
-

g est donc dérivable a gauche en 1 et gg (Hh=0
En conclusion: ()= g d(]) donc g n'est pas dérivable en 1.

D aprés les questions 2)b et 2)c :
Sur [—00; O) g=—/ donc g est strictement décroissante sur ]#—oo U]

Sur 0;];, g = f donc g est strictement croissante sur !0,]‘

Sur 1.:'*‘0'0[, g=nh donc g est strictement croissante sur (l;+ooi

x — 00 0 1 +o0

gi(x) = + +

+00

//*"

f |\ e ‘
0

f- Equation des demi- tangentes (voir figure)
AupointO(0,0),ona: y=g(0)(x—0)+ g(0)= —ex et
‘ y=ga(0)(x—0)+ g(0) =ex
AupointA(1,1),ona:y= E(1)(x—1)+p(1) =1 et
y=ga(1)x—1)+g(1)=2x — 1
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N lim fu(x)= lim 1"?~—ﬂ:¢'\\=:‘"-‘f =0

Car lim nxe ™ = lim ue~ =0

KE—k+a U +T

2) lim_ ﬂ,(x)—-oocar lim \ n(l—x)=+00 ef hm eX =+oc.

X—+00

lim_ /o) — Jim e =400

X=X X
Dmc[C,,] agdmet une branche parabolique de direction (OYen —OC
na VXER, fi(x)= e"1=%) _ pyen(l-x) =[1 —nx]e"”""‘”

b- Le signe de j:,(x) dépend du signe de 1—nx car VxeR,e™19 >0
fi(x)=0eVx=1,

fi(x)>0 Vx<-:;,
/i) <0 vx>1,
d'ou le tableau de variation de f,
Y
g K 1 +00
n
fr(x) B 0 . .
.Le""l
n
)

e fu(¥)=x& x(1—e")=0
o x=0ou "' =1
& x=0o0u n(l—x)=0
& x=0ou x=1

S= {0,1}

d- D'aprés 3)c-, £,(0)=0 et f,'r(l)zl donc les courbes ‘Cn] passent par les points

0(0,0) et A(1,1)

———
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o 1-. l—x '
f"H(x)-—f,,(x)_xe"{ ﬂ[e ’ 1] '
= I-x _ 1=
Ll+l(x)—ﬂ'(x)=0<$ x=0 ou e *=1=0
o&x=0 ou 7=l
ox=0 ou 1—-x=0
«x=0 ou =l
T —1>0e e >1
&1-x>0
ex<l
X e 0 0 1 +oC
¥ - 0 + *
{}l‘—x ___1 4 + D‘ -
fn*l(x)_.fﬂ(x) = 0 + 0 -
Sur ]—- OO;O[UII;-FDO"C"H] gst en degsnus de [C,, I
Sur O;Il’[CnH' est au dessus de [C,,].
lC’H"‘ et IC,,] se coupent en O(0,0) et A(1.1). '
5) Tracé de (Cz): voir fin
oy Pald]
~ = — n{l—x)
6) a In[a]—fﬂ _ﬁ,(x)dxrfﬂ xe dx
Posons u(Xx)=x et V(x)=e""%
On a u'(x)=1; choisissons V(X)= —?lie”“_ﬂ.
X (-0 41 [ gn-2)
I al= __eﬂ —X +_ mil—x
n{ ) | n 5 ﬁ'fl} € dx
{r
]"‘a,) — | X pn(1—%) __l_en{I—:r}
[ M n 0
IH(&)z_Ecn(l—:r) ——-l——e"“_"]-kic"
- Jim (o) = e car lim et = lim et =0
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e e ) e B kL

EXERCICE 5 : Bac E 2000 Session normale

1) Etude d'une fonction auxiliaire

a- V1 €|0;+00], g '(t) = — 1+ 2¢2

Signe de g'(t)

t 0 i In2 +or

g(t) EE

WEIU -inz [ g(t) > 0 doncg est strictement croissante sur ] 0; -mz [

VtE] - 5?12 +o [ g'(t)<0 donc g strictement décroissante sur ] -!r12 + oo |

Ima(t)=-=  car lim(i-fj=—o e jime?=0
i 1
b- £ est continue et strictement croissante sur l'intervalle 0,71112
s 1 1o
g Ua"‘lnz =221 ’
‘ |0,2 2ln23
Yo Edition 2016
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0 n'appartient pas a lintervalle P;%—%ln.‘!‘ l'equation g(Xx)=0 n'admet pas de

solution dans lintervalie }?,%-%-In?.

g estwmleetstrk:tmmmintewl'hﬂewale %—ln22+m1, £ réalise une

lln 2:+00

3 sur l'intervalle ‘—OO;-%“-;—]H ZJ‘

]
0 appartient a lintervalie \—oo;%—%lﬂ' donc Véquation g(x)=0 admet une

unique solution dans l'intervafle ‘-é—lnz:-{—txh

5 1=3 5in2,g()=-¢".g|5 xg(l)<
Do !—t;—2<a<l

c. VI €0, 400, [g()=0%1=0 our=a|
- g(t)>ﬂ®t€{0;a”

Vie 0,+oo|, g(:.}<0¢re}(x;+oo[|
d. g(079) = 1-0,79-e %07 = 0,004 -
g(0.8) = 1-08~e %08 =-0,0019
Ona g(079)xg(08)< 0 donc 0.79< a<0.8

2) Sens de variation de f

LY L

a.Montrons que f'(x) = (e%— 1 ) e%g(i)
—-1/2

| | . 112
\?'IE’0,+oo|,f'{xl:[el2”—_l] _ng.-’x,_l} ellx

- 12
— e?!x_l I{:_JZ!'X_I_{__Eza’I

- 112

—-eh‘x_r 32.!'_\"_(_1—2.-‘.\'_]‘
| x|
1 1

- 172
=[e2/x —| ezfxg

8
X
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b. sens de vanation de f

l‘_yzﬁ

Vx€ |0, +o0|, f(x)=0& g <

=

S |

=0
L

2 X=

=

Si(x)>0s g'%]} 0
1
P 0<;< a

x>l
(8]

f(<o0e lsa

ﬁ0<x<l

o

vx E]i;+m[ f'(x)>0 donc fest strictement croissante S_Uf]i:-!-m[
vx€]0; i-[ f*{ x) < 0 donc f est strictement décroissante sur ]0; -:;[

3) Limitede f enO

a- Demontrons que pour tout x> 0 : In[ { x}]zi—( 1+ xInx ) +%In( 1-e7%)
vx>0, In(f(x)) = Inx + Jn(ex-1)=lnx + An[ex(1-e73)]

=Inx + %ln{eé} +#An(1-e%) =Inx + 2 + An(1-e7)
x>0, In(f(x)) = Z(xinx + 1) + 3n(1-e7%)

b- limitedefen0

Ona: 11_411(1] xlnx-i—l]:]er 31%5%2_"00 d'ou Eg%( xInx +1 ) =+

i~

-2 o i
On a également J!i_qlnﬁ-e* ) = 1 car ,!lir]'})—x = -o¢ et yl_lr_n%ue‘r =0
D'ot lim lnll—e—zrr] —0.
x—l)
>
Conclusion : lin‘rl]]nf(x)——-—i—oo donc ‘Itln"ljf(x)=—i-oo
X— X —
>

>
4)Etudede f en 400

a- Soit ga:lﬂ;l} — R
[ —e'—et—1
03},{;:)'(!) —e'—e
Vi<le! <e dou ©'(f)<0, il sensuit que p est décroissante sur [0:1]

Yie

i Edition 2016
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0;1], A1) < p(0) =0car i(0)est la maximum de f sur o]

@(0)=0; donc VI €

Il vient que : VI Elﬁ;ll,e’—l <le
Vre[ﬁ;ll,e’ >1 donc ¢’ —1>0. On déduit que : wep;l[,ngeulgm

b- VuE‘O;l],Ogj:[e‘—I]dtS‘l:tedr or j:[e‘-—lldf=[e‘—1[;=e"—- u+l]

.j:';edf=e.’£ d'ol VuE‘ﬁ;ll,ﬂEe"-—[u'{-l]gé.’;

/)
, 2
on a alors : Vuelﬁ;l|,u+1£e“ <_:u+l+e%
2
c- VJCZZ,[f(x)I —2x=1x2 ez*’*—I]u—Zx

sz Z,UE%E-% donc %E{O,ll d'aprés ce qui précéde
2 . 2x 228
1+E£€ £1+'f+x2 |
soit %Sez"x—l*’_-i%+% et donc 2x§x2{e2“—1]£2x+2e -et alors
X x

Oﬂleez'r’—l,—h:ﬁ?.e onenconclutque :¥x 22, 0< (f(x))>— 2x <2

f 2—2
d- vx =2, f(x) - @(x) = L:f;';l:}x_x
on a: Vxelﬂ;-f-oo!, f(x)>0 Donc on conclut que d'apres  4)c-

Vx 22, f(x) 2 p(x)
De lim -fﬂ——" +00, on déduit que lim f(.r) = ~+oc( limite de comparaison )
X—40C x—toc

5) a- Tableau de variation de f

X 0 1/ cx +00

f(x) ;¢ 0 -

+00 +00

w | N/

_!_ jezm A
(43

1
S [E]_ 2.485.
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b- courbe de [

1|,__... _rl P R e e P R TR SR e e e :
(R I (e 2 L 2, o St e iblee ?
|
| 6,,_
b
i L B e L R PPN P S RN Sy Y S
fra o o SRR ARG bt B T ade el iaisss
P
.
&

|
|
|
|
L.
:
|
|
|
4

|
|
.J--
I SN PR RGN VR Wy § W

EXERCICE 6 : Bac E 1998 Session normale
PARTIE A
1) vxeR . f(x)=xe™*

X
; . ; X 3 1 = car i e - .
a— = -K = — = U‘ Im oc
:_llrl'l_‘n{x) Jim_xe xl_|m+t—e, Jim P S S

X

; T X = | Cvel = -0
Jim fi(x) = lim xe Jim -y x
Car lim e¥ = +0c et yﬁr‘n‘*y = -n0

¥y—="c

b- Dérivée de f( x )
¥YxER | fl{x)zxe“

f'(x)=e* — xe ™ =(1—x)e™”"
Sens de variation de f.

" . Edition 2016
TOP CHRONO Mathématiques BAC séries C&E '

Scanned by CamScanner



232

Signe de f'( x)
X 5 1 + o
(1-x) + 3) :
e-x + +
£ (x) « 0 -

vx€e]— o1, f'(x) > Odonc f est strictement croissante sur J-«; 1|

vx €]1; +oo[, Y x ) < 0donc fest strictement décroissante sur] 1; + o[

Tableau de variation de f.

« |- 1 +oc
f; '[.‘t‘) + 0 -
]
filx) ¢ \
—) 0

¢c- La tangente a l'origine est la droite d'équation = X

Trace de (Cl)
TR Y ‘ :
| J
| ' v
i
| '
| i
2 B ¢ : T
.-1--

i e e i) -4

Lo ° —
: . e e
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2)a- VX ER, f,,(x)=nx""le=* — yne—x = yn-i e (n—x)

Le signe de f,, dépend du signe de x| (n—x)

Le signe de xh-1 dépend de la parité de »_
« Si n estpair, n—1 estimpair et le signe de x"! est celui de x

On obtient le signe de f, [.r) dans le tableau

X
—00 0 n —00
xn—-l - 0 % P
H—X
+ + 0 -
fn (.X) = 0 + 0 @

vx €] - ©;0[U]n; +o[,fi'x) <0, donc f, eststrictement décroissante

sur |— oo:0[ et sur Jn; + oo
vx € ]0:n[, fo(x) > 0, doncf, est strictement croissante sur J0;n|

* Si 1 estimpair, n—1 est pair donc x"~! est toujours positif.
On peut donner le signe de f,(x) dans le tableau.

¥ —00 0 n +00
X1 + + +
H—x + + 0 -
Inlx) + + 0 -

Vx €]— oo;n [, fa(x) > 0, donc f, est strictement croissante sur]-«;n|

Vx €]n; + o[, donc f, est strictement décroissante sur]n; + = [.

b- vx€R, fi(x) = xle

lim f(x) = lim x%* = - .car |lim e* = lim e’ =+«
X oo Xo-=oa ¥-ne
3 X
; : . \ e’ _
lim x%¢* = lim X = lim L = 0 car lim — =+
X-+ing K-'I'xex X shog ex X 0¥
"
Tableau de variation de fa( x )
x - o 3 + m
fa(x) + d) + (:) .
27
e?

/ \
fa( x ) 0
0

/

= o0

Edition 2016
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a droite des abscisses ( x = 0).

c- La tangente a l'origine est I
Courbe de [C3}, voir figure ci dessous.

3) a- La droite d'équation X=*# est une droite paralléle a (OJ). M et M' ont la méme
ordonnée et le milieu de [MM‘] se trouve sur la droite d'equation X=n d'oy

x'—{x —pn=>x'=2n—x

Ona: Ix"= AR M' a pour coordonnées (2n——x, y].
y=y
b- M(x':y') €E(Cn ) & IM(x;y)E(Cn) telque Sa(M) = M’
e x'=2n—xet y'= fq(x)

{:hy'=f,,(2n—-x‘]
Donc [C"] est fensemble des points M(x, y) vérifiant y = fn(Zn-—x)
c-Courbe (Cy ). Voirfigure

! 2n i
d- VIE[H;ZH‘, fa(t)>0 donc fn Salt)dt est laire de la partie D du plan compris®

entre I'axe des abscisses, la courbe ( C, ) et les droites d'équations x=n et X= 2n.
Si n<x<2nalors 0<2n—x<n

R
fﬂ gn(t)dt est laire de la partie D' du plan telle que: D'= SH(D) don¢

f e (Ndt=["F
5 &n( ] = fu Jn(t)dt car une symétrie orthogonale conserve les aires.
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4) a- xE]l}n] h,(x) =ln(g,,(x —-In(f,,(x)

« Comme xe}()'n! alors f,(x)>0. Donc £, est croissante sur
0<x <n & f(0) <fa(x) <fo(n) e 0 < fa(x) < n°
Par conséquent f,,(n) est strictement positif sur ]O,H‘*

el"l

La fonction x+— ln[ f,,(x]) est bien définie et dérivable sur ]0; ni

« Comme xE]O;nI alors 2n—x€[n,2n{_ Donc f,, est décroissante sur [n.Zrd -
O<x<ne n< 2n—x<2n

< fu(2n) S_f}r[Zn—x) < JnlX)
& (ZH]"e“ i gnlx)<ne”
En est strictement positif sur |0; nl .
Alors la fonction x +— ln( g,,[x)] est définie et dérivable sur lO;n]

Par consequent, h,,

Ona: In(fa(x)) = In(x"e*)= - x +ninx
ln(g,, [x]] = ln(2n —x)ne—lzn_jl = —(2;1— x)+r.=ln(2n—x)

Dol .‘?,,(x}z2x—2n+nln[2n—x]—nlnx

i (x)=2— n n  —2xX+4+4nx—2n?

2n—x X x(2n—x)

K x)= —2(x—n)’

" x(ZH—x)

Si xEIO;nI alorsx[Zn—x)}Od’cﬁ h;,(:r]§0
B n

h (x) _

hn(x] \

0

s

h, admet pour minimum O, par conséquent VxEIO; "I hip(x)20

Fy= Edition 2016
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b- ¥x€ O3] hy(x)20=> In{g,(x) >in(f2(x)
= g (%) 2 fulx)
DouVx€ (0|, fulX)Sn(¥)
c-Vxe I();n] Sulx) < 80(X)
| fﬂ £ (()dt < fl : ga(t)dr

n 2n . ) .
Or fu g,,(f)dl=fﬂ Sun(t)dl , d'ou le résultat :

vn € N [ f,(t)dt < j’:"f,,{t)dt

PERTIE B

Ona. Fu(x)= [Xfu(t)dt

1) F (1)— nl x] sur [0 +c>cl or fa(x) = 0 pour IE|U +00‘

par conséquent F, est croissante sur lﬂ,-t—ool.

2)a- Fy(x) = [ te tdt
Posons u(t) =t et vi(t) = e!
Ona: u(t) = 1 et v(t) = -e!

On obtient Fl(x}={—f€"E+Lx€_]d.-‘:|—f€'ll;: —Ie"‘l;:
F()=—re ™ —e~*+1
o- F, (1) = [} f,lt)de= [ ewre~'d

Posons u(t) = t*? et v(t)=

Ona: uJ(t) =(n+1)t et vit) = -et

Onobtient: Fn-q(x) = [-¢™*le”']5 + (n+1)f:t“e"tdt
Fas1(x) = -x**1ex + (n+1)Fq(x)

Autotal,ona: Fne1(x) = -fasa(x) + [I'I+1}Fn{¥]

3)0na: Fu(x)= nt[1-ex (1424 24 4+ 2]

Vérifions que le premier terme Fi est vrai

Pour =1, Fi(x)=—xe ™ —e~* +1=1—(I+x)e* =1—e~[1+3)

Donc La relation est vérifiée pour F,(x)

x"

nl

Supposons que pour tout entier 1, F,(x)=nlll —e~*

—
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Démontrons que Fnai(x) est vraie cest-a-dire wn >1,0na:

Fraa(x) = (ﬂ+1)!ll—e_-'(1+ S .’i.}. & e
_ _ 1! T (mea
On sait que : Fm_l[.‘t)z(n-H)Fn(t) fm[x)

Fra(x)=(n+1)n! 1 - ex(14 2 +_+

%)] - xMlg-x
s = (a0 [1 = (14 20 By )y

n! (n+1 )

Fas(x)=(n+1)n! Il = e""(1+—+ 5;-+ SR P i )]
Y= (a1 1= ex(14 24 E pp 2y ]
(x)=(n 1 - e ARG, ¢ N
Fnsi (1+ 1'-I‘- = + -+ = + [“H)!)
Donc Fn+1( x) estvraie
i * ! 2 )
En conclusion, Ve N*, F"(I}=n!|[___e—x|l+i_\;_+ x4 r’:_
| ! x n!
4a-1lim F(x)= limnf1-e*1+ X+ %X x" |2
b ( ] R e (1 1| g 2! wiiha "nT n’
. - X )(2 n ; n
Gar Jim e (1+ﬂ+§T+"“+§T}=O et :ll_l'll'lm-z—e = 0
b- Onsaitque : F,(x)= nl[l-e"(1+%+5;-+ +5:)}
5 : ¥ n!
Ona: l-e"‘(l-l--x—+ 4 ....+ﬂ < 1
1! 2! ; nt “
n[l1-e* (1+%+ %+ +%)] < 1xn! donc Fa(x) < n
PARTIE C

1) F,(n)+ fznf,,(r)df: fﬂznf,,{r)dr ,,lZn) or (211)‘5:!?‘ d'aprés B.4)b-
2n
dot F, (n)+ f faltit <n!

2)On a Of_:f"f,, t]dtifznfn({]dt
0<F,(n )< 2F,(n) ,[n]-%—f Saltdt <n!
D'ois 0< 2F,,(n)< n! alors 0<F, (n)<&.

n
I+3+7 +...+ﬂ—

nl

Remplagons F,,(»)par n']l —e™" , on obtient :

n

404+ 2 ++—-

n!

r.r’

I

— 2

U‘(n'

l,_ -n

2

0<]—¢n

n"
1+ +—+ =

_é_er?(]_l_ _+__+ _l_H" <€n

————

TOP CHRONO Mathématiques BAC séries C&E

Edition 2016

Scanned by CamScanner



238
EXERCICE 7 : Bac C 1998 Bession de remplacement
PARTIE A ' '

1) a VxeR,f'(x]-:_:"i-f.
{I+e‘)

VxeR, f'(x)<0 care* >0.
On en déduit que | est strictement décroissante sur R

i X)) oe T X = 0
b- x_l_lrpx(l +e*)=1lcar lim e*=
1 Y ' L —
don lim f(x)=1.
H xXl— [ X —
Jim_(1+e*)]=+oocar lim e*=+00

dou _lim_f(x)=0.

Tableau de variation de [
X

—OC +0C

&) -

f(x) |1 \
2)

« VxeR,—xeR.
: VxER,f[O—x]+f[0+x]=]+L_x+1+l€x
_1+et 4] 4o
(1+e“—*)[l+ef)
_1+éf +l+e >
}+e"+e‘x+l

.l
—2x§

- Le point A est donc centre de symétrie de (C).
3) Une equation de (T) est : y=f’(0)(x~w0]+f(0)

Ona f(0)= % et f'(ﬁ]: --:i_ . D'oli une équation de (T) est : pimmeas %x + é

—

TQP CHRONO Mathématiques BAC séries C&E Edition 2016

Scanned by CamScanner



239

4) a- Calculons la dérivee de ¢

vx € R @'(x)= - - f'(x)

x 2.y 2z

, _ (-ﬁ— 1) (iﬁ-i-z
Donc vx € R, ¢p'(x)= = T )

Dou: VXER,p'(x) <0et ¢ s'annule en 0

Conclusion - & est strictement décroissante sur IR
Puisque Y(Xx)=0 ,ona:

Vxe]-—oo;(l , o (x)> g:*[{l]-_—:» @ (x)> 0.

VxElO;—Fooi, wlx)< (plﬂ]::v p(x)<0.

b- Sur I-oo;[} . (T) est au — dessus de (C) car lp(x}}‘"o.
Sur [0;+ gol (T) est en dessous de (C) car up(x) <0.
- lim_f(x)=1 ladroite d'équation =1 est asymptote horizontale a (C)en —OC

« lim :(x)=0 donc I'axe des abscisses (y = 0) est asymptote horizontale a (C)
X (
en + oo

c- Traceé de (T) et (C)
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PARTIE B
1ya-T,:P—P
M— M'/ AM'=-HM
T, estla symétrie orthogonale d'axe (OJ).
b- Determmons l'expression analytique de T,

Soit [x,y} et (.r', y ) les coordonnées respectives de M et M".
Le point H est donc de coordonnées(ﬂ, y)-

on x'= H’t‘.\f(]

Démontrons que 1, (C ) = (C,,,)
Soit M un point'de (C) et M’ son image par Tm

fulx)= 1%

= f(x) d'aprés *
=y car ME(C)

par definition

Sty

D'ou M’ appartient a (C,,,). Par suite T, (C'JC(C,,,)

Démontrons réciproquement que (C ,,,)C j (IC’ )

Soit M’ un point de [Cm).

Il s’agit de déemontrer qu'il existe un point M de (C) tel que M':Tm(M)

Par hypothese, Tm est une transformation (donc bijective), il existe un point M du plan

tel que Tm(M)=M'

Il reste a demontrer que M appartient a (C). On a :

ful)= 1[5
= f;,,(x') par définition
=y’ car M'E(Cm)
=y dapris (*)

Par conséquent, M a ient 2 adui b
ppartient a (C). On en déduit que (Cm J o i (Cm}‘,‘

d'aprés (")

—

TO r *
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Conclusion - T, (C] = (C,,,,)

Remarque : On peut raisonner par équivalence car T, estbijectve,

s (CI) =L (C)

( .t] est donc l'image de (C) par la symétrie orthogonale d'axe (OJ).

Tracé de {C_I) (voir figure).
2) Pour tout ()\,nl) ERxR*

A
I,(\)= f f,,, (x) dx

ex/m ] eX/m
=2A- f 1+€x."m C rl+€.rfnr=;l+l+em'm

A iexi'm

A
=2)—m|ln[14-¢*/™

—A

=2\—m Inrl+e‘”"']—ln{l -!—e""“”]r
A

=2X—nilInle )u'm[l_i_e ).J'ni]

A
ln|l+e‘””‘]} :
=2A—mlne?'™

=2A— mi =
m
Iy [AJ est indépendant M

PARTIE C
e VxeR, g'(x)=1-/"(x)

=1+ >>0

[H—e")
£ est strictement croissante sur B
b lim g(x)=—-oc car Jim_x=-ocoet lim f(x)=1

Jlim g(x)=-+o0 car _lim_x=+ooet lim_f(x)=0
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c- g est continue et strictement croissant suf R, g réalise donc une bijection de R sur
2(R) quiest R. 0 € R,donc L'équation g(x)=0 admet une solution unique (.
Il s’en suit que I'équation f(x)=x admet la solution unique CX.
L-LI

1 1 ~—0,12<0 Donc a appartient alors a l'intervalle e

£13
. ‘ 1
2°)a- f est continue et strictement decroissante sur R, en particulier sur [; ; ;-].

ona: £([3:2]) = [f(3):13)] s or 1(3) = & e f(d) =

Onsaitque: e <9 = e < 3 5> 1++e < 4 = Hlﬁ‘p:

- Donc f(%):: % 1

Onsaitauésique: :—> 0 = e > e°:s1+e%> e + 1 =21 +ev > 2
> — < % Donc f(%) < %

L]
1+ et

=01930, g

Par conséquent : f({% : %]) i E : %]
' 't —eX(14e%) + 2eP(1+ %) _ —eX(1+eX)+ 2e*
b- vx e R, f'(x)= (1+ eX)* = (1+ eX)3
I - eX(—1+e%)
FL%) = e i

vx € R, précisement Vx € H-:—] ex >0, (-1+e<)2 0et (1+ex ) >0,

par conséquent: f"(x) = 0

X 1

4

J'x) +

16 13

A

Vxe

b —

rifereer

VxeE

Bl= R—

S i1l
%;%Hf (x)< (1:'%4)2

D'ol: Vx €

! 1/4
Avec la calculatrice, on a : ‘_{E._? <0,246 < 1

14+e) 4

—
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D'ou : Vx €

1.1 ' 1

E‘T"‘f ()< 7

Autre méthode (sans calculatrice)

x14

par: a(x)= ‘I +x”4]2

x-—lfdll_xlf4]

VxEllHOOl,a'(x]:%

llJr.ac”“]3
VxEIl +oo| < 0. @ estdonc décroissante sur l] +oo|
D'ot H[e 50[]):—

1
42“ ]“I

c- D'aprés ce qui précéde et 'inégalité des accroissements finis, on a :
1.1 I
Fa - i) gh-a

comme f (a)= a d'aprés 1)c-, on a le résultat demande.

Conclusion - Vx €

Vx €

3%)a- Vérifions que Up est vraie.

1. 1.1
Ona: U 4,UUE|?¢2—1

i

1
Supposons que pour un entier naturel 1, U, € I%;—fl .

Démentrons que U ntl € I'.f_lff’lfl

. - 1 1
e 03] v o il
Conclusion:Nne€ N, U, € !1 é

b- En utilisant 2.c, et ce qui précede, on a: ‘f (U " )— H‘S ZlU n— (,‘El
__alg.HUn—a!

VnEN|f(U |< |U

o, Edition 2016
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c- Veérifions que Us est vraie

OnaIUﬂ—a’lS ;——*'JT

]
o= 3
1 0+1 11
|Ug_0fl£ E] car Uﬁ = II,-Z—I
1 n+1
Supposons que pour un entier naturel A , |U e C!IS T
1 m+ 2
Démontrons que |Un+| - alg [T
I ' 1 i > o
Ona.lunH_n|5 4_{[,1'"_“ d'aprés 3)b
1 ) i+ 1 1 n=+ 2
Dol *I‘,n+1_'ﬂr|E 1—)( T] |Un+l_E‘l"mli\":j [_4"']

: 1 n+1
Conclusion: vn € N, |U, — a| < (;)
(1P ] wd'
4.a. lim I] =0 car O‘ia‘:] d'ol ni_irpxU,, = @
n+l
b.vneN |U,—-al| =< (1) et [Up—a[s 102

4

i+l
Donc ()" £ 102 > (n+1)n(2) > ~2(10) > (n+1) > 220
~n> —.'J.In[lllil) —1>n3> 2,32
in()

Donc le plus petit entier naturel p est p=3

FONCTIONS EXPONENTIELLES ET PUISSANCES

EXERCICE 8 : Bac E 1996 Session de Remplacement
PARTIE A
1°) Parité de f

Dir=R

VXxER et V- x€eR,ona fi(-x) =f( x), donc f, est paire.

1

Nim fo(x) = ;'i.m«.flfﬂ'?_= 0, car lim J1+x* =4+«
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Sens de variation de fo( x )
= 2x

1 21+.‘2

vx€ER, fo(x) =

J1+x"—x (1+x%)
vxeR, fo'(x) =“+x2w,m_z
- X S 0 + o
- =
1+ x2 ™ i

v1 + x? + +
fo'( x) + (l) -

Vx€] —oo;0[.fo'(x) > 0, donc fo est strictement croissante sur)-«;0[.

vx€]0; +oo[,fo(x) < 0, donc fo est strictement décroissante sur] 0 ; +=|
Construction de (Co). ( voir figure ) :

3°) Cherchons les solutions de l'equation : Yn€N", fr.4(x) - fo(x) = 0

foer(x) - fa(x) = 0 o ;;z_- J_:i_* 0 e ﬁin—x(xz"l).=“
= x=0o0u x=1 ou x = -1
. nzl,fn(0)=d-fu(0}=1'
. n:>1f,1(1)-— fnu)-f-
. n:>1f,1(1)—-— fo(-1)-—
\,_

=)

Donc toutes les courbes ( Cn ) passent par les points A( 1 ; -—) et A'(-1;
4°) Calculons fq'( x)
VXER, fo( X ) = x2fo( x )

fa(x) = 2nx2n-1fo( x ) + x2fo’(x )= 2nx2"-L + x2n

1 — X
J1+x° T(1+ W1+ %

2nx2P-1( 14x2) - x20*1  x2l(2n + 2nx?— x2)

UKL = (1+ x2 )1+ x? ) (1+x* W1+ x*
x20=1[2n + (2n-1)x*]

Vx€R, f,(x) =

(14 x2)W1+x?
5°) a - Calculons la limite de f, et f en -= eten +x
v = X
* VxeR, fi(x) g

2 x2 s -X

lim

. X H = _—_—
lim f(x) = Iim = im ——— T3
xsg 2 X=vat g1 X xﬂ-%-xqp; + 1 x? B
X

: ; =k et lim .l+1 =1
lim f(x) =+o00, car lm -x =% x—- 0\ %2
X—=ng 1 y K— =X

Edition 2016

— —

TOP CHRONO Mathématiques BAC séries C&E

Scanned by CamScanner



lim f(x) = km _X = tim X = fim =
M= # e """h_*!' l-—-"\'l :1 .1 M— & 1 -
x? x?
[t
i — ( = ' —+1=
fm f(x) = +oc car lm x +oc et lim [=+1

X— * 2
!4

e VxER, fAx) = p—

; | & s X =
lim f(x) = _lim 7=...—=== lim ————= lim
[ . 1( ) !--"\.3- 1‘,‘2 ;..t-x 1 . 1 K - 1 ¥

lim f,(x) =+ x , car lim - =+ et tm | +1=
Wspiech E-e =ik - -y a
& 3

3 x* : X ; X
lim f,(x) = (lim = lim = F_u'n
0 B0 xea i e ’"‘x:i—“;+1 Y ':z+1
X

i - 1 .
: - i 3 — —-— -
Jim f(x) = +oc,car Jim x* = +o0 et Nim —41=1
b - Sens de variation de f;
2 (x* +2)x

VXxER, fi(x) = ﬁ—% donc fi'(x) = (szjm,d'aprés question 4°)
X - a0 0 + o
X *2 + +
X = Q +
1+ x* + +
m + +
f'(x) = CI) +

vx€]-=;0[ fi'(x) < 0, doncf, eststrictement décroissante sur ] - «; 0 [
vx€]0;+«[ fi'(x)> 0, donc fi eststrictement croissante sur] 0 ; + « |

Tableau de variation de f,

X = 0 +ax

fi'( %) - d) %

+ +

fi(x) \0/

Sens de variation de f>
x4 (3% + 4)x?

VXER, fo{x) = f2'(x) =
1+ x° (x) (1+x%)V1+x°
—
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Signe de f2'( x)

-’ s D +or
I+ 4 + 3
x3 ) L) -
1+ x? + %
v1+x° + +
f2'( x ) - +

vx€ )-=.0[, 2(x) <0, doncf: est strictement décroissante sur] -« ;0

vx€ ]O;+ o[, f2(x)>0, doncf, est strictement croissante sur] 0 ;+ of

Tableau de variation de {;

X =0 0 +
2 x) - O ’

+ s +
f2(x) \ /
0

c. Montrons que( A): y = x et une asymptote a ( Cy)

¢ 2 — S —
ORE S HERY ~ V= o g Emmfl et FCX 24X )
x) -y v1+ x2 Ji+ Ji+ w
fi( x) X(x = V1+x? )(x +V14x°) _ s
1 & =
y ,."1+x{x+«.z‘1+x ) T 1+ (x+ﬁ+_;;,
|Iﬂ'l f(x = lim = lim
{I( }}') x...-,f_ h"’x?{X""ﬁ“"—x‘} PR J1+1(x+m)
x'z
.Ii_’f','[ﬂ(x:“}"] = :li-r-rlq._ 1_ -1 e = 0, car 1|il|111 %4.1:1
Jx,+1[x+u"1+x}
et im (x+J1+x ) = +

X

Ona: Iim(f1(x]...y] =0 dgnc(ﬁ];y:xestuneasymptnteobliqueé(C-.)en+m.

* Position relative de ( C1 ) par rappoﬂ a(h).

WER, Mx)-y = ,.‘1+x(x+\f_+x)

—
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Signe de fi(x)-y

x -0
- X + C’> i
J1+x* + +

+ +

x+ J1+x2
fi(x) -y + Q 5
Vx€]-«;0[,fi(x)-y > 0, donc(C1) estau dessus de (A)
vx€]0;+«[,fi(x)-y < 0, donc (C1) est en dessous de (A)
Au point d'abscisse 0, ( C1) et ( A ) se coupent.
Construction de (C1) et (Cz).
: . _

e .

PARTIE B
Ona: I = fnlfn(x)dx

1°) Démontrons que : ¥YneN, I, = 0

Vx€R, ,(x) 2 0, dou vxe[0;1], f,(x) = 0. ParmnsédUenl. ln=0
» - 1 x&n L '

2°) ¥n eN, I"—_[o-—-——mdx

Ona: 0 x<1 > 05 x*<1 > 1< 14+x*<?2?

> 185 Ji+4x2<V2 > L < 1

win xin L xin n 1
— Zn x n
T EE RS elimas [ s [
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= [ 2N+l 1 ” c2n+r 71
(2“"'1]‘-”2-0* In = [2n+1]03
. 1 . 1
3°)Ona: lim = B ol e B A =
) ﬂ—--r-’-;( 2n + 1 )JE n—+nc 20 + 1 nl—lorinm n 0.

D'apres le théoréme des gendarmes

1
RS 0 ) T~
(2n+10WZ2 — ™ = 2n+1

iRl

4°) a. fo est décroissantesur [0;1];dou Vxe [a;; a
folaj) = fo(x) < fo(a;)

= Jo folaw ) dx < JO5 fo(x) dx <[5 fi(a;)dx

i+1]

> [ay; — ailfo(ay,) < f‘:m fo(x)dx < [a;, — a]fp(a;)
Dr iy — A = 0,2 donc on Ob!IEﬂt : 0.2 fg( ﬂi+1) < J’:fi-i-l fﬂ(x ) dx < 0'2 f{]( ﬂ.")
b - Calculons fo(a; )

Ona:VxeR, fo{ x) =J131?

0,98 < fo(0,2) < 0,99
0,92 < fo( 0.4) < 0,93
0,85 < fo(0,6) < 0,86
0,78 < f(0.8) < 0,79
0,70 < fo( 1) < 0,71
Encadrement de lo
lo= [ fo(x) dx
o= [ fo(x) dx +f, 2 fo(x ) dx + [0 fa(x) dx+ [0 fo(x) dx + [ fo(x) dx

0.2 [ fo(1) + fo(0,8) + fo(0,6) + fo(0,4) + fo(0,2)] < 1, < 0.2 [ f0(0.8) + fo(0.6) + fo(0,4)+fo( 0,2)
+ fo(0)]

On obtient: 0,2x4,23 < 1, < 0,2x4,57
0846 < [, < 0,914

5°) a - Intégration par parties de In

0 ’ 1 X" I _ fl xZn42 dx
na:vneN, I, = [ o==dx donc L, = Jo 757
Pos = yZ2n+1 ' = 2

ons U(x) =x et V'(x) T—

Ona: U(x)=(2n+1)2 et V(x)=v1+x
N+ 1 .-
ln sy = J’t:‘;% dx=|x"’“”\}1+x2lu— _[D'(Zn-!rl)x‘ v1+x¥dx

=VZ - [lon + 1R x O oy

1+

- § o xln 1 xZnti - I 2]1 +] II i l" . )
= ﬁ_(2n+1)lfu JT_TF{]J( + Iﬂm d."(l \Q ( )( +
En conclusion : vn eN, Iy = V2-(2n+1)( 1 + b )
¢ Edition 2016
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b - Exprimons |1 en fonction de lo

= V2- (1)(lo+ll):h—ﬁ*lﬂ-h:Zh'—*\@-lu

D'aprés 5%)a-,ona.
donc I, = ;(J_— Iu).
Encadrement de |y
Onsaitque: 0,846 < 1, < 0,914 dol -0914 < -1, <-0,846

Et 1414 < V2 < 1415

0,500 < V2 — I, £ 0,569

D'ob 0.25 < 2(V2 - I;) < 02845 Donc 025 < 1(VZ - 1) £ 0,29.
Autotal: 025 < I, = 0,29
EXERCICE 9 : Bac C 1998 Session normale
PARTIE A

1°) a - Etudions la continuite de fen 0
f(x) =x-4Jx +4; Di=[0;+=] 0 € Ds, donc f est définie en 0.

limf(x) = hm(x 4/x +4)=0-4/0 + 4 =4 ;f(0) =

D’ol ,Ici_%f( x) = f( 0 ) donc fest continue en 0.

b - Dérivabilité de fen 0

f(x)-f{O)__h X-4Jx +4 - lim(1-4“r)
I::Q X - D !--I'.il x x_l.u

oix) - 1(0) _ e s
,:u e I‘""'“-—J-——)—-oo car !I?‘A-E__

Donc f n'est pas dérivable a droite en 0
f(x)-§0) _
x-0

demi-tangente verticale au point d'abscisse 0.

Interprétation graphique : Ona: ’icir_'la -oc donc la courbe ( C ) admet une

2°)a—Limite de fen + «

lim f(x)— i!@mlx—4\ff+4]= lim

X=— =00 X X3

[ﬁ]2—4Jf+ 4|

EI

3

xl_iﬂ"umf(x) = +o0 car lim X =+00 et lim
W=

Wi

SE

b- Se_ns de variation de f

1
L]

e Dérivéedef :VxE[0;+m[,f'(x) = 1-4x— = &

3l
%

—

TOP CHRONO Mathématiques BAC séries C&E : Edition 2016

Scanned by CamScanner



251
e Signedef'(x) f'(x) = 0:\&'— 2=0 > x

X . 4 +00
x—2 - +
JX * +

JAE ——{

Tableau de variation de f

n
£

x 0 4 +00
7 T
4 00
J(x)
0

c) Tracer (C) ( voir courbe alafin)
3%) a- g est continue et strictement croissante sur 14 ; + o[ ;
Ona:g([4;+=[) =[0;+>~[.Donc gestunebijectionde[4;+=[ sur [0;+=]
VXE[4 +oo et VyE[O;+00[ . g(x) =y o x -4yx +4 =y
o (WP=-4fx+2=y o (Vx-27=y
o y=+x—-2carvx—-2>0
C’\&"2=ﬁ¢> ﬁ=ﬁ+2cx={\/§+2)=c~x =y+4ﬁ+ 4
Donc l'application réciproque g-'de g estdéfiniepar:g '(x) = x + 4x + 4
oubien: g':[0;+=[ —[4,;+xo]
X— X + 4Jx + 4
b-(C)et(C')sont symétriques par rapport a la droite d'équation y = x dans le repere
(O, T ¥). Tracerde ( C'). ( voir figure )
4°)a-Ona:
[y-f(x))[y-g(x)] =0 o [y-x +4/x - 4] y-x-4/x— 4 ] =0
o ¥y + x2-2xy -8x -8y + 16 = 0
c::x"’+y"’—2xy—8x—8y+16=0
On a ainsi établi I'équivalence demandee.
M(;)E(E) o [y-fix)y-g'x)]=0e y=1fx) ouy =g'(x)
o Me (C)u(C)e Me(H)
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b- M(,) €(E) o a*+b*-2ab-8a-8b+ 16 =0
’ /(b
o b2+ a’-2ab—8b-8a+ 16=0¢e M(a)e(E}

La droite d’équation y = x est donc un axe de symétrie de CE )

.5°) Calculons l'aire A cette partie du plan.
4

2 !
A =[ri(x) dxuas [2(x— 4VE +4)dx =[5 = TVX +ax]

2 32 .. 8
A-—(?— ?x/ﬁ+ 4x4).ua-— 3.Ua

PARTIEB
1°) a - Equation de la droite ( Dm )

st me]-2:2( ot M(}) Ona: B (177) o B (" 7)

Les vecteurs A,B, et A,M sont coliné?ires o det( A,B,, AoM )=0

x—2=-m —-m-—2| _ L N +2) =0
e y yem | =0 e (x-2-m)(2-m) +y(m )
o y(m+2) = -(x=-2-m)(2-m)e y(m+2) = -x(2-m) +(2+m)2-m)
m=-=2
o y = mx + 2-m .
e
Donc I'équation de la droite (Dm ) est:y = —=X + 2-m

b - Point d'intersection de ( Dm ) et ( Am)

(Dm):y=;{—jx +2-m et (Am):y=x-2m

m— 2 = _
{Dm)n{ﬂm]-{Tm} = m+2x 4+ 2-m = x 2m
o 2 ly —x=-2+m-2m
m+22
m.—
o fre—p = 1 = -2 =i
& —X =-2-m
m+2 )
o X = (2+4m)
2 -
Or y =x-2m donc y =_§ﬁ;‘1}___ 2m = ‘+4m+4m fm
_4—am+m _ (2-m) (24m)? {z—m)z)
y = 5 = donch( = : p

c - Démontrons que (D ) esttangentea(C) en T

(Dm)esttangentea(ClenTm o Tne(C) et f {2+:1;’-‘) ___r:::
Ona:f(x)= x-4x +4 o f(x) = (Vx — 2)?
Calculons f({22) ).
2
g l2em)’ (24m)? _f24m 2
one: W = (o2 - 2) - (252 9
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(
dou : f(

(2+m)’) _ (m—z a
4 2
(2¢4m)*  _ (m-2

)2
s )= 7 donc Tn€(C) :(1)
(2+m)2}

Onsaitque: VXE]O0;+ oo [, f'(x) = Vi— 2

Calculons ' (

Vx

,(2*'“‘:'! 2+ 1N

2 ———— s
Ona: f((zﬂu)): 2 = ,ﬁlj*mz

J(_z::m_i‘ =

4
(2+m)‘ -2
fr( ) = = (2)

m+ 2
Les relations {1 ) et (2 ) montrent que (Dn ) est tangente a ( C ) au point Tm

2 °) a—-Démontrons que Hn a pour coordonnées (m; -m )
Ona: (8): y=-x

Soit U (_11 ) un vecteur directeur de la droite (§).

H,, ( i) est le projeté orthogonal de T, sur (§) sietseulementsi Hn € (4 ) et
TouHg =0

a—2(m+2)?
Ona: T,H,, 4 e
b- (m—-2)*

t ﬁ(._ll)

mE(‘S) b—a
Dod TmHm'az 0 Q{a—%(m+2)z—b+§(m—2)2: 0

Q{ b= —a c,{b A a{b:_ Donc Hm(___m)
a—b = 2m a=m 3— m = m

b= F(2:2) : m(zz"‘) B(,, ) @ H'“(-'m)

Ona:m(_rr;):l:—ﬂ( )HAm( ) (_;1)

Onaaussi: FAm =m?+ (=2)* = ym® + 4
FBm =/(—2)2+ (—-m)* = V4 + m*
Am =22 + m?
HoBm = J(—m)2 + (2)2 = Vm® + 4
Etona:FA, .FA, = (—-2m)+(2m)= 0
Par conséquent le quadrilatére AmHmBmF estun care.

_ 1 s ok |8 ok i
3) Pourm = 7 FIZ : 2|,A,,3!§- , 0',3”2 0 2|

i 5 3
|DI.“2|'y - §x+ b3
(Voir figure) VOIR FEUILLE ANNEXE
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PARTIE C
1) a- Démontrons H d'affixe ZEIZ est le projeté orthogonal de M suria droite (6).

X . . .
Puisque H( '; ) est le projeté orthogonal de M( y) sur la droite (§)ona:

[_HE(S) avec ﬁ’( ; ) vecteur directeurde (4 ).
HM.5 =Hﬂ(ﬁ) o b a (x-a)
€ = - —
: car HM .
Ona‘[ﬁ'ﬁ.ﬁ -0 [(x—tt)—(y-b)= 0 3"1 b
HE(8) m{ b=-a m[ b= —a *;5(? x)
{F.IM.T:' = 0 b—a = y—-x 2b = y—x a= E(x-y)
. 1 .
ca+ bi=ix-y)+ ;(y-x) o a+bi= i—(x+yt)+if;(-}""ﬂ)
. T
sa+ bi = S(x+yi)-zi(x=-yi) = atbi ==

Donc le point H d'affixe ?;—tz est le projeté orthonormé de H sur (6).

b. Calculons la distance.

Z2—iZ z + (Z
d(M,(8)) = MH =|z— 2zl = |z— . I = |22
2. a. Déterminons I'ensemble ( E )
l“;f| = |z-(2 +2i)| e lz+ izl = 2lz - (2+2i)|

Posons z = x + iy avec (x.y)e R®* .Ona:
|x +iy +i( x -iy)| = 2|x+iy - 2-2i| e
[(x +y) +i(x +y)| =2|(x-2)+i(y-2)| =

JGAYF + (xhy Y = 2 J(x-2)" + (y-2)* e
(x+y ) +(x+y) =4[(x-2) +(y-2)] =

X2 +2xy + y* + x2 +2xy +y? =4x*-8x +16 + 4y* -8y +16 o
2x2 + 2y* + 4xy = 4x* + 4y* -8x -8y + 32 =

2x7 +2y* -dxy -8x -8y +32 =0 o

X* +y -2xy -4x -4y +16 =0 o M(;) € ( E). Donc I'ensemble

= |z-(2 +2i)|

b. interprétation géométrique ; nature et élements caracteristiques.

Z+ iz

( E) estbien une courbe verifiant : '

Z4 1Z
sl B g - d(M.(8)) _
> |2 (2 + -'—)I o d(M, (8)) d(m.F)@——-—d(MlF) = 1

Donc I'ensemble ( E ) est la parabole de foyer F( g ) et de directrice ( § ) d'équation y=X
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~

EXERCICE 10 : Bac C 2005 Session Normale
Partie I : Etude de T ,
1. Soit ¥ la fonction dérivable sur R et définie par ¥(x) = 1 + xe*.

a) Etudions les variations de puis dressons son tableau de variation.
Dérivée de W(x) : W'(x) = ex+ xe* = (1+ x)e*
¥ x ¢ R, ¥'(x) est du signe de 1+ xcarex>0,doncona:
V¥ xe]-m:-1[, ¥'(x) < 0 donc W est strictement décroissante sur ]— o0; —1[.

Vxe]-1:+qf W(x)> 0 donc ¥ est strictement croissante sur ]- 1; 4o .

Tableau de variation
X -00 -1 + o0
W(x) — 0 +
Pix) \ /
1-¢"
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b) Démontrons que pour tout nombre réel x, W(x) > 0.
v x ¢ R. W(x) admet un minimum relatif quiest 1 —e' >0 donc ¥ X « R, ¥Y(x) >0
c) Déduisons I'ensemble de définition de f.
X X .
= = Orv x « R, ¥(x) > 0 donc Ds = RR.
flx) 1+ xe* W¥(x) i ()
2. Soit @ la fonction dérivable sur R et définie par : @(x) = 1 - X2e*.
a) Calculons les limites de @ en - eten + .
i = | —-x2eX)= im_ x2eX=0
dim, @(x) = lim, (1-x?e*)=1 oar ,lim, x?e* -
' = - 2 o - X _
x—llml-m(p(x)- xil}l‘l’_'!l_mﬂ—x ef)==0 car x—lgsnlmx ke i

b) Etudions les variations de @ puis dressons son tableau de variation.
P(x) = 1-x2%ex = @'(x) = - (2xe* + x%ex) = — 2xe* - x?%e*) = xe* (- 2 - X)

Tableau de signe de @'

X - -2 0 +o0
5] = 7 & 1 %
T = T = .+
-2-x + EI) = E —
@'(x) — 0 + 0 —

Vxe]-w;-2[u]0; + «[ ¢'(x) <0 donc ¢ est strictement décroissante sur |—o; =2 et
sur ] 0; + oo
V¥ xe]-2;0[ ¢'(x) > 0 donc ¢ est strictement croissante sur |- 2;0 [.

Tableau de variation de @
X =0 -2 0 + 0
@'(x) — 0 + 0 .
] 1
®(x) \ / \
i
e =0l

c) Démontrons que I'équation @(x) = 0 admet une solution comprise entre 0,7 et 0,71.
¥ x €]0; + «[ @ est continue strictement décroissante,
Elle réalise une bijection de ]0 ; + «[ dans fI0;+«)=]-w; 1]

Or O<] -« ; 1[, donc I'équation f(x) = 0 admet une solution unique a.
e
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¢(0.7) = 1-(0,7)2e%7 = 0,01326
@(0,71) = 1-(0,71)%%7 = - 0,02533
On a: 9(0,71)x¢(0.7) < 0 donc a<]0,7 ; 0,71[
¢) Signe de ¢.
On a ¢(a) = 0, comme ¢ est strictement décroissante sur]0; + «[ alors :
Sixe]0;al, ¢(0) > ¢(a) donc @p(x) > 0
Sixela:+f, ¢(x) <0
En conclusion :
e Vxe]-o;af @(x)>0,
o Vxela+=f @x)<0,
3 . On admet que f est dérivable sur R. |

a) Démontrons que:Vxe R, f '(x) = Pix)
(1+ xeX)2
X)_ (eX X X _xaX _x2aX
f(x) = X x:,f.(x)=(1+xe )—(e* +xe*)x _1+xe xe* —x<e
T+ xe (1+ xeX)2 (1+ xeX)2
Dk ‘
=% Fx) = 1-X"8 =5 ) = @ (x) 5
(1+ xeX)? -7 (1+ xeX)
b) Calculons les limites defen -~ et en +
" - - X - _ " ¥ _
xﬂn::_@f(x)— x_llm_mW“ o0 car x_l;rrlm(1+xe ) =1
: e X _ . X - . __1__=
X—I;nlmf()()_x—l;nlmm‘x—u"lw 1 X | x5 o7 X 0
x[x+e J 5 e

car _lim J1=0 et lim eX=+00
X— + 00 X X—> + o0

¢) Etudions les variations de f puis dressons son tableau de variation.
f '(x) est du signe de ¢(x) car (1+xex)? > 0 donc:
e Vxe]=:a[ f'(x) >0 doncf est strictement croissante sur J—oo; al.
e Vxe]a;+x[, f'(x)<0 doncf eststrictement décroissante sur ] @ ; + oof.
Tableau de variation

X - a 4 o0
fix) + 0 —
f(a)
f(x) / \
: 5 0
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4. Soit (D) la droite d'équation y = X.
a) Démontrons que (D) est asymptote a(€)en-=.

26X . 1-x%eX _
X g T X—X=X f W
Jm_(f(x)-x) = _;_00[1“& —X]—xl',"loo TrxeX  X—>—© 1+xeX

i : 2.X _
car x_l}}nlwxe =0 et xﬂ}rr_\mx e* =0
Donc la droite (D) d’équation y = x est une asymptote oblique a (¢)en -«
b) Etudions la position relative de (€) par rapport a (D).

1 2
-y =

v x e R, 1+ xex= W(x) > 0 donc f(x) — y est du signe de — x?€*.

Ainsi, V x € R, f(x) - y <0 = f(x) <y donc (¢*) en dessous de (D)

c) Démontrons que la droite (D) est tangente & (€) au point d'abscisse O. '
y = f'(0)(x - 0) +f(0) |

' 0
f(x)= —% = f(0)=————=0
()‘ 1+xex ‘1+If]>~:e0
or
2_X a2 0
f'(x)= t=x"e = f'(0)=1 0 xez=1
(1+ xeX)2 (1+0xe9)

Doncy=1(x-0)+0 = y=X
En conclusion, la droite (D) est tangente a (') au point d'abscisse 0
d) Trat;ons (D) et (%’)
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Partie ll : Etude d'une suite
1. a) Donnons une interprétation graphique sans calculer 1.

[n=j;ﬁ%d —j ———dt [ofhat avec fit) =

le'
Or f est continue et positive sur [0 ; 1] donc |y est l'aire de la partie du plan délimitée par
(), 'axe (Ol) et les droites d'équation x=0etx=1

b) Déemontrons que la suite (In)n.n @5t décroissante.

h=[ -t dt=1  =[ " gt
n_L31+te‘ B "*‘_I°1+te‘

1 1N 1 g 1t —1)4 1)
-, =] ——dt-| — dt=
et = 01+ te! I°1+te‘ : L,[ 1+te}d =Jrieat

1+ te! 01+ te!
Onate[0:1] o O0ststet _ " o qone Mt 1)<0
1+ tet 1+ tet
Onalwi=1h=0 < lne1 S 1n donc la suite (In)nen €st décroissante.
c) Démontrons que la suite (In)rn cOnverge.

On a f(0) d'ou |, est décroissante et minorée par 0 donc la suite (ln)}s.n CONverge.

2. a) Démontrons que : ¥ x<[0:1), .1 < 1 <4,

1+e ™ 1+tet
W(x) = 1 + xe* donc ¥ est strictement croissante sur R.
Dsts1 > elsel<e!' = 1<el<e=0x1ste!sixe = O=te'<e
= 0+1<1He!S1+e 1S 1Het<1+e 4> 1 o, 1 1 1
_1+tet 1+ e 1+ e

i ier naturel n, 1 I
= b) Déduisons que pour tout entier nature L EE TR 1)<_: .4 o

<1
14+ tet

‘ﬂ
Ona: 1 1 ety - [ ——dt
= . L j"1+te‘

1+ 1-te'
Donc i < 3 <t" car t">0
1+e 1+te'

g r = 1 e ] g T
‘ n <, <
:>Iu1+edl$ o1+te‘dt$-[o‘dtﬁ[1+ex1+n]ﬂ i [1+n]u

1
1x1<|<1 < | <

1+e 1+n "~ 1+n:(1+e)(n+1)- " n+1)
c) Déterminons la limite de (In)n«n.

=

) 10 1 ok 1
K—hami-ml" x-l-'»"-a'—w 01+ te! t=x—l-';n-?-mm_0 car (1+e)n+1)" " (n+7)
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Wﬁ

FICHE DE COURS

INTEGRALE D'UNE FONCTION CONTINUE

Définition : .

Soit f une fonction continue sur un intervalle K.
e f, le nombre réel F(b) - F(a), ou F estune primitive

On appelle intégrale de a abd
de f sur K.

Onnote: [ f(xidx = [Ax]s = F(b)- F(a)

Propriétés

f et g sont des fonctions continues sur [a;b], ona:

[ fode = - [ fxdx [ feade = 0

[ roods [ rxax + [ f(x)dx  (Relation de Chasles)

La primitive de f sur K quis'annule en a estla fonction F définie par :
Fix) = [ f(oar [[p-rode = p-f fods

[ +g)xide = [ fxde + [ glxrax

Si f est positive sur[a; b] alors Ef{.\']dx >0

It

Si 'f >g sur [a;Db), alors J:f(x}dr EJ:g[x]dx

Inégalité de la moyenne

Si met M sont deux nombres réels tels que pour tout

x élémentde [a:b], et m <f(x) < M alors m(b-a) < -Ef(.r}dx < M(b-a)
Si |10z M alors [ s = M |6 -4

Si f estfonction paire alors: [ f(xdx = [ f(xdx et [* fixdx =2 [ flx)dx

Si f est une fonction impaire alors : f“ flx)dx = - L f(x)dx et j' f(x)dx=0

Si f est une périodique de période T, alors I::f[x]cir = [ f(xdx et

_[? Sixydx = ]}T S {x)dx

——

Intégration par parties —

Soit U et V deux fonctions dérivables sur un intervalle K telles que les dérivées U’ &t V'

sont continues surK ; a et b deux élémentsde K:Ona:

h
[ v = [UxVE 15 - [[v- vy -
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Applications du Calcul intégral
1° Calculs d’aires
Soit f une fonction dérivable sur [a: b), avec a < b; (C) la courbe repré’se'htative de f
dans un repére orthogonal (O, i,j). Soit A l'aire de la partie délimitée par (C), I'axe (Ol)
et les droites d’équations x = a et x= b, |
a. f est positive sur [a ; b}

b
A= j S (x)ax

il
)

b. f est négative sur [ a ; b]

4=[ -7 = - [ fixds

1.0E
c. Si f s’annule et change de signesur[a; f:]

v

A= [l = - [ fnde +- [ fixd 0 2

d. Portion délimitée par deux courbes

']
Sipourtoutxef[a:b]), f(x) > g(x) alors A& = j (S (x)— g(x))dx

—

Edition 2016
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EXERCICES CORRIGES

EXERCICE 1 : Bac C 1997 Session normale o
On considére les intégrales [ et J, définies par :

f 3 (sinx)" {slnxJ d

cosXx

n
Jo = ¢ cosx dx et pour tout entier naturel n non nul, par Ja = [, n’(smx)“cosx dx

1. a. Calculer JU et J , Ppour tout entier naturel n non nul.

b. Calculer I —_ I et démontrer que pour tout entier naturel n,
i _ f

n+2

2. a. Calculer [

b. En dedmre 13

3. Soit [ la fonction définie sur 0;% par f(x) = cols'x
a. Démontrer que, pour tout réel x :cosx = 2cos 5 e gt T sin ’;+g

b. On pose, pour tout x élément de

0;_-?3[‘ L u(x)= tanl%+%]

.EI
"3

Calculer Eu'((xi}) En déduire une primitive de f sur |0

z i i ;
c. Calculer Iﬂ puis I2 et [4

EXERCICE 2 : Bac E 1999 Session normale

On considére la fonction f suivante :

-3 n

X = tanx

1. Démontrer que f est une bijection.
On notera g la bijection réciproque de I'application f.
2. On admet que g est dérivable sur R.

Démontrer que fona: Y XER, g'(x) = 5 -

+

1 n
3. Calculer les intégrales suivantes : | = " dx : w PR
g I—ll+x x; K fﬂ 1+ sin’x =
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R e ST g L Lty e S sy " = 5
EERCICE 3 Sl e cud N b AL DRI 0 e St
B . .

On considére les intégrales A =" J':'e‘é'os'('zf.)“di" _; - B'i;%."f]"“ e'sin( 2t) dt
Ll

1. A Yaide d'intégrations par parties appliquées a A et B, établir deux relations entre A et
B. '

2. En déduire les expressions de A et de B

EXERCICE 4

On considére les intégrales | = L e'cos?’xdx et J = rﬁ;",sinzx dx
> e L T I'I 2 * .
1. Calculer I+J, puis | -J

2. En déduire les expressions de | et J.

EXERCICE 5

On considére I'expression 1,, = [ :x( Inx)"dx, avec n€N
1. Calculer Jo

2. a. A l'aide d'intégration par parties, calculer J;
b. Exprimer J,+ 1 en fonction J,

c. Calculer J2

EXERCICE 6

m
On donne l'intégrale I, = [ 2 x"cosx dx, avec n€N
1. Calculer lo

2. ATaide d'intégration par parties, calculer |1 et l2
3. Etablir une relation de récurrence entre I, et | ,—2 a I'aide d'intégration par parties

EXERCICE 7

Soit la fonction définie sur [1; + = [ par: f(x) = Jx—1 et (C) sa courbe représentative

dans le plan muni d’un repére orthonormé (O, |, J)
1. Etudier la dérivabilité de f en 1; puis interpréter graphiquement le résultat obtenu.
2. Etudier le sens de variation de f: puis dresser son tableau de variation.

f(x)

3. Calculer lim —. puis donner une interprétation graphique de ce resultat.
E R B R x '

4. Représenter graphiquement la courbe (C) de f.
S. Calculer l'aire de la partie du plan délimité par la courbe (C), l'axe (Ol) et les droites

| déquations x = 2 et x = 3

——

TOP CHRONO Mathématiques BAC séries C&E Edition 2016

Scanned by CamScanner



ml lu:Cll'I ludﬂnumle
1. a. Calculons Jg Et Jn

= = B V3
Jo =j'“3 cosx dx = [smxl; )=

vYn €N, Jn = -j'j(sinx ) cosx dx
Posons u{x) = sinx => u(x) = cOSX
~ Alors (sinx)"cosx = Ww(x)u(x)
Donc une primitive de {a fonction u"(x). u(x] est lafoncﬁun—-—-—h“‘(x].
Ona: Jdn = f’(smx]"cnsxd:
Jo mf( si:t:rl)"“l;
o =r(3)
"b. Calculons |2 - lo

[ { j--sin*x % -1
j ol . 0 cosx 0 cosx
_ rTsinir—1
O cosx
Z - cos’x d IE - d
{2 -lp = [s——dx = |3—cosxdx
2 g 'rﬂ COsX o
: = | ;
2-l = [-sinx]g = -sin; + sin0
Vi
I2 -lp = =-=
2 0 2 ]
sirx )"*2 = (sinx)"
Yn> 1,'n+2"ln"f3(—dx— 3""-""]-'
Cosx 0 cosx
= ( sinx )*? (sinx)"
f( - ) dx
COSX COSX
(smx]

lhez - In = j';( (sin’x —1)dx

= [} l'(ﬁ:::x] (= cos?x) dx

hhag'= Iy = —fu’(fmx]“cosxdx

lhe2 - In = -Jdn

n+ 1

n+1l
Donc ¥n € N, lnez - In = __I_(E)

2. a. Calculons |4

= 35"“
b 0 cosx
' - '
Onpose u(x) =cosx = u(x) =-sinx donc *= = — X0
= cosx u(x)
_ [3sux o 3 _ =
ho=J3 coss ==[In|cosx|]} = —In Icos;l + In|cos0 |

1]

lh ==l dod Iy = In2

F
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b. En déduire |3

‘ JOPPREINE TR . 3
Daprés 1.b. 13 - | ;X('—z—) = = 3thE—2s ] dot |3=—§+ID2

3.2.0na: 2c05(Z+ 3)sin(3+ 7) = sinz (£ + 2)) = sin(x + 1)
Donc 2cus(%+ E)sin(§+ 2) = cosx

b. Calculons -

u{x)

vx €[0;%), w(x)= 1—t

chs"'{%+5
u'(x) 1 1 1
——= = =X X -
Ona u(x) 2 cos’{:—_+1:-) mn(fi.q..g)
r x id
Wy L Ry 3 g celsr )
wx) 2 cos(343) sm(3+])
wix) 1, 1 1
u{x) 2 cos[§+;] sln(§-+§)
u'ix) _ 1 g . o
ulx) ~ cosx dapres 3 ) a-
Dou f(x) = L&

u(x)
Par conséquent, une primitive de f sur ['0:%] est: F(x) =In] tan G + E)I
c. Calculons lp; puis |2 et ls

o = [3—— dx ALY

0 cosx

[tn (£an (3 + g-))]f = n(can (2 + %)) - in(tan])

1]

lo

e
lo = In(v3 +2)
Ona:lz-lo=- ? d'aprés 1°)b-
o=t -2 doa I = In(V3 +2)-2Z
Onaaussi: la -2 = — %("’;)3 d'aprés 1°) b—
hi-k=-2 doi le=b-2 = L= n(v3 +2)-2- %

Donc s |ﬂ(\f§+2)—i;—§
EXERCICE 2: Bac E 1999 Session normale

1. Montrons que f est une bijection
n

L'ensemble de définition de f est ]— % B~ [ -

f est dérivable sur ]— % = 'E[ etona:f'(x) =1+tan’x
. - n
Yx € ]— g - E[ . f'(x) >0, doncf est continue et strictement croissante sur ]- =i

[

N

Elle réalise une bijection de }—- % : %I vers f( ]" ';[ ; E[ ) avec f( ]' 'E ; %I ) =R
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2. Montrons que vx € R, g'(x) =l”a

vx € R, onsaitque{f-‘]'(:]-m Or f-(x) = g(x) donc

, w A - ! -
vrER g(x) = o o 0U(X) = ey < 91X SRS
3. Caledlons | = | — dx
vxeER, ona: -1—2"1——5-—

1+ x 1+ x :
Dow | = [° (1 - ‘13“'] = [0 (1= g'())dx
I =[x -g(x}]_1= (0 — g(0)-(—-1-g(—-1))

n

1=1-2
Calculons K = j'oz == d
1+ sn°x
} A _ CosX
vx € 3, On saitque (gosin)(x) = g'(sinx)x cosx = ==
Par conséquent ,ona:K = f;l :u:fn&

K =j';(yasm} (x) dx
K ={gasin(x)]§= (gnsin)(g} —~ (gosin)(0)
=g(1)-9(0)= =
EXERCICE 3
1. A = [ efcos2tdt
Posons u = cos2t et v = e!
u =-2sin2t et v = e!

d'ol :
A= [c‘coszt]: - j;—h'sinhd: = [e'cosﬂt]: + 2B
A = e"cos2x -1 +2B

= I:c'sinh dt .
Posons u = sin2t et v = el
u' =2cos2t et Vv
[l: 'sinll]; - J:Ee'coﬂldl

e*sin2x - 2A

el

[e 'sin!t]: -

1

B
B

2. Les expressions de A et B sont:

On résoud le systéme suivant: A - 2B = e*cos2x -1
2A + B = e*sin2x
Et Giioktient B cr(.zcoslx; sin2x ) +2 = e* (cos2x +525in2x} -1
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EXERCICE 4
g | ¥ = _f; e*cos’x dx + _[nre"sinzx dx
2

|+J = j‘:e‘(cnsx + sin’x)dx = j';e"dx

Car cos®x + sin®x
| +J = [c‘]; =e' -1

n
-

t t T
|- J = [ e*cos’xdx — [ e*sin’xdx

"y f;e-‘(ms"x-sin’x)dx = j';e"coszxdx

Posons u = cos2x et Vv = ex
u =-2sin2x et v = ex
1-Jd= [c‘cost]L - I;-Zc*sin‘h dx = [oa:“cq:)sz:a]'rI ¥ L:Zc‘sian dx
Intégrons I;2e*sin2x dx .
Posons u = sin2x et Vv =2ex
u= 2cos2x et v = 2e*
Il: 2esin2x dx [21: "sian] '

n

J":de"cost dx = [Zc‘sinh]; -4(1-1)
Donc | -J = [e"cos?.x}; + [Zc‘sinh}; -4(1-1)
5(1 - J) = etcos2t -1 + 2e'sin2t

e‘cos2t + 2e'sin2t - 1
5

-] =

e'cos2t + 2e'sin2t - 1
5

20na 1 +J = et-1 et 1-) =

' 'sin2t - 5 + Se’ i e'cos2t + 2e'sin2t- 5+ 5e'
Donc 2] = © cos2t + 2e'sin2t-5 + 5e dou | =
5 10
2J = — e'cos2t - 2¢'sin2t - 4 + 5e’ dot J = —e'cosEt-zel';inZI-tt+5c'
5

EXERCICE 5
1. Jo = I:x(lm)ﬁd; - J':xdx =[—;-K2] ="I-E(¢2"l)
2.a.

53 m— Edition 2016
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ot v =x

[
il

n+d

[ x(inx)"*'dx . Posons u=(lnx)"""

(ln) _1.
_{n . et v 2!

wel
{

: ' ' € N »
J =[-;-x’{lnx]"":| I-——-—-—I{Inx) dx = {;x’(hx}“‘] - == x(inx)"dx

i ' n+1
== "' . —1,, donc
[zx’(lnx} ]I 3 "

1 +1
Jo.. = et J
2 2
1, 1.3
G 3, =2et-4, = ofe’-1)
CE6
1.
1, = Ex"cosxdx.

I, = ;.;%cosxdx = {sinx]% = |

r

[, = I"xcosx dx .

Posons u = x et v’ COSX
= 1

et v = sinx

= [ xsinx ]5 - Esinxdx = [xsinx]é s [-msx];; =2 .

x
, = I’x’msxdx :
u
d

Posons u = x* et v'= cosx
U =2x et v = sinx

. LS
I, = [x%sinx ]2 - j’2xsinx dx
6 0

n
Intégrons I; 2xsinx dx.

L

Posons u = 2x et v’ = sinx

u =2 et v - COSX

E‘lxsinx dx = [- 2xuusx]§ i LF- 2cosx dx = |- Zxcosx]i + [ 2sinx ]%“

donc I, = [xsinx 17 - [- 21005"]5 - [2sinx ]:
2
¥ _ 5
4
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3. Relationentre |, et |,_2
1, = [Ixcosxdx.

Posons u = x" et v' = cosx

uI - nxﬂ# 1 et v = Sinx
= b
- .l 3 _ 3 T
i [x smxln I" nx " 'sinx dx
a
Intégrons j: nx " 'sinx dx .

Posons u = nx"-1' et v = sinx

uU=n{n-1)x"-2 et v =-cosx

Il

r -~ Es
I: nx " 'sinx dx [- nx ""cnsx]'f + I'}I n(n - 1)x "“cosx dx

i

]:_ ,m""cnsx];’_ +nln-1 )l.,.z

Donc , on obtient :

1, = [x"smx ]; - [-nx"“cosx ]E -nn-1)1, .,
1, = (%)h -n{n-1)1, ..
EXFRCICE 7

1. fix) =vx-1 Di=[1; +=f

Iimw = Iim—xi = lm

o x—] - x -] o x - ]

=+o car limJx-1=20

r—3|

Donc f n’est pas dérivable en 1.
Interprétation : la courbe (C) de fadmetune tangente verticale au point A( 1. 0)

2. Sens de variation de f

|
P , il e
ourtout x e ]1,.+»[, f'(x) o
vxe]1,+o[,f" (x) >0.donc fest strictement croissante sur ] 1, + o[

Tableau de variation de f

X 1 + a
f"(x) +
f{x] /
0
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3. Ona:
f(x) . Ax-1 x-1 < T

lim — = lim —— = lim
Lim L 4 e e X r.q.;-_x F‘x i 1 x—hs i x . 'I
1 ) 1
car lim — =0 et lim
yeptw ¥ o ||x_'|
X) _ o donc la courbe (C) de f admet une branche

Ona lim f{x)=+ et lim fix)
N oaE Yok X

parabolique de direction I'axe (Ol)
4. Courbe (C) de f

o e gt e s = AEE - B ity — - rl
[ ¥
I ..!" b . Fesamstaaiin . T T T |
’. T e A VI Sl oric g 4 e L £ 1 TR LR DN LI 4 e e

1

i 4

—_——— ———

T 4
.................. ]
ll .-2“—
LA M

—34

5. L'aire du domaine est : A =j‘:r{x) dx =L’,ix-: dx = [%(x- lﬁ]j = E(gﬁ - 1] ua
2 3

z

—
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CHAPITRE XII : SUITES NUMERIQUES
FICHE DE COURS

Définition

Une suite est une application de N dans R.
L'image de I'entier n par 'application U se note U,
L'ensemble des termes de la suite se note (U,).e N

On note aussi Un « le terme de rang n de Ia suite U ».

sens de variation d’une suite

On dit qu'une suite U, définie dans N est -
- Strictement croissantesi vne N, Uns1 > U,
- Strictement décroissante si Y ne N, Uper < U,

- Constante (ou stationnaire) sivne€ N, Uny = U,

Meéthode

Pour étudier le sens de variation d'une suite U, on peut -
- Etudier le signe de Un.1 - U,

Uﬂ»‘!‘l

- Comparer & 1, si tous les termes de U sont positifs

n
- Faire un raisonnement par récurrence

Suites majorées, minorées, bornées

On dit qu'une suite numeérique U est:
- minorée s'il existe un nombre réel m, tel que : U, > m

- Majorée s'il existe un nombre réel Mtel que : Un <M

- Bornée si U, est a Ia fois majorée et minorée. (m<Uy < M )

e
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EXERCICES CORRIGES

EXERCICE 1 : Bac C 1995 Session normale
» x7
U, = j — = ax.
T J0 14x+x
1. a. Démontrer que U/ est défini pour tout entier naturel non nul n
b. Démontrer que : VHEN*, U >0.
2. a. Etudier le sens de variation de la suite (U/,)

On pose : VnEN?,

E T

b. En déduire la convergence de la suite (U, )

VneN*, K,zf:)x”cb:.

3. On pose :

a. Démontrer que la suite (V) . est convergente et calculer sa limite.

b. En déduire la limite de la suite [ UuJ

EXERCICE 2 : Bac C 1996 Session normale

Soit la suite réelle U de premier terme Up €gal a 5 et définie par la relation de récurrence :

o

VneN, Uy, = “+5

1. a. Démontrer que pour tout entier u, > 0
b. Démontrer que pour tout entier 5 - i, = ]

2. Donner dans un repére orthonormé (O, |, J) une représentaiion graphique de la

fonction fdeflme sur] 5; —I—oo[ par f(J‘J)~ (unité : 2cm)

x+5
Utiliser cette représentation graphique et la droite (D) d'équation y = x pour placer

U., U ¢t U_surlaxe des abscisses.
0 1 2

D'apres le graphique, quelle hypothése peut-on faire sur le sens de varlatlon de U etsa
limite ?

3. Soit V la suite réelle de terme général Ve tel que ;v "]

nel u, +4

a. Démontrer que V est une suite geométrique et en donner le premier terme et la raison.
b. Demontrer que V est convergente et calculer sa limite.

c. En déduire que la suite U converge et calculer sa limite.

TOP CHRONO Mathématiques BAC séries C&E Edition 2016

Scanned by CamScanner



273
EXERCICE 3 : Bac C 1998 Session normale
'_S_c-it a un réel non nul. On considere la suite U définie par :

Un =0 ,UI =1
pour toul entier n non nul, all G=la+hU, -U
" " "

1

1. Pour quelle valeur de a, 1a suite U est -elle arithmétique ?

Dans la suite de l'exercice, on supposera le réel a différent de 1.

2. Demontrer que la suite V définie pour tout entier naturel n par -

v,=U  —U, estune suite géomeétrique dont on précisera le 1¢" terme et la raison.
3. a. Démontrer que pour tout entier naturelnon nul 7, ona:U, =V +V + .. +V
b. Pour tout entier naturel 2 non nul, calculer U, en fonction de 7 et de (Y.

c. Pour quelles valeurs de (¥, la suite U est-elle convergente ?

Préciser alors la limite de U en fonction de (Y.

4. On choisit (v = 2

Trouver le plus petit naturel p tel que

On donne - In2720,69 ef In5~1,61
EXERCICE 4 : Bac C 1999 Session de remplacement

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 3.

U —2|«<10-3
b !<1o

On considere les fonctions f,‘? dérivables sur l'intervalle }OL-I-OO[ et définies par

ﬂzfx)=x+:?ln[ l ] )

F
1. Caleuler la limite de 'ﬁ, en 0 eten T0,
2. Pour tout nombre réel x appartenant a ]02"'05{ . calculer f'n(x) .
3. Etudier le sens de variation de f;, et dresser son tableau de variation.
4. Démontrer que I'équation, X € ]0: H[ f,,(x)=0, admet une unique solution a,

5. Démontrer que - V11> 3. l(d n(@
6. Démontrer que:In( a,4+1) = fn( ansa )
7. Démontrer que la suite (d ,, ) est décroissante.

8. En déduire que Ia suite (a,) converge.
e
3. Démontrer que : Y 17 > 3 —1—( In (¢ , )(;
n

1 gt ;
L_D\-Eigedmre a limite de la suite (d ).
e ——
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EXERCICE 5 : Bac C 2001 Session de remplacement L
On considére la suite (Jn)déﬁnie vn €N, |, = _f_ll(t2 -1 )ndt
1. Demontrer que, pour tout nombre entier naturel n:
a. J,, est positif si n est parr.
b. J,, est négatif si n estimpair.
2. Démontrerque :-¥n € N, ], = 2 _fﬂl(lr2 -1 )ndt
3. Calculer .J, J, et J,
4. A l'aide d’une intégration par parties, démontrer que : ¥n € N™, ], = f-;%%jn_l

5. Retrouver J, et J, connaissant .J
: ” (= D)fxnix2n*?
6. Démontrerque ¥Yn € N7, ],, = TS,

EXERCICE 6 : Bac C 2000 Session normale
Le plan complexe est rapporté au repére orthonorme (O, |, J).
On considére les points A, B et C daffixes respectives Z,,2p et z,. telles que:

z,==3,2,=2+2ietz, =7
1. Construire le triangle ABC.
2. Vérifier que les nombres complexes Z,—Z,z€l Z, —Zgont le méme module que I'on

I

précisera.
il —_—

3. Ecrire le nombre complexe _~ _ _ sous forme trigonometrique.
':'C' ~RB

4. Déduire des qguestions 2) et 3) que ABC est un triangle rectangle isocéle en B.
5. Soit S la similitude directe de centre A qui applique B en C.

a. Déterminer I'angle et le rapport de S.
b. Construire, aprés justification, les points E et F images de C et E par la similitude S.

(on ne demande pas de chercher les coordonnées, ni les affixes de € et F.)
6. On pose :440 :Lg(A); 141 ZB;/LZ :iS'(B]; Aj zlq((1);A4 =JS1( E].'.
A, :S(F);Aﬁ =S( AS);...; pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2:

—_—
<1

A, :S(A”_,];et pour tout entier naturel n: R, =

Z
|
il

a.Calculer |z , — Z ‘EtR 5
sl | Ay

b. En déduire la nature précise du triangle A4, A,.
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— e — T

c. Démontrer que, pour tout entier naturel n , le triangle A4, A ,
H+
en A, .

d. Démontrer que la suite (R ) est une suite géométrique de raison v2.
e. Démontrer que ¥n € N, R, = 27 V29

L —— s

est isocele rectangle

EXERCICE 7 : Bac E 2000 Session normale

PARTIE A
Cette partie propose I'étude des intégrales [, définies par :

vn € N° I, = _fol( 1— x")V1—x2dx
On pose |, = fnlvl —x* dx et VYn € N", Lo fﬂlx"‘\,} 1—x2 dx

T

1. En utilisant une considération d'aire, justifier que Jﬂ =

2. Calculer J|. en déduire la valeur de /, et donner une interprétation géométrique du
résultat trouveé.

3. a. Etudier le sens de variation de la suite (/) e-
b. En déduire que les suites (J,) en. €t (1)), en. CONvergent.

1

4. a. Démontrer que pour tout entier naturel n nonnul,ona:0<.J, < O:c"dx

b. En déduire lim J, puis _lim 1,
PARTIE B
On se propose dans cette partie de déterminer la valeur exacte de J,, en fonction de n

1 o

1. Soit v la fonction définie sur [ 0;1] par 1:(x)t-§[1-~x2)\ll—x2 et soit v’ sa
fonction dérivée sur l'intervalle [0;1[ :
a. Démontrer que v*(x) =xy1 —x2 _ On admet que le résultat reste valable sur [0:1]
b. Al'aide d'une intégration par partie faisant intervenir v , démontrer que pour tout entier
n supérieur ou égal 4 3, on a :(H+ Z)Jn :(H-'l)-jn_z
Verifier que cela reste valable pour 4 =2
2. Démontrer que pour tout entier non nul p,on a:

1x3x..x(2p—1 2x4x...x(2p)
Y (2p-1) # _
2p 4X6x...x(2p+2)xz = J2P+l 3x5x...x(2p‘*‘3)

—

EXERCICE 8 : Bac E 1999 Session normale
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m

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonorme direct (0,3 :_}) -

PARTIE A ~
1. On désigne par Mo l'origine O du repére et par M1 le point tel que 1-M(}M =1

On fixe un nombre réel ¥>0et un réel 8 dans R — {km:k € Z} . :
M1 M, | = [MoM, [l

mes(MUMI,Mlmz') = g[2n]
Calculer I'affixe V,, du vecteur MGM, et l'affixe V) du vecteur MIMZ'

Soit Mz le point du plan tel que :

2. Les points Mo, My, M2 ayant été définis ci-dessus, pour tout entie_r naturel non nul n, on
définit Mn+l a partir des points M, et M __| par: |
”MﬂMn+1 ” = ”Mn—1Mn ”

mes(Mn_an,MnMnH) = 6 [2n)]
On obtient ainsi une suite MU, Ml,...,M” et la figure obtenue en tragant les segments

[MGMJ, [Mle}-“*s[MHM”+J---- est appelée « polygone »..

on note v l'affixe du vecteur M,M,,

a. Démontrer que pour tout entier naturel non nul n, v, = ;-efﬂv” "

En déduire que la suite (V) est une suite géométrique.

b. Déduire de la question précédente, I'expression de V), en fonction de n,r et 8.
. . T o
3. Dans cette question, on suppose que ¥ =-— el @==__ Calculer Y, pour
;e

0 < n < 3etplacer Mo, M1, M2, Ma, M« en prenant 8 cm pour unité graphique.

PARTIE B
Dans toute la suite du probléme on suppose 0<r<1 et, pour tout n >0, onnote Z,

I'affixe du point M,
1. Calculer Zy» 2152,

2. Pour tout n > 0, exprimer v, en fonction de Z,elz, |

En déduire que, pourtout n > 1, z,, =V VY ity
H=

7"
-

3. On rappelle que pour tout nombre Z#1, ona 1+z+4 22+ 4201 = 1=2"
' 1-z

pour tout n 2 0, calculer Z,, en fonctionde n.r et &

TOP CHRONO Mathématiques BAC séries CRE T dition 2016«

Scanned by CamScanner



277

e .

4. a. Démontrer que le module du nombre complexe z, —

1
1=rptf tend vers 0 quaﬂd n

tend vers 1€,

b. On note ) le point d'affixe w te! que : ¢y ° l

=_‘_—_|-—
1 - reu:

Interpréter géométriquement le résultat de la question a. ci-dessus

5. Pour tout n 2 0. on note ‘:‘ns I'affixe du vecteur QM;;

a. Calculer z',en fonction de n,r et 6.

b. Etablir qu'il existe un nombre complexe a non nul tel que pour tout n > 1, Zymiaz!
c. En interprétant geometriquement la relation précédente, déterminer une similitude

directe f telle que, pour tout n=1, f(M, )=M,,; préciser le centre, le rapport et
I'angle de cette similitude.

i |

. ]
d. Dans cette question, on suppose que f'=72_- et 9:%; calculer dans ce cas les

coordonnées du point (2 et placer ce point sur la figure précédemment tracée,
Indiquer une construction géomeétrique simple de M, connaissant ) et Mn—l et placer

les points M, M, M, et M sur lafigure.

e
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CORRECTION DES EXERCICES

EXERCICE 1 : Bac C 1995 Session normale
la. VneN, U, = ['—%X— dx

014 x4 x

. i
Soit {(x) = T o5 TH

f(x)existesi x* + x +1 20 = A =(1)*-4(1) =-3 donc Dr =R
f est donc définie et continue sur R, en particuliersur [0 ; 1].

En conclusion, Un est définie pour tout entier n.

b. Démontrer que vneN’, U,, =0

n

1 x
one: U = Jomam &

xll

1+ x+ x~°
On saitque, d'aprés 1°)a- vxeR, x2 +x + 1 >0 (1)

Etudions le signe de f(x) =

(car A<0 dou x* + x +1 estdusignedea )
Onsaitaussique xe[0;1] = 0= x <1 :(2)
D'apres les relations (1) et(2), on obtient :

T'l 1 xn
_— L. I =~ .
YXE[G 1] 20 = [, = dx =0 donc vn € N",U, 20
2.a) Sens de variation de la suite (U,)) pex

xn+1

Unzfl_dex et n+1_f dx

01+ x+ x 01+ x+ %%
Ona: Un+e1 - Up

T +1

1 1 xh
Jo T dx- [, ——
01+ x+ x° 01+ x+ x

1 xﬂ+1 xn
f ( > = )dx
0 \1+4 x+ x 1+4+x+x2
1x™x-1)
U‘V‘I -U =] -——d
i " {0 1+ x+ a2 O

i

dx

Or on sait que : 2 0 ,dou Uy+1 - Us estdusigne de x - 1.

14x +x°
Sachant que ¥x €[0;1] = x-1< 0. Ona:
M(x-1)

1+ x+ x?
Par coséquent la suite ( U, ) est strictement décroissante,

b) Convergence de( U,)),, cx.

Vx 5{0,1], SUdOnC Un+T‘UnED :Un+15Un

Nous savons que vne N, U, =0, d’ou la suite ( U,,) est décroissante et minorée pas

0 donc elle converge.
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E._a) Converge de la suite

Déterminer |'expression explicite de v,

V = I:}x”dx

n
[I;HI :|]
n+li
V' lml OJHI
"+l n+l

|
F .
Vi n+1

Calculons la limite de V/,

. IR -

lim V, = lim ——= lim L=o
H—s L+ =+ 3 4 | e s ™ i

Donc la suite (V,)en cOnverge vers O

b) Déterminer la limite de [ U”]_

Fump?rons ( UH } et (Vn)

Onaal0<sx<1 =1+x+x21 20 —m— <1
1+ x+ x
; ' x N
1+ x+ x

1 - i 1 n
< —_— <
= 0= J-1'131+:t‘+1r:’dx_ 'rﬁ'x ax

= 0 < U € Vn
Or limV,=0.d'o0 limu, =0 (dapreslethéoréme des gendarmes )
L Ao

EXERCICE 2 : Bac C 1996 Session normale
1. a- Démontrans que YneN. U, >0

- Méthode de Ja démonstration par recurrence.

*Soit (P, ) la proposition ¥n € N,{/, >0

*Vérifions que P, est vraic. _

ona:U,=5d'ou U,>0 donc P, est vraie.

*Supposons que P_est vraie, c'est-d-dire Yn € N.U, >0

*Démontrons que P, est vraic.

ona:u,, - U, 4 4 _ (

J
U, +5 U +5
dotona: 1/ >0

U, ~555

e 016
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6 6 5,
! <l et :>—E=>2— D2
U +5 5 U+5" 5 U, +5 5
i 6 }i:}M}i:}[”H}— |
U+5" 5  U+5" 5 5

donc U,,, >0, P, estdonc vraic

En conclusion, Yane N.U/, >0
b- Démontrons que YneN, U, =1
-Méthode de la démonstration par récurrence
Soit ( Pn)la proposition Yn€ N, U, = 1

e Veérifions que Po est vraie

Ona: Up=5; dot Uo=1 donc Po estvraie.
« Supposons que P, estvraie, c'est-a-direvn €N, U, # 1

« Démontrons que Pn+1 est vraie.

ona U —M—z_ 6
MU +5 U, +5

Ll

donona: U, =1
U,+5=1+35
U +5=6
1 | 6 6 6

= — = — = —— = 2 =
u,+5 6 U +5 6 U, +5

; 4
0 A 1 dontU, =1
U, +5
doncVne N, P

n+1

=2 -1

est vraie
En conclusion, Yne N, U, = 1.

2. Représentation graphique de Ug, Ui, et Uz

2x+4

Ona:U, =f(U,)ou f(x)=
4l f( H} f( ) x+5
On remarque que (U, ) est strictement décroissante et converge vers |

(voir figure)
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........................... 4l A '
- iR s RS VRO fDJ.s:}f.'-.'.x ........... E
i a4 £
| o |
| e g
\ TR
S !
by oo o :
I | |
e [ foospe s
L ; |
U,y -2 3 3 U,
L R R e R R L L L B R B R R T L I S e P T - I
i = S |
...................................... . ]I
- |
! oo
1 _2 IF
.......... L r
3] a- Montrons que (V ] estune SUIlE geometnque.
7 L’u-l -1
ona:vy,,=—2"1
) Llrr:'+l + 4
20, +4 _, u,-1
U, +5 U, +5 _ U, -1
a 2u,,+4+4 6U, +24  6U, + 24
U,+5 U,+5
_1l{u, -1
6|U, + 4
Un_‘-
Vnsz = "Vn+1 car Vpy = Up+ 4
Up=1 5—1
Donc v, est une suite géométrique de raison % et de premier terme V, = 7=== ==
d'ou V, = 2
9
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Vinez _ 1 _ Uy=1 Upy+4-4-1
b) Gna"'_v'”‘—ﬁ -Or Vn+1 _Uu+4 Un+4
5
vn¢1 1- U+ 4
» Etudions le signe de ( Vn)
Ona:vYneN U,>0
U, + 4 > 4

- : = _5.‘-'—5:’ 1 - 2 :>1—-5- :Vnnb—l

Up+ 4~ 14 U, + 4 4 Uy + 4 4 4

En conclusion, vyn € N, Vn > 0 .
Ona:Vnaz =§Vn+1 = %‘:: 1

La suite ( V., ) est décroissante et minorée par 0, donc elle converge .
n=-1

‘ ” _4 (1
Ona: V, =Vxg"' = Vo =35%|5
-1 1
: _ 4.0 - 4 _(n-1yml
AR = MeNel = inge =8

b) Convergence de la suite ( Ua ) et sa limite
OfE § Vg = 221 > (Up+4)Vaer =Un -1 >

U, + 4
UnVn+1 +4Vn+1 =Un"1 = Un(vn+1"1)="4v“r‘r - 1 2
_ —=4Vp4qe -1
ik Vner = 1
4 1\l = 4 1 L
Or Vu = 3x(3) V“”"EX(E)
4 71\ 1\ g
D _—axgx(g) - _=ax(2) -5
onc  Un = —— 7<% = Us = 1\" 9
ilg) ~1 (z) -1
: (1] 29
Ona: lm U, = Iim 4 =
i gt fr + [ ] car nﬂn;;\ ] = n!m:.\e 0
Donc la suite (Un ) convergevers 1 et lim U, = |
EXERCICE 3 : Bac C 1998 Session normale
1°) Déterminons la valeur de a
(Un) estune suite arithmétigue o wvn e N,Urs1-Un = Un - Un-q
On a: aUn+1 - (a+1]Un - Un-1 =] aUnﬂ =aUn + Un - Un-1
- @ a(Uns1 -Un) = Un - Un-y
Par identification, |a suite{un]estarithmétique sia =1
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ET, a - Montrons que ( Va ) est une suite géométrique.
Vo = Uner = Un © avn = aUn., - ala

Or aUs+1 = (@+1)Ua - Un-r dou aV, = (@+ 1)U, - Un_; - au,
= ava = aUn ¥ Un 2 Un-1 -EU” = aVn = Un - Un-s

1
- aVp = Vot & V, = ;V,,__.l avec a=z1

: s ; 1

(Va) est une suite geometrique de raison — et de premier terme Vo = Uy — Ug = 1
d

3°)a—0na: Vo = Uner - Un

Vo =Us - Ug
Vi = Uz -y
Vo =Usz - Us

------------------------
.........................

------------------------

Vn_‘l = Un 'Un-1

Or Up = 0 donc Us = Vo + Vi + Vo + ., + Vi

b~ Calculons U, enfonctiondenetde a
Ona: U, = Vg + Vi + Vp + .. .+ V., donc U. estla somme consecutive d'une

suite géométrique de raison - d'ou, on obtient:
gn n-
1= (— a 1
VnEN‘,Un=Vo><-—(—‘2J— donc Un =7 "[1‘('{{') ]

Ko a—1
1]

¢c- Convergence de la suite (Un)

] [ ! 1
I = i a i = B car |~/ <1 et
N e B R e L
n 1
: ) nln
im| 2| = fime™ =0
n-+x A N+ x

Donc Ia Suite ( U, ) converge vers ;,ir

4°) Déterminons I'entier naturel p i

1] ]
Ona-_a-;gd'og Un=2xl]-(‘%) ]c:UnSQ-z(_Z.)
® Un-2 =og(2) s (U212 2(3)
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n 3
Ona: |Uy -2]<10-3% = 2(%)";10.3. 2
2 + nin> < -3IN10 = In2 -nin2 < -3In10 =

- z
5 i l'lll[ﬂ? in - n > 10,96
n

Donc le plus petit entier naturel p est p = 11

EXERCICE 4 : Bac C 1999 Session de remplacement
1) fa(x) = x +nin(:) = flx)=x—nlnx

i = li e Y|= + ou
‘!.!_r:n" el xd l!rl_lﬂl(,\’ nin r]
> g

]—ﬂ—-——lnx =+ car lim

Y R i 8 X

Jim £, (x)= lim_x

2) Yx e !(};-0- "X_'.Ii,_, f,;[\'] =]—-—=

3) fiAx)=0 x=n

falx)< 0= 0< x < n
falx)>06& x>n

vx €]0;n [.f'( x ) < 0 donc f, est strictement décroissante sur !(};n].

vx €]n; + o [f(x)>0donct, est strictement croissante sur |i1; +oo{.

Tableau de variation de f'

x 0 n + 00
f;r(x} - ¢) +
+00 +0c
fu(x) \ /
n( 1 -1In(n))

4) f, estcontinue et strictement décroissante sur ]0;17]-, et
fo(JO;n[) =]n(1-In(n);+=]
1, réalise donc une bijection de ]O;H[ sur Jn{(1-In(n);+w[.
Oe In(1-In(n);+«[ car n{1-In(n) eststrictement négatif pour tout # supérieur
ou égale a 3.
Donc I'équation J:EJO; 1|, fn(x)=0 admet une solution unique [
5 fu()=1
Jule)=e—n et e—n<0 donc Ju()x f,(e) <0 par suite 1 <a,<e

—
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6) -er+| an-‘-—l]= 0

a,.,—(n+ l]ln(a”H ] =0=a,, =(n+ l] In‘anﬂ]

f,,[u"H |: - —nln{aﬂ_H I: (n+ I]ln[awr]]—iiln[a”_'_l]
:[n+l—-n]ln'a"+!J=ln “n+|]
nel) = f"[an l-l]

7) .ﬁrl”,;q]_.f;r(”u]: .fn ."-7”_,_1]

Dapres 5), a, € Il: e[ d'ou lt1[ﬂ”+|]>0 par conséquent f,,[um_l]::»j;,{a,,J car

ln[a

fnlﬂnﬂl: In[.cr”H] dou a, <a,

La suite (@, est donc décroissante.

8) la suite (c,) est décroissante et minoré par 1, donc elle est convergente.

9) Drapres 5°) 1< a, <e or f,(a,)]=0=aqa,- nin(a,) cest-a-dire a, = nin(a,)
donc 1< @, <e

I<nln{a,)<e

1 e
ﬁ<ln(a,,J<ﬁ

10) %< In(a,)< % se'"<a,<e"

L e 1 . e
i no= | n o= im- = Ilm= =0
nElTl-ce nﬁr;n-: 8 T, car n-'—lr;n"-c n n—+~<xn
Donc lim a, = 1 (d'aprés le théoréme des gendarmes).

EXERCICE 5 : Bac C 2001 Session de remplacement
1) a- Pour n pair ; [_!2 —l]ﬁ >0,
Donc V1 e|— l;ll,.!“ >0

b- Pour n impair

2 Y , : 2
(r —I) a le méme signe que 7 —1.

Or we[—l;l},rf ~1<0 Donc .J, <0.

] 0 n I ) "
2 . B t —-1’ dt
) —IIIZ 1 t ll d!+fu|

"o
dr=f_!

Posons = — alors du= —dt
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Ona:fi} l _ly A f |1¢2—l}du— [HE—lldu

Donc J, =2 f [ "dr.

Autre méthode

Soit g1 > l;IJef g(-=g(t)

Donc la fonction & est paire et par suite
] ] . .

f o= 13r (#)dt =2 f 0 b4 (¢)dt cest-a-dire

f_l I[IE— Il”d;: 2 f‘::'r?- _1 rrd;

3) D'aprés 2),

J0= 2fc:dr: QHEF 2[1-0}]=2

1

1 3 %
Jl=2fﬂlf2—1Jdt=_2 L-tJO: 2 j—l—olz—‘%

1
J2 =2f (t7= 1)%det = 2f (t*= 2t + 1)dt =2[§—§r3+ t]
]
- 1 2 _ 16
Js —2(;—;'1’1'-'0) --;'E
4) neN*

Posons 3(t) = [;2 —1 i et V'(Z‘)=];

n—I
Ona u'(f):znlfzmll t choisissons y(f)= ¢

1 n
Ainsi, %J”:fg"z_ll dt
%]n i [t([z— l)n]tl] — in fol(tz_ 1)”'14’.2(!‘.'.‘
=0 = 2n [ (t2=1)"" (2= 1+1)dt

=,

Jole=1f ans [ 1" ar
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l

21”+1;

=-2n 2 u—l|

J,=—nt, — nt,

. @‘%LF i Jn =—nJ :

1 3.0 o
Jom 3 e 4] Al.16
2 o 51 5 15
6) D'aprés 4), on a successivement
-2n
I = = J’n-'.l
. =2(n-1)
fn—l__= T)’ni-z

i) --2[n 2)
)’n—z i 2n=3 frr.-

---------------------------------

.................................

ho= (=2)x% /o

En multipliant membre a membre ces n egalités. on obtient apres simplification

; (*—2]”%:”::%“?—1]}{...:4!}»:2
.‘.ff:-_ - O . - q-
]2n+1|><!2n—-l|><...>f 5x 3
Avec Jo = 2 et' (=2)" = (-1)"x2. Or n‘n——lix...x!: n!

D'ou 7o (= ])n)\ ptx 2n+1
" Ik S5xTx.. |2n+ll
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EXERCICE 6 : Bac C 2000 Session normale
1) Voir figure. |
| .= |
| e il T
| - L) b S |
I - & v - \
: - L} o |
' -7 % !
i - ” A\ b [ 'rl
- - v i
-.F"'" ‘\ |
I - \ ]
i i \ !
.! - ] & “ :
F ‘“-‘ \
o __“ B ;'
i - i 5 |
| %o LY |
i N |
E A [#] ! IF
| |
6)
%
A{l A[}
AI Az
AZ Al
A3 A4
/514 AS
AI"I -1 AI‘I
Aﬂ Aﬂ+|
a- e — — - —_— s 2t
T Cdy _l“r' “:r AC = V58
Ry=1z,, zﬂzu-lz‘,—:(_—_ECzAC - /58
b- AA2A3 est un triangle ACE. On a montré qu'il est isocéle rectangle en C.
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c- D'aprés la similitude directe S -

zﬂnﬂ—z‘d:IzA” IJ_e”""*— 1+r“ = l
d'o 2y Tz, —z,= (14 1][3_4” — .-".A]
ZA”H I, = f{zAH — :AI
A0S |z = | |4, = et mes 4,4 4,4, ==

oo ul dementre que4 Ap = A”Au-a-l et IAAH l L [ A4, A,,_” ]

AA4,A, 41 estun triangle isocéle et rectangle en A,,.

d- Rn='z

4 =AdpAd = AAd,= ﬁAA, - ﬁAn—:A” car AA,,_lAn est

-’Iu 1—1

n+1
un triangle isocéle en 4 c'est-a-dire que
VneN,R,= V2R, _,

Par suite, R, = \ER”_I d'od (

(R,

R, } est suite geometrique de raison J2.
neli*

est une suite géomeétrique de raison \E dont le premier terme RI vaut
nef*
n=1 ”_24
= Rl|2|

el =1 [ 1
J29 do R":Rll_"@] =K 93

R” _ mlz]"?

EXERCICE 7 : Bac E 2000 Session normale
PARTIE A

1) Rapportons le plan P & un repére orthonormeé (O.1,J) d'unité 1 cm.

Soit D=|M *; eP/0<x<] et 0< y<Jl—x?1}.

D est l'aire de la partie du plan délimitée par la courbe de la fonction définie par

x+—1— x2 l'axe des abscisses et les droites d'équations x=10 et x=1

0< x<1 0< x<1
M‘ le D& lo<y < [0<y
y-(]-—x x2+}’2_‘§1
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e, n
‘p‘ Jo est I'aire d'un quart du disque unité. Jo = -

2) Soit u Ia fonction définie sur [ 0;1] par u(x)=1— x2
Ona: Vxe [O;l],xdl —x?= ui(— 2x)1— x?
I
e o Dppl 2
= Fol (x)_ln(x}l

Une primitive sur [0;1] de la fonction XI—-rx«Jl—xz est donc la fonction
3/2

xw—%‘l—le

A
32|
-3

Onadonc J = fx\/l———dx——‘ |1_ ]

I —f (l—x}JI—x-"-dx—f \/l——_:tzdx—f rJl_——_xzdx
1

=Jy= =373

Posons f(Jl:)'-:[l—JL']\H—JL'2 et {C

orthonormé (O,1.J).

sa représentation graphique dans le repére

f est positive sur [0;1) donc |1 est I'aire de la partie du plan comprise entre [Cf]: I'axe

des abscisses et les droites d’équation x=0 et x=1.
1
3 a-vn €N, Jnet - do = [ x"(x—l)vl — x2 dx
vx €[0:1], x*(x—1)vl—x? <

Doy VneEN* J"_H <J,, (positivité de I 1ntegrale)

Donc la suite (J ,1) est décroissante.
neN*

b- VxE'O;li,x"d —x2>0 donc./, >0

La suite (J,,) ” étant décroissante et minorée par 0, converge
ne

| N
Vane N* [, = fﬂv‘l—xzdx+ ]ux"dl—mxzdx= Jo— JIn

La suit ] [
e (],, — est donc convergente car J”)HEN* est convergente.
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4) a- Pour tout nombre reéel X de l'intervalle [ 0 :1 ] et pour tout 1 de N*,
0<x<1=0<x2<]
=-1<-x2<0
= 0<1-x2<]
= 0<VlI-x2<1 or x">0
Donc 0 < x"y1—x2 < x”:

p 1
Par conséquent 0 < J, < fﬂ x"dx

b-flx"dx= L donc o<y <1
0 n+ 1 _."_n_}_l

0 .Dou r.‘l_ir[] J =0

. 1
de plus nﬂrﬂ-m
Sachantque VREN*,/, =J —J,, ona lm |, = J, =
PARTIEB

: 1 3/2
1) a- Vxelo;ll,v(x)=—§(1+x2]
V(xX)=xVl—x2 ( voir 1.1)
b-vyn>3, J,= f]_x”dl—xzdx: f x"1x x 1= x2dx

= 0 0
Posons #(x)=x""; et v'(x)=xvl—x2.
ona:u'(x)= [n— l}x"-Z choisissons y(x)= __%l]? x2 ].fl_ x2.

anl lx”“[ xZ]Jl— ' lx”‘z{l—lexfl_—_xzdx

.
4

n-—I

f x7y1—x2dx

x” 2] —x?

_;ijn__z —J,| donc 3, = [n—1)J,_,~n—1]J,

l3+n~]].f,,=[n~l].f,;

dou Vn>3{n+2)J,=(n—1)7,_,
n=2,J, =f{;x2\fl—-—_x42dx

Posons u(x)=1x et 1»*‘(x)=x\[l_—7fE -

|
Ona:u'(x)=1 choisissons v(x)=—§[]—x2] | —x2.
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J,= ——urll-—xﬂd —x? 3f ll#xz}v'l— 2 dx
|
=l|f Jl—xzdx—f x2V1— x2dx
3|Jo 0
_l(y _
=31/~
3J2:J{}—Jz
4.] =JU. Par conséquent la formule est vraie pour F1=2
_n—1
2y vn>2,J,= =y
2p—1
Onadonc Vpe N*, sz —EPL_l_szp_z
Jap-2 = 2;2:;3 Jap-a

........................................

........................................

.= =)o

En multipliant membre & membre ces égalités, puis en simplifiant, on obtient :

13 2p=-3 _ 2p-1 n
= —-X=-X ... X X . or =
Jap = 3% 2p © 2p+2 Joz or Jo=77 idang
_ 1x3x...X(2p-3)x(2p-1) n
Jop = A%6X...x( 2p )x(2p+2) 4

, ) _ 2x4x6x...x[2p|
On démontre de méme que : vp € N*, "'rzp — T {2 ,3]
XIXK XX Lp -+

EXERCICE 8 : Bac E 1999 Session normale

PARTIE A
1) On désigne par z, laffixe d'un paint M et par z,. celle d'un vecteur V.

Vo= 2y 0 = %M, T 2,

mes|M M MM, |= arj:, |2?T] = arg IZ?T}
M,
Dou arg|_L|= |2-:r] (1)
Yo
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=

=r (2)

._L
Y

. o v .
Des relations (1) et (2), on déduit que : —L = e
",‘
0
Donc ¥, =vﬂre’9 par conséquent v, = re' car v,=1

“M

ntl

-_—

————— g

2) a. mes\M M,,,M,, = arg|- P?Ti

n+l

1 Y
- |27r'§ arg|—2
! v
n-—1

M, T Em

n-|

mes{M l;14',,,114,H.1'v1’

=0 !2w|

n+l

D'ou arg\-ﬁ}i’—)*—*ﬁbﬂl (3)
n—l1 '

ot =t 9

- v
Des relations (3) et (4) on déduit que : %:f‘e
n—1

1.1'"

=r (4)

dong |v,|=r l l| et par suite

H—l

i

On conclue que v, =re’v .
: " : sy : ol
la suite (v,,,.) est une suite géométrique de raison re’
H'
b-Ona: VneN,v, = [m"j v, = r"e”""v =r"e™ car v, =1
T
] m 1.1;
vo=1, v, =ve J__l 4+r51n4] SR
2

| .
cos—+ 15mg|= :_,—1-

2,4 3
vz—re-"—re _T

1 coq?i-l—!qu'l ‘ '\i‘_ o
] 57' 2 2

J_l_

I
1=
VS:,I‘J.Q A_:I 1

V2

3) Voir figure.
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J /

_—

/

= 1
i

|
|
!
|
|
i
|

PARTIE B
1) z, =0 car M, =)
=1 donc z, —z, =1 par conséquent z, =1

0 1
: 'l ' & i0
V,=re® = z,— 2z, dollz, =z + re! donc z;= 1 +re

vo=z =2, —Z, =I . —2y
2) Vy M M, "M, Tntl

Vpe1 = Zn — Zn-1

Up-z = Zn=1 = Zn-2

Vp-3 = Zp-2 ~ Z4n-3

Ul — Zz = Zl

vﬂ = ZI - 2,3
En ajoutant membre & membre les égalités ci-dessus, on obtient :
zn=v0+v1+......+vn._1,‘\7’n:_’ 1

3) z,, est la somme de R termes consécutifs d'une suite géométrique de premier terme

1 et de raison J'Em ,onadonc:
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l—[re"ﬂ]” . '
Yn>1, z, =T:ﬁ,)— car HGR——'{kw,keZ}

1— ?'"e':”g o rnefnﬂ \
1—re? 1—pell 1 ;P
1 yhpint
1—re?  1—pel
I
1—re|

Dot z,—

r?‘i‘

Par conséquent =
1— re'“}

"L-n_

Ona: lim M =0, car O0<r < 1dot: lim
n. .- =~

M=+

1
2 = e = 0
R 1-re"’l

b-Ona: lim |z, -w| = 0 d'aprés 4) a- c'est-a-dire lim_ Hfiﬂ‘n"' =0

v N* , .I‘”Ef”'g
5) a- Ve = ’?—a”_w—_w
.tln—l]H
R —— P
b ‘r" e re m_ re Z”._.[.

n—le

Posons a=f'€‘i9_ a est non nul.
Il existe donc un nombre complexe non nul & tel que:
VneN*z =az

rn—1
c- De l'égalité z, =az _
directe de centre §2, de rapport » et d'angle .

Cette similitude transforme M | en /M.

on a: z,,—-w:re*g[zn_]—w] dou f est la similitude

= = _ g T e B
1= gpe? ‘“\}z'{‘f‘“fl | ['2*'2’ 2 "2

w= 1+ i;donc Q[l,]]
: - ] . i
f estla similitude directe de centre (2 d'affixe 141, de rapport N et d'angle T
‘éqalité s on déduit que le triangle M M, est rectangle
De Iegalltefan_I]_M,,. n—1

isoceéle en M et de sens direct.
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CHAPITRE XIII : EQUATIONS DIFFERENTIELLES
FICHE DE COURS

1. Equation différentielle du type : )/ '—gy=0.
. y'—ay =0sont les fonctions de Rvers R

Les solutions de I'équation différentielle(E)
x— ke, keR,

2. Equation différentielle du type : y"+ay'+by =0.

a. Equation caracteristique

Soit l'équation différentielle (E) : y"+ay'+by=0 (@€ R*,be€Z).
On appelle équation caractéristique de I'équation différentielle (E), I'équa
suivante: r2+ar+b6=0.

b. Solutions de I'équation différentielle y"+ay'+ by =0.

Soit A le discriminant associé a |'équation : r2 +ar+b=0.

tion d'inconnue r

. Si A =0 alors I'équation caractéristique admet une seule solution: r = — %.

Les solution de (E) sont les fonctions de Rvers R [X — (Ax+B¥”*, AcR BeR.
. Si a>0, alors I'équation caractéristique admet deux solutions réelles distinctes :

B awlE
h= 5 etn= .

2
Les solutions de (E) sont les fonctions R vers R
x —»Ae™* 4+ Be™* , avec A€ R et BER
. Si A <0, alors I'équation caractéristique admet deux solutions complexes conjuguees .

r=a+i} e n =a—/[3 ol « «r g SONt des nombres réels.
Les solutions de (E) sont les fonctions de R vers R.
x + (AcosPx + Bsinfix)e®; avec AcR, BER

—
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EXERCICES CORRIGES

EXERCICE 1

Soit 4 un réel et y la solution de I'équation différenticlle ¥'+ Ay =0 telle que D=1,

1
Exprimery[z) en fonction de 2,

EXERCICE 2

On note Q(t) la quantité d'une substance médicamenteuse encore présente dans le sang,
t heures apres l'injection intraveineuse de 1,8 unités du produit,

1. A cause d'un processus d'élimination, Q(t) diminue au cours du temps en suivant une
loi d'évolution : Q'(f) =—=A0(1).

Déterminer A sachant qu'au bout d'une heure la quantité de produit présente dans le
sang a diminué de 3 0 7 . Donner la valeur exacte et la valeur approchée a 10",

2. Par injection intra musculaire, la quantité résente dans le sang au bout d'un temps t
(en heures) aurait été : S(1) = 6.6te”".

(a) Déterminer une équation différentielle entre les fonctions S et S'.

(b) Déterminer une équation différentielle liant S(t), S'(t), S™(t).

EXERCICE 3

On cherche les fonctions u définies sur R, dérivables sur R, et a valeurs strictement
positives telles que #'=ulnu (£). On pose f =Inou,
1. (a) Calculer la dérivée de f et montrer que f est la solution d'une équation diff érentielle
du premier ordre que I'on notera &.

(b) Montrer que réciproquement, si f est une solution de (£') alors u=e' est une
solution de (€).
2. (a) Déterminer toutes les solutions de (&).

(b) En déduire toutes les solutions de (£).
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EXERCICE 4
On etudie le refroidissement d'un objet. On note
température de I'objet et celle du milieu ambiant. t est exprimé en minutes et 6(t) en

&(1)1a différence, a la date t, entre la

degrés celsius. L'étude du phénomene physique conduit 2 I'équation différentielle
(E):68'=—k0 (K réel positif donné).

1. Résolvez I'équation différentielle (E).

2. Sachant que pour l'objet étudié k = In3, vérifiez que la solution de (E) telle que
. —iIn3
6(0) = 90° C est la fonction 6 définie par 6’(5) =90e

3. La température du milieu ambiant est 10°C. Calculez 42).
Déduisez-en la température de l'objet aprés deux minutes de refroidissement.

EXERCICE S
1. Déterminer les fonctions solutions de I'équation différentielle y'+ay'+by=0 dans

chacun des cas suivants :

ala=2 et b=-3

bjua=1 et b=1.

2. On considére I'égquation différentielle suivante : }’"—2)"'*'}’ =4¢" (1).
a.Onpose u(x)=2x%e".

Vérifier que la fonction u est une solution particuliére de I'équation (D).

b. On pose z = y—u. Montrer que y est une solution de (1) si, et seulementsi, Z est

, ) T I s
une solution de I'équation différentielle (2) : Z —2z2'+z=
c. Déterminer les solutions de I'équation différentielle (2) et en déduire la solution

générale de I'équation (1).
d. Déterminer la solution f de (1) quivérifie f(0)=0et f'(0)=-3

EXERCICE 6

1. Résoudre I'équation différentielle: y"+16y=0.

2. Trouver la solution f de cette équation vérifiant f(0)=1 et f(0)=4.

3. Trouver deux réels positifs w er ¢ tels que pour tout réel t, f (1) = \Ecas{wf - ).

4. Calculer la valeur moyenne de f sur l'intervalle [{};E].
8
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CORRECTION DES EXERCICES

EXERCICE 1

Les solutions de I'équation différentielle y*+ Ay =0 sont les fonctions de la forme x—keA=*

ol k est une constante. La condition initiale y(1) =1 équivaut donc a k7 =1 | soit k=e‘1_
/
. 1
Donc Y(X)=¢"""" ¢ yL&}ze"'".

A 2
EXERCICE 2

1. La fonction Q est une exponentielle décroissante. De fagon précise : (J(t) = Q,,e‘”'.
On a classiquement : (J, = (X0).

L'énonce nous donne sa valeur . (), =1.8mais nous ne I'utiliserons pas.

D'autre part, d'aprés I'énonceé : Q(1) = { = %]Qm} =0,700(0).

D’ou, en simplifiant les deux membres par (J -¢™ =0.70. Alors 15 = =1n0.70 = 0.3566.

2.(a) On calcule . S'(1)=6.6e" —6,61¢” =6,6e”" =5(1) d'ou S+ 8 =6,6¢7".
3. Ainsi, 1a fonction S est solution de I'equation différentielle avec second membre
y+y=6,6e"

(b) Le plus astucieux est de dériver dans I'équation différentielle obtenue ci-dessus.
ll vient : S"(£)+ S'(() = —6,6¢™ = —=[S'(1)+ S(1)]. D'ou S"(N+28'(N)+S(1)=0.
Finalement, on obtient I'équation differentielle suivante, du deuxiéme ordre mais
sans second membre : ¥"™+2y"+y=0,

EXERCICE 3

1. (a) La fonction f est dérivable en tant que composeée de deux fonctions dérivables

etpourtoutx eR  f'(x) = £613
u(x)

Donc pourtoutx € R, f'(X) — f(x)=0. L'équation(£) est donc ¥'=y =0,
(b)Soit f une fonction de (£) et soit #=¢".

Alors, purtout x € R, 2'(x) = f(x)e’"™ = f(x)u(x) car Fl=1.

Donc pour tout X, #'(x) =u(x)In(2(x)). donc si f est une fonction de (£, alors

u=e' est une solution de (£).
2. (a) On sait que les solutions de (£) sont de la forme . f(x)=1e’ o0 1€ R

(b) D'aprés 1, les solutions de (&) sont donc les fonctions de la forme
ol A est une constante réelle arbitraire.
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EXERCICE 4

1. Les solutions de I'équation (E) sont les foncti
6.(1) = ae™™, a €R,
2.k=In3donc A, (1) = ae™™’ . €R,
La fonction cherchée est alors la fanction 6 définie par 8(1) = 90e :

ons &, définies sur [0;+co] par

L0,0) = 90°C = a = 90.

=flnd

3. 0(2) =90e7" = —5:2; _90 _10. Aprés deux minutes de refroidissement la
(}

température de lobjet est donc : (10° +10°)C =20°C
EXERCICE 5
1. a) L'équation caractéristique dans ce cas est i +2--3=0.

Ses racines sont /; =1 e/ 1 ==3.
Les solutions de I'équation différentielle y"+2y'=3=0 sont les fonctions f,, définies

sur R parf,;‘ﬂ(-l') =qae’ ~}*,{3r;'-3'r _

b) L'équation caractéristique dans ce cas est r+2r+1=0.
Cette éguation a une seule racine r =-1.
Les solutions de F'équation différentielle ¥"+2y+y=0sont les fonctions f, ,définies

sur R par fu.ﬁ(-’f) =qe" + fxe

¢) L'équation caractéristique dans ce cas est F+r+1=0,
Cette équation a deux racines complexes conjuguees =, = __l-:i@ & == :i"'_"ﬁ.’.
2 2

Les solutions de I'équation différentielle ¥+ y'+1=0sont les fonctions f, ,définies sur -

R pér Jup(x)= [a cns{? x)+,{?sin[§ 1le e,—zll-‘

2) a) La fonction u définie sur R, par w(x)= 2x’e’ est deux fois dérivable sur R, et,

vx ER.  u'(x)=4xe’ +2x%", et u"(x) =4de' +8xe' +2x%e".

vx € R, u"(x)—2u'(x)+u(x) = 4e’, donc u est une solution de I'équation (1).

b) Si z et y désignent deux fonctions deux fois dérivables sur R, etsi z=y-u, ona
z'=y'-u'et z"=y"-u" donc z"-2z'+z=y"-2y+y—(u"-2u'+u) u étant une |
solution particuliere de (1), y est une solution de (1) si. et seulement si,
Y'=2y+y=u"-2'+u, donc si et seulement si, z est solution de (2) - ="~ 224z = 0.

c) L'équation caractéristique de I'équation (2) 12 =2r4+1=0 ayant une seule solution

réelle (r=1), les solutions de I'éguation (2) sont les fonctions 8, ndeéfinies sur R,

Par g ,(x)=ae’ + fxe'.
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sont les fonctions f ,définies sur R par
Sap(X¥) =8, 4(x) + u(x) soit fap(X)=ae" + fxe’ +2x%".

'Les solutions de I'équation (1)

d) Pour tous réels a, fet tout réel X, [, p(x) =ae” + fle’ + fxe’ +4xe” +2x7¢*, donc

Jop (@) =0 {a=0 {CI:O
< donc .

[ap0==3 |a+pB=-3 f==3

La fonction fde (1) qui verifie f(0)=0 er f'(0)=-3 est définie sur R,

par f(x)=-=3xe" +2x°e",

EXERCICE 6

1. L'équation caractéristique de I'équation différentielle Y"+16v=0est 1 +16=0.

[lapx)=(a+ Ble’ +(f +4)xe" + 2x%e". {

Les solutions de 7 +16=0sont les deux nombres complexesz, =—4i et z,=4i,

Les solutions de ¥"+16) =0 sont donc les fonctions f, , définies sur R par -
fip(X)=Acos4x+Bsindx, (A.B) eR?

2. fin(0)=1= AcosO+Bsin0=1=>A=1 et alors/,;(x)=cosdx+Bsindx.

fap(x)=-4sin4x+4Bcosdx. f,,(0)=4=-45in0+4BcosO0=4=B=1

d'ou la fonction cherchée est Ia fonction f définie sur R, par f(x)=cos4x+sindx.

3. On a doit avoir : f(r) = V2 cos(wt - @)= J2cos WICOS P + 2 sin Ising .

- . 2
f(t) = cosdt + sinat :Cecidonneﬁcosqa:ﬁsm,;o:l:cowﬂmgo: =

-

donc w=4 ¢ qu%. Pourtoutréelt.f(f)=\f§cns(4z—%),

4. La valeur moyenne de fsur[ﬂ;%] est

T

# i 82| . C
M= _I_I"s fydr = %Lﬂﬁcos(df-%}df = i[ﬁln(ﬂlr—%)]:

ff 74
8
2 o T o 4
M= (sin=—sin(—=))= —
b g 4 4 ) T
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CHAPITRE XIV : PROBABILITES
FICHE DE COURS

I. OUTILS DE DENOMBREMENT

P-uplet d’un ensemble
Soit E un ensemble ayant n éléments et p un nombre entier naturel non nul.

On appelle p-uplet de E tout élément de I'ensemble EP. Leur nombre est nP

Arrangement de p éléments d’un ensemble
Soit E un ensemble ayant n éléments et p un nombre entier naturel non nul tel que psn.

On appelle arrangement de p éléments de E, tous p-uplets d'éléments de E deux a deux

distincts. Leur nombre est A® = n(m - 1)(n=2)ow{n-p+1)

Permutation
Soit E un ensemble ayant n éléments.
On appelle permutation de E, tout arrangement des n éléments de E.

Leur nombre estnl=n (n-1)(n-2).....2.1

Combinaison
Soit E un ensemble ayant n éléments et p un entier naturel non nul tel que n 2 p.

On appelle Combinaison de p éléments de E tout sous-ensemble de E ayant p éléments.

AP

Leur nombre est C} = —
p!

! e n!

er C
(n-p)! pl(n - p)!

NB: A? =

Echantillonnage classique
Soit E un ensemble ayant n éléments. On tire p éléments de E.

Les p éléments Les p élémen
i Filsation , p éléments | Nombre total de

sont ordonnés sont distincts tirages
Tirage successif avec _

- _ :
rerice ui non P —uplet: np
Tirage successif sans _
- oui oui Arrangement: Aq°
Tirage simultané non oui Combinaison; CqP
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II. PROBABILITE

On appelle probabilité, un nombre réel compris entre 0 et 1, qui évalue les chances de
réalisation d'une expérience.

Propriétés

Pour chaque evénement A, 0 < P(A) s 1

P(Q)=1et P(@) = 0

La somme des probabilités de tous les événements élémentaires est égale a 1
PA)+P( A) =1

Soient A et B deux événements :

-SiAnB = @, alors P(AUB) = P(A) + P(B)

- S'ils sont quelconque : P(AUB) = P(A) + P(B) - P(AnB)

Deux événements A et B sont indépendants lorsque : P(AnB) = P(A) x P(B)

Eg uigrobabilité

Dans une épreuve ou tous les évenements élementaires d'un univers Q sont

equiprobables, la probabilité de I'événement A est:
P(A) = cardA _  Nombre de cas favorables
card(2 Nombre total de cas possiles

III. EPREUVE DE BERNOULLI - LOI BINOMIALE

Une épreuve de Bernoulli est une épreuve ne conduisant qu'a 2 éventualités :

'une de ces éventualités est appelée Succés, de probabilité P et I'autre Echec de
probabilité g =1 — p.

Soit une suite de n épreuves de Bernoulli identiques et independantes.
Soit p la probabilité du succeés et q = 1-p celle de I'echec.
La probabilité d'avoir exactement k succés est : P(X = k)= Cok pk qin-%)

Cette expression est la Loi Binomiale de paramétre n et p.

Remarque : E(x) = np

© V(x)=npg ; et o(x ) = npq
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EXERCICES CORRIGES

EXERCICE 1 : Bac C 1997 Session de rergalacement
Une urne contient 6 boules rouges et 4 boules blanches indiscernables au toucher.
On donnera les résuitats sous forme de fractions irréductibles.

1. On tire au hasard une boule de l'urne.

Calculer la probabilité d'obtenir une boule blanche.

2. On tire simultanément deux boules de l'urne.

Calculer la probabilité de tirer deux boules de méme couleur.

3. On tire une boule de l'urne, on note sa couleur et on la remet dans l'urne.
On fait cette expérience 4 fois.

a. Calculer la probabilité de tirer exactement deux boules rouges

b. Calculer la probabilité de tirer au moins une boule blanche.

EXERCICE 2 : Bac C 1999 Session de normale

On considére un dé cubique dont quatre faces sont blanches et deux sont noires.
L'expérience consiste a lancer ce dé et a noter la couleur de sa face superieure.

1. Calculer la probabilité d'avoir :

a. Une face blanche.

b. Une face noire.

2. On jette le dé quatre fois de suite.
a. Calculer la probabilité d'avoir dans I'ordre: une face blanche; une face noire; une face

blanche; une face blanche.

b. Calculer la probabilité d'avoir une seule face noire au cours des quatre lancers.

c. Calculer la probabilité d'avoir une face noire au 4% lancer (une face noire pouvant
apparaitre au cours des autres lancers).

3. Soit n un entier naturel non nul.
a. Calculer la probabilité P, d'avoir au moins une face blanche au cours des n lancers.

b. Déterminer le plus petit entier naturel n tel que . P, = 0,99.

EXERCICE 3 : Bac E 1999 Session normale

Dans une urne, il y a n boules rouges et 2n boules blanches.

On tire simultanément p boules de lI'urne avec p < n.

1, Sin =5 et p = 4, calculer les probabilites des événements suivants :
A ‘- Obtenir deux boules rouges et deux boules blanches.

B : Obtenir au moins une boule blanche.

(On donnera les résultats sous forme de fractions irréductibles.)

2. On suppose que p = 2 et n un entier naturel quelconque tel que }’122.
a. Calculer la probabilité P, d'obtenir deux boules de méme couleur.

b. Démontrer que la suite (P,,) 5 est majorée par 1.

nz
Quel est le sens de variation de(P”) ?
n22
¢. Déduire de la question précédente que (P, )”}2 est convergente et calculer sa limite.
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EXERCICE 4 : Bac E 1996 Session de remplacement

Deux personnes, A et B, écrivent chacune au hasard un nombre entier compris 1 et 50.
On note a et b les nombres écrits respectivement par A et B.

On suppose que tous les couples (a,b) tels que 1<a<5S0 et 1<b<50 sont
équiprobables.

1. Determiner les probabilités des événements suivants -

aa=h

b. a+b=20

c. b2 15

d b=a

2. Si A et B font cinq fois la méme experience, quelle est la probabilité pour que

I'événement " b > a" soit réalisé au moins deux fois ?
Le résultat sera arrondi a l'ordre 2,

EXERCICE 5 : Bac E 1996 Session normale

Un carré ABCD, de cété 35 cm, est divisé en 1225 (soit 35%) petits carré de 1 cm de cote
par les segments régulierement espacés et paralleles soit au segment [AB], soit au
segment [AD).

1. On appelle “ noeud * tout point d'intersection de deux segments de ce quadrillage qui
n'est pas situé sur les cotés du carré ABCD

a. Combien y-t-il de nceuds dans le quadrillage ?

b. On choisit au hasard un de ces nceuds et on le note M, soit | le projete orthogonal de
M sur (AB) et J le projeté orthogonal de M sur (AD).

Déterminer la probabilité de chacun des evenements :

b-1 - le quadrilatére AIMJ est un carre,

b-2 : le quadrilatére AIMJ a un périmetre de 24 cm.

2. n étant un entier naturel non nul, on note Sn la somme des /7 premiers entiers

naturels non nuls.

a. Démontrer que Sﬁ = ﬂ%ﬁ—‘l)

b. Combien y a-t-il d’entiers naturels non nuls n tels que Sn 12287

3. Les petits carrés du quadrillage sont numérotés de 1 a 1225.

a. On choisit au hasard un des petits carres, et on note son numero k

Quelle est la probabilité pour qu'il existe un entier naturel non nul n tel que Sn —K?

Un tel événement est appelé ‘succes’
b. On réalise 5 fois I'épreuve précédentg, » -
Quelle est la probabilité d’obtenir au moins trois succes"

EXERCICE 6 : Bac C 2003 Session normale

: : ition fixe

On dispose d'un damier de 5 cases sur 5 placés dans une posi ; ,

On p1a?:e au hasard sur ce damier 4 jetons portant les lettres du mot MATH (voir figure
ci-dessous). différentes

Les jetons sont posés sur des cases differentes. i

fLe:-: résultats Ses calculs seront donnés sous forme de fractions irréductibles).

1. Justifier que le nombre de dispositions possibles des 4 jetons est egal a 303 600.

2. a. Calculer la probabilité pour que les 4 jetons soient disposés sur une méme ligne.
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q;'an puisse lire le mot MATH sur une I_igne ou une
de gauche a droite sur une ligne, de bas
tives du mot MATH peuvent

R
b. Calculer la probabilité pour
colonne. (On convient que Ia lecture se fait 1
en haut sur une colonne et que deux lettres consecu
étre séparés par un espace).

3. Démontrer que la probabilité pour que deux jetons ne soient jamais places sur une

, . .
méme ligne est égale a 306"
4. Soit X la variable aléatoire qui indique le nombre de jetons placés sur la premiére

ligne.
a. Etablir ia loi de probabilité de X. ) ‘
b. Démontrer que I'espérance mathématique de X est égale a 0,8.

Colonne 1 Colonne 5

| |
ligns @
OO,

&)

Damier 5 sur 5

Ligne e,

EXERCICE 7 : Bac C 2004 Session normale

Lors d'une kermesse on organise un jeu d'adresse dénommeé « jeu du triangle » qui a
pour support trois petits T4, T2, Ta creusés dans le sol et formant un triangle équilatéral.
Pour engager une partie, le joueur achete trois billes a I'organisateur.

Il prend position au trou T et lance une bille en vue de la loger dans le trouTo.

Il fait ensuite un deuxiéme lancer a partir du trou Tz en visant le trou T3 puis un troisieme
et dernier lancer a partir du trou Ti en visant Ti.

A chacun de ces trois lancers, si le joueur réussit a loger la bile dans le trou visé, il la
reprend et il regoit une bile supplémentaire ; s'il ne réussit pas a loger la bille dans le trou
vise, il la perd.

Konaté est un inconditionnel du jeu triangle.

La probabilité pour gu'il réussisse un lancer donné est égale a %

On suppose que les trois lancers sont indépendants.
1. Démontrer que la probabilité pour que Konaté rate le premier lancer et qu'il réussisse

_ 4
les deux derniers est égale a 77
2. Ca_lculer la probabilité pour que Konaté réussisse deux sur les trois.
3. Soit X la variable aléatoire égale au nombre de billes que Konaté a la fin de la partie.
e ——

ez e T
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Déterminer 'ensemble des valeurs prises par X.
4. Calculer la loi de probabilité X

5. Démontrer que I'espérance mathématique de X est égale 3 4.
EXERCICE 8 : Bac C 2005 Session Normale

On sait par expérience qu'un tireur professionnel touche sa cible avec la probabilité 0,7,
Les tirs sont supposés indépendants.

Tous les résultats demandés seront donnés sous forme décimale exacte.
1. Le tireur effectue cing tirs successifs. Calculer la probabilité pour qu'il touche sa cible :

a. cing fois 7
b. exactement deux fois 7
c. au moins une fois ?

2. Il tire n fois de suite (n 2 1). Démontrer que la probabilité pour qu'il touche la cible au
: : R
moins une fois est égale a 1-{0,3) "

3. Combien faut-il de tirs au minimum pour que la cible soit touchée au moins une fois
avec une probabilité supérieure ou égale & 0,995 ?
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CORRECTION DES EXERCICES

EXERCICE 1 : Bac C 1997 Session de remplacement
1) la probabilité d'obtenir une boule blanche :
Ci_ 4 _2
P wrl= =
Cll 10 5
2) La probabilité de tirer 2 boules de méme couleur est .

_card M _.C52+C42=15+6= 21
PlMl‘ card = 2 45 35 15

10
o
PMI= o3
3) a- La probabilité de tirer exactement deux boules rouges est .
- Soit S I'événement " Obtenir une boule rouge" de probabilité P[S]: % t S

I'événement contraire c'est-a-dire “obtenir une boule rouge” de probabilité p ’SJ %
Nous sommes en présence d'un schéma de Bernoulli. On utilise la loi binomiale.
La probabilité de tirer exactement 2 boules rcuges est
P|2R|=C}Ps) PIS] =czr|}3 P‘S
—6x9x4
- 62
P2R|= 216
‘ ] 625
b- La probabilité de tirer au moins une boule blanche est .
. L'événement contraire est celui de ne tirer aucune boule blanche ;
Sa probabilité est
4
. | Hf
P15
- La probabilité de tirer au moins une boule blanche est :
4
=1-P. =1-|3
P=1-P =1-|3 ’
p _ 544
P = o
EXERCICE 2 : Bac C 1999 Session de normale
1) Soit £ rensemble des résultats. {2 est 'ensemble des 6 faces du dé.
a. Soit P(B) la probabilité d'avoir une face blanche. P(B) = % = %
b. Soit P(N) la probabilité d’avoir une face noire. P(N) — % = %
2) Soit E I'ensemble de résultats, E=*: donc card E = 61
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a. Soit P, la probabilité d'avoir dans I'ordre B, N. B et B. P = 4x2x4x4 _ 8

. 6 8l
b. Soit P, Ia probabilité d'avoir une seule face noire au cours des 4 lancers. Cette face

noire peut s’obtenir au 1%, 28 3¢ oy gy 4¢ lancer P - § 32
| 81 81

c. Soit P3 la probabilite d'avoir une face noire au 4¢ lancer, Py = 2X6x6x2 _ 1
' &4 3

3) n€N* Soit F 'ensemble des résultats . F=8" donccard F = 6"

a. La négation de “au moins une face blanche" est “aucune face blanche", c'est-a-dire
“quatre face noires”. La probabilité de cet événement est (3)"

Pn:]_(%)ﬂ - Pn:l_(‘i-)n 6
n
b- P, 2099 & 1-(1) 2099

= (1) <0
= nin (-;-)S —2In10

- 2inl0d

- {n3
=n =419

Le plus petit entier naturel non nul x7tel P, >0,99 est n; =5

EXERCICE 3 : Bac E 1999 Session normale
1) ly a dans une urne, 5 boules rouges et 10 boules blanches.

Le nombre de cas possible est donc C?S car l'ordre n'est pas important et les éléments

e n =

de tirage sont deux a deux distinctes : C‘f5 =1365
L'événement A réalisé si on tire 2 boules rouges parmi 5 et 2 boules blanches parmi 10.
Le nombre de cas favorables a la réalisation de I'evenement A estdonc Cz x C?

450 _ 30
C3x Clo= 430 PlAl= 365 = o1 B
Il est aisé de calculer la probabilité de B en passant par cellede B

B est 'avénement - “n’obtient aucune boule blanche® | c'est-a-dire “obtenir 4 boules
rouges”.

Le nombre de cas favorables a B est ¢ ;

|
- 71 (s oh
| 272
P[A|=1-P[B|=1-575= 577
2) a- le nombre de cas possibles est C3n
C%n _ an! _ 3n(3n-1)

2(3n - 2) 2 . : ;
On obtient dr;ux boules de méme couleur en obtenant soit 2 boules rouges parmi 77 soit

2 boules blanches parmi 2H1. , C2 4 C2
Le nombre de cas favorables a la réalisation de cet événement est L + on
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Z 2 nfn=-1) 2n(2n - 1) _ n(5n=3)
Cn + C2l'| = = + 5 ] =

et _ Gi+Ciy _ n(5n-3) 2 o _Sn=3
D'ots Pn = 6% 2 @ (3 -1)  3(3n-1)

b- Py é&tant une probabilité, alors elle est inférieure ou égale a 1.
La suite [Pn) est donc majorée par 1.
n>2

Sens de variation de (Pn) g5
n>
Considérons la fonction J dérivable sur {2;+00’ et définie par: f(x) = _3(53xx—__3_”
12 _ 4
93x—1)2  3(3x—1)?

Vx € [2;+ 00 [,f'(X)=

Vx € |2;+ooi,f'{x)> 0.
f est donc strictement croissante. Par conséquent,
Yne N . n> 2, f[n —+ ll> f(n); c'est-a-dire P”'H P,

La suite (Pn) 5 est donc strictement croissante.
h2

Autre méthode : on peut étudier le signede P —P,

P _P :‘5n+5—3 _ 52—-3 _ 5p+2 _ 5n-3
nel” T 3Bp+3-1) 3Bn-1) 3Bn+2) 33n-1
[5n+2][3n—!|-15n—3][3n+2| 4
3Ga-1) 3(3n—2}(3n—1)

Onan=22,3n—1>0 dou

P,,,H —P,, >0 c'est-a-dire P,,, > P, donc la suite [P |est strictement croissante.
c- La suite (Pn) 5 est croissante et majorée donc elle converge.
nz
: ” = Jit 5x - 3 _ 5
nll_l"I'ILP,, = I|m f{ x ) —3(3 =g :

EXERCICE 4 : Bac E 1996 Session de remplacement

PosonsE={1,2,3,---.,49,580}
Soit Q I'ensemble des resultats. Q =E x E. Donc Card } =50x 50 2500
1°)a.0Ona: {{(1:1):(2:2):(3;3);——-;(50;50)}donc P(a=b) = = l

b.{({a.b)/a+b=20}=/{1,19); (2; 18); (3, 17 ); (4:16); (5;15); {614} {?13} (8:12),
(9;11); (10 ;10); (11, 9); (12; 8), (13; 7); (14, 6); (15; 5); (16; 4), (17; 3); (18; 2); (19 ;1)}

Ily a 19 cas favorables. Donc la probabilité est : P(a + b = 20) = —

2500
—Il'y a 36 nombres entiers compris entre 15 et 50.
Pour chacun de ces entiers, il y a 50 couples solutions.
Par conséquent, le nombre de couples (a, b )telsque b> 15 est 36 x 50

Pb =15 =22= == Pb= 15) ==
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d-{(ab)/bza)
S! a =1, on a 50 couples solutions
Si a = 2, 0na49 couples solutions

Si a =49, on a 2 couples solutnons
Si a =150, on a 1 couple solution
Le nombre de cas favorables est -

50+49+48+47 +.  +2+1= E&?:_ug =25 x 51
_25%51 _ s1
P(bza}_zsnn = q0p = 051

2°) Soit El'événement: " b > a“ est réalisé au mains 2 fois.

E estl'événement: " b > a " est réalisé au plus 1 fois,

P(E ) =C5(0.49)° + C1(0,51)x (0,49)" =0,18
Onsaitque: P(E)+P(E)= 1 = P(E)=1-P(E) = P(E)=1-0,18 = P(E ) = 0,82
EXERCICE 5 : Bac E 1996 Session normale

1°) a. Sur une ligne, il y a 34 nceuds ; or, il y a 34 lignes qui contiennent les nceuds. Donc
le nombre de nceuds est 34 x 34 = 1156

b.1. Le quadrilatere AIMJ est un carré. Donc M est sur la diagonale [ AC ).
Or sur cette diagonale, il y a 34 nceuds.

Soit P cette probabilite ;| Py = ——= =
b.2. Sile périmétre est 24 cm, alors le demi- périmétre est 12 cm.

Les nceuds concernés ont donc pour couple de coordonnées

(11, (1113 /(2:10) (10, 2)/(3;9):(9,3)/(4,8),(8,;48)1(5;7);(7.5)/(6;6)

Il y a donc 11 nceuds. Soit P2 cette probabilite. Ona P; = 1—?5;

2°) 5 =142+3+4+ ... +(n=1)+n

a. S, est la somme des n premiers termes consécutifs d'une suite arithmétique de raison
1 et de premier terme 1. Sn = n(iz")

b. S» < 1225 < n(*27) <1225 < n* 4 n-2450 < 0
A = 992 Ona: ny =-50 et n =49 Orne N

Il y a donc 49 entiers naturels non nuls n tels que Sn < 1225

3°)a. D'aprés 2.. il y a 49 valeurs de k pourque Sn = k

Appelons Ps la probabilité du succes. Pa = 2 =2

1225 25
b. Appelons Pa cette probabilité

3 poand I\Y (24 s (1\°_ 10x24+ Sx24 + 1 _ 5881

P4 = Cg (é) (E) ¥ C; (;5-) (E_E) i3 CS (25) 25¢ GT6HSG2S

EXERCICE 6 : Bac C 2003 Session normale

1. Justifions que le nombre de dispositions possibles des 4 jetons est égal a
303 600.

Placer les 4 lettres du mot MATH sur ce damier de 25 cases est un arrangement des 4
parmi 25. Donc le nombre de dispositions possibles est

N = Ak = 25x24x23x22 N = 303 600.

2. a) Probabilité pour que les 4 jetons solent disposés sur une méme ligne.

5x A i 1
SoitA I : _ card(A) _ : P(A)= =58
événement : p(A) card(Q) AL 506
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b) Probabilité pour qu’on puisse lire le mot MATH sur une lign
Soit B I'événement :
1 1 1 1
p(B)=°3’“(B}=CSXC tCsxCs _5x5+5x5 _ p(g)= '
card(0) A“ 303600 60

e ou une colonne.

3. Probabilité pour que deux jEtDl‘IS ne soient jamais placés sur une méme ligne,

125
Soit C I'événement : p(C) = 25 x32003+61050x L = p(C)= 506

4. Soit X la variable aléatoire qui indique le nombre de jetons placés sur la premiére

ligne.X={0:1,2.3,4}.
a) Etablissons la loi de probabilité de X.

K o Adk o AK
(}(:k)—C4XA2U x Ag
25
Xi 0 1 2 3 4 Total
969 114 38 4 1
PA=2) 2530 253 253 253 2530

b) Démontrons que I'espérance mathématique de X est égale ao,s.
4
E(X)= Z x,p(X =
969 1% 1140 49 380 3y 40 4 1

E(X)=0x5z35* 15530 T 2530 ' °* 2530 * “ ¥ 2530
2024 _4 B

E(X)=2p2c=5 = E(X)=08

EXERCICE 7 : Bac C 2004 Session normale

1. Démontrons que la probabilité pour que Konaté rate le premier lancer et qu'il
réussisse les deux derniers est égale a — 57"

La probabilité pour qu'il reussisse un lancer donnée est B _3?_

La probabilité pour qu'il échoue un lancer donnée est g = %

La probabilité pour que Konaté rate le premier [ancer et qu'il réussisse les deux derniers
2
est: p=1 I 4
3| 2T
2. Calculons la probabilité pour que Konaté réussisse deux sur les trois.
| La probabilite pour gue Konaté réussisse deux lancers sur les trois est :

332 -oxdet-t

3. Determmons I'ensemble des variables aléatoires X.

Soit G le gain et P la perte

situation | GGG PPP GPG GPP GGP PGP PGG PPG
gain 6 0 4 2 4 2 4 2
Donc X={0:2:46).
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4. Calculons la loi de probabilité X_
3

px=0)=(3] = 5% P =2)=C}(2)(2) - <2
2

2
219 1) 4
=4)= LA i D P =12 . 2
pPX=4)=C3 3] [3J I gm=ms | P(X:6)=(§
Donc |a loi de probabilité de X est -

Xi 0 2 2 6 Total
_ 1 6 6 8
X=X g — Ry STE
a ) 27 27 27 27 L

5. Démontrons que I'espérance mathématique de X est égale a 4.

_ 1 6 12 8 108
E(X) Ux2?+2x2—?+4x.2.?_+6x2:r_=_2.? =4

Donc, I'esperance mathématique de X est égale 3 4.
EXERCICE 8 Bac C 2005 Session Normale

1. Calculons la probabilité pour qu’il touche sa cible :
a) cing fois ?
La probabilité pour que le tireur touche sa cible est 0,7.
La probabilité pour que le tireur ne touche pas sa cible est1 - 0,7 = 0,3.
Epreuve de Bernoulli et loi binomiale
La probabilité pour qu'il touche sa cible cing fois est py = (0,7)° = 0,16807.
b) exactement deux fois 7

La probabilité pour qu'il touche sa cible exactement deux fois est :
2

p, = C5(0.7) (0.3)> =10x(0.7)° x(0.3) = 0.343
c) au moins une fois ?
La probabilité pour qu'il touche sa cible au moins une fois est:
By - CL(0.7) (0.3)" - C2(0.7)(0.3)° - C3(0.7) (0.3) + C3(0.7)" (0.3 - C (0.7
Ou bien on détermine la probabilité de ne pas toucher la cible  p’ = (0,3)°.
Puis la probabilité de toucher au moins une fois e_st p=1 -_p’ =1 -(0,3)° = 0,99757.
2. Probabilité pour qu’il touche la cible au moins une fois est 1 = (0,3)".
La probabilité qu'il ne touche pas la cible n foi.s est: p’'=(0,3)". ’ i
La probabilité pour qu'il touche la cible au moins un fois es:t p= 1'— p'=1 - (0,3)". _
3. Le nombre de tirs au minimum pour que |a cible soit touchée au moins une fois
1-(0,3)"=0,995 = (0.3)"=1- 0,895 = 0,005 = In(0,3)" = In(0,005)

In(0,005) _
= nin(0,3)=In(0.005) = n= _f%.(_m} _4.4

Conclusion : le nombre de tirs au minimum est 4
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DEUXIEME PARTIE
10 DERNIERS SUJETS DU BAC
ENTIEREMENT RESOLUS

NUMERO EPREUVE ENONCE |CORRECTION
Sujet 1 Bac C 2015 315 | 344
Sujet 2 Bac C 2014 318 353
Sujet 3 Bac C 2013 321 361
Sujet 4 Bac C 2012 324 372
Sujet S Bac C 2011 327 383
Sujet 6 Bac C 2010 330 394
Sujet 7 Bac C 2009 333 405
Sujet 8 Bac C 2008 335 - 415
Sujet 9 Bac C 2007 338 427

Sujet 10 Bac C 2006 341 439
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SUJET 1 : BAC C 2015 SESSION NORMALE

EXERCICE 1

Dans un quartier d'affaires d'une ville, 1a Mairie a créé des parkings payants pour les
véhicules. Le prix du stationnement dans ces parkings est de 2 000 F par jour. Par
ailleurs le stationnement en tout autre endroit est interdit et 'amende a payer liée a cette
infraction est égale a 5 000 F.

On donnera les résultats sous forme de fractions irréductibles.

Partie I

Pour encourager les automobilistes & utiliser ses parkings, la Mairie organise. dans le
cadre d'une promotion, une loterie. Cette loterie est constituée de dix tickets identiques
disposés dans une urne dont deux sont gagnants.

Chaque automobiliste qui désire se garer dans un des parkings, effectue le tirage d'un
ticket. note le resultat, le remet dans l'urne puis effectue le deuxiéme tirage.

« Si les deux tickets tirés sont gagnants alors le client stationne gratuitement,

» Si un seul des deux tickets tirés est gagnant alors le client stationne a 1 000 F.

 Si aucun des deux tickets tirés n'est gagnant alors le client stationne a 2 000 F.

Un automobiliste se présente et effectue les deux tirages.

1. Calculer la probabilité de stationner gratuitement.

2. Justifier que la probabilité de payer la moitié du prix du stationnement est égale a %.

3. Calculer la probabilité de payer au moins 1 000 F pour le stationnement.

Partie Il
La probabilité pour un automobiliste d'etre interpellé par la Police Municipale pour

stationnement interdit et d'avoir alors a payer I'amende est egale ag _

Un automobiliste se gare n fois en stationnement interdit. Les risques d'amende sont
indépendants d'un stationnement interdit a l'autre.

1. a) Calculer la probabilité q» de payer 'amende au plus une fois.

b) Démontrer que la probabilité Pn qu'il paye au'moins une fois 'amende est
Po=1- =
c) Déterminer le plus petit entier naturel n pour que P,, = 0,99.
2. Monsieur Riko, exercant dans ce guartier, paye en moyenne 4800 F pour trois jours
de stationnement par semaine dans les parkings payants. |l estime que les
stationnements payants lui reviennent trop chers et prend le risque de se garer en
stationnement interdit trois fois dans la semaine.
Soit X 1a variable aléatoire qui prend pour valeur le montant total des amendes qu'il peut

payer dans la semaine.
a) Déterminer la loi de probabilité de X. . |
b) Monsieur Riko a-t-il intérét & se garer en stationnement interdit ?

Justifier la réponse.
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EXERCICE 2

Partie I
Le plan est muni du repére orthonormé d:rect (0, ] ,& ). L'unité graphique est 2cm.

On note A, B et C les points d'affixes respectives 2i; V3 + i et V3 +2i.
1. a) Calculer le module et I'argument principal de ;i- ol za et zs sont les affixes

respectives des points A et B.
b) En déduire que le triangle OAB est équilatéral.
2. On note P et Q les milieux respectifs des segments [ OB | et [ AB ].

r est la rotation de centre J d’affixe i et d'angle % et ¢ la translation de vecteur PQ.

Onpose. f=tor.

a) Déterminer I'image par f du point O.

b) Démontrer que f est une rotation dont on donnera l'angle.
c¢) Construire le centre K de f .

Partie II
1. Soit M un point du plan d'affixe z. On pose : z = x + iy, ou x et y des nombres réels

On note H le point d'affixe x + 3i.

Soit ( ') l'ensemble des points M du plan tels que : 2| z| = |y — 3|
a) Démontrerque : M€ (') < B £

MH 2
b) Justifier que ( T ) est une ellipse dont on précisera I'excentricité, un foyer et la
directrice ( D ) associée.
. , (y+1)°
c) Démontrerque . M€ () = —+ T = 1
d) Préciser les coordonnees du cenlre QO de (I') etles coordonnées des sommets de
(T') dans le repére (O, e ,e; ).
e) Tracer (I').
2. Soit(r’")limagede (T )parf.
a) Démontrer que (T’ ) est une ellipse d'excentricité >

b) Préciser un foyer et la directrice associée.

PROBLEME
Le plan est muni d’un repére orthonormé (O, 1, J ). L'unité graphique est 10 cm.

- -x? i .
On considére la fonction f définie sur [0; + o[ par: [;::(:;))—_(Oe Ljhx tw20
On note ( C ) la courbe représentative de la fonction f dans le plan muni du repére
(O, 1, J). On se propose dans ce probléme de trouver un encadrement de [ Ul f(x)dx
Partie A
On considére les fonctions h et g dérivables et definies sur ] 0 ; + o[ par :
hx)=Inx+e*+ 1 et g(x)=xinx+ e*— 1.

| Vx€]Oalh(x)<0
On admet qu'il existe un nombre reela €]0;1[telque . {Vx €la,+oo[ h(x)>0
h(a)=0
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1. Calculer les limitesdegenOeten + w.
2. Justifierque : Vx €) 0; + o[, g"' (x)=h(x)
3. a) Etudier les variations de g sur l'intervalle 10+ oof .
b) Dresser le tableau de variation de g.
4.a) Démontrer que I'equation : x €] 0 ; + oof, g( x ) = 0 admet une solution unique 3
b) Justifierque : £ €10.3;04 [
c) Demontrer que : vx €] 0; B[, g(x)<0 ; ¥x€]f; +oo[,g(x) >0
Partie B
1. Démontrer que f est continue en 0,
2. Justifier que f est dérivable en 0.
3.a) Calculer lim f( x )

b) Calculer im X

x
c) Donner une interprétation graphique des résultats des limites des questions a) et b)
4. On admet que f estderivable sur] 0 ; + oof .

-
e” x

a) Démontrer que - Yx €] 0; +oo, f'(x) = — P g(x?)

b) Déterminer les variations de f sur[ 0, + o [.
c) Dresser le tableau de variation de f .

5. a) Déterminer une équation de la tangente ( T ) a (C ) au point d'abscisse 1.
b) Tracer (C ) et ( T ) dans le plan muni du repére ( O, |. J ). Onprendra ff = 0,31

Partie C
1. Sachantque : ¥vx € R,e* = 1+x
a) Démontrer que : ¥x €] 0; + ®[,—1 £ —e¢ "= -1+x

b) Démontrer que " ¥x €] 0; +o[,1—x < e *<1-x+ z
2. Soit t un nombre réel appartenant a l'intervalle J0 ;1.
Onpose: vn € N 1,(t) = [, x"Inxdx
a) A l'aide d'une intégration par parties, calculer 1,(t)
b) Démontrer que - vt €] 0;1],— 1;(¢ ) + %h( t) < _[:f(x Jdx < —1,(t)
3.0npose:S= fr:f(x)ﬂ'x
a) Donner une interprétation geométrique de S
b) On admet que : Itir_rgjr’f{x)dx =8,

Déterminer un encadrement de S.
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SUJET 2 : BAC C 2014 SESSION NORMALE

EXERCICE 1

I. 1. Demontrer qu'il existe un couple (a ; b) d'entiers relatifs tel que 45a — 16b =1
2. Soit I'équation (E) : 45x -16y =2 ol x et y sont des entiers relatifs.

a) Justifier que le couple (10 ; 28) est une solution particuliere de (E)

b) Résoudre (E)

II. Deux navires A et B accostent réguliérement et périodiqguement dans un port pour

décharger et charger des marchandises.

Le navire A accoste tous les 90 jours et B accoste tous les 32 jours.

Le navire A accoste un jour Jo au port et quatre jours plus tard, B accoste au port a

son tour,

. On note Ji le jour de la prochaine entrée simultanée des deux navires au port.

1. Soient u et v le nombre d’entrées au port effectuées respectivement par A et B entre

Jo et Ji (Jo non compris).

Démontrer que le couple (U ; v ) est une solution de (E).

2. Déterminer le couple (u ;v ).
3. Calculer le nombre de jours qui s'écoulent entre Jo et J1 ( Jo non compris ).

EXERCICE 2

L'unité de longueur est le centimétre.

Dans le plan orienté, on considére un triangle ABC rectangle en A tel que :
Mes( AB ,AC) = — % et Mes(CA,CB)= — E
I. 1. On considére la similitude directe S qui transforme Aen B et C en A.
a) Faire une figure en prenant AC =7. (On complétera la figure au fur et a mesure)
b) Justifier que S n'est pas une translation.

¢) Justifier que I'angle de la similitude directe S est — -E

d) Déterminer le rapport de S.

2. On note (2 le centre de S.

a) Démontrer que Q appartient aux cercles (C') et (C) de diamétres respectifs [AB] et
[AC].

b) Justifier que Q est le projeté orthogonal de A sur la droite (BC).

3. Soit (A) une droite passant par A et ne passant pas par Q.

(D) est la perpendiculaire a (A) passant par C.

On appelle B’ et C' les projetés orthogonaux respectifs de B et C sur ( A).

a) Déterminer les images respectives de ( D ) et ( A ) par S.

b) En déduire I'image du point C' par S.

¢) Deéduire de ce qui précéde que le cercle de diameétre [ B'C’ ] passe par un point fixe
lorsque la droite (A) varie. Préciser ce point fixe.
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IL. 1. Placer le point | de la demi — droite [ AC )telque : AB = Al

2. Le plan complexe est muni dy repére orthonormé direct (A; 'AT,A_B')

a) Démontrer que l'affixe du point C est V3

b) Soit M un point d'affixe z et M * le point d'affixe z' image de M par S.

Justifierque:z2'= — i—?z + i

c) Determiner I'affixe du centre Q de S.

3. a) Déterminer 'ensemble ( I ) des points M d'affixe ztel que | 2' | = 1.
b) Tracer (I").

PROBLEME

Le plan est muni d'un repére orthonormé (O, I, J). L'unité graphique est égale & 2 cm
Partie A

Soit f la fonction dérivable sur lintervalle ] 0; + = [ et définie sur [ O; + = [ par:
{f(x)=x2( 1-2Inx), si x>0

f(0) =0

On note ( C ) sa représentation graphique dans le plan muni du repére (O, I, J )

1. Demontrer que f est continue en 0.
2. Justifier que la courbe (C) admet en son point d'abscisse 0. une tangente horizontale.

3. a) Calculer lim f(x) et lim Hx)
K=t - 0C X—+> x

b) Interpréter graphiquement les résuitats de la question 3. a)
4. a) Démontrer que pour tout x élément de l'intervalle ] 0 . + = [, f'( x ) = - 4xInx.
b) Etudier les variations de fsur [ 0 ; + = [, puis dresser son tableau de varnation.

vxe[0:;Ve], 0 <f(x) =1
vx€]Ve.+oof f(x) <0
5. a) Déterminer une équation de latangente (T ) a ( C ) en son point d'abscisse Ve
b) Tracer (T) et (C)
Partie B
a estun élémentde ] 0; Ve[V ]Ve; +oo[ et x estun nombre réel strictement positif.
Onpose:S = f:f(t}dt
1. A l'aide d'une intégration par parties, déemontrer que :
g =i 2Inx ) - “—3(5—2Ina)
a4t 3 '3
2. On note A(a) laire en cm? de la partie du plan limitée par (C) et les droites
d'équations: y=0,x=a et x =e
a) Démontrer que A(a) = (4 fﬂJE f(t ) dt) cm?.

(On distinguera les cas a < Ve et a > Ve )
b) On suppose dans cette question que a > Ve

c) Calculer f(v/e ) etjustifier que {
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8 2
Déterminer la valeur de a pour laquelle A(a) = (; eve ) cm
3. Déduire de ce qui précéde que l'aire en cm?® de la partie du plan comprise entre la

s . 16
courbe (C), la droite (Ol) et les droites d'équations x =0 et x = €s est égale a ';;'EJE.

Partie C
n est un entier naturel.Soit f, la fonction dérivable sur I'intervalle [0 ; + =[ et définie par :

1—-n .

{fn(x) = x}(n- 2Inx)e %z, six>0
f.(0)=0

On note (Cn) la représentation graphique de f, dans le plan muni du repere (O, 1, J)

1. Démontrer que (Cn) est limage de (C1) par 'homothétie de centre O et de rapport

n-—1
e z . Onremarquera que (C1)= (C)

2.
a) Construire la courbe (C: ) et ses tangentes aux points d’abscisses respectives O et e.
b) Déterminer en cm?, l'aire de la partie du plan limitée par la courbe (Cz ), les droites

(Ol), (OJ) et la droite d’équation x = e.
3. Déterminer I'aire en cm? de la partie du plan comprise entre la courbe (C2 ), la droite

&
(Ol) et les droites d'équations x =0 et x = €3
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SUJET 3 : BAC C 2013 SESSION NORMALE

EXERCICE 1

a est un nombre réel strictement positif et différent de 1.

On considére la fonction f dérivable sur R * et définie par: F(X) = V1 + ax*.
On admettra que f est strictement croissante sur R~ .

u,. = 0
Soit Ia suite (un) définie par : 0
VxeN, u,  =14)
1. Onsupposeque: 0 < a < 1
a. Démontrer par récurrence que :
- 1
i) pour tout n élémentde N, 0 < iy & 7

ii) la suite (u,) est croissante.
b. Démontrer que la suite ( un) est convergente puis déterminer sa limite
2. Onsupposeque: a > 1

Soit la suite (va) définiepar - v = (y

a. Démontrer que (va) est une suite géométrique dont on déterminera la raison et
le premier terme.

b. En déduire que : V7€ N, (4, - =a”

1)2 ~(u,, )2 pour tout entier naturel n.

c.Onpose So =1 et Sn=1+a+a ... +a""', pour ne N
. fl?

Justifier que : Sn__ﬁ}}_

d. En déduire que : VIEN, U n:.{.S‘n_

EXERCICE 2

Dans le plan mun

considére les points A(- 1; 0) et 1(4:0). _
On note (E) l'ellipse de centre | dont un sommet est A et un foyer est le point O.

1 a Déterminer les coordonnees des trois autres sommets de (E) dans le repere
(O, ey, ez ) .
b. Justifier que I'excentricité de ( E)estégalea 3
directrice (D) de l'ellipse (E) associée au foyer O dans

i dun repére orthonormé direct (O, &1, €2 ) dunit¢ 1cm, on

c. Donner une équation de |a
le repére (O, €1, €2 )
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2.a. Démontrer qu'une équation de (E) dans le repere (O, e1, e2) est:

2 2
-4 y°_
75 *tg ="
b. Construire (E)
3. On considére I'equation :

(Ea): 2€, z%-2 (4 + 5cosa)z +ficos a+5 )2=0 avec ae[ 0; w]

a. Justifier que le discriminant de (Eq) est A = (Bisina)*.

b. Résoudre I'dquation (Ec). On notera z; la solution dont la partie imaginaire est
strictement positive et zz 'autre solution.

c. On note M; le point d'affixe z1 et M: le point d’affixe z» dans le repere O, €1, €2 :
Démontrer que M: et Mz appartiennent a (E) lorsque a décrit l'intervalle [0 ; 1]

PROBLEME
Partie A
- scatarnes _ _ Inx
On considére la fonction dérivable sur |0 ; + <[ et définie par : f(X)—1———-E
+ X

On note (C) la courbe représentative de f dans le plan muni du repére orthonorme
(0, 1,J). Unités : Ol =2cm et OJ=4cm

1. Soit Ia fonction u dérivable sur JO ; + «[ et définie par : u(x) =1 + x* - 2x*Inx

1. Calculer lim_u(x ) et lim v )

2.a. Etudier les variations de u sur J0 ; + «[ puis dresser son tableau de variation
b. Démontrer que I'équation : (E) : xe]{J; +oo[, u(x) = 0 admet une solution unique a.

c. Démontrerque ; 1,89< a <1,9
sixe]tl; a | alors ux) > 0

d. Justifier que :
six€ja;, + oo alors u(x )< 0

‘II-
lim f(x) et lim f(x)
1. Calculer X—0 X— + 00

2. a. Démontrer que pour tout x élément de [0 ; + <[, £* ( x) = v )
x (1 + x2)2

b. Démontrer que f(a‘)z-i?-
2a

c. Etudier les variations de f sur J0 ; + <[ puis dresser le tableau de variation de f.
3. a. Déterminer les coordonnées du point d'intersection de (C) et (Ol)

b. Déterminer suivant les valeurs de x, le signe de f(x) pour tout x élément de ]0 ;+ «[.
4.Tracer ( C ) dans le plan muni du repére (O, |, J).
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Partie B

On note F la fonction dérivable sur 10 ; + =[ et définie par: £ w) = J”1 '"’F dat
1. a. Déterminer le signe de F syr 10; + o[,

b. Calculer F * (x) pour tout nombre réel x élément de J0 ; + «[

2. Onnote ¢ la bijection réciproque de Ia fonction tangente sur [D;

SRR

a. Demontrer que pour tout x élément de [0:+ef o' (x )= . S
1+ x?

b. Soit h la fonction définie par : X e] O  mo | ik F%X)
h(0)= 1
Démontrer que h est continue en 0.
3. a. Démontrer, a I'aide d'une intégration par parties, que :

vx €]0 i+ oo [, F(x) = (X )nx - j;"h (1) dt
b. En utilisant la question 2-b) de la partie B, démontrer que Iirno wx)nx=0
X —

4. On admettra que F est prolongeable par continuité en 0 et que

VYx € ]0; +f, F )= F[%] Soit G le prolongement par continuite de F en 0.

Vx €|0+00], GX)=F (x)
G(0)={

On désigne par (I ) sa courbe représentative dans le repere (0, 1, J).

Onpose G(0)= ¥ ((€R). G est définie par:

N | Gx) =14
a. Démontrer que X_I'.T - (X)

b. Etudier les variations de G sur [0 ; + <[, puis dresser son tableau de variation.

n n

= ('—1)k —_ 1_ - i L — +“_(___1)___

5.0n pose : vneN, Vn—k20(2k+1 ) 2 12 32 (2!? 4 1)2
On admet que : | {—v, | < (2n 1+ 3)2

, 209
a. Justifier que : V, =555

| 1 3
b. Déterminer le plus petit entier naturel n tel que . m < 25.10

-3 s
¢. En déduire une valeur approchée de £ a 25.10°° pres.

d. Donner I'allure de (I” )dans le plan muni du repére (O, 1. J).
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SUJET 4 : BAC C 2012 SESSION NORMALE

EXERCICE 1
L'ARETI est une association au sein de laquelle les hommes sont plus nombreux que les
femmes. Les colisations mensuelles sont de 900 F CFA pour les hommes et de 700 F

CFA pour les femmes.

Pour sa féte annuelle,
des pagnes aux femmes. Malheureusement, il
d’hommes de cette association. Cependant, il sait que les cotisations de tous les

membres s'élévent & 20000 F CFA.
L'objectif de cet exercice est de déterminer le nombre d’'hommes et de femmes de cette

le parrain de 'ARETI désire offrir des tee-shirts aux hommes et
ne connait pas le nombre de femmes et

association.

1. On considére I'équation (E) : (x; y) € ZxZ, 9x + 7y =1.

a) Soit (x : y) un couple solution de (E). Démontrer que 2x = 1[7].

b) Résoudre dans Z l'équation 2x = 1(7].

c) En déduire que I'ensemble des solutions de (E) est {(4 + 7k ; = 5—-9k), k€ Z}.
2. Résoudre I'équation (E') : (x ; y) € ZxZ, 9x + 7y = 200.

1 En deéduire le nombre d’hommes et de femmes de cette association.

EXERCICE 2

Le plan est muni d'un repére orthonormé (O, &/ , &) tel que llesll = llezll = 2 cm.
K est le point de coordonnées (— 1 0).

Soit (") 'ensemble des points M du plan de coordonnées (x ; y) vérifiant .
3x2+4y?+6x-9=0

1. Justifier que (") est une ellipse.

2. Onnote :

« F' et F les foyers de (") ;

- A’ et A les sommets de (") situés sur l'axe facal.
L'abscisse de A’ est négative. B' et B sont les autres sommets de l'ellipse.

a) Justifier que les coordonnees respectives de F et F' dans le repere (O, &; , &;) sont (0,
0)et(-2:0).

b) Déterminer les coordonnées de A, A, B et B’ dans le repére (O, e, , e;).

¢) Construire (") dans le plan muni du repeére (O, g , €;).

3. Soit M un point quelconque de (I").
a) Construire le point N tel que KMN soit un triangle rectangle isocéle en N de sens

indirect puis, construire le point P symétrique de K par rapport a N.
b) Justifier que P est limage de M par une similitude directe S de centre K dont on

précisera le rapport et I'angle. .
¢) On admettra que I'image d'une conique par une similitude directe est une conique de

méme nature.
Déterminer et construire 'ensemble (€) des points P lorsque M décrit ().
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4. z est'affixe d'un point quelconque du plan etz T'affixe du point M’ limage de M par S.
a) Démontrer que l'écriture complexe de la similitude directe S est z' = (1 — i)z = i
b) On note G’ et G les images respectives par S des foyers F' et F de ().
Déterminer les coordonnées des points G’ et G dans le repere (O, e; , &;).
c) Démontrer qu'une équation de (C) dans le repére (O, &, . &) est:
X2+ Ty +2xy + 14x + 2y —41 = Q.

PROBLEME

Un!

Soit (z,) 1a suite définie, pour tout entier naturel # non nul, par: u, = —
n

Le but de ce probléme est de déterminer la limite de la suite @ )) o
Fi cf

PARTIE A
Soit £ la fonction dérivable sur |0;+od et définie par : f (X )= %'x:} —%—Inx.

On désigne par (c) la courbe représentative de f dans le plan muni d'un repére
orthonormé (O, |, J). Unite graphique : 2 cm

1. a) Démontrer que la droite (OJ) est un asymptote a la courbe (c).

fix)

X

lim f(x ' im et interpréter graphiquement ces
b) Calculer , liM_ (xX) puis XL—iux, p graphiq

résultats.
2. a) Calculer f'(x) pour tout x élément de |0;+od.
b) En déduire les variations de £ .
¢) Dresser le tableau de variation de f .
3. Construire (c) dans le repere (O, 1. J).

PARTIE B
Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2.

1
1. A I'aide d'une intégration par parties, calculer f 1 In (£)at.
n

1
2.onpose A, = [ ().
1

a) Interpréter graphiquement Ay,
3 2 1 In(nm)

c) Calculer HETmAq.

3.a) Soit k un entier naturel tel que 1<k<n-1 n
| +

k k+1 1 _k+1_ [ 1k
Demomrerque:we{;; = ],ﬂﬂm;f(—n—')ﬂrﬁ f)de < — f(=)
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b) En déduire que :
lf(?_)+;(1)+ +f(— < A {El (—-)+f(—-}+ =l
n n n

4. On pose : Sn =%‘f(%)+f(ﬁ)+...+f Q_)

a) Démontrer que ;: A, <S, <A, +%f(%)-

b) En déduire que : liMS,, = 3
n ——4oC 4

PARTIE C
1. Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel non nul n,

2
n(n+1)

P42 ot PP =75

: f
2.a) Justifier que pour tout entier naturel non nul n,In "%)—'rm %)+--- +In (g) = In(F)
b) En déduire que pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2,
1 2 1 nt, 1
Si= n(n+1 ——In —)— =
o= ol 710 =3

1
En dédui lim —In (=)=-1
c) En déduire que: _lIM n ( )

1

3.a) Justifier que pour tout entier naturel non nulz, In (U,) = —In (—).
n n

b) En déduire la limite de la suite (Un ), N
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SUJET 5 : BAC C 2011 SESSION NORMALE

EXERCICE 1

Le plan est muni du repére orthonormé direct (O;8,; &,).

A tout point M daffixe z, on fait correspondre le point M’ d'affixe 2" telle que ' = z2 -4z

1. Calculer Jes: coordonnées. (x'; ) du point M’ en fonction des coordonnées (x ;. y)
du point M.

2.a) pémontrer que l'ensemble (H) des points M du plan tels que z' soit un nombre
imaginaire pur est une hyperbole.
b) Préciser dans le repere (O; e,: ég) les coordonnées du centre Q, celles des sommets

et les equations des asymptotes de (H).
c) Construire (H).

3. Soit P le point d'affixe —g— 2i.

Déterminer les points M du plan tels que le quadrilatére OMM'P soit un parallélogramme.
EXERCICE 2
Un livreur de pain qui fait son service a moto, doit servir tous les jours un client a
20 heures précises.
La livraison de pain chez ce client est independante d'un jour a l'autre,
Habituellement, le livreur met 10 minutes de la boulangerie au domicile de ce client :
mais la mairie a fait installer sur son trajet deux feux tricolores non synchronisés et
indépendants.

- Sl arrive a un feu orange, il s’arréte 60 secondes et repart.

- S'il arrive & un feu rouge, il s'arréte 30 secondes et repart.
Pour chaque feu :

o, . 1
- la probabilité d'étre vert a I'arrivée du livreur est 3

S : 1
- la probabilité d'étre orange a l'arrivée du livreur est 7

On note X la variable aléatoire égale au temps mis en minutes par le livreur pour arriver
au domicile du client. _
1- a) Justifier que I'ensemble des valeurs prises par Xest{10;10,5;11,;11,5;12).
. 5
b) Justifier que P(X = 11) = 7&.

c) Déterminer la loi de probabilité de X.
2- Calculer I'espérance mathématique de X. Interpréter ce résultat.

3 - Le livreur part a 19 h 49 min de |a boulangerie. | |
a) Calculer la probabilité qu'il arrive a 20 heures précises chez le client.

b) Calculer la probabilité qu'il arrive en retard chez le client.
4 - Pour cette question, on donnera l'arrondi d’'ordre 3 de chaque résultat.
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a) Calculer la probabilité pour que le pain soit livré exactement trois fois a 20 heures

précises au cours d'une semaine.
b) Calculer la probabilité pour que le pain soit livié au moins une fois a 20 heures

precises au cours d'une semaine.

PROBLEME
Le plan est muni d'un repére orthonormé (O, |, J). L'unité graphique est 2 cm.

Soit k un nombre réel non nul.
On considére la fonction f‘, dérivable sur R et définie par :

—X
f (x)=(2x+4k)e?k —x.
On note (c) la courbe représentative de la fonction 7, .
Le but du probléeme est d'étudier les fonctions l:f de construire la courbe (ci) et de

donner un programme de construction de la courbe (cx) pour k difféerent de 1.

Partie A : Etude d’une fonction auxiliaire.
X

Soit h la fonction numérique dérivable sur R et définie par: A (x )= x +e2.

1. Etudier le sens de variations de h.
2. Calculer les limitesde hen — oo eten + o .

3. a) Démontrer gue I'équation f?(X)=0 admet dans R une solution unique ’ tel
que . —071<’ <-070.
b) En déduire que :
Vxe]—oc;d, Alx)<0;
vV x €Ja;+ oo, A(x)>0.

Partie B : Etude de la fonction f;.
X

Pour tout nombre réel x : f,(x)= 2x +4)e_§ —X.
1.a) Démontrer quef, @)=-2 —a - g,
b) En déduire un encadrement de £(Q )d'amplitude 0,1.

2.a) Pour tout réel X, calculer £, (x ) et démontrer que h(x)=x+e(¥2)

b) en déduire les variations de £, .
3.a) Calculer la limite quand x tend vers — oo de f,(x ) puis la limite quand X tend

fix) :
vers — oc de = Interpréter graphiquement ces résultats.

b) Calculer la limite quand X tend vers + o« de fix)
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c) Démontrer que la droite (D) d'équation y = — x est une asymptote a (c1) en + oc
4.a) Dresser le tableau de variation de 7.

b) Construire la draite (D) et la courbe (c1) dans le plan muni du repére (O, I, J).
5.2a) A laide dune intégration par parties, calculer pour tout nombre réel x:

&
Ix)= f; Qt+4)e 2 ot

b) En déduire en cm? ['aire as de la partie du plan limitée par
« la courbe (c1) .
« |a droite (D) ;
« |la droite (QJ) et la droite d'équation: x = 2.
Partie C : Etude de la fonction fi.

X
1.a) Démontrer que pour tout nombre réel X :f‘,; (x)= —hlklx]e 2k

b) En utilisant la partie A. étudier les variations de f;‘, suivant le signe de k.
c) Vérifier que ® /f (ka )= K (@)
d) Dresser le tableau de variation de £, suivant le signe de k.

(On ne demande pas de calculer les limites de fk )
2.a) Démontrer que (cx) est l'image de (c1) par 'nomothétie de centre O et de rapport K.

b) En déduire la construction de (c .1) dans le méme repére que (t1) .
2

3. On note ax I'aire de la partie du plan limitee par .
* la courbe (cx) .

» |a droite (D} ,

- |a droite (OJ) et la droite d’équation x =2k.
Déterminer en cm? ax en fonction de K.
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SUJET 6 : BAC C 2010 SESSION NORMALE

EXERCICE 1
g fE o ; |
On se propose d'étudier la suite (U " ) de nombres réels, définie par: U, = l+E et pour

tout entier naturel non nul 77, Un+] :£1+€—,1¢,-JU”.

Dans cet exercice, on admettra que pour tout nombre réel ¢ strictement positif, on a:

12
I—T<ln(l+f)<f (1

Soit f  la fonction numérique dérivable sur R et définie par- f(x)=In(1+e~%)

-2X ;
1. En utilisant l'inégalité (1), justifierque: Yx € R, e=* — f"__i_ & Flx )4 e X.

2. Démontrer que la suite (U n) est strictement croissante.

3. Démontrer par récurrence que: Yrn € N*, In(U )= f()+ f(2)+...+ f(n).

1 o ] ]
oy gm—— et b”-——-—+7+.4.m

-
e el e

4, 0npose. 4 =

1
R Ez

| —

a. A I'aide des questions 1) et 3), démontrer que: g - ;_,g,” <In(U,)<ay,

_ =0
b. Justifier que: Yn e N*, g, = l—e™™
PR e—1

c. Démontrer que la suite (U”) est majorée.

En déduire que la suite (U n) est convergente.

d. On note { 1a limite de la suite (Un)' Démontrer que _2e+1 1, ¢ < | puis

en déduire une valeur approchée de f a 0,1 pres.

EXERCICE 2

Un jeu consiste a lancer trois fois un dé cubique équilibré & 6 faces, numérotées de 1 ab
et on note successivement les chiffres obtenus sur la face supérieure.

1. Démontrer que la probabilité d'obtenir 3 chiffres identiques est ?fli’i"

2. Calculer la probabilité d'obtenir 3 chiffres dont la somme est egale a 6.

3. Déemontrer que la probabilité d'obtenir exactement deux chiffres identiques est TS';_T
4, Le droit de participation au jeu est de 3 000 francs.
- 51 le joueur obtient 3 chiffres identiques, il regoit 5 000 francs;
- s'il obtient 3 chiffres deux a deux distincts, il regoit 3 000 francs,
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- §'il obtient exactement deux chiffres identiques, il ne recoit rien.
Soit X la vanable aléatoire égale au gain algébrique d'un joueur au cours d'une partie.

On appelle gain algebrique d'un joueur la différence entre ce quiil regoit et sa mise:
a. Déterminer les valeurs prises par X.

b. Déterminer la loi de probabilité de X.
c. Déterminer le gain moyen d'un joueur au cours d'une partie. Le jeu est-il équitable?

PROBLEME

Le plan est muni d'un repére orthonormé direct (0, I, J).
L'unité graphique est le centimétre.
Partie A

Soient f et & les fonctions numériques dérivables sur R et définies pour tout réel x

PAN: f(x)=1{—-5x+4JxT+15|® g(x)=H-5x-4/xT+15|

.1|
On note ((,‘) et [(. ] les courbes représentatives des fonctions f et &.

1, a. Calculer les limites de f en —O0 eten +00.

b. Démontrer que la droite(&) d'équation y:—%—x est une asymptote a [C) en + 00 .
c. Justifier que la courbe (() est au-dessus de la droite (A]
Dans la suite du probléme, on admettra que la droite (zﬁ']d'équaﬁcn y=—3xest

une asymptote a (C] en — oo et que la courbe (() est au-dessus de la droite

(4]
2. a. Calculer f '(x) pour tout reel x.

b. Démontrer que f est strictement décroissante sur R puis dresser son tableau de

variation.
3 Déterminer les points d'intersection de la courbe (C] avec les droites [01 ] et (()J )

' | 1 ;
4. a. Construire (ﬂ) _ tf_\. J et la courbe (C J dans le plan muni du repére (0, |, J).

b. Démontrer que la courbe [C'] est l'image de la courbe ((T) par la symétrie de centre

0.

¢. Construire la courbe [C') dans le méme repére que ((‘ )
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Partie B
Dans cette partie, on admettra que limage d'une hyperbole (H) de

Joyers F et F, de sommets A et A' par une similitude directe s, est
une hyperbole (H) de foyer s (F) et s(F), de sommets s(A) et s(A).
On note (H) la courbe d'équation: 3x2+3y>+1 Oxy—80=0

1. Démontrer que {HJ= (C)U[C'J'

2. Soit s la similitude directe de centre O, de rapport —‘get d'angle ~Z

Soit x, X', y et y' des nombres réels.
Pour tout point M du plan d'affixe Z=X+1{)/, on note M' le point d'affixe z'=X'+3:]’" tel

que M’ = s(M).
a. Determiner I'écriture complexe de s.
1

b. Justifier que x'm—_ifx+y] et y':%[—x + y)-

¢. En déduire que M appartient a (H) si et seulement si M' appartient a la courbe (I
d'équation 4x2—y?=20.

3. a. Justifier que (I') est une hyperbole puis déterminer les coordonnees de ses foyers

et de ses sommets.

b. Déterminer l'excentricité de(I').

c. Construire (I') et ses asymptotes dans le méme repére que (H).
(On utilisera deux couleurs différentes pour (H) et (T')).

4. Deduire des questions précédentes que (H) est une hyperbole dont on précisera
les foyers et les sommets.
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SUJET 7 : BAC C 2009 SESSION NORMALE

EXERCICE 1

onpose : a=2{cosZ+isinZ), b= Ty FadeN. e W b ot
o |CosT 6] JE[CDS-‘T+ISII]T]. c—ﬁ(cosjﬂsm-j]
artie

1. Exprimeraﬁ, bf’et c;‘(’sous forme algébrique.
2. En déduire une solution de I'¢quation (E): z€C, 26 =—8i

a. Vérifier que j3 =1

b. Déemontrer que jb et jzb sont aussi des solutions de (E).
c. En déduire toutes les solutions de (E). Les écrire sous forme algébrique.

Partie B
X= 0[6]
x= 3[4]

2 Déterminer tous les entiers naturels /1 vérifiant a la fois les deux propositions
suivantes:

- a’® est un nombre réel

- b" est un imaginaire pur.

EXERCICE 2 S

OAB est un triangle rectangle isocéle en O tel que MES(OA,(_)E )= 1;—

On désigne par | le milieu du segment [AB], par (C) le cercle de centre O et de rayon OA
et par (I') le cercle de diametre [AB].

Le point D est l'intersection du cercle (C) et de la demi-droite [ 10).
On note J le point d'intersection de la demi-droite [DB) et du cercle (I').

1. Résoudre dans Z le systéme :

1. a. Faire une figure.
b. Justifier que ME?S[_EHH, DB’ = % :

riangle DAJ est rectangle isocéle en J et de sens direct.
B O o tratte (0J) est la médiatrice du segment [AD).
2. Soit S la similitude directe de centre A telle que S(I) = O.
a. Déterminer le rapport k et l'angle 6de S.
b. Soit H le milieu du segment [JA] et K le
droite (AD). Démontrer que S (H) =K

¢. Déterminer la mesure principale de ['angle oriente

point d'intersection de la droite (0J) avec la

3. Déterminer limage du cercle (T') par S.
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S—

PROBLEME

On considére |

a fonction f dérivable sur lintervalle ]O;'*'OC{ et définie par -

aox
(C) est |a représentation graphique de f dans le repere

Unité graphique 2 cm.
Partie A

On considére la fonction o/ dérivable sur l'intervalle ]

u(x)=x2+4-4Inx
1. Etudier les variations de { .
2. Justifier que: Vx € ]0; + 00[, u(x)>0

Partie B
1. Calculer la limite de f en 0 et interpréter graphiquement le résultat.

2. a. Calculer la limite de [ en + 0.

orthonormé (0, |, J).

0;+0C{et définie par :

b. Démontrer que la droite (D) d'équation y=%x—l est asymptote a (C) en +aC,
3. a. Vérifier que: - 1 ey = U(X)
q Vxe]0,+<:0[, f(x) s 3

b. En déduire le sens de variation de f et dresser son tableau de variation.
4. a. Démontrer que léquation f'(x)=0 admet une solution & telque I<a <e.

b. Déterminer une valeur approchée a 10 ~1 prés de O .
5. a. Démontrer qu'il existe un point unique A de (C) ol la tangente (T) est paralléle a la

droite (D).
b. Donner les coordonnées du point A,
a. Etudier la position relative de (D) par rapport a (C).

b. Construire (T), (D) et (C).
Partie C
On considére la suite numerique (a”) définie pour tout entier n21 par

€’ 21nt

aH_:J' —dt
en—1

1. a, Hachurer sur le graphique le domaine du plan dont l'aire en unité d'aire est égale a
a
I

b. Interpréter graphiquement le nombre 4,,.

c. Calculer d,, puis étudier la convergence de la suite ((’n)-

: ‘ _ 2
2. Justifier que: c.'l +u2 +c.'3+...+::1r,.,I =n“ .
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SUJET 8 : BAC C 2008 SESSION NORMALE

EXERCICE 1

Soit ABC un triangle equilatéral de sens direct,

On désigne par G le barycentre des points pondérés (A;1),(8:1)et(C;-1).
Pour la figure, prendre comme unité de longueur le centimétre et AB = 6.
Cette figure sera complétée au fur et 4 mesure.

1. Demontrer que le quadrilatére ACBG est un losange.

2. a. On appelle O le centre du losange ACBG.

E est le symétrique de O par rapport 4 B.

Le point F est Iimage de O par la translation de vecteur CB
Construire les points E et F.

b. Démontrer que F est limage de G par la translation de vecteur BE.
3.0nnote: 1 =¢ Ot :
BE CB
a. Determiner les images des points A et C par ¢,
b. K est I'image de B par 1.
Démontrer que le point K appartient a [a droite (GF). Construire K.

c. Déterminer l'image du triangle ABC par 1.
2 — o i 3 S Stri ! A
4. On note: f [ S{OC) , ou (OC) est la symétrie orthogonale d'axe (OC)

=

a. Déterminer l'image du triangle ABC par f.
b. Démontrer que / est une symétrie glissée.

¢. Soit -5’( BrF) 'a symétrie orthogonale d'axe (BF).

Démontrer gue: S(Cx:) =Z_E_O_ OS(BF‘)
d. En déduire les éléments caractéristiques de f .

EXERCICE 2
On considére I'équation (E) définie par: (x, y) € Z 2, 35x-27y=2
1. a. Utiliser I'algorithme d'Euclide pour calculer le pged de 35 et 27.
b. En déduire une solution de I'équation (E'): (x, y)EZ 2 . 3 S:x - 27y=1

2. a. Vérifier que (- 20, - 26) est une solution de (E). o _ |
b. Démontrer que les solutions de (E) sont les couples (x, y) d'entiers relatifs vérifiant:

r="2E « 20 & y:35k—-26 ol k est un entier relatif,

3. Les habitants d'un village adorent deux génies protecteurs N'Gouan et Moayé.
Le génie N'Gouan est adoré tous les 140 jours et le génie Moayé tous les 108 jours. '
Les jours ou les cultes coincident sont considérés comme des jours de grace appeles

“jour des génies".

Un matin, le village a adoré le génie Moaye.
Déterminer le nombre de jours qui séparent ce ma
sachant qu'ils avaient adoré le génie N'Gouan 8 jours auparavant.

tin-14 du prochain « jour des génies »
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PROBLEME
On considére la fonction f. dérivable sur]0;+0C[ et définie sur ]Q"'W[Par :

f(x)=—l+xInx si x=0 et f(0)=—1
On note (C) la courbe représentative de f dans le plan rapporté au repére orthonormé

(0, I, J). L'unité graphique est 5 cm.
Partie A

1. a) Justifier que f est continue en O.

b. Calculer Ilnl(]_-&x-)i—l- Interpréter graphiquement le resultat.
X—> '

2. a. Déterminer la limite de f en + 0.
b. Etudier les variations de [ puis dresser son tableau de variation.
3. a. Demontrer que l'équation f(x)=0 admet une solution unique S comprise entre

1,7et 1,8
Pour Ia suite on prendra 1,8 pour valeur approchée de § .

Vxe][l;si:. f(x)<0;
‘U’x&']s;-'—oo[,f(x)>0
4. a. Justifier que (C) admet une branche parabolique de direction (OJ) en +oC,

b. Tracer (C).
c. A laide dune intégration par parties, calculer en fonction de s l'intégrale

s -
1= f(x) dx.
d. En déduire une valeur approchée a 10-2 prés de l'aire A(S) en cm? de la partie du
plan délimitée par la courbe (C), laxe des abscisses et les droites d'équations
respectivesx=1etx=§.
Partie B

b. Justifier que:

onsidére la fonction ¢ , dérivable sur | L. + oo— et définie par: = 1+X
one g ¢ par g(x)= [
1
1. a. Démontrer que: VXE}EH‘ , g(x):x e f(x)ﬁO
b. En déduire le nombre de solutions de I'équation g(x)=x etleur valeur.
2. a. Démontrer que, Y y }_1_- =t oo[ g '(x)= _m---uf_:_(_‘i)____
e’ ‘ c( 2
x(1+Inx)
b. Justifier que g est strictement croissante sur l'intervalle [‘EJ
3. Démontrer que: g([s,Z])c[s,ﬂ
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: |
2 - P S
[ “+ln.x)2£l

b. Deémontrer que pour tout réel x &lément de [s 2J

4.a. Démontrer que : v y ¢ L

[®)<2 1)
En déduire que: Vx € [5,2}. g (x)|<0,3

On considére la suite (Un)

U,y =2Up)

5. A l'aide d'un raisonnement par récurrence. démontrer que, pour tout entier naturel »,
U,e [s. 2]

neN deéfinie par: U0=2 et, pour tout entier naturel ».

6. a. Utiliser l'inégalité des accroissements  finis  pour  justifier

VYneN, |Un+] —slﬂ 0,3><|U”—3|.

que:

0.3

b. En déduire que: Y11 E N, |U” _ S|S
7. a. Justifier que Un converge vers § .

b. A partir de quelle valeur de 77, Unest une valeur approchée de § a 10'4 prés?

—
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SUJET 9 : BAC C 2007 SESSION NORMALE

EXERCICE 1

Dans une ville de Céte d'lvoire, un sondage a permis de constater que 30% de
la population sont gauchers et que 70% sont droitiers.

(Les résultats seront des arrondis d'ordre 4).

1. Justifier que dans un groupe de 6 personnes choisies au hasard dans cette ville,
la probabilité pour qu'il y ait un seul gaucher est égale a 0,3025.

2. Calculer la probabilité pour qu'un groupe de 3 personnes choisies au hasard dans
cette ville contienne:

a. exactement 2 gauchers;

b. au moins un gaucher.

3. Un atelier de couture de cette ville est équipé de 5 paires de ciseaux pour droitiers et
de 2 paires de ciseaux pour gauchers. Cet atelier vient de recevoir 6 stagiaires.

Soit X la variable aléatoire prenant pour valeurs le nombre de stagiaires de l'atelier
pouvant trouver une paire de ciseaux a sa convenance.

a. Déterminer les valeurs prises par X.

b. Justifier que la probabilité pour que X prenne la valeur 2 est égale a 0,0007.

c. Calculer la probabilité pour que X prenne la valeur 6.

EXERCICE 2
On consideére le triangle ABC rectangle en B tel que AB = 5¢cm et Meas }i-._é_fif" _T
T3

Soit E le milieu du segment [AC].

1. a. Construire le triangle ABC.

b. Démontrer qu'il existe une rotation r transformant Ben C et Aen E.
c. Déterminer I'angle de la rotation F .

d. Construire son centre O.

2. Soit S la similitude directe de centre O qui transforme B en E.

Soit J le centre du cercle circonscrit au triangle OAE.

a. Déterminer I'angle et le rapport de S ;
b. Démontrer que S (A) =

3. Soit K un nombre réel non nul, M et M' deux points du plan tels que

AM = kAB et EM® = kEC
a. Construire les points M et M’ pour k= %

b. Démontrer que M est le barycentre des points A et B affectés des coefficients
respectifs (k - 1) et (-k).

c. Démontrer que r(M) = M’ et en déduire que le triangle OMM' est équilatéral.

d. Demontrer que les points O, A, M et M' sont cocycliques.

4. Soit N le centre du cercle circonscrit au triangle OMM',

a. Demontrer que S (M) =

b. Déterminer I'ensemble des points N lorsque M décrit la droite (AB).
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PROBLEME

On considere la fonction numérique f dérivable et définie sur l'intervalle ]—l; l[ par :

—11a[14+x -
f (x)_fln(l_—}_ . On note (C) la courbe représentative de f dans le repére

orthonorme (O; I; J). Unité graphique 2 cm.
Partie A

1. Calculer les limites de /* en-1eten 1.
Interpréter graphiquement les résultats obtenus.

2. a. Démontrer que : VIE]—I;I[,f'(x):_l.?:
—-X
b. En déduire le tableau de variation de f

c. Déterminer une équation de la droite (T), tangente a (C) au point d'abscisse 0.

3. Soit & la fonction de RversIR definie par : g(x) :f(x)—x

a. Déterminer le sens de variation de §.
b. Calculer g(0)et en déduire le signe de g (X ) suivant les valeurs de x.

c. Déterminer la position de (C) par rapport a (T).
4. Construire, dans le méme repére, (C) et (T).

5. a. Demontrer que f est une bijection de J—l;l[ sur IR
5 f = ijection réci d t c )l
b. On désigne par _la bijection réciproque de f et par (C' ) la courbe

représentative de f -1 dans le repére (O, |, J). Construire (C').

_ Y —]
c. Démontrer que: VyER f I(y)“'e—z}“_ﬁ

Partie B
1. Soit ¢ une primitive de f -1 surR (on ne cherchera pas a déterminer ¢(X))‘

a. Démontrer que ¢° f est une primitive de la fonction x > xf '(>x) sur ]—]; !L-\

b. Démontrer que pour tous €lements a et b de ]—1;][,

(10 f=1)di=po f(b)=¢o S ()
c. En déduire que : I;:{Z;f‘l(!)dTZ aZf‘(f)dt
d. Démontrer que pour tout élément x de ]‘"l; 1[ : _[aqﬂf"—t(f)dt:jgzjn(’)dt
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(On pourra utiliser B1. c) :
X _ -
2. a. Démontrer que pour tout élément x de ]“];][?Iﬂ Up(f)df =73 In(1-x)

(On pourra utiliser A2. a)

Vg F
= e’ +e
b. En déduire que, pour tout élément y de R, J:ff ](t)drz In —————J

2

; ~1 .
3. Soit A l'aire de la partie du plan délimitée par : la courbe (C) de f et les droites

d'équations respectives x =0 et x = 1. Calculer A en unité d'aire.
4. a. Hachurer sur le graphique, I'ensemble D des points dont les cordonnées (x, y)

vérifient: 0<x<1 ; 0<y<] er fl(x)sy< f(x)

b. Calculer l'aire de D en Cm’l.

TOP CHRONO Mathématiques BAC séries C&E Edition 2016

Scanned by CamScanner



341
SUJET 10 : BAC C 2006 SESSION NORMALE

EXERCICE 1

Soit n un entier naturel supérieur ou égal 4 2. On pose:
A=m?=2n+2 ; B=n24+2n+2 ot d=pgcd(A,B)
1. a. Démontrer que tout diviseur commun a A et n divise 2.

b. Démontrer que tout diviseur commun a A et B divise 4n.
2. On suppose que n est impair.

a. Demontrer que A et B sont impairs.
En déduire que d est impair.

b. Démontrer que d divise n.

En deduire que d divise 2, puis que A et B sont premiers entre eux.
. On suppose que n est pair.
. Démontrer que 4 ne divise pas A.
. Demontrer que d est égal a 2p ou p est un nombre entier impair.
. Démontrer que p divise n. En déduire que d est égal & 2.
. Déduire de ce qui précéde que 197 et 257 sont premiers entre eux.
EXERCICE 2
On considére quatre points A, B, C et D tels que trois quelcongues sont non alignes.
1. Démontrer que ABCD est un parallélogramme si et seulement si D est le barycentre du
systeme {(A; 1) ; (Bi-1) ; (C; 1)}.
2. On suppose que ABCD est un paraliélogramme.
Déterminer puis construire I'ensemble E des points M du plan tels que :

‘:BD.

H O T L W

[WT'MT+ MC

3. On suppose que ABCD est un rectangle.

. 2 2 2 = 2
a. Démontrer que pour tout point M du plan, MA - MBc+ MC = MD
b. Déterminer puis construire 'ensemble E2 des points du plan tels que:

MAZ_M32+MC2=BD2

PROBLEME .
L'objectif de ce probleme est de démontrer gue la suite (Uﬂ]ﬂEN defnis/par
U{] =-—2 |
U
B e’ n neN
Y1 = » |

2
e 1 +(In|U,, |)

converge vers 1.

— iti 6
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Partie A
Soit g la fonction dérivable et définie de R * vers R par: g (x)=1Inpx|—5

x+2
1. a. Démontrer que pour tout nombre réel x non nul, g'(X) =-—2—
X
b. En déduire les variations de la fonction g puis dresser son tableau de variation.
(On ne calculera pas les limites).
2. a. Démontrer que l'équation x € R, g(x)=0 admet une unique solution &

appartenant a l'intervalle ] 1; +DO[.
Vx€)-o0,0{ Ulastoo, g(x)>0
Vixe|0a|, g(x)<0

b. Démontrer que:

Partie B

Soit f la fonction dérivable et définie sur R par:
X _ -
J)=—~=— , si x20
e* +(In)x|)

Jf(0)=0
(C) est la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (O, |1, J).
(L'unité graphigue est 4 cm) '
1. a. Etudier la continuité de / en 0.

b. Déterminer les limites de f en —co et en 1OC puis donner une interprétation

graphique de chacun des résultats.

2. a. Etudier la dérivabilité de / en 0.

En déduire gue (C) admet une tangente a 'origine que l'on précisera.
b. Pour tout nombre reel x différent de zéro, démontrer que:

f(x)= ¢x)g (x) avec @(x)=e*In|x]
[e +(In|x]) J
c. Démontrer que f ()= o) fje—a eten déduireque : 0< f(a) <.

d. Déterminer le signe de f’(x) suivant les valeurs de x et en déduire le tabieau e

variation de f

3. Démontrer que: VXER OSf(x) <l

4. Tracer la droite d'équation J=X et la courbe (C).
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PARTIE C
On considére Ia suite [q?)nemdéﬁnie au debut du probléme.
1. Vérifier que: ¥# =

. €N, Uu-!—l_f(U”)

2. A laide de la courbe (C), représenter UO’UI’UZ’U3 et U4sur laxe des

abscisses.
3. Démontrer que pour tout entier naturel non nul 77 | U,e [ﬂ : 1]

4. a. Demontrer par récurrence que [ U”]I?EN est strictement croissante.
b. Demontrer que (UH)HEN est convergente.

¢. Démontrer que la limite de [UHJNEN est égale a 1.

(On pourra utiliser les variations de f sur [0:17).
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CORRECTION DU SUJET 1 : BACC 2015 _

EXERCICE 1

Partie I
1. Calculons la probabilité de stationner gratuitement

Soit A I'événement.

Pour stationner gratuitement, i
& 4 1

— T | | it

(P 2
gagnants ; d'ol P(A)=_—X == 7= °¢

| faut que 'automobiliste effectue le tirage de deux tickets

2. Justifions que la probabilité de payer la moitié du prix du stationnement ESt'z_E :

Soit B cet événement .
Pour payer la moitié du prix du stationneme

le second non gagnant ou bien le premier tic

JoliP(B)2 X2 + 2x== e B
10 10 10 10 100 25 . ]

3. Calculons la probabilité de payer au moins 1000 F pour le stationnement

Soit C cet événement.
Pour payer au moins 1000 F, il faut qu'un seul des deux tickets tirés soit gagnant ou bien

aucun des deux tickets tirés n'est gagnant |

nt. il faut que le premier ticket soit gagnant et
ket non gagnant et le second gagnant ;

‘ol = B B B 6% 06 22
d'ot P(C)=P(B)+ X%~ 367 Tuo 100~ 25
Autre méthode: P(C)=1-P(A) =1—- == =
Partie II '

1. a) Calculons la probabilité q, de payer 'amende au plus une fois

Nous sommes en presence d’'une loi binomiale. La probabilité pour un stationnement
1

interdit est :5*, et celle pour un stationnement non interdit est 1 — g :
0 n 1 n-1
L b i
Gn = Cn (5) (5) t Cr (52 (5)
1 n 4 1 n—
o= () +nxix ()
an=(3) [1+nx5x5]
1 n
an=(3) (1+m)
b) Démontrons que la probabilité P, de payer une fois I'amende estP, =1 — 'Sl,,
La probabilité P,, de I'événement contraire ( celui de ne pas payer 'amende) est
- 5 4 0 1\ 1\
Pr = (3 () = ()
Donc la probabilié démandée est P, =1~ P, =1~ (£)" douP, =1~
c) Déterminons le plus petit entier naturel n pour que P, > 0,99 '

P.2099 & 1-2209 & <001 & 52—

Hn =
) 0,01
in(537)
= n =286
Ing

Donc le plus petit entier naturel est n, = 3

=S n =
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2. a) L'ensemble des valeurs prises par X est : X(Q) =
La probabilite de chaque valeur prise par X est:

3

P(x=0) = (3)

P(X =10000 ) = C2 (1)2 (;‘;)1 =3x
Donc la loi de probabilité est

1

—

125

5

16
25

= ;"%;P(x=15000)=c§(g)3(—) = =

{0;5000;10000;15 000}

P(x=5000)=c;(§)1(§)2=3x; _ 1z

125 125

M3 10 64

5 i25

X, 0 5 000 10 000 15 000
P(X=x) 1 12 48 64
125 1265 125 125

b) Calculons I'espérance mathématique E( X ).

E(X)=0x ——+ 5000 x == P M
- 1500 690 X 225+ 10000 x —= 415000 x —
E(X)=

e E(X)=12000.

En prenant le risque de se garer en stationnement interdit 3 fois dans la semaine, RIKO
paye en moyenne 12 000 F par semaine ; ce qui est largement superieur au 4800 F ;
Donc il n'a pas interet a se garer en stationnement interdit.

EXERCICE 2

Partie I

1. a) Module et argument principal de z—i
Za 21 - 3 2
. V3 +i I T2 1

arg(z—:) =arg(z,)—arg(zg) [2m]

ZAY _ I{
arg(:—:) E-;f [2m] . donc Arg(;—;) ==
b) Déduisons que le triangle OAB est équilatéral :

7% lz4] = |zg| { OB = OA
Z S~ T ——il—'—c
Cna: 2 Mes (OB ,0A)="1 Mes(OB :OA) = 2

Za o E
ag()=3 U
Donc le triangle OAB est équilatéral

" ona: Zp—Zo _ ZA _
Autre méthode : On a’ re—zo 25

2. a) L'image de O par f est: }
F(O)=tzgore,n,(0) =teg(P)= @ donc f(O) =Q

b) Démontrons que f estune rqtatiorl:.
f est la composée d'une rotation d'angle non

deplacement , précisement une rotation.

Ona: f(O)=Q et f(J)=A or Mes(
m

donc f est une rotation d'angle 3

c) Construction du centre K de f .‘ ( /
K est le point d'intersection des mediatrice

e‘% donc le triangle OAB est équilatéral.

nul et d'une translation. donc f est un
| et bi3 -
0J:QA) = I

Voir figure a la fin )
s des segments [ OQ Jet[ JA].
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Partie II
y MO 1
1.a) Démontrons que : M€ (M) & o= >
Me(T) = 2|z| = |y—3]
Or OM =|z| et MH=|z—z4l= [x+iy—x=3i]=]i(y-3)I=1y=-3]

Dol Me(T) = 20M = MH Donc ME() & == ==

b) Justifions que ( I' ) est une ellipse
Dans le repére (0, &,,8; ), M(x;y) et H(x:3),
donc H est le projeté arthogonal de M sur la droite {( D ) d’équation y = 3.
P 1
Me(l) < el et 0 < % < 1 ,donc (I )estune ellipse d'excentricité =

MH 2 _ -
Or O & (D). Enconclusion (') estune ellipse de foyer O, de directrice associee (D)

d'équation y = 3 et d'excentricité e = %

# z 12
c) Démontrons que: Me (M) & %+ (y_:_)_:. 1

ME(F) e 2|z| = |y—3] @ 2Jx +y2 = /(¥ —-3)% @ 4(x*+y?) =(y=3)
Me(l) o 4dx?+4y?=y*—=6y+9
Me(lN) < 4x*+3y*+6y =9 = 4x* +3[(y+1)2—1]=9

& 4x +3(y+1) = 12

z Z
Me(l) < %+(y_*f-= 1

d) Le centrede (I ) est 0(0,-1) .
Dans le repére (0, €,, €; ), (I') apouréguation x; e
’ ;

Onadonc a> =3 e b =4 o a=+3 et b=2
Dans le repére ( 0, €;, €; ), les coordonnées des sommets de (') sont:

3 1 -y3 0 [ ]
A(E) A ( ), Bi(y) et 8, (%)
Dans le repere (0,€,, &; ). les coordonnées des sommets de (") sont:

NE] —~ 3 0] ] 1]

S(-i)* 51(4‘/1-)' I(3) e ‘}(—3)
e) Tracerde (") ( voir figure a la fin ).
2. a) Démontrons que ( I' ) est une ellipse d’excentricité %

f est une rotation donc une isomeétrie. f conserve donc la distance.
Ona‘ f(M)=M: f(0)=Q et f(H) =H' doli = = == =
Donc limage de l'ellipse () par f estlellipse (') d'excentricité e = -
b) Déterminons le foyerde (M ")

Ona f(0)=Q ,donclefoyerde (I ') estle pointQ.

Déterminons la directrice associéea (I'")

Onaf(J)=A et f(O)=Q donc(AQ) estlaxe focal de l'ellipse (I ").

Par ailleurs, F d'affixe 3i appartient a la droite ( D ). Soit F "image de F par f

Ona f(D)=(D"), donc la directrice assqciée a(r estladroite { D') passant par F
et perpendiculaire a (AQ). '

Autre méthode - Une équationde ladroite (D" )est . y = xv/3+ 6

[E N

o e
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e

>t

e e gDy

- B:
AV |
f"E ) _,5 o _'_? . ) _'3
PROBLEME
Partie A

lim xlnx + lim (e* -1 )

=0

1. limg(x )= lim(xlnx +e* - 1) =

!mg{x)=0 , car ifmxlnx =0 et E_qg(e"-ﬂ

lim g(x )= lim (xinx + €* -1 )= lim xinx + lim (e*-1)
| lim g(x) = +o| car lim xinx =+ et lim(e*- 1) = +ac

|-

2. Justifions que vx €] 0; + o [, g'(x) = h(x)
vx€]0; +oof, g'(x)=Inx+1+ e*
Donc vx €] 0; + o], g'(x)="h(x)

3. a) Sens de variation de g sur] 0; + [
t celui de h( x ). Or le signe de h( x) est donné dans le sujet ;

Le signedeg (x)es
douvx €]0; a [, g'( x) <0 donc g esl strictement décroissante sur ] 0; a [

Vx €]a; + [, g (x)>0doncg est strictement croissante sur ] a; + oo [
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b) Tableau de variation de g =

X 0 a

g'( x) - Q * 2

0 + o
gl x) \ /

g(a)

4. a) Démontrons que I'équation x €] 0; + o [,g(x) =0 admet une solution unique g
- g est continue et strictement decroissante sur] 0; a [et g( 10; )= ]g(cr %0[;
Or 0¢ ] g(a);0[; doncl'équation g( x ) =0 n‘admet pas de solutionsur | 0; a .
- g est continue et strictement croissante sur ] a; + o[ et g(Ja; + ) = Jgla); + oo
Or 0 € Jg(a); + o, donc I'équation g( x } = 0 admet une solution g € | a; + o[,
Au total, x €] 0; + oo [, l'équation g( x ) = 0 admet une solution unique g E]a; +oof.
b) Justifierque $ €]0,3;0,4
g est continue et strictement croissante sur ] a; + oo[, en particulier sur ] 0,3 ;0,4 [.
Ona: g(03)=03In(03)+ "3 — 1 = —0,0113
g(0,4)=04In(04) + e — 1 = 0,1253
D'oit: g(0,3)xg(04)< 0, ,donc f€]0,3;04 |
c) Démontrons que vx € | 0; B[, g(x)<0; Vx€]B; + [ g(x) >0
g est continue et strictement décroissante sur ] 0; a [et g(]0; a[) = JgCa);0l;
d'oug(x)<0.
g est continue et strictement croissante sur Ja; et g(Ja; f|) = | g(a);0 [
doug(x)<0.
g est continue et strictement croissante sur ]8; + cof et g(|B; +o[) = ] 0; + oo
d'oug(x)>0.
En conclusion, vx€ J0; 8 [g(x) < 0
vx € ] B +oofg(x)>0
Partie B
1.a) Démontrons que f est continue en 0
D =[0;+c[.Or 0€[0; + o[ ,d’ol f est definie en O

X =¥

limf(x) = li (e‘*’_ 1)inx = lim - 2|
limf(x) = lim ] -| == |¥*Inx

ALY

e’ -1
X

=-1

e* -1_ .,
——— = lim-
—¥ X0

D'ou :I:i-rIl!I f(x)=10)=0,doncfestcontinueen 0

limf(x) =0| car lImx*Inx=0 et lim-
x ] L x—{0 x—0

2. Justifions que f est dérivable en 0
Oy TAEXIO) _ DAF -1 (E_X _l)xinx

x=I) x *’

D'ols Li_rgm_—m = lim —[-e-’t _1]xlnx

x=0 x—+0 -x?

—
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. f(x)-1(0) _ : - %
[@)W =0, car !ﬂ)ﬂnx:ﬂ et lim _[e 1) = Iim—(e _1}=—1

A0

Donc f est dérivable en 0.
3. a)Calculons :Iim f(x)

lli_.n:lr f(x)= leﬂ_‘t‘ (e“" - 1}In X

lim f(x) =-oo , car lim (€™ -1)=-1 et fim Inx =+o

A —drF
X =¥ Kb

A=%4+x

b) Calculons jim f(X)
X

ona: fim f® = jim

K—bart W X—par X

f(x ) :

Jim (x ) = Ilm [E—’- . 1)125._ = U , car hm e-:.: —-1=-1 et |‘m In_x -0
v K-+ x Rl i Jim -

c)interprétation graphique

Qnva: Jim f(x)=-c et |im fx) = o .doncla courbe (C ) de £ admet une branche

LR '

parabolique de direction I'axe (Ol )

syt
4. a) Démontrons que vx €]0; +oo[, f'(x) = — "Tg(xz)
Vx €]0; +oo [, f(x) = (e7* - 1)Inx
fi(x)= —2xe~%Inx + (e"‘z - l)xi
— 2t ¥ -xt_
f'(x)= 2x‘e !f;x-q-e 1
’ i O A
FRY= = ‘(Zx Inx + e 1)
ff(x)= - ET(xzinxz-’r- e —1)
— 2 :
Donc f'(x)= —= = g(x?) . avec g(x?)= x*Inx*+ g% — 1

x

b) Sens de variationde f sur[0;+ = [ _
I'équation g( x ) =0 admet pour racine X = 5 | d'otl I'équation g( x* ) = 0 aura pour racine

x=JF.

Tableau de signe de [
X 0 JF + oo
o( ¥*) . .
F(x) “ d =

vx € ]0; JE[.f'(x)>0 donc f eststrictement croissante sur]o; /B .
vx € | /B +of,f'(x)<0,donc feststrictement décroissante sur | \/B; + oo .
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c) Tableau de Variation de f

* 0 ‘/E + o
f(x : O =
f(JB)
f(x) / \
0 gl o8

5 . a) Déterminons une équation de la tangente {
L'équation de la tangente ( T ) estde la forme © y =

Orencalculant,ona f(1)= 0 et f'(1) = —1+£
Donc (T):y= (—1+£)(x-1) o (T). y= (—1+::-)x+1—-§
b) Tracons (T)et(C): voir figure a la fin

Partie C
1.a) vxe R, €* = 1+x, dou Vx€]0; +o] 7% 21—x (a)
vxe [0;+x[, —x <0 dot e"*< e’ = e * =1 :(b)

Des relations (a) et(b), on en tire la relation suivante :
1>e*21—-x = Vx€e]0;+x[, -1 £ —-e™* £ —-(1-x)
Donc vx€]0; +oof, -1 < —e™* £ —-1+x
b) Démontrons que VYx€]0; +o[ 1—-x < e™* 51—x+-’§
Soitt€]0; +co[ et x€]0; +0[; ona: =1 < —e™ " < -1+t
[F-dt <[y —efdt < [(~1+t)dt

—e)§ < 1§ < [-e+ 5]

2
—x ¥ml E—x4+=
En ajoutant 1 a chaque membre de [ |nega||te cm obtient :

{ —
1—x < e * <1—x+—

i

En conclusion: vx€]0; +oo, 1~x <e™* <1—x+ x?
2. a) Calculons [,(t) a l'aide d'une intégration par parties
L, (¢)= [ x"Inxdx

Posons . U = Enx et V= x"
U t . xrlr:
- 3’— € B n+1
T [ 7Lt xﬂ-l—‘.l.
dou I,(t)= A fnx‘ - f n+1
xN+1 1
Li( )= [ s inx X 1
I n+
[ xT1+1 11 n+1q 1
h(t)= |—inx| - [=xZ ]
n( ) L n+1 1 n+1 n.+1 t
[ xT1H1 1 ntl
lh(t) = Inx| - [ x ]
B Je (n+1)?

T)alacourbe (C )au point 1
fr(1)(x=1)+ f(1)
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4 n+1 -
= (o ) (e
g+ = m_(ﬂ+1}2 (n+1)?
In(t)=_‘—'!nt— : + thtl
n+1 (n+1)? ‘—‘—"(n+1)2
ponc I,(t) = i e 1
R (n+1? pen TE= (n+1)

b) Démontrons que: t €] 0;1], - 1,(¢t) + %|4(”£ j':f(x)dx < —1,(8)

. . _ 2
Ona:Vx€]0; +of, 1-x < e* < 1-x+ %.Enajoutant(—nachaque

membre de I'inégalité, onobtient: —x < e~ *— 1 < —x+ -~

—_— 2 -
Enremplacant x par x%,onaura —x%> < e~ — 1 < —x% + &
. 2

vx €] 0;1[, Inx < 0. En multipliant par Inx Tlinégalité, on obtient :
~x* s e -1 —x2+5 o

Wi
—x*nx = (e X — 1)Enx = (—Jvc2 + %— Inx =

—x*Inx > f(x) = (_xz + %‘)[nx = (—;vc2 +§)Inx£f(x) < — x%inx

vte]0;1],ona: ftl (—xz + g) Inxdx < J': f(x)dx < frl —xZInxdx

1 1 1 1 1
—j x?lnxdx + —z-f xnxdx < f f(x)dx < —J’ x’Inxdx
t t ¢

r
st 1 .
En utilisant la valeur de I,,(t) = [, x"Inxdx, onaura:

L,(t)= f:lenx dx et L(t)= f:x’*!nx dx.
1
On obtientdonc vt €] 0;1], —l,(t) + %L,(c) < J’t f(x)dx < =1,(t)

3. a) Interprétation géométrique de S
S = J'l f(x)dx estlaire(enu.a)de la partie du plan délimitée par la courbe (C) de f,
0

I'axe des abscisses et les droites d'équations x =0 et x = 1.
b) Déterminons un encadrement de S

Onsaitque : —1,(¢) + 2L, (¢) < [, f(x)dx < =l(2)

d'ou !m[—12{t}+%lq(t)] < E[ggff{x)dx < lim-l,(t) =

‘ 1 -
!'_?3(42(t)+§|4(t)) < 8§ < lim-I,(t)

En partant de la valeur intégrée de I, ( t)dela questiatr: 2.at); 1
3 3 1 . B _ A
0ﬂaura:lz(t)=%—%-[nt-—; et L(t)= Sln =
1114 ) 1
d'ou Ili.’:@[_ 12(1“%14“) ] = §F§x§§_3'5—0 et hr_g{ L(t) ) 5

1
Donc 2~ < 8 < -
450 9
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CORRECTION DU SUJET 2 : BAC C 2014

EXERCICE 1
|. 1-1%® Méthode : D'aprés I'algorithme d’Euclide, on a :

dividende 45 16 13 3

diviseur 16 13 3 1

reste 13 3 1 0

Ona PGCD (45:16 ) = 1, donc 45 et 16 sont premiers entre eux : en effet, il existe un
couple ( a, b ) d’entier relatifs tel que 45a—- 16b = 1
2" Méthode :
Ona 5(14n+3)-14(5n+1)=15-14 =1 (i) : d'aprés le théoréme de Bézout, les
entiers 14n + 3 et 5n + 1 sont premiers entre eux.
Pourn=3,0ona: 14n+3 =45 et 5n+1=16.
D'aprés la relation (i ): 5x45 - 14x16 =1,donc(a, b)=(5, 14 ), en effet, il existe un
couple (a, b) d’entiers relatifs tel que 45a—-16b = 1.
2 - a) 1° Méthode :
ona: 45x10 - 16x28 = 2, donc le couple (10, 28) est une solution particuliére de (E).
2™ Meéthode :
Ona 45x5-16x14 = 1.
En multipliant membre @ membre par 2 on obtient 45x 10 - 16x28 = 2.
Donc le couple (10; 28) est une solution particuliere de ( E ).
b)Ona: 45x - 16y = 2
45%10 - 16x28 = 2
La soustraction membre @ membre donne :
45(x — 10) — 16(y - 28 ) = 0 d'ou 45(x—10) =16(y-28).
45 divise 16( y — 28 ) et 45 est premier avec 16, donc d'aprés le théoreme de Gauss,
45 divise y - 28. Il existe donc ke Z, tel que y - 28 = 45k, d'ou y = 45k + 28
16 divise 45( x — 10 ) et 16 est premier avec 45, donc d'aprés le théoréme de Gauss ,
16 divise x - 10. Il existe donc ke Z, tel que x— 10 =16k , d'oli x = 16k + 10.
L'ensemble des solutions est: S = {{ 16k + 10; 45k + 28 ), ke Z, }
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u et 32v + 4 représentent chacun le nombre de jours écoulés entre J; gt

e —

Il.1-Ona?f90
J1 ( Jo non compris ) par les navires.
Les deux navires A et B entrent au port le méme jour si et seulement si ona:

90u = 32v + 4 soit 90u-32v = 4 c'est-a-dire 45u - 16v = 2.

On en déduire que le couple ( u, v ) est solution de (E)

2 — Le couple ( uo, Vo ) est le premier couple d'entiers tous positifs solution de (E) :
k=0, (uo,vo)=(u,v)=(10,28)

3 - Le nombre de jours qui s'écoulent entre Jo et J1 (Jo non compris) est donné par:
90u = 90 x 10 = 900 Jours . Ou bien 32v +4 = 32x28 + 4 = 900 jours.
EXERCICE 2

| . 1 a) ABC est un triangle rectangle en A . Voir figure
b) ABC est un triangle rectangle en A, d'ol les points A, B et C ne sont pas alignes,

par conséquent AB # CA donc la similitude S n'est pas une translation.

¢) Ona: S(A)=B et S(C)=A, doi langle de S est: (AC, E,E().

Or (Rj—ﬁ) = —(E—-iﬁ) = (ﬁﬁ), d'ou Mes(ﬁf_,_if) = —g donc l'angle de la
™

similitude S est : =

d) Le rapport de la similitude S est :

..m 1
i BA m sing 5 NE]
= = k== . - = = 2= =
S(A)=B et S(C)=A dou = Or ’fEln6 Cosg = -
; 2
Or tang = ‘:—2 donc k = ? Le rapport de la similitude S est: k = —V;E
2-a) S(A)=8B = Mes(m. @') =—> , d'ou le triangle QAB est rectangle en ¢

donc Q appartient au cercle de diametre [ AB ].

S(C)=A = Mes(ﬁ:’iﬁ‘m) =~= , d'ol le triangle QAC est un triangle rectangle en ¢
Donc Q appartient au cercle de diamétre [CA ].

b) Le triangle QAB est rectangle en ), donc ( AQ) 1L (BQ).

Le triangle QAC est rectangle en Q, donc (AQ ) 1 ( CQ)

Par consequent : (BQ ) = ( CQ ) d'ou B, ©2 et C sont alignés.

Qe(BC) donc (AQ) L (BC).

En conclusion Q est le projeté orthogonal de A sur ( BC ).

3-a) S(C) =Aet Ce(D) donc S((D )) est perpendiculaie o

( D) passant par A, donc S(D)) = (b))

S(A)=B et Ae(A) donc S((a )) est la perpendiculaire a ( & ) passant - ar 8

R
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Autotal, S((A)) = (BB')

pyOna:(D)N(A) ={C ) or S(D))=(A) et S((A)) =(BB")

donc {S(C7)} =S((D))NS((A)).Deplus (BB )n (L) ={B"}.

Donc S(C')=B

c) Ona:3(C") =B, donc Mes(ﬁﬁ"ﬂ',_-ﬁﬁ") = -2 donc le point €2 appartient au cercle

de diamétre [B'C’ ]; donc lorsque ( A ) varie, le cercle de diamétre [B'C" ] passe par le

point fixe Q .
Il. 1 - Placer le point | . Voir figure
2 a)Dans le repére (A, Al, AB),ona za = 0, zg = i et z7 = 1
MBS(A_B', EE)=—E e X7 _ _jh (avec b >0)> X2 =.ib =
2 ZR—Ea =0
Zc =b donc zc = |zc|= b car be R}
m_ AB _izm-2l _ Y3 oy 1m0 _ V3 B JL
tan-é-— AC  lzc-2al 3 d’ou lze—0] 3 e lzg | V3
donc |zc| = zec = V3. En conclusion, l'affixe de C est V3

b) L'écriture complexe de la similitude S est de la forme Z'=az +b.

S{A)=B:>z‘g=azg+b=»i=a(0)+b:>b=
S(C}zA ﬁZ'Azazc-Fb :,O:aﬂ +| na:_?l
. NER .
Donc I'écriture complexede Sest: z = — Stz + 1
5
c)Ona S(Q2) =12, donc ZQ=-—-—IZQ+I = za(1 +—l} i =
= 4 _ k1] _3\4”3+9l =£+_
zn-HEE: Zn = som T Tz ,donc zZo i
3
3- a)Determmonslensemble(F) |
|z|=1c:>|-—%:z+:| 1<::»|—-—1(z+1§-.:)|=1c>

I_."EEHZ_JE]:‘I a]Z-JEl:\'EleM‘ZCl:ﬁ
3

o CM = v3 donc l'ensemble (I')estle cercle de centre C et de rayon /3.
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/7
A I ¢

A)
r)

b) Tracer de ( I"). Voir figure.

PROBLEME

Partie A

1-Ona: Dy =[0;+=]

0e D : donc f est définie en 0.

,Icirpn fF A4 X 1= li_rpo x? (1-2Inx) =1i£n0 (x2-2x2%nx) =0

Car lim x*= 0 et lim x*Inx = 0
X —» X —*
d'oi lim  f(x) = f(0) = 0, donc festcontinue en 0.

2 — Calculons

f&)1F O)_ X 0-2IN%)_ jim & -2xinx ) =0
-+

lim
x =0 X -0 x—0 X

car lin1x=0 et lirr;xlnx =0

f est donc dérivable en 0 et f'( 0 ) = 0. Donc ( ~ ) admet une tangente horizontale ern 0

—
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3-a)
lim f (x) =£Ij_n:|m)v:z (1-2Inx) =-o;car lim x2=+oo

% T
x X—b +

et [Im1-2inx =-cc

b o

f (x)

:IansT = ‘Iim X(1=-2Inx) =-w:car lim x =+ o et
- — +I R-a %3

lim 1-2Inx=-o

b) Ona mf(x)=-co &t Imf (x) =-o0

Xy

donc la courbe (~ ) admet une branche parabolique de direction I'axe (OJ ).
4 - a) Démontrons que f'( x ) = — 4xinx
Ona vxe]0; .+, f'(x)=2x(1—2Inx)+x2(—2xi}
= 2x - 4xInx - 2x

donc ¥x€]O0;+=[,f'(x)=-4xInx.

b) Sens de variation de f.
Signede f'( x ).
f'ix)= 0 = -4x =0o0u Inx = 0

X =0oux=1

X 0 1 + >
- 4x = -

Inx % O +
fr(x) + (:) -

Dou ¥x €[0;1[ f(x) >0, doncfeststrictement croissantesur [0; 1] .
vxe)l;+o[ f(x) < 0, donc f est strictement décroissante sur ] 1; + oo |

Tableau de variation de f
X 0 1 =

f'(x) % ‘b '

f(x) / \
U = N

) f(ve) = (ve)(1-2In(ve)) =e(1—ine)= 0

vre[0:;1],0 < x < 1 = f(0) <f(x)<f(1) car festcroissante sur[0;1];

donc 0 < f(x)=1
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vx €[1;ve], 1 < x <+ = (1) f(x)=f(Ve) carfestdécroissante sur
|1:ve| :donc 1 = f(x) =0.Parconséquent

Vxe[0;Ve], 0 € f(x) =1
vx €]Ve; 4w x> Ve = f(x) < f(ve) car festdécroissante sur Ve ; +oo [

Donc vx €)Ve; +o, f(x) < 0.
Autotal vxe[0;Ve] 0 < f(x) €1
Vx €]Ve; +[, f(x)-< 0.
5 — a)Equation de la tangente ( T) & (&) au point d'abscisse Ve
L'équation de la tangente ( T ) estde laforme : y = ' (Ve)(x — Ve ) + f(Ve)
or f(vVe)=0 et f'(Ve) = —4/eln(Ve)= —2ve
dou y=-2Ve(x—+e) donc(T):y=—2Vex + 2e
b) voir courbe a la fin .
Partie B
1 — Intégration par partie
S = [Ff(tyde = [ t*(1—2Int)dt
U(t) =1-2lnt =IU'(t)= = =
V(L) = ¢ v(t) =33
Donc S = [1c3(1—21nt)]x —fF-ixipar
s=[3 t(l—ZEnt)] + [Xe2de

s= [feci-ame)| + [3 -c“] [ e3( ——2£nt)]:
Au tfotal,ona: S = %3(; —Zinx)— ﬂg—] (; —ZEna)
2-a) Si a <-.f‘ alors f(t)> 0 donc

A(a)= ([t dryva =(4 [ 76 £) dt yem?

Sia > e alors f(t) < 0; donc
Aa)= (fj‘-—f(r)dr Jua = (= fF-fCtydt)ua
A(a) = (4 [ /) dt)em? '
b) Pour a < Ve Ona

= f:f(t)dt et 4(a) = (4 fff(t)dt)cmz donc d'apres la Partie B 1-on a :

A(a)= [@ 5—2£n\/§)—"3—3 G —zma)}x-:tcm?

Ala) = [3':":—- :—a3 (%-— 2lna )]sz

limA(a) = lim([ M i Ea“( > -2na))

Posons {
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i T 89\.‘ 20 8
jmaE)= Nm( 9 "9 =a' # 53 Ina )

8eJe
9

cm?

ImA@)-

c)Pour a >ve ,ona:

A(a) = [B:E ;a3 (;— 2lna )] cm?® et A(a) = (geﬁ) em? donc
Par identification, on a : - 30.3 (; - Zlna) =0 =

i

—§a3¢0et §~ 2lna = 0 > g =¢
3 - L'aire de la partie du plan comprise entre la courbe (), la droite

( Ol ) et les droites d'équations x =0 et x =es est égale 4 la somme des aires des

e AT A o) 18 % £ 8 Ve € x < ai
parties du plan d'equations [0 < v 2 f(x) et

7z = (HE:G + Be:r;) g = 16;‘@ cm?
Partie C

1-OM' = kOM < y.OrME('ﬁ)Gy=f(X)BI
Me (7,)oy =f(x)doncy =f(x) e ky="fu(kx)

cfn(kx) = kf(x) Ona:

=1
( ) T xen! 2(n—21n(e=x))
( )= e“—I (n n+1-—2.!nx)—e:x2(1~—2£nx)
fo (eFx) = "7 f(x) donc la courbe ( “n ) est limage de la courbe
£ St |

( # ) par 'nomothétie de centre O et de rapport ez .

2 - a) courbe ( 72 ) et ses tangentes . Voir figure

Pour n = 2.ona k =et = Ve . ( 72) etlestangentes s'obtiennent par 'homothétie

de centre O et de rapport Ve appliqué a () et ses tangentes .

(T2): y = —2/ex + 2eve
b) L'aire de la partie du plan limitée par la courbe (72 ), (Ol), ( OJ) et la droite

d’équation x = €.
i e | 0 = x < We
Soit C laire de la partie du plan vérifiant : {U 2 5

< 75
LAt (0 < y < f(x)
Et C ' l'aire de la partie venﬁant.[ G EE £ E
HEJ-d C HEEJE -
Ona: C' = KIC avec k = e et C=-=~donc L = ==cm
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3 - L'aire de la partie du plan comprise entre (72 ) ,

la droite ( Ol ) et les droites

. ; 4
d'équations x=0 et x =e3.

Soit ' laire demandée.

Ona: #'=kK .# ,avec k =+e et w =——Cm

16 e e
—_—cm®

£

Donc l'aire -+~ 'est: #'=

I T AN M DO, W _‘_T...'....,‘_f:".._ﬁ...ffi,f_ff..‘....i..,TT.T..T.'.T.T.f.'
----- -3t (T | (T2)

........................................

..................................
..................................................................................

.......................................................
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CORRECTION DU SUJET 3 : BAC C 2013
EXERCICE 1

U,=0

Yn e N. U, ., =«Jl+:alUf1
|
]-a

1.a. La suite (un ) est définie par :

i) Démontrons par récurrence que: Vne N,0 < U, <

i

Soit la proposition P, définie par: ¥ne N,0 < U, <
I-a

- Vérifions que Py est vraie.

1
Ona:Ug=0dou 0<U < donc Py est vraie.
1

- Supposons que P, est vraie, c'est-a-dire Yne N,0 < U, <

l1-a
- Démontrons que Pr+1 est vraie .
Ona
| ) i Y |
Yne N, 0 £ U < = 0 £ U; < = 0=sU & — =
l-a l-a 1-a
- 3. s a 1
0<all €« — = 1 <€l+aU. £1+— = 1 2 1+al = =
& 1-a 4 ] <a 1 -a
|
1 € JI+aUi < L = 1 sU,,, <

donc ¥Yne N, 0 < U

J-a

Au total, Pn.1 estvraie, donc Pn est vraie .
1

l1-a

ii) Démontrons que la suite Un est croissante.

En conclusion, vne N.0 s U, =

Calculons Un+1 - Un

| ] ;
= ) [Tl " = il 2
Ona: U, , -U, =4l *aU:_ il ™ U“[U-" aJ % =Y [\,'Ui o ]

Encadrons Un+1 - Un i

. = 0¢ZU2<——W-—1->1-—3
Ona:vn €N, OEUH < J1-a - n = 3.2 U% =
L] 1
1 , 1 _ -
= Lt+ax=1l = L +a-12 0 Do, uﬁ+a 1 0 ce

Urt Uﬂ
qui donne U,,, — U, = 0.Par conséquent Upyq 2 U, .

Au total, 1a suite (U, ) est croissante
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b) Démontrons que la suite (Un) est convergente.

1
La suite ( Un ) est croissante et majorée par g ey . donc elle est convergente.

: i 1
Par conséquent: lm U = e

=t I_a

2- a) Démontrons que ( Vn ) est une suite géométrique .
Ona:Vy =(Un«1)*-(Un)*dou

¥y = (Un-l): ™ (Un)z :( I+3U:~I).' (l +aU] )

= =a[Uf”, -Uf‘] = V,,, = aV,

Donc la suite V» est une suite géométrique de raison a et de premier terme :
V,=Ul-Up =1

b) Expression de V, en fonction de n

Ona:

V,=V.xq"" = V, =1xa"jor V = {Un_,f -(U")!
donc (U.m}: - (Un)2 = a"

¢) Calculons la somme des n premiers termes de la suite Vn
S

A=

l+a+a +a+.....Ta
V, <V, +V, # V) +oeen¥ V.|

l1-q
1-q

_1-a"

S =

I

I

:Vux

avec V, =1

l-a

d) En déduire que: voe N, U, = fS,

Ona:
U; - U}l =a"
u: - Uuf =a'
U; -U; =a

qur " U::.l = a"’
En additionnant membre a membre chaque membre de I'égalité, on obtie:it

Ul -U; =a"+a' +a° + a’+ ... i e —

u! - ult= g

U, =S8, car U, =0

donc U = S
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EXERCICE 2
1- a)Coordonnées des autres sommets de I'ellipse.
« A’ estle deuxiéme sommet sur I'axe focal (Ol)

[ Xy X
thy "= Az =D Xy =2 X, D Xy =9
| est le milieu de [ AA" ] d’ou j Ya ¥4
¥ = ) = Ya =29, =Y, 2 Yy =0

Donc A'(9;0)

* B etB ' sontles sommets de 'ellipse sur I'axe non focal
Enposant IA =a et IF =c o0 Festunfoyer,on a:
A=J(-14P+(0-0F =5 et IF = J(0-4F+(0-0F =4

dou onalA=a=>5 et IF=c= 4

lavaleurdeb est : b? = a* - ¢ = 52 -4 = 9donc b =3
Onobtient B(4:;3) et B'(4;-3)

4
3
c) Déterminons une équation de la directrice (D) de I'ellipse (E) :

b) Calculons I'excentricité e: € = d'on e=

2 |o

2 . - - ; . . 25
I'équation est de laforme x = - 2 dans le repére (I B c?). c'est-a-dire x = - =
C

L'équation est de la forme
2 2 25
X = X =_i.. :;.x:-a—-l-xljxﬁ——-—-f‘?
1 pE ¢

< 2
= 4
dans le repére ( &8 ez)

2 —a) Déterminons une équation de (E) dans le repére (0. £i'y ez]

. & Xz Yz . *-)(—2 -+ E— - l
(E): dans le repére (l XD e,) F + 3 1 = % :
(E) : dans le repére (0. € s e:) >
2 2
2 2 . _n
(x-xl) 2 (Y-yl) =| — (x 4) +{y ) =]
a? b? 25 9
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b) construction de (E) R
'E"‘"' P At e deinna D sei e it SR G R AR SRS

il e kel

=3 )2

— i 5 et ____ = -___;__,,',_'_,'_‘__._______._...;_._..';__....._.

3-a) (Ea): 2* - 2(4 + Scosq)z + (4cosa + 5)* =
A =b? - dac =[-2(4 + Scosa))® - 4(4cosa + 5)*

= 4(16 + 40cosa + 25cos’a) - 4(16cos’a + 40cosa + 25)

= 36cos’a - 36

=-36(1 - cos*a) or cos*a + sina = 1 d'ou sin*a = 1 - cos®d
A =i*6%sin’a

b) Résolution de I'équation (Ea)

'b+‘£ _. 2(%+5c05a) + {6 1sing) = 4 + Scosa +3ising

= 2a - 2
z, = 'b; JE - 2(4 +Scosa)2- (61siner) =4 + Scosa - 3ising
a

donc S = {4 + S5cosa t3isina ;4 + Scosa - 3isina }
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¢) Montrons que M appartient a (E )

Remplagons x ety de (E) par I'abscisse et I'ordonnée de M puis de M2 .

Les coordonnées de M sont: M.( 4 + Scosa
Jisma

-

(x-4) 4 ¥y _ (4+5cosa - 4) , (3sina )’
25 9 25 9
=cos’a + sin‘e

=1
donc M, appartient a(E)

Montrons que M: appartient a (E)

£ 4+
Les coordonnées de M sont : M:( Scnsrx]

- Isina
(1-4) M y* B (4 + Scosa -4}2 . ( -35inrz:|:
25 9 25 9
= cosla -+ sin‘e
= 1
donc Mz appartienta (E)
PROBLEME
Partie A

| - 1- Calculons la limite de u(x) en 0 et en +=

limu(x) = lim(1+ x?- 2x%nx) = lin&( 1 +x2-2xxlnx )= 1
x—0 =20 v—4

) _ y ~ 0
car {1_13{]}( ] +x%) 1 et lﬂg( xInx )

; 1
: = H +x2-2x%nx ) = lim xz(— +1-2 IHX] ==
ll—lnr!ir. U(x} x!—!-rllrlv ( ] x ) =k Xz
. ¥ = -1 1 =0et lim-2lnx = -0
car llmlx SR b R X2 X+ x

2 — a) Sens de variation de u(x)
- dérivée de u(x)

u(x) = 1 + x2 - 2x7Inx

uw'(x) = 2x - 4xInx - 2x = - 4xInx
- signe de u'(x)

u(x)=0 = -4xlnx=0-'=>'4x=0””|"":0 = x =0e x =1
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X 0 1 + w

- 4x - -

Inx = Cl) *

U'(x) e (l) -
D'ou

vxe]0;1[.u'(x) >0 donc u est strictement croissante sur 1a; 1],

Ux E] l;+o [, u'(x)<0 donc u est strictement décroissante sur ] 1;+c0 [

- Tableau de variation de u(x)

- 0 1 +

u'(x) i c!; 7

Ut / 2 \.

b) Démontrons que I'équation u(x) = 0 admet une solution a

u est strictement croissante sur ] 0; 1[ . Onau(]0;1[) = | 2[;or 0 ¢ 1 12],

donc I'équation u(x) = 0 n‘admet pas de solution .

u est strictement décroissante sur ]1; + «[ .

Ona:u(]1;+x=[) =]-=;2[;0r 0 € ]-m;z[,donc I'équation u(x) = 0 admet
une solution unique a.

Au total , Vx €] 0; + w [, I'équation u(x) = 0 admet une solution unique a

¢) Démontrons que 1,89 < a <19

u est strictement décroissante sur ] 1, +« [, en particulier sur ] 1,89; 1,9[.
Ona:u(183)=1+1,89 -2(1,89)%n(1,89) = 0,024

u(1,9)=1+1,9% -2(1,9)%n(1,9) = -0,024

d'ot u(1,89).u(1,9)< 0 donc 189 < g < 19

d) signe de u(x)

vxe]0; 1], uest continue et strictement croissante sur 10 ; 1 |
Onau(]o:1[)=]1:2[,douu(x) > 0

vxe] L; @[, u est continue et strictement décroissante sur]1;al.
Ona:u(]lia[)=]0;2[;douu(x) > 0
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vxe| @i+, u est continue et strictement décroissante surja;+ml.
Ona:u(] a:+oof) = ]-m;n[ d'otiu(x) < 0
Yxe|0; 5 >
Au total : 0%4 [ v >0

VKE]C! ;+00[,1]{x)< 0

Il - 1- Calculons la limite defen 0 et en + w

lim f(x)= lim Inx li §
— = - ¢ - . -
smeh ] 4 x2 ar hm Inx =-c0 ct lim(l + x l
Inx

T

lnx X
. W
-+ x: 3y [ + xz
. Inx )

car lim — =0 et hLim

WAt W AT |

2 - a) Déterminons la dérivée de f

Iim f(x) = lim

Tt =X

Y=t = 7,

. X .
= lim—= lim— =10
-+ xz s xﬁ ¥ere oy

vxe | 0;+m [, fix)= 11:xxz

1—{l + x2) - 2x(Inx )

frix)=2 _ 1+ - 2x%nx
(1-+x) x(1 +x2 )
u(x
£ (x) = ;“%? avec u(x)=1+ x*-2x%nx
b) Démontrons que f(« )= ﬁ
Onaﬂa}: 1].1..1?).3 - OF u[a)EU = 1+ at-2a'lne = 0 :-lﬂaf‘-[:c::?
Lra . 1
dol Ha)= IZ_:I; B Za!(_:fa'l) ] 2a° foig #ey> 2at

c) sens de variation de f

- signedef’:
X 0 a + m
u(x) + -
X + *
(1 +x%) ¥ +
f'(x) . )

) i ' 0.a
vxe]0:a[,f(x)> 0 donc f est strictement croissante sur ] [

i : l i s o
vxe]a ;—i-d:)[ f'(x) < 0 donc f est strictement décroissante sur] a; [
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Tableau de variation de f

£ (%) + o .
o || _—=

=Xl

3.8) Coordonnées du point d'intersection de (C ) et (Ol )

(Ol):y=0 et (C): f(x)=]'2’;2
f0=0 = -0 = k=10 = x|
+ x2
donc le point d'intersection de (C)et(Ol)est I(1;0)
b) Signe de f(x)

vxe]0; 1 [, f est strictement croissante. On a: f(]0; 1[) = ] -«: 0 [, d'ol f(x) <0

vxe] I: @ [, f est strictement croissante . Ona f(] i [) = ]U; P [

d'ou f(x) > 0

vxe] a;+o|, f est strictement décroissante. Ona :f(] & ; +[) = ]U; _2__;_2 [ ;

d'oir f(x) > 0.

Vxe]ﬂ;l[,f(x}<0

Au total : Vxe] l;+co[,f(x) >0

4- Tracé de (C ) ( voir papier millimétré )
Partie B
1-a) Déterminons le signe de F

IN_ 4 estceluide fx)~ X
1 +12 | + x2

Or vxelb: 1].fix) < 0 et Vxe[ Li+of, fix) 2 0

Le signe de F(x) = | dans [1;+w].

—dt 2 0

j“ Int
Donc six >1 alors Ji | -

( Observer les bornes de l'intégrale )
En conclusion : pour tout  x €]0;+w [, F(x} 2 0

b) Calculons F '(x)

1

Ona Vxe|0:+o[,F'(x) = f(x) -
-X
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2-a) Démontrons que pour tout x &lément de [0;+ ] o'(x) =
1 _ 1 - X
orx) (") o]
Or (tanx)'=1+tam’x et ¢'(x)=1anx, dou ona:
| 1 I

'X)=——— = =
¢ tan’ [(o(x)] 1 + lanz[;o(x)] 1+ x?

plx)= )

donc ¢'(x) =
L:tx2

b) Démontrons que h est continue en 0.

Dh=[0:+=[. 0 €D, douhestdéfinieen0 .

limheo = lim2%) - 20-20) _ .y, 1
r—0 =0y x-0 1] + tanz(o )

dou lmh(x)=h(0)=1 , donc h est continue en 0.

=)

3-a) Intégration par partie de F(x)

X |
F(X}=I —]-n—‘-dl ~ Posons U =Int V=
b+ 1+
U'= % V= p(1)
D'ou

+Imt A v
’ ITE"‘ = [.;::v{t)lm]| - I: ?qo(t)dt

) (1)
= [pomt]; - [
= [;f;{t}lnt]'lt - Llh[t}dt
= p(x)Inx - p(1)Inl - _[I" h(t)dt
= @(x)Inx - Llh[t}dt car Inl =0

donc  F(x) = ¢(x)Inx - J: h(t)dt

b) Calculons la limite de »(x)inx lorsque X tend vers 0
wix)

Vxe J0:=» [, p(x)lnx = xh(x)Inx car hix) = e @(x) = x hix)
D'oliona:
li]nnqg(x)lnx = li“;% xh(x}lnx = LI_];I;_} II(XJ Xlnx = 0
car linl} h(x) = h(0) = 1 ¢ Il-'ﬂ xlnx = 0
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4-a) Démontrons que lim G(x) = ¢

Ona:

lim Gix) = lirp_ F(x) = lim }‘[lJ

K=+ Xep v X X

I
En posant X = — ; ona quand x & +©
X

X -0

On obtient : xlvi.mlG(x) = )lci_t]]u F(X) = Lim'G(X) car F(x) = F(x)

..]_i,‘]",, G(x) =G(0) = ¢
b) Le sens de variation de G sur [0 ; + o[
e Dérivée de G
vxe[0:+af, G(x) = F(x) dou G'(x) = F'(x} or F'(x) = f(x)
donc G'(x) = f(x)
Le signe de G ' (x) est celui de f(x).

En conclusion :
vxe]0;1[,G'(x) < 0,donc G eststrictement décroissante sur] 0 1[.

vx e] ]:+o [ G '(x) > 0 donc G est strictement croissante sur] 1; +«[.

e Tableau de variation de G

X 0 1 + w

G'(x) : Q .

o | e

0
5-a) Justifions que Vv, = 209
- 225

Ona:

n _l.
vne N.V, = {—)

1:-u(2k-"“”2
e o WL U 3 & 1 B
Co2x0+1) (2x1=1)7 (2x2+ 1) 1 S g, 25 @, 38

=209 )
225
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b) Déterminons le plus petit entier naturel n :

l .3 3 1
(21]"'3)2 < 25.10 = (21]+3) = 55 10-3 = (2n+3)2 > 40

= 2In(2n+3) >In(40) = In(2n+3)> %111(40)

:>lll(21]+3)>lnm :)2!14"3}\/4—0 :;-2[1)\/4_0-3

Va0 - 3
= 0> ——— = n >16608

donc le plus petit entier naturel est n, = 2

¢) Un valeur approchée de ¢ & 25.10-3 prés est :

|e-V,| & — 1

—— .0r —— <2510 dou |¢-V,| < 25107
(2n+ 3) (2n+ 3)
Onaobtenu n, = 2 .donc | (-V,| < 25.10"

Au total une valeur approchée de # a 251077 prés est ¢ = V,

d) Allure de (I') : voir lerepére (O,1,J)

|
|
4
]

Edition 2016
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CORRECTION DU SUJET 4 : BAC C 2012

EXERCICE 1
1. a) Démontrons que 2x = 1[ 7]

Ox+7y =1 &2x+7x +7y =1
<2x +7(x+y) =1
S 2x=1=-T(x+y)
e 2x=17]
b) Résoudre dans Z. , l'équation 2x = 1[ 7]
Soit le tableau de congruence modulo 7 suivant :
X 0 1 2 3 4 5 6

2% 0 2 4 6 1 3 5

Dot 2x=1[7] ©x=4[7]donc x = 7k +4, keZ
S ={7k+4,keZ}
c) Déterminons I'ensemble des solutions de(E).
En remplagant x par 7k + 4, on obtient:
Ox+7y =1 <9(7k+4) +7y =1 <63k+ 36 +7y =1
=7y =-63k -35 <y=-9K-93
Donc I'ensemble de solutionsde (E)est: S = {(7k+4;-9%k-5), keZ |
2. Résolvons I'équation (E ') : 9x + 7y = 200
On remarque que : 9x + 7y = 1 200 d'ol la solution particuliére de I'équation
(E):(4;-5)seramultipliee par 200.
Donc la solution particuliére de ( E ') est ( xo;yo ) = ( 800 ; - 1000).
Ona: 9 + 7y = 200
- (9% +7yo =200)
9(x - x) +7(y-yo) =0 &-9(x-x)=7(y-yo)

ex =7k + 800 ; deméme y = -9k -1000
Donc I'ensemble des solutions de (E ')est:S ={(7k+800;-9k-1000); ke Z }
3. Déterminons le nombre d'hommes et de femmes de cette association.
Soit x le nombre d'hommes et soit y le nombre de femmes.
Ona: 900x + 700y = 20000 ; d'ol on obtient, aprés simplification 9x + 7y = 200.
L'ensemble des solutions de (E ') est x =7k + 800 et y =-9k - 1000 ; avec k €Z

e
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Ona: x>0,y >0 et x>y dol 7k + 800 > 0: -9k -1000 >0
7k + 800 > -9k - 1000
Ona: k >-114,286; k <-111,111 et k >-1125, aprés intersection, on obtient
donc k=-112
En conclusion, il y a dans cette association, x = 7( -112) + 800 = 16 hommes et
y =-9(-112)-1000 = 8 femmes

EXERCICE 2
1- Justifions que ( ") est une ellipse
(IF): 3x*+4y*+6x-9 = 0 = 3x2+6x +4y*- 9 =0
=S3(xF+x)+4y2 - 9 =0 =3(x+1) +4(y-0) = 12

x+1)° -0)
( . L “’3) =1 donc ( I') estune ellipse de centre ©(-1:0)

\ -
2-a) Les coordonnées de F et F* dans le repére (K .¢, ¢, ) : F[:)J et F( 01)

4 ‘ . s i 0 )
Les coordonnées de F et F ' dans le repere (O, e, ,(:3) _ F({)] ot F'( ”]

b) Les coordonnées de A, A", B et B'danslerepére (K.e .c,) !

) () A oL

Les coordonnées de A, A, B et B’ dans le repere [n, & . <)
o) a() op) ol
(0} ‘ ( 0/ .. \E 'JEJ
c) Constructionde ( ['): voir courbe
3-a) Construction de N et P . Voir figure

b) Déterminons le rapport r et Iangle ¢ de la similitude S

S(M)=P or = e Mes( KM, KP) = 0

KMN est un triangle rectangle isocele en N.
D’aprés la propriété de Pythagore, on a: KM2 = KN2 + NM?2 = KM = a2

P étant le symétrique de K par rapporta N d'ot KN = NP donc KP =2a

K.P 2a _ ﬁ
= —_— = —= r=v2
Au total , le rapportde S, T 1(
Le triangle KMN est un triangle rectangle isocéle en N, d'ou
—_— —_— —— 4 ¥ . ays :
Mes( KM, KN ) = Mes( MN, MK)= -~ donc I'angle de la similitude S est :

—_— e b T
© = Mes( KM, KP) = s donc |0 = g
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¢) Etant donné que limage d'une conique par une similitude direc
de méme nature . alors I'ensemble (@), image de ( I"), est une ellipse .

Construction de ( € ) : voir figure
4-a) L'écriture complexe de la similitude directe S estdelaformez’

te est une conique

=az + b ou bien

z'= rf:'”(z k; Zn] tzg.

-1 | oz
On sait que : le centre de S est K( 3 ) le rapport est =12 et langleest 6= i

Dovona:

\?-—\?—'](z+]}-l

z' =42 e”%{z+ -1 = z'=u@[

z'= (1-i){z=1)-1 = z'=(l-i)z -i
Donc I'écriture complexe de S est [z2'= (1-i)» -i|

b) Déterminons les coordonnées de G et G * dans le repére (0. ¢, ¢, )

0
Ona:SF)=G = z. =(1-i)z,-i = z;, = -1 donc |G .J

-2
Ona:S(F')=G' = z,=(l-i)z. -1 = z; =-2+1 donc G'[ ])

¢) Equation cartésienne de ( ¢) dans le repére (0. & :‘) ;
« Déterminons I'expression analytique de S
z'=(1-i)z -i =@ x"+iy’' =(1-i)(x+iy) -1
= X' +iy =(x+y)+ (-x+y-1)i
x'"=x +y
y'=-x~y-1
« Tirons x et y par addition et soustraction dex'et y°

Donc ona {

x"f'y"rl
?

On obtient : x = _"_:_' et y =
En remplacant x et y de I'éguation de ( I'), on obtient I'équation de(C)
Ona: 3x* +4y* +6x -9 =0 =

2 2
K= L ' l_+_ L K
3[_Y_'J +4{*_TY_‘] H«,(x y 'J,g 0 =
2 2 2

%( l_yl-l)l+(xl+y|+])2 +3{xi_yl_l) -9 =0 =

IxZ + Jy? + 2x'y' + ldx' + 2y'-41 = 0
Donc une équation cartésienne de (¢ ) dans le repére (0, ¢, ¢,) €st:

Tx2 + ?yi +2xy + 4% +2y -41 =0
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iy

(e ,3,B i
: o
-
i 4
I-- I
| - !
At i K -

| —4 oot L= = 'd
o |

3 !

XN %
| |

. - eaf |
| |

. - ]

W

PROBLEME

"PARTIE A ‘
1-a) Montrons que la droite ( OJ ) estune asymptote a la courbe (%)

Ona f(x}=%x3-—;’--lnx ct D,.=]{];+ao[

=)
>

/
limf(x) = Iim{l;u:3 " -lm’:]
";0 3 3

lx"* - -1- = l et lim-lnx= +oo
x4l T*_—rﬂ 3

3 )]
> >

donc la droite d'équation x = 0 ou ( OJ) estune asymptote

limf(x) = +o | car lim

d'ou, limf(x) = += ,
r b

verticalea ( 7 ) .
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. fix]
b) Calculons 1im f(x) puis lim —t:—J

T e Fe-p T L

lim f(x) = lim (-l—x" . InxJ
3 3

. ) { 1 Inx
lim (x) = Im x[;x‘ -— - —AJ

y-w b Y-+ 3)( X
: ; ] L 0
lim f(x) =+o| car lim x =+ lim—=0et lim— =

! o S e LS N .max A= o x

lx" 1 Inx
. f(x) _ .3
lim — = lim
| S K—b i X
] ] Inx
= |lim (—xz - —_ -
oo T 3x X
: X o1 ) 1 . Inx
I|mM=+oc car lim=x! = +w : lim—=0 et lim — =0
F=# x o e '3 [ 3x T=% b x

Interprétation graphique
fix) _ . . donclacourbe ( » ) admet une branche

Ona Iim f{x) === ¢t lim
parabolique de direction (OJ)en +

2-a) Calculons f'(x)

: 1 l
¥V x e ]0;+w[,f(xj :gx"-g-lnx
fi(x) = xj-—l-
X
F1(x) = x’ -1
X
fix) = (x-1)x*+x+1)
X
b) Sens de variation de f
X 0 1 + w
x=-1 - +
X2+ x+1 + +
X + +
f"(x) - (]) +

Vxe]l:+ef,t"(x) > 0, donc f est strictement croissante sur ] 1 ; + w |

vxe]ﬂ; 1 [ f'(x) <0 , donc f est strictement décroissante sur ]0.1]
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c) Tableau de variation de f

X 0 1 +

(%) . Q i

3- Construction de ( #) : voir a la fin

PARTIE B
1 - Intégration par parties .
Posons U = Int V'= 1

D'ou

[iintdt = [t ]i - [i1de

= [t lnt]ll -[t]

n n

[t]nt-t]'l

I

J'l' Int dt

(1,1 1
=(1lnl-1)- —ln———]

1 1
J._,llntdt o o g

n n

A = L]_f(t) dt

A, est l'aire de la portion du plan délimitée par la courbe ( "), I'axe (Ol) et les droites

2 - a) Interprétation graphique de

; . _ 1
d'équations x = 1 et x = ~ .
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A, =[ifwdt = [,

3
A = ':[lt’-l}it- :lntdl
'; 3 3 -

] . Inx
lim A, = car lim-2—=0; lim -=0 et lim-—=0

3
f— k@ 4 n—-=3n n=+x]2n -y
k+1

3-a) Pour 1s k s n-1 et Vte [E J‘unate{[};l] et f est

décroissante sur J0; 1], donc:

koo ¥l jm f[k+1) < f(1) sf(E =
I

n n

J'kzlf(kﬂ)dt < I::lf(t)dt < '[::If(
n 5 & .
]

n n

k+1 ﬂ
k: )L dt < [, f)de < f(%)

n

(k+ 1 =} Lo [k] k=)
f g™ s o fit)ydt £ fl—{|t]," =
Sy s L wa s D)
+ k=l ‘
donc on obtient : -!-f(k IJ < Ikn flt)ydt < l f(ﬁ)
n n = n n
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b) Ona:
A, = [\ () dr

A, = [Pfityde + J-E%f(t)dt + [pfde -

n

....... +JE:-:__,f{t)dt

n

n

- I 2 -
d'ol ;f(-r-l-) < L“f(t)dt < lf(l]

n n

1.(3 - | 2
nf(;—J < sz[l)dt < —f(h]

...................................................

if(ﬂ} < [pfo)de < lf(“—"]
n n e

o n

En additionnant membre a membre l'inégalité ; on obtient :

-I -
l[ i'(-—2~J+f{i)+ ----- +f(ﬂ)J < A, < llif(l-)+f(£)--...,+i'(n ]):l
n n n n n n n n
1.1
4-a)Démontronsque: A, < S, = A, 7 Hf(;)
Ona:
3 n
S, = ll: f(-l—)+f(-2—)+f(—)+ "'-+f(—]J
! n n n n n
3 1 . n
“lahys Ledy s Iadye o SR
n n n n n n n n
3 1
- Ly s Yo+ -+~+f(—)}
n n n| n n n

dou [s. < R4y + A, (1)
n n

Pour t e [ 1 . 1] dou 1 <t < 1, or feststrictement décroissante d'ou
n n

1 ! ' ha don & < 1ady 2
m)sﬂ;}:’hﬂ‘)dl‘h{n] el " =)
|
Les relations (1) et (2 ) donnent: A, £5, S A7 ;ﬂr;)
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b) D'aprés le théoréme des gendarmes, on a:

n—s + 2 n—+ +x

lim S = lim [An +lf(l)]
n n

1. ]
Iim §, = % car lim An=% et lim—f(—) =20

n— = x L n— +=x n—b*-':r;n n

PARTIE C

1 - Démonstration par récurrence.

Soit P, la proposition suivante : I’ +2° +3’+.....4n” = [_T_

- Vérifions que P, est vraie

I(L+1)
2

|
| e — |
—_—
—
P
=]+
[—
—
| |
d

Ona:13 =1 et [ ] =1 ,dod I’ =

Donc P4 est vraie.
nin+ 1 ?
Supposons que P, est vraie, cest-a-dire I' +2° +3+..co4n’ = [——*2—1]

- Démontrons que Pn.1 est vraie.

Ona:
PFP+2+3 + .c.+n’+(n+1) = [M_njil] +(n+1)
2
2 2
=______“(“:‘) F(n+1)(n+1)

(n-a—])z[n?z +(nl+] )]

={n+[:|2[nz_+ﬂ_[}_+_4j{
4

—fa+ip ANt 2y
4

13+2.‘+33+____+n1+(n+]}] =[{“+I)(“+2)J.
2

Donc Pn.+1 est vraie.

En conclusion , pour tout entier naturel non nul, on a :

P42 344 ___[n(n+]]:r
2
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2-a)Ona: ln(i—) + i"(§)+ In(%) + +ln(2) =In(1x5x3x...x E)
() + () m(3) + vin(2) = m(Lctirronn)
[n(i) * fn(;z;)-k In(%) ; i +In(§) =In(:—;)
pvn zz.on: 5= 1) 4 1) o oty
)+ 30 -1- 38 -1~ w(2)]

s = Y Y- i

Sn= 2[5 (134 2%+ 33+ et n®) 4 (= 2o

- 3| L

1
3"
[n(n+1)) - -;- —!n("—;)

n

[1*}‘.(:r1+1)]2 - % - 1ln(l!)

n n"

—

Donc S, = T

c) On saitque S, =

12n4

1 1 n : .
g S, = T\ E LI P BLLL on obtient :
ou lim Izm[ o —[n(n+1))*- n e ]]

1 n! ’
nllmpﬁin[ n] = nh_pl{ = —— [ nin+1))* - ] - n'L"[l_Sn
1 nfy_ 1 1 3
nlrl.rpfﬁln(i-?'_] - T"E 3 4
. 1 n! = H 1 '—'} = |lim n’ = l
n'_'[[‘“;'"[ﬁr] el y € JL",'L[ 120" Fi= e T 1

3 —a) Justification

In(U,) = In(2E) = In(¥)-In(n) = 7In(n!) = In(n)
In(Uy) = 2fin(nt) = ata(n)]: done In(Uy) = Zin ()

b) Calculons la limite de Un |

nl)__ - g 4

On sait que : lim In(U,) = lim —In[n J =-1 ,dou on obtient:
o

lim U, 1. Autotal |lim U, = —

N=+4x e
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CORRECTION DU SUJET 5 : BAC C 2011

EXERCICE 1

1- Calculons les coordonnées (x’; v') de M’ en fonction des coordonnées (x ; v) de M.
Ona: z'=22-4z x4+ =(x+iy) —4(x+ iy)

< x+iv'=x?+ 2xvi- y' —4x-4diy
< X'+ip'=(x" =y —4x)+(2xp-4y)i
Donc {xl =5 =y
y'=2xy-4y
2- a) Démontrons que I'ensemble (H) des points M du plan est une hyperbole.
Z EiR &x'=0 o x' -y —4x=0
o (x-2Y-4-y' =0 (x-2) -y =4

2 .
o~ {"( . 2} - l e
4 4 P
Donc I'ensemble (H) est une hyperbole d’équation : =2 "}4" =

b) Dans le repere (O;&,;8&,),
- les coordonnées du centre £2(2 ; 0) aveca =2,
- les sommets de I'nyperbole sont : A(0 ; 0) et A'(4 : 0) ;
- les asymptotes de (H) ont pour éguations (D) : y=x—2 et (DV): y=—x+2

¢) Construction de (H). (voir courbe)
3- Déterminons les points M du plan tels que OMM'P soit un parallélogramme.

OMM'P est un parallélogramme < OM=PM < z2-z,=2-2,

g Z_U=22—4z+g+2i = z=22—4z+§+2i
o z’*’—52+-§:+2i=0

5 .. :
Equation du second degré douona: A=5"- 4(5 -+ 2|] & A=15-8i

x?+y? =]15-8i| x?+y? =17
Les racines carrées de Asont: {x? —y? =15 o {x2-y? =15
2xy =-18 2xy =-8

2 _ ¥ o
2x*' =32 Jx 16 =4 [x=-d
o2yl =2 o y’=1 < y =1 y

Xy =—4 xy=-4
Donc les racines carrées de Asont: 4 —iet—4+i.
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Les solutions de l'equation sont :
L B=ra=l A+l 1 1 ot z=5+(4—i)=9ui_g_1i

=g 2 " 27732 ? 2 5 3 2
Donc les points M ont pour affixes : M[ i] at M [E B l*]

z 2
EXERCICE 2

1- a) Justifions que I'ensemble des valeurs prises par X est : {10; 10,5, 11:11,5;12}.

-+

I\.‘ll.—t

4
2

Ulilisons un arbre de choix pour justifier

1% Feu : 2" Feu Temps mis (min)
vV 10
Vv < 0 11
/ R 10,5
1
2 v 11
1 8] / O 12
4 \
1 R 11,5
4
Vv 10,5
R / 0 11,5
\ . -

Donc I'ensemble des variables aléatoires est : X(Q) ={10;10,5;11;11,5; 12).
b) Justifions que P(X =11) = %
La probabilité d'avoir X = 11 est: P(X = 11) = PyPo + PoPy + PrPr
Avec : Pv = probabilité d'étre vert :
Po = probabilité d'étre orange ;

Pr = probabilité d'étre rouge ;

1
PRt ta e tel aonl & PX =T
4 16

2 4 4 2 4
c) Déterminons la loi de probabilité de X.
17 1 1 1,1 9 4:2 4
P(X=10)= —x— = — P(X=1058)=—x—+—x=—=Z=—
) %2 2 ( 0,5) 2x4+4x2_8_4
R 1T 1 1 1 2 A1 1 1 1
P(X-—11)-— P(x=11,5 =—X—4 —¥— = — = — = —X—_—=—-—
16 BTy s TR lsnaeg
TOP CHRONO Mathématiques BAC séries C&E Edition 2016

Scanned by CamScanner



385

Donc la loi de probabilité de X est :

5 1 10,5 11 115 12 Total
1 1 5 r :
P(X = xi) 5= s 2 1 Ed
4 4 16 8 16 1

2- Calculons I'BSPéranCE mathématique de X. Interpréter ce résultat.

%P = 10 % 1 5 1 1
Z ><4+ 05x4+11x16+115 8+12>« ﬁ

i=1

E(><)=t—3=10.75

Interprétation :

Le temps moyen (ou la durée moyenne) mis par le livreur est de 10,75 mn ou
10 mn 45s. |l est donc en retard.
3- Le livreur part @ 19 h 49 min de la boulangerie.
a) Calculons la probabilité qu'il arrive a 20 heures précises chez le client.
Le livreur part @ 19 h 49 min de la boulangerie et arrive a 20 heures précises chez le
client: donc le temps mis est de 11 min; dou la probabilité cherchée est
B
P(X =11) donc P(X=11)=1—é
b) Calculons la probabilité qu'il arrive en retard chez le client.

Pour qu'il arrive en retard chez le client, le temps mis est 11,5 min ou 12 min,
donc la probabilité est P(X > 1 1)

1 1 3
P(X>11) = P(X =115)+P(X = ‘12)r—+1—E—i P(x}']-j}:ﬁ

4- Pour cefte question, on donnera larrondi d'ordre 3 de chaque résuftat.

a) Probabilité pour que le pain soit livré exactement trois fois a 20 heures prémses

Nous sommes en présence d'un schéma de Bernoulli :

La probabilité qu'il livre lepaina20hestp= e :

11
La probabilité qu il ne livre pas le paina 20 hest g = 1-p= E

Le livreur répéte cette experience 7 fois : c'est une loi binomiale.

La probabilité pour que le pain soit livré exactement trois fois est :

P(X=3)=C,(P) (q 07(15] (11J P‘x=3’=35"[4102;5)“[;ggg;_]

P(X =3)=0,239
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b) Probabilité pour que le pain soit livré au moins une fois a 20 heures précises.

La probabilité de ne pas livré le pain a 20 h est :
7
5Y(11Y 11
P(X=0)= : 0 ! = o L o P(X=0 :[___
Donc la probabilité pour que le pain soit livié au moins une fois a 20 heures précises au
cours d'une semaine est :

P(Xz1)=1—P(xzo)=1-(%] P(X 2 1) ~ 0,927

PROBLEME
Partie A : Etude d’une fonction auxiliaire.

1- Etudions le sens de variations de h.

Y

vx € R, h{x):x+eF

b

Fl

vx €ER, h'(x)=1 +-2re

vx € R, h'(l’)>0 donc h est strictement croissante sur R

2. Calculons les limites de /1 en —c eten + o .

tat | 3=

X
lim A(x)= lim [x+e3}= limx+ lime? =—
X=— L—pm i X =10 K=yt
Car limx=—c et lime*=0
L= r—— X
x x
lim A(x)= lim | x+¢? |= lim x+ lim ¢? =+

A L e XY=+ L X=¢+cL

X

Car limx=+w et lime? =+

- X=3+%"T

3- a) Démontrons que I'équation #(x)=0 admet dans R une solution unique o

h est continue et strictement croissante sur R ;ona: 0 e h(R)

Donc I'équation h(x) = 0 admet une solution a € R. On a aussi :

-0,71

h(=0,71)=—=0,71+¢ ¢ =-0,0088

=0,70

h(=0,70)+e * =0,046

Dot A(~0,70)xA—0,71) <0 donc - 0,71 < a <-0,70.
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b) Déduisons que V X €]~o0;df, /{x) <0

Yx€]=o0;0 h est strictement croissante d'oliona:x<o = Mx)<Aa)

Or Ma)=0 d'ou M(x)<0 donc Vxe&]—oc;af, x)<0

Déduisons que V' X € Jat;+ o[, /{x) > 0.

Vxelu;+0[ h est strictement croissante douona: x> a = h(x)> h(a)

Or Ma)=0 dou M(x)>0 donc Vxelo;+0of, /x)>0.
En conclusion : Vxe]—oo; o, Hx)<0

Vxelo;+oof, Mx)>0.

Partie B : Etude de la fonction fi.

Pour tout nombre réel x : f,(x)=(2x+4)e * —x.
. 4

1- a) Démontrons que f(a)=—2-a—-—.
a

fq(-‘f)=[2:x+4)e_g—x = ,f,[a)=(2u+4}c'_§—r1
Or h(a)=0 = a+e* =0 ::-eg =—q

D'oll (o) = (2a + 4).:7?3 -a

f.(a)=2uf4*ﬂ j;{ﬂ]=2a+4

-

“ 1

re

—a

4
4 con T X
fla)=-2-——ua Donc fMa)=-2-a u!

b) Déduisons un encadrement de /() d'amplitude 0,1.
Ona: —071<a<—0,70 et —-0,71<a<-0,70

] <l<__l_ et 0.70<—-a<0,71
0,70 « 71

] I{ 1 el —2+0.70<=2-a<-2-0,7I

—<
0,71 a 0,70

4 4 4
— < —-—<
0,71 a 0,70

Les relations @ et @ donnent :

@ et [3,30<—2—a<*].29 @

4
-l,3ﬂ+ 0‘?] it 0‘70
Doncona: 4,3< fi(a)<4,4

4 4
<—2—u—i<-—|,29+——— 433<-2-a—-—<4,42

o
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x

2

2 -a) Pour tout réel x, calculons f, (x) et démontrons que £(x) =—h(x)e

X

vx €ER, f(x)=(2x+4)e *—x

vx €R, f(x)=2e E——(2T+4)e‘ ? -

i ]

vx ER, f(x)—’?e 2-[.r+2]|£* -1
vx € R, If.{x)=(2-:r-—2}c &

vx E R, f,'(.r]=-.xer;—l Ona: f(x)==xe -1 ' |
T
f.'(-"i‘}=—i,‘*| f(-ﬂ—_x_ez £ Cxfu—e—s
e’ el el
fitx)= =0 = £ () = h(x)e 2

E}'

b) Déduisons les variations de f,.

v ER, ¢ ?>0 donc f (x) estdu signe de —/x)

Dol : ¥ x e ]—w;af, £, (x) >0 donc £ eststrctement croissante sur ] -« af
v xela;+oof, f{x) <0. donc f eststrictement décroissante sur Ja ;+«|

3-a) Calculons la limite quand x tend vers —« de (%),

lim f(x)= lnn [(2x+4}e 2 —xJ

A—p=i

4 - : ) o¥
lim f(x)= hm r[ e e’ “IJ & lim f(x}= lim x|:(2+i)e * —lj‘
X L= L= X

K== —

4\ -~
lim f(x)=-~c car lim x=—o et lim [[2+Je I—I]=+m
X

F=p—l == X—— i
Ax)

X

lim M = lim HZ +—+)e-5 - l] =+ car lim (2+f1-}9-E =+ 00
e e x’ [ L ] x - .-Y

Interprétons graphiqguement ces résultats.

Ona: hm _,f,(xj-—cc et lim =— AL
o e 4

Donc la courbe (¢ 1) admet une branche parabolique de direction (OJ)

Calculons Ia limite quand x tend vers — de

=+ 0

J—)

TOP CHRONO Mathématiques BAC séries C&E Edition 2016

Scanned by CamScanner



389
b) Calculer la limite quand x tend vers + » de' f|(x).

lim f,(x) = rl_i'l*n:[(lx-r 4)e ? —X] lim f(x)= lim (21&’“-’- +4e 2 —x)

T—4 "
Xt T X=pw X

Posons X=-x. Quand x— +o, X — -«
X X
ona: tlitp f,(x)=xlim {— 2Xe? +4e? +XJ

Jzﬂ D limder=0et lim X=—-

T |
5

FENE == Xa-a X—p— 32

Iimlf,(x)=—w car xlim (—2)(@

c) Démontrons que (D) d'équation y = — x est une asymptote & (€1) en + =

1l

lim [£,(x)~y]= _}if}‘;(fz-” 4e > -“-’C] lim [f;(x)=y]= lim (2x+4)e
s X =kd

Xoh

,1.

lim [£(x) = y]= lim [2er3 . 4(:_-} lim [ /()] =0

o d'ou
i X
=0:lmde = lim 4e’ =0

T—a+ax X—p—x

1

car lim 2xe 2= lim —2Xe

T ol Wi X ——

Ona: lim [_)‘,'[x) —y] =0 donc la droite (D) d'équation y = — x est une asymptote oblique

T X

|

a(Ci)en + =
4- a) Dressons le tableau de variation de f;.

x = i

f(x) - C:) :

I fi(a
fi(x) / \

b) Construisons la droite (D) et (€1) dans le plan muni du repére (O, |, J). voir courbe

5-a) A I'aide d’une intégration par parties, calculons pour tout nombre réel x: 1(x)

1(;)=L’ (2r+4]e§df

Posons Uu=2t+4 et Vi=e
U= 2 et V=-— 2(?_1'.
lm:[" 2021+ e’ ] ~f"2[—2el’ ]‘” l(x)=[(-4:—8)e2] +[ et
f) j
0
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]

](1'}—[(—4!—8}0;’:J +[—8€2’J I(x) =(—4x-—8)e? —(-4x0-8)e" +[—-Se? +8€“J

0

)
-3 -x

I(x :{—4x—16)37+16 — I(szlb—(4x+lﬁ)€T
b) Déduisons en cm? l'aire 1 .

= (i) - y)dx =["(@x+ ) e

.9?1:[(2) H.a st=4>(i(2} sz _yf1=4[16—(4><2+16]€_|:| sz
.42'1=[64—96€“‘] eny — .,!1'1:[64_2_(1] Eait
e

Partie C : Etude de la fonction .

-
x]e ko

2 | e

1- a) Démontrons que pour tout nombre réel x : f; (x) =—f?[

vx €R,, f,(x)=(2x +4k)e? —x

f,.{'f}= 2a=t —E%-{2.r+4k}e3* -1 jk(x)=2€-k _(I_sze_h —1
i
k ! k L,z:.-
& _4 ‘(k”ﬁ)
fz(x):_kx— — fl_'(x}=___:_____
Eﬁ 82_.#
.S X X &
Or h(x)=x+e? dou h[;)=;+e“

_h(_{J ) r
o 0= ) <2} = e

24
b) En utilis:nt la partie A, étudions les variations de f, suivant le signe de &.
On a Vx€R, &% 50 donc £, (x) estdu signe de -h(-ﬂ
Pour k > 0, a partir de la partie A du probléme, on a :
O SUr ]J-ao; kal, -;;(f);»g d'ou ﬂ(x}:»{] donc jﬂ est strictement croissante ;
o SUr Jka;+ oo, _,r,(%].;u d'al f,(x)<0 donc /. est strictement

décroissante ;
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Pour k <0,

O SUr |—oo, kal, —"1(%)<0 d'oll f,(x)<0 donc f, est strictement
décroissante sur |— oo; ka [ ;
o Sur Jka;+ o[, —h[%):ﬂ) d'ol f,(x)>0 donc f, est strictement

croissante sur Jka; + oof.
c) Vérifions que f, (ko) =4, (00).

Ona: ﬂ(u)=—2—u—i d'ol fgﬁ(a)zk(—Z—ﬂ—-z-J ®

[0 3
Ona: f,(ka) = (2ka+4k)e? —ka or h(a)=0 = el =—a dov f,(ku)= 2:‘:1‘1:—4& e
el
2 4k
fitkay= 2202 2K gy fi(ka) = -2k -~~~ ka
4
fl_(kcc)=k(— 2———&}
a
) 4
jk(ka)zk(—Z—u—~J )
a
Les relations @ et @ donnent f;. (ko) =K, (o)
d) Dressons le tableau de variation de /, suivantle signe de k.
Pourk>0,ona:
X = ko bgals o]
S (%) + 0 —
Ji(kax)
Ju(x) / \
Pourk<0,ona:
X ko + o
£ x) e . T
filx) \ /
fulka)
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2- a) Démontrons que (€x) = H(€1).
1¢re méthode

Exprimons Jf, en fonction de

= . x 2x 2 B
Ona: fi(x)=(2x+4)e’ —x D'ou ﬁ(;)=('}—+4)t p

xY (2x+4k) 3 x
f'[k)'( e
j;[i)zi[(23'+4k)e;_;—x] Or f;.{x):(Zx+4k)eﬁ_—x

-

Donc Jﬁ[i;-)=%ﬁ(xj = f;—iIl:ffﬁ[%)

En conclusion, (¥ «) est limage de (¢ 1) par 'homothétie de centre O et de rapport k.

2¢me méthode

S (kex) =(2kx + 44.‘:}.?%r — kx
;;_(;a-)=k((2x+4)e“5'—x) = | £, (k) =k (x)

Donc (¢ «) est l'image de (Y 1) par I'homothétie de centre O et de rapport k.
b) Déduisons la construction de (€) dans le méme repére que (€1).
2

(¢ 1) est I'image de (¥'1) par I'nomothétie de centre O et de rapport - % Voir courbe
2

3 -Déterminons en cm?2 «x en fonction de k.

A= Ln{_.ﬂ 20 e }’Jﬂ’x = J‘:k{}!x - 4k}e;"dx

Posons: U=2x+4k ot 'z e

U=2 et V= —2ke

= L 2k -
Dol sk =|-2k(2x+ 4!:}.’.*“} + ““4,{':?“‘ dx
L n
. -« 2k r -« 2k
Ak =|(- 4!{1—-8/(2)8”] + | - Bk’e”}
L L] L [
- L% Y
A = {—4k1‘—8k2)c”jl + —8&133—"]
L o L 0

A =(=8k* =8k e —(-Bk?)+(—~8k’e™" +8k%)
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A =(=24ke" +16kM) ua

2
Ak =[lﬁk: - 24k ]u.a

e
Ak =4x(16k2—24k:}cm"
e
2
A =(64JT-:3 28k }sz
e
Ac = 4k21(2) avec I(2) =16 - 22
e

CONSTRUCTION DE LA COURBE

R -—.——lr*—.'—."-'.-

ik ddd

poaredinaitonged

......

= S-S
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CORRECTION DU SUJET 6 : BAC C 2010

EXERCICE 1
-2
1. Justifions que: Vx e R, e~ X — g X < f(x)<g—x.
2 _
0ﬂ32£—£2—<ln(1+[]<r Posons : [ =€ X

— 2 .
e—-x—{_ez] <In(l+eX)<e* = e-X—:‘f_;_x_c:ln(l-l—e—x)<€”

- Or fo)=In(l4+e=X) donc e*1—$<f(x)<8“"

2. Démontrons que la suite (U n ) est strictement croissante.

- ._.{ ! [ UHH_ + 1
ona: Un+l_ll+ ]Un = =1

Pl 6"”

U
Or e >0 d'ou _ntl o o UM]::-U,,

U
Donc la suite(Un) est sntrfctement croissante.
3. Démontrons par récurrence que: Vi € N* ln(U”)zf(l}+ () +...4 f(n).
Soit la proposition IB;) Vne N¥*, ln(Un)=f(l)—|—f(2)—|—...+f(n)
- Vérifions que (Pl ) est vraie.
on da: Ul =I+%=l+€"' = ]n{le)zln{I-t-e“J;f(l} car _f(x-)=In[]+e“'-")
Donc (PI )est vraie.

- Supposons que [PkJest vraie c'est-a-dire VAEN¥, lr(Uk) =) +fQ)+..+fk) .

Démontrons que (Pk i )est vraie.

Ona: U =i’]+_I-]Un

A+l €n+l
, 3 i 1
Si n=k alors Uk+1_ 1+ek7 Uk
ne. =tnllie— 10 =i+ |einv. =1n|1+e-* v
k+1 €k1IJ' k ekt k “k

Or ln(Uk)% S+ fQ2)+..+ [ (k)
U O+ @+t SRV = SR+ L O+ £R)+oot f(K)
U, = f(1)+ f(2)+...+ fk)+ f(k+1)

Donc ank =In 1+(3‘i
+1

i
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Donc {Pk+1 )est vraie,

En conclusion, Ve N*, ]11(U,,)~—f(l)+f(2)+...+ f(n)

4,Onpose: g =1 +_1._+ et b |
I? E {22 e” e_z ‘€—4+-.-

a. Démontrons que: a, - ‘2“&'" <In(U, )< a,

4]
| | [p—
=

Soit I'encadrement : VY2xE R e~x . 82

Posons x=n avec n>1

Ona; e " —¢&_ —n
Pour n=l, 2, 3, 4,
Ona:

e—‘ﬁ@;—z{f(]){e‘l
e~2u§< fQ)<e2
6‘3—£;—6<:f(3)<e—3
et €< fA)<e

-2
eh—£ > L< fny<e

La somme membre a membre donne:

- < f(x)< e X

{E“]—f-{,’_z +,,.+3—-n|_%{e—3+e“4 +-- e 31:’{[(])-i-f(Z)—f—...-i—f[H}(e"+€‘3+- e o A

donc a,, ~%b,, <In(U,)<a,

b. Justifionsque: v e N*_ g, = 1= g

n & = |
Ona: g — 1 + 1 “+ ...+ Hl_
PZ e el
( ) est la somme d’une suite géomeétrique de raison 3 et de premier terme 5
n
e |1
o jils g _ 1 : — l—e— "
D'od Vn2>1 a, = al+-.r__a_ = ]. B == a, = .
-l
Edition 2016
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¢. Démontrons que la suite (U ”) est majorée.

. —1l—e "
Ona: = l—k =
na: dy | e—1 |
>l —n<—loe<elo—e">—cle]l>l-e"21-e"
Doy l—e <]

n ] ]

= g 1 ] 1—e” ™ Donc b
tl— & )xe_1<lx€ﬁ_1¢=}~ Sy roa Ay < -5
Or ’

a,- b, <InU,)<a,

U, <en
]
Dou U, <ee-!
2l
En conclusion, la suite [Un) , est majorée par ee—1
neN

En déduisons que la suite (U n) est convergente.

La suite [U n} est croissante et majorée donc[un ] est une suite convergente.

neN®
d. On note ¥ 1a limite de la suite(U o J

Démontrons que _2e+] <y, /< 1

2(e2-1) e-1
1
Ona:ph =i+i+...+——
n 82 €4 €2n
(b,,) estla somme d'une suite géométrique de raison _1,)_et de premier terme_lz_
H e~ €
dol : b Zb xlqu avec n21
n I 1-g
7
. | =21
b = 1 X—f /. & b =
H (__,2 J= _l L E'?’ -1
¢? .
—p-2n o . .
orl—e4" <1 Dou b, < l Donc |im (b”}=_1_, et lim (a )=_l_
e -1 e? -1 el
H—> + 0O H— + 0
Au total, a, h%bn <In | a,,
TOP CHRONO Mathématiques BAC séries C&E Edition 2016

Scanned by CamScanner



397
Déduisons une valeur approchée de / 3 0,1 prés.
] I 1

?—_l_j el —1

] 2(e? —1)—(e—
<lni< S (=1 7 1
e—1 2e—1)e —1) _lnl_e_1
1

2et —e—]|
< .
2e=1)(e*-1) 2l e—1

1

2(c* ~1)(e—1] shisc

2 (e—l]

2e+1 1
R ¥ & L
2(92—1)_1“_(2-—1

1
Ini=_1_=>—¢t-]
e—1

e 20,582
1~1,79

EXERCICE 2
1. Démontrons que la probabilité d'obtenir 3 chiffres identiques est 16

Soit £ = {l; 2: 3 4 5 6} I'ensemble des éléments du dé.
Obtenir trois chiffres d'éléments de £ est un 3-uplets de cet élément de F

Donc CardQ = 63 =216.
La probabilité d’obtenir trois chiffres identiques est :

Soit 4 I'événement :

A={111; 222: 333; 444; 555, 666

2. Calculons la probabilité d'obtenir 3 chiffres dont la somme est égale a 6.

Soit # l'evéenement. On a:
B={Il4; 141; 411 123; 132; 213; 231, 312; 321, 222}

_ CardB _10
8= CardQ) 3
P(B)=13
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5

3. Démontrons que la probabilité d'obtenir exactement deux chiffres identiques est 13

Soit € l'évenement. Ona:
2. 121 211
113 131 311
114 141 411
115 151 511

116 161 o611 .. ..
donc P((‘-):Cf”f!C_S X 3 X 6 :_1_5_

CardQ 63 36
1
PC)=2

4. Le droit de participation au jeu est de 3 000 francs.

- si le joueur obtient 3 chiffres identiques, il regoit 5 000 francs,

- s'il obtient 3 chiffres deux a deux distincts, il regoit 3 000 francs;

- ¢'il obtient exactement deux chiffres identiques, il ne regoit rien.

Soit X |a variable aléatoire égale au gain algébrique d'un joueur au cours d'une partie.

On appelle gain algébrique d'un joueur la différence entre ce qu'il regoit et sa mise.
a. Déterminons les valeurs prises par X.

X=|—3000;0;2000}

b. Déterminons la loi de probabilité de X.

P(X =-3000)=P(C) =2

36
A3
_0) ="6-20_5
P(X=0) =—==3¢77
Donc la probabilité de X est :
X, ~3000 | 0 | 2000 Total
5 20 1
X = B =51 2
@=x) 75 [36] 36 |

c. Déterminons le gain moyen d'un joueur au cours d'une partie. Le jeu est-il équitable?
Le gain moyen au cours d'une partie est :

E(X)=-3000 x 20 1 __10750
(X) x S0 x £+ 2000 x ==t

E(X)=-1194,44

Le jeu n’est pas équitable.

—
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PROBLEME
PARTIE A
1. a. Calculons les limitesde f en —00 gt gn +00,

dm_f(x) = lim_ 3(=5x+4(x2 +15)
= lim, 22X im 4415

Iim f(x)=+00
Car lim_—= 400 i lim %J 15 =

X—3 — =«

SRR ( [ 15
Ilm,f[x}_ lim 5( Sx+4vx +15] [ Sx+4x 1+ =._Ii"3,1x|"5"'d ‘i+?]
xllpmof)f(x) e

x—>+x3 L j;

Car _lim —-1-X-_—+C‘C*Et lim l 5+4J:| jg]__‘]

\

b. Démontrons que (zﬁ] d'équation y=-%x est une asymptote a ((7') en 100,

__5x_ 4 2 1
l ]_ 3 +3 +15+3J€

5]{—';):—?];271_5}

f(x)- _%[ _5x +4yx ]

wh (.A}|—'l-

4 {
3
; o2 2
[pg J ~{g~!x2+15} 15 x2 195[ +15J —gﬂ
-f(x)_y= —4)(-4\/;2:'15 B -ax—g\[x +15 —gx-—g«f;2+15
3

f(X)= Y = e = e
4x+4\.' +1 X+ v‘x +1
. - fim N
Ona'x—lamw( (x)=y)= x—>+oo m
car lim x+yx2+15=+0c0et lim 20=20
X—+0 | | | 1
On a: Xﬂnﬂm(f(x)—y)zﬂ donc [A): =—§x est asymptote oblique & (L)

en +00,
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c. Justifions que la courbe (C ) est au-dessus de la droite(

A).

)= R

x+yx2+15
Pour x € R, x + x2 + 15 > 0 donc f(X)—y>0 = f(x)>y

En conclusion : VX E R, ( C ] est au dessus de la droite (A)

2. a. Calculons f '(x) pour tout réel x.

A

vxe R, j'(x):%{—5x+4\fx2 +1 SJ
: =1l s 4 x 2x =_I_l-5+_.4-r_

ra) 3[ +2xe_3+ISJ3 Vx2 +15

b. Démontrons que f est strictement décroissante sur R puis dressons son tableau

de variation. Ona: 4 x <5 & -5+_JL—<0
Jx2+15 x?2+15

D'ou Vx € R, f'(x)<0 Donc [ est strictement décroissante sur R.
Tableau de variation de [

X
f'(x) -
oo |T—0

3. Déterminons les points d'intersection de la courbe (C ) avec les axes (Of ) et (OJ ]
- Pour (C)avec (01)
Ona: f(x)=0 < ;—[—Sx+4~..‘.r2 +15J=(}

&> Sx+a4Vx2 +15=0¢> 4fx2+15=5x <> 16[x2 +15]=25x2

&> 9x2 =240 & 2=8
~ B0 oy x=—/[80
= 3 ou x= ‘j—;
_415 4%
xX= 3 ou X = = _T..
f étant strictement décroissante sur R donc le point d'intersection de {C )avec {01 ]

. .| 4415
est le point de coordonnées: [ 3 ;UJ avec f(0)>0.

——
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- Pour lC] avec (()J).
Ona: x=0 dou .f(O)zg_(0+4m)=4_v;E
Donc le point d'intersection de ((T‘) avec (OJ )est le point de coordonnées : ( 0 4_~3fl_§ ]
4. a. Construction de (A] . (A'] et la courbe (C ) (Voir feuille annexe)
b. Démontrons que (C' '] est I'image de (C) par la symétrie de centre O.
Ona: f(x):%(—5x+4m]
V—x€ER, f(—x)= :1;[- 5(—x)+ 4,J(—x)2 +15]
- 5[5+ 4dx2 +15)- -}~ 5x— 4Vx2 + 15|

Dot f(—x)=—g(x) Donc (C']est limage de (C) par la symétrie de centre O,

c. Construisons la courbe (C') dans le méme repére que {C ] . (Voir feuille annexe)

PARTIE B
1. Démontrons que | H }: (C)u l C']'
M(x;y)e(C)u[C']c;. y= f(x) ou y=g(x)

y=f(x) e y=1{-sx+ a5
= 3y=—5x+4sfx_2+—]_5@ 3y+5x=4Jx2 +15
= (3y+ SxJZ =16[x2+15]<:> 9y2 +30xy+25x? =16x% +240
o 25x2-16x2+9p2+30xy+240=0
< 3x2+3y2+10xy+80=0
y=glx)= y=l§[—5x+4m]c> 3y=—=5x+4Vx?+15

e — 2
¢3),+5x=4\/x2+15@(3y+5x] =16(x2 +15)

& 92 +30xy +25x7 =16x*+240
< 3x2+3y2+10xy—-80=0

Donc [’H):(C)u[c']
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JZ ..
2. Soit s la similitude directe de centre O, de rapport —z—et d'angle T

a. Déterminons I'écriture complexe de s.

z'=az+b
Z'=§e 4z+b avec a=£e
— b _ b

b | —
|
| —
LT
LN

Donc I'écriture complexe de s est z ' =

i Vs
SE o 2

Lix+yyety'=Li-x+y)

Ona: z'=x'+iy'et z=x+1y
Sr_{1 1), _ I_I-) ;
b —l - I]Z—[T -Z—:J(x+ty)

B A S
“y‘[5*+fy%{TJ 2x}

b. Justifions que x '=

2
v 1 ] 1
i x_jx+~2—y:><x—§(x+y)
Ml il 1 - I
= il 5 -x-vj( x—+~y]

C. Dadu:sons que M appartient & (H) si et seulement si M’ apparhent a la courbe (I')

d'équation 4x2—y2=20.
OnaM(x;y)E{H) & 3x2+3y2+10xy-80=0

& x——[x-l-y] = x|+yl=y

y'=5(-x+)

En remplagant x et y dans (H), on a :
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l2 ] ] 2
B(x'-y) +3[.x+y) +10(x'-—y')lx‘+y')-_80:0
[x2-2xy ey 3 x e 2xry y2)+10(x2-y?|-80=0
3x2+3y2+3x"2+3y2410x2-10y2-80=0
16x2—4y2-80=0
4x2-y2-20=0
4x2-y'2 =20
Donc ME(H)@M'E(I—)

3. a. Justifions que (I') est une hyperbole puis déterminons les coordonnées de ses

foyers et de ses sommets.

% 2 2
O : _2— 2_.—_ iL—L: E.__—;P_z
na: 4x y 20 50"~ 30 1o =~ 50 1
2 2
X~ _ Y~ _ 1estI'équation d’'une hyperbole d'axe focal( o0 ,i|.
—— 25 =lestléq yp ( ]

Ona:a2 =5 eth? =20
Les sommets sont tJ_ U] (

Les foyers, ona :C = \[a +bt =J5+20=5 donc F(5 U)et F'(—S;U)
b. Déterminons I'excentricité de(I).

a5
c. Construisons (I') et ses asymptotes dans le méme repére que (H).

(On utilisera deux couleurs ditférentes pour (H) et (I') ).

Les asymptotes de (I') : (VoI annexe)

D)y_.b,x = ‘[\z;.ﬁxe%\{s__x o (D):y:Z:c

2 245 N w9
(D'};_v=..%x - V= “C{S.U N iV y = (D ).} 2x

4. Déduisons des questions précédentes que (H) est une hyperbole et precisons les

foyers et les sommets.
(T) est Iimage de (H) par|
similitude S.

(H) est donc une hyperbole.

a similitude S, donc (H) est I'image réciproque de (I')par la
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- Déterminons les foyers F,. F, ' de (H)

s(1)=(r)= == (b3 = 2, =177,
Done F, |5;5| et F*yy |=5:-5]
- Déterminons les sommets A, et A",

2 2
oz, =5(1+i)ez, =V5+i5
H H
Donc AHlﬁ;Jﬂ d’oll A'H !-J’S’;—E]

EUILLE ANNEXE

?‘_

PEakeaty

.......

....................................

e W R e
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CORRECTION DU SUJET 7 : BAC C 2009

EXERCICE 1
PARTIE A

1. Exprimons cﬁ, B et Psous forme algébrique.

¢ - n ’ 6 g
asﬁlcos%+:sm%jc> a=2e6 c»af'=|~f7] e’f:r

< ab®=8e'" & g6 =_8§j

’ = e T3 ! \6 O

F)=J§LCOS-§-+151H%]Q[J=J§G?4 <:>bf*=|»§| e A
<:>l)5=86f”<:>bf’=—8f(

% . T T b

c=J§[cos’—§-+:sm%|c> c=v2e¢'d & c“=[ 2} e 3

/

< 6 =8ei27 > b =8e/0 & ¢6 =8

2. En déduisons une solution de l'équation (E): z€C, z6 =—8i
26 =_8; => z6 =p% = z=5b Donc Destune solution de (E).
3. Soit j=— ,\r
. 3_1
a. Vérifions que /™ =
i27 , ; _
_,r——_+:2’%3<::> j=e 3 & ji=ells j3=)
; 9
b. Démontrons que Jb et j"{i sont aussi des solutions de (E).
j2n i
Ona: j € 3 eth= \r&’
i1 l:r 27 dlx
D'ot jbh = 2e' x ¢ 4 o jb=JZe
Veérifions que jb est une solution de (E).
3 il lﬂx() ¢ il it . 5
Ona: ]_]b -—[J_ = |Jb] =8¢ 2 =8(-i)=-8i

Donc jb est une solution de (E)
A9x

-3
-Ona: j2h =3 12 = jib=Vie 12
Veérifions que / 2p est solutions de (E)

6 —idTx6

Ona:[jzb]ﬁ:(x@] 12

ET -i%

[*2 \0 2 _ Ri—i '2.’7]6=—3i
Jib| =8e 2 =8¢ 2=8(-) = [J .

Donc j2b est une solution de (E).
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c. IJBLn déduisons toutes les solutions

algébrique. b . jb . j2b ; —b ; —jb et —j%b

- Forme algébrique des solutions

b=J2’1’c05%+isin'§_] o b=l+i & -b=-1-1
117 ¥4 ;'2.71' ' { )
J'b:\fff“z =JTe'dxe 3 :|I+:’)l-—;—+f-‘£—3_-]
__1+B3_1-43 _ipol+ 313
jb = g i jb S i
2
f
2h 1 B (e 1= _1+.43;
J b_‘ i [1+i) 5 =
= szb— 1:2_\_’{§+ L+2J3_
PARTIE B
: 7 . xEUrﬁJ
1. Résolvons dans £ le systéme : L
x53[4]

Il existe deux entiers U et V tel que x=60+0 et x=4v+3
D'ots on obtient : O =4v+3 = 6Gu—4v=3 est une équation du type ax+by=c.

- Déterminons PGCD(&] : 4}

Ona: 6=2 x 3 et 4=22 donc PGCD[6;4)=2

3 n’est pas un multiple de 2 donc S =i
2. Déterminons tous les entiers naturels 71 vérifiant a la fois les deux propositions

suivantes :
« a’m est un nombre réel
- b" estun imaginaire pur.

YneNona: a, = [ﬁ]” em%r_ eth = [JQ‘JH A

o c B ]nz—[]'ﬁ]
a" € iR ln = 2]4]
6u—4yv =2 avecuecZ et veZ

de (E) puis écrivons les sous forme

Or PGCD(6;4j =2 estun multiple de 2 donc I'équation admet une solution

S={12k+6; keN}
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EXERCICE 2

1. a. Faisons une figure.

(r)

(C)

m

b. Justifions que Me.'.'l DA, DB|= 2

(C) est le cercle de centre O et de rayon OA. De (C

L'angle ( BDA ) est un angle ingcrit @ (C) et I'angle( BOA) est un angle au centre.

lls interceptent le méme arc AE_.;D_o'nc onla :rr

Mes (DA; DB ) = %Mes(OA:OB) = 2X3
. 2 )

Donc Mes (DA : DB) =

c. Démontrons que le triangl

direct.

Je(I) et [AB] est un diametre de (I)

c le triangle DAJ est rectangle en J et'de sens direct.

e DAJ est rectangle isocéle en J et de sens

donc le triangle BAJ est rectangle en J.

D'ou (JA) L (JB) or De(JB) . don
DAJ est un triangle isocele en J car ayant deux angles de méme mesure.

- 2 J.
Donc DAJ est un triangle isocéle rectangle en . ‘
Démontrons que lagdroite (0J) est la meédiatrice du segment [AD].

Ona- DO = OA et DJ = JA donc (OJ) est la médiatrice de [AD].
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2. Soit S Ia similitude directe de centre A telle que S(l) = 0.
a. Déterminons le rapport k et I'angle ¢ de S.

AQ = kAl

SU):O =7 Mesiﬁ. Tﬁ]:ﬁ
-le rapportk de Sestk = 55

Ona: AI=%AB (1) : car | milieu de [AB]
- OAB est un triangle isocele rectangle en O. D'apres la propriété de Pythagore

AR =02 + 02 => AR =2A0% => AB={2A

T _L
d'ou DA—ﬁAB (2)
B
AB

NI"'

|

= V2

Partant des relations (1)et(2),ona:k=

-

Donc le rapport k est: k=2
-l'angle ¢ de S

Mes [}T,,_q‘(fj"a_-ﬁ Puisque AOB est un triangle rectangle isocéle en O donc

Mes 4B A0|=%-
Or ie[AB} donc Mes |ﬂ,ﬁ]= %r_

Donc I'angle 8 de S esteégale a E
b. Démontrons que S (H) =K

AK = KAH

Sl Mes'fq_f-f.ﬂ]=ﬂ

- Calculunslle rapport k et I'angle 8
AK

Ona: k= =

H est le milieu de [AJ] = AH = -%AJ

(OJ) est la médiatrice de [AD] donc Ke (OJ)est équidistant de A et B d'ou AK=AD.

JKA est donc un triangle rectangle isocéle en k.
JKA est un triangle rectangle isocéle en K d'ol d'aprés la propriété de Pythagore, on a -

=2 +KR &> IR=KR & JA={KA

1 JA J
Or k:f‘ﬁz_\[_é__ Donc le rapport est : k=J§
AR 1A
2
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- le triangle JKA est un triangle rectangle isocele en K donc Mes [—JTJ %

Do Mes [TQH', AK :%

En conclusion: k=12 et Mes Wﬁ?]:% donc S(H)=K

c. Déterminons la mesure Principale de l'angle orienté

KI . KJ

(JK] est la médiatrice de[AD] et k € [AD] donc MESWZ %

Considérons le triangle AJB. | milieu de [AB] et H milieu de [AJ]

D'ou (HI)/l(JB)

Dans le triangle AJD, H milieu de [ﬂJJ et K milieu de [AD} donc (KH]H(JD).

Comme (HI)H(JB)et (KH)H[_JD) cela montre que les points H ; K et | sont alignés et
(KI)H(DB).

La droite [ADI forme avec (K]) et (DB) deux angles dont les mesures sont :

Mes(KA, Kij= = e Mes(DA, DB) = % et MesKA.Ki) = 7 Do

Mes[K_A ; —J] = Mes(_ﬁ. ﬁ}-i—Mes(ﬁ : _J]

——e

Mes(Ki , KJ | = Mes(KA K| - Mes(KA i) = 325%

Mes(ﬁ KJ } = %

3. Déterminons l'image du cercle (I') par S.

Soit S la similitude S
1% pene S[[A])=[40]
A A i

L'image du cercle (T) par S est le cercle (C] de centre O et de rayon AQ.
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PROBLEME

PARTIE A
1. Etudions les variations de 1.

u(x) = x2 +4-4lnx
= ]0;+e0]
4 2x2 -4 2("_&)()‘”‘”@]

u'(x) = 2x-—; = =

X X
Sens qg variation
Vxe JO; ﬁ[, 1'(x) < () donc  est strictement décroissante sur ] 0 : VZ 1.

Vxe 1‘5 4 oo{, 1'(x) > 0 donc 1/ est strictement croissante sur V2; + oo .

Tableau de variation de U
p 0

V2
u'(x) . (:) 3

wo | T~

6 - 2In2

2. Justifions que: Vxe& :[U;+OO[, u(x)>0

Vx EJ{};-f-OO[, H(JC) admet un minimum relatif quiest 6 =2In2 > 0
Donc Vx e ]0; + 00[, 1(x)>0

PARTIE B
1. Calculons la limite de f en O et interprétons graphiquement le

résultat. .

. . o (1

Iim f(x)=—00 Ilm | =x—=1|=-1 et i3 -
i Uf( ) car x_>0(2x ] e }E}%[x"“x] o0

Ona: IE)H[] f(x)=—200 donc la droite (OJ) est une asymptote verticale a (Cy).
X
2. a. Calculer la limite de /* en 10C.

x_l;til f(x)=+00 car hr:n’_

—x—I +00et im Inx_
|-+ im0
b. Démontrons que la droite (D) d'équation y:%x—l est asymptote a (C)

en +a,

x—!;lioo(f(x) y]-— Ilm hlx 0. donc la droite (D) d'équation ) = .x ] est

une asymptote oblique a (C) en +OC,
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3. a. Vérifions que: vy x ¢ ]0;+ co[, f(x)= I;(xz) '
x

1 2Inx
=_—_x-14+
f(x) zx 5
1
2x —x-2
f'(x)=l+ il nx = 1 ,2-2nx _ x2 + 4 -4Inx
2 2)(2 2 x2 2)(2
Donc  f'(x =H£%
2X

avec U(x) = x2 + 4 - 4lnx
b. En déduisons le sens de variation de f et dressons son tableau de variation.
Cosaitquebee] 0w ul x) 0 Bt 2F> 0. done i vq j0;+ . f'(x)>0 AU

total f est strictement croissante sur ] 0 ; + «[.
Tableau de variation de f

0 4+ 20

J'(x) s

F1x) /

—Q0

=+C

4. a. Démontrons que f(x) — () admet une solution atelque |<a <e¢.
Vxe |0 + OD[ f est continue est strictement croissante ; Onaf(]0:+=[) =R,

or 0 ¢ R .donc I'équation £(x)=0 admet une solution unique & .

2in1 _ _ 1 P T
Onatf(1)=%-1+ 1.2 et fle)=gett g

Dou f(1) x f(e)<0 donc a E]l‘;e[- o
b. Déterminons une valeur approchée alo prés de «.

Méthode de balayage
- Encadrement d’ordre 0

l<ca<e
X 1 2 €

o |— |4 -

D'ou ona: l<a<2
- Encadrement d’ordre 1

%]

12 13 | 1.4 | 15 16 | 1,7 | 18| 19
X A p i

[+l + 4]+l +1 +

/(x) —_ | =

Donc on obtient: 14< a<l5

| bri Edition 2016
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5. a. Démontrons qu'il existe un point unique A de (C) ol la tangente (T) est paralléle & la

droite (D).

Le coefficient directeur de la tangente (T) est f '(a) et celle de la droite (D) est 5

2 44~ |
(DYINT) < f‘(a)=l_ = a”+4 f”"a = — &
2 2a? 2

Ina=1 & da=e

Il existe un point A ot (D)/(T)
b. Donnons les coordonnées du point A.

= —2e+4
f(a} f(E)Gf(a) —e l+£€ f()—e 2€+4 _— A[g;e 2ee+ }

6 a. Etudions la position relative de (D) par rapport a (C).

. _ (3. g 2mx) (1.
f(x)—y = [Ex 1+ . ) [2x 1)

2Inx

f(x)-y = —
vx€]0;1[ f(x) —y <0, donc (C) esten dessous de (D)
Vxe]l:-i-ao[, f(x)—y>0, donc (C) estaudessus de (D)

Pour x=1 = f(x)—y=0, donc (C) et (D) coincident

6 b. Construisons (T), (D) et (C).

(T):y=fa)(x—a)+ f(a)
y=fle)(x—e)+ f(e)

_1 ] 2
] 2
ty=—x—1+=
TOP CHRONO Mathématiques BAC séries CRE . Edition 2016

'.‘-

Scanned by CamScanner



413

PARTIE C

1. a. Hachurons sur le graphique le domaine du plan dont l'aire en unité d'aire est
a

€
2Int 2Int ,
- = !
a j dr '[1 -
el
or f(;)._ y= 2 1;” donc alest I'aire ( en u.a ) du domaine comprise entre les droites

d’équations x=1 et X=¢. la courbe (C) et la droite (D). (Voir courbe).
b. Interprétons graphiquement le nombre ay.

el
2Int
eh—1
Ona: f(t)—y= 2Int

[
: o : - : — 1.
donc d,, estl'aire (enu.a ) du domaine délimité par les droites d'eéquations x =¢ :

x=e"‘, la courbe (C) et la droite (D)
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c. Calculons d,, puis étudions la convergence de la suite ( an)'

ol

eh
ap = I @dt
eﬂ—] |
Posons U = Int et U'=Fl d'ou U'XU:I_?{
2
Z(Inx) 5

Donc la primitive de [/ 'x U/ est F(x)=——2—=(lnx)

e’ 7]
D'ou a,, = _[ _tm dt

gﬂ"‘l

an =[(Inr)2}

el

EH—]

2 aY 5
an=(lne") —{lne” } =i -{n-—l)
1 :
an=2n—-1
Convergence de d,,
Iim @@ = lim (2n-——l} = lm 2n=+w®
n—> +o 7" no + o n— + o0

Donc la suite 4, diverge vers +w

G . 3
2. Justifions que: al +af2 +a3+...+ a, = n°.

812]nr * 2In¢ e 9 e
g At b tn = [ 4 | E ik | | 2Int
1 2 3 H I t P —r
1 e 11 1
D'aprés la relation de Chasles
o
- 2Int
Donc al +02 +a3 o e Cu'n = I Tdf
1
en
| 2
ﬂ]+a2+fi'3+...+an = [nt) ]
2 2
= [lne”J —(lnl) =n? -0
|
al+£1'2+03+...+an = nl
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CORRECTION DU SUJET 8 : BAC C 2008
EXERCICE 1

Soit ABC un triangle équilatéral de sens direct.

On designe par G le barycentre des points pondérés (A ; 1), (8 ; 1) et (C ; —1).
Pour 1a figure, prendre comme wunité de longueur le centimétre et AB = 6.
Cette figure sera complétée au fur et 4 mesure.

1. Démontrons que le quadrilatére ACBG est un losange.

A B C
G = bar

1|1 -1

= BG = CA (1)
ABC est un triangle équilatéral d'ou CA = CB (2)
Les relations (1) et (2) montrent que ACBG est un losange.
2. a. On appelle O le centre du losange ACBG.
E est le symétrique de O par rapport a B.
Le point F est I'image de O par |a translation de vecteur CB

Construisons les points E et F.
(Voir figure sur feuille annexe)

b. Démontrons que F est l'image de G par la translation de vecteur BE .
tezg(0)=F = CB = OF et S (B)=F£ = OB=BE
On a : AGBC est un parallélogramme
D'ol : AOFG est un parallélogramme
Donc BE=GF = ! (G)=F
BE F BE
En conclusion : F est l'image de G par la translation du vecteur BE .
3. On note: BE CB

a. Déterminons les images des points A et Cparl.

HO)=t-._.0t___(C
=1 o1 (€) BE CB( )
By (O)=1 . (B)
WA =1 gp Ot ppD) U BE
f{A}:rBE(G) , I(CO)=E
HAy=F
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b. K est I'image de B par /.

Démontrons que le point K appartient a la droite (GF) puis construisons K.

[
Dot (AB) /! (FK)
z : Or (AB) /I (FG) donc K €(FG)
b — I S A— e =l
B lx Onetepeoler ~'CB,BE CE

Construction de K (voir figure)
c. Déterminons I'image du triangle ABC par {.

4

Donc I'image du triangle ABC par [ est le triangle FKE

o P

4. On note: f =t OS(OC) , oll S(OC) est la symétrie orthogonale d'axe (OC).

a. Déterminons l'image du triangle ABC par f .
f(A)=t e e (4)=t(B) = [f(A)=K

f(B)=t o850y (BY=H(A) = f(B)=F
f(C)=t 0850y (O)=UC) = f(C)=E
Donc l'image du triangle ABC par f est le triangle KFE

b. Démontrons que f est une symétrie glissée.

f=t OS(OC) est la composée de la translation de vecteur CE et de la symétrie

orthogonale d’axe (OC).
De plus, le vecteur CE n’est pas normal a (OC) donc f est une symétrie glissée.

c. Soit S la symétrie orthogonale d'axe (BF).
(BF‘) Y| g (BF)
Démontrons que: N
montrons Que: S »cy =z ° S8r)
La droite (EO)_L (BF) donc gy 0 S( pg) estune symeétrie orthogonale d'axe.
tso 0 Spry(0) =tz (E) = 0O
EFU_OS{BF] (C) =tEF(C') =i

Donc les points O et C sont invariants

D’ou 5 &

0C) ~ r“}3‘2’)_ S(BF;
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d. En déduisons les éléments caractéristiques de f .

=
S=tgpeol cpoSoc,

Cee?t b0 2SR
fZIC—O_rJS(BF)

De plus (CO) et (BF) sont paralléles donc [ est la symétrie glissée de vecteur CO et

d'axe (BF). :

Figure (feuille annexe)
C

r3

— — — — —

— — — — —

A ——

R

G F K

EXERCICE 2 ,
On considére I'éguation (E) définie par (x, VEZ“, 35x-2Ty=2

1. a. Utilisons l'algorithme d'Euclide pour calculer le PGCD de 35 et 27.

Dividende 35 |27 |8 312

Diviseur 27 |8 3 2 11
1 |0

Reste 8 3 2

Donc PGCD (35 27) =1 :
b. En déduisons une solution de 'équation (E'): (x.)€Z7, 35x-2Ty=1
Solution particuliere de (E’)

Ona:35=27x1+8 27 = 8x3+3 8 = Ix2+2 3 =2x1+1
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) x1 = 3-8x1 +3x2 = 3x3

—8x1 = 3x (27—8x3)—8x1
Ona:1=3-2x1=3—(8-3x2
1 =3 x 27— 8x9-8x1

1= 3 x27— 8x10 = 3 x27— (35-27)x1x10 = 3 X £7-36x10+27x10 = 27x13-35 x10

1 =35x(—10) = 27 x (=13)

Donc La solution particuliére est: (%o ,Yo) = (-10,-13)

2. a. Vérifions que (- 20, - 26) est une solution de (E).

On a: 35x-27y = 2

35x (—20)—27x (—26) = —=700+702 = 2. Donc (—2
b. Démontrons que les solutions de (E) sont les coup

vérifiant: x = 27k —20 et y =35k—26 ou kestun entier relatif.

Ona: 35k-27y =2 :(l) et 35(—20)—- 27(-26) =2 :(2)

La différence de (1) et (2) donne : 35(x +20) — 27(y + 26) =0 =

35(x +20) =27(y+26)
35 et 27 sont premiers entre eux d'aprés le théoréme de GAUSS, on a:

0, — 26) est une solution de (E).
les (x, y) d'entiers relatifs

x+20 =27k d'ott x=27k—20 de méme y—35k= -26, dol y=35k—26
avec k€Z . Donc §={(27k—20:35k—26) k€Z}
3. Déterminons le nombre de jours qui séparent ce matin-ld du prochain « jour des
génies» sachant qu'ils avaient adoré le génie N'Gouan 8 jours auparavant.
Soit #7 le nombre de jour d’adoration de " N'Gouan”

Et 7 le nombre de jour d’adoration de "Moayé" :

n=140x avec xeN
Ona:{m=108y avec ye N
m=n—_8

De ce qui précéde:l08y=I40x—8:>140x—108y=8:>35x—27 =2
On obtient; x = 27k — 20 et y=35k~26,kec?z | y

Le plus petit entier k ( telque x& N et yeN ) est: k=]
P . On obtient
Ainsi, le nombre de jours qui séparent dy *

n=108 x 9
n=972

Prochain jour des génies” est -
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PROBLEME
Partie A

1. a. Justifions que f est continue O.

f(x)=—14+xInx
D}r::lo;'*‘cx{ et f(U)=-—-1 . [ estdéfinieen 0

lim f(x)= limo(-1+xlnx)= lim( -1+ lim xlnx

x—0 xX—= x—0 x—0
lim f(x)=-1, car limxlnx =0
x—0 Fed
Car lim xInx
x—0
Ona: limf(x)=f(0) donc f est continue en 0.
x—0

b. Calculons lim I(—x)ﬂ et Interprétons graphiquement le résultat.
x—0 X

lim rerl lim Slrgmar o lim the lim Inx

x—0 X x—0 X x—0 X x—0

i, L2

x=—0 X

= =—00

Interprétation
lim f(x)—f(o) e e

x—0 X

Donc la courbe (C) admet une tangente verticale au point d'abscisse 0.

2. a. Déterminons la limite de f en .

lim f(x)= lim (=l+xInx) =5 lim f(x)=+o
X — + o X— +® X =+
car lim xIlnx=+0

X—> +00

b. Etudions les variations de /.

f(x)=—I1+xInx

f'(x)=Inx+1

f(x)=0 = Inx+1=0 = Inx=—-1 = x=e~
vx € le~!; + oo [; f'(x) >0 donc f est strictement croissante sur Je~!; + oof
vxel0;e '[; fl(x)< 0 donc f est strictement décroissante sur 10; e 1]

1
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Tableau de variation de f

f(x) e a —+

F(x) \ — /

3. a. Démontrons que I'équation f(x)=0 admet une solution unique § comprise entre

1,7 et 1,8.
Vxe qie“' o oo'[ . [ est continue et strictement croissante sur Je™!; + oo [.

Ona: [)ere—’ .+ coU=]—l~e" ok oo[

Donc I'équation f(x)=0 admet une solution unique S .
F(1,7DN==1+1,7In1,7=-0,09
f(1,8)=-1+1,8In1,8=0,058

Dot f(1,7) x f(1,8)<0donc 1,7 <5 <1,8

Pour Ia suite on prendra 1,8 pour valeur approchée de S .
Vxe ]0:5[, f(x)<0;

b. Justifions que: |
l_VxE :_E.s;-f-m{,f(x)} 0

D'aprés le tableau de variation de f, on a :

Ona:{

0 0 e! 5 + 0

fix) e ol wem +

f est strictement décroissante sur]0 ;e '[,f(]0;e ' [)=]-1-e';-1[;douf(x)<0

f est strictement croissante sur]Je ' ;s[;fl e';s[)=]-1-e';0[;:dolf(x)<0
f est strictement croissante sur] s ; + «[; f(]s; +«[) =]0; +« [. D'olf(x ) > 0
V.xE]U;s[, f(x){O;

Vxelsi+oo[, f(x)>0

En conclusion :
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4, a. Justifions que (C) admet une branche parabolique de direction (OJ) en —+oC,

. f(X) _ o —1+xlnx ; -1

lim i(-gfx—) = 400

X— 10

Donc la courbe (C) admet une branche parabolique de direction (OJ)
b. Tragons (C).

R 3

..........

...........

...........

ol =] f () d.

c. Calculons en fonction de s I'intégra
g g
I'=("f(x)dx
I'= jls[—l+ xIn x]a’x
S iy d
=" — xdx
1 jl ldx +L xInx
S
I = [—x]l ¥ Lsxln x dx
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3
Posons /, = [ xInx dx

U=Inx fie L
X
e x V=‘—,12-x2
—I Ay SI ] 5 | 2S
- 2 = =1 52 2] B
f‘__'fx lnxll !‘i:cdx R Inx}l (4:‘: l
1 1,7
=1 52 — 152
II '2x In x 41 |
Donc :
I 1 5]
N G 1 2 _ 2
I—[ x]] +[§x Inx 7 ]l
__ O P T g P T 112
= s+1+§-s In s 45 le Inl+41
P - 0 .
I = s+4 23 l2 lnsJ

d. En déduisons une valeur approchée a 10-? prés de l'aire A(Ss) en cm? de la

partie du plan délimitée par la courbe (C), I'axe des abscisses et les droites

d'équations respectives x=1etx=§.
‘:" .
A(s)=—{ f(x)dx x 25cm?

e | 5 1 .sfl_ o 2
A(s)=- Stz 58 lf Ins” x 25cm

e 28 U8 ol § g diendd
A(s)=25s—~F=+ 55 lz ]n.chm
A(s)=10,19¢cm
Partie B

1

1. a. Démontrons que: VXE}E;'FOO[, g(x) =X <~ f(x)zO
g(x):s:a]L*I'Ifx=x:>l+'x:x[]+lnxJ:>1+x=x+xlnx:>xlnx—-l=0
Donc f(x):(]

En conclusion: g(x)=x< f(x)=0
b. En déduisons le nombre de solutions de I'équation g(x)=ux et leur valeur.

L'équation g{x)=x admet une solution unique s~>~1,8
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2. a. Démontrons que, 1. ' 4
a que Vxe]§,+ oo[, g'(x)= S x)

x(1+1n x)?2
l- _ 1 - !
g'(x)z[l"'x '=( an) x(]'H‘): lnx——x- — Xxlnx-1
1+1nx 2 2 2
(1+1nx) [1+]nx) x(]+lnx)
TN X
g (1)———1(—)—-5- avec f(x)=-1+xInx
x(! +1n x|
b. Justifions que g est strictement croissante sur I'intervalle[s, 2] ;
X el s 4w
f(x) ; +
X + +
(1+Inx)?2 + +
g'(x) - ¢ +

Yy e ]g“l ;g[, 2'(x) <0 donc g est strictement décroissante sur Je ' ;s [,

Vxe ]3;+03[, g '(x) > 0 donc g est strictement croissante sur]s; + o[,

Autotalon a : [5- : 2] e [,5- T+ 00[ donc g est strictement croissante sur [s; 2 ].

D'ou g[[.s : 2]J = [g(s] 3 g(Z)[
3. Démontrons que: g([S,Z])C[S,Z]

g est strictement croissante sur [s;2]. Dou

g([5:2]]=[(s): 2]

g(:.¥;2]]={s;ﬁ—i’ﬁ—2l

Or 5:

4. a. Démontrons que : VXE[1;+°D[~ I+

Ona: x21 car XE[1;+OC[, Inx=Inl

2
!nxaﬂmlﬂnlec?{l”ﬂx) 2l e 2<
[l+Inx]
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: - xX) .2
b. Démontrons que pour tout réel x élément de [3,2] ’ -f—i_—ls -jf(2)

< - <

LU
PR
Ly | o

x E[s,2] = s<=x £2 =

x < 2,comme f estcroissante sur [s; +co[ ,alors

—

f@Sf@ o Lmslre) dne [W<2r0)

W

Ona:(1): _—-1——551 et Lﬁ_ﬂi%f(z)

(]+1nx)

En déduisons que: Vx € [5,2],

g'(x)|£ 0,3

En multipliant membre & membre les inégalités de ( 1), on obtient

®. 1 2
19, ~<1fe
(1+lnx] i

B

Or ,on saitque : g'(x) = T d'ol

[g'(x)|s% Q) Ig'(x)JS%(—HZ]nZ) & |g[<0,2575 |g'(x)!<_:0,3
Donc Vxe[s,z], [g'(x)|50,3

On considére la suite (Un) définie par : U0=2 et, pour tout entier naturel A,

Uﬂ+1 =8 (Un) :

5. A l'aide d'un raisonnement par récurrence, démontrons que, pour tout entier
naturel

n, UHE[S,Z]

neN

Soit Py la proposition U, e [5,2]

- Vérifions que Po est vraie.

Pourn=0ona UO =2E[S,2]

Donc Py est vraie

- Supposons que P, est vraie = Un E[S;Z]

- Démontrons que Pn+1 est vraie.
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ssl.=2 d'ou Ins <InU, <in2
s+1£1+Un£2 (1) et

1+ins <14 InU, <1+ n2

1 1

‘: -
- 1+z = 1+inu, = 1+ Ins (2)
Les relations (1) et (2) donnent -
s+1 < 1+ Uy, < 2 s+1 < _2
14In2 1+InU, 1+ins 142 — "N+l = s
e s+1
Dot R Wy B o

1+In2 — 1+ins
Par conséquent S < U <2
n+1
La proposition Pn+1 est vraie donc P, est aussi vraie

En conclusion: ¥ne N, Uﬂ E[S;Z}

6. a. Utilisons l'inégalité des accroissements finis pour justifier que:

VREN. U, -s<0.3x|U, -
£'(x)]< 0,3 dou |g'U,)

< 0,3 donc en utilisant I'inégalité des accroissements finis

sur IU” —Sl, on a 1g (Un)- g (3)45 03U, - 5|
Or g[S):S et g(Un)= U Donc ’U?‘H-l _ SIS 0,3x ‘Un = s[

(0,3]?'{
b. En déduisons que: YV E N, ]Un . sl < e

n+1

Ona: I{J'”_._I ) _qlf 0.3x |/, - s D’oul {U”H —31§0,3><|U”—s[
U,-s|<0,3xU, =
UZ-S|S 0,3><|U,+.9I
U,-s|<0,3x|U, - 5|

Uy~ 5|< 0,3x ’U”_l = s] |
mbre les égalités, on obtient:

0.3 n
Donc |U "= -?Ii (__2_)_

En multipliant membre a me

Uy - "‘|<—: (013}" |U0 - S|

s > Edition 2016
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7. a. Justifions que U,, converge vers S .

e T (Ota)n
On a :nllm ( U"‘S)‘n'lfﬂ,
' _ i eIn0.3 .
-'1—1-“‘}—10.; (U” S)_ n—l.uﬂoc R
1 H —
Car n--]~j|4n::c nin0,3= - x € n—lz!ll]ooe =0

En conclusion : Jim U, = donc U, converge vers §

b. A partir de quelle valeur de 1, U, est une valeur approchée de § a 107 prés?

i

Ona: (_U’;}__i: 10 -4

(0,3)" <2.10-4=>In(0,3)" 2 In[2.10~*)
= nln(0,3)21n|2.10_4‘

In

2.10—4]
O,T

= n2z

In

= n=>7,1

A partir de HE& Un est une valeur approchée de § a partir de 10°“ pres.
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CORRECTION DU SUJET 9 : BAC C 2007
EXERCICE 1

1. Justiﬁons que dan.s- un groupe de 6 personnes choisies au hasard dans
cette ville, la probabilité pour qu'il y ait un seul gaucher est égale a 0,3025. _

Soit G I'tvenement "la personne choisie est un gaucher” et G 'événement contraire.

Ona: P(G)=0,3 et P(G)=0,7
La probabilité pour qu'il ait un seul gaucher est -

. — 2 5
P(A)=CgP(GYP(GY =6 x (03] x (0,7] = P(4)=0,3025

2. Calculons la probabilité pour qu'un groupe de 3 personnes choisies au
hasard dans cette ville contienne:

a. Exactement 2 gauchers
Soit B I'evenement. La probabilité est :

- 2 4
P(B):CgP(GﬂP(G)“ =15 x (03] x (0.7) = P(B)=0,324135

b. au moins un gaucher

Soit C I'evenement. P(C)=1— P(C) avec C revenement les 6 personnes ne
contiennent pas de gaucher. La probabilité est :

P(C)=1-P =1—[0,7)6 = P(C)=0,88235

3. Soit X la variable aléatoire prenant pour valeurs le nombre de stagiaires
de l'atelier pouvant trouver une paire de ciseaux a sa convenance.

a. Déterminons les valeurs prises par X.

Xe {2:3;4;5;6}

b. Justifions que la probabilité pour que X prenne la valeur 2 est égale a
0,0007.

6
P(X =2)=CSP(G) =1x (0.3] = P(X=2)=0.0007
D

c. Calculons la probabilité pour que X prenne la valeur g .

- 5 2 oy !
P(X =6)= Cép(c}lmof’ +C2PGY PG) = 6x(03)x(0.7) + 15%(03)x(0.7)
= P(X =6)=10,302526 + 0.324135 =0,626661
Donc P(X = 6)=0,6267

EXERCICE 2

i triangle ABC. (Voir figure)
11. ;-é?noor:fttrr:::;eql:'il exis:gte une rotationr transformant Ben Cet Aen E.

- i ui transforme un point M en un point M’ est
e o .%L.lel e CEEU;;:Q; r{?utflﬂg.anuiSque la rotation ¥ doit transformer B en C
?tuf surEIa o éznri::ee doit etre situé sur les mediatrices des segments [BC] et [AE]. Les
i ;Sn(ats)ogt (AE) métant pas paralléles, il en rrésul‘le que les médiatrices de;s [BC] e;
[AE] se coupent effectivement en un point. Donc il existe une rotation ¥ transformant

en C et A en E. et dont 'angle orienté est uné Mesure de l'angle [AB,EF]
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c. Déterminons l'angle de la rotation 7.

RAd)=£ = Mes[jff?, E—C_]:H

R(B)=C
On a : E milieu de [AC]d'ou EC = lAC

D'out : Mes [AB EC ]— Me';[AB AC = Mes[_ﬁT}z %

: . ="
Donc I'angle de la rotation est —§

d. Construire son centre O. (Voir figure)
. g -1 v T
Soit H le milieu de [AEJ et soit H' le milieu de [BC]

Tracons les médiatrices de [AE] et [BC:’.

Elles se coupent au point O qui est le centre de la rotation ¥ .
2. Soit S la similitude directe de centre O qui transforme B en E.
Soit J le centre du cercle circonscrit au triangle OAE.

a. Déterminons l'angle et le rapport de S.

S e = Mes 5@:@@] =
S(0)=0
On sait que RI _(N=E = Mes[m OE|=T
i
3

Or le triangle ABC est rectangle en Bd'al

AB—AC.CUS—:,; = AB= —AC = AB=AE

Donc ABE est un triangle équ:lateral
La médiatrice de [AE ]passe parH,BetO

D'ou

 ——

Mes{O: O | = Mes(OA:OH |+ Mes| OF-OF) = 2Mes| OFF;OF) = 2Mes{OB:OE|

= Mes(m?ﬂ; OF ) = EMeS{m;EE_) - _76[
Donc I'angle de la similitude S est g =%

Déterminons le rapport k de la similitude S

S(B)=E | OE

. = OE=kOB K=

5(0)=0| ~ "To8

Les triangles OAE et ABE sont équilatéraux d’oti OE = OA = AE
OB =20Het O = OA.CDS%-
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Donc k = OE OA
20Acos 5

b. Démontrons que S (A) = J
Montrons que Mes[’bﬁ;‘m']:’g_ et k=OJ_+3

0A~ 3

J estle centre du cercle circonscrit au triangle OAE : or OAE est un triangle équilatéral ;
donc | est l'intersection des angles :

Mes[bﬁ:'o_.f) = g car JE[OB)

e S

]

&l
&

F point d'intersection de la demi-droite [EJ] avec [OAJ.

Donc F est le milieu de[OA] = OF= 2OA OJ ct.‘}s:%'r
A 1 oa
3 0J f 1 3
OF ===0J et = =—=—
3 et OF = 20A donc k = OA= " OA 33

En conclusion : S (A) = J.

3. Soit k un nombre réel non nul, M et M' deux points du plan tels que

AM =kAB e EM' = kEC

a. Construisons les points M et M’ pour ke »”71 (Voir figure)

2

b. Démontrons que M est le barycentre des points A et B affectés des coefficients
respectifs (k - 1) et (-k).

AM = kAB .En introduisant le point M, on a: AM = k(AM + ME)

d'ou AM = kAM + kMB & (1—k)AM - kMB = 0

d'ou (k—1)MA —kME= 0

A B

l

Donc M =bar
k-1 -K

c. Démontrons que r(M) = M’ et en déduire que le triangle OMM' est équilatéral.

La rotation et les similitudes conser:ent les barycentres

A B /‘\

A E

M = bar

k-1 -K

B C

D'ou limage de M sera le barycentre de limage de A et B par R.
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Donc R{(M)=M' avec M'= bar

OM =0OM'
et Mes{W;W]= %

RM)=M' &>

D'oll le triangle OMM'® est un triangle isocéle de sommet O avec un angle de 73—

Donc le triangle OMM' est équilatéral.
d. Démontrons que les points O, A, M et M’ sont cocycliques.

T
-M'e[AE | etle triangle OAE est équilatéral donc Mes{ A ] = %

W0 MM] g

- le triangle OMM’ est équilatéral donc Mes

Au total 2Mes| AD ;AM']: 2Mele;MM'l donc les points O ; A : M et M'sant cycliques.

4. Soit N le centre du cercle circonscrit au triangle OMM'.

a. Démontrons que S (M) =N

R

S(M)=N => Mes|/OM;ON|=6 et k= gn’*/j

Calculons ¢ etk
- N est le centre du cercle circonscrit au triangle OMM'’ equilatéral

D'ou N appartient aux bissectrices des angles du triangle OMM'.

Dol M&S[W;W]:% Donc 9=%
- K milieu de [OMJ = - OK _%OM et OK:ONC{}S%—

J_ON d'ou (ON 1OM

2
Donck=ON= QN = k=i=ﬁ
OM 30N 3 3
En conclusion : S (M) = N.
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b. Déterminons I'ensemble des points N lorsque M décrit la droite (AB).

S
[N La similitude conserve les droites
A |
B |E donc S(AB)=(JE)
M N L - .
donc I'ensemble des points N lorsque M décrit la droites (AB)
o|o '
est la droite (JE).
Figure
A
Y
r/.-
r/.
W
1/-
./' w
#e 6
Y.
-/-
-/‘.
. :
L I | S - D —— - \
feit g %
.;'.'-.E:h_-“'-a..l._/-- "'
O s \
F ] ™ T %
i T /HN e \
" 3 T .
2 n ~. \
s 3 ~. TR
- A M
PROBLEME
PARTIE A

1. Calculons les limites de f en-1eten 1.

; 1
1 = L |
x!i)n}-lf(x) xl—l)nll .

n

1+ x
l—x
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Ona: lim [+x — 0 et lim InX=—¢0
x2-1 1—-x X—=0

Donc _lim_ f(x)=—o0

1+x
]__

llm f(x)= 111‘[1 Hln
< { 1

— .
Ona: lim i i +00 et ]Im InX = 400
.1'2—)] l—x Ko+

Interprétons graphiquement les résultats obtenus.

Ona: lim_f(x)=—o0 donc la droite d'équation x=-1 est asymptote verticale a (C).

Ona: liml f(x) = +00 donc la droite d'équation x= 1 est asymptote verticale a (C).
X

2. a. Démontrons que : Vx € |- 1; [, f'(x)=

. 1+x)]'- 1 U=x) _1 _ (-x)-
S {1-x”_? '1+_x] 2 T+ x
1-x I
2 =X - 1

——
S )= rq T =00+ )
!
O .
ou f( ) 1 2

b. En déduisons le tableau de variation de [ .
Vxe ]—1;1[, 1—x2>0donc f'(x)>0

X -1 1

- +
+oo

f{x) /
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c. Déterminons une équation de la droite (T), tangente a (C) au point d'abscisse 0.

M:y= f'(0)x-0)+ f£(0)

f'(l}):é—ln % = f(0)=0
f|(0)=1—'1—=1
Donc(T): V=X

3. Soit & lafonctionde R vers R  définie par: g(x)=f(x)—x

a. Déterminons le sens de variation de £.

g(x)= f(x)—x
2

1 -1 = g'x)= 23
1—x2 l1-x

g'x)='"(x)-1 = g'x)=

2

Vx E]—] : 1[. g'(x)>0

Donc g est stricternent croissante sur ]—-]: 1[

b. Calculons g((0)et en déduisons le signe de g ( x) suivant les valeurs de x.

g(0)=f(O)-0 = g@®=0

- signe de £(X)
vxe]-1:1[, & est continue et strictement croissante sur ] -1 : 1 [ et g(0)=0

{Vxe}—l;[)[. g(x)<0
i 1\?’)66}0;1[, g(x)}Ol

c. Déterminons la position de (C) par rapport a(m).

ona: f(x)—y=f(x)—Xor g(x)=f(x)—x

=
1

Donc ¥x € ]—1;0[,_f(x)—x <() dol Vxe J—I;O[,f(x‘} SER
Donc (C) est en dessous de (T) sur ]-— 1;0[.

vxe |0l f(x)-x>0 dou f(x)>x

Donc (C) est au dessus de (T) sur }0;1[ ;

Pour x = 0, (C) et (T) se coupent.
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4. Construisons, dans le méme repére, (C) et (T).

|

5.
a. Démontrons que [ est une bijection de ]—-];1[ surlR .
f est continue et strictement croissante sur ]- 1;1] . elle réalise une bijection de ]_ I ][

sur f”—l; 1[)=' xl—l-n}alf(x)’}l—-mlf(x)

b. Construisons (C’) la courbe représentative de f~! dans le repére (0, I, J).

Pour construire (C'), on trace la droite d'équation y = x, puis on cherche le symétrique de
(C) par rapport a la droite d'équation y = x. (voir figure ci-dessus)

-R
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1oy e -1
c. Démontrons que: WER, [~ l(3)=¢ 2y
Y 41
WeR flo)=x = fl9= =g —ln ;+x = In“—%]:Zy
x —_—
= 1_4%292)’ = l+x:(l—x]ezy=> 1+x=ezy—xezy

= x+xe2y=e2y-l = x

I+ezy ]= 92y —1

Xy Jp e
€2y +1
PARTIE B

1. Soit ¢ une primitive de s -1 sur R (on ne cherchera pas a déterminer ¢()C)}‘

a. Démontrons que ¢°f est une primitive de la fonction x > xf '(x)sur
k1.
Dérivons o [
(go f)(x)=£(x)x ¢'([(x)
r pi(x)=/f"1x
D'ou(¢of]'(x)= FUx)yx f f(x)]
(o f1(x)= fi(x). x car [/ (%)=
Donc[g,ﬁof].(x).—_ x.f'(x)
Au total Qﬁofestune primitive de x-f'(x) sur ]_l;l[

b. Démontrons que pour tous éléments a et b de ]—-1; l[,

(1O 10 =ge S B)-92 S (@

Ona: ¢@'x)=f~ (x)
b
vou [ f-1c0an= | poai=[#0] =97 EN=(f (@)

Sfla) Sf(a)

Donc  [/®) f-1(e)dt = po f(B)— #ofla)
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c. En déduisons que : I{(‘{f]‘f“(”‘“ = [o4f '(1)d1

ona: (g f)(x)=xS'(x)

Dot (1f " (1)dt =[2(pof )dt

& £ odipor )],

fo /(01 = Gos 6)- gof (@)

;{(2 fUn)dt = gof (b)-Pof (a)

Done 1 £(4) f=V (1)t = 51f (1)t

d. Démontrons que pour tout élément x de }—1; ][ : Ig(x)f_](f)dt =Iglfl(f)d£
Ona: I({{x}f_](t)d! =L’:{f'(!)d!

or f(0)=0 '

Donc [/ ) £=1(r)dt = [Ftf"(1)dt d'apres B1. ¢

2. a. Démontrons que pour tout élément x de ]—1; l[:jgff‘(;)m = —%-!n(l -, L

ngrl(f)d!=—%-ln(]—x2) d'aprés A2. aona: f'(x)=1_1x2 _

'ou: X ' _ X 1 _ X !

Dot fg tf (t)di = [, {[ﬁ]d!-fo e dt

Posons U=1 - t* ;Ona sit=0 = U=l

sit=x = U=1-=-x2

Dou dU = —2tdt

Done _L_gp =~ 1{dU

> l—rzd! 2[ U]
Au total :

J-x—-dr .!'=~_]—. l-xzc_f_(/i:—l[lnyqlhxz.:_lln 1_x2 +11 1
0 ]_32 . 241 L/ 3 JI j- [ J E n
X ! __l _ 2

Jo =4t = fln[l x ]
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¥ o
e +e Y

b. En déduisons que, pour tout élémenty de R | th Flydr=1n 3

I[J]Jf—l(,r)d; :jér(x)j_l{r}dr car ‘o‘xe]—l:l[. Sx)=y.

W N ( ) s
Do [/ F1(e)de = SEef'(e)de
Onsaitque: [Ytf=(t)dt = —%!n(l—x’)

2y
O y= 1) & x=fl) e x=t]
e2Y 11
eY—e=Y
= e ey
eY+e~¥

ponc: —Lin(1— 2 o1ale” +e
21n[l x} Inl_____.2 ]

eV +e7 Y
2

3. Soit A l'aire de la partie du plan délimitée par la courbe (C') de f~! et les droites

d'équations respectives x=0 et x=1.
Calculons A en unité d'aire.

:
A= [of~(t)dt.ua

-1
A:In[ﬂize——].ua

4. a. Hachurons sur le graphique, I'ensemble D des points dont les cordonnées (x,
y) vérifient: 0<x <1 | 0<y<l et f‘l(x)iysf{x} |
Il s'agit de la partie du plan comprise entre (C) et (C'), dont I'abscisse est comprise entre

Oet1 etdontl'ordonnée est comprise également entre Oet1.

b. Calculons l'aire de D en cmz.

D= L:[f(x) — f“(x}]dx.ua

En conclusion :L_{ f~Y6)=1n

g fui i
D = [ f(x)dxua- f,f'(x)dxua

t -1
or j;f—1(x)dx=m|ﬂ_f;—- (1)
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Calculons J‘Sfﬂ(x)dx avec f(x) = 1In[-‘H—}E]
t . t
Jﬂf(x)dx =rljér;11jof(x)dx

J';f(x) dx avec IE{UH].

U=f(x) et V'=1
U'=f(x) et V=x

ona: [l f(x)dx = [xf(x)]§-

Posons :

pou: [ F(x)dx = Lt

in, [of (x)dx

=1

2Iln

lim
X

Car |im (1+f)1n(1+t)—2|n2 et ||m1(----

x-+1

= (f} fCydx = fo £~} (x)dx)u.a

( He 1)+In2) ;

6‘+E‘

D'ou

+ln2 X tlc:m2

Au total : [In

[oxf'(x)dx = [xf(x) o

1+t
1-1t

+ %In(l-—rz)

1+t 1 _ 42
____J 2tn[1 t]

] %m[uﬂ”:mz
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CORRECTION DU SUJET 10 : BAC C 2006

EXERCICE 1
Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2. On pose :
A=n?-2n+2 ; B=n>+2n+2 et d=pgcd(A4,B)
1. a. Démontrons que tout diviseur commun a A et n &ivise 2.
Ona: 4A=n?2-2n+2
A=n(n-2)+2
2=A-n(n-2)
Soit g € Z
Si g|4 et g|n alors g |2

b. Démontrons que tout diviseur commun a A et B divise 4n.
B=n2+2n+2=n2+2n+2-2n+2n=n?-2n+2+4n
Soit g € Z '
Si g|4 et q|B alors gldn

2. On suppose que n est impair.

a. Démontrons que A et B sont impairs.

Ona:

A :n?-—2n+2=(2k+1]2—[2k+1]+2
A=4k2+4k+1—-4k-2+2=4k2+]
A =2x2k2+1=2[2k2]+l

Alors A est impair.
3=n2+2n+2=(2k+1)+2(2k+1}+2

B=2[2k2+4k+2]+l=21€+1

Avec K = 2k2 + 4k + 2 donc B estimpair.

En déduisons que d est impair.

4 B : g
d = PGCD(A; B) — = et = sont premiers entre eux donc d qui les divise sera

impair.
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b. Démontrons que d divise n.
= PGCD(A;B) d'oll d‘A = A=kdavec ke Z
En déduisons que d divise 2, puis que A et B sont premiers entre eux.

n—-2n+2=kd

nin-2)+2=kd

Donc d divise n

Ona: n(n—-2)=kd

D divise n et d divise 2 car d est impair et A et B sont premiers entre eux.

3. On suppose que n est pair.

a. Démontrons que 4 ne divise pas A.

n estpairdou: n=2k avec keN’
A=n?-2n+2

A:(zk)z—Z(Zk)+2

A=48k?-4k+2

A=4[k2-—k]+2

si‘4|A alors 4|2 ce qui est absurde. Donc 4 ne divise pas A.

b. Démontrons gue d est égal a 2p ou p est un nombre entier impair.
A=4k2 —4k+2 et B=4k? +4k+2 avec n= 2k,

d= PG(?D[M:E — 4k +2;4Kk2 +4k+2]
s PGCD[2(2k3 2k +1):202k2 + 2k + 1))

d=2PGCD[2::2—2k+1;2k2+2k+1j
d=2PGCD[2(k2-k]+|:2[k2+k]+l]
d=2x polp= PGCD(Z[I:Z -k)+1;2(k2 +k)+1J

z(kz _k]+1 et 2(!{2 +kJ+1 sont impairs donc p est un nombre impair.

En conclusion: d =2p ol p est impair
c. Démontrons que p divise n. En déduisons que d est égal & 2.
e Daprés la question 1.b.,0n a: d|4n or d=2p

D'ol 2p14n =% ijn et p impair donc p|n.
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e D'aprés la question l.a.,on a:
pl4
pln

or d=2p et pestimpaird'otp=1doncd =2
4. On remarque que:
197 =152 —2X154+2

257=152 +2X15+2
avec n=15 est impair.

= pl2

D'aprés la question 2., les nombres 257 et 197 sont premiers entre eux.
EXERCICE 2

On considére quatre points A, B, C et D tels que trois quelconques sont non alignes.

1. Démontrons que ABCD est un parallélogramme < D= bar {(A; 1) ; (B;-1) ; (C: 1)}.
D =bar{(4.1);(B.=1):(C 1)} & AD=-4B+ AC

Donc ABCD est un parallélogramme.
2. Déterminons puis construisons l'ensemble £ i des points M du plan tels que:

" - MB + MC "— BD .

Ona: MA — MB + MC=MD
Dooi: || Mi — MB + MC |}=BD & | MD |=BD « MD=BD

Donc I ensemble E est Ie cercle de centre D et de rayon BD.

e e e e et e e e e T ey
s ——— m = - v " ' . - -

B T T Lt L L L R L L e i — -7
e ————
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3. a. Démontrons que pour tout point M du plan, MA2 —MB2+MC? = MD?

Ona: MA2—MB2+MC2 = MD?+DA? - DB +DC?

Calculons DA2 ; DB2 et DC?2
Ona;: BC=AD et AB=DC dans le rectangle.
D'aprés la propriété de Pythagore, si on considére le triangle BCD rectangle en C,

ona: DBL=DCl+BC2=DC?+aD? = DCE+AD?-DB%=0

Donc: MA2 - MB2 + MC? = MD?

b. Déterminons puis construisons I'ensemble E2 des points du plan tels que:

AAa2 - ABL + MC? = BD?
Ona: MA2 —MB2 + MC2 = MD + DA% - DB® + DC? = MD?

Dol: MD?=BD* = MD=BD
Donc I'ensemble E2 est le cercle de centre D et de rayon BD.

—
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PROBLEME
PARTIE A

Soit g la fonction dérivable et définie de [R* vers IR par: g(x)= 1n|)t‘|—-%

1. a. Démontrons que pour tout nombre réel x non nul, g'(x)= x;zz
e 5i x>0 alors |x|]=x et g(x)=Inx|— %: In x — %
= g'(x)= L4 _33__ {"t,‘_z_
x= X~

e Si x< 0 alors |x|=—-x et g(x)= In|x|— %—- ln(—-x)—%
= g'(x)= %4— 122 = x::Z
Donc Vxe R*, g'(x)::‘f.iz,g.
b. Sens de variations de la fonction‘ g

x |-= +2 0 +eocx

0
g(x ) 1 +

_|_

VxE]«-oo;—Zl, g'(x)<0

g est donc sirictement décroissante sur [—oc;—2 [

Vx€]-2:0[U] 0, +00[, g'(x)>0

' _
g est donc strictement croissante sur ]— 2.0|er sur] 0; +0c |

Tableau de variation.

x it Ny ﬂ =
g'(x) — 0o+ o
g% \ / /
1+In2

2. a. Démontrons que l'équation X € R, g(x)= 0 admetune unique solution &

appartenant a l'intervalle ] 1 + DO{ .

Vx € )— o0; 0 [, g(x) admet un minimum relatif quiest 1 +In2 > 0;

donc I'équation g( x ) = 0 n'admet pas de solution sur] — ;0 |

TOP CHRONO Mathématiques BAC séries C&E

. Edition 2016

Scanned by CamScanner



444

vx € ] 0; + o [, g est continue et strictemuent croissante sur ] 0; + oo| en particulier sur
]1; + =|. Elle realise donc une bijection de ] 1; + o[ dans g(]1; +o[)=]-1; +oof
Or 0 € ]-1; + o[, donc I'équation g( x ) = 0 admet une solution unique a dans

]1; + cof.

Vxe o Ulata], g(x)>0
Vxe]();a[, g(x)<0

b. Démontrons que :

» g est strictement décroissante sur ] -« ;- 2 [.

Ona:g(]l-=;-2)=]1+In2; +«[.D'oug(x)>0

- g est strictement croissante sur ] =2 ; 0[.

Ona:g(]-2:0[)=1+In2;+«[.D'ou g(x)>0

» g est strictement croissante sur ] 0 ; +« [.

Ona:g(]0:a[=]= o;0[. Dot g(x)<0

« g est strictement croissante sur ] o ; + « [,

Ona:g(]Ja;+=[)=]0;+«[.Dou g(x)>0.
Vxe]—w;ﬂ[u]a;-i-w[, 2(x)>0

Au total, ona : VxE]O;a[, #(r) <0

PARTIE B

1. a. Etudions la continuité de f en 0.

D = R, f estdéfinieenO

i : X
i e ity

L3 > eX +(In|x|)

. " . 2

lim x)=0 car lim ¥ =1 et lim (In|x])" =+ o0
x—>0f( ; x—=>0 x——}O( 1)

> >

lim f(x)= lim e’
: - 2

x0 * 20 x +(Inx|)

T 1 o T 2
xIE}ﬂﬁf{x} 0 car x]EPOL 1- et ;E}n(}““( x))

< < <

: 2
= Jim (In(X)) =+o0o0C
X V)

Ona: lim_ f(x)= lim_ f(x)=f “est conti
na J:lﬂ}nﬂj(x) xlu;nﬂ_f(x} f(0) donc f est continue en 0.

> <
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b. Déterminons les limites de / en —co et en +OC puis donnons une interprétation
graphique de chacun des résultats.

e lim_f(x)=_lim &
X—»—C0 X —mex+{ln(_x))2

lim_ £(x)=0 ' = i 2_ B
oAm f(x)=0 car lim_e¥=0 e LJim_(In(-v)) _Xlimm[ln{,y)) =+00
i . X i ¥
L] _"{—I!l‘}-"n ,f(;r} = % l;l]}_m __x_ e _,_:? = x._!_qu i ._.__'E_x_____‘ = x !ln}— ______I__. —
€” +(Inx) [ln:r]" f!nx}
eX|1+ . |
e ex
i _ (In x| ; (Inx| 2
_\-l}.“lwf(x]=1 car x-l—lnl:o ¥ =.rl§“lm' xlf ,.;-;T=[)

Interprétation :

x_l;m ” f(x)=0 donc la droite d'équation =0 est une asymptote horizontale a

(C) en — co.

lim _ f(x)=1 donc la droite d'équation =1 est une asymptote horizontale a (C)
X —» s3]

en + oo,
2. a. Etudions la dérivabilité de f en 0.
g -
2
- . T+ (In|x]) eX ) oX

Iim S (x)- /(0) lim £ = Iim = lim
= . it . % r(e"-f-fln’f!zl s ”x*-"(]“*‘]z
lim f(x)=fO)_ L oo car lim eX=1; lim xe¥=0
x—}-)ﬂ x—ﬂ —}”n x—;}()

. 2 2 2 _
et xl!ﬂl‘_;‘lﬂx(lnx] =xl%}]ﬂ("&-]nx) =0
-

Ona: lim f(-"-') — f(U) — + oo donc la fonction f n'est pas dérivable en O.
x> 0 x—0

La courbe (C) admet donc une tangente verticale au point O (0 : 0).
@ (x)p(x)
(e*+ (In|x])*)?

b. Pour tout nombre réel x différent de zéro, démontrons que: f(x) =

avec ¢(x)=e* In|x|
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’e-" + [ln |x[]2 J-ex
- 3

[ex +[In|x|J2}

_ eX lnlx‘[ln [x|- ffJ

2 3
exX 4 |1n|xf]2J

eX

2
eX + r In |x|J

%

X

S =t

eX +(In |.Jc|]2

ex{[lnlx”z _§1n|x|]

!

Ie?‘" +[ln|x|J2J

2

avec @(x)=e*In|x| et g(x)=ln[x|—?

f’(x] = .. (ﬂ{'—r}g{qx]

{e"‘ +(In |,t|}2 ]

2
c. Démontrons que i )= 21
/(&) a?+4e@ ,
fla)= — . Y. gla)=0 = ln|a|—§--=0 = In|a!=a—
e + (Ina|)
: - e? g2 " 1
D'oii: fla)= 7 = - i Ay
E”"'[HJ e 1+€—a’l§i ]+€_ai§;!
' = ! = a) = a’
a2
En déduisons que : 0< f(a)<1.
On a: f(a)= 41
1+ e %
o 2
2 1 4 .
or a>l = a+<>1 = azr:l =5 — 4 (1]
Et a>] > —a<-1 = e~ %<e"! [2)
Les relations (1) et (Z]donncnt i2<4 et e @< e~
a
Do 4 o—Qche-! = 1+-~4—'f3_9~'<1+4€_1
Crz .(1'2
= L >_ 1 donc 12 f(a)20
1+ 4 o-a  1+4e-!
a2
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d. Déterminons le signe de f '(x) suivant les valeurs de x

0(X)9(x)

)=

(e* +(Inx))2 ]2

donc f'(x)

est du signe de ¢(x).g(x)

Ona: ¢(x)=0 = e*n|x|=0

or (e" + (In]x|)? ]2 >0

|)<|=1 - X=-=1 0ou x=1

eX>0 et ljx|=0 = Injx|=In1 =
Tableau de signe
X ® 1 0 1 a
©(x) - 03 . = 03 #
gl x) + r Q q
(e +(Inlx|)*) + : B
f(x) -9 1 -9-9

Vxe]—oo;—l[u]ﬂ;l[u}a;+00[, f'(x)>0
{Vxe]—l;(){u]l;a[.

En déduisons le tableau de variation de 1.

J'(x)<0

X

-

£

0

1

a + o

F{x)

f(x)

. & - -
N Y

3. Démontrons que: Yx € R, 0< f(x)<1.

En observant le tableau de variation, on constate que f
et un minimum qui est 0. Donc VxeR, 0< f(x)<1

e

admet un maximum qui est 1
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4. Tracé de la droite d'équation ) =X et de la courbe (C).

e e e e e 1 e i R T TR R R
) PR | e TR ) T T R R L weefranedan
TN IR b PN JORYE PPOUN PRS- PPVPS PPPTT SR EERTI LRSS 3
' A S R -H S - R e £

...................................

...............................

..................
............................

.....................
............................................

.................................

PARTIE C
1. Vérifions que : Ve N, U, .=

eU”

fRy=——s  or x=U, = fWUy)=—

eX + (In|x]) 2 n +(1“|Un|)2
Uy,
or T LS. donc U lzf(Un)
n+l eU” +(1n|U”|)2 n+
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2. Alaide de (C) raprésantons U 1Yy U3 et U Moinl I'axe des abscisses.

- }l

®
........

L TIT

3. Démontrons que pour tout entier naturel non nun,U,e [0 ;1]
Ona: Of::f(x)r:l d'ou 0<U, <1
donc €|O l}

Au total comme (U, ) est une suite donc U, ElO ll

' roissante.
4. a. Démontrons par récurrence que (U”JHEN est strictement crol

U <U
DHSUpposc que: WrEN U,_ ISU

<U
f étant croissante sur [0;1] U, PsiU) = Up=U,

donc (U/,,) est strictement croissante.

b. Démontrons que (U, ),en est convergente.

¢ nlpeyy €t croissante et majorée par | donc (U,,) est convergente.

leat.
¢. Démontrons que la limite de (U, ),.en est 6ga
= imU, =1
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