Terminale D " . .
COTE D’IVOIRE - ECOLE NUMERIQUE

Mathématiques

LECON 9 : SUITES NUMERIQUES
1. SITUATION D’APPRENTISSAGE

Dans le souci d’avoir assez de revenus pour 'organisation des festivités de fin d’année, le
président de la promotion terminale veut effectuer le placement de la somme de 300.000
CFA qu'ils ont dans leur caisse au premier Janvier 2020.

Il se rend dans une structure bancaire et le banquier lui propose deux options.

Option1 : le capital placé est augmenté de 2500 CFA a intéréts simples par mois ;

Option2 : le capital placé augmentera de 5 % de mois en mois pendant la durée du placement.
Le budget de la manifestation étant de 400.000 CFA, le président voudrait connaitre I'option
la plus avantageuse pour obtenir rapidement cette somme avant la date de la manifestation
fixée au début du mois d’Aolt 2020.

Le major de cette promotion affirme que le probleme peut étre résolu a I'aide de suites
particulieres.

Forts de ces informations et voulant aider leur président, les éleves de la promotion
terminale décident de faire des recherches sur les suites arithmétiques et géométriques.

2. RESUMES DE COURS

I. Rappel sur les suites arithmétiques et les suites géométriques

1. Définition d’une suite numérique
On appelle suite numérique, toute fonction de N vers R.

Soit E 'ensemble de définition de cette suite.
La suite est notée par une lettre (u), ou (v), ...,
(uy), s'il n’y a pas de confusion.

on la note aussi (uy)ner OU Simplement

On suppose dans la suite que I'’ensemble de définition E est un sous ensemble infini de N.

2. Suites arithmétiques et suites géométriques

Suite arithmétique Suite géométrique
Définition | Une suite (U,,) est Une suite (U,,) est géométrique s’il existe
arithmétique s’il existe un un réel q appelé raison tel que :
réel r appeléraisontelque: |VvVn €N, U,,; =qU,
vneN, Uy, =U, +71
Exem le'{ Up =3 Up = —2
ple : Upor = U, — 4 Exemple : {Un+1 _ lUn
r=—4 1 5
175
Formule vn e N,Vp €N, vneN,VpeN,etq+#0
explicite Upo=U,+ (n—p)r
En particulier : Up=U, xXq"?,
o U,=Uy+nr En particulier :
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o U, =U;+(n—Dr o U,=Uyxq"
o U, =U; xq"!
Sommede |SoitkeN ,leN, k<l SoitkeN ,leEN, k<l
termes et g € R\ {1}
consécutifs S=Ux+Upy1 +-+ U S=Uyg+Upsq +-+ U
(I-k+1) termes (I-k+1) termesl .
On a: e 1—q'~k+1
§=(—k+1)EE Ona'S_ka( 1 )

Exercice 1
1) (u) est une suite arithmétique de raison —3. Détermine une relation entre u, ,; et u,.
2) (v) est une suite géométrique de raison —3. Détermine une relation entre v, ., et v, .

Solution
D upss =up —3
2) Uny1 = =3y

Exercice 2
1) (u) est une suite arithmétique de raison 2 et u; = —5. Exprime u,, en fonction de n.

2) (v) est une suite géomeétrique de raison — Setv, = 16. Exprime v, en fonction de n.

Solution
1) u,=Mn-3)r+us
u,=2n-3)-5;
soit:u, = 2n — 11.

2) vy =1, X q"*
v =16 X (2",

Exercice 3

1. (u) est une suite arithmétique de raison —3 etu, = 7.
Calcule la somme : ug + uy + -+ + uyg

2. (v) est une suite géométrique de raison —2 et v, = 16.
Calcule lasomme : v, + v3 + -+ + v,y

Solution
1w + 1y ++ + 10 = (20 — 0 + 1) (22222)

Ona:u,=Mn-2)r+u, =-3(n—2)+7;soit:u, = —3n+ 13;donc, uy, = 13 et
uzo = _47

Par suite 1 ug + uy + -+ Uy = (20 —0+ 1) (uo-l-zuzo)

uO + ul + -+ u20 = 21(13;47)

Donc:ug +uy + -+ Uy = 21 X (=17) = — 357

1_q21—2+1

1-q
Ona:v, =v, Xq"* =16 x (-2)"*% donc: v, = 16 X (—2)>"* =16 x (—%)2 ; Soit v, = 4.

1—(-2)20 _ 4 20
1+2 )_3(1 @)

2. U, +173 +"'+v21 = Uz(

Parsuite: v, + vz + -+ v, = 4(
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[I. Raisonnement par récurrence

Le raisonnement par récurrence s’applique aux propositions dont I’énoncé dépend d'un
entier naturel n.

Méthode

Pour démontrer qu’une proposition dépendant d’'un entier naturel n est vraie pour tout

n = ny (ngy étant un entier naturel donné), on procede en trois étapes :

 On vérifie que la proposition est vraie lorsque n = n,,.

» On suppose que la proposition est vraie pour un entier k > n, et on démontre qu’elle est
vraie pour |'entier suivant k + 1.

¢ On conclut que la proposition est vraie pour tout entier naturel n > n,.

Exercice
uo == _1

Soit la suite (u définie par : 1 .
( n)nEN p {un-}-l — Eun + 3

Démontre par récurrence que : Vn € N, u,, < 6.

Solution :
Soitn € N.
Notons P(n) la proposition : < u, <6 >.
> Vérifions que P(0) est vraie, c’est-a-dire que : u, < 6.
Ona:uy,=—1. Alors u, < 6. Donc: P(0) est vraie.
» Soit k un entier naturel tel que k > 0.
Supposons que P (k) est vraie et demontrons que P(k + 1) est vraie.
P (k) est vraie, donc : u;, < 6.

On en deduis que : %uk <3,
“u +3<3+3,
%uk + 3 < 6, c’est-a-dire : uy,,, < 6. D’ou P(k + 1) est vraie.
» Conclusion: vn €N, u, <6.

II1. Suites croissantes, suites décroissantes

Définitions

Soit (u,) une suite de nombres réels et E son ensemble de définition. On dit que :

» la suite (u,) est croissante, lorsque pour tout entier naturel n de E, u,, < u,,1.

» lasuite (u,) est décroissante, lorsque pour tout entier naturel n de E, u,, = u;,;1.

» lasuite (u,) est strictement croissante, lorsque pour tout entier naturel n de E,
Up < Upqq-

» lasuite (u,) est strictement décroissante, lorsque pour tout entier naturel n de E,
Up > Upnyg.

» lasuite (u,) est constante, lorsque pour tout entier naturel n de E, u,, = u,4.

» lasuite (u,) est monotone, lorsqu’elle est soit croissante, soit décroissante.
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Méthode

Pour étudier le sens de variation d'une suite numérique (u,) définie sur une partie E de N,
(c’est-a-dire examiner si la suite est croissante ou décroissante et justifier cette croissance
ou décroissance), on peut utiliser I'une des méthodes suivantes :

a) La méthode algébrique
» On étudie le signede : u,, 1 —u,
» SipourtoutndeE, u,,; —u, = 0,alors la suite (u,) est croissante.
» SipourtoutndeE, u,,; —u, < 0,alors la suite (u,) est décroissante.

Un+1

» On compare le quotient .2 1 si pour tout entier naturel n de E, u,, > 0.
n
» Sipour toutn de E, u;l“ > 1, alors la suite (u,,) est croissante.
n
Un+1

= SipourtoutndekE, < 1, alors la suite (u,) est décroissante.

n

b) La méthode a I'aide d’'une fonction
Siu, = f(n), alors (u,) ale méme sens de variation que la fonction f surE.
On étudie donc les variations de la fonction f sur E.

» Sif estcroissante sur E, alors la suite (u,,) est croissante.

» Sif estdécroissante sur E, alors la suite (u,) est décroissante.

c) Utilisation du raisonnement par récurrence

Exercice 1
Soit la suite (w,,) définie sur N par : w,, = n? + 3n. Démontre que la suite (w;,) est
croissante.

Solution

Pour tout entier natureln, w,,;; — w, = (n+ 1)2 +3(n+ 1) — (n? + 3n)
Wpe1— Wy =2n+4;donc:vVneN, w,,; — w, >0.

Par suite, la suite (w,,) est-croissante.

Exercice 2
Soit la suite(v, ) définie sur N par: v, =e
Démontre que la suite (v,,) est décroissante.

-2n+1

Solution
vn € N, v, > 0. Calculons : Uzﬁ
Vpyqp e 21 2 :; Vnt1
Ona:——=-—F—=e¢"",ore"“<ldonc:¥n € N,— <1
vn e vn
Donc la suite (v,,) est décroissante.
Exercice 3
Soit la suite(u,,) définie pour tout entier naturel n > 2 par: u,, = Vlnn.

Etudie le sens de variation de la suite (i) 2-
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Solution

Considérons la fonction f définie sur [2; +oo[ par: f(x) = VInx.

Pour tout entier naturel n > 2,ona : u, = f(n).

Vx € [2; +oof, f'(x) = 2x\/1m' V x € [2; +oof, f'(x) > 0. Donc la fonction f est croissante
sur [2; +ool.

Par conséquent, la suite (u,),s, est croissante.

Exercice 4
Soit 1 déf fo=5
oit la suite (t) définie par:
© P v n e N, ty,, =/, + 12
Démontre que la suite (t) est décroissante.

Solution

Soitn € N, notons P(n) la proposition « t,,; < t, ».

e Vérifions que P(0) est vraie.

Ona:ty,=5ett; =+/17;donc t; < t,; d’out P(0) est vraie.

e Soitk € N, supposons que P(k) est vraie, c’est -a- dire t;,; < t, et démontrons que
P(k + 1) est vraie, c’'est -a- dire ty4p < tryq-

Ona:tys =+t +12ettpy = /tryq +12.

D’apres 'hypothése de récurrence, t,,; < t;;donc t,; +12 < t, + 12; par suite
Vit 12 </t + 125500t tyyn < tgq.

Donc P(k + 1) est vraie.

e Onconclutque:vn € N, t,,; < t,. Ainsila suite (t) est décroissante.

Remarque : On peut utiliser le sens de variation de la fonction de la fonction
fix +— vx + 12 pour I'étape de I'hérédite.

[V. Suites majorées, minorées, bornées

Définitions

Soit (u,,) une suite de nombre réels et E son ensemble de définition. On dit que :

e La suite (u,) est majorée, s'il existe un nombre réel M tel que pour tout entier naturel n
deE,u, <M.

e La suite (u,) est minorée, s'il existe un nombre réel m tel que pour tout entier naturel n
deE, u, = m.

e La suite (u,) est bornée, si elle est a la fois majorée et minorée.

Remarque : On peut utiliser un raisonnement par récurrence pour démontrer qu’'une suite
est soit minorée, soit majorée, soit bornée.
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Exercice 1
Soit (u,) une suite de nombres réels.
Réponds par vrai ou par faux a chacune des affirmations suivantes :

N° Affirmations Réponses
1 | Sipour tout entier naturel n, u,, < —3, alors la suite (u,,) est minorée
par —3

2 | Siil existe un entier naturel n, tel que u,, = 0, alors la suite (u,) est
minorée par 0

3 | Si pour tout entier naturel n, u,, = 2, alors la suite (u,,) est majorée
par 2

4 | Si pour tout entier naturel n, |u,| < 1, alors la suite (u,) est bornée

Solution
1. Faux 2.Faux 3. Faux 4. Vrai

Exercice 2
. . ;. s n+3n?
Soit (U, )nen*, la suite numérique définie par : u, = ey
Démontre que la suite (u,;)en* €St minorée par 2.
Solution
N n+3n? n?+n-2 n-1)(n+2)
Pourtoutn € N*,ona:u, — 2 = —2=——;donc:u, — 2 =——-—
n 14n2 1+n2 n 1+n2
* ) N (n_l)(n+2) ) Y : *
neN*"=n>=1dou: TZ 0.Donc:u, —2 >0, c'est-a-dire: Vn € N*,u,, > 2.

On conclut donc que la suite (u,) €St minorée par 2.

Exercice 3

2
1+n2

On considere la suite v définie sur Npar: v, = [4 —

Démontre que la suite v est minorée par V2 et majorée par 2.

Solution
Pour tout entier naturelnde N,ona:1 < 1 + n?.

1+n?>1o0<—<1
1+n
2 <2
1+n?

S -2< —

S0<L
<0

1+n?
2

1+n?

=V2< [4-

S2<4- <4

2
1+n?

Donc:VnEN,\/ESvn < 2.
Dong, la suite v est donc bornée (minorée par v2 et majorée par 2).

<2

Remarque
Une variante de cette méthode est1’étude des variations de la fonction f#définie sur [0 ; +oo[
par: f(x) = [4— 2_ Cela permet de justifier que : Vx €[0; +oo[, V2 < f(x) < 2 etde

1+x2°
conclure que:vn € N,v2 < v, < 2.

Page 7 sur 21



V. Limite d’une suite numérique
1. Définition de la limite d’une suite

Exemple introductif

Soit la suite (u,) définie sur N par:u, = -1+ :

1+n2’

Soit f la fonction définie sur [0 ; +oo[ par: f(x) =—1+
Ona: lirp f(x)=-1.
X—>+00

1
14+x2

On dit que lorsque n tend vers +oo, la suite (u,) admet pour limite —1.
On écrit: lim u, = —1.
n-+oo
Définition
¢ On dit qu'une suite (u,) est convergente lorsqu’elle admet une limite finie.
e Une suite qui n’est pas convergente est dite divergente.

Propriété

Ona:Vné€N,u, = f(n).

Soit (u,) la suite de terme général u,, = f(n), ou f est une fonction définie sur un intervalle

de la forme [a; +oo.
Si lirp f(x) =1, (l € Roulestinfini) alors lirP u, =L
X—+o00 n—-+oo

Exercice 1
. . (s _ 3n%-2n+1 . .
Soit la suite (u,,)en+ de terme général u,, = — Calcule la limite de la suite (u;,)en*
Solution
Soit £ 1a f ion défini 1: . _ 3x2-2x+1 p N* _
oit f la fonction définie sur [1; +oo[ par: f(x) = —; - Pourtoutn € N',u, = f(n).
. . 3x2-2x+1 . 3x2 .3
Ona: lim f(x) = lim =22 = |im = = lim 2=0.
xX—+0co xXx—+00 X x>+ X X400 X
Donc: lim u, = 0.
n—-+oo
Exercice 2
Réponds par vrai ou par faux a chacune des affirmations suivantes :
N° Affirmations Réponses

1 | La suite de terme général vn est convergente.

. a1
2 | La suite de terme général — est convergente.

3 | La suite de terme général cosn est convergente

Solution

1. Faux 2.Vrai 3.Faux

Exercice 3

n2+1
24n’

Etudie la convergence de la suite (v,,) définie sur N par: v, =
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Solution
x2+

1
tend vers +oo.
2+x

On en déduit que : lirP vy = +00.
n—->+oo

Lorsque x tend vers +oo,

Propriété (unicité de la limite)
Si une suite numérique admet une limite, alors cette limite est unique.

Exercice
Etudie la convergence de la suite numérique de terme général (—1)".

Solution
Tous les termes de rang pair de cette suite sont égaux a 1 et ceux de rang impair a —1.
Donc cette suite n’admet pas de limite. Elle est divergente.

2. Limites de référence

Propriété

lim a=a (a €R); lim n® =+, (a €RY); lim — =0, (a € R}).
n—+oo n—+oo n—+oo N
3. Opérations sur les limites
Les propriétés concernant les limites de la somme, du produit ou du quotient de deux
fonctions numériques a variables réelles demeurent applicables aux limites de la somme,
du produit ou du quotient de deux suites numériques.

Exercice
Détermine la limite de la suite (u,,) de terme général u,, dans chacun des cas suivants :
In(n+1
a) u, = (n) b)u,=vn?+1—n
Solution
a)Ona:
In(n+1) _ In(n+1) % n+1
n n-li-l( ) n’
N . n(n+1 . n+1 .
Dou: lim (—) =0et lim — =1.Donc: lim u, =0.
n—+oo n+1 n—+c N n-—+oo
1
b)Ona:vn?+1—-—n=——.
) vn2+1+n
Doti: lim u, = lim ——— =
.n—>+oo n no+oo VnZ+1i+n

4. Propriétés des suites convergentes et des suites divergentes

Propriétés

Toute suite décroissante et minorée est convergente.
Toute suite croissante et majorée est convergente.

Toute suite décroissante et non minorée diverge vers —co.
Toute suite croissante et non majorée diverge en +oo.
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Exercice 1

Réponds par vrai ou par faux a chacune des affirmations suivantes :
N° Affirmations Réponses
1 | Toute suite décroissante et a termes positifs est

convergente.

2 | Toute suite croissante et non majorée est convergente.

3 | Toute suite croissante est nécessairement convergente

4 | Toute suite décroissante et non minorée diverge vers —co

Solution
1. Vrai 2. Faux 3. Faux 4, Vrai

Exercice 2

B . oy 1 1 1 1
On considere la suite (u,,) ey de terme général u, = Y- 132 = 1+ wtaztot+—
a) Etudie le sens de variation de la suite (uy,),en*-

b) Justifie que la suite (u,) ey €St majorée par 2.

11
’ > —_ =
(On pourra utiliser I'inégalité : V k > 2; k2 <SS

c) Démontre que la suite (u,),en* €St convergente.

Solution
a)Ona:VneN*
1 1 1 1
Unpr —Un = 14 gttt = (T 4+t ) = s
Or: VnEN* >O

n+ )
Donc la suite (un)nEN* est strictement croissante.

)

on obtient:vn € N*, u,, < 1+(1—%)+G—§)+---+(L—l).

n—1 n

b) En utilisant I'inégalité : V k > 2; iz < i —

bl

. . 1 1
Cequidonne:vn e N*, u, < 2—;< 2,car;> 0.
Donc la suite (u,,)en* €St majorée par 2.

c) La suite (u,)nen+ €St croissante et majorée par 2 ; donc elle converge.

2
Remarque : Euler a démontré que : lim (1 + 212 + 3% + -+ n_12) ==,

n—+oo 6

VI. Compléments sur les limites de suites numériques
1. Croissances comparées des suites (a"), (n%) et (Inn)

Les résultats concernant les limites des fonctions exponentielles, puissances et logarithmes
s’appliquent aux suites.
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Propriété 1

Suite Hypothese Conclusion
Si—1<a<1 |alors lirp a*=0
n n—->+0oo
(@®nen a ER _ Sia=1 alors lim a" =
Suite géométrique de raison a noto
(ou suite exponentielle) Sia>1 alors lim " = +co
Sia< -1 alors la suite (a™) n’a pas de limite
Sia <0 alors lirP n% =
a n—-+oo
(M®)nen, @ € R Sia =0 alors lim n% =
Suite puissance n—+oo
Sia>0 alors 11111 n% = +oo
n—>+4+0oo

(hln)neN*
Suite logarithme

lim (Inn) = +o0
n—-+oo

Exercice

Pour chaque limite, choisis la lettre correspondant a la réponse juste.

A B C D
1 nl—i>I—Poo n=3 = 0 1 +00 n’existe pas
2
2 lim n3 0 1 +o00 n’existe pas
n—-+oo
3 lim (-3)" = 0 1 +00 n’existe pas
n—-+oo 2
4 lim (— —)" = 0 1 +oo0 n’existe pas
n—+oo
%
> lim n 6 = 0 1 +0o0 n’existe pas
n—+oo
n _— ) .
6 nl_lglm( 7) 0 1 +oo n’existe pas
Solution
1.A; 2.C; 3.D; 4.A; 5.A; 6.C

Remarque : Les propriétés de croissances comparées des fonctions exponentielles,

puissances et logarithmes s’appliquent aux suites de types (a™), (n%) et (Inn).

Propriété 2 (Croissance comparée)
. 1

Sia > 0,alors lim n—a = 0.

n—-+o N

Sia>1let a> 0alors

na
lim —
n-+4oo am

Si0<a<leta<0,alors

n-+oo am

na
lim —

0.

~+ 00,

Calcule la limite de chacune des suites (u,), (v,) et (w,,) définies par:

Exercice
Vn
Up =1—, Vp = n? — 23 etw, =

nx3m
4n -’
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Solution

Vn 1 . . Inn .
e Ona:—— =47 Puisque lim — =0, donc lim u, = +oco.
Inn - n—->+oo nf n—+oo

nz

2
e Ona:(n*—2"3) = 2"(> - 8).

2 2
Or: lim 2™ = +ooet lim (n—n - 8) = —8, car lim n—n = 0.Donc lim v, = —oo.
TL—>+OOn . n—+oo \2 n-+oo 2 ‘n—&+00
3 : .
° Ona:%=4i.—>1et1>0;or51a>1eta>0alors lim = =0
4 @" 3 n-+oo A

Donc: lim w, = 0.
n—-+oo

2. Propriétés de comparaison
Les propriétés de comparaison concernant les fonctions sont applicables aux suites.

e Propriété 1
Soit (u,) et (v,) deux suites numériques convergentes.

Siu, < v, apartir d'un certain rang, alors lim u, < lim v,.
n—-+oco n-+oo

Exercice
2 2

Soit les suites (u,) et (v,,) définies par: u, = Z_n —8ety, = :_n
Justifie que: lim u, < lim v,.
n-+oo n—-+oo

Solution

Ona:vVneN,u, <v,,donc lim u, < lim v,.
n—+oo n—+oo

e Propriétés 2
Soit (u,) une suite numérique.

- S'il existe une suite (v,) telle que u,, < v, a partir d'un certain rangetsi lim v, =—oo,
n—-+oo
alors lim u, = —oo.
n—-+oo
- S'il existe une suite (v, ) telle que u,, > v, a partir d'un certain rangetsi lim v, =+oo,
n—-+oo
alors lim u, = +oo.
n—-+oo
Exercice
Soit les suites (u,) et (v,) définies sur N par: u, = —n + cosnetv, = n? + (—=1)™

Calcule la limite de chacune des suites (u,) et (v,).

Solution

¢ Ona: VneN,uy,<-n+1let lim (—n+1) =—o0;donc: lim u, = —oo.
n—-+oo n—-+oo

e Ona: VneN,n?—-1<wv,et lim (n?—1) =+4o00;donc: lim v, = +oo.
n—-+oo n—->+oo

e Propriété 3

Soit (u,) une suite numérique et [ un nombre réel.
S’il existe deux suites (v,) et (w,) telles que v, < u,, < w,, a partir d’'un certain rang et
si (v,) et (w,,) convergent vers [, alors la suite (u,) est convergente et sa limite est .

Remarque
La propriété ci- dessus est appelée « Théoreme des gendarmes ».
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e Conséquence
Soit (u,) une suite numérique et [ un nombre réel.
S'il existe une suite (v,) telle que |u,, — [| < v, a partir d’un certain rang et si (v,)
converge vers 0, alors la suite (u,,) est convergente et sa limite est [.

Exercice
Soit la suite (v,,) définie sur N par: v, = 2;;2 :
5 : * 3
1) Démontre que : V n € N*, |v,| < "
2) Déduis-en la limite de la suite (v,,).
Solution
2—(-1)" 1

* 1
1)Ona: Vn€ N Ivnlzlm/_+1 =n\/_+1|2—(—1)n|Sn\/ﬁ+1(|2|+|(—1)n|)-
| < \/—+1(2+1) soit |v,| < \/_+1 ()

Onaaussi:Vn € N, n/n<nvn+1,dou

1 3
\/—+1 n\/— n\/—+1 \/—()

D’apres (1) et (2), on obtient: |v,| < —\m

2)Ona: lim =_=0et vneN, |y| <—

Jlim donc lim v, = 0.

\/_’ n—-+oo

3. Limite d’une suite du type : v,, = f(u,)

Propriété
Soit f une fonction, E son ensemble de définition et (u,) une suite d’éléments de E .
Si lim u, =a et llm f(x) = [, alors 11m fu,) =1, €R).

n-+oo
Exercice
Détermine la limite de la suite (v,,)de terme général v,, = n sin ~

Solution
sin(%)
)
Posons : pour toutn € N*,u,, = - Smtf la fonction définie sur ]0; +oo[ par: f(x) =

Ona:v, = f(uy).
Ona: hm u, =0 ethmf(x)—l donc: lim v, =1.

n-+ n—+oo

Pour toutn € N*, v, =

sinx

4. Suite récurrente

Propriété

Soit f une fonction continue sur un intervalle K et (u,,) une suite a valeurs dans K définie
par la formule de récurrence : u,, .1 = f(u,).

Si la suite (u,,) est convergente, alors sa limite est une solution de I’équation :

X €K, f(x)=nx.

Page 13 sur 21



Exercice
uO = 0,8

VneNu, =%un(1+uz—" '

On suppose que la suite (u,,) est décroissanteetque:Vn €N, 0 <u, < 1.
Démontre que la suite (u,) est convergente et détermine sa limite.

Soit la suite (u,,) définie par: {

Solution
La suite (u,,) est décroissante et minorée par 0 ; donc elle converge.

. 1 1
Ona:uyq = f(uy)ouf(x) = Sx(1+ Ex).
La fonction f est continue sur [0; 1] etV n € N, u,, € [0; 1] ; donc la limite de la suite (u,)

est solution de I’équation :
x€[0;1],f(x) =x

flx)=x @%x(l +%x) = X.

Sx?-2x=0= x=0o0ux=2

Puisque, 0 € [0; 1] et 2 € [0; 1] donc, 0 est 'unique solution de I'’équation :
x €10;1], f(x) = x.

Par suite, lim u, = 0.
n—-+oo

3. EXERCICES

3-1. Exercices de fixation

Exercice 1

Soit x un nombre réel. On considere les trois réels u, v, w définis par:
u=x?-2x—-1D%v=>x*+1% w=(x?+2x —1)2

Démontre que u, v et w sont trois termes consécutifs d'une suite arithmétique.

Exercice 2
(u,,) est une suite arithmétique telle que : uss + uzq = 74 et uyg — u 3 = 10.
Détermine le premier terme u, et la raison r de cette suite.

Exercice 3
X,y et z sont, dans cet ordre, les trois termes consécutifs d’'une suite géométrique
croissante.

. , 7
Calcule ces trois nombres, sachant que leur somme est 63 et la somme de leur carré est o

Exercice 4
U, =0
Uper = Up + 2
Démontre que la suite (v, )définie par v, = 3%n est une suite géométrique.

Soit (u,,) une suite définie par: {

Exercice 5
uO = 4‘
Soit la suite u définie par :
p Vne N,un+1=%un

. . 3\"
Démontre par récurrence que:Vn € N; u, =4 X (E)

Exercice 6
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uo = 0
Soit la suite (u,,) définie par:
(un) P {Vne N, Uy =+/2 +u,
Démontre par récurrence que pour toutn,ona: 0 < u, <2

Exercice 7
p . e . 2n-3 . , 1. .
Démontre que la suite (a,) définie par a,, = ) est minorée par — K partir du rang 1.

Exercice 8
Soit la suite v définie par: vy = 0etVn € N; v,,,.; = /2v, + 35.
Démontre que la suite v est majorée par 7.

Exercice 9
Soit la suite v définie par: vy = 0etVn € N;v,,,1 = /2v, + 35
Démontre que la suite v est croissante.

Exercice 10

n?+3
, n+1’
Etudie la monotonie de la suite (t,,) sur N.

Soit la suite (t,,) définie sur N par:t, =

Exercice 11

Dans chaque cas, calcule la limite de la suite (p,,) et déduis-en la convergence de (p,,).
en+2

3 .1
Apn=1--=; b)pp=—; ) pp =n’sin()
Exercice 12

Soit (u,,) une suite géométrique de raison g et de premier terme u

Relie a chaque élément du tableau de gauche I’élément du tableau de droite correspondant.

si q>1etu,>0,]|. »| (#) n’a pas de
alors limite
Si -1<g<1l,alors| s e (u)diverge vers +oo

Siu,<0etqg>l,

(u ) converge vers 0
alors

| (u) diverge vers —o

Sig <1, alors

Exercice 13

Soit (v,,) une suite arithmétique de raison r et de premier terme v,

Réponds par vrai ou par faux a chacune des affirmations contenues dans le tableau
ci-dessous.

N° Affirmations Réponses
1 |[Sivy > 0,alors (v,) diverge vers +oo.

2 | Sir < 0,alors (v,) diverge vers —oo.

3 | Sir =0, alors (v,) converge vers v,
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Exercice 14

. . P 2+3
Soit la suite (t,) définie sur N par:t, = T;:l )

Détermine par deux méthodes différentes la limite de la suite (t,).

Exercice 15

. 2 n3 -3
: * —Z< < —
(a,) et (b,) sont des suites telles que : Vn € N*, 10 2SS e et
vneN,|b, — V5 <Z &
Calcule la limite de chacune de ces suites.
Exercice 16
2
Calcule la limite de la suite (w,,) définie par: w,, = %
Exercice 17
Calcule chacune des limites suivantes :
1
1 4 . -3 -2
a) lim == b) lim n—s; c) lim T ;d) lim —; e) lim Z_
n-+oo .3 n—-+oo2n n-+oo (;)n n—-+oo (;)n n-+o 3"

Exercice 18

Soit la suite (w) définie sur N par : Wpe1 = g(wy) avec g(x) = x2 + i
OnadmetquevVn €N, 0<w, < et que la suite (w) est convergente
Calcule la limite de la suite (w).

3-2. Exercices de renforcement

Exercice 19
Uy =3
vne Nu,,1 =u,—4
1. Détermine la nature de la suite u.
2. Calcule u4 et u,.
3. Etudie le sens de variation de la suite u.
4
5

Soit u la suite définie par {

. Exprime U,, en fonction de n.

. Calcule en fonction de n :
a) S=ugtu +u;+-+u,
b) S'=u,+uz+u,++uy,

Exercice 20
ul == 3

Soit u la suite définie par:
4 p {Vn € N u,q = %un

Détermine la nature de la suite wu.

Etudie le sens de variation de la suite u.

Exprime u, en fonction de n.

Calcule en fonctionden: S = uy + uy +uz + -+ uy,.
Soit la suite v définie par: V n € N*, v, = In(u,).

i Wb

a) Justifie que la suite v est une suite arithmétique dont on précisera la raison et le

premier terme.
b) Calcule P = u; X u, X ug X ... X Uy,

Page 16 sur 21



Exercice 21
uO = 2
Soit la suite (u) définie par {v ne N, = _ 9u
—Un
1. Représente sur I'axe (OI) les 4 premiers termes de la suite(u).
2. Démontre par récurrence que : V n € N, la suite (u) est majorée par 3.
3. a) Calcule en fonction de u,,: U, 41 — Up.
b) Déduis-en le sens de variation de la suite(u).
4. a)Démontre que la suite (u) est convergente.
b) Détermine la limite de la suite (u).

Exercice 22
UO = 0

Soit la suite (v définie par: 3
( n)nEN p {vn+1 — Evn +1

1. Dans le plan rapporté a un repére orthonormé(0, I,]), représente sur I'axe des abscisses
les termes vy; vy; v, et v; (Unité graphique 2 cm).
2.a) Démontre par récurrence que la suite (U,) ey €St majorée par %
b) Démontre que la suite (U,,),ey cOnverge.
3. Soit la suite (V) ey définie parvn € N, V, = U, —%
a) Démontre que la suite (V;,) ey €st une suite géométrique dont on précisera la raison et
le premier terme.

b) Exprime V, puis U,, en fonction de n.
c) Détermine la limite de (U,,),en-

Exercice 23
Soient(U,,) et (V,,)les suites définies pour tout entier naturel n par :

Uo =9, Unps =5 U — etV = Uy +6.
1.a) Justifie que (1},)est une suite géométrique a termes positifs.
b) Calcule V,, puis U,, en fonction de n.
2.a) Calcule S, =V, +Vi+V, + -+ V, puis T, = Uy + U;+U, + --- + U,, en fonction de n.

b) Détermine lim S, et lim T,.
n—+oo n—+oo

3. On définit la suite (W, )par, pour tout entier n, W, = In(1%,).
Démontre que (W;,) est une suite arithmétique.

4. a) Calcule le produit: B, =V, xV; XV, X ...x 1}, en fonction de n.
b) Déduis-en lim P,.

n—-+oo

5.Calcule: Q, = W, + W;+W, + --- + W, en fonction de n et déterminer lim Q,.

n—--+oo

Exercice 24
Le plan est muni d’un repére orthonormé(0, I, ]).
UO = 4‘
VNeN, Upyy = 2 Up — 3

1. Construis les 5 premiers termes de cette suite sur I'axe des abscisses.

2.a) Démontre que : VneN*, U, ., — U, = %(Un —U,_q1).

On considere la suite numérique (U, ) ey définie par : {

1 n

b) Déduis-en que : VneN*, U, ,; — U, = =5 (E) .
¢) Détermine le sens de variation de la suite (U,,).

3)a) Démontre que: VneN*, U, + 6 = %(Un_1 + 6).
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L1 1 1\
b) Déduis-en que : VneN, U, + 6 = - Uy + 6) (5) :
c) Calcule la limite de la suite (U,,).

Exercice 25

Soit la suite (t,,) définie sur N par:t, = Z—Iz

1. Pour un entier naturel p donné, détermine un entier naturel n tel que :
1-107P <t, <1+ 107P.
2. Déduis-en que la suite (t,,) est convergente et détermine sa limite.

Exercice 26

1
On consideére les suites (U,,)nen €t (V) nenydéfinies par : 3 3
Unsr = 5 (Un)? etV = In (S U,)
In désigne la fonction logarithme népérien.
1. a) Calcule V.
b) Démontre que(l},)est une suite géométrique de raison 2.
c) Exprime V;, en fonction de n.
d) Calcule la limite de (V).
2. Exprime U,, en fonction de V,, et déduis-en la limite de (U,,).
3. Pour tout entier naturel n non nul, on pose:
Sy =Vo4 Vi Vot ot Vg et Ty=Uy X Uy X Uy X . X Up_.
a) Démontre que:S, = (1 —2")In2.

n
b) Justifieque: T, = (g) esn,
c) Exprime T,, en fonction de n.

Exercice 27
Soit a un nombre réel donné. On consideére les suites (U) et (V)définies par :

« Up=3,U;=5etVneN, Up, =3 (@+ 1)2Unyy + (@ — 2)Uy.

e VneN, I, = Uyyq — Uy,

[) Onpose:a=1

1. Démontre que la suite (VV)est constante et donne sa valeur.

2. Déduis-en que (U) est une suite arithmétique dont la raison est égale a 2.
3.0npose: S, = Uy + U; + -+ U, .Exprime u,, puis S,, en fonction de n.

II) On pose:a = =5

1. Démontre que (V) est une suite géométrique dont la raison est égale a 7.

2. Exprime V,, en fonction de n.

3. Pour tout entier n supérieur ou égal a 1, exprime en fonction de n,la somme T,, ou T,, =
Vo+Vi+Vyo+--4+ V.

4. Exprime U, en fonction de T;,.

5. Déduis-en que la suite (U) est divergente.

Exercice 28

Uy =1

3upt2

Up+2

1. Démontre par récurrenceque:vVneN, 0 <u, < 2.
2. Démontre que la suite (u) est croissante.

Soit la suite (u) définie par : {v ne Nu,q =

3. a)Démontre que:Vn € N, |u,,; — 2| < % lu,, — 1].
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b) Déduis-enque:Vn € N, |u,, — 2| < zi"
4. Détermine la limite de la suite (u).

Exercice 29

Un véhicule colite 30 000 000 F. Il se déprécie de 20% par an ; c’est-a-dire que son prix de
revente baisse de 20% par an.

1. Détermine la valeur du véhicule au bout de 5 ans.

2. On suppose que pendant la méme période, les prix des véhicules neufs de ce type
augmentent de 5% par an.

a) Détermine la somme que 'entreprise doit prévoir pour remplacer le véhicule au bout de
5 ans.

b) On suppose que le véhicule cotlite 30 000 000 en 2014, en quelle année le prix du
véhicule doublera ?

3-3. Exercices d’approfondissement

Exercice 30

Soit r un nombre réel strictement positif, u le nombre complexe de module r et d’argument
3n

4
1. On considere la suite (4,,) de points définie par :
- Ay =0;
- L’affixe de A; esti;
- Vn=>2A, estl'image de A,_, par la similitude directe de centre 4,,_4, de rapportr et
d’angle — %’T.
On désigne par Z,, 'affixe de 4,,.
a) Ecris, pour tout entier naturel n non nul et distinct de 1, une relation entre Z,,, Z,,_; et
Zpo.
b) Démontre que:Vn = 2,Z, — Z,_, = (—u)" i
2. Détermine les éléments caractéristiques de la similitude directe s, qui transforme A, en
AjetAjend,.

Exercice 31
S iy . ZO =1
On définit les nombres complexes Z,, de la maniere suivante :{V nEN,Z,,, = %Zn + %i
1. Pour tout entier n,onpose: U, = Z,, — i
a) Montre que la suite (U) de terme général U,, est une suite géométrique dont on
précisera le premier terme et la raison.
b) Détermine U,, puis Z,, en fonction de n.
2. a)Exprime en fonction de n la partie réelle (x,,) et la partie imaginaire (y,,) de U,,.
b) Détermine les limites des suites (x,) et (y,) et celle de (U,,).
3. Déduis-en la limite de la suite (Z},).
4.Sachantque: S, =Uy+ U;+U, + -+ U, etT, =2Zy+ Z1+Z, + -+ + Z,, Calcule S,, puis
T,, en fonction de n.
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Exercice 32
_.A\n
On considere la fonction f;,, définie sur R par: f,(x) = % e® (n est un entier naturel non

nul).

1.Démontre que:si 0 < x < lalors0 < f,(x) < %

2.SoitI, = fll_x%etdt pour0 < x < 1.

a) Al'aide d’'une intégration par parties, calcule I;.

b) En intégrant par parties I, , vérifie la relation de récurrence : I,,;; = I, — % el™

2 n
¢) Démontre alors que pour tout entier nnonnul: I, = e —el™ (1 - R x—).
1 2! n!
d) En utilisant la question 1, détermine lim I, ; déduis-en que:

N—+o0

2 n
lim (1+1+"—+---+x—).
1! 2! n!

nN—+ow

3. Soit (u,) et (v,) les suites définies pour n entier non nul par :
1 1 1 1

1 1
un =1+ttt Yo et =1ttt T
Détermine : lim u, et lim v,.
nN—+00 N—+0

Exercice 33
1. Démontre en utilisant la formule de Moivre que : cos(nm) = (—1)™
f(Tl‘l'l)TL’

nm

2. Soit la suite(J,,) ey définie par: J, = e~ sinx dx.
1+e™ ™
2
b) En utilisant le changement de variable t = x — w, démontre que: J,;; = (—e™™) J,..
c) Déduis-en la nature et les éléments caractéristiques de la suite (J,,)nen-

d) Prouve que la suite (J,,) ey converge vers 0.

a) Prouve a l'aide de deux intégrations par parties que : J, =

3.0npose:Vn €N,o, = > Jn.
k=0

a) Justifie que : g, = f(nﬂ)n e ¥ sinxdx.

0

b) En utilisant une double intégration par parties, calcule g,,.
(_e—n)n+1

c) En utilisant les résultats des questions 2.b) et 2.c) prouve que : g,, = puis

2

calcule lim g,.
n—+oo

Exercice 34
On considere la fonction numérique f définie sur R} par: f(x) = 4 — %ln X.
1) Démontre que I'équation f(x) = x posséde une unique solution a et que cette solution
est dans l'intervalle I = |3; 4.
2) a) Démontre que f(I) c I.
b) Démontre que : Vx € I, |f'(x)] < 1—12
c)Déduis-en que : Vx € [, |f(x) — a| < 1—12 |x — al.
3. Soit (u,) la suite définie sur N par: uy = %et vneN,u,.1 = f(u,).
a) Démontre par récurrence que: vV n € N, u, € I.
b) Justifieque:Vn €N, |u,4; —a| < 11—2 lu, — al.
c) Déduis-enque:Vn €N, |u, —a| < %(%)”.
4. a) Justifie que la suite (u,) converge vers a.
b) Détermine une valeur approchée de a a 107> pres.
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4, SITUATIONS COMPLEXES

Exercice 35

A P'approche d"une rentrée scolaire, une banque de la place cnvoie le message suivant 4 ses clients
« Pour réussir la rentrée scolaire de vos enfants, empruntez jusqu'd 3 000 000 FCFA au taux

préférentiel annuel de 6% ».
Un client de cette banque, dont le salaire net & virer s'¢éléve & 480 000 F CFA, désire emprunter

3000 000 FCFA & rembourser sur 18 mois & raison d’un prélévement mensuel qui ne doit pas

dépasser le tiers de son salaire.
Fn utilisant tes connaissances mathématiques sur les suites, justifie si ce client peut contracter le

prét ou non.

Exercice 36

Monsieur Zadi, fondateur d’un établissement secondaire a recruté des enseignants. Il leur
propose un salaire annuel de 750.000 F CFA.

Apres quelques mois de travail, une greve des enseignants pour la revalorisation de leur
salaire ameéne le fondateur a faire deux propositions de contrat au choix afin de relever les
salaires.

- Le premier contrat stipule que les enseignants auront chaque année une augmentation de
4% du salaire de I'année précédente.

- Le deuxieme contrat consiste a faire chaque année une augmentation forfaitaire de 30.000
F CFA.

Monsieur Coulibaly, professeur d’Espagnol, veut s’engager pour 9 ans, mais il hésite quant
au choix du contrat. Il te sollicite.

En argumentant, détermine le contrat le plus avantageux pour Monsieur Coulibaly.

BONNES ETUDES
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