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Probleme 16 ca Soalra
Partie A

soit g la fonction définie sur ]0;+oo[ par g(x) =Inx —1—§x2 :

1-9x*  (1-3x)(1+3x)
X X

Pour tout réel x e ]0;+o[ , g'(x) 1oy .Orx>0donc g'(x)=0
X

Si et seulement si, 1-3x =0 ou 1+3x =0 c’est-a-dire x=% ou x=—%, mais —%¢]0;+oo[

Donc g'(x) > 0sur }0;%[ et g'(x) <0 sur E;wo[. X 0 % +00
3- la fonction g admet un maximum sur ]0;+o[ |, g9'(x) + 0 -
3
égal a —In3—§<0, donc pour tout réel appartenant a J0;+o0[, | g(x) / ~In3-- \

g(x) est strictement négatif.

Partie B

soit f la fonction définie sur |0;+oo[ par g(x) =-9x+5- 2In_x

lim-9x+5=5 et “mln_x_ lim l>< limInx=—o0, lim— 2'—X_+oodonc lim f(x) =+o.

x—0* x—0" X x—>0" X x->0" x—0" X x—0*
La droite D d’équation x = 0 est asymptote verticale a la courbe C au voisinage de 0.
In x

lim =X =0 et lim-— 9X+5=—00 ,donc lim f(x)=
X—>40 Y X—>+00 X—>+0

! x X —Inx

T x— ~ Cov?
Pour tout réel X & |0;+0[ , f(x)=-9-2%X — _ 9.2 22Inx: 9x 22+2Inx=295x).

X X X X
Or x* >0, donc f'(x)est strictement négatif sur ]0;+oo[. X 0 +00
Tableau de variations g'(x) -
2/a)soit D la droite d’équation y =—-9x+5. On considére la fonction h 400
définie sur ]0;-+oo[ par h(x) = f (X) — (—9x+5). 9(x) T
In x In x . Inx
pour tout X € ]0;+00[ ; h(x) =-9x+5- 2——( —9x+5)=-2——. Deplus lim —=0, donc
X X—+0 X

lim h(x) =0.la droite D est donc asymptote oblique & la courbe C au voisinage de +o0.

X—>+0

b) pour le point d’intersection de C et D, ona h(x) =0, c’est-a-dire Inx =0, soit x =1, les coordonnées
de ce point sont (1;-4).
c) si x=1, on vient de voir que C et D se coupent ;
si Xx>1ona:Inx>0 etdonc h(x) <0, dou la courbe C est en dessous de la droite D
si0O<x<l,ona:Inx<0 etdonc h(x)>0,dou la courbe C est au dessus de la droite D.
3°-
Tangente T & la courbe C au point A d’abscisse 1
y=1'Qx-)+f@Q); f'Q)=-11et f(1)=-4,donc y=-11(x-1)—4,soit y =—11x+7
b)courbes
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4) la fonction f est dérivable est strictement décroissante sur ]0 ; +oo[ , donc en particulier sur I’intervalle [ 2 ; 1} , de
1) 1 s A . s S .
plus f 5= §+ 4In2>0cet f (1) =—-4 <0 ; d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires , il existe un seul réel

a dans I’intervalle [% ; 1} tel que f(a)=0.

Encadrement de o d’amplitude 10.ona f(0,6) >0 et f(0,7)<0, donc 0,6 < <0,7
Puis f(0,68)>0 et f(0,69)<0donc 0,68 <a <0,69.

Probleme : 17
Partie A : Etude d'une fonction auxiliaire

Soit g la fonction définie sur l'intervalle 0;+oo[ par : g(x) = x*> -1+ Inx

2
1. g'(x)=2x+£= 2x +1, pour x €]0; +oo[ ; 2x%+1>0 et X 0 1 o0
. X g'(x) + +
—=>0 ,donc g'(x)>0 .onendéduit que la fonction g est +00
X X —00 0
croissante ( strictement ) sur l'intervalle ]0;+oof . 9(x) /

2. g(1)=12-1+In1=0
en utilisant le fait que la fonction g est strictement croissante sur ]0; +oc[ et g(1) = 0 on en déduit le
signe de g(x) pour x appartenant a l'intervalle ]0;+oo[ :

) X 0 1 +00
Partie B 90 h — 0 "

1. fix)=a— X
X

2. La courbe C passe par le point de coordonnées (1 ; 0) et qu'elle admet en ce point une tangente
horizontale, f(1) =0
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et f'(1) = 0 soit : f(l):0c>a+b—|nT1:a+b:0 f(l)_ '”1

=a-1=0

Donc a=1et b=-1etenfin f(x)=x- 1_In_x
X

Partie C : Etude de la fonction f.

La lim(x-1)=-1; limInx=—co et Iim£:+oodonc Iimln—X: limIn Xxlimiz—oo donc

x—0 x—0 x—0 X x—>0 X x—0 x—0 X
lim f (x) =+ la droite d'équation x = 0 est asymptote a la courbe C
x—0

b. lim (x—1)=+o0 et lim In—X:O etona: lim f(x)=-+oo
X—>+00 X—40 X X—>+00
1-Inx _x*-1+Inx _ g(x)
X G X
b. f ( X) est du signe de g(x) sur ]JO ; + co[ , on en déduit les variations de f :
1 4o

f () 0 +
(00 B vo— /

c. 0 est le minimum absolue de la fonctlon f sur son ensemble de définition on f(x) =0 pour tout réel x
appartenant a l'intervalle JO ; + o[ .
3. On considére la droite D d'équationy = x - 1.

2.4 f'(x)=1-

a f(x)-(x-1)= ——et lim [0~ (x-D]=~ lim '”Xx_o

donc la droite d' equatlon y = x - 1 est asymptote obllque a la courbe C au voisinage de +oo.
b. Etudions le signe de f(x)—(x—1) d'aprés a. il est du signe de —Inx soit :

—Inx >0 équivaut a Inx <0ou encore Inx <Inlsoit x<1: DA
si x<lalors f(x)—(x—1)>0donc sur l'intervalle J0; 1 [, la courbe C est au _/4/
dessus de I'asymptote D. P
si x>1 alors f(x)—(x—1)<0donc sur l'intervalle ]1 ; + oo[, la courbe C _//
est au dessous de I'asymptote D. e i
Six =1, la courbe C et la droite D se coupent en un point de coordonnées /_/

(1;0) \| 4

C. ] ] Alez1| 52

Partie D : Calcul daire /

La H(X)=(Inx)* : H=u?avec u=1Inx et u=lt , H'=2u'uetona:

X
2Inx
H'(x) =
b. une prlmltlve de Ia fonction f sur l'intervalle JO ; + o[ est la fonction F définie par :
F(x) _——x——(ln X)?
2.a.b.

S = jf(x)dx [F] = {;—x—_(lnx)} {%-e—%(lne)z—6—1—%(ln1)2ﬂ=(%2—e]u.a
1

2

lua=4cm2 = A:4(%—ejz(2e2—4e)cm2.

Probleme 18
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Partie A f(x)=x*+ax+b-2Inx ca svalra .

Déterminons les valeurs de a et de b tels que la courbe C d”équation y=f(x) passe par A(1;-3) et que
la tangente a C en A soit parallele a 1”7 axe OXx.

On doit avoir : f()=—-3 et f'Q)=0.0r f(x)=2x+a-2
X

0

Onendéduit: f()=1+a+b-2Inl=a+b-1=-3 donc:a+bh=-4 f'(l):2+a—%:a

donc :a=0et b=—4. La fonction f cherchée est donc définie par : f (x) = x* —4—2Inx.
Partie B

1.a) Onaclairement : Iim(x2 —4)=—4 et limInx=—-o0, donc lim f (x) =—.
x—0 x—0 X—0

On en déduit que la droite d’équation : x =0 est une asymptote verticale a la courbe au voisinage de 0
(I"axe Oy est asymptote a C ).

2.a)Vérifier pour x>0 : f(x)= x(x—ﬂ— 2In X]. C’est évident !
X
b) En déduire la limite de fen +w.
On sait que lim i=0 et que lim In_xzol Donc :
X—>+00 X X—>+0 X

lim (x—f—z"‘—X]=+oo.Donc lim £ (x) = +<0.

X—>+00 X X X400
2 - —
3. Onpeutécrire : f'(x)= oy 2_2x -2 _20x+D)(x-1)
X X X
Signe de f'(x). Tableau de variation de f.
X 0 1 +oo
x—1 - 0 +
') - 0 +

f(x) to—uw0 . o

4.Signe de f(x) lorsque x €[1;2].

Onsait que f(1)=-3. Parailleurs f(2)=22-4-2In2=-2In2.
Donc f(2) <0.La fonction f étant dérivable et strictement croissante sur I’intervalle[1;2] on en déduit
qu”elle est strictement négative sur cet intervalle.

5.Courbe C.

Partie C. Calculde H'(x).Ona: H(x)=xInx—x.Donc: H'(x)=1xIn x+x><l—1zln Xx+1-1=Inx
X

En déduire une primitive de f sur I. Une primitive de f sur | est definie par :
8 3
F(x) :%—4x—2(xlnx—x) ou encore : F(x) :%_2x_zx|n X

Calcul de I'aire de A. La fonction f étant négative sur I’intervalle [1;2],
L unité d’aire vaut 4 cm® Donc on peut écrire que cette aire est donnée

. 1 5
par :Alre(A):4><(—J.l2 f(x)dx):4><[—F(x)]12 =4x[F(1)-F(2)] Donc : F(l):§—2—2In1:—§ et
F(Z):%—4—4In2 , donc Aire(A):4><[F(1)—F(2)]=4x(—%—%+4+4|n2]=4(4|n2—§]

Aire(A) =16In2 —% ~9,75cm2.
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Probleme 19 ca soalra .
Soit g la fonction définie sur ]0;+oo[ par g( x)=x*—-8Inx+8
1.a la fonction g est définie et dérivable sur ]0;+o[ etona:

(X)—Zx—§—2X2_8_2(X2—4)_Z(X—Z)(X+2)
) - X_ X B X - X .

b. pour tout x €]0;+w[, x>0 et x+2>0, donc le signe de g'(x) dépend uniquement de x—2.
On déduit que x—2>0< x> 2 sur I’intervalle ]12;+wo[et x—2 <0< x< 2 sur I’intervalle ]0; 2[ .

D’ou le tableau de variation :
X 0 2 +00

_ 52 _ _ ~
2. g(2)=2°-8In2+8=4-8In2+8=12-8In2~ 6,45 T — 0 3

4 1072 prés. La fonction g admet un minimum égal a

g(2)>0. Donc g(x)>0. g(x) \g(Z) 7

Partie B

x* —3x+8Inx
—
_ x*-3x+8Inx _x? 3x _ 8Inx In x

f Sk AP AN = X—3+8——.
(X) X X X X X " X

1. Soit f la fonction définie sur ]0;+oo[par f(x)=

2.2 lim(x-3)=-3et lim Inx _ lim L lim Inx = (+00)(=0) = —00, donc lim f(x)=—o0.

x—0 x—=>0 X x—>0X x-0 x—0

x>0 x>0 x>0 x>0 x>0

. . . Inx . Inx .

lim (x-3)= lim (x)=+c et lim —=8 lim —==8x0=0 (vu formulaire ),

X—>+00 X—>+00 X—>+0o X X—+o X

donc lim f(x)=+cw.

X—>+00
b. vu que lim f(x)=—oo, on déduit que la droite x =0 est une asymptote verticale & la courbe C

x—0
x>0

au voisinage de 0 .

(2x—3+8jxx—(x2 —3x+8Inx)
. X
f(x)=

3.a. la fonction f est définie et dérivable sur ]0;+oo[ etona: 5

X
. 2x% —3x+8-x2+3x—8Inx x*+8-8Inx g(x)
F(x)= 2 - 2 T2
X X X

b. x>0, donc le signe de f'(x) dépend du signe de g(x). X 0 oo

Or d’apres la partie A, g(x) >0, donc f'(x)>0 sur f'(X) +

]0;+OO[. +00
c. f(x) w—
4. Soit D la droite y=x-3.
a. soit d(x)= f(x)—y=x—3+X _(x=3) =M% o tim "X g jim "X _gx0-0.

X X X—>+0o X X—+o X
Donc lim (f(x)—y)=0.On déduit que la droite D d’équation y =x—3 est une asymptote oblique
X—>+00

a la courbe C au voisinage de +o.
b. Soit A le point d’intersection de C etladroite D:AcCNnC < f(X)=y

donc x—3+81% _x 3 8MX L0 Inx=0e x=let Ac D y=x,—3=1-3=-2.

X X

Donc le point A a pour coordonnées (1;-2).

c. la position relative de C et D dépend du signe de d(x)= f(x)—y = m or x>0,
X

or Inx<0 sur ]0;1[ et Inx>0 sur ]1;+o[. On déduit que :

5
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Sur ]0;1] : 8In x <0, donc la courbe C est en dessous de la droite D (d(x) = f(x)—y <0 ).
X
sur ]1;+oo[ : 8In x > 0, donc la courbe C est au dessus de la droite D. (d(x)=f(x)—y>0).
X
d. I’équation de la tangente & C au point d’abscisse 1 est définie par y = f '(Q)(x-1) + f ()
2 _ 2
or fig)=1 881N _gq f(1):%+8'”1=—2, donc y=9(x~1)—2=9x—11
1
5. courbe [
Partie C -
1. Soit h la fonction définie sur ]0;+oo[ par /,/
Inx | ).d
h( X):T ,’ r
d
a.sur]0;+oo[,H(x):l(lnx)z,H(x):luz, ,’ yd
2 2 yid
H'=£2u'u avec u=1Inx etu=£. Donc //
2 X 2 / [ 103612
H'(x):%xzxixlnxJn—Xet par conséquent : ,’/
X X
H (x) est une primitive 114 ? 41516 X
de h(x) sur ]0;+oo[. 3
b.sur]0;+oo[,ona:f(x)=x—3+8|nx , donc -
d’apres la question précédente on |
2
obtient : F(x):x?—3x+8x%(lnx)2. ﬂ
2. a voir graphique ci-dessus ”

b. sur I'intervalle [1;5], la courbe C est au dessus de la droite D, donc d(x)=f(x)—y >0

donc I’aire de la partie du plan hachurée est A= 5(f (x)—y)dx |xu.a
1

- Uth(x)dx)xu.a =8(j15h(x)dx)u.a ~8[H(x)] xua :8x%((ln 5)° —(|n1)2)u.a =4(In5)*ua

Or lua=1cm?. Donc A=4(In 5)2 cm? ~10,36cm?
Probleme 20
Partie A .
2 2x%-2 _x*21 2(X+1)(x—1)

L g()=x*-2In(x)+4 . g'(x) =2x-== =2 =
X X X X

. X+1)(x-1 . X+1 .
2. sur I’intervalle | g'(x)=0<:>2w© x-1=0< x =1, puisque 2w>0 sur I’intervalle 1.
X X

00

g (X)

o \ /

3. la fonction g admet un minimum strictement positive égal a 3 atteint en x =1, par conséquent g(x) >0 .

Partie B
In(x) -1 1 In(x)-1 1) T lim (In(x) —1)
2) x>0 X .

la. f(X):%X+%+T' lim f(x):lim(1x+5+—)_lm(1
1 1 . (In(x)-1) . Dl 1) o) e (o) = o0 . _
)I(l_rg(z 2) 1/2 ; )I(l_r)%( j_)l(l_rg(ln(x) 1) )I(l_r)rg)(xj—( )x(+00) ==, donc lim f(x)=

X—0 x—0 X x—0\ 2
X x—0
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1b. tim )= fim [Ex+2-221009 i (2 2V gim (L4 gim (NOQ)
X—>+00 x—+oo| 2 2 X X X—>+00 2) x>+ X ) x—o+0\ X
. 1 1 - 1 . In(x) . . .
lim | =x+=|=40; lim|=|=0 et lim |——= =0 (voir formulaire), donc lim f(X)=+ow
X—>+00 2 Xx—+00 | X x40 X X—>400
1 (1/x)><x—1><(|nx—1)_1+1—|nx_x2+4—2ln(x)_g(x)
2 2 2x? 22

2.a&b. f'(x)==+
2 X
On sait que g(x) >0 sur I’intervalle I , par conséquent f ‘(x) >0 sur I’intervalle I et la fonction f est

strictement croissante sur cet intervalle
=1-1=0 ,donc f(x) <O sur ]0;) et f(x)>O0sur JL+oo[

. f(l)_l 1, In@-1_
2 1
3. voir graphlque
Partie C
1 2 11 11 (In(x)-1)

1. F(x —x +=x+=[In(x) -1 F(X)=—x+=+=x2=(Inx-1)==x+=+——~=f(X
(=33 +2x+ 200 1 F() = x4~ +Zx 22 (Inx-1) = ~x+ x)
Eton dedun que la fonction F est une primitive de la fonction f sur I’intervalle |

2. voir graphique.

. v} pd
3. A=4[F(e)-F(1)] représente
I’aire de la partie hachurée sur =i
- P
I’intervalle [1;e]. o
V
)y
P
BN /,
)/
%3
q [ 2 e3 4 5
/
t f[ A = 1,9564*4=7,83
[
A
< {




