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Corrigé

PROBLEME 13

Partie A : Etude du signe de x* -1+ 2Inx

1. La fonction g est dérivable sur ]JO ; + o[ : >(< ) 0 1 0
[ _ 2 2 g X -

() =3+ g(x) 0/v+oo
donc la fonction g est strictement croissante sur —0

]0;+oo[

2. Tableau de variation de la fonction g.

3. g@®=1-1+2In1=0.

4. Si x<1 ,alors g(x) <g(l) puis que lafonction g est croissante soit g(x) <0.
Si x>1,alors g(x)>g(1) puis que la fonction g est croissante soit g(x)>0.

conclusion : sur 10;1], g(x)<0etsur [1;+oo , g(x)=0. 1
On peut résumer tout cela par le tableau de signe suivant Slgne de g(x) h 0
Partie B :
R . e Inx
On considere la fonction f définie sur JO;+oo[ par: f(x)=x-1-—-.
x?
. Inx 1 . Inx .
la limx-1=+00 lim —-=lim —=x lim—=0,donc lim f(X)=+o0.
X—>+00 X—>+0 X X—>+0 X X+ X X—>+00
. 1
limx-1=-1; liminx=—o . et lim—=+0donc fim "X - (_o)x(4e0) =0 €t lim f (x) = o0
x—0 x—0 x—0 X X—+0 X x—0

x>0 x>0 x>0
De la derniere limite, on en déduit que la droite d'équation x = 0 est asymptote verticale a la
courbe (C).
In x Inx Inx
1bf(x)-(x-1)= 3 et qum v XILTC;X XILTCT: 0 ;donc la droite (D) d'équationy =x — 1 est
asymptote
oblique a (C) au voisinage de + .Il'y a une autre asymptote a la courbe(C) (voir 1.a.) ,c'est la droite
d'équation x = 0.

1.c f(X) X — 1_In_x . X 0 1 +00
X2 f'(x) - 0o +
1 . f(x)
Zxx°=2xXInx

-1+2Inx X

f0 =X 2K g - 300
1.d f'(x) est du signe de g(x) car x*>0 sur]0;+ o[ et le signe de g(x) a déja été trouvé a la partie A
:f(1)=0
1.e Soit x I'abscisse du point d'intersection de I'asymptote (D) et de lacourbe (C),ona: f(x)=x-1
soitInx =0,

par conséquent x = 1. I'ordonnée de ce point est f(1) = 0.

La courbe (C) et la droite (D) se coupent au point de coordonnées (1;0) . f(x)—(x-1) estdu
signe de

- Inx (voir Partie B 1 .b)



Etudions le signe de —In x :
—Inx 20silnx =0soitInx =Inldoux =1 sur]0;1],-Inx =0 donc lacourbe (C) est au dessus
de la droite (D)

sur[l;+ eo[,—Inx =0donclacourbe (C) estau dessous de la

droite (D) 2 a
1.f voir graphique //
2.apour toutréelxona: \ /
H'(x):iz(1+ln x)—l(ljzwzln—zxzh(x) donc H est une % ‘\ /
X X\ X X X \

primitive de la fonction h définie sur]0 ; + oof \ /
2.b Soit A le domaine plan limité par (D), (C) et les droites d'équation \ | £
x=1et x=+/e.Sur [1;\@]Ia courbe (C) 0 L 5 5
est au dessous de (D) donc I'aire du domaine A limité par (D), (C) et
les
droites d'équation : x =1 et x =+/e est en unité d'aire :

Je Je Je
L [(x—1)—f(x)]dx = L h(x)dx =[H(X)]* = H(/e) - H() .
-1 -1 1 -3
HHe)=—=(1+In/e =—(1+—|neJ=— H(@) =-(1+In1)=-1,
()JE( )@22@()()
donc _[Jg h(x)dx = (_—3 +1J ua= [_—3+1J «6=6——2 cm?. on trouve en arrondissant au mm?:
! 2Je 2\e Je

0,54 cm2,
PROBLEME 14
Partie A

soit g la fonction définie sur ]0;+oo[ par g(x) =Inx—1- % X2,

1-9x*  (1-3x)(1+3x)
X X

Pour tout réel X € ]0;+o0[ , g'(x):£—9x: .Orx>0donc g'(x)=0
X

Si et seulement si, 1-3x =0 ou 1+3x =0 c’est-a-dire X :% ou X = —%, mais —%e ]0;+oo[

Donc g '(x) >0 sur }0;%[ et g'(x) <0 sur Eﬁoo[. X 0 é +00
3-la fonction g admet un maximum sur |0;+oo[ |, 9'(x) + 0 -
3
égal a —In3—g <0, donc pour tout réel appartenant a g(x) / _|n3"§ T

]0 X +oo[ ,
g(x) est strictement négatif.

Partie B

soit f la fonction définie sur |0;+o[ par g(x)=-9x+5- 2In_x.
X
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Com

lim-9x+5=5 et lim ™% = fim 2 lim Inx = o0, lim-22"% ~ 4o donc lim f (x) = +oo.

x—0* x—0" X x—>0" X x->0"

x—>0"

X x—0*

La droite D d’équation x = O est asymptote verticale a la courbe C au voisinage de 0.

lim In—X:O et lim-9x+5=-w , donc lim f(x)=—w.

=0

~2-2Inx _-9x*-2+2Inx _2g(x)

X—>40 Y X—>+00 X—>+0
1
=xXx—Inx
Pour tout réel x € ]0;+[, f'(x)=-9-2X—;
X
Or x*>0, donc f'(x)est strictement négatif sur

]0;+oo[.
Tableau de variations
2/a)soit D la droite d’équation y=-9x+5. On

NG x? x?
X 0 + o0
g'(x) -
+00
9(x) T

consideére la fonction h définie sur ]0;+oo[ par h(x) = f (x) - (-9x+5).

In x

In x

pour tout X €]0;+0 ; h(X) =-9x+5-2———(-9x+5)=-2——". De plus lim In—X:O,
X X

donc

X—>+0 X

lim h(x) =0.la droite D est donc asymptote oblique a la courbe C au voisinage de

X—>+o0
+00 ,

b) pour le point d'intersection de C et D, on a h(x) =0, c’est-a-dire Inx=0, soit

Xx=1, les coordonnées
de ce point sont (1;-4).
c)si x=1, onvient de voir que C et D se coupent ;

si x>1ona:Inx>0 etdonc h(x)<0,dotlacourbe C est en dessous de la droite D
si0<x<l,ona: Inx<0 etdonc h(x)>0,doulacourbe Cest au dessus de la droite D.

3°-Tangente T a la courbe C au point A d’abscisse 1

y=1f'Qx-)+f@Q); f'Q=-11et f(1)=-4,donc y=-11(x-1)—4,s0it y =-11x+7

b)courbes

4) la fonction f est dérivable est strictement

//

décroissante sur ]0 : +oo[ , donc en \

particulier sur I'intervalle [% ; 1} , de plus

1

f[zj:%+4ln2>0 et f(1)=—4<0;

d’apres le théoréme des valeurs 2

intermédiaires , il existe un seul réel ¢ dans

I'intervalle [% ; 1} telque f(a)=0.

q \\
Encadrement de o d’amplitude 10.ona A N
f(0,6)>0et f(0,7)<0,donc \\\
0,6<a<0,7 i a
Puis f(0,68)>0 et f(0,69) <0donc 4
0,68<a<0,69. \

N
N
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NN
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PROBLEME 15

A. Etude d'une fonction auxiliaire
1) g(x)=x*+1-2Inx, xeR*" ;

X 0 e +00
2 2x* -2 (X _ 0 +
TR 3
sixe] 0; 1] alors g'(x) < O, d'ou le tableau de \ 2 /
variation
2) Pour toutx e R*", g(x) > 2 d'ot g(x) > 0
B. Etude de f et tracé de la courbe C.
1)a) f(x)_x+£—2In ;v lim x =400 ; Iimizo lim In—X—O donc lim f(x)=-
X—>+0 X—=>+0 ¥ X —> 400 X X—>+00
b | | _ 1 In x 1 d
) limx=0 ; m"[ NX=-0 et |im==+0w,lim—==lim=xlimInx= ( )(—oo):—oo, onc
x—0" —0 x—0" X x—0" X x—0" X x—0"
lim f(x)=
x—0*

donc la droite d'équation x = 0 est asymptote a la courbe C.

2 X 0 +00
2x—= |x—(x? +1+2Inx '
9 ) ( xj (E1220%) ey iy gy |
11 " " X f(x) —o0 /
2)a) f(x)-x==+2% lim (f(x)-x)=0.doncladroite
X X—>+00
d'équation y = x est asymptote a la courbe C lorsque x tend vers -+
b) f(x) = x si et seulement si 1+2lnx —0.XeR*"sietseulementsi Inx=-1/2 si et seulementsi
X
X = e_ll2 c)Si x> e_llzalors f(x)—x>0 doncsi xe]0;e ™ *[alorsC estau dessous de A.
3) a) xg=1
L'équation de latangente TenBsera y—f(1)=f'(1)(x-1). y—-2=2(x-1) .y=2x
b) Le coefficient directeur de T' doit étre égal a 1.
2
< . - . 1
On cherche a résoudre f '(x) = 1 soit Lzzmle XxeR* doul-2Inx=0. Inx==;
X
X:ell2
e?+1+2 e’+3
4)a) f(e)= =
e e
b) x,=e*, x,=¢"=1, xA =e"? | X, = e Suite géométrique de raison q=e¢
2In
C. 1) HK) = (INX)2% H'(X) = 2><—><|n X _h(x)
2) Soit
f f Inx 278 2 2 1 1 9
I=I(f(x)—x)dx=j(— 2—)dx [Inx+(|nx) J =Ine+(Ine) —Ine‘“z—(lne‘“z) =24=-==2
% % Je 2 4 4
e e

L'unité d'aire = 4 cm? donc I'aire cherchée est 9 cm?.
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PROBLEME 16

Partie A : Etude d'une fonction auxiliaire g
, 1 1-4x*  (1-2x)(1+2x
1 gig- ka1 (2200520

X
1+ 2x>0.

—4x = . Pour tout réel x de l'intervalle ]0;+o[, x>0et

. . 1 .
Donc, g '(x) est du signe de 1-2xsur ]0; + w[. Or, 1-2x>0 si x<§. D'ou : g '(x)

est positive si x appartient a l'intervalle ]0;1/2[ et g '(x) est négative si X appartient a
I'intervalle J1/2;+oo[

On en déduit alors que la fonction g est croissante sur ]0;1/2[ et décroissante sur
L/ 2; 400 .

Tableau de variations de la fonction g : X 0 1/2 400

1 g'(x) + 0 -

2
g(l/2)=|n(1/2)—2(EJ -1=-In2-3/2 / “In2-3/2 \
2. De la question précédente, en on déduit que la 9(x)

fonction
g admet un maximum atteint en 1/2 et ce maximum est strictement négatif.
On en déduit alors que la fonction g est négative sur l'intervalle ]0;+oo[ .
Partie B : Etude d'une fonction f
1. a)Limitedefen +co :
Inx

lim (1—2X):—oo lim——=0, donc par soustraction des limites on a :

X—>+00 X—>+00 X

. Inx

lim (1—2X——J=—oo.

X—>+00 X

D'ou lim f(x)=-w
1.b) Limitede fenO:

. . Inx .1 . . . ..
lim(1-2x)=1 lim—=lim =x limInx =(+w)(—0)=—0, D'ou, par addition des limites,
x—0" x—0" X x—=0" X x—-0"

on en conclut

que : lim (1—2X—In—xj=1—(—oo)=+oo. D'ou lim f(X) =+
X x—0*

x—0"

2. a) Montrons que la droite LJest asymptote a la courbe _:
Ona: f()-@-29=—"% or, tim™*_0. Donc : lim f(x)= fim (f ()~ (@L-2x))=0.
X x—0" Xx—0"

X—>+0 X
On en déduit
alors que la droite ‘Test asymptote oblique a la courbe  au voisinage de + ca.
2. b) Position de la courbe Cpar rapport a la droite T:

Etudions le signe de f(x)—(1-2x), c'est-a-dire le signe de _In_x.
X

) . Inx .
Pour tout réel x de l'intervalle ]0;+w[, x>0. ——— est donc du signe de-Inx sur
X

10; 400 .
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Or, Inx>0 si x>1 ; etlnx<0 si 0<x<1.Donc: f(X)—(1-2x)>0 si0O<x<1let
f(X)-(1-2x)<0 si x>1

D'ou : Cest au-dessus de la droite T'sur ]0O; 1] et Cest en-dessous de la droite T
sur [1; +ea[
3. a) Pour tout x de l'intervalle ]0;+x[, on a :

! I 1
, XTI % 14 Inx g(x)
=2 X = T

3. b) Signe de f '(x) sur l'intervalle ]0; +ca] :
Pour tout réel x de l'intervalle]0;+[ ; x*>0. f'(x) est donc du signe de g(x) sur

10;+o0] . < 0 +Oo
Or, d'apres la question A.2, on sait que g(x) est 00 ~

négative sur l'intervalle ]0;+oo[. 1)
On en conclut que f '(x) est négative sur e \ _OO

I'intervalle ]0;-+oo[.
La fonction f est donc décroissante sur l'intervalle ]0;+oo[ .
4. cf graphique
Partie C : Calcul d'une aire
1. Pour tout réel x de l'intervalle ]0;+oo[: h'(x) :%XZIn XXE:In—X
X X
2. a) cf graphique
2. b) Sur [1; e], la droite D est au-dessus de la courbe C, on a donc :

A=(f(y— f (X))dX)xu.a = ,[:mTXdX =[h(X]; xua=(h(e)—h())xua= (%(In e)z—%(lnl)z)u.a:%x 2% = 2cm2

PROBLEME 17

A 1. (Lt Inx) =L lim(Inx) =1=oo = —o 5 im0 i (14 10 ) fimE = (—e0)x 420 = o0
X x—0 x—=0 ¥

x—0 x—0 x—0

Iing f(x)=— . on peut en déduire en passant que la droite d'équation x = O est

asymptote a C.
Inx

- (I+Inx) (1) . o )
lim———==1lim| = [+ lim — =0.0n peut en déduire que la droite d'équationy =0

X—>+00 X x—+0| ¥ X+ X

est asymptote en +oo
2. a. festdérivable sur ]O ; + « [ et pour tout réel x €]0;+wo[ 0N a :
(1/x)xx=1x(@1+InX) 1-Inx-1 —Inx
X X X

2.b. f'(X) est du signe de —Inx car x2>0 sur]0; + o [ —Inx> O si et seulement si In
x<0

si et seulement si 0 < x <1. on en déduit que sur l'intervalle ]0 ; 1], f'(x) >0
donc f croissante

sur l'intervalle [1 ; + o [, f'(X) <O donc f X : 0 1 +0
décroissante . f'(x) + o -

2. c. f(1)=1+1'”1=1 f) L . 0

fi(x)=




Partie B :
1. Le point M; a pour ordonnées 0 donc son abscisse est solution de I'équation f(x) =
0:

f(X)=0=1+Inx=0=Inx=-1x=e'=1/e
2. a.Coefficient directeur de la tangente au point d'abscisse X5 :

_— :—In(llx/g)zln(\/g)zg
(11e) (1,@)2 lle 2

ordonnée du point au point d'abscisse x, :

1+In(1/\/g) 1-1/2 e Je
= =—— X, =— .
1//e 1/Je 2 2

f(1/e)=

T -

y:f'(l/\/g)(x—llx/g)ﬁ(1/\/3):(e/2)%(x—1/@)+1/\/5=(e/2)x—1/x/5+1/\/52(e/2)x

. . . e
La tangente T, au point M2 a pour équation : y :EX'

b. c'est bien I'équation d'une droite passant par l'origine du repére.
3. la tangente au point Ms d'abscisse x, est paralléle a I'axe des abscisses donc son
coefficient directeur

est nul donc f'(x,)=0 on en déduit x,=1et Mz (1;1)

. —Inx . “1/x)xx* +2xx(L+Inx) x—-2Inx 2Inx -1
4. f'(X)=— . f(x)=( ) n = ——=- -
X X X X
. 2Inx-1
f'(x)=0 -5 —-=02hx-1aInx2=Ine x,=+/e
X
X, X5 X

5. x,=1/e ; x2=ﬁ X, =1 et x,=+e . 2Z=23="4_ Donc x,, X,, X, , X, sont

2 XX X

les quatre termes consécutifs d'une suite géométrique de raison «/E.
6.

A= jjef (x)dx =[FX)], = F(2) - F(L/ )

~1In 2+%(In 2)2—(In(1/ e) +%(In(1/e))2J

= In2+1(ln 2)2—(—1+lj
2 2

A:In2+£(ln2)2+1
2 2

Partie C :
1. g est dérivable sur]0O ; + o [ et pour toutréel xde]O;+ o [ona:

g(x) =(Inx)’ g'(x):2|n7x.

f(x)= ! +'”7X F(x):lnx+%(lnx)2

X



