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Corrigé

Exercice 1
Résolution I'équation différentielle (E) : u"+360072u =0 < u "+(607z)2 u=0
Donc : u(t) = Acos(60xt)+ Bsin(60xt)
Recherche de la solution particuliére fvérifiant les deux conditions initiales :
Ona: f(t)=Acos(60xt)+Bsin(60zt) Donc: f'(t)=-60xAsin(60xt)+607Bcos(60xt)

f i =0« Acos| — 607 +Bsin 60 =0« Acos r + Bsin r =0
180 180 180 3 3

A+B+/3=0
1

f '(0) =607 Asin (60)+607B cos(60) = —— <> 607B = —— <> B = ———
2 2 120

En utilisant la premiére relation entre A et B, on trouve : A= —BJ/3= 1\2_0
Donc, la solution de (E) Vérifiant les deux conditions initiales est donnée par :

NG

1 .
f(t)= ECOS(6O7T1:) R (607t)

On utilise la formule d'addition : cos(a—b) =cosacosh+sinasinb

f(t)= G—t)(gcos(GOnt) —%sm (60nt)] 10 (cos (%) cos(60zt)—sin (%)sin (60711:)]

Donc, on a bien: f(t) —6—cos(60nt+%j

Calcul de la valeur moyenne :

Soit F une primitive de f: F(t)——sm(GOﬂH j

1/90 1 B 1 60r =) 1 . (7
_90I f (t)dt =90[F (O —QO(F(%]—F(O)]—Q (36005|n( " +6] 36OOSIn(6D

1 27 7)) 1 1(. (5z) 1) 1(1 1
=90| ——sin| —+= |-—— |=—|sin| = |- = |=—=| =-= |=
(3600 (3 6] 7200] 40( (6] 2] 40(2 2)

Donc la valeur moyenne sur cet intervalle est nulle.
Exercice 2

l.a) Ona: y(t)= f(t)—20.Donc : y'(t)= f'(t)
Or, onsait que : f'(t)=a[ f (t)—20]d'ou y'(t)=ay(t)
Donc la fonction y est bien solution de I'équation différentielle y'=ay.
1. b) L'ensemble des solutions de I'équation différentielle y'=a yest donnée par y(t)=Ce®'ou C est un réel.
1.¢)Ona: y(t) = f(t)—20donc f(t)=y(t)+20=Ce® +20 ou C est un réel.
1. d) On utilise la condition initiale f (0) =220: f (0) =220 < Ce® + 20 = 220 < C +20 = 220 < C = 200.
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Donc la solution est donnée par : f (t) = 200e®" + 20

1 1 : : 1 : 1
2. a) On sait que f (Z]=60: f(zj:60<:>200e4 +20=60 <> 200e4 =40 < e* gcln{e“]m(gj

<:>%:4n5<:>a:—4|n5. Donc : f(t):2006(74ln5)t+20

) _ 1 ains)t
2. b) Température au bout d'une demi-heure, donc pour t = > f (%) _200e"¥2 4 20 = 2006275 1+ 20 = 28

Donc la température est de 28°C au bout d'une demi-heure.

Probléme
Partie A
1. «le point A de coordonnées ( 0 ; —1) appartient a la courbe C signifie que f(0)=-1
* la courbe C admet au point A une tangente paralléle a I’axe des abscisses signifie que f'(0)=0
o f(1)=2e.
On va convertir ces hypothese sous forme d’équation :
La premiére condition se traduit par : f(0)=(ax0+bx0+ c)e0 =c=-1
2. Calculons la fonction dérivée de f: ona:
f'(x) = (2ax +b)e* + (ax® +bx +c)e* = (ax? + (2a+b)x+(b+c))e*. f (x) = (ax? + (2a+b)x+ (b +c))e¥

La deuxieme condition se traduit par : f'(0) = (b+ c)e0 =0,donc b+c=0etb=-c=1

f (1) = 2e se traduit par : f(l):(a+b+c)e1:2e, donc a+b+c=2,donc a=2-b-c=2-1+1=2.
Partie B

L) =(2+x-1)e* : lim (@ +x-1=2 lim (x*)=+e
X—>+00 X—>400

et lim eX=+0 ,donc lim f(x)=-+c, comme produit des limites .
X—>+00 X—>+0

2.0n sait que lim x"e*=0et f(x) =(2x2 +x—1)ex = 2x%e* + xe* —¢*.
X—>—00

lim x%eX=0, lim xe*=0et lim eX=0 d’ou lim f(x)=0.0n déduit que la droite d’équation
X—>—00 X—>—00 X—>—00 X—>—00

y =0 est une asymptote horizontal a la courbe C au voisinage de —o.
3. f'(x) = (2x% + (4+1)x)e* = x(2x +5)e*, donc f (x) = x(2x +5)e*.

f'(xX)=0< x(2x+5)=0< x=00u x=-5/2, puisque ( eX >0 )
D’ou le tableau de variation :

X —00 -5/2 0 +00
X - -0 +
2X+5 - 0 + +
f'(x) + 0 - 0 +
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—00 -5/2 0 +00
- 0 +

); '(X) + 0
9 +00
f(x) B / \ = /

4, f(x)=(2x2+x—1)ex (%) =0<:>(2x2+x—1)ex :0<:>(2x2 +x—1):0

A=b?-4ac=1-4(2)(-1)=9>0, doncona: x = VA _-1-3_ 4_
2a 2x2 4
oo DEVA _S148_ 2 1 e dy g
2a 2x2 4 2 2
par conséquent la courbe C coupe I’axe des abscisses en deux points A et B des coordonnées respectives
A(-1;0) et B(1/2;0).
X -5 -4 -3 -2,5 -2 -1,5 -1 -0,5 0105|075 1

f(x) 03 | 0,45 | 0,70 | 0,74 | 0,68 | 0,45 | O |-0,60| -1| O |185 |544
Partie C
F(x)=(2x% —3x+2)e* : F'(X) = (4x—3)e* + (2x? —3x+2)e* = (2x? + 4x—3x+2—-3)e* = (2x? + x —1)e*
On déduit que F(x)est une primitive de f(x) sur R.
La courbe C est en dessous de I’axe des abscisses sur I’intervalle [-1;1/2], donc f (x) <O0sur cet intervalle

etona: A:—(E/lz f(X)]u.a:(—[F(x)]l_llz)x4:4(F(—1)— F(1/2))

F(-1)=(2+3+2)e! T at F(1/2) = (2x(1/2)2-3/2+2)e"? =(1/2-3/2+2)Je =+/e
S

A= 4(1—\/chm2 ~3,706cm?
e
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