Devoir Surveillé n°9 de Mathématiques Terminale D

Exercice 1
Partie A
Une roue de loterie comporte 3 secteurs, portant respectivement les numéros 1, 2 et 3. Quand on fait
tourner la roue, un repere indique le numéro sortant. La probabilité de sortie du numéro 2 est double de
la probabilité de sortie du numéro 1, et la probabilité de sortie du numéro 3 est triple de celle du numéro 1.
Calculer les probabilités de sortie respectives des 3 numéros.
Partie B
La roue est maintenant divisée en 6 secteurs égaux ayant chacun la méme
probabilité de s‘arréter devant le repére.
e 2 secteurs sont jaunes (marqués J sur la figure ci-contre)
e 3 secteurs sont rouges (marqués R sur la figure ci-contre)
e 1 secteur est bleu (marqué B sur la figure ci-contre)
La regle du jeu est la suivante : pour participer au jeu, le joueur doit miser
une certaine somme et si le jaune sort, il gagne 20 €, si le bleu sort, il gagne 30 €, si le rouge sort,
il ne gagne rien.
1. Dans cette question, on suppose que la mise est de 10 €. On appelle X
la variable aléatoire qui a chaque arrét de la roue associe le gain effectif
(positif ou négatif) du joueur. (Par exemple, si le bleu sort, le gain effectif pour le joueur est de 20 €.)
1.a. Donner la loi de probabilité de la variable aléatoire X.
1.b. Calculer son espérance mathématique.
2. L'organisateur du jeu ne souhaite pas que l'espérance de gain du joueur soit positive.
a quelle valeur minimale, exprimée par un nombre entier d'euros, doit-il fixer le montant de la mise ?
Exercice 2
Une urne opaque contient 5 boules indiscernables au toucher : deux boules sont rouges , on les désignera
par R 1 et R , ; deux boules sont vertes , on les désignera par V 1 et V ;; la derniére boule est blanche et
porte le nombre 3, on la désignera par B.
On tire simultanément trois boules; un tirage est noté sous la forme {R |; V1 ; V 2 }(par exemple).
1. Ecrire la liste des tirages possibles.
(On pourra raisonner en distinguant les tirages suivant le nombre de boules rouges qu'ils contiennent.)
2. Les tirages étant équiprobables, quelles sont les probabilités respectives p 1 p 2 et p 3 pour que lors d'un
tirage :
a) deux boules tirées soient rouges ;
b) les trois boules tirées soient de couleurs différentes ;
c) la boule blanche ait été tirée.
3. On note X la variable aléatoire qui associe a chaque tirage la somme des nombres inscrits sur les
boules tirées.
a) Quelles sont les valeurs prises par X ? m
b; Présenter enI tableau la loi dhe probabiliéés de X. pyaghesh &!‘a Lom
c) Déterminer l'espérance mathématique de X. s
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Partie A

On considére la fonction g définie sur l'intervalle 1 =] 0; +o0 [par: g(x)=1In x—l—%xz

(ou In désigne le logarithme népérien).
1°) Calculer g'(x) pour tout xe]0;+ [ . Etudier son signe sur ] 0 ; +oo [.
2°) Etudier le sens de variation de la fonction g (on ne demande pas les limites en 0 et en +o0).
3°) En déduire pour tout x e ]0;+ [ le signe de g(x).

Partie B

On se propose d’étudier la fonction f définie sur] 0 ; +oo[ par: f(x)=-9x+5- 2Inx

On note C la courbe représentative de f dans un repere orthogonal (O ;?; T) d’unités graphiques : 10 cm



sur I’axe des abscisses et 1 cm sur I’axe des ordonnées.
1°) Calculer lim f(x) . En déduire I’existence d’une asymptote que I’on précisera.
x—>0"

3°) Calculer lim f(x). ( Etudier la limite de la fonction f lorsque x tend vers +x).

4°)soit (A) la droite d’équation y =-9x +5. On considére la fonction h définie sur ]0 ; +oo[ par

h(X) = f (X) —(-9x+5). _ |
a. Démontrer que ( A )est asymptote a la courbe C. m" Lom
, . y: . R S Lol
b. CaICl_JIer les C(_)(_)rdonnegs du point d’intersection de C et A Docs a portée de main
c. Etudier la position relative de C et A sur ]0 ; +oo[
5°) a. Calculer f ’(x) pour tout xe]0;+o[ . f” est la fonction derivée de la fonction f
29(x)
X2
c. Déduire de la partie A le sens de variation de fsur ]O ; +oo[.
6°) Déterminer une équation de la tangente (T ) a la courbe C au point A d’abscisse 1.

7°) Tracer C, (T ) et les asymptotes a la courbe C dans le repére (O;i; j).
8°) Démontrer qu’il existe un seul réel o de I’intervalle [1/2;1] tel que f(a)=0.
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b. Vérifier que pour tout x de ]JO ; +oo[ : f’(X) =
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Correction

Exercice 1
Partie A

Soient: p, la probabilité de sortie du numéro 1 ; p, la probabilité de sortie du numéro 2
p,la probabilité de sortie du numéro 3 MQ Lom

PVt v

Ona P+ P, + P; =1 avec P, :Zpl et p, :3p1- Docs & portée de main

Onendéduitque: p,+2p,+3p,=1=6p =1l plzé d'ou plzé.

Donc les probabilités de sortie des 3 numéros sont p, :%, P, :% et p, :%
Partie B
1)a) les valeurs prises par X sont -10€, 10€ et 20€.
p(X =-10) 3.1
6 2 X =X 10 |10 |20 |somme
p(X =10) :2:% p(X =20) :% p(X=x) |12 |13 |16 |1

Donc la loi de probabilité de la variable aléatoire X peut étre résumée dans le tableau suivant:
b) Son espérance mathématique E(X) = ZXi p(X =x).soit E(X)= —10><%+10><%+ 2ox% :%.
i

2) soit x le montant de la mise
E(X):—xx%+(20—x)x%+(30—x)x%:——+———+———:—x+—

E(X)<0 ssi —x+%5 <0 ssi x> 3—: Donc la valeur minimale que I'organisateur doit fixer pour le

montant de la mise afin que I'espérance de gain du joueur soit négative est de 12€.
Solution Exercice 2
1.Pour déterminer tous les tirages possibles. on va distinguer les tirages suivant le nombre de boules
rouges qu'ils contiennent.
e Tirages avec 2 boules rouges: il suffit de choisir une boule parmi les 3 boules restantes.
Ilyenadonctrois: {R;,R,,V};{R1, Ry, V,};{R;,R,,B}.
e Tirages avec une boule rouge seulement: il faut adjoindre a la boule rouge choisie 2 boules prises parmi
les 3 boules restantes.
Avec R ontrouve: {R,,V|,V,}; {R,,V1B};{R{,V, B}
Avec R2, ontrouve: {R,,V 1,V 1};{R,,V1,B}; {R,, V,, B}
e Tirages avec aucune boule rouge: il n'y en a qu'un seul, puisqu'il faut tirer les 3 boules restantes:
{V |,V 5, B}. On peut ainsi écrire la liste des tirages possibles (il y en a dix) :
{Ru.R2.V 1} i{Ry, R, Vo i {Ry Ry BRE{R |, V.V o} {R, V1, B} {R1,V,, B}
{R2, V1, V2}i{R2, V1, B} {Ry, V5, BE{V .V, B}
2. a) Soit A I'évenement: "deux boules tirées sont rouges”. A est formé
de 3éléments:i{R 1, R, V1}, {R1,R2 V}et{R 1, R, B}. Il ya 10 cas possibles en tout d'apres le

1. Comme on fait I'nypothése que les tirages sont équiprobables p(A) :% soit P;=0,3
b) Soit B I'événement: "les trois boules tirées sont de couleurs différentes". B est formé de 4 éléments :
{R11 Vla B}1 {Rla V 2 1B}1 {R2|V|| B}l {R2| V 2 B} Dlou p(B) Z% mzz_olé



c) Soit C I'événement: "la boule blanche a été tirée". C est formé de 6 éléments : {R |, R, B}, {R, V,, B}, {R
n Vo, B}, {R2, Vi, B}, {Ro, V5, B} et {V1,V,,B}. D'ou: p(C) =% , soit P3=0,6

3. a) Pour chacun des 10 tirages, calculons la somme des nombres inscrits sur chaque boule tirée, sachant
quilyalsur RietRy; 2surV etV ,et3surB.

Pour {R,,R, V }: X =1+1+2 =4,

Pour {R,,R,,V 2} X =1+1+2 = 4.

Pour {R|,R, ,B}: X =1+1+3 =5, L'ensemble des valeurs prises par X est
Pour {R, V1, Vo} X=1+2+2=5, X ={4;5;6;7}

Pour {R,,V,,B}: X =1+2+3 =6.

Pour {R.,V,, B}: X =1+42+3=6.

Pour {R,,V,V,}: X=1+2+2=5,

Pour {R,,V,,B}: X=1+2+3=6. Pour {R,,V,,B}: X=1+2+3=6.
Pour {V,V, B}: X =2+42+3=1.

2
b) p(X =4)=p ({R| R2.V1}) + p{R}.R2,V,})= 0 0,2
p(X=5)=P{R,,R,, BL)+P{R . V|,V ,D +P{R, .V, ,vz}):%=o,3

p(X=6) =P({R |, V|, B}) + p{R1, V , , B)) +P({R; .V |, B}) +P({R,,V, ,B})= %:0,4-

1
PX=7)=p({V.V,,B}) = Ezo,l K 4 5 6 7

On a ainsi déterminé la loi de probabilité de X : p(X =k) 02 |03 |04 |01
On vérifie que la somme des probabilités p(X = k) est 1.

c) L'espérance mathématique de X est égale a :ik p(X =k) mu A .Com

LR WP By
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E(X)=(4 x 0,2) + (5 x 0,3) + (6 x0,4) + (7 x 041) E(X)=54
Partie A

soit g la fonction définie sur ]0;+o[ par g(x) =Inx —1—§x2 :

9x? _ (1-3x)(+3x)

Pour tout réel x € ]0;+o0[ , g'(x) :£—9x _1= .Orx>0donc g'(x)=0
X X X

Si et seulement si, 1-3x =0 ou 1+3x =0 c’est-a-dire x=% ou x=—%, mais —%¢]0;+oo[

. A . 1,
Donc g'(x) >0sur }0,5[ et g'(x) <0 sur k,ﬂo[. X 0 % too
3- la fonction g admet un maximum sur 9'(x) " 0 _
: f ool 3
]0;+0[ |, égal a ~In3-> <0, donc pour tout / n3.3 \
. . . . g(x) 2
réel appartenant & ]0;+oo[ , g(x)est strictement négatif.
Partie B
soit f la fonction définie sur ]0;+oo[ par g(x) = —9x+5—2|n—x.
X
lim-9x+5=5 et lim 2% = lim Zx fim In x = 0 , lim=2""% — o0 donc fim f (x) = +o0.
x—0* x—0" X x—>0" X x->0" x—0" X x—0*
La droite D d’équation x = 0 est asymptote verticale a la courbe C au voisinage de 0.
. . .
lim X =0 et lim-9x+5=-0w0 ,donc lim f(x)=—-w.
X—>40 Y X—>+00 X—>+0
! I
XX 2-2Inx _-9x*-2+2Inx _2g(x)

Pour tout réel x & ]0;+oc[ , £1(x) =—9- 22— ——=-9-=— v 2



Or x*>0, donc f'(x)est strictement négatif sur ]0;+oo[.

Tableau de variations X 0 g
2/a)soit D la droite d’équation y =-9x+5. On 9’00 N

considére la fonction h définie sur ]0;+oo[ par o

h(x) = f (x) - (~9x+5) .pour tout X  |0;+o] ; g(x) T

In x In x

h(x) =-9x+5-2———(-9x+5)=-2 De plus lim Inx =0, donc lim h(x) =0.la droite D est donc
X

T. X—>+0 X X—>-+00

asymptote oblique a la courbe C au voisinage de +o.

b) pour le point d’intersection de C et D, ona h(x) =0, c’est-a-dire Inx=0, soit x =1, les coordonnées

de ce point sont (1;-4).

c) six =1, on vient de voir que C et D se coupent ;
si x>1ona:lnx>0 etdonc h(x)<0, d’ou lacourbe C est en dessous de la droite D
siO<x<l,ona: Inx<0 etdonc h(x)>0,d’ou lacourbe C est au dessus de la droite D.

3°-

Tangente T a la courbe C au point A d’abscisse 1

y=f'Qx-D+f@Q) ; f')=-11et f()=-4,donc y=-11(x-1)—4, soit y=-11x+7

b)courbes
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4) la fonction f est dérivable est strictement décroissante sur ]0;-+o[ , donc en particulier sur I’intervalle

[ % ; 1} , de plus f (%) = %+ 4In2>0 et f(1)=—4<0 ;d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires ,

il existe un seul réel « dans I’intervalle [% ; 1} tel que f(x)=0.

Encadrement de « d’amplitude 10°.ona f(0,6)>0 et f(0,7)<0, donc 0,6 <& <0,7
Puis f(0,68)>0 et f(0,69)<0donc 0,68<a <0,69.

PROBLEME
Partie A

On consideére la fonction g définie sur l'intervalle | =10; +oo [ par: g(x)=Inx —1—%x2
(ou In désigne le logarithme népérien).
1. Calculer g'(x) pour tout x € ]0;+oo[ . Etudier son signe sur ] 0; +co [.

2. Etudier le sens de variation de la fonction g (on ne demande pas les limites en 0 et en +o0).
3. En déduire pour tout x €] 0;+o0[ le signe de g(x).

Partie B
2Inx

On se propose d’étudier la fonction f définie sur] 0 ; +oof par: f(x)=-9x+5-

On note C la courbe représentative de f dans un repére orthogonal (O ;Y;T) d’unités
graphiques : 5 cm sur I’axe des abscisses et 1 cm sur I’axe des ordonnées.
1. Calculer lim f(x) . En déduire I’existence d’une asymptote que I’on précisera.
x—0"

3. Calculer lim f(x). (Etudier la limite de la fonction f lorsque x tend vers +oo).

X—>+0

4.s0it (A) la droite d’équation y =-9x+5. On considére la fonction h définie sur JO ; +oo[
par h(x) = f(x)—(-9x+5). -
a. Démontrer que (A )est asymptote a la courbe C. mo o2 .Com
b. Calculer les coordonnées du point dintersection de C et A Boc;}i ;t:tzgﬁdé main
c. Etudier la position relative de C et A sur ]0 ; +oo[
5. a. Calculer f *(x) pour tout x ] 0;+oc[ . f * est la fonction dérivée de la fonction f
29(x)

X2

b. Vérifier que pour tout x de ]0 ; +oo[ : f ’(X) =

c. Déduire de la partie A le sens de variation de fsur ]0 ; +oo[.
6. Déterminer une équation de la tangente (T ) a la courbe C au point A d’abscisse 1.

7. Tracer C, (T ) et les asymptotes a la courbe C dans le repere (O ;T; T) :
8. Démontrer qu’il existe un seul réel o de I’intervalle {% ; 1} tel que f(a)=0.

Donner un encadrement de o d’amplitude 107
Partie C :
Soit h la fonction définie sur l'intervalle ] 0 ; +oo [ par h(x) = (Inx)?
1.0n désigne par h’ la fonction dérivée de la fonction h .
Calculer h’(x) pour tout réel x de I’intervalle ] 0 ; +oo [.
2. En déduire une primitive F de la fonction f sur I’intervalle ] 0 ; +o [.
3. Hachurer sur le graphique la partie E du plan limitée par la courbe C , I’axe des abscisses
et le droites (d; ) et (dz ) d’équations : (d,): x=1 et (d,):x=e.
4. Calculer le nombre A=-5x[F(e)-F(1)]. Donner la valeur exacte .



