Probléme6
Partie A

Déterminons la limite de la fonctionfen -—wo : lim (x+1)2=+400 et lim e™ =+
X——w X—>—00
Donc: lim f(x)=+w

X—>—0

Montrons que si xest différent de zéro, ona: f(x)=x%" (1+E+i2j :
X X

2

Pour tout réel xdifférent de zéro, f(x)=(x+1)%e™* = (x2+2x +1)e * = x’™ (1+E+ij :
X X

Ona: lim x%*=0 lim g=Oet lim i=0 , donc lim (1+E+ij=1.

X—>+00 X—>+00 X X—>+00 X2 X—>+o0 X X

D'ou: lim f(x)=+w.On en déduit que I'axe des abscisses est asymptote verticale a la courbe

X—>+0

représentative de la fonction f au voisinage de +o.
Montrons que f'(x)=(1—-x?)e™*: fest dérivable sur R. Elle est de la forme uv, avec :u = (x+1)2 et

v=e"*. u et vsont deux fonctions dérivables sur Retona: u'=2(x+1)et v'=—-e~*
D'ou, pour tout réel x, f'(x)=2(x+1)e™ - (x+1)%e™ =| 2(x+1) - (x+1)° [e* =@ x")e”"
Etudions le signe de f '(x):
Pour tout réel x, e™* >0, donc f'(x)est du signe de (1-x*)=(1—x)(1+x), sannule en 1 et -1, est négatif
sur ]—oo;—1] et sur[L;+oo[ et est positif sur[-1;1] . D'ou : f'(x)est négative sur ]1—oo;—1] et sur [1; +oof et est
positive sur [-1,1].
Tableau de variation de la fonction f sur R: Onaf (-1) = (-1 + 1)2 ™ =0 et f (1) = (1 + 1)2™ = 4™
X
1-x? -
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Déterminons une équation de la tangente T a la courbe C, au point d'abscisse O :
Une équation de la tangente T & la courbe C, au point d'abscisse O est : y= f'(0)(x-0)+ f(0) , f'(0)=1
et f(0)=1. D'ol: y=1x(x-0)+1=x+1

()= (x+D) = (x+1)%e™ = (x+1) = (x+1)[ (x+1)e ™ -1 ]=(x+1)e* (x+1-€")

Pour tout réel x,ona: f(x)—(x+1)=(x+1)e* xg(x) avec g(x)=x+1-¢€*

Calculons g'(x) : La fonction g est dérivable sur R et pour tout réel x, ona: g(x)=1-¢"

Etudions le signede g'(x): g'(X)>0<1-e*>0<e* <l xlne<Inle x<0

car la fonction In est croissante sur ]0;-+oo[

Donc: g'(x)>0sur ]—«;0[, g'(x) <0 sur ]0;+oo[ et g(0)=0.

Dressons le tableau de variations de la fonction g :
De la question précédente, on en déduit que g est croissante sur ]—oo;0[ et décroissante sur ]0;+oo[ .

X —00 1 +00

g'(x) 0

9(x)
D'apres le tableau de variations précédent, la fonction g admet un maximum sur R . Ce maximum est
atteint en 0 et vaut 0. Donc, pour tout réel x, g(x)<0.

Déduisons-en le signe de f(x)—(x+1) : Pourtout réel x,ona: f(x)—(x+1)=(x+21)e™*xg(x)
Or, pour tout réel x e™ >0, et g(x)<0. et x+1>0 < x>-1. Etudions le signe de f(x)—(x+1)
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f(x)—(x+1)

Dol : f(x)—(x+1)>0sur ]—oo;—1[, f(x)—(x+1)<0 sur ]-1;0[ ou sur 0;+oc[et f(x)—(x+1)=0en-1et0
Déduisons-en la position de C, par rapporta T : f(x)—(x+1)>0sur ]—o0;—1[,donc C, est au-dessus

de T sur J—oo;—1[, f(x)—(x+1)<0 sur ]1-10[U]0;+oc[ donc C, est en dessous de T sur]-1;0[]0;+oo[
T et C, se coupent aux points d'abscisse -1 et 0.

Complétons le tableau :

X -2 -1 [-05 |0 |05 |1
f(x) 1739 |0 |041 |1 |136 |147

Tracons C, et T dans le repére (O;T,T) ;
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Partie B

Pour tout réel x, F(x)est dérivable. F(x) = (-x?-4x—-5)e™ .Onpose : u=-x*—-4x-5. uest dérivable sur
Ret u'=-2x—4 ; v=e* .vestdeérivable sur Ret v'=—e*

Donc : F(x) = (-2x—4)e™ - (—x? —4x—5)e ™ = (x* +2x +1)e™* = (1+ x)" e = f (x)
D'ou : F est une primitive de f .

Sur [0; 3], f(x)=0, donc l'aire cherchée est donnée par :

| =j§f(x)dx=[F(x)]§ =F(3)-F(0)(% —4><3—5)e_3 ~(02-4x0,5-5)e™® = 26e~ +5.Donc (26e‘3 +5)u.a:
Or, lu.a. =2 x 2 cm? =4 cm?, donc l'aire en cm?2 de la région du plan comprise entre les axes de

coordonnées, la courbe C, et la droite d'‘équation x =3 est égale & (26e‘3 + 5)u.a = 4(26e‘3 + 5)cm2 ~14,82cm?,
soit environ 14,82 cm? & 102 prés.






