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CORRIGE de la 1¢= COMPOSITION DE MATHEMATIQUES

Probléme 1:

On définit sur R+* I'application fa qui a tout x réel strictement positif associe fa(x) = x2 e x
ou a est un parameétre réel.

1) Etudier les variations des fonctions fo, f2 et f2 (dérivée premiére, dérivée seconde,
limites, asymptotes éventuelles, tableau de variations, ...).

Donner la forme des graphes Cz et C-2 des courbes représentatives de fz et f2o. Etudier
I'intersection des graphes Cz et C-a.

fo(x) = ex; f'o(x) = - ex< 0 ; la fonction est monotone décroissante, avec limx_,+» fo(x) = 0 et
limx_o fo(x) = 1. La pente en (0, 1) est -1.

fo(x) = x%e*; f2(x) = xe*(2 — %) ; f "o(x) = (x2 — 4x + 2)ex.

La fonction est croissante sur (0 ; 2), puis décroissante sur (2 ; + ). On a limx_+x fa(x) = 0
et limx_0 fo(x) = 0.

La pente en (0, 0) est 0.

Le maximum est atteint en x = 2 et vaut 4e2.

f79(x) = (x2 — 4x + 2)e*= 0 admet deux solutions x* =2 — 212~ (0,59 et x** =2 + 212~ 2 41

fox) =x2ex; f9(x) =- exx3 (2 + x) qui est toujours < 0 puisque x > 0.

f”5(x) = x'4x? + 4x + 6)e™ qui n'admet pas de racine.

La fonction est donc décroissante sur R+ : on a limx_,+ f:2(x) = 0 et limx_,0 fo(x) = + .
Elle n’admet pas de maximum.

Intersection des graphes : fa(x) = x?e* = f2o(x) =x2 e*; d'ott x4 = 1, c’est-a-dire x = 1 ou -1.

Comme x > 0, seul x = 1 est admissible. En ce point, x = 1 et f2(1) = f-2(1) = 1/e.
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2) Dans cette question, on suppose que a > 0.

2a) Calculer les dérivées f . et f 7a et étudier leurs racines selon la valeur de a.

2b) Etudier les limites de fa quand x tend vers + o et quand x tend vers 0, ainsi que la
limite de f’a quand x tend vers 0 ; par continuité la fonction f sera alors prolongée en 0.
2¢) Construire le tableau des variations de la fonction fa.

2a) fa(x) = x*1(a — x)e™

f7a(x) = x22(x? - 2ax + ala-1))e™

(Ces calculs ne dépendent pas du signe de a)
flax)=0enx=aetaussienx=0sia>1.

f7ax) = x22(x2 - 2ax + ala-1)ex=0enx=0sia>2etsix®-2ax+alal)=0;le
discriminant réduit est égal a a, et deux racines non nulles existent :

x1=a+aetxz=a—a2=al2(a’2-1)

Comme x > 0, x1 est toujours admissible ; mais si a <1, x2 <0, donc non admissible.
2b) Limites -

Quand x — +o, fa(x) — 0 ; quand x — 0, fa(x) — 0

Quand x — 0, f ’a(x) — 0 si a > 1 (tangente horizontale), et — + o si a < 1 (tangente
verticale).

On prolongera donc la fonction fa en 0 par fa(0) = 0.
2¢) Variations -
fa croit de 0 au maximum M(a) = aze sur (0 ; a), et décroit de M(a) & 0 sur (a ; + ©).

3) Dans cette question, on suppose que a < 0. Comme a la question précédente, étudier
les variations de fa.

Comme a la question 2,on a :

fa(x) = x21(a — x)ex

f7a(x) = x2a2(x? - 2ax + ala-1))e™

f’a(x) = 0 pour x = a, mais comme a est < 0, pas de racine.

Le signe de f’a est < 0.

De méme, a < 0 donc pas de racines pour 'équation f "a(x) = 0.
Limites -

Quand x — +oo, fa(x) — 0 ; quand x — 0, fa(x) — +
Variations -

La fonction fa est monotone décroissante sur R+ de + « a 0.



4) Lorsque celui-ci existe, on note Ma (Xa, ya) le point maximum de la courbe Ca
représentant la fonction f. pour a réel. Donner lexpression y. = g(xa) du lieu
géométrique parcouru par les points Ma lorsque a parcourt R.

Etudier les variations de la fonction g.

Quand il existe (cCest-a-dire quand a > 0 d’aprés les questions 2 et 3), le maximum est
atteint en Ma d’abscisse xa = a et d'ordonnée y. = a2e™.

Le lieu géométrique de M. est donc de la forme y. = g(xa.) ou la fonction g a pour
expression g(x) = x¥e’™,

Ona:x>0—-gkx >0

Ln g =x(Lnx — 1)

Quandx — 0, g — 1; quand x — +w, g — +o0

g’/lg = Linx.

Le signe de g’ est celui de Linx, négatif pour x < 1 et positif pour x > 1.

La fonction g est décroissante sur (0; 1) de 1 a 1/e, et croissante sur (1 ; + o) de 1/e & +o.
5) On considére I'intégrale J(a) = [r+ x2 e* dx.

5a) Calculer J(0), J(2).

J0)=1

J(@2) =2

5b) Etablir une relation entre J(a) et J(a-1).

En intégrant par parties : J(a) = [r+ x2 e* dx = [- x2e >0, +») + a [r+ x21 €™ dx
D'ou : J(a) = a J(a-1)

5¢) Donner la valeur explicite de J(a) dans le cas ol a est un nombre entier.

J(a) = a ! pour a entier

6) Pour x > 0, on définit I'intégrale L(x) = [1 fa(t) dt.
6a) Calculer L(1)

J(1) = 0 (évidemment)

6b) On suppose que x > 1; proposer un minorant de L(x) c’est-a-dire une quantité m(x)
telle que L(x) > m(x). Calculer la limite de L(x) quand x — + .

Onal<t<x;et>ex>eletdoncfat)> elta
Lx) >e! (xa*1—1)/(a+ 1) = m(x)

Quand x — + oo, m(x) — + o et donc L(x) — + oo.



Probléme 2 :
Ce probleme décrit un algorithme permettant de construire des codes secrets chiffrés.

Introduction :
1) Pour x réel, calculer la somme K(x) = x2 + x3 + ... + x".
2) En déduire I'expression de la somme L(x) = 2x + 3x* + 4x3 + ....+ nx'1.

Corrigé :
DK =x2+x3+ . +x"=x2(1+x+ ... +x"?)=x2(1 - x"H/(1 -x)

2) L(x) = K'(x) = [nx""" = (n+1)x" — x2 + 2x]/(1 — x)?

Enoncé :

On appelle S» la séquence de chiffres obtenue en écrivant les uns apres les autres les
nombres strictement de n chiffres (le premier chiffre ne peut étre nul, sinon il s’agit d'un
nombre composé de n-1 chiffres).

Dans une séquence S», pour chaque chiffre x, 0 < x < 9, on désigne par Nn(x) le nombre
d’occurrences de x dans la séquence. Par exemple, la séquence Siest: S1=01234567
8 9, et pour tout chiffre x =024 9, N1(x) = 1.

1) On écrit la séquence Sz des nombres a deux chiffres, allant de 10 4 99 :
1a) Combien a-t-on écrit de chiffres au total ?
1b) Donner les valeurs de Na(x) pour x =0 a 9.

2) Soit la séquence Ss des nombres a trois chiffres, de 100 & 999.
2a) Combien a-t-on écrit de chiffres au total ?
2b) Donner les valeurs de Ns(x) pour x =04 9.

3) On considére maintenant la séquence Ss des nombres & quatre chiffres, de 1000 a
9999, et on s'intéresse au seul chiffre x = 1.

3a) Combien Si comporte-t-elle de chiffres ?

3b) Donner la valeur de N4(1).

4) On définit la suite de chiffres notée Tn et définie comme étant la juxtaposition des
séquences Si, Sz, ..., Sn; par exemple, Ts est la suite des chiffres constituée a partir des
séquences Si1, Sz, S3, donc composée de tous les nombres allant de 0 & 999.

Pour chaque chiffre x, x = 0 4 9, on note par Ma(x) le nombre d’'occurrences de x dans la
suite Th.

4a) Combien de chiffres au total comportent les suites T2 et Ts?

4b) Donner, pour chaque entier x, x = 0 & 9, les nombres de fois Ma(x) et Ms(x) ou x
apparait dans T2 et Ts.

4c) Combien de chiffres au total comporte la suite T4 ?

4d) Quelle est la valeur de Ma(1) ?

5) On se place dans le cas général d'une séquence S, et d'une suite Tx (telle que définie a
la question 4), n étant un entier quelconque, n > 1.
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5a) Combien de chiffres, notés respectivement A(n) et B(n), comportent la séquence Sx et
la suite Ty ?

5b) Trouver une relation entre Mn(1), Mn-1(1) et Na(1).

5¢) Trouver une relation entre Nu(1) et Mn-1(1).

5d) Montrer que Ma(1) est une suite récurrente d’'ordre 1 de la forme Mn(1) = u + vMau-1 o1
u et v peuvent dépendre de n ; quelles sont les valeurs de u et v ?

5e) En déduire les expressions de Ma(1) et Nu(1) en fonction de n.

6) Pour constituer un code secret abc a 3 chiffres, on passe par deux étapes :

- la premiére étape consiste a utiliser un générateur de trois nombres aléatoires, notés x,
vetz;

- la deuxiéme étape est la fabrication du code secret abc composé des chiffres situés
immédiatement apres les xéme, yéme et zéme chiffres 1 apparus dans une suite de type T.

La mise en ceuvre de la premiére étape a conduit a x =15, y = 82 et z = 1598.

Quel est le code secret abc correspondant a ce tirage ?

Corrigé
1) S;=101112 .. 9899
a) De 10 a99 il y a 90 nombres a 2 chiffres, soit une séquence 180 chiffres.

b) Chiffre 0 : on ne le trouve que dans les dizaines (de 10 a 90) soit 9 fois.

Les autres chiffres, par symétrie, ont une occurrence égale de (180 — 9)/9 = 19.
Sinon, un calcul direct permet d’aller au résultat ; par exemple pour 1, le 1 est présent
11 fois de 10 a 19, puis 1 fois par dizaine allant de 20 a 90 (soit 8 dizaines) : N»(1) =
11+1x8=19

2) a) Passons a S;, séquence des nombres de 3 chiffres (100 — 999) ; cela représente
un ensemble de 3 x 900 = 2700 chiffres.

b) Le plus simple est de découper par centaines (100 — 199 ; 200 — 299 ....; 900
— 999).

Prenons I'exemple de la premiére centaine allant de 100 & 199 : le nombre total de

chiffres est égal a 300.

Le nombre de 1 écrits est égal a 100 + le nombre de 1 apparaissant dans la

séquence allant de 00 a 99.

On se retrouve dans le cas de la question 2 sauf pour le chiffre 0, rencontré ici 20

fois.

Tous les chiffres x (x #1) sont écrits 20 fois, sauf « 1 » écrit 100 + 20 = 120 fois. On

vérifie que le nombre total de chiffres est bien égal a 300 (120 + 9 x 20).

De la méme facon, pour chaque centaine commencant par x non nul, le principe est
le méme, et par symétrie le nombre de x est constant pour x =1 a 9.

Le nombre de 0 est 20 x 9 (puisque le chiffre des centaines n’est jamais 0).

Donc : N3(0) =180 et pour x # 0 N3(x) = (2700 — 180)/9 = 2520/9 = 280.

Ce résultat est aussi retrouvé, par exemple pour 1, comme 120 fois dans la 1°®
centaine et 8 x 20 pour les 8 autres centaines, égal a 280.



3)

4)

5)

a) Entre 1000 et 9999, il y a 9000 nombres de 4 chiffres, soit un total de chiffres écrits
dans S, de 4 x 9000 = 36000.

b) Comme pour la question 2, partons du premier millier de 1000 a 1999.

Le nombre de 1 entre 1000 et 1999 est égal au nombre de 1 entre 000 et 999 + 1000
x1

Le nombre de 1 entre 000 et 999 est 300 (question 2).

Le nombre de 1 entre 1000 et 1999 est 1000 + 300 = 1300.

Dans ce méme millier, le nombre de x (x différent de 0 et 1) est 300.

Par extension aux autres milliers : le nombre de 1 entre 1000 et 9999 est N4(1) =
1300 + 8 x 300 = 3700.

Nombre de 0 : N4(0) = 36000 — 9 x 3700 = 2700

Autre méthode possible : la suite (000 — 999) est la juxtaposition de (000 — 099) et
de (100 — 999).
De 000 2 099, ilya20 « 1 ».

De 000 a 999, il y a 300 fois 0 (120 fois de 000 a 099, et 180 fois de 100 a 999
(question 2) ; on ajoute le chiffre des milliers qui va de 1 a 9 donc un total de 0 qui
vaut 9 x 300 = 2700.

4a) Le nombre de chiffres de T, est 10 (évidemment).
Pour la suite globale T,, on a un total de 190 chiffres.
Pour T3 le nombre total de chiffres est (10) + (180) + (2700) = 2890.

4b) Dans T,, Mx(0) = 1+9=10; pourx=1a9ona My(x) =1 + 19 = 20.
(Le nombre total de chiffres écrits est bien de 10 + 9 x 20 = 190).

Dans T;.

Nombre de 0 : M3(0) =1 +9 + 180 =190
Nombre de 1: Ms(1) =1 + 19 + 280 = 300

C’est aussi la valeur de M3(x) pourx =2, 3, ..., 9.

4c) Casde T,
Au total le nombre de chiffres de la suite T, est 10 + 180 + 2700 + 36000 = 38890.

4d) D’aprés les résultats de la question 3, on obtient :

- 0: My0) =190 + 2700 = 2890.

- xnon nul: Mg(x) = 300 + 3700 = 4000, d’'ou My4(1) = 4000.
- D’ou un total égal a 2890 + 9 x 4000 = 38890.

5a) S;, séquence des chiffres, est composée de A(1) = B(1) = 10 chiffres.

Pourn > 1, S, est la séquence des nombres & n chiffres qui vont de 10" & 10" — 1.
Elle est constituée a partir de 10" — 10™* nombres.

Elle comporte donc A(n) = n(10" — 10™%) chiffres.

A(n) =9.10"'.n

La suite T, est la juxtaposition des séquences Sy, S, .... Sy

On en déduit pourn>1:

B(n) =Y ,_, A() =A()+ X _ A(k) =

n 1 _ n -
=10+ ), (9101 =10+9 ) __k.10%*



6)

D’apreés les calculs introductifs : posons K(x) = x2 + ... + x" = x2(1 = x" /(1 - x)
Z:zz k.10%~1 n’est autre que la dérivée de K(x) prise au point x = 10.

K'(x) = {(x-1)[2x(X"*-1) + (n-1)x"] = x2( x"*-1)}/(x-1)?

Apres simplification, on trouve : K'(x) = [nx"* - (n+1)x" — x2 + 2x]/(x-1)2

Pourx =10: Y. _ k.10%"1= [n10™" - (n+1)10" - 80]/81

D’ou I'expression de B(n), nombre de chiffres de Tj,:

B(n) = 10 + [n10™" — (n+1)10" — 80]/9

On vérifie bien B(2) = 190, B(3) = 2890 et B(4) = 38890.

5b) On a de facon évidente : M,(1) = Mn.4(1) + Nn(1)

5¢) On a Np(1) = 10™* + 9 M,.1(1)

en ajoutant le nombre de 1 apparaissant en début de nombre aux 1 intervenant dans
les nombres ne commencant pas par 1.

5d) A partir des relations trouvées en 5b et 5¢, on a :
Mn(1) = 10" + 10M,.1(1)
u=10""etv=10

5e) En procédant par récurrence ou en écrivant la relation trouvée en 5d de n jusqu’a
1, et en multipliant par 10 la relation pour n-1, 102 celle pour n-2, etc, on trouve
aisément par élimination :

Mn(1) = n.10™*
On en déduit, d’aprés 5c, pour n > 1, Ny(1) = 10™* + 9(n — 1)10™

Remarqgue : on retrouve par le calcul les valeurs précédemment obtenues pour M,(1)
et Np(1) pourn=1a4.

D’aprés les résultats qui précedent, le 15 « 1 » est entre 10 et 99 puisque Nj(1) =
19 et Mx(1) = 20 ; le 82°™ « 1 » survient entre 100 et 999 puisque Ms(1) = 300 et le
1598°™ est entre 1000 et 9999 puisque M4(1) = 4000.

Plus précisément :

- Le 15° « 1 » arrive guand on écrit 41, dans la dizainedes «4»:404142;le
chiffre qui le suit est un 4.

- Positionnons le 82°™ « 1 » : il ya 20«1 »de0a99, 11 de 100 a 109, 21 de 110
a 119, puis 11 ensuite par dizaine. En 149, il y a eu 85 « 1 » écrits. Le 82°™
apparait en écrivant le nombre 146, le chiffre qui le suit est un 4.

- Positionnons le 1598°*™ « 1 » : d’aprés la question 3, le 1600°™ « 1 » apparait
quand on écrit 1999. Le 1598°™ « 1 » correspond donc au nombre 1997, le
chiffre qui suit ce « 1 » est un 9.

- Le code secret est ainsi : 449
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Lépreuve est composée de cinq exercices indépendants, a traiter dans un ordre
quelconque.

Exercice 1:

1) Donner une primitive, sur son domaine de définition (que 'on ne demande pas de
préciser), de la fonction f définie par f: x — f(x) = (x> — 1) / (x3-3x+1)2 .

2) Calculer l'intégrale B définie par: B= [ \/;

) X sin(x?) dx

1) Onposeu=x3—3x+1;du/dx=3x2-1)
f peut étre exprimée sous la forme u’ / 3u2, dérivée de - 1/3u =- 1/3(x3 — 3x + 1)

2) Calcul de B :
On pose u = x2, du = 2x.dx, et 2B = fon sinu. du

DouB=(Gcoso—(-cos0)/2=1
Exercice 2 :
Soit M la matrice carrée :

M= 9

1 0

1) Déterminer les valeurs propres A1 et Az (avec A1 < A2) et des vecteurs propres vi et vz
associés de la matrice M.



2) On note par A la matrice diagonale formée par les valeurs propres rangées dans
Pordre croissant.

On rappelle quune matrice réguliére est appelée également matrice inversible.

Donner I'expression d'une matrice réguliere P telle que M =P A P1.

3) Calculer la matrice M, pour n entier positif ou nul.

4) On considére la suite u(n), n entier positif ou nul, récurrente d’'ordre 2 définie par :

u(n+1) = 5un)— 6uln-1) , avec u(0) =u(1) =1
e v (u(n+1)

On note Vi le vecteur colonne défini par : Vo= u(n)

Trouver une relation entre Vn, Vn-1 et M.

5) Donner 'expression du terme général u(n) en fonction de n.

6) Calculer limn_,., u(n).

1) Le déterminant de la matrice M — Al conduit a I'équation caractéristique qui est :
-A5-1)+6=0, soit A2-51L+6=0.

Cette équation admet deux racines : A; =2 et A, = 3.

Vecteur propre associé a A =2:

3x—-6y=0

Nous prendrons v, : x=2ety=1

Vecteur propre associé a A, =3:

2x—6y=0

SOitv,:x=3ety=2

2)
_(2 0
A= (0 3)
La matrice P est formée par les vecteurs propres.
_(2 3
P= (1 1)
Un calcul simple montre que P™ = (_1 3 )
1 -2

On vérifie aisément M =P A P*
3)Ona:M"=PA"P!

Apres calculs, on trouve :



_2n+1 + 3n+1 3 2n+1 _ 2 3n+1
M" =
2"+ 3" 3.2"-2.3"
4) Le résultat est évident : V, = M.V,4

5) Partant de V, = M V,,; et allant jusqu’a V; = M V,, on en déduit avec une récurrence
simple :

Vo =M"V,, avec (V1) = (1, 1) (le symbole ’ désigne la transposition)
Or V, = (u(n+1), u(n)y

Pour avoir I'expression de u(n), il suffit de prendre la somme des termes de la deuxieme
ligne de M".

Soitu(n) =-2"+3"+3.2"-2.3"=2"" 3"
6) u(n) = 2"* - 3" = 3" (2(2/3)" - 1) qui tend vers - o quand n — + .

Exercice 3 :

On considére une expérience aléatoire E dont l'un des résultats possibles est un
événement noté A de probabilité p, 0 <p <1 ;onposeral—p=q.

On réalise une suite d’expériences E a l'identique et indépendamment les unes des
autres, et on définit la variable aléatoire N comme étant le rang de la premiere
expérience dont le résultat est 'événement A.

1) Donner la loi de la variable N, c’est-a-dire I'expression de la probabilité P(N = n) en
fonction de p, q et de 'entier n (n > 0).

2) Calculer I'espérance mathématique E(N) de la variable N.
3) Calculer la variance V(N) de la variable N.
4) Calculer la probabilité que N soit un nombre entier pair.

5) On rappelle que si A et B sont deux événements, la probabilité conditionnelle de A/B,
cest-a-dire que A se réalise sachant que b est réalisé, est P(A/B) = P(ANB)/P(B).
Calculer P(N = 2/ N pair) la probabilité que N = 2 sachant que N est pair.

1) N prend des valeurs entiéres, N > 0; dire que N = n signifie que A est sorti comme
résultat de l'expérience numéro n, et donc que les n-1 premiéres expériences ont eu
comme résultat le complémentaire de A, de probabilité q =1 — p.

P(N=n)=q".p
2)EN)= Y kP(N=k) =p(1+2q+3q+..) =p(l/1-Q) = 1/p

3) On rappelle que VIN) = E(N?) — E2(N)



E(N) est donnée par la question 2.

E(N?) = Zk=1a+0 K2P(N = k)

On remarque que k* =k(k-1) + k, d'ot1 :

E(N?) = Zi=rats k(k-1DP(N = k) + Di=1a40 KPN = k) = D=1+ k(k-1)pgk? + k=120 k pgk?
E(N?) = (2pq + p»)/p3

Ce qui conduit a VIN) = q/p?

4) P(N pair) =P(N=0o0u 2 ou 4 ...etc) = 21:1 P(N = 2k) = pg/(1 — g =g/(1 + @)

5) PN = 2/ N pair) = P(N = 2)/P(N pair) = 1 — ¢?

Exercice 4 :

On considére le polynéme P, de degré 3, de la forme P(x) = x3 + ax® + bx, avec a et b réels.
On suppose que P vérifie la relation T :
(T) VxeR,Px+1) —P) =3x2

1) Calculer P(0), P(1), P(2), P(3), P(4), P(-1), P(- 2).
2) Calculer les coefficients a et b.

3) Existe-t-il un polynéme de la forme x3 + ax® + bx, a et b réels, vérifiant la relation (T) ?

1) P(0)=0

P(1)-P(0)=0douP(1)=0

P2)=P(1)+3=3

P@3)=P(2) +12=15

P(4) =P(3) + 27 = 42
Pourx=-1:P0)-P(-1)=3,douP(-1)=P(0)-3=-3
Pourx=-2:P(-2+1)-P(-2)=12dou P(-2) =P(-1) - 12=-15
2) A partir de P(1) et P(-1) :

O=1+a+b

-3=-1+a-b

—>a=-32etb=1/2

3) Le polyndme P vérifiant la relation (T) s’écrit : P(x) = x° — 3x/2 + x/2



Exercice 5 :

1) Soit ab un nombre de deux chiffres, compris entre 00 et 99, écrit dans le classique
systéme décimal; 0 <a <9 et 0 <b <9. Par convention, les chiffres 0, 1, 2, ..., 9 seront
écrits avec deux chiffres : 00, 01, 02, ..., 09.

On définit le nombre D égal a la valeur absolue de la différence entre ab et ba, c’est-a-
dire que D = | ab —ba |.

Montrer que, quel que soit le nombre ab, D est divisible par 9.

2) Soit abc un nombre de trois chiffres, compris entre 000 et 999 ;0<a<9,0<b <9, et0
<c<9.

Quels sont les diviseurs des nombres E = | abc —cba | et F= | abc—bac | ?

Corrigé :

1) Un nombre ab est égal a 10a + b.

ab—ba=10a+b—(10b+a)=9(a —h)

D=9 | a-b | est divisible par 9

2) abc — cha = 100a + 10b + ¢ — 100c — 10b — a = 99(a — ¢)

E=99 | a—c | divisible par 99, donc par 3, 9, 11, 33 (et aussi par les diviseurs de a — ¢)
De méme : abc — bac = 100a + 10b + ¢ — 100b — 10a — ¢ = 90(a — b)

F=90 | a—->b | divisible par 2, 3, 5, 6, 9, 10, 15, 30, 45 (et aussi par les diviseurs de a — b)



