CONCOURS DELEVE INGENIEUR STATISTICIEN ECONOMISTE
OPTION ECONOMIE

CORRIGE DE LA PREMIERE EPREUVE DE MATHEMATIQUES

EXERCICE n° 1

1 0 a+b
1- M(@)M(b)=|a+b 0 —(a+b?/2
0O O 1
M(a) M(b) = M(a+ b

2- M(2a) = M?(a)
On montre sans difficulté (récurrence) :
M"(a) = M(na)

3-Soitbh=-a
M@ M(-a) = M(0) = I

= M™@) = M(-a)

EXERCICE n° 2

1-U?=nu
U =U%U =nU?=n%U

Récurrence :

Hypothése :U* = n**U
Vrai pourk =1
Vrai pour k
ukt=uU'U =n“'Uu =n*u?=n*u



2- SoitAl'inverse deU :
AU = |

= AU’=U=nAU=nl
en multipliant par U et en utilisant le résultat de la question 1.

= U =nl
ce qui est impossible (sauf si=1, cas patrticulier vraiment « tres particulier »).

PROBLEME

L1 = nj|nt dt= [t log t -t}
! =nlnn-(n-1)

2-S,=>.Ink
k=1
On remarque qué&, = In(n)

2a Lafonctiont — Int est_croissantsur[k, k+1], doncJt O[k, k+17]
Ink <Int<In(k+1)

Et, par positivité de I'intégrale :
k+1

In(k) < [In(t) dt<In(k+1) 0k>1

k

Remarque l'intégralité précédente revient a comparer les aires des rectangles entourant la
courbe (C)

In(k +1)

In(k)

k k+1



2b- Par sommation :

n+l

Zn:ln(k)s fin(t) dt< iln(k+1)

ou:
S, 2I(nt) < §+In(nt ]

D’ou I'encadrement :
I(n+D)-In(n+D)<S§ < I(n+]

nin(n+t)-n<s §<s(mD In(mk)- n

3- En passant a I'exponentielle :
enIn(n+1)—n <n< érﬂ»l)ln(m—])—n

(n+1)” e(n+l)"+1
—| <nlsd—
e e

n\" (n+1)"
Comme(g) < (Tj , on en déduit 'encadrement (1) demandé.
A- Numérique: n=10, 10!=3628800

10\
[gj = 453999

17\
e(gj =12953130

L’encadrement (1) n’apporte a I'évidence aucune approximation intéressante : trop large

4
R(K) B(K)
B(k-1) T(K)
A(k-1) A(K)

Par construction :

R(K+T(K= [in(} dt



dar T(k):%[ln(k—1)+ln( W (k=2

4b- R(K = [In(t dt- TR

k
k-05-t
)= [Ko08Tty

k-1

dt
en posandu = T et u=k-05-t

[(k-05-tInt .+ fint) ot

k-1

-1
—-=[In(k) +In(k-1)] K
2 + [inty dt=R(K
k-1
Posonst =k —u, u=k-t, du=-dt
0 1
_fu-1/2 _u—-05
R(k)_lj o du)—(_)[k_u du
Intégrons par parties :
1 (1, 1T
—ul v ot 1% (u? - u) du
R(k): k—-u\2 2 o= U U ud
_ 0 23 (k—u)?
_E}u(u—l) du
23 (k-u)?

T(K)

g(u)=u-u* O<us<l

g(w=1-2u
0 1/2 1
g + 0 -
1/4
g / N
0 0
On en déduit :
1% 1/4 I 1 7T
< — = —
|:\)(k)_Z(-)[(k—u)z B{k—ul
1



6- U(n):Zn:R(k)

}”(L_lj
L 84\ k-1 k
< Ok=2
6 OséR(k)

e

6b-Ona:
1
< <=
O_U(n)_8

La sérieU (n) est croissante (trivial) et majorée, donc convergence :

o

soit u=|im UM => RK

N +oo k=2

6c u-U(nN= D RK

k=n+1

D’ou, pour M fixé =2n+1

k=n+1
_1(}__1)
“8\n M

=, en faisantM - +o :

1
— <_
u U(n)_8n

7- On sait que :

T(k = [In(t) dt- R

2T =) [Incy dt-3 R¥

k=2k-1

%[Z In(k) + Z In(k - 1)} = nj|n(t) dt- U(n

|

:sn—%ln(rb (car In1=0)



1
S, - 5In( = nin(N-(mD+ v U= u
1
S, =nin(n-mZin(n+0- o+ u U p
2 £(n)
8- En passant a I'exponentielle :
1
esh =nl = e(mij Inn en é—u é—U( n
= e an

D'aprés 6¢, |Imée(n)=0=¢€&™ 1

n— +oo

ntO &) - C\/E(gjn

avec C = ¢
2n 2n
o o - (2! CJan [e)
2n (n|)2 Czn(nj 2n
e

Pourn=10, n!~3598696



