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CORRIGE DE LA PREMIERE EPREUVE DE MATHEMATIQUES

Premiere partie

1-D(f, g) = Sup xou ((F(X) —g(x)[) =0 < [KF(x) — g(x)= O pour tout x JU
= f(x) =g(x) Ox OU = fidentique a g

2 — On sait que f(x) — g(x)= Cg(x) — f(x)O O x OU, d’ou D(f, g) = D(g, )

3-0Ox0U,f-g=f-h+h-g
D’ou [f(x) — g(x)0 < Of(x) — h(x)(* Oh(x) — g(x)d

Et donc le résultat.
D est une distance sur I'ensemble F.

4 — On note par d(x) la différence f(x) — g(x).

On montre facilement que d atteint son maximum sur U au point x = %, et que ce
maximum D(f, g) vaut %a.

D(f, g) est I'écart le plus grand mesuré parallélement a I'axe des ordonnées entre les
graphes des fonctions f et g.

5 — Comme pour la question précédente, soit par le calcul, soit par la représentation
graphique, on établit D(f, g) = 1. L’écart maximum entre les graphes de f et g est
atteint pour x = %.

6 — d(x) = cosTX - sinTiX ; d’(X) = - TT(SINTX + COSTX).
Il est facile de montrer que d décroit de 1 pour x =0 a —v2 pour X = %.
D(f, g) = V2.

7 — Prenons f(x) = 2 costx. D(f, O) = 2, atteinten x =0 ou x = 1.
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Deuxieéme partie

8 — On sait que la valeur absolue de lintégrale d’'une fonction est majorée par
I'intégrale de la valeur absolue de cette fonction.
Dou :

[f@ydt-[gtd

< [l f(o- o] at

Soit M = D(f, g) le sup sur U del(t) — g(t)[
On a de facon évidente, en majorant [f(t) — g(t)Cpar M dans la deuxieme intégrale :

[f@®dt-Jgt) dt< M =D, g)

9—fy(X)=(sinn2x) /n

D(f, , O) = Sup [sin n2x0/ n = 1/ n car le maximum en valeur absolue du numérateur
est 1, atteint pour x = 11/ 2n2 qui est bien dans U dés que n est supérieur ou égal a 2.

fn (X) = n(cos n2x) ; le sup sur U de n(cos n2x) est égal a n, atteint pour x = 0 ou 17N2.

Troisieme partie

11 — On remarque que P,(x) = 2k (—l)k (x/2)k ,oukvariedeOanetx U, nest
autre que la somme des n+1 premiers termes d’'une série géométrique de premier
terme 1 et de raison —x/2.

Pn(X) = [1 = (-x/2)™ /1 + x/2]

Donc un calcul élémentaire permet d’établir que:
f(x) — Pn(X) = - (x/2)™Y [1 + x/2]

D'ou : [F(X) — Pa(X)0 = (x/2)™Y [1 + x/2], quantité notée d(x)
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Le calcul de d’(x) montre que la dérivée de d(x) a le signe de x" (n + 1 — nx/2), c'est-
a-dire est positif ou nul sur U.

La fonction d(x) est donc croissante sur U, son maximum est ainsi atteint en x = 1
et:

D(f, g) = (1/2)"(1 + ¥2) = 1/ (3.2").

12 a — Soit a établir I'égalité suivante :
(E) e = Pu(x) = J(n, X)

ou J(n, x) est I'intégrale f [e' (x=t)" /n!] dt
(0]

Faisons une intégration par parties pour calculer J(n, x) : on prend u(t) = e' et V'(t) =
(x=t)" /n.

On obtient : u'(t) = e' et v(t) = — (x=t)™™* /(n+1)!.
D'ou :

In, x) = [-e )" () To+ [ [ (™" (n+1)!] ot

[0
Jn, x) = X" /(n+1)! + J(n+1, X)
De la relation précédente, on en déduit :

o L’égalité (E) est évidemment vérifiée pourn =1
e Supposons que (E) soit vérifiée au niveau n. On a :

e* = Py(x) = J(n, X) = X" /(n+1)! + J(n+1, X)
Or Ppia(X) = Po(X) + X" /(n+1)!

D’ou le résultat cherché :

e* - Ppua(x) = J(n+1, X)

12b-Ona:

Ce* - Pa0=] [ e'(x-t" /! dtD
[0.]
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Or,0t0[0, x], e'<e(carx< 1), dou :
0<e' (x-t)"/n! < e (x=t)" /n!

Par intégration :

0s< [ ety [ e/ =el- (x-™" /(n+1)To

[0x] [0]
=e X" /(n+1)!
OxOU, 0e* - Py(x)0< e X" /(n+1)! < e/(n+1)!
Comme cette majoration est vraie quel que soit x, D(f, P) < e/(n+1)!
13 a — Les premiers polynédmes de la suite sont :
P1(x) = X
Po(X) = 3 P1(X/3) — 4 (P1(x/3))°* = x — 4 x*/27
De méme :
P3(X) = 3 Po(X/3) — 4 (P2(x/3))° = x — 40 x*/27 + 16 x°/3" — 64 x'/3'? + 256 x°/3"3
13b-T(X)=3x-4 x> définie pour x entre —1 et +1 (intervalle noté A)

On remarque immédiatement que la récurrence sur les polynémes s’écrit :
Pn+1(X) = T(Pn(x/3))

Un calcul élémentaire montre que T’ est négative entre — 1 et — %, positive entre — %2
et ¥ et négative entre %2 et 1. L’application T est donc décroissante de 1 a — 1 entre
— 1 et — %, croissante de — 1 a 1 entre — % et %2 et a houveau décroissante de 1 a —
1lentre %2 et 1.

On constate donc que O x O A, T(x) O A.

On montre en outre que T” est positive entre — 1 et 0, négative entre 0 et 1, et donc
T’ croit de -9 a 3 entre — 1 et 0 puis décroit de 3 a — 9 entre 0 et 1.

Il sS’en suit que O x O A, OT'(X)[(k 9.
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D’aprés la formule des accroissements finis, on a :
T(u)—T(v) =(u-vVv) T'(w), wentre u et v, d'ou :
0T (u) = T(v)U = Du — vOOIT (W) O
En majorant [IT’(w)[J par 9, on obtient :

Ou,vOA OT(u) -T(v)(k 90u - vO
13 ¢ — Calcul classique en écrivant sin (2a + a) = sin 2a cosa + cos 2a sin a
En remplacant sin2a par 2sina cosa et cos2a par cos?a — sin?a, on a (en notant sina
=Setcosa=C):
Sin3a=2S(1-5? + S(1-2S? =3S-48°
On remarque immédiatement que sin x = T(sin(x/3)).
13 d — Exercice classique ; il suffit d’étudier sur U les variations des fonctions
intermédiaires u(x) = x — sinx et v(x) = X6 — X + sinx pour obtenir la double inégalité
recherchée :

0 <x - sinx < x/6

13 e — Procédons par récurrence :

* Pourn =1, on a bien sir P1(x) O A puisque P1(xX) = X, et [IP1(X) — sinx(k x> /6,
d’apres les inégalités de la sous-question 13d.

e Supposons la propriété vérifiée au rang n.
Faisons intervenir I'application T.

On a remarqué précédemment que Pn.i(X) = T(Pn(x/3)). Or puisque Pn(x/3) O A,
T(Pn(x/3)) O A d’aprés I'étude de I'application T a la sous-question 13b.

De plus, sinx = T(sin(x/3)), et donc :

[P,.1(X) — sinx[E OT(Pn(x/3)) — T(sin(x/3))K 9 [P,(x/3) — sin(x/3)k 9 (x/3)° / (2.3") =
=x*/(2.3"h



