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L’épreuve est composée d’un seul probleme, présenté en trois parties.

Dans tout le probléme, F désigne I'ensemble des applications continues de U dans R, ou
U est l'intervalle [0, 1] et R I'ensemble des nombres réels.

Premiére partie

On définit sur F x F I'application D par :

Pourf, g e F, D(f, g) = Sup |/ (x) - g(x))

xeU

Cette définition est licite car la fonction f — g étant continue sur le segment U, elle
est bien bornée sur U.

O Sifetge F, que signifie D(f,g)=07?

@® Montrer que D est symétrique, c’est-a-dire que D(f, g) = D(g, f), Vfetge F



© Montrer que D vérifie I'inégalité triangulaire :
vf g heF, D(f, g) < D(f, h) + D(h, g)

® On définit les fonctions f et g suivantes, pour x € U : f(x) = x* et g(x) = x. Etablir
que D(f, g) = 1/4. Tracer les graphes de f et g et représenter graphiquement D(f, g).

© Tracer les graphes des fonctions f(x) = Ix - 12| et g(x) = 1; représenter
D(f, g) et calculer D(f, g).

@ Calculer D(f, g) pour les fonctions f(x) = cos(nx) et g(x) = sin(nx).

@ On note par O I'application nulle définie sur U = [0, 1] par: V x € U, O(x) = 0.
Donner un exemple de fonction f, qui ne soit pas un polyndme, telle que D(f, O) = 2.

Deuxiéme partie

® Montrer que :

Vfetge F, <D(f, g)

[r@ai-[e)di

le symbole f désignant simplement I'intégrale de 0 a 1.
b

© On definit sur U la suite de fonctions de F par f, (x) = (sin n?) / n, ou n
appartient a 'ensemble N des nombres entiers strictement positifs.
O désignant, comme dans la question 7 de la premiére partie, I'application nulle, et f', la
dérivée de f,,, montrer que, pour tout entiern> 2 :

D(f.,0)=1/n et D(fn,0)=n



Troisiéme partie

On désire étudier, dans cette partie, la possibilité d’approximer une application f
de F par une suite de polyndmes P,, I'approximation de f par P, étant définie au sens
suivant : lim,_... D(f, P,) = 0.

Nous allons étudier successivement trois situations de ce type.
00 On note par f I'application de F définie par :
f(x) = 2/(2 + x)

Pour n e N, on définit le polynéme P, élément de F par :

Pn(X) = Z (1) (x/2)¢  oukvariede0anetxe U

Etablir que D(P,, f) = 1/(3.2")

00 On prend pour f la restriction a U = [0, 1] de la fonction exponentielle €*, et on
définit pour tout nombre entier n la suite de polynébmes P, de F par :

Pu(x) =% x/kI  oukvariedeOanetxe U

a) On veut établir que I'on a I’égalité (E) suivante :
(E) € =Pu(x)=J(n, x)

ou J(n, x) est I'intégrale .[ [e' (x-t)" /n!] dt
[0.4]

Etablir une relation entre J(n, x) et J(n+1, x).

Démontrer ensuite par récurrence I'égalité (E).

b) Montrer que e' (x—t)" est majoré par e(x—t)".

c) En déduire que D(P,, f) < e/(n+1)!

00 Dans cette question, on prend pour f la restriction de la fonction sinus a
l'intervalle U = [0, 1].

La suite P, de polynébmes de F est définie par récurrence de la fagon suivante,
pourtoutxe U:

P4(x) = x

Pri1(X) = 3 Pn(x/3) — 4 [Pn(x/3)]?

a) Donner les formes explicites des polyndmes P,(x) et P3(x).
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b)On note par A l'intervalle [-1, +1] et on définit 'application T sur A par : VxeA, T(x)
= 3x — 4x°. Etudier I'application T.

Montrer, en utilisant la formule des accroissements finis, que :
YuveA |T(u)—T(v)|£9|u—v|

c )Etablir la formule trigonométrique : sin (3a) = 3sin(a) — 4 sin3(a)

d) Montrer que I'on a, pour toutx € U : 0 < x —sinx < x°/6

e) Démontrer par récurrence que, pour tout n € N,ona:

Vxe U, Pux)e A, et |Pn(x)-sinx|<x®/(2.3"



