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CONCOURS INGENIEURS STATISTICIENS ECONOMISTES

ISE Option Economie

CORRIGE DE LA 1°"® COMPOSITION DE MATHEMATIQUES

Exercicen®1

Soient les deux relations vérifiées par X, y et z, réels strictement positifs :
xyz>1

X+y+z<(1/x) + (1ly) + (1/2)

1) Supposons que x =1
Alorsyz>letl+y+z<1+ (1ly) + (1/2)

Dot:y+z<(Uy)+@/z) U y+z<(y+2z)/yzU yz <1, ce quiestimpossible.

2) Supposons x, y et z tous £ 1; alors le produit xyz £ 1, ce qui est impossible.
L’un au moins des réels x, y ou z est donc > 1.

3) Supposons X, y et z tous 3 1. Il est évident que x 3 1/x,y 3 1lly,z 3 1/z, et
donc que la somme x +y + z 3 (1/x) + (1/ly) + (1/z). ceci est impossible. L’'un au
moins des réels x, y ou z est donc < 1.

Exercicen® 2

1) Faisons une intégration par parties :

I =[ Lnx/2(x2- 1)] + O[1/2x(x2 - 1)]dx | = [ Lnx/2(x2- 1)] + 1/20[1/x(x?- 1)]dx
Notons par J la deuxieme intégrale :
J=0[1/x(x2 - 1)]dx

Ix(x2- 1)=alx+b/(x—1)+c/(x+1)
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Onendéduit:a=-1,b=1/2,c=1/2
2J =— 20dx/x + odx/(x + 1) + odx/(x - 1)
J=—Lnx+Ln(x2—1)Y2=Ln[(x2 - 1)Y2/]
D'ou:
| = [ Lnx/2(x2- 1)] + Ln[(x2 — 1)Y2/x]

2) I(u) = — (Ln u)/2(u2—1) + (Ln 2)/6 + {Ln [(u2 — 1)*?/u] — Ln (3Y2/ 2)}

3) Quand u® + ¥, I(u) ® (Ln 2)/6—Ln (3%2/2)» 0,26.

Probléeme

Partie | :
1) f(x) =Ln (1 + €%).

Dérivées :

fx)=eX/(1+e*)>0" x
f'x)=e*/(1+e¥)2>0" x

Puisque f' est positive, f est croissante.
Asymptotes :

fim, 09 =0

i, @ =+ ¥

fX)Ix® 1
y—x=Ln(1+e*)® 0

La droite y = x est asymptote quand x ® + ¥ ; on en déduit également que la
courbe est au-dessus de son asymptote.

Tangente en x=0:

f(0) = 1/2

Intersection avec I'axe vertical :

x=0pP y=Ln2=0,693
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2) Soitl'intégrale | = Q f(x) dx

2a) d(x) = (x2 + 4x + 8 Ln2)/8—Ln (1 + €%).
d'(x) =x/4 + 12— /(L +€e¥);d'(0)=0 ; d'(1) = 3/4—el(e+1)
d’(x) = 1/4—e*/(1 +e¥)2;d’(0) =0 ; d”(1) = 1/4 — el/(e+1)2
d”(x) = eX(1 +eX)(e*-1)/(1+eX)*>0
d est donc croissante de d(0) =0ad(1) =1/8 + 1/2 + Ln2 - Ln(1+e) = 0,005
Donc 0 £ d(x) £ M, ou M = 0,005.

On en déduit: 0 £ g(x) — f(x) £ M, c’est-a-dire g(x) — M £ f(x) £ g(x).
Dou:A-MEIEA
ou A est l'intégrale go 1j (x2 + 4x + 8 Ln2)/8 dx = 0,985.

0,98 £1£ 0,985

3)kt 0.
D(K) = {x / e* + k > 0}
1*"cas:k>0
D(k) = R

ZémecasA:k<0
e">—-kU x>Ln(-K)

4) A tout réel k, on associe la fonction fix définie, pour x T D(k), par f(X) =
Ln(e* + k).
f'(x) = eX/(e* + k)

1¥"cas: k>0
f(x)>0
Sur R, fcroitde Lnk a + ¥.

Remarque : si k < 1, la courbe associée a fi coupe I'axe des abscisses en un point
x tel que e* = 1 -k, soit x = Ln(1 — k).
Par contre, si k3 1, la courbe associée a fx est au-dessus de I'axe des abscisses.

Asymptote :
Igr)¥ fX) =Ln k

I, 4 =+ ¥

fX)/Xx® 1
y—x=Ln(1+ke*)® Oquandx ® + ¥
La droite y = x est asymptote.

Position de la courbe par rapport a I'asymptote :
y—x=Ln(1+ke*)»ke*>0sik>0,<0sik<O0.
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Tangente :
La pente en x =0 esty’(0) = 1/(1 + k)

2%™ cas : k<0

x>Ln (—k)

La fonction f croit de — ¥ a + ¥, coupant 'axe des abscisses en Ln(1 - k),
avec une pente en ce point égale a (1 - k).

5) Soit a montrer que, pour k > 0, fi(x + Lnk) = f(x) + Ln k
fi(x + Lnk) = Ln(e**"™ + k) = Ln(ke* + k) = Lnk + Ln(e* + 1) = f(x) + Ln k

Pour construire la courbe C(k) représentative de fi, on remarque que fi(u) =
f(u -Ln K) + Lnk. Donc pour passer d'un point de C au point correspondant de
C(k), on fait d’abord une translation de — Ln k parallelement a I'axe des abscisses,
puis une translation de Ln k parallélement a 'axe des ordonnées.

6) Soit D la premiére bissectrice, d'équation y = x.

Soit M de coordonnées (a, b); M’, symétrique de M par rapport a D a pour
coordonnées (b, a).

On suppose que M1 C(k) associée a fi, c’est-a-dire que fx(x) = Ln(e* + k).
Soient X et Y les coordonnées de M' : X =y, Y = Xx.
X=Lne"+k)U e*=e"+kU e"=eX-k U Y =Ln(e*-k).

Partie Il :
Pour tout entier naturel n, on considére la fonction f, définie sur R par :

f2(X) = e ™/(L + &%)

1) fo(x) =1/(1 + €7)
fo(x) =—e* /(1 +e¥)2<0
fo est décroissante de 1 (en — ¥) a 0 (en +¥).
En x =0, fo(x) = 1/2.
fo(0) =-1/4

Soit S le point de coordonnées (0, 1/2).

Faisons le changement d’origine pour un point courant M (X, y) en prenant pour
nouvelle origine S : X=x, Y =y —-1/2.

y=11+e0 Y+12=1A+eX)U0 Y=1/@1 +e¥)-1/2=(1- /21 + &%)

Le symétrique de M par rapport a S donne le point M’'(- X, = Y).
(1-e)/2(L+e”)=(e"-1)2(1+e")=-Y.
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2) On se place dans le cas général : n3 1.
fo(X) =—e ™[n+ (n+1)eX)(1 +e¥)2<0

La fonction f,(X) décroit donc de +¥ (pour X ® - ¥) a0 (pour X ® + ¥).
Enx=0,f,(0)=1/2etf’(0)=- (2n + 1)/4

On remarque que pour X = 0, y = 1/2 pour tout n; le point S appartient a toutes les
courbes G(n) associées aux fonctions f;,.

3) Pour tout n, on définit la suite v(n) par :

v(n) = c‘i e ™ dx

On peut faire le calcul explicite de v(n) ; en faisant le changement de variable
u=e*, on obtient v(n) = Ge, 1 U™ du = (1-e™)/n.

Pour montrer que v(n) est deécroissante, il suffit de remarquer que
e-(n+1)x:e-nx e X

Comme x1 [0, 1], e X £ 1 et donc e ™X £ g™
En intégrant, on a donc de facon évidente : v(n + 1) £ v(n)

A partir de la forme explicite de v(n) =- (€"—1)/n,onav(n)® Oquandn® + ¥.

De méme, nv(n) =(1-e"M ® lquand n® +¥.
4) Pour tout n, on définit la suite u(n) par:

u(n) = Ql fa(X) dx
4a) Pour x T [0, 1], il est évident que 2 £ e* + 1 £ 2e*
On en déduit : 1/2e* £ 1/(e* + 1) £ 1/2
Et donc fa(x) = e ™/(1 + e¥) est entre e”™/2e* = e ™1X/2 et e ™/2.

En intégrant f, entre 0 et 1, on obtient : v(n+1)/2 £ u(n) £ v(n)/2, c'est-a-dire la
double inégalité recherchée.

4b) Pour déterminer rI(i@m¥ u(n), l'encadrement précédent et la question (3)
permettent d’établir que rLi@m;« u(n) =0.

De méme, en multipliant par n, on a I(i@m¥ nu(n)= 1/2.
n® +



