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CONCOURS INGENIEURS STATISTICIENS ECONOMISTES

ISE Option Economie

1°* COMPOSITION DE MATHEMATIQUES
(Durée de I’épreuve : 4 heures)

Les exercices et le probléeme sont indépendants et peuvent étre traités dans
un ordre quelconque.

Exercicen® 1

Soient x, y et z trois nombres réels strictement positifs veérifiant les relations suivantes :
xXyz>1
X+y+z<(l/x) + (1ly) + (1/z)

1) Montrer qu’aucun des réels x, y ou z n’est égala 1

2) Montrer que I'un au moins des réels x, y, z est strictement supérieur a 1

3) Montrer que I'un au moins des réels x, y, z est strictement inférieur a 1

Exercicen® 2

Ln désigne le symbole des logarithmes népériens.
On considére I'application f de la variable réelle x définie par f(x) = (x Lnx) / (x2 - 1)2.

1) Calculer une primitive de f(x).

2) u étant un réel tel que u > 2, calculer I'intégrale I(u) = Q f(x) dx

3) Déterminer la limite de I(u) quand u ® + ¥
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Les deux parties du probleme sont également indépendantes, et peuvent
aussi étre traitées dans n'importe quel ordre.

Probléeme

Partie | :
On désigne par f la fonction définie sur 'intervalle ]- ¥, + ¥[ par f(x) = Ln (1 + €”).

1) Etudier les variations de f : tableau de variations, limites, concavité, asymptotes ;
tracer le graphe (C) de f.

U

2) On définit I'intégrale | = Q f(x) dx

2a) Soit la fonction g définie sur l'intervalle [0, 1] par g(x) = (x2 + 4x + 8 Ln2)/8.
On note d(x) = g(x) — f(x).
Montrer que pour tout réel x appartenant a [0, 1], 0 £ d(x) £ M, ou M est un réel que
I'on précisera a 10" prés.

2b) En déduire un encadrement numérique de l'intégrale I.

3) k est un nombre réel non nul. On désigne par D(k) 'ensemble des solutions, sur R,
de l'inéquation :

e*+k>0

Déterminer D(k).

4) A tout réel k, on associe la fonction f définie, pour x T D(k), par fi(x) = Ln(e* + k).
Etudier les variations de fg.

5) Montrer que, pour k >0, on a, pour tout x réel :
fux + Lnk) = f(x) + Ln k

En déduire que la courbe C(k) représentative de fc se déduit de la courbe C
représentant f par une transformation géomeétrique simple que I'on précisera.

6) Soit D la premiére bissectrice, d’équation y = x.

Soit un point M de coordonnées (a, b) ; donner les coordonnées de M’, image de M
par une symeétrie orthogonale par rapport aD.

On suppose que M appartient a la courbe C(k) associée a f; donner I'équation de
la courbe a laquelle appartient M’, déduit de M par une symétrie orthogonale par
rapport a D.

Construire la courbe C(- 1).
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Partie Il :

Pour tout entier naturel n, on considére la fonction f,, définie sur R par :
fa(x) = e ™/(1 + &%)

1) Etudier les variations de fp.
Trouver les coordonnées du centre de symétrie S de la courbe C(0) représentant f.

2) On se place dans le cas général : n3 1.
Donner le tableau des variations de f,.
Montrer que le point S appartient a toutes les courbes G(n) représentant f,,.

Tracer G(1) ; préciser sa tangente au point S.

3) Pour tout n, on définit la suite v(n) par :
v(n) = (‘i e ™ dx

Calculer explicitement v(n) ; montrer que v(n) est décroissante.
Déterminer r!(i@m¥ v(n) et J(ijm¥ nv(n)

4) Pour tout n, on définit la suite u(n) par:

U

u(n) = Q fn(X) dx

4a) Montrer que," x1 [0, 1]: 2£e* + 1 £ 2¢&*
En déduire que, pour toutn,ona :

v(n+1) £ 2u(n) £ v(n)

4b) Déterminer lim u(n) et lim nu(n)
e +¥ e +¥



