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CONCOURS INGENIEURS STATISTICIENS ECONOMISTES

ISE Option Economie

CORRIGE DE LA 1°*®* COMPOSITION DE MATHEMATIQUES

Exercice 1:

On appelle nombre parfait un nombre entier naturel a dont la somme des diviseurs
est égale a 2a.

1) Parmi les entiers suivants, y en a-t-il de parfaits : 3, 6, 10, 14, 20, 28 ?

3 est divisible par 1 et 3: 1 + 3 = 4 non parfait

6 est divisible par 1,2,3,6: 1+ 2 + 3 + 6 = 12 parfait

10 est divisible par 1, 2, 5, 10 / somme = 18 non parfait

14 est divisible par 1, 2, 7, 14 : somme = 24 non parfait

20 est divisible par 1, 2, 4, 5, 10, 20 : somme = 42 non parfait
28 est divisible par 1, 2, 4, 7, 14, 28 : somme = 56 parfait

2) Soita=2" (2" - 1), n e N. On suppose que (2! — 1) est premier. Montrer que a
est un nombre parfait.

Notons u = (2" - 1).
a est divisible par 1, 2, 22, ...., 2", u, 2u, 22u, ...., 2"u.

La somme des diviseursdeaestdonc: S=1+2+22+,..+2"+u+2u+22u+ ...+
2"u.

SoitA=1+2+22+...+2" etB=u+2u+22u+..+2"u.
A=(1-2"hH@a-2)=2"-1

B =uA=u(@"™ -1)
S=A+B=AQ+u) =™ -1)1 +u)= (@™ - 12" =2.(2™ - 1)2" = 2a



s Fomesoutra.con

ca Ssoalrea .

Exercice 2:

On appelle nombre polymonadique tout nombre entier ne s'écrivant qu'avec le
chiffre 1: 1, 11, 111, etc. On note P(n) le nombre polymonadique s’écrivant avec
n chiffres 1.

1) Montrer que P(n) = (10" — 1)/9

P(n) = 10"+ 10™?+ ...+ 10+ 1 = (1 — 10"/(1 — 10) = (10" — 1)/9

2) Montrer que, pour n pair, P(n) est divisible par 11

On sait que (@"—b" = (a—b)(a"™* + ba"™? + b%a™ + ...... +b"%a+ b = (a-b)Q,
(a, b)
Soitn=2p

P(2p) = (10 — 1)/9 = (10%* — 1%")/9 = (100" — 1P)/9 = (100 — 1)Q(100, 1)/9
= 11Qp(100,1) est donc divisible par 11.

3) Montrer que pour m entier, si m divise n, P(m) divise P(n).

Soitn = gm.
P(n) = (109" - 1)/9 = ((10™M)% — 1%/9 =(10™ — 1)Q(10™, 1)/9 = P(m)Qq(10™, 1)

4) En déduire que si P(n) est un nombre premier, alors n est premier.

P(n) divisible par lui-méme ou 1 : P(n) = 1.P(n)
SoitP(m)=1,etdoncm=1etg=n

Soit P(m) =P(n), etdoncm=netq=1

P(n) premier = n premier

5) Etudier P(5). Qu’en est-il de la réciproque du résultat de la question (4) ?

P(5) = (10° — 1)/9 = 11 111 = 41 x 271, non premier. Or 5 est premier.
n premier n'implique pas P(n) premier.
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Probleme :

Préambule :
Soit uy, N e N*, la suite définie par Un+2 = Ups1 + Up + 1, avec u; = 1 et up; = 2.
Il est évident par récurrence que la suite u, est positive et croissante.

Partie A :

1) On définit la suite v,, n >0, par : v, = u, + 1.
Ecrire la relation existant entre V.2, Va1 €t Vo Montrer que la suite v, est positive et
croissante.

Un = Vh — 1 d’ou un reportant dans I'équation de définition de up :
Vaez—1=Vps—1+v,—1+1

Vni2 = Vpse1 + Voavec vy = 2 et vp = 3.

On reconnait la suite de léonard de Pise, dit Fibonacci (Xllleme xiecle).

Remarque : il est évident que les suites u, et v, sont positives et croissantes
(sommes de termes positifs).

2) Donner I'expression de v, en fonction de n.

L’équation caractéristique associée estr2—r—-1=0.
Ses racines sont :
rn=@1-V5)/2 et r,=(1+5)/2

La forme générale de v, est : v, = a (r)" + b(r2)"
vi=2=an+br,=a(l-V5)+b(l+15)=4

Vo=3=a(r)’+b(r)?=aB-V5)+bB+V5)=6

Dot a = (5-3V5)/10 etb = (5 + 3V5)/10

3) En raisonnant par récurrence, démontrer les relations suivantes :
(R1) (v2n)?=Van1.Voni1—1
(R2)  (Van+1)? = Von.Vons2 + 1

Onsaitquev; =2,v,=3,v3=5, etvy=8.
32=2x5-1;R1 est vérifiée pour n = 1.
De méme pour R2, 52 = 3x8 + 1.
Supposons R1 et R2 vraies au rang n.

(V2n+2)? = Vons2 (Van+1 + Von) = Vons2.Vonet + Vons2.Von = Vone2.Vonsr + (Vone1)? - 1
= Vons1 (Vons2 + Voner) - 1

= Von+1.Vons3 - 1

= R1 est vraie au rang n+1
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De méme, (V2n+3)? = Van+z (Van+2 + Vans1) = Vonea.Vone2 + Vone3.Vont1
= Vones.Vone2 + (Vons2)? + 1

= Vone2.(Von+3 + Vone) + 1

= Von+2.Vones + 1

= R2 est vraie au rang n+1

4) Déduire de la question (3) la relation :
(R3)  (Uz2n+1 - U2n-1)? = Uzn1.U2n+1 + U2n-1 + Uznet

On a : van = (Van+1 - Van-1) = (U2n+1 - U2n-1)
D’aprés (R1) : (V2n)2 = (Uzn+1 - Uz2n1)? = (Uznsz + 1)(Uzna + 1) = 1 = Uzna.Uznss + Uzpa +
U2n+1.

5) Montrer la relation (R4) et en déduire (R5):
(R4)  (Uzn+1 + U2n1)? = SU2n1.U2n+1 + U2n1 + Uznet
(R5) 5uUzn.1.Uzn+1 = (Uzn+1 + U2n-1)(Uzn+1 + Uzng — 1)

De facon évidente, on a :

(Uz2n+1 + U2n.1)? = (U2n+1 - U2n-1)? + 4U2n-1.U2n+1

D’apreés le résultat de la question 4, on a donc :

(Uz2n+1 + U2n-1)?2 = Uon-1.Uz2n+1 + Uzn1 + Uznsr + 4Uon1.Uzn+t
D’ou (R4) : (Uzn+1 + U2n-1)? = SUzn.1.Uzn+1 + Uzn1 + Uznst

La relation R5 est évidente :
SU2n-1.Ugns+1 = (U2n-1 + u2n+1)2 - (U2n+1 + U2n-1) = (U2n+1 + U2n-1)(U2n+1 + Uopg — 1)

Partie B :

L’'objectif de cette partie est dutiliser les résultats de la partie A pour étudier
I'existence de nombres premiers dans la suite u,, ayant un rang impair.

6) A partir de la relation (R5), démontrer que si Uzn.1 est premier, il divise soit Uzn+q,
SOit Upp+g — 1.

Soit donc la relation (R5) : 5Uzn-1.Uzn+1 = (U2n+1 + U2n-1)(Uzn+1 + Uzng — 1).
Si Uzn.1 est premier, il divise soit (Uzn+1 + U2n-1), SOIt (Uzns1 + Uzng — 1).
On adonc:

(Uzn+1 + U2n-1) = @. U2pa

Ou : Uzns1 = (@ —1) U2na

De méme : (Uzn+1 + U2ns — 1) = b. Uzna

ou encore : (Uzn+1 — 1) = (b — 1). uzn1



s Fomesoutra.con

car Ssoalrea .
7) On considére le premier cas : Ugn-1 diViSe Uzns1, C'est-a-dire Uzns1 = Q. Uzn.1, g entier.
7a) Montrer que g > 1.
Evident : la suite (u,) est croissante.
7b) A partir de (R4), en déduire : (R6) (g2—-3q+1)upm1=1+q

Rappelons la relation (R4) : (Uzn+1 + U2n-1)2 = BU2n-1.Uzn+1 + Uzna + Uznsr
Remplagons uzn+1 par q. Uzn-1 : (1 + q)2(Uzn-1)? = 59(Uzn-1)? + Uzn-1 + Q. Uzn1
Il s’en suit, en simplifiant : (2—3q+ 1) uzn1=1+q

7c¢) Montrer que les seules valeurs possibles pour q dans la relation (R6) sont
g = 3 ou 4. Le terme uyn-1 est-il alors un nombre premier ?

Le trindme (g2 — 3q + 1) est positif si g < (3 - V5)/2 = 0,38 ou q > (3 + V5)/2 = 2,62,
c’est-a-dire comme g est entiersig=0o0u q > 3.

Donc g = 1 ou 2 conduit a uz,.1 Négatif, ce qui est impossible.

On remarque ensuite que pour q > 4, le rapport Uz = (1 + q)/(g2 — 3g + 1) est
inférieur a 1 ; impossible encore.

Les seules valeurs possibles pour g sont donc g =3 ou g = 4.

Pour g = 3, Uzn1 =4 : non premier
Pour q = 4, uz,1 =1 : non premier (par convention)

8) Dans cette question, on considére le deuxieme cas: Uzni divise Uznsr — 1,
c’est a dire que I'on a (Uzn+1 — 1) = q'. U2n1, ' €ntier.

8a) Montrer que q’ > 1.
Evident.

8b) Démontrer (R7) (q2-3q" + 1) Uuzp1=4—-Q’

Partons de la relation (R5) : 5Uzn-1.Uz2n+1 = (Ugn+1 + Uzn-1)(Uzn+1 + Uzpg — 1).
I suffit de remplacer uzn+1 par 1 + q'. uzn1 pour établir la relation (R7).

8c) Montrer que la seule valeur possible pour ' dans la relation (R7) est
g = 3 ? Dans ce cas, le terme uzn.; est-il alors un nombre premier ?

Soitdonc (q2-3g' + 1) uzn1 =4 —q.

Comme pour la question 7c, le trindbme (g2 — 39’ + 1) est positif si ' = 0 (impossible)
ouq > 3.

Orpourqg >4,4-q <0, donc uz,1 <0, ce qui estimpossible.

Seule valeur possible : @' = 3 = u2,.1 = 1, non premier par convention.
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9) Un terme de rang impair de la suite u, peut-il étre un nombre premier ?

On deéduit des questions 7 et 8 qu’aucun terme de rang impair de la suite u, ne peut
étre premier.

Partie C :

L'objectif de cette partie est d'utiliser les résultats de la partie A pour étudier
I'existence de nombres premiers dans la suite u, ayant un rang pair.

10) En utilisant la relation (R2), démontrer :
(R8) [(uzn+2 + 1) + (uzn + 1)]2 = 5(uzn + 1)(Uzns2 + 1) + 1
En déduire :
(R9) 5uzn.Uzn+2 = (U2n + Uz2ne2 — 2)(U2n + Uzns2 + 1)
Considérons (R2) : (Von+1)? = Von.Vons2 + 1
V2n+1= V2n+2 - V2n
D’oU @ (V2n+1)? = (Van+2 - Von)? = (Vans2 + Von)? - 4Vons2.Von = VonVonsz + 1

= (Vons2 + V2n)? = [(Uzns2 + 1) + (Uzn + 1)]?2 = SVons2.Von + 1 = 5(Ugn + 1)(U2ns2 + 1) + 1

Pour démontrer (R9), on part de (R8) :

[(U2n+2 + 1) + (Uzn + l)]2 = 5(U2n + l)(U2n+2 + 1) +1s (U2n+2 + Uopy + 3)(U2n+2 + Uy + 1)
= 5(U2n + 1)(U2n+2 + 1)

&> (Uzn+2 + Uzn + 3)(Uz2n+2 + Uzn + 1) = SUzn.Uzn+2 + 5 + 5(U2n + Uz2n+2)

< BUzn.Uz2ns2 = - 5(1 + U2n + U2ns2) + (Uzns2 + Uzn + 3)(Uzns2 + Ugn + 1)

< SUgn.Uzn+2 = (Uzn + Ugns2 — 2)(U2n + Uzns2 + 1)

11) Démontrer alors que si Uy, est premier, il divise Upn+2 — 2 OU Ugnso +1.

D’aprés (R9), uy, divise soit (Uzn + Uzns2 — 2), SOIt (Uzn + Uznsz + 1).

Ecrivons que uy, divise (Uzn + Uzns2 — 2) © alors il existe un nombre entier a tel que :
(Uzn + Uop+2 — 2) =—a. Uy (U2n+2 - 2) = (a — 1).U2n

De méme, il existe b tel que (Uzn+2 +1) = (b — 1).uzp
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12) On considére le premier cas : Uy, divise Ugnp — 2, c'est-a-dire (Uzn+2 — 2) = (. Uzn,
g entier.

12a) Montrer que q > 1.
Suite croissante et telle que Uzn«2 — Uzp > 2.
12b) Démontrer : (R10) (g2—3g+ 1) un =7 -3¢

En remplacant uzny par 2 + g. Uy dans I'expression (R9), on obtient (R10) sans
difficulté.

12c) Existe-t-il au moins une valeur de g donnant un sens a (R10) ?

On sait que le trinbme (g2 — 3q + 1) est positif si g = 0 (impossible) ou q > 3. Or pour
g=>3,7—-39<0, donc uy, serait < 0, ce qui est impossible.
Sig=1ouq=2,0naaussiuz<0.

13) On consideére le deuxieme cas : Upn divise Uznsz + 1, C'est-a-dire (Uznsz + 1) =
g’ uzn, q’ entier.

13a) Montrer que q’ > 1.
Suite croissante.

13b) Démontrer : (R11) (q2-3q +1)u,=3q -2

Comme en (12b), en remplacant U2 par q. uz, — 1 dans I'expression (R9),
on obtient aisément (R11).

13c) Montrer que les seuls cas possibles sont g’ = 3, 4 ou 5. Déterminer alors
le(s) seul(s) termes nombre(s) premier(s) de la suite up.

g=10u2= u;<0

Désqueq >5, up<1

Donc seuls cas possibles: q'=3,40ub5
Si g =3, ux =7, premier

Si g’ =4, uz, = 2, premier

Siq =5, Uy, = 13/11 = impossible

Les seuls nombres premiers de la suite de Fibonacci sont donc 2 et 7.



