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CONCOURS INGENIEURS STATISTICIENS ECONOMISTES

ISE Option Economie

CORRIGE DE LA 1°*®* COMPOSITION DE MATHEMATIQUES

Préambule :
Dans tout le probléeme, on admettra les résultats suivants :

a) Va e R, V x > 0, l'intégrale f,(x) = J t* €™ dt existe et est convergente

X
b) Va > - 1, I'intégrale g(a) = f4(0) existe

¢) g(0) = fo(0) = (n/2)"?

Partie A : a=0, étude de la fonction f

On consideére la fonction f, définie sur R" par :

+o0

fo(x) = I e dt

X

1) En découpant l'intégrale sur [x, + o [ en une intégrale sur [x, 1 [ et une intégrale sur [1, + o |,
montrer que fy est, en fait, définie sur R.
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La deuxieme intégrale de I'expression précédente existe d'aprés le préambule (x = 1) et est une
constante ; quant a la premiére intégrale, elle existe pour x réel quelconque car la fonction e est
continue sur R.

2) Interpréter précisément la fonction f, / (27:)1’2 en termes de probabilités.

fo(x) / (2m)"? nest autre que le complément & 1 de la fonction de répartition d(x) de la loi normale
centrée réduite N(0, 1).

fo(x) / (2m)"2 = 1 - D(x).

3) Donner les valeurs des limites de f, quand x tend vers + « et —

On en déduit, puisque ®(x) tend vers 1 quand x tend vers + o et vers 0 quand x tend vers — oo :

Lim fo(x)=0

N—>+0

Lim fo(x) = (2n)*?

Nn—+ow
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Partie B : a>—1, étude de I'intégrale g(a)

En fonction des notations vues dans le préambule, I'intégrale g(a) est définie par :

400

9(a) = £,(0) = j £ e d
0

1) Calculer g(1) et g(2).

g(1) = f,(0) = I te™ dt= I e du en faisant le changement de variable u = t2/2.
R+ R+

Dot g(1) = 1.

g(2) = 1(0) = _[ 2.e™? dt = J' t.te™ dt
R+ R+

En intégrant par parties avec u =t et v' = te ™2, donc v = -e™?, on obtient:

0@) = [t . + [ & dt=0+1(0) = (n/2)"?
R+

2) A l'aide d’'une intégration par parties, établir la relation:

g@+2)=(a+1)g(a)

gla+2)= j "2 e dt = j 1t e™ gt
R+ R+

a+l

Par parties avec u = t*"* et v’ = te ™2, donc v = -e™, on obtient:

g(@+2) = [ e + [ (a+D) & dt=0+ (a+1) g(a)

r+

3) Pour tout nombre entier n, écrire g(a + 2n) en fonction de g(a + 2(n — 1)).
En déduire I'expression de g(a + 2n) en fonction de g(a).

Ilest évidentquea+2n=a+2n-2+2=a+2(n-1)+2
Donc, en appliquant la relation de la question 2, on a :

g@a+2(n-1)+2)=(a+2(n-1)+1)g@a+2(n-1)=(@+2n-1).g(a+2(n-1))
On en déduit, pour tout entiern >0 ;

g(a + 2n) :H(a+ 2k —1)g(a)

k=1
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4) Soit m un nombre entier. On veut donner I'expression de g(m) en fonction de m.
4a) Démontrer que 1x3x5x ....x(2n — 1) = (2n)! / 2".n!
Partons de 1x3x5x ....x(2n — 1) ; multiplions et divisons pour ne rien changer cette quantité
par le produit des n premiers nombres pairs 2x4x6x...xn, qui est aussi égal a 2".n!.

On obtient au numérateur la quantité (2n)!, d’ou le résultat recherché.

4b) Donner les expressions de g(m) en fonction de m pour m pair, m = 2p, puis pour m impair,
m=2p+ 1.

Soit m = 2p.
On fait a = 0 dans I'expression trouvée a la question 3, eton a :

p P

g@p) = [J(2k -1 g(0) =] [ (2k = 1) (n12)**
k=1 k=1

D’ou le résultat :

9(2p) = (n)*? (2p)! 1 272 p!

Soit m = 2p +1.
On fait a = 1 dans la relation de la question 3, ce qui conduit a :

P
g1 +2p) = [ [ (2k) 9(2) avec g(2) = 1.

k=1

Il s’en suit : g(1 + 2p) = (2p)! = 2°.p!

Partie C : a> -1, étude de la fonction f,

On consideére la fonction f,, a > — 1, définie sur R" par :

+o0
W= [ ee™at

X

1) Montrer que la fonction f, est dérivable sur ]0, + o [.
En déduire (f,)’ et (f,)”, respectivement dérivée d’'ordre 1 et 2 de f..

fa(x) = .[[x,+ o e dt= nyl[ e dt + j[“ o o2 gt

= .[[1,+ of t* e dt — I[l,x[ 2 2 gt

La premiére intégrale est une constante, la deuxiéme est dérivable pour x >0, de dérivée x* .
f, est donc dérivable pour x > 0, de dérivée f,'(x) = — x* ™%,

On trouve ensuite : fy"(x) = X1 @2 (

X2 —a)
2) Quel est le sens de variation de f, surJ0, + o [ ?
La dérivée f/(x) = - x* e’ est strictement négative pour x > 0.

On en déduit que f, est strictement décroissante sur R+.
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3) Etudier la limite de f, quand x tend vers + .
(on pourra couper l'intégrale sur [x, + o« [ en une intégrale sur [x, 1 [ et une intégrale sur [1, + « [)

D'aprés I'écriture fy(x) = -[[1,+ Lt e dt - LLX[ t* €™ dt, et en vertu du préambule, on a Lim f,(x) = 0.

X—0
4) Dans toute cette question, on se restreint a a > 0.

4a) Montrer que f, est continue sur [0, + « [.

Lim fu(x) = .[R+ t2 €™ dt (cf préambule) = f,(0), donc la fonction f, est continue en 0.
X—0

4b) En déduire que Lim f.(x) = f,’(0) = 0.
X—0

D’aprés le théoréme des accroissements finis, Lim ,(x) = £4(0) = 0.
X—0

4c) Dresser le tableau de variations de f, et donner la forme de sa courbe.

Puisque a est positif, f’, s’annule en a'? est négative avant, positive apres.

Lim f.x)=0
Lim f.()=0

2) quand x varie de 0 a a2, puis croit de ce

On en déduit que ', décroit de 0 a min = fy(a
minimum a 0 quand x varie de a*? & + oo.
f', étant toujours négative, f, décroit de f,(0) a 0, avec point d’inflexion en a

convexe apres).

Y2 (concave avant,

5) Dans toute cette question, on se restreinta —1<a<0.
5a) Montrer que f, est continue sur [0, + o .

Idem précédemment, en vertu du préambule.

5b) Calculer Lim f.'(x). La fonction f, est-elle dérivable en 0 ?
X—0

Lim f.'(x) = — o, donc f, n’est pas dérivable en 0
X—0

5c¢) Dresser le tableau de variations de f, et donner la forme de sa courbe.

Puisque a est entre — 1 et 0, f’, est toujours positive pour x > 0, donc f, est convexe,
strictement décroissante de f,(0) a 0.

6) Pour toute la suite du probléme, on revient au cas général a > — 1.
A l'aide d'une intégration par parties, démontrer que :

fax) = x* e + (a— 1)faz(X)

Pas de difficulté dans cette intégration, avec u = t** et v’ = te ™, donc v = -e™,
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7) A partir de la relation établie a la question 6, étudier le signe de f.(x) — x** e,

On adonc : fa(x) — x** e = (a — 1)f.0(x)

Le signe de cette différence est celui de a — 1, soit :

f.x) = x*t e’ >0sia>1

f.x) - x*t e <0sia<1

f.(x) - x*t ™ = 0 sia =1 et dans ce cas fu(x) = fi(x) = €™

8) Démontrer que, pour tout a > — 1, on a la majoration suivante :

[ f.0) —x* e[ <la—1] . f,(x) / X?

[0 = x> e*?[=la-1 Jxm % e dt
x+ ol
ort*?=¢/¢.

Commet e [x, + o[, et x>0, t>xetdonc 1/t < 1/x, d'ol t*% < t*/ x°.

JW AP e dt< [J s o 1 €720 ] = (%) 1 X

En déduire que, quand x tend vers + «, on a I'équivalent :

fa(X) - Xa—l e—x2/2

Quand x — + o, | a— 1] . f.(x) / x* tend vers 0, d'ou le résultat.

9) Dans le cas ol — 1 < a < 1, montrer que la majoration trouvée a la question 8 peut étre améliorée
en:

| fa(X) _ Xa—l e-X2/2| < 2 Xa—3 e-XZ/Z

Reprenons le majorant trouvé a la question 8 : | a— 1/ . fu(x) / X*
Pour—l<a<1,|a-1<2.

D’autre part, on a montré a la question 6 que f.(x) — x** e”* <0 sia < 1.
Il s’en suit :

la—1.f,(x) / x* < 2. x*T ez = 2 x*3 7

Partie D : polyndmes de Hermite

On consideére la fonction h définie sur R par h(x) = ™2,

1) Etudier précisément les variations et donner la forme du graphe de h.

h est définie sur R, positive, paire, telle que lim h = 0 quand x tend vers l'infini (asymptote horizontale :
y =0), h(0) = 1.

h'(x) = - x h(x) = h est décroissante de 1 & 0 sur R*

h'(0)=0

h”(x) = (x2 - 1)h(x) s’annule en x = 1 et -1 (points d’inflexion). La fonction est concave sur -1 et

+1 et convexe sinon.
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2) Donner I'expression de la dérivée h’(x) en fonction de h(x).
h'(x) = - x h(x)

3) Montrer que h”(x) = P,(x).h(x) et h"(x) = P3(x).h(x), ou P, et P; sont des polyndmes respectivement
de degré 2 et 3.

h”(x) = - h(x) — xh’'(x) = (x? - 1)h(X)

h(x) = (X2 - 1)h’'(x) + 2x.h(x) = (-x3 + 3x).h(x)

Po(x)=x?-1

Ps(x) = -x° + 3x

4) Montrer rigoureusement que la dérivée d’ordre n de h, h™ (x) peut étre écrite sous la forme
P.(x).h(x), ou P, est un polyndme de degré n ne comportant que des puissances paires de x si n est
pair, ou uniqguement des puissances impaires de x si n est impair.

Le polyndme H,(x) = (-1)" P,(x) est appelé polyndme de Hermite. Ecrire Hy, Hy, Hs.

Raisonnons par récurrence :

Pi(x) =-x

Soitn pair,n=2p :

p

Pop(x) = Z ayx™

k=0
h@(x) = P,y(x).h(X)
h(z‘”i)(x) = Pp(X).h'(X) + P'2p(X).h(X) = X. P2p(x).h(X) + P’5p(x).h(x)
h®*D(x) = P2pea(X).h(0)= [-X. P2p(X) + P'2p(X)]-h(X)

2k-1

P2ps1(X) = [-X. Pap(X) + P'op(X)] = -a2px”*"" + (-azk2 + 2K. ag)X

p
k=1

H]_:X
Hp=x2- 1

Hs = x° - 3x

5) Etablir une relation entre P,.1, P, et P',.
On donne P4(x) = x* — 6x* + 3. En déduire I'expression de Ps et celle de Hs.

Comme a la question précédente, on a la relation Pp.1(X) = -x. Py(X) + P'(X).
D'OU : P5(X) = -X. Pa(X) + P's(x) = = x° + 6x° = 3x + 4x° — 12x = — x° + 10x° — 15X

Et Hs(x) = x° — 10x° + 15x



