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1 COMPOSITION DE MATHEMATIQUES

(Durée de I’épreuve : 4 heures)

L’épreuve est composée de deux problémes indépendants, qui peuvent étre traités dans un
ordre quelconque.
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Probléme 1 Docs 2 portée de main

Données :

Les valeurs numériques suivantes pourront servir dans le probléme : e = 2,718 ; 1/e = 0,368 ;
cos(51°8) = 0,618 ; ¢™°'* = 1,86.

- COS X

On note par f la fonction numérique définie sur R par f(x) =e

1 — Etudier la fonction f : parité, périodicité, dérivée.
Construire le tableau de variations de f sur I’intervalle [0, x].

Tracer, dans un repere orthonormal, la courbe représentative C de la restriction de f a
I’intervalle [0, z]. On précisera les points d’inflexion de f .

2 — Dans cette question, on se propose de rechercher les tangentes a C issues de 1’origine O.

2 a— Soit A un point de C d’abscisse a, 0 < a < 7.

Ecrire une équation d’une tangente en 4 a C.

Trouver une condition nécessaire et suffisante portant sur @ pour que cette tangente passe par
I’origine O.

2 b — On définit la fonction numérique ¢ sur |0, x| par :
. 1
o(x)=sinx ——
X

Etudier précisément les variations de ¢.
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Montrer que ¢ passe par un maximum M dont on cherchera le signe.
En déduire que ¢ s’annule en deux points x; et x, que I’on positionnera par rapport a 7/2.
Conclure sur le nombre de tangentes a C que I’on peut mener depuis I’origine O.

3 a— Calculer une primitive @ de ¢.

b
3b — Calculer I’intégrale F(a, b) = .[ o(x) dx.

a

Etudier la limite de F(a, b) quand a tend vers 0 et b tend vers 7.

Probléme 2 I

On note M,(R) I’ensemble des matrices carrées d’ordre 4, a coefficients réels, Uy R) le sous-
ensemble de M,(R) formé des matrices inversibles, et / la matrice identité d’ordre 4.

1 — On donne la matrice 4 :

2 3 -1 1

47 2 4 s Fomesoutra.con
A = CR SPXCrR . .

2 6 3 2 Docs a portée de main

1 1 0 1

Montrer que 4 est inversible.
Déterminer I’inverse 47 de 4.

2 — On note par L;, i = 1 a 4, les lignes d’une matrice M de My« R) ; A est ’ensemble des
lignes de M.

On considere ’ensemble E formé par les trois opérations élémentaires que 1’on peut définir
sur I’espace 4 des lignes de M ; ces opérations sont :

a) homothétie : A(L;) =a L; oui=1 a4, c’est-a-dire que la ligne L; est remplacée par la
ligne a L;, a étant un nombre réel non nul.

b) mélange : m(L;) = L; + bLy, ou i, k =1 a 4, i # k, c’est-a-dire que la ligne L; est
remplacée par la combinaison de L; et bLy, b étant un nombre réel.

c) permutation : p(L;) = Lyet p(Ly) =L, oui, k=1a4,i#k, c’est-a-dire que les lignes
L; et L sont permutées.

On appellera de fagon générique e une opération quelconque de E, e étant selon les cas s, m
oup.

Montrer que %, m et p, applications de A dans 4, admettent des inverses notées 4/, m™ et p”
que I’on exprimera.
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3 — Soit M une matrice de U,(R), et e une application de E.

Par convention, on notera e(M) la matrice de M,(R) obtenue en appliquant I’opération e a M.

Montrer que e(M) = e(l).M
Montrer que e(/) est inversible.
En déduire que (e(M))”’ = M". e (1)

4 — On considére la matrice B définie par :

6 15 5 5

47 24  +TOMESOULA m
B= Docs a portée de main

2 6 3 2

1 0 1

Montrer que B = e(4) ou e est une application de E que 1’on précisera.

Calculer ’inverse B de B.

5 — Soit L le vecteur-ligne d’élément courant a;, i = 1 a 4, et C le vecteur-colonne d’élément
courant b, i=1 a 4.

On suppose L et C non nuls.

Quelles sont les dimensions de LC et CL ?

6 — On suppose que LC + 1 =0.
6a — Calculer (/ + CL)C

6b — La matrice [/ + CL est-elle inversible ?

7 — On suppose que LC+ 1 #0.

Montrer que / + CL admet une matrice inverse de la forme / + k.CL, ou k est un nombre réel :
(I+CLY'=I+kCL

8 — Soit une matrice M de Uy« R).

On consideére la matrice N= M + CL.

8a — Montrer que N est inversible si et seulement si : LM Ic+1 £0.

8b — En déduire que, sous cette condition : N'=m'—r'cim’y/ (1 + Lm0
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9 — On considere la matrice D définie par :

2 3 =21

p_|4 7 24 s Fomesoutra.com
2 6 3 2 Docf‘; a ‘portiie de main
I 1 0 1

9a — Montrer que la matrice D — A peut étre écrite sous la forme d’un produit CL, ou C et L
sont respectivement un vecteur-colonne et un vecteur-ligne que 1’on précisera.

9b — Montrer que D est inversible
9¢ — Calculer D

10 — On considere la matrice F définie par :

-1

e ® B N O]
= O =N W
i\ I SN

y

ou x et y sont deux nombres réels.
10a — Montrer que F = A + G, ou G est une matrice que 1’on explicitera.

10b — Montrer que G peut étre mis sous la forme d’un produit CL, ou C et L sont
respectivement un vecteur-colonne et un vecteur-ligne que I’on précisera.

10c — En déduire la relation #(x, y) = 0 que doivent vérifier x et y pour que F ne soit pas
inversible.
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