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L’'épreuve comporte deux problemes indépendants.

PROBLEME n° 1

[ Soit P(x) un polynéme quelconque non nul de la variable réelle x. Etudier le
degré du polynéme Q(x) = P(x) P(x + 2) + P(x?).

[] On suppose a partir de cette question que le polynéme P vérifie la relation (R):
(R) PX)P(x+2)+P(x?) =0

On note par a une racine de P, supposée exister. Démontrer que a2 et a* sont
deux racines de P.

[0 En déduire que, sila|# 1 et a # 0, P admet une infinité de racines. Qu'est
alors le polynéme P ?

[J On suppose donc que |al=1 ou a = 0. Démontrer que (a — 2)2 est une racine
de P. En déduire que P n'admet qu’une seule racine a et donner sa valeur.
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[] Donner alors I'expression générale de tous les polynédmes P(x) non nuls, de la
variable réelle x, a coefficients réels, vérifiant la relation (R).

(] Examiner les résultats des questions 2 a 5 dans le cas ou la relation (R) est
vérifiée par un polynébme non nul quelconque P(z) de la variable complexe z et a
coefficients complexes.

PROBLEME n° 2

[1 On considére la fonction « tangente » f: x — tg x définie pour x O [0, T74].
Montrer rigoureusement que f est inversible ; on note Arctg la fonction 2.

] Calculer la dérivée de Arctg.

En déduire que Arctg x = onll(l + ?) dt pour0<sx<1
(] Montrer que pour tout réel t et tout entier n, on a :
1 +t2)—1zzi"=0 (_1)i 2+ (_1)n+l t2n+2/(1 + t2)
U 0 Montrer que Arctg x peut s’écrire sous la forme :
Arctg X = Sp(X) + Rp(X)
ou les quantités S,(x) et Ry(x) vérifient :
¢ 40 = Zro (1) XY(@i + 1)
« Rn(X) est tel que CR,(X)0 < x*™3/(2n + 3)
O En déduire que Arctg X = lim S,(x) quand n - + oo,

0 On prend x = 1; établir que Ot — 4 Sy(1)(k 4/(2n + 3). Déterminer la
valeur de n de facon & avoir une approximation de Tta 10~ prés.
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[] On considére deux nombres réels a et b tels que b = (a + 1)/(a — 1) ; montrer,
en faisant le changement de variable t - u tel que t = (au — 1)/(a + u) dans I'intégrale de
définition de Arctg(1/b), que 'on a :

Arctg (1/a) + Arctg(1/b) = 174
(] On prend a = 2 ; montrer que 174 = lim [S(1/2) + S,(1/3)] quand n — + oo,

Montrer que [t — 4 [Sn(1/2) + Sna(1/3)]k (27" + 4x37™3)/(2n + 3). Quelle précision
peut-on avoir pourn =8 ?





