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Exercicen® 1

On définit la suite récurrente (w,), n3 1, par :
u=0

"n32 (n+1)2u,=(N-1)up1—n

1) Calculer u; et us.
Pourn=2,9u;=u1—-2b uy=-2/9

uz = —31/144

2) Montrer que, pourtoutn3 1, u,1 [-1,0].

Raisonnons par récurrence.
La propriété est vraie au rang 1. Supposons-la vraie au rang n.

Un+1 = [NUp— (N + 1)]/(n + 2)?

UhEOP nuh—(n+1)E£0 P U1 £0
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Uh— (1) =[nup— (n+ 1)+ (n+ 2)3/(n + 2)2
= [n? + n(h + 3) + 3)/(n + 2)?
U3 —=1P u+332P Nn2+nh+3)+330P uU1® -1

Donc la propriété est vraie au rang n+1.

3) Montrer que la suite (u,) admet une limite que I'on déterminera.

Un=[(n — 1) Up-1—Nn)/(n+1)2 = A(N) Un-1 + B(N)

avec A(n) = (n—1)/(n+1)2 et B(n) =— n/(n+1)?

A(n) et B(n) tendent vers 0 quand n tend vers l'infini

Comme un.1 1 [-1, 0], — A(n) £ A(N) up1 £ 0, et donc A(n) up.1 ® 0 quand n ® ¥

Donc u,® Oquand n ® ¥.

4) Montrer que, " n 3 2, u, £ — n/(n + 1)2; établir que la suite (W) est croissante a
partir du rang n = 2.

En reprenant I'expression u, = A(n) un-1 + B(n), on a A(n) u,.1 £ 0 et donc :

uh—B(n)=AN)u-1£0 P u,—B(N)£0

Ur£—n/(n + 1)2
"N3 2, U1 — Uy = [NUp— (n+ 1)]/(n + 2)2— u,

=—[un(n2+3n+4)+ (n+1)]/(n+ 2)2

Ona:

n2+3n+430

Ur£—n/(n + 1)2

P uy(n2+3n+4)+(n+1)E-n(n2+3n+4)/(n+1)2+(n+1)=(1-n)/(n+1)2<0

Donc un+1 — Up > 0, C’est-a-dire que la suite est croissante a partir du rang 2.
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Exercicen® 2

1) Démontrons le résultat par récurrence :
La propriété est vraie pourn=0 :Pp=1
Supposons-la vraie au rang n
" D(x) = [Pr’(X) (1 + x2) — 2x(n + 1)Pp(x)] (1 + x2y ("2
Posons Pp:1(X) = Pr'(X) (1 + x3) = 2x(n + 1)Pn(X)

Soit P, de degré n, de premier terme a,x"; le terme de plus haut degré de Pp.; est
donc n anx™! — 2(n+1) a X"t = — (n+2) a,x™ b degré Pps1 = n + 1.

Tous les mondmes de P, ont la méme parité que n: tous ceux de x Py(X) ont donc
celle de n + 1, ceux de P, (x) ont celle de n — 1, ceux de P, (X) (1 + x3) ont donc la
parité de n + 1.

La propriété générale est donc vraie au rang n + 1.

2) Calcul de f'(x) :
f(x) == 2x /(1 + x?)?

Donc : (1 +x2)f(x) + 2xf(x) =0 " x1 R

3) Partons de la relation établie a la question 2 : (1 + x9)f'(x) + 2xf(x) = 0
Dérivons-la n fois :

Sk=0an ct] (L +x)®(FEx)) ™™ + 2S0an ckn x®(f(x))" =0

Or on remarque que (1 + x2® = 0 dés que k> 2 et xX¥ = 0 dés que k > 1.
L’équation générale se simplifie grandement et devient :

1 + x2)(F ()™ + 2nx(F ()™ + n(n — 1)) ™2 + 2x(F(x)™ + 2n(f(x))" Y =0
dou:

(1 + x2f"D(x) + 2nxfM(x) + n(n — 1)f"D(x) + 2xfM(x) + 2nf"D(x) = 0

et: (1 +xf"D(x) + 2(n + )xf™(x) + n(n + )" V(x) =0
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En multipliant le tout par (1 + x3)™*, ona:

Pn+1(X) + 2(n+1)XPr(X) + n(n+1)(1 + x3)Ppr.1(x) =0

4) D’apres la relation définissant Pp+1, Pns1(X) = Py'(X) (1 + x3) — 2x(n + 1)Py(x), vue a
la question 1, en remplacant Py1(X) par cette expression dans la relation de la
guestion 3, on obtient :

Pr'(x) + n(n+1)Pn.1(X) =0

5) Dérivons la relation établie a la question 4.

Il vient :

Pn’(X) + n(n+1)Pn1'(x) =0

Or, en utilisant le résultat de la question4 aurangn—1,ona :

Pn-1’(X) = = n(n=1)P.2(X), et donc Py”(x) = n2(n=1)(n + 1)P.2(X)

La quantité a étudier A = (1 + x3) P,"(x) — 2nxP,'(x) + n(n+1)P,(X) peut étre écrite :

A =n?(n-1)(n + 1)(1 + x?)Pp-2(X) + 2n2(n + 1)XPn1(X) + n(N+1)P(X)

=n(n + 1)[ n(n =1)(1 + x?)Pn-2(x) + 2nXPn-1(X) + Pn(X)]

Or la quantité entre crochets n’est autre que, écrite au rang n — 1, celle qui est
considérée dans larelation E, donc égale a 0.

Exercicen®3

1) Ln(1 + X) » x — x2/2 + /6

2)Pourx?! 0,Lnf(x) == 1+ (X +2)/2x Ln(1 + X) » — x%/12
f(x) » 12 » 1 - x2/12

Donc Lnf(x) ® O quandx ® O etdoncf(x)® 1quandx ® 0 ;or1=f(0)donc fest
continue en 0.
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Dérivée en 0O :
[f(x) = f(0)]/x » = x/12® Oquand x® O

F(0)=0

3) Soitx * 0 ; en passant par le Ln
F)F(X) = [ X2Ln(L + X) + (X + 2)/2x(1 + X)]
P(X) = fX) X2 [ Ln(L +X) + Y2 (L +x— (1 +X)™Y]
D'ou:

F(x) = X 2j (x) f(x), x 1 O

festcontinue sur]— 1, + ¥ [,j estcontinuesur]- 1,0[et]0, + ¥[, et 'application x
® x2estcontinue sur]—1,+ ¥ [, nulle en 0.
Donc f' est continue sur]- 1, O[ et ]O, + ¥[.

Au voisinage de x =0 :

jO)=%[l+x—Q+x)-LnL+x)» %[1+x— (1 -x+x2=x)] - (X—x2/2 + x/6)
=—x’/6

() » (1 = x2/12) (- X3/6)/x?

Donc f(xX) ® 0 quand x ® 0, donc f est continue en 0 (puisqu’'on a démontré en
guestion 2 que f'(0) = 0).

4) On établit facilement que j ’(x) = x&/2(1 + x)2, donc positive.

j est donc croissante, nulle en x = 0, et donc négative sur ] - 1, O[, positive pour x >

0.

5) Comme f' a le méme signe que j , f' est négative sur] - 1, O[, nulle en 0, positive
pour x > 0 ; f est donc décroissante sur ] - 1, O[, croissante pour X > 0, et passe par
un minimum en x = 0 tel que f(0) = 1.

On en déduit que," x>- 1, f(x)3 1.



