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CONCOURS INGENIEURS STATISTICIENS ECONOMISTES

ISE Option Economie

CORRIGE DE LA 2*™ COMPOSITION DE MATHEMATIQUES

Exercice I

Le parameétre a est un réel strictement positif, a > 0.
Soit une application f: [0, a] — R continue, vérifiant pour tout réel x, 0 < x < a, les deux

conditions suivantes :

f) #-1
S(x). fla=-x)=1
Calculer I’intégrale I = j ! dx
o 1+ /(%)

Ona: f(x) =1/ f (a-x)
Donc 1 /(1 + f(x))=f(a—x)/(1+ f(a—x))

T (1/(1+ f(x)))dxzf f@a-x)/(1+ f(a—x))Dx

En faisant le changement de variable u =a —x, on a:
a a

[ ar+reondc=[ f@/a+f@ydu=[[ (1+£E)/A+,())dx)/2=al2

0 0

s Fomesoutracom
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Probléme 1 Docs a portée de main

(le théme commun porte sur les suites, mais les trois parties sont indépendantes)
Partie A
Soit la suite (1), n € N, définie par :

up>0, u; >0

(1) VneN un= ()"
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1) Calculer le terme général de la suite u,,.

Indication : on pourra faire intervenir une autre suite (vy), telle que v, = h(uy), ou & est une
fonction mathématique simple, permettant de transformer I’expression (1) en une expression

(1°) liant de fagon linéaire vy, vni1, Vnio.

2) Déterminer la limite de u, quand n tend vers + oo.
1) En passant au logarithme (4 = Ln) : Ln(un2) = 2/3. Ln(uy,) + 1/3 Ln(un+)

On pose vn = Ln(uy) : Ve = 2vi/3 +van/3 £ FOMESOUtra.con

o ST lre

Avec Vo =Ln(u0) et v, = Ln(ul) Docs a portée de main

Equation associée : 372 —r— 2 =0, qui admet comme solutions 1 et -2/3.

La forme générale de v, est v, = a + b(-2/3)"

vw=a+b

vi=a—2b/3

—a=Q2vy+3v)/5 etb=3(vo—Vv1)/5
un = expla + b(-2/3)"] = exp[(2Lnuo + 3Lnuy)/5 + (-2)"(Lnug — Lnuy)/(5.3™")
un = (uo.up’)"? exp[(-2)n31'“Ln((uo/u1)l/5]

2) Quand »n tend vers + oo, u, tend vers (u02u13 )1/ 5

Partie B
Soit la suite (u,), n € N, définie par :
up>0, u; >0

(2) V' neN,upr=2 uytnr1 / (Un + tn+1)

1) Calculer le terme général de la suite u,.

Indication : on pourra faire intervenir une autre suite (v,), telle que v, = A(u,), ou 4 est une
fonction mathématique simple, permettant de transformer 1’expression (2) en une expression

(2°) liant de fagon linéaire vy, Vi1, Vnto.
2) Déterminer la limite de u, quand » tend vers + oo.

1) On pose vy, = h(un) = 1/uy : on obtient alors vy = (v + vyi1)/2
Equation associée : 27> — r — 1 = 0, qui admet comme solutions 1 et -1/2.
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La forme générale de v, est v, = a + b(-1/2)"

vo=a+b

vi=a—Db/2
d’ou:a=(vo+2v))/3 etb=2(vo—v1)/3
Vo = uy = (a + b(-1/2)")
un = 1/(a+ b(-1/2)") = 1/[(1/uo + 2/u1)/3 + 2(1/ug — 1/ur)/3.(-1/2)")
un = [(1uo + 2/up)/3 + (-1)"(Mug — 1u1)/3.(2)'™)

2) Quand 7 tend vers + oo, (-1/2)" tend vers 0, et u, tend vers 1/a = 3ugu,/(Quo + uy)
Partie C

Soit la suite (u,), n € N, définie par : ﬁomesou LCom

CR SOl

wo=u1=u =1 Docs a portée de main

3) VneN, uu3= (1 +upouniy) / uy

1) Calculer les premiers termes de (u,), pour n =3 a 8.

2) Montrer par récurrence que I’on peut écrire la suite (u,) sous la forme (4) :
(4) Vn>0, Una= aUnirt+ b uy

ou a et b sont des entiers que 1’on déterminera.

3) En déduire que V n € N, u, € N*.

1) On calcule simplement que us =2, us =3, us =7, u¢ =11, u; = 26, ug = 41.

2)Enécrivantus =3 =a+betus=7=2a+ b,ontrouvea=4eth=-1.
Soit la relation : upta = 4upio — Uy

Elle est vraie au rang 0.

Supposons la relation vraie au rang n.

Montrons que un+s = 4un3 — Un+i

D’aprés la relation (3), unis = (1 + tnsatini3) / tniz = (1 + (dttnia — tn)tns3) / Uns2
Un+5 = (1 + 4un+2un+3 - unun+3) / Un+2

Or uns3. un = 1 + upiottnri

D’ou up+s = (1 + utpiotin3 — (1 + un+2un+1))/ Un+2 = (4un+2un+3 - un+2un+1))/ Un+2
C’est-a-dire upis = dupiz — Un+1

La relation est vraie au rang n+1.

3) Il s’en suit directement que u, € N*.
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Probléme 2 I

Partie 1

Soit A un réel non nul.
Montrer que, pour tout n entier non nul, on peut déterminer une suite unique de n+1

nombres réels (%, 1, ..... th.1, tn) Verifiant les trois conditions suivantes :
(1) th=0,t,=4
(11) h<h<....th1<t

(iii) Ve {0, n-1} to-ti=Aln

On trouve immédiatement que # = kA/n, pour k allant de 0 a n.

s Fomesoutracom

ok P Lread .

Partie 2 Docs a portée de main

Soit la fonction f: [0, 1] — R, continue et strictement positive.

. . . +1 . .
1) Montrer que, pour tout n entier non nul, il existe dans [0, 11" une suite unique de n+1
nombres réels (xg, X1, ..... Xn.1, Xn) Verifiant les trois conditions suivantes :

(1) xX0=0,x,=1

R
(i1) X0 <x1 < Xn-1 < Xp

Xk +1 1

(iif) Vke{0,...n-1} [f@oydt==[f(t)dt
X n 0
2) Soit U(n) = lzn: fx,).
nx-o

Déterminer la limite L de U(n) quand » tend vers + oo.

3) Etudier le cas particulier de f(x) =¢*

1) Posons F(x) = jﬁ f().dt, qui existe d’apres les hypotheses sur f'; en outre la dérivée
Fx)= f(x)>0 doonc F est strictement croissante sur [0, 1], et F est donc inversible.

Posons # = F(xy), et A = j. f (@) dt

0
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On cherche une suite de n+1 nombres entre 0 et 1 vérifiant les 3 conditions de la partie 1 :

() fo=0,t=A
(11) h<h<....thi1<t
(i) Vke {0, .on1} tor-t=Aln

Donc # = kA/n, pour k allant de 0 a n.

D’ou xy = F'(kA/n), pour k allant de 0 & n.

. -1 . . ’
En outre, puisque F et donc F~ sont strictement croissantes, les xix sont rangés en ordre
croissant xo <x; < ..... Xp-1 < Xn

2) Un) = [Zn: f (x)l/n= [Zn: 1 (F'(kA/n))]/n, qui converge vers :

A'lA F (1) df] = B/A
! SE O s Fomesoutra.con

Pat=JN = Y -

Docs a portée de main
A

OuB= j £ (F\(@) af]

0
Faisons le changement de variable u = F(¢), ou t = F(u), dt = f (u) du

1

B=| f@ f@du=[ fu)du

0

1 1
On en déduit que L = j F(u)du/ j £ () du
0

0

3) Un calcul simple donne A = e — 1.
De méme, xx = Ln(k(e-1)/n)

B=(e?-1)2etdonc L=(e+1)/2
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