AVRIL 2013

CONCOURS INGENIEURS STATISTICIENS ECONOMISTES

ISE Option Economie

CORRIGE DE LA 2*™ COMPOSITION DE MATHEMATIQUES

Probléme 1 I

Les questions 2, 3, 4 et 5 sont indépendantes.

Soit P un polyndme de degré 3, sur le corps des complexes C :
P@)=z2+a+bz+ec

On note zi, z», z3 les racines de P.

Soit les expressions :

S(1)y=z1+z,+z3

S(2) =z1z2 + zpz3 +2123

S(3) = Z12223

1) Exprimer S(1), S(2) et S(3) en fonction de a, b et c.

Solution

En développant, on obtient P(z) = 27 (z1 t 22+ z3) Y z (2120 + 2223 +2123) + 212023
P(z)=2-22S(1) +z SQ2)+ S?3)

En identifiant :

S(1)y=—-a
S2)=b
S3)=-c

2) Soit I’équation P(z) =2° + 527 — 8z + m = 0.
On suppose que deux des racines de I’équation vérifient z; +z, = — 1.
Résoudre 1’équation.

Solution

On adonc:
S()y=z1+z,+z3=-5
S(2) = z1z2 + 2023 +z123= - 8
S(3) =Z1Z2Z3=—m

zZ1 +22:—1

Z1tzytz3=—5=>z3=-4
D’ou, d’apres S(2) :
2122—4(21 +Zz):—8
42122:7}’1
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Z1Zp = — 12
z1zo= m/4

=>m=—48

Zl‘l‘Zz:—l
2122:*12

21(1 + Z]) =12
L’équation z;> + z; — 12 = 0 conduit a deux valeurs de z; :

a)21: —4d’0ﬁ22:3
b)21: 3d’01‘122:*4

Solutions : (—4,3,—4) et (3,—4,—4)

3) Soit I’équation P(z) =z° + pz + ¢ = 0.

Pour quelles valeurs de p cette équation admet-elle trois racines réelles dont deux de
différence 1 ?

Résoudre 1’équation.

Solution

S(l) =1 +22+Z3 :0

S(Z) =Z1Zy + zpz3 tZ1Z3=p
SB)=zizz3=—¢q

Et on a, par exemple : z; —z; = 1

Onreportez; =1 + 2,

1+2z,+2z3=0
(1 +z2)(z2 + z3) +z2z3=p
(1 +z2)z0z3=—¢q

z3=—1—2z, que I’on reporte dans la deuxiéme équation :

(1 +Zz)(22 +—-1- 222) +Zz(* 1 - 222):]?
(1+2z)(1 +22) +z2(1 + 2z2)=—p

z; est racine de 1’équation :

3z22+3+1+p=0

Le discriminant est D = — 3(1 + 4p), et I’équation en z, aura deux racines réelles si et
seulement si D > 0, soit p <— 1/4.
Notons par d la racine positive de D.

Donc deux valeurs pour z; : (— 3 + d)/6 et (— 3 + d)/6, et deux triplets solutions :
2=(-3+d))6=>z1=0B3+d)/6etzz=—d/3
2=(-3-d))6=>z1=3-d)/6etzz=d/3

Remarque : si D =0, i.e. p =— 1/4, les deux triplets sont identiques (1/2, — 1/2, 0).


HP
2 


4) Soit I’équation P(z) =z — 7z + m = 0.
On suppose que deux des solutions de cette équation vérifient la relation z, = 2z;.
Résoudre 1’équation.

Solution

S(l)=zl +2z,+2z3=0

S(2) = z122 + 2023 +z1Z3 =~ 7
S(3) =Z1Z2Z3=—m

22:221

En remplagant z, par 2z, on obtient le systéme équivalent :

3z1+z3=0
221223: —m
274 21 +Z3) tzizz=—17

2212+ 3z123=-7

222+ 3zy(-3z))=—T7 =>z;>=1 et deux valeurs possibles pour z; : 1 et — 1
zZ1=—1=>z3=—m2etz,=-2

z1=1=>z3=—m/2etz;=2

Solutions : (— 1, -2, —m/2) et (1, 2, — m/2)

5) Soit I’équation P(z) = z° + pz + ¢ = 0.

Calculer, en fonction de p et ¢, la somme E = (1/z1)* + (1/z2)* + (1/23)?

Solution

En réduisant au méme dénominateur, on montre aisément que :
E=[S(2)*-28(1)83)]/S8(3)*
Or, compte tenu de la forme de P, S(1) =0, S2)=petS3)=—¢

On en déduit : E = p*/g?

Probléme 2 I

Données : Ln2 = 0,693 ; Ln1000 = 6,908, Ln signifiant logarithme népérien.

On considere une urne de 11 boules, de méme taille et de méme texture. Le seul élément qui
les différencie est la couleur. I1 y a 6 boules bleues, 3 boules rouges, et deux boules vertes.

1) On tire au hasard, en méme temps, trois boules dans I’urne en fermant les yeux.

la - Soient les deux événements suivants :

A = {les 3 boules sont toutes de couleurs différentes}

B = {les 3 boules sont de la méme couleur}
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Calculer les probabilités P(4) et P(B) des deux événements 4 et B.

P(4)=12/55=0,218
P(B) =17/55=0,127

1b — A tout tirage de 3 boules on associe X, nombre de boules bleues tirées.

Quelles sont les valeurs possibles pour X ?

Calculer les probabilités P(X = x), x parcourant I’ensemble des valeurs possibles pour X.
Calculer I’espérance mathématique de X.

X peut prendre les valeurs 0, 1, 2 et 3.
P(X=0)=2/33=0,061
P(X=1)=4/11=0,364
P(X=2)=5/11=0,454
P(X=3)=4/33=0,121

E(X) = (2x0 + 12x1 + 15x2 + 4x3)/33 = 54/33 = 1,636

2) Au lieu de tirer en méme temps les boules, on modifie la procédure et on procede de la
facon suivante : dans l’'urne, on tire au hasard, toujours sans regarder les couleurs,
une premicre boule, on note sa couleur, on la remet dans 'urne, puis on en tire une
deuxiéme, selon le méme processus, etc ...

On effectue £ tirages successifs indépendants, £ étant un nombre entier supérieur ou égal a 2.

On définit les deux événements suivants :

C = {toutes les boules tirées sont bleues}
D = {toutes le boules tirées sont rouges}

Quelle est la plus petite valeur de £ telle que P(C) > 1000 P(D) ?

La probabilité de tirer une boule bleue est 6/11 ; celle de tirer une boule rouge est 3/11.
P(C) = (6/11)", et P(D) = (3/11)".

P(C) = 1000 P(D) devient (6/11)F > 1000 (3/11), soit 6" > 1000 3.

En passant au Logarithme népérien :

k Ln6 > k Ln3 + Ln1000

kLn3 +kLn2>kLn3+ Ln1000

k.Ln2 > Ln1000

k > (Ln1000)/Ln2 = 6,908/0,693 = 9,97

k=10

Probléme 3 I

1) Trouver tous les couples d’entiers naturels non nuls x, y, avec x < y, dont la somme est un
multiple du produit.

Solution

Soit x + y = kxy, ou k est un entier > 0.

Comme x <y, kxy <2y, et comme x et y sont non nuls : kx <2, iex<2/k
Comme x est entier, les seules valeurs de & possibles sont k=1 ou k= 2.
Soitdoncx=1(k=2)etx=2(k=1)

Pourx=1,1+y=2ysoity=1

Pourx=2(k=1),2+y=2ysoity=2

Couples : (1, 1) et (2, 2)
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2) Trouver tous les triplets d’entiers naturels non nuls x, y, z, avec x <y < z, tels que :
xyz=4(x+y+z)

Solution

xyz=4(x+y+z)y=>xyz<12z
Puisque z est non nul : xy < 12.
Soit donc a trouver deux entiers x et y, x <y, tels que xy < 12.

Iy a 19 couples candidats qui sont :

(1, 1), (1,2),(1, 3),(1,4), (1, 5), (1, 6), (1,7), (1, 8), (1,9), (1, 10), (1, 11), (1, 12),
(2,2),(2,3),(2,4),(2,5),(2,6)

(3,3),(3,4)

xyz=4x+y+z)y=>z=4(x+y)/ (xy—4)

Le tableau suivant donne les valeurs de z associées aux couples candidats :

X 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
y 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
z -8/3 6 -16 B 24 14 32/3 9 8 22/3
X 1 1 2 2 2 2 2 3 3

y 11 12 2 3 4 5 6 3 4

z 48/7 | 13/2 % 10 6 14/3 4 24/5 | 7/2

Comme z doit étre entier et supérieur ou égal a x et y, il n’y a que 5 triplets solutions qui
sont :

(1,5,24),(1,6,14), (1, 8,9), (2, 3, 10), (2, 4, 6).

Probléme 4 I

Soit n un nombre positif donné.

On considére une suite S = {uo, uy, ...., U+ } constituée de 2n+2 entiers naturels consécutifs
classés dans ’ordre croissant : ug < u; <.....< Upn+].

Indication :

a étant un nombre entier, la suite {a —n,a—n+1,...,a,a+ 1,a+2,...a+ n} est une suite
de 2n+1 entiers consécutifs positifs et croissants.

1) Préliminaires :

1a) Montrer que, pour tout z entier naturel non nul, P+2°+ . 40’ =n(nt1)/4
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Solution
C’est une formule bien connue, qui se démontre par récurrence sans aucune difficulté
1b) Etudier la fonction f définie sur R par :

) =@-n'+@-—n+1’+. ..+ -+ 1)} -x+2 - .. —@x+n’
ou n est un entier naturel non nul.
Montrer que I’équation f(x)=0 admet une solution unique notée a ou a vérifie :

3n(n+tl)<a<1+3n(ntl)

Solution

Transformons f.

)=+ Sectin [(x = £) = (x + )]
=X — 6x Sictank — 2 Sician b

=x° = 3x2n(n+1) — n2(n+1)*2

f'(x) =3x*— 6xn(nt+1) =3x (x — 2n(n+1)) s’annule en 0 et 2n(n+1).

Sur R, fest donc croissante sur | — oo, O[ allant de —co0 a — n?(n+1)%2, puis décroit sur
10,2n(n+1)[ de —n*(n+1)*/2 a n*(n+1)*[8n(n+1) — 25/2], terme négatif méme si n= 1, et croit
a nouveau sur |2n(n+1), +oo[ de n*(n+1)*[8n(n+1)—25/2] a 'infini.

Il existe donc une et une seule solution o a I’équation f(x) =0, a > 2n(n+1).
Calculons f(3n(n+1)) :

fQBn(n+l)) = —n?*(n+1)%2, terme < 0.

De méme :

AL+ 3n(n+1)) = (1 + 3n(n+1))’ = 3(1 + 3n(nt+1))? n(n+1) — n2(n+1)2/2

En développant :

AL +3n(n+1)) =1+ 27 n*™ V3 + 9n(n+1) + 27 n2(n+1)2 — 3[1 + 9 n2(n+1)? +
on(n+1)ln(n+l) —n*(n+1)*/2
=1+ 6n(n+1)+ 17 n*(n+1)*2, terme > 0

D’ou I’encadrement recherché pour « .

2) Existe-t-il une suite S vérifiant la relation 4 ?

(A wuotwur+....tup Uy =ty + ... ton

Solution
Utilisons la suite donnée dans ’indication :

uot+ur+ ...+ Uy +un—(un+1 +.... +u2n+1)
=X+ Sie1an [(x — k) — (x +£)]
=x2S8k=1imk=x—n(ntl)=0

Donc si on prend a = n(n+1), on a une solution pour (4).
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3) Existe-t-il une suite S vérifiant la relation B ?

B)  (uo)*+ (u)*+ ...+ (Un1)* + (un)* = (tn+1)* + ... + (U2nr1)?

Solution

Comme pour la question 2 :

(uo)* + (u1)* + oo+ (Une1)* + (Un)* — [(Un+1)* + ... + (t2011)?]
=x2 + Sk=1an [(x — k)* — (x + k)?]

=x2— 4XSk:13n k

=x*—2xn(n+1) =x(x — 2n(n+1)) =0

x = 0 est impossible (cela conduirait a des termes négatifs), donc x = 2n(n+1).
Si on prend a = 2n(n+1), on obtient une solution pour (B).
4) Existe-t-il une suite S vérifiant la relation C ?

(©) (o)’ + @) + oo ()’ + (n) = (1)’ + o+ (t2001)”

Solution

Comme précédemment, et d’apres la question 1b :

(o)’ + () & oo (unt)” + (1) = [(utne1)’ oo+ (t02001)]
=2+ St [0 =6~ (x + )]

=x> = 3x2n(nt+1) — n2(n+1)%2=0

D’aprés la question 1b, cette équation admet une solution comprise strictement entre les
deux entiers consécutifs 3n(n+1) et 1 + 3n(n+1).

Contrairement aux questions 2 et 3, il est donc impossible de trouver un nombre a entier
naturel permettant de construire une suite de S solution de (C).
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