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Les trois parties sont tres largement indépendantes.

Les candidats pourront admettre un résultat qu’ils n’auraient pas démontré a
condition de le préciser explicitement.

Il sera tenu le grand compte de la rigueur et de la clarté du raisonnement.

Dans tout le probléme :
n désigne un entier naturel strictement positif,

X = (x)idl‘_"n) un élémentde R",
H H une norme quelconque deR ",

M, (R) 'ensemble des matrices carrées de taille (n, n), a coefficients réels,
muni de sa structure usuelle d’espace vectoriel réel,

A:((aj ))i,j o) un élémentde M, (R)

A' la matrice transposée de A,

et trA la trace de A



PARTIE n° 1

[1 On définit HHH M, (R) - R de lafacon suivante: s Fomesou

ca soalra ,
OAOM, R) [ All=inf {a OR,OxOR" [Ad<ald (9

Montrer que (M (R) H‘ m) est un espace vectoriel normé.

Dans tout le reste du probleme, on dira qu'une norme N() de M, (R) est
subordonnée si I'on peut trouver une norme H H de R" telle que N ( ) se construit a

partir de H H en utilisant la formule (S). On dira aussi que N() est subordonnée a

[ Soit m m une norme subordonnée de M, (R). Montrer que :

0A BOM,R).[lAB|<[ ALl 5

[ Soient H HlH Hz et H Hm les trois normes de R" définies par :

= |
Mf(ixfé

.. = max|

On note m HUH \Hz

les trois normes de M, (R) subordonnées a

H Hlu HZ et H Hm respectivement

Montrer que :

0 ||Al, = XZ\a,\

1 1<]<

0 [IA], —maXZ\aj\

1<i<n



L] Montrer que I'application m mE :M, (R) - R définie par :

%
M.-(Z4)  sFomesoutrasm

ok Sealrq |

munit M (R) d’une structure d’espace vectoriel normé.

Montrer que [|Al|_ = (tr(At A))y2 Cette norme est-elle subordonnée ?

PARTIE n° 2

Dans toute cette partie, on suppose que A est inversible

Soit m m une norme de M, (R) subordonnée a la norme H H deR", et
"

AAT M, (R) telle que [JaA] < || A7
[l Montrer que A+ AA est inversible.
[] Soient b et Ab deux éléments de R". On définit x et AxOR" tels que :
Ax=bet (A+AA(x+AX =(b+AD.
O Montrer I'existence et 'unicité de x et Ax.
0 On définit: x(A) = | Al[| &Y.

On notera que x(A) dépend & priori du choix de la norme subordonnée

x( A est appelé coefficient de conditionnement de la matrice A

Montrer que x(A) =1

lax]| . x(A AL . laA]|
- Montrer que " = 1 x(AllaA] /] Al|£ ol W

Lorsque l'on cherche a résoudre numériquement le systeme Ax=b, le
meilleur cas de figure est-il d’avoir une matrice au coefficient de conditionnement

faible ou élevé ?
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orR SFoulra

[ Calculer, & 10 preés, les solutions des systémes suivants :

10u, + v, + 8u, + v, = 32
v+ Su, + 6u, + Su, = 23
8u, + ou, + 10u, + u, = 33
u 4+ Su, + u, + 10u, = 31
ov, + v, o+ 8, + N, = 321
v, + S, + 6v, + S, = 229
8, + 6v, + 10v, + O, = 331
v, + S, + Ov, + 10y, = 309
10w, + w, + 81w, + 7,2n, = 32
7,08w, + 504w, + Gy, + S, = 23
8w, + 598w, + 9 89w, + 9y, = 33
6,99, + 4,99, + v, + 998y, = 31

O Calculer x(A), A étant la matrice de M, (R) associée au premier systéme
étudié dans la question précédente, lorsque I'on prend H H2 comme norme. Vérifier la

majoration obtenue dans la question [1 de la Partie 2 lorsque I'on considére le
second systéme comme une perturbation du premier.





