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Corrigé de 'épreuve de Calcul Numérique

Premiere Partie

Quelques propriétés de cette approxrimation de Padé et quelques exemples.

1. Supposons tout d’abord qu’il existe une approximation de Padé d’ordre (p, ¢) donnée
par les polynomes P et ) ; en multipliant par Q(z) 'inégalité donnée par la condition

(C2) nous obtenons :
pour tout x €]— o, a[on a |Q(z)f(x) — P(x)] < M|Q(x)||x[PTeH.
La fonction polynoéme Q(z) est bornée sur |— «, « [, mettons par M’, d’ou :
pour tout # €]— o, [ on a |Q(x)f(z) — P(z)| < MM’ |z|Ptett,

ce qui fournit (C3) a notation pres.

Plus intéressant est la réciproque : partons de (C1), (C3). Avec les notations de
I'énoncé, Q(0) = 1 d'ou o > 0 tel que Q(z) # 0 pour tout =z €] — o/,a’[. Si
B = min(—q, o), la fonction continue 1/Q(x) est bornée sur |— 3, 3 [, mettons par
M". 11 vient alors

pour tout x €]— 3, 3[on a |f(z) — P(z)/Q(x)| < MM"|z[PTa+t

ce qui donne (C2).

Soit enfin une approximation de Padé donnée par les polynomes P et (), la fonction
h(z) = Q(z)f(x) — P(z) est de classe C™ et vérifie h(x) = O(zPT7™!). Par l'unicité
des développements limités :

h(0) = 1(0) = - -- = h**9(0) = 0.

D’autre part h est développable en série entiere au voisinage de 0 - en effet, f et @
le sont, et il suffit de réorganiser le produit f(z)Q(x) sur I'intervalle | — o, v [ ou le
développment converge absolument - la nullité des dérivées de h en 0 jusqu’a 'ordre

h(z) = Z apx”

k>p+q+1

P + g montre que :

pour x €]— «a, a [, avec ay, réels. Dot la conclusion avec h(z) = 3", Apiqr1+62".
| >
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2. Donnons nous deux approximations de Padé de f a l'ordre (p,q), soit (Fo, Qo) et
(P1, Q1) ; par inégalité triangulaire et (C2) nous obtenons 3 > 0,C > 0 tels que :
By(z) Pz
Qo(z)  Qi(z)

QoQ1 étant bornée sur |— 3, 5], il vient :

PyQi1 — PiQ = O($p+q+1)-

pour tout = €]— 3,3 on a | | < C|afptatt,

Py — P1Qo est un polynome de degré < p + ¢ ; l'unicité des développements
limités amene Py@1 — P1Qp = 0. Comme FP,/Qy et P;/Q; sont irréductibles et
Q0(0) = Q1(0) = 1, nous obtenons (Fy, Qo) = (P, Q1).

3. Visiblement, [p/0]y = P/1 avec P = ag + a1 + - - - + a,z®.

4. Si P/Q est une approximation de Padé d’ordre (p, q), les fonctions de classe C*°, f
et P/Q, ont le méme développement limité d’ordre p+ ¢ en 0 puisque, g étant bornée
au voisinage de 0

Qx)f(x) — P(x) = O(a"" ).
L’unicité du développement limité donne f*)(0) = (P/Q)*(0),k =0,...,p+q. La
réciproque est aussi simple.

5. Si une telle approximation de Padé existe elle prend la forme :

P(x) ax+b
Q(z) cx+d
dont le développement limité d’ordre 3 en 0 est :
P(z) 2 2 3
=b+ (a — bc)x + (bc® — ac)x® + O(x°).
Ol =t (@bl (b —ac)a + O(a?)

Il faut donc que b = 1,a = ¢, bc®> —ac = 1, ce qui est impossible, puisque les premieres
deux équations entrainent bc? — ac = 0.

6. (a) Rappelons que la fonction f(z) = (14+x)* admet, pour o ¢ N, un développement
en série entiere de rayon 1 en 0. De ce fait, (1 + 2)"2 et (1 + 3x)~'/2 admettent
des développements en série entieére absoluments convergents sur | — 1/3,1/3].
On peut donc effectuer le produit et obtenir un développement de f en série
entiere > b,z" sur | — 1/3,1/3[. Sie le rayon R de ce développement est > 1/3,
la somme g(x) de Y b,z" possede une limite finie en -1/340, donc f aussi, ce
qui est exclu. Enfin, les trois premiers termes du développement limité de f sont
1, —z et 5x?/2.

(b) Par des développements limités, compte-tenu de la forme que peuvent prendre
les les approximants de Padé, on trouve
3r + 2
T e +2

hi=1—x+52%/2 hy=1/(1+ ), hs
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f—h3(0,1) =1,3310"%,
f—h3(0,2) = 6,41107*,
f — h3(0,5) = 31,8110%,
f—hs(0,1) = 71,7810,
f—hs(0,1) = 197,0110~*,
hy — f(0,1) = 0,005133,
hi — £(0,2) = 0,033975
hy — £(0,5) = 0, 350403,
hy — f(1) = 1,792893,
hy — f(0,1) = beaucoup.

Deuxiéme Partie

Approzimation de Padé d’ordre (p,1) de la fonction exponentielle.

1. Toujours par les mémes méthodes, on trouve :
24+
2—x
2. On cherche donc b € R* et un polynome P de degré < p tels que :

P AR
o + ] + O(2P*?)) — P(x) = O(2P"?).

Il faut déja annuler le coefficient de 27!, donc Z% + (pil)! =0, soit b = —ﬁ. De la :

(I+bx)(14+z+- -+

T 2P Pt
Pla)=(1—-—)14+a+ +=)+
(@) =( p~|—1)( p!) (p+ 1!
1 1 1 1
=1t (g bt - Ja.
Lop pt (p=Dip+1)
Choisissons une entier N > z. Alors pour tout p > N on a:

(1-

T xP xp+1

MRyla) = P) = (1= —Z) (U440 4 o

p+1 p+1 p!
qui tend visiblement vers e® lorsque p tend vers +oo. Comme (ifll)! et 1 — ]ﬁ

convergent uniformément vers 0 et 1 sur [—A, A],

xP xp+1

Rp(x):(l—i—x—f-----i-a)—l—(p+1)!(1_1%)




converge uniformément vers e* pour p > [A] + 1. £ Fomesou

3. (a)
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On reprend les calculs ci-dessus :
xp+1 k

Bo@) = = ia— = - 2w

p+1 k>p+1

Pour |z| <p+1ona

1 B "
_ Zﬁ = (p + 1)k
et
P2 1
R,(x) —e" = zF L
(@) p—l—l'; p+1 (p+2)...(p+k’+1))
donc ¢, = 7 +11)k T i (p Y conviennent. Enfin, le critere d’Alembert

montre que le rayon de convergence de > cpz® est p + 1.
Sip > [A] + 1, le calcul ci-dessus montre que R,(z) — e” est somme sur [0, A]
d’une série entiere a coefficients positifs, d’ou le premier point. La majoration
demandée est alors issue du développement en série entiere, par exemple :

APt2

Ong(:r;)—exg 'Zp+1

k>1

d’olt, pour tout z € [0, A] et p > [A] +1
1 Aptl 1

0 < Ry(x)—e" <

- 11 - A
pH1(p+ DI -4
IciA=1,doncpour p>2et0<ax<1:
]_ 1 p+2
0< Ry(z)—e" < L 2
soit
Ip+2 S
0<R)(x) —e"< ——<e*—5)(2),
< Ry@) o < (@)

des que z > 0. Donc R,(z) est plus proche que S,(z).



