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h©��0£� ~¡ §L�¨�¡)(¡ ~¡ h{§})§ u)«��0�)¡

VS s¡� ��©0� (¡}�¡)�� (1, 1, 1), (2, 4, 8) ¡� (3, 9, 27) �©ª� ~{ª� M1Q ~©ª} ~{ª� V1S n§�
�©ª� §0ª�{0�¡«¡ª� 0ª~�¨¡ª~{ª��Q }{�

det




1 1 1
2 4 8
3 9 27


 = 12 �= 0.

f§©�� dim V1 ≥ 3Q ¡� }©««¡ §{ ~0«¡ª�0©ª ~¡ V1 ¡�� |©�ª�¡ ¨{� }¡§§¡ ~¡ R3 ¡§§¡
({)� XS
h©««¡ (n + 1, 2n + 1, 3n + 1) = n(1, 2, 3) + (1, 1, 1) ©ª (©0� �)¡ V2 ¡�� ¡ª£¡ªR
~�� ¨{� §¡� ~¡)¬ (¡}�¡)�� §0ª�{0�¡«¡ª� 0ª~�¨¡ª~{ª�� (1, 2, 3) ¡� (1, 1, 1)S �{�
}©ª���)¡ª� dim V2 = 2S

WS y©0� a §¡ �¡«|©)��¡«¡ª� {ªª)¡§Q c §¡ «©ª�{ª� ~) }��~0� ¡� p §¡ �{)¬ ~L0ª�����S
f¨��� §¡ ¨�¡«0¡� �¡«|©)��¡«¡ª� §¡ «©ª�{ª� �¡��{ª� ~) }��~0� ¡��

(1 + p)c − a.

f¨��� §¡ ~¡)¬0�«¡ �¡«|©)��¡«¡ª� §¡ «©ª�{ª� �¡��{ª� ~) }��~0� ¡��

(1 + p)((1 + p)c − a) − a.

jª £�ª��{§Q {¨��� §¡ nR0�«¡ �¡«|©)��¡«¡ª�Q n = 0, . . . , 5 §¡ «©ª�{ª� �¡��{ª�
¡��

(1 + p)nc − ((1 + p)n−1 + (1 + p)n−2 + · · · + 1)a = (1 + p)nc − (1 + p)n − 1

p
a.

�©)� n = 5 }¡ «©ª�{ª� ~©0� ���¡ ª)§Q }{� §¡ ¨��� ~)�¡ Z {ª�S f§©��

a =
p(1 + p)5

(1 + p)5 − 1
c =

0, 04(1, 04)5

(1, 04)5 − 1
× 100 000FF = 22 462, 71FF.
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XS M{N t©ª��©ª� ~L{|©�~ �)¡ a2
n+1 ≥ c ¨©)� �©)� n ∈ NS jª ¡;¡�Q

a4
n + c2 − 2a2

nc = (a2
n − c)2 ≥ 0

⇒ a4
n + c2 + 2a2

nc ≥ 4a2
nc

⇒ a2
n+1 =

a2
n

4
+

c2

4a2
n

+
c

2
≥ c.

t{0ª�¡ª{ª� «©ª��©ª� �)¡ an+1 ≤ an ¨©)� �©)� n ≥ 1S vª {

an+1 =
an

2
+

c

2an

≤ an

2
+

a2
n

2an

= an.

i©ª} §{ �)0�¡ (an)n≥1 ¡�� |©�ª�¡ ¡� ~�}�©0��{ª�¡S h©««¡ R ¡�� }©«¨§¡�
¡§§¡ ~©0� {§©�� }©ª(¡�£¡� (¡�� )ª¡ §0«0�¡ a ~{ª� RS

M|N i¡ a = lim an = lim an+1 ¡� ~¡ §{ ~�<ª0�0©ª ��})��¡ª�¡ ©ª ~�~)0� a =
a
2

+ c
2a

, ¡� ~¡ §� a2 = cS h©««¡ a ≥ 0 ©ª { a =
√

cS

YS M{N sL¡ª�¡«|§¡ D ¡�� §¡ ��0{ª£§¡ ¢¡�«� ¡ª��¡ §¡� ¨©0ª�� (0, 0), (0, π) ¡� (π, 0)S

M|N s{ ¢©ª}�0©ª f �L{ª)§§¡ �)� §¡ |©�~ ∂D ~) ��0{ª£§¡ DQ ¡� ¡§§¡ ¡�� ���0}�¡«¡ª�
¨©�0�0(¡ �)� §L0ª���0¡)� D◦S i©ª} �©)� §¡� ¨©0ª�� �)� ∂D �©ª� ~¡� «0ª0«{
M£§©|{)¬N ¡� 0§ ªL­ ¡ª { ¨{� ~L{)��¡�S

M}N s{ ¢©ª}�0©ª f ¡�� ~¡ §{ }§{��¡ C∞ }{� �¡� }©«¨©�{ª�¡� §¡ �©ª�S z©)� §¡�
¡¬��¡«{ (x, y) ∈ D◦ (��0<¡ª� {§©��

∂xf(x, y) = ∂yf(x, y) = 0.

h¡}0 ~©ªª¡

cos x sin y sin(x + y) + sin x sin y cos(x + y) = 0,

sin x cos y sin(x + y) + sin x sin y cos(x + y) = 0.

y)� §L0ª���0¡)� D◦ ª©)� {(©ª� sin x �= 0 �= sin yQ ~L©�

cos x sin(x + y) = − sin x cos(x + y), cos y sin(x + y) = − sin y cos(x + y).

i¡ §{ ¨�¡«0��¡ ��){�0©ª ª©)� �0�©ª� �)¡ cos(x + y) �= 0 �= cos xQ ¡� ~¡ §{
~¡)¬0�«¡ �)¡ cos y �= 0S i©ª} ¨{� ~0(0�0©ª

cos x

cos y
=

sin x

sin y
.

iL©� tan x = tan yQ ¡� ¡ª<ª x = yS s{ ¨�¡«0��¡ ��){�0©ª ~©ªª¡ {§©��

cos x sin(2x) + sin x cos(2x) = 0,

W



~©ª} sin(3x) = 0S f§©�� x = π
3
S �{� }©ª���)¡ª� �¡)§ §¡ ¨©0ª� (π

3
, π

3
) ¨¡)�

{ªª)§¡� ∂xf ¡� ∂yf 6 ¡� 0§ §¡ ¢{0� M(��0<}{�0©ª ¢{}0§¡NS
t{0ª�¡ª{ª� (a, b) = (π

3
, π

3
) ¡�� §L)ª0�)¡ «{¬0«)« ~¡ f S jª ¡;¡� §{ ¢©ª}�0©ª

f }©ª�0ª)¡ {~«¡� )ª «{¬0«)« �)� §¡ }©«¨{}� D ¡� (π
3
, π

3
) ¡�� §L)ª0�)¡

}{ª~0~{�S
vª { f(π

3
, π

3
) = 3

√
3/8.

M~N s{ ���0¡ ~¡ z{­§©� ¥)��)L� §L©�~�¡ W ¡��

T2 = f(a, b) + (∂xf(a, b), ∂yf(a, b))

(
x − a
y − b

)

+(x − a, y − b)

(
∂2

xf(a, b) ∂x∂yf(a, b)
∂y∂xf(a, b) ∂2

yf(a, b)

) (
x − a
y − b

)

= 3

√
3

8
+ (x − π

3
, y − π

3
)

(
∂2

xf(π
3
, π

3
) ∂x∂yf(π

3
, π

3
)

∂y∂xf(π
3
, π

3
) ∂2

yf(π
3
, π

3
)

) (
x − π

3

y − π
3

)
.

vª {

∂2
xf = 2 cos x sin y cos(x + y) − 2 sin x sin y sin(x + y),

∂2
yf = 2 sin x cos y cos(x + y) − 2 sin x sin y sin(x + y),

∂x∂yf = cos x cos y sin(x + y) + cos x sin y cos(x + y)

+ sin x cos y cos(x + y) − sin x sin y sin(x + y).

vª ©|�0¡ª�

T2 = 3
√

3/8 − (x − π

3
, y − π

3
)

( √
3

√
3/2√

3/2
√

3

) (
x − π

3

y − π
3

)

= 3
√

3/8 − (x − π

3
, y − π

3
)

( √
3(x − π

3
) +

√
3/2(y − π

3
)√

3/2(x − π
3
) +

√
3(y − π

3
)

)

= 3
√

3/8 −
√

3((x − π

3
)2 + (x − π

3
)(y − π

3
) + (y − π

3
)2).

ZS f(¡} §{ �)|��0�)�0©ª t = tan x ©ª { dt = dx/ cos2 x. f§©��

∫
dx

sin x cos x
=

∫
dx

tan x cos2 x
=

∫
dt

t
= ln |t| = ln | tan x|.

i©ª}
∫ π/3

π/6

dx

sin x cos x
= ln tan(π/3) − ln tan(π/6)

= ln
√

3 − ln
1√
3

= ln 3.
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[S M{N

Ona

n∑

k≥2

1

k(k2 − 1)
=

n∑

k≥2

(
1

2(k − 1)
+

1

2(k + 1)
− 1

k
)

=
1

4
+

1

2(n + 1)
− 1

2n

}¡ �)0 }©ª(¡�£¡ (¡�� 1
4
�){ª~ n −→ ∞S

M|N iL{¨��� ~¡ §Lm�¨0�{§ ©ª {

lim
x→1

x
1

x−1 = lim
x→1

e
ln x
x−1 = lim

x→1
e

1
x
1 = e.

\S vª { V = πr2h ¡� S = 2πr(r + h)S h©««¡ V ¡�� }©ª��{ª� ©ª ¨¡)� �¡«¨§{}¡�
h = V

πr2 ~{ª� §L¡¬¨�¡��0©ª ¨©)� S _

S(r) = 2πr(r +
V

πr2
) = 2πr2 + 2

V

r
, r > 0,

S ′(r) = 4πr − 2
V

r
.

h©««¡ limr→0+ S(r) = limr→∞ S(r) = ∞Q ©ª �{0� �)¡ S ¨©���~¡ )ª «0ª0«)«S

i¡ S ′(r) = 0 ©ª �0�¡ r = 3

√
V
2π
Q ¡� ~¡ §� h = 3

√
4V
π
S
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