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Comme la matrice M est symétrique, elle est diagonalisable. On calcule
les valeurs propres et vecteurs propres de (14 p)M, et on trouve :

- o, (11 _( 1+p 0
wemr—anata= (1) o=(50)).

Ainsi

M“:A(é @iw>A*

1+p

ce qui donne pour n — 00 :

10\, 1/11
A(00>A _5(11>'

Les deux proportions sont égales. En effet, on peut raisonner sans calcul :
apreés I'opération, la partie de biére dans la bouteille de vin prend un cer-
tain volume V' qui avant était occupé par du vin. Or. lors de 'opération
on ne perd pas de liquide et on a encore la méme quantité dans chaque
bouteille. Donc c¢’est précisément ce volume V' de vin qui se trouve main-
tenant dans la bouteille de biére. (On peut aussi passer par un calcul,
voir (c).)

Soit a,, (resp. by,) la proportion de biére dans la bouteille de vin (resp. de
biére) aprés la n-iéme opération. Evidemment, au départ, ag = 0 et by =
1. Détaillons la (n + 1)-iéme opération. En transvasant une proportion p,
0 < 1 < p. de la bouteille de vin dans la bouteille de biére, on obtient
encore la proportion a,, dans la bouteille de vin et la proportion —(b +
pa,) dans la bouteille de biére. En retransvasant on obtient alors

a1 = (I=—pla, + —(b + pa,) = (an + pby),

I+p

1
+1 1+p< + pay)

14+p



2.

3.

En écriture matricielle avec la matrice A de la partie (a), cela devient :

a, an, n a
() =2 (i) = ()
Donc avec le résultat de (a) on trouve lima,, = limb, = 1/2.
Le chemin direct pour le bateaux est un grand cercle sur la terre, donc un
cercle de circonférence 40000 km, tandis que le chemin direct pour le sous-
marin est la droite entre les deux iles. On fera une esquisse du grand cercle,
ot O désigne le centre du cercle, M et R les deux iles, S le milieu du segment
de droite entre M et S, et o I'angle MOR. On a
a:(2r) = 150 : 40000,
OM = 40000 km : (27),
0S:0OM = cos(a/2).

La profondeur demandée est alors

OM —0OS =O0OM —OM cos(a/2) = OM(1 — cos(a/2))
= 20000 km /7 (1 — cos(37/800)) = 441, 78 m.

C’est done beaucoup plus que la plupart parmi nous auraient estimé...

(a) Si les deux fonctions sont solutions, on doit avoir az? — 2z = —b et
ar’® — 32? = —b, donc a(z® — 2?) — 322 + 22 =0, d’on
_ 3z—2
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(b) T’équation différentielle (k) est linéaire, de premier ordre, et sur chaque
intervalle I; le coéfficient de ¢’ ne s’annulle pas. Comme z? et 2* sont deux
solutions linéairement indépendantes, nous savons alors par la théorie des
équations différentielles linéaires que la solution générale sur [; est donnée
par y; = 22 + \j(2® —2?), o0 \; € R,j =1,2,3.

(c) D’aprés ce qui précéde la restriction a I'intervalle I; d'une solution f doit
etre de la forme y; = 22 + \;(2* — 2?). La condition f(—1) = 0 détermine
A1 = —1/2, et la condition f(2) = 0 détermine A3 = —2. Maintenant il
faut choisir Ay convenablement, pour que la "recollée™ f soit de classe C*.
D’abord par continuité il faut que y;(0) = y2(0) et y2(1) = y3(1). On voit
immédiatement que ces deux conditions sont vérifiées pour tous les choix
de Ai, Ao, A3. Pour que f soit continument différentiable en 0 il faut et il
suffit que y1(0) = y5(0). Mais encore ici y1(0) = y5(0) = 0 pour tous les
choix de A1, A2. En revanche la derniére condition, y5(1) = y4(1), donne
24+ Xy = 2+ A3, done Ay = A3 = —2. La fonction demandée existe alors
et elle est unique.



(d) Pour avoir une fonction de classe C? on a les 2 conditions de "recollement"
supplémentaires y{(0) = y5(0) et y5(1) = y4(1). Elles sécrivent 2(1 —
A1) =2(1—Xg) et 2(1+2X3) = 2(1+2);3). Donc les conditions entrainent
que pour toute solution de (%) de classe C? on doit avoir \; = Ay = )3, et
ceci n’est pas vérifié pour I'unique solution de classe C?! trouvée ci-dessus.
Donc il n’y a pas de telle solution dans la classe C2.

4. Une condition nécessaire pour que 'espace des solutions a la dimension 1, est
que la matrice du systéme homogéne associé a le rang 2. Cette matrice est

Son déterminant est det(M) = pgr — pq — pr — qr. Pour trouver le rang de M
avec 0 < p,q,r <2, il y a plusieurs cas a considérer :
— Au moins un parmi les p, ¢, r est nul.
Sip=q=r=0. on voit immédiatement que rg(M)=1.
Si précisément 2 nombres parmi p, ¢, r sont nuls, alors det M =0 et il y a
une sous-matrice 2 x 2 de rang 2. Donc rg(M)=2.
Si précisément 1 nombre parmi p,q,r est nul, alors det M # 0. On a donc
rg(M)=3.
- p,q,7 > 1 et au moins un parmi les p, ¢, r vaut 1.
Supposons par exemple p = 1. Alors det M = —q — r < 0, donc rg(M)=3.
—p=q=r=2. Alors det(M) = 23 — 322 #£ 0, donc rg(M)=3.
Ainsi l'espace vectoriel du systéme homogéne a la dimension 1 précisément
quand (p, q,7) est (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1), (2,0,0), (0,2,0) ou (0,0,2). L’es-
pace des solutions du systéme inhomogéne est alors de dimension 1 précisément
si (p,q,r) est I'un des ces 6 triplets et si le systéme inhomogéne posséde une
solution, i.e., si la matrice
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a le méme rang que M, donc est de rang 2. C’est le cas seulement pour
(pv q, T) = (17 07 0) et (p> q, T) = (27 Oa O)
5. La fonction continue sin est Riemann-intégrable. La définition de I'intégrabilité

nous donne :
n

2 :/ ST L Z sm(/mr/n).
T 0
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6. Les théorémes d’addition donnent :
V1—cosx = \/1—0082(x/2)—sin2(x/2)
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Donc on a comme primitive —2v/2 cos(x/2) sur [0,27] et 2v/2cos(z/2) sur
[—27,0]. On obtient finalement :

3r/2 3m/2

0
V1—coszxdxr = / vV1—cosx dx + V1 —cosx dzx
-7 0

= 2v/2(cos(0) — cos(—m/2) — cos(3m/4) + cos(0))
= 2202+ 1/V2)
= 2(1+2V2).
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