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CONCOURS INGENIEURS STATISTICIENS ECONOMISTES

ISE OPTION MATHEMATIQUES
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Exercice I :
On choisit || f [la = supzepa{lf(@)]} et || f s = f[o»l] |f(z)|dz. On a alors pour tout n € IN*,

[ fnlla =1 et || fulls = 5= qui tend vers 0 lorsque n tend vers l'infini.

Exercice II :
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encore k < r. La quantité My, est définie pour tout k € {0,---,7 — 1}.

1. L’intégrale de est de type Riemann et converge si et seulement sir+1—%k > 1 ou

2. On effectue une intégration par parties avec u(z) = z* et v/(z) = % On obtient
u'(z) = kzF~1 et v(x) = W et pour tout k € {0,---,r — 1},
3k too +o0 3 k-1
M, — {f] f/ _3Tka™
* Grarl, J Bty
3k /+°° (r—1)3r 'zt
= _— —_—Aax
r—1J (34 z)(r=1+1
3k
= —— My _1.—
— Mkt
3.
3r k
Moy = 5 d
O;r—k /O 3+.’E r—k+1 z
e Tm
B4z)r=k],
=1
4. Comme k < r, on montre par récurrence sur k que
3k (r — k= 1)!
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ou encore, pour tout k € {O; sl T — 1}, My = 52—



Probléme :
A) Préliminaires :

1. Par définition de la norme matricielle on a pour tout x non identiquement nul les deux
inégalités suivantes

1B1(B22)la < || Bl all B2z|la
[1B2lla < ||z]lallBall o

dont on tire ||ByBaz|lq < ||B1llal|Bz2]lallz|le pour tout & non nul et ainsi

< IBiflall B2l a

et qui est en particulier vraie pour le sup sur x.

2. (a) limg_ 100 B¥v = 0 & limg_ 4 o || B¥v||o = 0 par définition d’une norme. Or comme B*
tend vers la matrice identiquement nulle avec k, || B¥| 4 tend également vers 0 avec k,
et pour tout v non nul

1B allvlla = 1B vl

ce qui nous permet de conclure avec le fait que B*v = 0 lorsque v est nul.

(b) Soit v;, le vecteur propre associé a la valeur propre \;, (donc v;, est différent du vecteur
nul) olt \;, est telle que p(B) = [Ai|. On a B¥v;; = Af v;,. Ainsi B*v;, converge vers
0 si et seulement si |\, < 1.

(c) Montrer que B* tend vers 0 avec k est équivalent & montrer que || B¥|| 4 tend vers 0 avec
k. Or d’apres le résultat établi en A)1. on a ||B¥||4 < ||B|%. Comme il existe une
norme || . ||, telle que ||B]|a < 1 on obtient le résultat voulu.

B) Méthode

1. On pose eg = ug — u et pour tout kK € IN

€k+1 = U1 — U
ex+1 = Bup+c— (Bu+c)
ex+1 = DBeyg

Par récurrence on obtient facilement pour tout k € IN, e;, = B¥ep.

lm w, = wu
k— o0
lim e, = 0
k—-+oco
lim Bfey = 0
k— 400

Et d’apres le A) (a) on a limg_ 4o, B¥ = 0 équivalent & p(B) < 1 et "il existe une norme
I |la telle que | Blla < 17

2. (a)
Au = b s Fomesoutra
o (M—N)u — b oa Soulrea .
< Mu = Nu+b
o u = M 'Nu+ M7 car M est inversible
& u = Bu+c avece B=M"'Netc=M"1b



La matrice A est inversible, c’est a dire que (M — N) est inversible. Et on a

(M-N)"'"M)I-M"'N) = (M(I-M"'N))" "M(I - MTIN)
= (I=M'N))"" M 'M(I-M'N)
= ((I- 1N)) M='M(I—-M"'N)
= (I-M7'N) " (I-M"'N)

I

De méme avec la multiplication & droite, on obtient 7 — M 1N est inversible.

(b) On définit la suite (ug)r>0 par ug réel quelconque et pour tout & non nul,

U1 = MY Nuy + M~

C) Application :
On peut écrire A = M — N avec
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qui est inversible (facilement) et

W= O wl-
|
ow- o

A est inversible car son déterminant est non nul. La matrice B = M !N est égale & %N qui est
inversible d’apres B)2.(a). Et ||B|la < 1 pour || . ||= norme sup sur IR". La suite (ux)ren définie
par ug un vecteur quelconque de IR™ et

1 1
Uk4+1 = §NUIC + ib

converge vers u quelque soit wuyg.





