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Exercice I :

Soient E = {f : [0; 1] → IR, continue} et (fn)n∈IN∗ la suite de fonctions de E définie par

∀n ∈ IN∗, fn(x) =
{

−nx + 1 x ∈ [0; 1
n ]

0 ailleurs

Proposer deux normes ‖ . ‖a et ‖ . ‖b sur E telles que (‖fn‖a)n∈IN∗ converge vers 0 et (‖fn‖b)n∈IN∗

ne converge pas vers 0.

Exercice II :

Soit r un entier supérieur strictement à 2.

1. Déterminer k ∈ IN tel que ∫ +∞

0

r3rxk

(3 + x)r+1
dx < +∞

On note cette intégrale Mk;r

2. Exprimer Mk;r en fonction de Mk−1;r−1.

3. Calculer M0;r−k.

4. Exprimer Mk;r en fonction du coefficient binômial Cp
n = n!

p! (n-p)!
.

Problème :

Soit ‖ .‖a une norme sur IRn et on désigne par Mn(IR) l’ensemble des matrices carrées de taille n
à coefficients réels. On munit Mn(IR) de ‖ . ‖A la norme matricielle subordonnée à ‖ . ‖a définie
par

∀B ∈ Mn(IR), ‖B‖A = sup
x∈IRn−{0}

‖Bx‖a

‖x‖a

Et on note
ρ(B) = max

1≤i≤n
{|λi(B)|}

où λi(B) est la ième racine complexe du polynôme caractéristique de B.

A) Préliminaires

1. Vérifier que pour toutes matrices B1 et B2 de Mn(IR),

‖B1B2‖A ≤ ‖B1‖A‖B2‖A

1



2. Montrer que

(a)
lim

k→+∞
Bk = 0 =⇒ lim

k→+∞
Bkv = 0, ∀v ∈ IRn

(b)
lim

k→+∞
Bkv = 0, ∀v ∈ IRn =⇒ ρ(B) < 1

(c) On admet que :
ρ(B) < 1 =⇒ Il existe une norme ‖ . ‖a sur IRn telle que ‖B‖A < 1.

Montrer que s’il existe une norme ‖ . ‖a sur IRn telle que ‖B‖A < 1, alors limk→+∞ Bk = 0

B) Méthode

Soit B ∈ Mn(IR) telle que (I −B) soit inversible lorsque I désigne la matrice identité de Mn(IR).
Soit c un vecteur de IRn. On définit u comme l’unique solution de

u = Bu + c

Soit u0 un vecteur quelconque de IRn et (uk)k≥0 une suite de IRn définie par

∀k ∈ IN, uk+1 = Buk + c

1. Montrer que les trois propriétés suivantes sont équivalentes

(a) limk→+∞ uk = u, u0 ∈ IRn

(b) ρ(B) < 1

(c) Il existe une norme ‖ . ‖a sur IRn telle que ‖B‖A < 1

2. Soit A une matrice inversible de Mn(IR) et b un vecteur de IRn avec u l’unique solution du
système

Au = b

On suppose qu’il existe M ∈ Mn(IR) inversible et N ∈ Mn(IR) telles que A = M − N .

(a) Montrer qu’il existe B ∈ Mn(IR) avec (I − B) inversible et c ∈ IRn tels que

Au = b ⇐⇒ u = Bu + c

Exprimer B et c en fonction de M,N et b.

(b) Proposer une méthode itérative permettant de calculer une suite (uk)k∈IN convergeant
vers u quel que soit le vecteur initial u0 à partir de M,N et b.

C) Application :

Expliciter une méthode itérative permettant d’approcher l’unique solution u ∈ IRn de l’équation
Au = b lorsque A et b sont tels que

A =




2 − 1
3 0

− 1
3 2 − 1

3

0 − 1
3 2




et b =




1
1
1



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