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Exercice

Soit X1, -+, X, un n-échantillon de (2, A,IP) un espace probabilisé dans (IR, B, Px) ’espace des
réels muni de la tribu borélienne et sa probabilité image. On a var(X;) < +oo et IE(X;) = 0 pour
tout ¢ = 1,---,n. De plus, la probabilité Py est symétrique, c’est-a-dire qu’elle est telle que pour
tout événement B € B,

Px(B) = P_x(B)
s Fomesoutra.con

ou P_x est la loi de la variable aléatoire —X;. Ca vl
Docs a portée de main
1. Montrer que

-
n A i=1
. 2 n
V> 0,0 >0, P(—=i=t2l i Xi ) <eME |e Vi X

V2o X7

2. Soit un n-échantillon o1, - - -, 0, indépendant de ’échantillon X1, --, X,,, tel que
IP(0; = 1) = IP(0; = 0) = 5. Justifiez 'égalité suivante
A 21;1 7iXi 2 :1:1 Xi

WAS0, Ele VXL | cE|e VXX

3. Montrer que
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VA>0, E|e i=1" 1 =1 H]E e i=1 X, X,

4. On rappelle que pour tout y réel, on a eygefy < e'T. A Daide de cette inégalité montrer que

A Z:L:l Xi
n 2 )\2
VA>0, [E|e Zizlxi <ez
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5. Conclure en montrant que

"X,
o, P(Z

V Z?:l X22

t2
>t <272

Probleme

Partie I.
Soit U une fonction deux fois continiiment dérivable de IR* dans R (U € C?(IR* IR)). Soit 2 une
fonction deux fois contintiment dérivable de IR dans IR (z € C*(IR,IR)). Soient #;,tf, zo, z1 quatre
réels donnés tels que

{ LTJ(tl) =X

z(ty) = o
On appellera par la suite cette condition sur x : CIF.
On cherche dans cette partie & exprimer une condition sur Z(t) afin que

pecs(Rax CIF{@(JL“)} = ®(2) (1)

lorsque

@(x):/th(t,x(t),x’(t))dt

7

N

eme

On notera pour tout ce qui suit d,;U la dérivée partielle de U par rapport a sa i variable pour

i=1,2,3.
On considére Z une solution de (1).
1. Soit h € C*(IR,IR) telle que h(t;) = h(ty) = 0. Soit s > 0. sFomesou

er STalred
(a

A-t-on t — Z(t) + sh(t) € C? (R,IR) ? Docs a portée de main
(b) Cette fonction remplit-elle les conditions CIF ?
(c¢) Comparer ®(Z) et ®(Z + sh) pour tout s > 0.
(d

Soit g(s) = ®(Z + sh) définie pour tout s € IR. A l'aide de la définition d'une dérivée,
montrer que ¢’(0) < 0.

)
)
)
)

2. (a) Exprimer g(s) en fonction de U, t,z, 2, s et h.
(b) Montrer qu’on peut intervertir le signe dérivation par rapport & s et le signe intégrale
dans 'expression suivante

d

- { /t U0 + shie) 70 + o (1)

(¢) Montrer que l'on a

/tf [0=,U (&, 2(t), 2 (£)h(t) + 0=, U (8, £(2), &' ()1 (£)] dt < 0

K

(d) A T'aide d’une intégration par partie que I’on posera soigneusement, montrer qu'’il existe
une constante A telle que

/:f W (t) { /: 0., U (v, E(v), & (v))dv + A+ 0, U(t, &(t), & (t))| dt <0
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3. Soit h(t) telle que
W) = — /t 0.,U (v, #(v), & (v))dv + A+ 0., U (1, 3(t), # (1)) 2)

(a) Montrer qu'il existe h € C?(IR,IR), vérifiant (2) et h(t;) = h(ty) = 0.

(b) Montrer qu’on a alors
Vt € [ti,ts], RW(t)=0

(¢) En déduire qu’'une condition nécessaire pour que & soit solution de (1) et vérifie CIF est

vt € [tity], %(3Z3U(t,f(t)af'(t))) = 0., U(t, 2(t),7'(t)) (3)

Partie II. Application de la partie I

On s’intéresse a une entreprise produisant des vis. Cette entreprise regoit une commande de B vis
a livrer en une seule fois & la date t = T. On suppose qu’a la date ¢ = 0 ou elle recoit la commande,
elle ne posssede aucune vis en stock. On désire établir le plan de production de cette entreprise
durant la période de temps [0, 7] de maniére & minimiser le coiit total de cette commande.

Le cofit total instantané C(t) se décompose entre :

e Le cout de stockage instantané S(¢). On suppose celui-ci proportionnel a la quantité stockée :
lorsqu’il y a N (t) vis au temps t & stocker, le cotit de stockage instantané est alors S(t) = ¢1 N (t)
avec ¢ constante positive.

e Le colt direct de fabrication instantané F'(¢) d’une vis. Il est supposé linéairement croissant
avec la vitesse de production.

On note y(¢) le nombre de vis fabriquées en tout temps t. me’ou Lom

erR SCalred
, Docs a portée de main
1. Que représente

Vvt e [0,T], w(t) = /ty(s)ds 7

2. Exprimer y(t) en fonction de w’(t) pour tout ¢ € [0, T].

Quelle est la vitesse de production par vis ? Exprimer la en fonction de w’(t).

-~ W

Déterminer w(0) et w(T).

Déterminer S(t) en fonction de w(t).

Montrer que F(t) s’exprime comme F(t) = cay?(t), avec co constante strictement positive.
Exprimer le cotlit total instantané C(¢) en fonction de w(t) et w'(t).

Exprimer le cotit total C sur la période [0, T7.

© »® N oo«

Préciser le sens du probleme d’optimisation suivant dans le cadre ci-dessus défini. On ex-
plicitera le sens de chacune des expressions du probleme (P) suivant :

ming,ec2(w) fOT ca(w'(t))? + crw(t)dt
w(0) =0

w(T) =B

w(t) > 0, w'(t) >0, t €]0,T]

(P)
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10.

11.

12.

Proposer des solutions possibles au probleme (P) en appliquant le résultat (3) de la partie I
question 3 (c), pour le probleme (P;)

. T
minyeex(m) Jy 2w?(t) +awt)d s Fomesoutsa com

(7)1) w(O) =0 Docs a portée de main
w(T) =B

Vérifier a posteriori les conditions sous lesquelles ces solutions vérifient w(t) > 0 et w'(t) > 0
pour t €]0,T]. On notera ces conditions Hj.

Si H; n’est pas respectée, que faire du point de vue du plan de production pour minimiser
le cotit et honorer la commande en temps voulu ?
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