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Docs a portée de main
I. Exercice
1. La série }an anz{f‘ converge par hypothese. De plus, sup.ecp(o;)2) {Zn>1 |an|\z|”} est

convergente car r = |zo| est le rayon de convergence de ), - a,2". Donc, comme ‘Zn>1 anz"‘ <

Y n>1lanl|z|™, finalement, la série est uniformément convergente sur toute la boule de centre
0 et de rayon |z

2. (a) Soit a, = 7 On a #24l — \:z:||n+1\ Or [z|[;;37| < |z| pour tout n € IN, ainsi d’apres

le critere de d’ Alembert cette série converge dés que x| < 1. La borne supérieure de
cet ensemble est par deﬁmtlon r, le rayon de convergence de la série, donc r = 1.

(b) in(x+1).

(c) Cette série converge en tant que série alternée de Rieman dont le terme général tend
vers 0.

(d) La série converge sur [0; 1] car r = 1, et la série converge en & = 1; d’apres la question
1, la série converge donc uniformément sur [0, 1].

(e) La fonction x — In(x + 1) est continue sur tout | — 1, 400. La série est égale & In(x+1)
sur [0, 1], et est uniformément convergente sur [0, 1], elle est donc continue sur [0; 1].

(f) Calculer

n—1 n—1
SOV D
n r—1 n
n>1 n>1
(_1 n—1
= lim1 2™ ~———— par convergence uniforme
T— n
n>1
. W (=)t o -
= 1im . 2" ———— par continuité de la série en x=1
r—1,x< n
’ n>1

= lim In(zx + 1) d’apreés la question b)

r—1lx<l

= lim1 In(z + 1) = In(2) par continuité de la fonctionz — In(x + 1).
xr—



n—1
(g) Lasérie ), -, %x% a un rayon de convergence égal & r = 1 (méme méthode que
la série précédente). Sur [0;1], cette série est égale a « — arctg(z). Cette fonction est
continue, et comme la série converge (comme série alternée de Riemann) sur [0; 1], elle

est continue sur [0;1]. Ainsi

Sy to(r) =1+
~—— = limz — arctg(z) =
et 2n+1 r—1

e

I1. Probléeme

Estimation de ’erreur dans l’approzimation des intégrales par la méthode de Poncelet.

Méthode 1 s Fomesoutra.con
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e A. Question préliminaire Docs & portée de main
1. (a) On applique deux fois successivement le théoréme de Rolle, une fois sur [0,1]
aboutissant & l'existence d’un réel n € [0, 1], annulant la fonction G, et la seconde
fois sur [0, 7] aboutissant & 'existence du réel § demandé.
(b) On applique le théoréme des accroissements finis.
2. On pose g(t) = (%52t + %), Comme h € C*([a;}])) avec a < b, on a g € C2([0,1]).
En appliquant le A.1.(b) et le changement de variable u = 25%¢ + 22 on obtient le
résultat demandé.

e B. Application

1. 11 s’agit d’une série de Riemann lorsque I'intervalle [0;1] est découpé en intervalle de
longueur 1/n en démarrant en 1/(2n). L’application f étant continue sur [0;1] cette

L. . ) <ol
série converge vers une limite [ égale a fo f(z)dz.

2.
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11 <(n - 1)72(271 -1, n(n2— b, Z)

Par ailleurs, f”(z) = 2 ainsi ||f”||oc < 2 et la borne (1) vaut —=5 . La borne (1) est

12n2
donc optimale.
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Méthode 2 Docs a portée de main

1. Soit f affine, c’est & dire qu’il existe a et b deux réels tels que f(z) = ax + b, pour tout x
réel. On a alors (apres calculs)

n—1

1 2k +1 !
R.(f) = EZ(@ + +b)—/o az + bdx
k=0

2n
= 0

2. Il s’agit simplement du développement de Taylor avec reste intégral.

3.
R.(f) = Rn(f(O)—l—xf'(O))—I—Rn(/o wi(z) f(t)dt) car R, est linéaire
B T1&s 2k+1 ! Y
-0+ Gl g | ei@an s a
- / Ra(0) £ (t)d.

4. (a) K,(t) est un polynéme de degré 3 par dérivables par morceaux.

! 1
K = .
PG

Ra(f) = | / R (o) " (£)d0)
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1 14
< sl 1o = U7





