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I. Exercice

Soit z un nombre compleve et (an)new+ une suite réelle. On dit que v € Ry est le rayon de

la série Z a, 2" sir est la borne supérieure de l’ensemble des nombres réels positifs R tels que
n>1

pour tout |z| < R, la série est absolument convergente ot | . | désigne le module d’un nombre

compleze.

1. Soit Z a, 2" une série de rayon r fini. Soit zg € C, 'ensemble des nombres complexes, tel que
n>1
|z0| = r. Montrer que si la série Z anz; est convergente, alors Z anz" est uniformément
n>1 n>1
convergente sur [0, zo].

2. Soit une réel z. On considére la série

Z (71)77,711.71
—

n>1
(a)
(b)
(c)
)

(d) Quel est le comportement de cette série sur [0,1] ?

Quel est son rayon ?
Que vaut cette série pour tout z €] —1,1[ ?

Quel est le comportement de cette série pour x =1 7

n—1,.n
(e) Que dire de la régularité de la fonction = — Z ) et lorsque z € [0,1] ?
n>1 n
(f) Calculer
Z (_1)n—1
n



(g) Déterminer de la méme maniere la valeur de

(-1
Z 2n+1 "

n>1

I1. Probléme

Estimation de Uerreur dans ’approximation des intégrales par la méthode de Poncelet.

Méthode 1 s Fomesou
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1. Soit g une fonction deux fois continiment dérivable sur I'intervalle [—1; 1]. Soit 'application
G de [0;1] dans R définie par

Vo e [0;1], G(x)= / g(t)dt — 2xg(0) — K
ou K est une constante que 'on choisira de telle sorte que G(1) = 0.

(a) Montrer qu'’il existe un réel 6 €]0; 1] tel que

_g'(0) —g'(-0)
K="

(on pensera a utiliser le théoréme de Rolle)

(b) En déduire qu’il existe un réel n €] — 1;1[ tel que K = 1¢"(n).
2. Montrer & l'aide du A.1.(b) que si h est une fonction deux f01s continiment dérivable

sur lintervalle [a;b] (a < b), alors il existe un réel £ €]a; b[ tel que

/ab h(t)dt = (b— a)h (a ; b) L0 ;4“)3h”(§).

e B. Application
Soit f une fonction deux fois contintiment dérivable sur l'intervalle [0;1]. On pose

711; (2k+1).

1. Montrer que (S, ),>1 converge lorsque n tend vers +oo. Donner une expression de sa
limite [.

2. Montrer que

f oo

[
Su =1l < B,

(1)
ott [[f"lec = sup [f"(z)].
z€[0;1]
3. Soit lapplication f définie sur IR par f(z) = x2. Montrer que, pour tout n entier

naturel non nul, I — S,, = o2 En déduire que la borne (1) de |S,, — I| est optimale
n

(c’est-a-dire du méme degré en —).
n



Méthode 2

Soit f une fonction Riemann intégrable sur [0;1]. On pose

:Lkz:: (2k+1) /f

1. Montrer que si Papplication f est affine, alors R, (f) = 0.

2. Montrer que si Papplication f est deux fois contintiment dérivable sur 'intervalle [0; 1], alors
pour tout z €]0; 1]

F(x) = F(0) +21'(0) + / oe(o) (1)t

ol pi(x) = sup(0;z — ¢).

3. Montrer que si f est deux fois contintiment dérivable sur [0;1],

sFomesoutracm R,/ - /0 Ro(00) £ (t)dt.
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4. On définit maintenant le noyau de Péano par K, (t) = R, (¢¢).

(a) Décrire K, (t).
(b) Montrer que

! 1
K,()|dt = —.
|1k = 51

(¢) En déduire que si f est deux fois dérivable sur [0; 1], alors

1" lloo
24n2 -’

|R.(f)] <





