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1. (a) Premicre méthode

i. Pour tout entier n > 1,
1

T ey GOy

Donc la série de terme général (t.g.) u,, — v, est une série positive équivalente a la série de terme
L 1 . .
général -z qui est convergente par Riemann.

ii. Comme v, est le t.g. d’une série alternée dont le terme de signe constant est % tendant vers 0.
Ainsi, la série de t.g. v, converge. Comme u,, — v, est le t.g. d’une série convergente on a la série
de t.g. qui est la somme des deux précédentes u,, — v,, + v, = u, qui est donc convergente.

(b) Seconde méthode

i. Pour z au voisinage de 0, ﬁ =1—xz+o(x).

=D

ii. Pour tout n grand, on a ~— - qui est proche de 0, ainsi

oo EO (o

n
(-1 1 1
= e

iii. Le premier terme du développement de u,, est convergent comme t.g. d’une série alternée, tandis
que le second est le t.g. d’une série convergente d’aprés Riemann. Enfin |o(-;)| < -5 qui sont
des t.g. positifs, avec le majorant t.g. d’une série convergente.

2. (a) Premiére méthode

i. Pour tout entier n > 1, on prend v, = — (7711—&)-2'
ii. Le t.g.
Cc-1
Up — Un = “1)ntt
(n+1)(1 - S
est un t.g. & termes de signes constants équivalent & 2;11 Ce t.g converge si et seulement si

C=1.

iii. Comme v,, est le t.g. d’'une série convergente (série alternée), on en conclut que u, est le t.g.
d’une série convergente si et seulement si C' = 1.



(b) Seconde méthode

i. On effectue un DL & I'ordre 1 autour de 0 de la fonction —. Soit = =1+ z + o(x).

(=t
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iii. Comme précédemment, on a une somme de t.g. d’une série alternéee et d’une série convergente
si et seulement si C' = 1.
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ii. On développe u, autour de x =

1. Matrice de Vandermonde
(a)
VMl(x)< o1 )

To T1

(b)
1 1 1

VMy(z)=| o x1 2

Lo 93% T

det(VMi(x)) = x1 — xo.

1 1 1
det(VMy(x)) = det| xzo 21 2
z§ 2t 23
1 1 1
= det| xzo—x0 T1— To To — To
33(2) - LIZ(2J x? — Xol1 .73% — ToT2
1 1 1
= det| O T1 — To To — To

0 33‘1(331 — .230) .232(33‘2 — Qfo)
1 — o X9 — X
det
c ( w1(r1 —x0) T2(T2 — 20) )
1 1
= (x1 —zo)(x2 — mp)det < vy )

= (@1 —2o)(z2 — wo) (22 — 1) = H () — ).

0=j<k=2
(e) On suit I'indication donnée pour p > 2

P

det(VMy(z)) = H (g — x0)det(VMp_1(21,...2p))
ko=0

Or, par hypothése de récurrence

det(VMy s (21,...,2p) = [ (ox — ;).
1=j<k=p



Ainsi

det(VMp(z)) = H (r, — x0) H (zx — z5)
ko=1 1=j<k=p
= H (Ik — l‘j).
0=j<k=p

L’hypothése de récurrence est vérifiée au rang p = 2, par ailleurs det(V My (x)) vérifie également cette
hypotheése, ce qui achéve la preuve pour tout p > 1.

(f) det(VMp(z)) =0 <= [o—jcp—p(@r — ;) = 0= 3(j,k) € {0,...,p} avec j <k, tels que z; = .

2. Matrice de Hankel
(a)

(b) s Fomesoutra.con
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Hy(z)=| 0 27 =z
2 .3 4

1 z; 23 a3
2 .3 4

Hs(x) 2 3 4 5

(d) det(Hy(z)) = 22 — moz1 ou encore (en utilisant les substitutions de lignes)

det(Hy(z)) = det(l o )

0 2% —zo11

1 1
= :C1det( 0 21— 20 )

= xl(xl —.’Eo).

Et, suivant la méme méthode, det(Hy(z)) = x123(x2 — 21) (22 — 20) (21 — T0)

()

2

det(Hy(z)) = H x? H () — xj).

j=1  0=j<k=p
(f) On utilise les substitutions de lignes préconisées

3
det(Hs(x)) = H .’L‘gdet(VMg(aﬁo, ce,X3)).

j=1
(g) On procédera par récurrence. L’hypothése de récurrence étant :

det(Hy(x)) = [ [ #}det(V M, (xo, ..., zp)).
j=1



Cette hypothése est vérifiée au rang p = 1. Et on a

det(H,(x Hmjdet (VMy(xq, ..., xp)).

Jj=1

det(H, = H H (xr — ;).

0=j<k=p

(i) det(Hp(z)) = 0O signifie soit qu’il existe une valeur xj, nulle soit (sans exclusivité) qu’il existe deux

valeurs x; et xj telles que x; = .
<+ Fomesou

ok SO Trea .
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(a)
(1 EX)
w100 = () BxH )
(b)
1 EX) EX?)
EH(X) = [ BX) E(X?) EXY)
E(X?) E(X*) B(XY)
0
( 1 EX) EX?) EX?)
(X) EXY) E(XY EXY
EH:(X) =1 |(x?) B(X®) B(x') BX°)
E(X?) EXY E(X°) E(X°)
(@)

B, (o ) =B (X)) = ),

(e) EH,(X) =IE(H,y(Xo,...,Xp)).
(f) On a (p+ 1)! permutations possibles. Et comme ]E(X,i) = IE(Xg(k)) quelle que soit la permutation
o considérée de Sp11 = {0,...,p}, on a EH,(X) = IE(Hy(Xo(0), - - - » Xo(p))). Ou encore

EH,(X)= Y 1 E(Hp(Xo(0):- -+ Xo(p)))-

|
e (p+1)!

(g) (X1,Xo,X2,...,X,) est une permutation de (Xo,...,X,), et Pespérance d’une matrice étant égale
a la matrice des espérances (car somme finie) d’aprés ce qui précéde, on a

EH,(X) = E(H,(X1, X0, X2 ..., X,)).

(h)
det(EHy(X)) = > det(B(H,(Xo(0), - Xo(p))
p+ 'GES
p+1
1
= Z IE det Xa'(O)7"'ﬂXU(p)))))
' 0ESp41



= oio®| 2 (UXed II x-x)

o0€Sp+1 \1=0 0=j<k=p

< Fomesoutra com (pjl),na II a-x) > (e(o)HX:;m)
’ =0
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= 7(17 n 1)!IE Ozg:p(Xk — XJ.)Q

(i) det(EH,(X)) = 0 implique qu’il existe deux valeurs prises par X}, et X; égales. Or comme X ne peut
prendre que ¢ valeurs distinctes, on a ¢ < p. Pour tout ¢ > p, on aura det(EH,(X)) > 0

4. Ainsi la quantité det(EH,(X)) permet & partir de la connaissance des 2p premiers moments de la variable
X, d’établir le nombre de valeurs ay,...,a, distinctes sur lesquelles la variable X prend ses valeurs. Il
n’est pas nécessaire de connaitre les valeurs a; elles-mémes pour cela car le calcul de det(EH,(X)) ne les
demande pas.





