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Exercice

Soient u,, et v, les termes généraux d’une série.
1. Pour tout n € IN*, ensemble des entiers naturels non nuls, on considére
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(a) Premiére méthode
i. Quelle est la nature de la série de terme général u,, — v, 7
ii. En déduire la nature de la série de terme général u,,.

(b) Seconde méthode
i. Donner le développement limité a I’ordre 1 en 0 de 1%1:
ii. En déduire un développement de u,,.

iii. En déduire la nature de la série de terme général wu,,.
2. Pour tout n € IN*, on considére maintenant
C—(-1)""yn+1
U =
" (n+1)— (=) F 1

ou C est une constante réelle. On désire déterminer la nature de la série de terme général u,,
selon les deux méthodes employées dans I’exemple précédent 1..




(a) Premiere méthode
i. Déterminer la suite (v, )nen+ permettant de procéder comme en 1. (a).
ii. Déterminer la nature de la série de terme général u,, — v,,.
iii. En déduire la nature de la série de terme général u,,.
(b) Seconde méthode

i. Exprimer le développement limité d’une fonction que l’on précisera en 0, & un ordre
que l'on précisera également.

ii. En déduire un développement de u,, pour n grand.
iii. En déduire la nature de la série de terme général wu,,. ;Fomesou Com
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Probléme

On observe un phénoméne aléatoire. On désire construire une fonction permettant de détermi-
ner si on a affaire & un aléa prenant ses valeurs sur au plus p quantités (non connues) ou un autre
type d’aléa (plus de p quantités, aléa continu, etc.). On ne connait de X que la valeur de ses 2p+1
premiers moments.

Soient p un entier non nul et x = (o, ...,xp) un (p + 1)-uplet réel.

1. Matrice de Vandermonde

On note VM, (z) la matrice de Vandermonde définie pour tout p > 1 par

VMp(x) = (‘r;)@j:O,.“,p'

(a) Exprimer matriciellement VM (z).

(b) Exprimer matriciellement V My(z).

(c) Calculer le déterminant (det) de VM (x).

(d) Exprimer le déterminant (det) de V Ms(z) en fonction de

H (xg — x4).

0=j<k=2

(e) Montrer par récurrence que pour tout p > 1,

det(VM,(z)) = H () — xj).

0=j<k=p

Indication : on pourra effectuer des transformations sur les lignes L; avec
L; —xoL;—1 —> L.
(f) Soit p fixé, que dire des valeurs de (o, ..., xp) si det(VM,y(z)) =07

2. Matrice de Hankel

On note H,(x) la matrice de Hankel définie pour tout p > 1 par

Hy(z) = (x;ﬂ)ij:o p

(a) Exprimer matriciellement H;(z).



) Exprimer matriciellement Hy(x).

(¢) Exprimer matriciellement Hs(x).

(d) Calculer les déterminants de Hy(z) et Ha(z).
) Exprimer le déterminant de Hy(x) en fonction du déterminant de V My (x).
)

Exprimer le déterminant de Hs(z) en fonction du déterminant de V Ms(x).
Indication : utiliser des transformations sur les lignes L; avec L; — xoL;_1 —> L;.

(g) Exprimer le déterminant de H,(x) en fonction de celui de VM, (z).
(h) Donner une expression du déterminant de H,(x) en fonction de p et de (zg,...,xp).
Soit p fixé, que dire des valeurs de (zo,...,x,) si det(H,(z)) =07
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On considére maintenant X une variable aléatoire pouvant prendre g valeurs distinctes notées
ai,...,aq. Bt solent Xo,..., X, un (p+ 1)-uplet de variables aléatoires, indépendantes entre
elles et de méme loi que X.

On note IE le signe espérance et on rappelle que si p; désigne la probabilité que la variable
X prenne la valeur ay, le moment d’ordre j de X, IE(X7) est égal a

q
E(X7) = Z al P
k=1

On note EH,(X) la matrice des espérances des moments d’ordre 0 & 2k de la variable aléatoire
X. Plus précisément, pour tout k > 1,

EH(X) = (E(X"))

4,§=0,..k °
(a) Exprimer matriciellement EH;(X).
(b) Exprimer matriciellement EH(X).
(¢) Exprimer matriciellement EH3(X).
(d) Exprimer matriciellement IE(H,(Xo,...,X},)).
e) Que dire de EH,(X) et de IE(H,(Xo,...,Xp))?
f) Combien y-a-t-il de permutations o des éléments {0, ,...,p} ? On notera ’ensemble de
ces permutations Spy ;.
En déduire une expression de EH,(X) en fonction de IE(Hy,(X,(0),-- -, Xo@p)))-
(g) Que dire de EH,(X) et de IE(H, (X1, X0, X2..., X)) 7
(h) Exprimer le déterminant de la matrice de Hankel des moments de X, det(EH,(X)).
Justifier soigneusement les inversions de signe espérance et déterminant lorsqu’il y a
lieu.
Indication : On pensera & utiliser la formule de Leibnitz donnant le déterminant d’une
matrice carrée A = (a;j)i j=o,....k de taille K +1. On rappelle que la formule de Leibnitz

en ce cas est X
det(A) = Z (o) Haa(i)i

0ESK 11 i=0

(
(

ot €(o) désigne la signature de la permutation o.
(i) Que dire de g et p lorsque det(EH,(X)) =07

4. Conclure.





