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Exercice Ca S Lk .
1. Le polynéme caractéristique est Docs & portée de main

3-X 2 =2
xaA) =det| -1 =X 0 |=-OA-1DN\=224+2)=-A=1A-1-0)(A—1+1).
1 1 =

Le polynoéme caractéristique étant scindé dans C, la matrice est diagonalisable.

T
2. Le vecteur propre v1 = | y1 | associé a la valeur propre A\; = 1 vérifie A-vq; = vy, c’est-a-dire
21
1
x1 = —y1 et 21 = 0. On peut prendre, par exemple, v; = —1 |]. De la méme manieére on obtient
0
2
pour Ay = 141 et Avg = Agve, que x2 = —(1+4)ys et yo = —(1 —1)29. Donc, v = | —1+4 |. Pour
1
2
A3 =1—1iet Avg = A\gv3, que 3 = —(1 —1)ys et y3 = —(144)z3. Donc, v3 = [ —1 —4 |.On obtient
1
1 0 0 1 2 2 1 2 0 -4
D=0 1+i 0 P=| -1 —1+44¢ —1—i | etP == —i —i 1+
0O 0 1-—4 0 1 1 2 i i 1—1

3. On utilise la diagonalisation de la matrice pour écrire A% = P - D? . P~1. On obtient

1 0 0 33 32 -2
AP =P 0 16(1+1) 0 Pl=[ -1 0 -30
0 0 16(1 — 4) 16 16 0

Probléeme 1. Polynémes d’interpolation de Lagrange

07 ee(Te—5) . ~ .
1. On a Li(xy) = H%_OLM Si ¢ = k alors on a les mémes termes au numérateur et au
=057k i

dénominateur et Li(xg) = 1, si £ # k il y a forcément un facteur au numérateur qui s’annule, donc
Ly (z¢) = 0.



2.0n a n
L(ze) =Y fuLi(ze) = fe.
k=0

Pour chaque terme dans la somme, il y a n facteurs au numérateur, donc le degré du polynéme L
est inférieur ou égal a n.

3. Supposons, par absurde, qu’il existe L et P deux polynomes de degré au plus n et tels que
L(z¢) = P(x¢) = f¢ pour tout £ € {0,...,n}. Alors, le polynome L — P est de degré au plus n et il a
n + 1 racines distinctes. Ca implique que L(z) — P(x) = 0 pour tout x, d’ou 'unicité.

I1. Intégration numérique
1. a) Le développement de Taylor a 'ordre n, de f(x) en a, avec reste intégral s’écrit

" (x—a)k x
1@ =3 O @+ L [ o
k=0 ) Ta

Soit P, le polynéme de degré n et R, le reste dans le développement de Taylor précédent.
Il est évident que (x —1)"44)(t) = (v — 1)} Lj44)(t) et Ry s’écrit comme demandé.

b) On remarque que E(f) est linéaire en f et on remplace f par son développement de la question
précédente, donc E(f) = E(P,) + E(R,).

Par hypothese, le procédé est exact pour les polynomes de degré au plus n et P, est de degré au
plus n, donc E(P,) = 0. Ensuite

n b s Fomesoutra com
E(f) = E(Rn) = Z)‘kRn(xk) / Ry (z)dz Docs a portée de main
k=0 a
n 1 b b 1 b
= S / FOD )Gy ()t — / o / FOD ()G () dtda
kZO * a a * a

IR n b
= n‘/a f( +1)(t) <kzo>\th(l‘k)—/a Gt(l‘)dl‘) dt

- / " O 0 K 1),

¢) On en déduit

[E(/)]
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1 b
o [ @g ol

1 b
< s P [ ol
T tela,b) a
d) La fonction g(z) = z"t! est de classe C™*t1 et ("D (z) = (n +1)!, donc
E(g)=(n+1) f: K, (t)dt. De plus, K, est de signe constant, alors ff |K,(t)|dt = (n+1)"YE(g)|. En
conclusion,

sup | 0D (1)]|E(g)].

|E(f)] < (n+ D! yefan

2



2. a) D’apres 1, le polynéme d’interpolation de Lagrange est

= flxn) Li(x)
k=0

de degré au plus n. Le procédé d’intégration est exact si

b n
/ L(z)dz =Y " Apf(az).

k=0

s Fomesou

Puisque, fab L(z)dx =Y, f(zk f Ly(z)dx on prend or soalra .

Docs a portée de main

b T _ .

N — / I (@ — ) p

= 1 ~dx.
a Hj=0,j£k (zr — z5)

Si f est une fonction polynémiale de degré maximal n, telle que f (rx) = f(xg), par l'unicité du
polynéme d’interpolation (voir question 1.3.) f est nécessairement égale a L.

b) Pour n = 1, nous avons xy = a et x1 = b,

b b
T —b b—a Tr—a b—a
)\0—/a a_bdx: 5 et)\l—/ab dr = .

Le procédé d’intégration s’écrit f b_Ta(f(a) + £(b)).
Pour le noyau, G¢(z) = (z — t)+ pour x € [a, b] et

Ki(t) = BE(G)="1°

b
(Gula) + Gy(b)) — / (& — 1)y da

—a)(b— b

_ b-a)i-t )2(b t)—/t(a:—t)dx
_ (b—a)(b—t)_(x—t)2| _(t—a)(b—1)
2 2 2 ’

pour tout ¢ € [a, b].
Pour I'erreur d’approximation on utilise la question II.1, pour n = 1, donc si f € C?([a, b])

/f t—a( (t-a)b-1)

Comme K est de signe constant sur [a, b]

BOI< s 7001 [ Huoar = sup /O] 3

tela,b]



II1. Méthode de Gauss

1. Il suffit de décomposer S sur la base Py, ..., P, de ’espace vectoriel des polynomes de degré au

plus n :
n

S(z) =Y exPi(x), s Fomesoutra.com

k=0 R ST ErR .,

Docs a portée de main
o, ---, Cn € R. Alors P

b n b
/ Pa(@)S@)dr =3 e / Poos (2) Po(x)da = 0.
a =0 a

2.a) On a
H?:O,j;ék(x — uy)

L(z) = 2 Q(uk)Li(z), on Ly(z) = 105 o (ks — w5)

b) Puisque Q(ug) = L(uy), Q@ — L est divisible par (x — ug) pour tout k =0, ...,n, donc par P, ;1.
On peut donc écrire Q — L = S P,y pour un polynéme S de degré au plus (2n+1) —(n+1) = n.
Ceci implique que

b b n b

/ Qu)du = / L{u)du = Q(u) / Ly (u)du. (1)
a a k=0 a
On peut donc poser A\, = f: Ly (w)du = (ILj 25 (ug —uj)) ™" f: 21, (u — uj)du, pour tout k € {0,...,n}.
c) Si on prend Q = LJQ-7 polynome de degré 2n, dans (1) on trouve
b n b b
0< / L*(u)du = ZL?(uk)/ Li(u)du = / Lj(u)du = ),
a k=0 a a

pour tout j € {0,...,n}.





