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Exercice

Soit A dans I’ensemble M3(C) des matrices carrées d’ordre 3 a éléments complexes :

3 2 =2
A=| -1 0 0
11 0

1. Montrer que A est diagonalisable dans M3(C).

2. Donner une matrice diagonale D et une matrice inversible P telle que A= P-D - P~
3. Calculer A°.
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1. Polynomes d’interpolation de Lagrange

Soient xg, ..., x, des réels distincts et fo, ..., f, des éléments de R. Soient les polynomes a coef-
ficients réels .
szo,j;ék(l‘ — ;)

07 e (2 — )’

Li(z) = k=0,..n, zeR,

et
L(z) = kaLk(f’?), r €R.
k=0



1. Calculer Li(z¢) pour toutes les valeurs de k et ¢ dans {0, ...,n}.
2. Calculer L(xy) pour tout ¢ dans {0, ...,n}. Quel est le degré maximal du polynéme L(zx)?

3. Montrer que L(z) est I'unique polynoéme ayant les propriétés de la question 2.
Il s’agit du polynome d’interpolation de Lagrange.
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II. Intégration numérique ea svalroa . )
Docs a portée de main

Soit [a,b] un intervalle compact de R et f : [a,b] — R. On appelle procédé d’intégration
numérique associé aux points xo, ..., T de [a,b] et aux poids A, ..., A, € R Papplication

FoI(F) = Af(an).
k=0

On veut étudier la qualité de I'approximation de f; f(z)dz par I(f) en la caractérisant par
I’erreur d’approximation

b
E(f) = I(f) - / f(z)da.

1. On suppose que le procédé I est exact sur les polyndomes de degré au plus n, c’est-a-dire que
E(P) =0,
pour tout polynéme P a coefficients réels, de degré au plus n.
Soit f une fonction de classe C("*1).

a) Ecrire le développement de Taylor a 'ordre n de f(x) en a, avec reste intégral.
Montrer que le reste intégral peut s’écrire sour la forme

1 b
- / SO ()G dt, avee Gilx) = (2 — £)7 = max{0, (x — £)").
b) Montrer que
1 b
B(N) = o [ 10K @t
avec K, : [a,b] — R, dit noyau de Peano, donné par
K, (t) = E(Gy).
c) En déduire une majoration simple de E(f) en fonction de la norme uniforme de f"+1
Sup;eiap STV ().

d) Sig(x) = 2!, appliquer les questions précédentes pour calculer E(g) en fonction de K.

On suppose K, de signe constant. Exprimer la majoration précédente de E(f) en fonc-
tion de E(g).



2. On veut décrire des procédés d’intégration numérique aux cas ou les points d’interpolation
sont également répartis sur [a,b] : 2 =a+ (b—a) - k/n, k € {0,...,n}.

a) Trouver les constantes A\, € R, k =0, ..., n telles que le procédé

Fe Y ek (@),
k=0

est exact pour les polynomes de degré inférieur ou égal a n. On pourra utiliser le po-
lynéme d’interpolation de Lagrange de f aux points xg, ..., z, (c’est-a-dire fo = f(xo),
ety fn = f(zn)). (Ne pas chercher une forme explicite de ces coefficients).
Montrer 'unicité de ces coefficients.

b) Calculer le noyau de Peano pour n = 1.
En déduire un procédé d’intégration numérique et 'erreur d’approximation associée si

f e C*(la,b]).
£ Fomesoutra.con
R SO lra .
III. Méthode de Gauss Docs a portée de main

Soit { P, }nen une suite de polyndémes de degré n orthonormés sur [a, b] :

1 sin=m,

/a " o) Pon(u) d :{ .

1. Démontrer que P, 11 et S sont orthogonaux, pour tout polynome S de degré inférieur ou égal
an.

2. Fixons n € N et notons ug, ..., u, les zéros de P,y1 @ Phi1(u) = Yng1(u — ug)...(u — uy), avec
Tn+1 € R.
Soit @ un polynéme de degré 2n + 1.
a) Ecrire le polynome L d’interpolation de Lagrange de @ aux points ug, ..., U,

b) Montrer que le polynéome @ — L est divisible par P,41. En déduire qu’il existe des réels
A0, -1y Ap tels que

b n
| etdu=3" naww).
a k=0

c) Démontrer que Ay > 0, pour tout k£ de 0 a n.





