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Exercice 1

Soit R3[X] l'ensemble des polynomes de degré au plus égal a 3 et dont les coefficients
sont réels.

1. Montrer que pour tout polynéome P dans R3[X], I'intégrale
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converge.

2. Si on note par 6 = (¢, z1, T9, x3) un élément de R*, montrer que 'application
wy : R3[X] = R,

définie par
wy(P) = ¢(P(x1) + P(z2) + P(x3)),
est une application linéaire.

3. Calculer @ tel que

pour tout P € R3[X].



Exercice 11

Soit P, la suite de polynomes réels définie par Py(X) =1, P;(X) =1+ X et, pour tout
n>1,
Poa(X) = Pu(X) + X Py (X). 1)

1. Montrer, par récurrence, que le degré des polynomes P, et P, 1 est n.

2. Ecrire 'équation caractéristique de la suite récurrente linéaire (1) et donner la solution
P,(X) de cette suite.

3. Montrer que toutes les racines de P,(X) sont réelles.
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1. Montrer que, pour n € N*,

lnzfon,/1+<1—%)ndx

est asymptotiquement équivalent a n, quand n tend vers l'infini.

2. Montrer que, pour n € N*,
1+1
J, = / V142" de
1

est asymptotiquement équivalent a %, quand n tend vers l'infini. Calculer explicitement
la constante C' > 0.

Exercice IV

Méthode numérique d’approzimation d’une racine réelle de l’équation f(x) = 0.

Soit U'intervalle [a, b] fixé, pour a < b réels.
I. Soit g : [a,b] — R une fonction de classe C? telle que g(a) = g(b) =0, ¢"(z) > 0 pour
tout = dans |a, bl.

1. Montrer que g(z) ne s’annule en aucun x de |a, b[;

2. Démontrer que g(z) < 0 pour tout = dans ]a, b|.



I1. Soit f : [a,b] — R une fonction de classe C? telle que f(a) <0, f(b) >0, f'(z) > 0 et
f"(x) > 0 pour tout x dans |a, b|.
1. Montrer qu’il existe un unique ¢ dans |a, b tel que f(c) =0;

2. Montrer qu’il existe my et my tels que
0<m; < f(z), 0<f"(x)<my pour tout z dans [a,b[;

3. On souhaite approximer c. Soit P le polynome de degré 1 tel que P(a) = f(a), P(b) =
f(b), et soit ¢; dans ]a,b] tel que P(c¢;) = 0. Démontrer que a < ¢; < ¢, en utilisant la
fonction g(x) = f(x) — P(x).
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Soit {c¢,, tn>0 la suite récurrente définie de la fagon suivante :
-on pose ¢y = a;
-pour tout n > 0 et ¢, déja défini, on note P, I'unique polynome de degré 1 tel que
P,(cn) = f(cn), Pu(b) = f(b); on définit ¢, par P,(cu41) = 0.
1. Trouver explicitement la fonction ¢ telle que ¢, 11 = @(cy).
2. Montrer que la suite {c,},>0 est strictement croissante et contenue dans l'intervalle
la, c].

3. Montrer que la suite {c,},>0 converge vers ¢, et que, pour tout n > 0, on a

flen)]

my

len — ¢ <

Application numérique : Représenter graphiquement la fonction f(z) = 2° — 4z + 1
et donner I'approximation numérique ¢ de la solution réelle de f(x) = 0 comprise entre 1.5
et 2. Donner un majorant de I’erreur commise en utilisant ce qui précede.





