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Exercice I

1. Soit f : [−1
2
, 1
2
] → R définie par

f(x) =
√
1 + x.

Trouver un polynôme P2(x) qui approxime f(x) pour x dans [−1
2
, 1
2
] et démontrer que l’erreur

d’approximation f(x)− P2(x) vérifie

|f(x)− P2(x)| ≤
|x|3

2
, si |x| ≤ 1

2
.

2. Soit f une fonction réelle deux fois continûment dérivable sur ]−1, 1[, telle que f(0) = 0.
Déterminer

lim
x→0+

[ 1√
x
]∑

k=1

f(kx),

où [z] désigne la partie entière d’un nombre réel z.

3. Prouver que, si f : R → R est deux fois continûment dérivable, telle que f(0) = 1,
f ′(0) = 0 et f ′′(0) = −1, on a alors, pour tout a nombre réel,

lim
x→∞

(
f

(
a√
x

))x

= exp

(
−a2

2

)
.
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Exercice II

Soit M3(R) l’ensemble de matrices carrés de dimension 3 à éléments réels et

A =




2 3 1
−1 −2 −1
1 3 2


 .

1. La matrice A est-elle diagonalisable et, si oui, donner la matrice diagonale ainsi que la
matrice de passage.

2. Trouver toutes les matrices B dans M3(R) telles que

B2 = A et tr(B) = 0,

où tr désigne la trace.

Exercice III

Soient n ∈ N�, a, b, c ∈ C et

A =




a b 0 . . . 0 0
c a b . . . 0 0
0 c a . . . 0

. . .
0 0 0 . . . a b
0 0 0 . . . c a




appartenant à Mn(C).
1. On suppose dans cette question que n = 3. Déterminer les valeurs propres et les

vecteurs propres de A, en discutant selon les valeurs de a, b et c.

2. Pour n ∈ N� quelconque, déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de A,
en résolvant l’équation AX = λX, pour un vecteur X de Cn et λ ∈ C.
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Exercice IV

Soit

In =

∫ 1

0

xn

10 + x
dx, n ∈ N.

1. Calculer I0 et donner une relation de récurrence pour calculer In+1 avec n ∈ N.
2. Notons par Î0 l’approximation numérique de I0 et supposons que În est calculé à partir

de Î0 par la même relation de récurrence que In à partir de I0. Soit εn = |In − În|
l’erreur d’approximation, pour tout n entier positif.

Trouver une relation de récurrence pour la suite εn. De combien serait l’erreur ε10 si
l’erreur initiale est ε0 = 5 · 10−5 ? Comment s’exprime ε10 en fonction de ε20 ? Que
suggérez-vous ?

3. Montrer que

0 ≤ In − In+1 ≤
1

10(n+ 1)(n+ 2)
,

et, en déduire que

1

11(n+ 1)
≤ In ≤ 1

11(n+ 1)
+

1

110(n+ 1)(n+ 2)
.

De quel ordre est εn et l’erreur relative εn/In ?
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